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1. Uvod

Podatci vremenskih serija prisutni su u mnogim podrucjima djelovanja u kojima oni
nastaju biljeZenjem stanja promatranog procesa kroz vrijeme. Njihovom se analizom
omoguduje razumijevanje proslog ponasanja te donosi uvid u mogucée buduce ponasa-
nje promatranog procesa.

U tu svrhu se ve¢ desetlje¢ima primjenjuju klasicne statisticke metode analize 1
prognoze vremenskih serija stohastickim modelima (autoregresijski modeli, modeli
pomicnih prosjeka te njihove kombinacije, itd.). S druge strane, algoritmi strojnog
ucenja pokazali su korisnost u rjeSavanju specifi¢nih zadataka temeljem podataka koji
opcenito ne moraju biti vezani uz vremenske serije, a zbog sve vece koli¢ine dostupnih
podataka te povecanja racunalnih resursa, posljednjih godina dobivaju sve viSe paZnje.

Cilj ovog rada jest usporedba metoda i rezultata dobivenih klasi¢nim statistickim
tehnikama prognoze vremenskih serija s algoritmima strojnog ucenja na studijskom
slucaju prognoziranja vodostaja rijeke Kupe temeljem podataka DrZzavnog hidrome-
teoroloskog zavoda Republike Hrvatske. Prognoziranje stohastickim modelima os-
tvareno je programskom knjiznicom otvorenog koda StatsModels (Seabold i Perk-
told, 2010), dok je za implementaciju postupaka strojnog ucenja koristena programska
knjiZnica otvorenog koda Scikit-learn (Pedregosa et al., 2011) koja nudi funkcional-
nosti dubinske analize i obrade podataka te strojno ucenje.

Nastavak rada organiziran je na sljedeci nacin. Poglavlje 2 opisuje vremenske serije
te uvjete koji moraju biti zadovoljeni kako bi primjena klasi¢nih metoda nad njima bila
moguca. Poglavlja 3 1 4 daju pregled klasicnih metoda te algoritama strojnog ucenja
koriStenih u praktiénom dijelu rada. Zatim u poglavlju 5 slijedi opis studijskog slucaja

nakon Cega je u poglavlju 6 dan zakljucak rada.



2. Vremenske serije

Vremenske serije definiraju se kao skupovi podataka nastali slijednim uzorkovanjem
vrijednosti od interesa kroz vrijeme, gdje se uzorkovanja mogu dogadati u pravilnim
ili nepravilnim vremenskim razmacima. Primjeri podataka vremenskih serija ukljucuju
razne meteoroloSke 1 hidroloske podatke, podatke prikupljene senzorima, demografske
1 mnoge druge podatke.

Otkrivanje uzoraka i pravilnosti unutar podataka vremenske serije omoguceno je
postojanjem njihovog vremenskog uredenja pomocu kojeg se definira meduovisnost
slijednih vrijednosti. Medutim, zbog vremenskog uredenja kojim se uvodi nova dimen-
zija podataka primjene metoda povezanih sa strojnim ucenjem, poput podjele skupa
podataka, metode unakrsne provjere i drugih, postaju sloZenije.

Nastavak ovog poglavlja donosi opis komponenti koje ¢ine svaku vremensku seriju
te metode kojima se one mogu prikazati u svrhu analize. Zatim slijedi opis svojstva
stacionarnosti, jednog od temeljnih svojstava vremenske serije kojim se omogucuje
analiza i interpretacija rezultata, te pregled statistickih testova kojima se to svojstvo

ispituje.

2.1. Komponente vremenske serije

Vremensku seriju moguce je rastaviti na komponente trenda, sezonalnosti, ciklusa te
Suma koje su opisane u nastavku prema (Hyndman i Athanasopoulos, 2018).
Dugoro¢no ponaSanje vremenske serije odredeno je trendom koji prema iznosu
moze biti padajui ili rastuéi. Ovisno o tome predstavlja li ga pravac ili krivulja trend
se dijeli na linearni i nelinearni, dok prema uzroku moZe biti deterministicki i stohas-
ticki Sto je objasnjeno u odjeljku 2.2.2. Komponenta sezonalnosti se u vremenskim
serijama javlja zbog drustvenih, klimatoloskih te drugih utjecaja koji izazivaju peri-
odi¢ko ponavljanje ponaSanja vremenske serije. Za razliku od sezonalnosti, ciklus
uzrokuje ponavljanje ponaSanja serije u nepravilnim razmacima koji su ¢esto dulji od

sezonskih. Nakon uklanjanja navedenih komponenti iz vremenske serije preostaje Sum



koji se zbog Cestih i promjenjivih kolebanja ne mozZe predvidjeti pa se naziva iregular-
nom komponentom.

Prilikom dekompozicije, komponente trenda i ciklusa Cesto se objedinjuju te pri-
kazuju kao trend, kao Sto je prikazano slikom 2.1 koja je nastala dekomponiranjem
vremenske serije mjesecnog broja putnika zracnog prijevoza (u tisucama) tijekom raz-
doblja od pocetka 1949. do kraja 1960. godine (Box et al., 2015).
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Slika 2.1: Komponente vremenske serije

Sezonalnost i trend najlakSe se uocavaju prikazom podataka, a jedan od nacina
kojim se vremenska serija moZe saZeto prikazati po njenim sezonama je polarni graf,
prikazan na slici 2.2. Na njoj se jasno uocava pravilnost tijekom svake sezone. Na
primjer, vidljivo je kako se tijekom ljetnih mjeseci, osobito sredinom srpnja, preveze
najviSe putnika, dok je zimi njihov broj manji. Kako su grafovi za svaku godinu gotovo
jednakog oblika, zakljucuje se jaka sezonalna komponenta ove vremenske serije. Osim
za uoCavanje sezonalnosti, polarni graf moZe otkriti postojanje trenda. Tako se na istoj
slici uo€ava sve ve€a udaljenost grafova od srediSta $to oznaCava postojanje rastuceg

trenda.
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Slika 2.2: Prikaz podataka polarnim grafom

2.2. Svojstvo stacionarnosti vremenske serije

Svojstvo stacionarnosti vremenske serije jedno je od temeljnih pretpostavki mnogih
metoda za analizu i predvidanje vremenskih serija. Zato u nastavku slijedi opis i for-
malna definicija stacionarnosti te opis razloga nastanka nestacionarnosti kao i pregled
statistiCkih testova i metoda za utvrdivanje i ostvarivanje svojstva stacionarnosti poda-
taka.

Stacionarnost podataka poZeljno je svojstvo vremenske serije kojim se oznaCava
nepromjenjivost njenih statistickih svojstava kroz vrijeme (npr. srednja vrijednost i va-
rijanca). Zbog nepromjenjivosti statistickih svojstava stacionarne procese je znacajno
lakSe modelirati te interpretirati. Ovo svojstvo posebno je vazno kod primjene stohas-
tickih modela koji buduée ponasanje predvidaju temeljem statistickih svojstava koja
su aproksimirali iz dostupnih podataka. Tada se u slucaju stacionarnosti ta svojstva ne
mijenjaju ¢ime se modeliranje znacajno olakSava.

U slucaju nestacionarnosti vremenske serije statisticka svojstva mijenjaju se kroz
vrijeme (npr. porast srednje vrijednosti, tj. postojanje trenda) pa primjena modela ko-
jima se ona aproksimiraju nije smislena jer se buduce ponasanje, zbog promjene svoj-

stava, ne moze ispravno predvidjeti. Primjere takvih procesa Cine cijene dionica i



kriptovaluta koji su zanimljivi zbog koristi koju bi donijeli, ako bi se zakljucci o bu-
duéem ponasSanju pokazali ispravnima. Problem navedenih slu¢aja uzrokuje velik broj
varijabli koje utjecu na formiranje cijene, a nisu opazane te se zato realiziraju kao Sum.

Razlika stacionarnih i nestacionarnih podataka lako se uocava kod pojave Sokova,
odnosno iznenadnih dogadaja koji mijenjaju ponasanje vremenske serije. Kod staci-
onarnih podataka vremenska serija se nakon pojave Soka zbog nepromjenjivosti sta-
tistickih svojstava stabilizira i vra¢a u pocetno stanje. Kod nestacionarnih podataka
Sokovi utjecu na promjenu distribucije te mijenjanju srednju vrijednost i varijancu vre-
menske serije ¢ime se onemogucuje modeliranje vremenske serije jer se parametri dis-
tribucije mijenjaju kroz vrijeme. Takvo ponaSanje prikazano je na slici 2.3 gdje je
uz cijenu Bitcoina (CryptoDataDownload) prikazan i pomi¢ni prosjek izracunat nad

vremenskim prozorom od 30 dana.
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Slika 2.3: Primjer nestacionarne vremenske serije

2.2.1. Definicija stacionarnosti

Vremenska serija se, osim kao skup slijednih podataka, moZe promatrati i kao realiza-
cija dogadaja stohasti¢kog procesa koji generira podatke te vremenske serije po odre-
denoj distribuciji. To znaci da je vremenska serija {xzy,, zy,, ..., T, } nastala realizaci-
jom N slucajnih varijabli { X;,, X4,,..., X;, }, od kojih je svaka odredena statistiCkim
svojstvima srednje vrijednosti i varijance. Ako se statistiCka svojstva tih varijabli ne
mijenjaju ovisno o vremenu, stohasticki proces je strogo stacionaran ¢ime se oznacava
1 stroga stacionarnost vremenske serije kao skupa podataka. U suprotnom, ako se sta-
tisticka svojstva mijenjaju ovisno o vremenu, stohasticki proces i vremenska serija kao

skup podataka su nestacionarni. (Box et al., 2015)



Zbog strogih zahtjeva prethodne definicije, u primjeni je teSko postici strogu staci-
onarnost vremenske serije pa se osim nje definira i pojam slabe stacionarnosti. Tada
je proces slabo ili kovarijancno stacionaran, ako su srednja vrijednost i varijanca neo-
visne o vremenu, a kovarijanca ovisi samo o razlici vremenskih trenutaka u kojima
su se slucajne varijable realizirale (Box et al., 2015). Slaba stacionarnost formalno je

definirana izrazima 2.1.

2.1

2.2.2. Nestacionarnost uzrokovana trendom

Jedan od uzroka nestacionarnosti podataka je promjenjiva srednja vrijednost vremen-
ske serije, odnosno pojava trenda. Trend, ovisno o uzroku, moZe biti deterministicki

ili stohastic¢ki.

Deterministicki trend

Deterministic¢ki trend uzrokovan je eksplicitnom ovisno$¢u podataka o poznatoj va-
rijabli, naj¢es¢e vremenu. U tom se slucaju vrijednost vremenske serije u trenutku
t definira prema jednadzbi 2.2 gdje je a konstanta koja definira pomak, b konstanta
nagiba Cijim se predznakom definira pozitivan ili negativan trend, a €; iznos Suma u
trenutku ¢. Kako se Sum ravna prema distribuciji N'(0, o) oekivanje varijable X (t),

definirano jednadzbom 2.3, ne ovisi o njemu.

Xt:f(t>:a+b't+€t, (22)

E(X))=a+b-t (2.3)

Ocekivanje u ovom slucaju izravno ovisi o vremenskom trenutku ¢ ¢ime se ostva-
ruje nestacionarnost procesa. Tada je u svrhu postizanja stacionarnosti trend potrebno
ukloniti, a jedan od nac¢ina uklanjanja deterministickog trenda je metoda diferencira-
nja prvog reda kojom se vremenska serija transformira u razliku susjednih vrijednosti,

kao §to je prikazano izrazom 2.6. Time je postignuto ocekivanje neovisno o vremenu



¢ime su podatci postali stacionarni. Izvorni podatci se u daljnjoj analizi i predvidanju
mijenjaju diferenciranim koje je zbog svojstva invertibilnosti diferenciranja na kraju

mogude vratiti na izvorni raspon vrijednosti.

Xi=a+b-t+¢ 2.4)
Xei=a+b-(t—1)+e, (2.5)
Ay, = X1 — X, (2.6)
—b-(t—1)—b-t+e,—a
=b+ (61— &)
E(Ax,) =E() +E(e-1 — &)
=Eb) =5 2.7)

Osim diferenciranja, trend je moguce ukloniti primjenom postupaka strojnog uce-
nja. Tada se on oblikuje modelom strojnog uc¢enja nakon cega slijedi postupak uklanja-
nja trenda koji je ostvaren oduzimanjem vrijednosti vremenske serije te modeliranog
trenda. Time se dobivaju rezidualne vrijednosti koje se koriste u daljnjoj analizi nakon

¢ega je povratak u izvornu skalu omogucen dodavanjem modeliranog trenda.

Stohasticki trend

Stohasticki trend sloZenija je pojava jer ne pretpostavlja eksplicitnu ovisnost trenda o
poznatoj varijabli ¢ime se u proces unosi nesigurnost. Tada je vrijednost vremenske
serije u trenutku ¢ odredena prema jednadzbi 2.8 gdje su a i b konstante, a ¢; iznos Suma
u trenutku ¢. Ovakav model vremenske serije naziva se autoregresijskim modelom u
kojem budude vrijednosti vremenske serije linearno ovise o prethodnim vrijednostima

vlastite serije.

Xt = a + b . Xt—l + €, (28)

Tako definirana jednadZba je rekurzivne prirode pa se moZe raspisati sve do prvog

¢lana vremenske serije, odnosno X ¢ime se dobiva izraz 2.9.

A& :%L+‘b'_X;_1—F6t

t—1 t—1
=a-Y Vb Xg+ Y (06 (2.9)
n=0 n=0



Uvjet stacionarnosti je konvergencija izraza 2.9, a ona ovisi o konstanti b. Za sumu

Zf:o b", prema d’ Alembertovom kriteriju, vrijedi :

< 1, suma konvergira,
n+1

bn

lim
n—oo

= [b] = { =1, Kkonvergenciju nije moguée odrediti, (2.10)

> 1, suma divergira.

Istim postupkom dolazimo do uvjeta konvergencije za sumu Z;;lo(b" C€tp):

bn+1 . bn+1

bn

€t—(n+1)
bn - €t—n

. €t—(n+1
= lim . (nt+1)
n—oo

lim
n—oo

€t—n

Zbog £ ~ iid(0, o2) Sum ne ovisi o n te slijedi

< 1, suma konvergira,

= |b| = ¢ =1, Kkonvergenciju nije moguée odrediti, (2.11)

> 1, suma divergira.

Iz jednadzbi 2.10 i 2.11 proizlazi da Ce serija biti stacionarna za vrijednost para-
metra |b| < 1. Za uklanjanje stohasti¢kog trenda koriste se iste metode kao i kod
deterministickog. Ovisno o podatcima, diferenciranje prvog reda nije uvijek dovoljno
za potpuno uklanjanje trenda. Tada se mozZe koristiti diferenciranje viSih redova, od-
nosno diferenciranje diferenciranih vremenskih serija, sve dok se iz podataka ne ukloni
trend.

Slika 2.4 prikazuje uklanjanje trenda vremenske serije mjeseCnog broja putnika
zraCnog prijevoza (Box et al., 2015) primjenom diferenciranja prvog reda te modelira-

nja polinomijalnom regresijom drugog stupnja.
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Slika 2.4: Uklanjanje trenda

2.2.3. Nestacionarnost uzrokovana promjenjivom varijancom

Osim trenda, nestacionarnost je uzrokovana i promjenom varijance ovisno o vremenu.
Primjer takvog procesa je model sluCajnog kretanja (engl. random walk), definiran
jednadzbom 2.12, koji je dobiven uvrStavanjem parametara a = 01 b = 1 u jednadZbu
2.8.

Xi=Xi1+¢& (2.12)

Zbog ocekivanja Suma jednakog O srednja vrijednost procesa slucajnog kretanja
je konstantna te iznosi Xy. Medutim, nestacionarnost slu¢ajnog kretanja uzrokovana
je promjenjivom varijancom koja nastaje gomilanjem Sumova tijekom vremena, §to je
prikazano jednadzbom 2.14. Kako su Sumovi medusobno nezavisni, ukupna varijanca
procesa jednaka je zbroju varijanci svih Sumova do trenutka ¢ ¢ime se postiZe izravna

ovisnost varijance o vremenu $to dovodi do divergencije kada ¢ teZi beskonacnosti.



Xi=Xia1+¢e
=Xt ot 1t+e

t
— X+ >« (2.13)
=1
t
Var(X,) =Var(} €)=t o’ (2.14)
i=1

Susjedne vrijednosti vremenske serije nastale ovim procesom povezuje Sum pa bu-
duce ponasanje ovakvog procesa nije moguce predvidjeti. Kako je srednja vrijednost
Suma jednaka 0, najbolji pokusaj predvidanja vrijednosti x;,; jednak je njenoj pret-
hodnoj vrijednosti z;.

Uvrstavanjem parametara @ # 01 b = 1 u jednadzbu 2.8 nastaje proces slucaj-
nog kretanja s trendom koji je, ovisno o predznaku parametra a pozitivan ili negativan.
Primjeri vremenskih serija generiranih procesom slucajnog kretanja s 1 bez trenda pri-

kazani su slikom 2.5.

601 —— Slu¢ajno kretanje
50 4 Slucajno kretanje s pozitivnim trendom
40
30
S
< 20
10 1
01—
10 W
0 20 40 60 80 100
t

Slika 2.5: Slucajno kretanje
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2.3. Ispitivanje svojstva stacionarnosti statistickim tes-

tovima

Jedan od nacina ispitivanja svojstva stacionarnosti je primjena statistickih testova koji
se, ovisno o nultoj hipotezi te uvjetu njenog odbacivanja, dijele na testove jedini¢nog
korijena i testove nestacionarnosti. Kako je cilj statistickog testiranja odbacivanje nulte
hipoteze, Cime bi se s odredenom sigurnosti potvrdila alternativna, testovi iz ove dvije

skupine su zbog postavljanja suprotnih hipoteza komplementarni.

2.3.1. Ispitivanje jedini¢nog Kkorijena

Nulta hipoteza testova jedini¢nog korijena tvrdi postojanje jedini¢nog korijena u pro-
cesu ¢ime se povlaci njegova nestacionarnost, dok se svojstvo stacionarnosti tvrdi al-
ternativnom hipotezom. Tako odbacivanjem nulte hipoteze testovi ove skupine, s odre-
denom razinom sigurnosti, mogu potvrditi stacionarnost vremenske serije.

Zbog njihovih pretpostavki i ograniCenja, testove jedini¢nog korijena treba paZzljivo
koristiti te oprezno interpretirati. Ovi testovi posebno su skloni pogreSkama tipa II Sto
dovodi do nemogucénosti dokazivanja stacionarnosti (Ng i Perron, 2001). Primjer sta-
tistickog testa ove skupine je proSireni Dickey-Fullerov test jedini¢nog korijena (Dic-

key i Fuller, 1979), krae zapisan kao ADF test, koji je opisan u nastavku.

ProSireni Dickey-Fullerov test

ProSirena verzija testa temelji se na osnovnom Dickey-Fullerovom testu jedini¢nog
korijena koji ispituje njegovo postojanje u autoregresijskom modelu iz jednadzbe 2.8.
Nultom hipotezom se tvrdi postojanje jedini¢nog korijena Sto znaci da je vrijednost
parametra b jednaka 1 ¢ime serija postaje nestacionarna. Testiranje hipoteze ne provodi
se nad izvornim podatcima, nego vrijednostima nastalim diferenciranjem prvog reda

koje je prikazano izrazima iz 2.15.

Xi=a+b-Xi1+¢
Ax, = Xy — X1
=a+(b—-1)- X, 1+¢
=a+0-Xi1+¢ (2.15)
Time se nulta hipoteza mijenja i jedini¢ni Korijen postoji, ako je parametar ¢ jed-

nak 0. Nakon provodenja t-testa kojim se ispituje je li parametar ¢ jednak 0, dobivena
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vrijednost statistike usporeduje se s kriticnim vrijednostima iz tablice (Dickey, 1976),
specificnim za Dickey-Fullerovo testiranje. Ovisno o tome postoji li trend ili pomak
(srednja vrijednost vremenske serije nije jednaka 0) u podatcima nad kojima se pro-
vodi testiranje, potrebno je izabrati razliCiti tip testiranja kojim se definiraju zasebne
kriticne vrijednosti. Neopravdano ukljucivanje ili isklju¢ivanje komponenti trenda ili
pomaka moze dovesti do pogresnih interpretacija rezultata zbog povecanja vjerojat-
nosti pogreska tipa I 1 tipa II.

Prosireni Dickey-Fullerov test omogucuje ispitivanje jediniénog korijena nad auto-
regresijskim procesima viSeg reda, odnosno kada buduca vrijednost vremenske serije
linearno ovisi o p prethodnih vrijednosti iste serije, gdje je p prirodni broj. Opcenita

definicija takvog modela prikazana je jednadZzbom 2.16.
Xt:a+b1'Xt_l+b2'Xt_2+"'+bp'Xt_p+€t (216)

ProSireni test se takoder izvodi nad diferenciranim podatcima provodenjem t-testa
kojim se ispituje je li dobiveni parametar J jednak 0. Zatim se izracunata statistika
usporeduje s kriticnim vrijednostima definiranim u Dickey-Fullerovoj tablici. Ako
je ona manja od definiranih kriti¢nih vrijednosti, nulta hipoteza se odbacuje te se s
odredenom razinom sigurnosti zakljucuje stacionarnost serije.

Parametar p naziva se vremensko zaostajanje (engl. lag) i odreduje broj prethodnih
vrijednosti koje ¢e utjecati na trenutnu te se mora odrediti prije provodenja testa. Kako
vjerojatnosti pogresaka tipa I i II znacajno ovise o odabiru ovog parametra, za ispravne
zakljucke potrebno je obratiti paznju na njegov odabir (Ng 1 Perron, 2001). Obicno
se u tu svrhu koriste informacijski kriteriji poput Akaikeovog ili Bayesovog dok je za
preciznije procjene ovog parametra potrebno koristiti napredne metode opisane u (Ng
1 Perron, 2001).

2.3.2. Ispitivanje nestacionarnosti

Kako bi rijesili problem male snage statistickih testova jedini¢nog korijena, testovi za
ispitivanje nestacionarnosti postavljaju obrnute hipoteze. Tako se nultom hipotezom
tvrdi stacionarnost procesa, dok se alternativnom pretpostavlja postojanje jedini¢nog
korijena. Time odbacivanjem nulte hipoteze testovi ove skupine s odredenom razinom

sigurnosti mogu potvrditi nestacionarnost serije.
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Kwiatkowski—Phillips—Schmidt-Shinov test

Prvi znaCajan doprinos ovoj skupini testova, objavljen u radu (Kwiatkowski et al.,
1992), predstavlja Kwiatkowski—Phillips—Schmidt—Shinov test, krace pisan kao KPSS
test. Testiranje hipoteze provodi se nad modelom iz 2.17 kojeg su autori prikazali
dekompozicijom vremenske serije na deterministicki trend, slu¢ajno kretanje r; te Sum
€; koji je nastao stacionarnim procesom. Nulta hipoteza testa suprotna je ADF testu te
se njome tvrdi stacionarnost vremenske serije oko srednje vrijednosti ili trenda.

Kako se deterministicki trend moZe otkloniti diferenciranjem, a Sum po pretpos-
tavci nastaje stacionarnim procesom, nulta hipoteza testa pretvara u pretpostavku o
varijanci procesa slu¢ajnog kretanja. Tada se s njom tvrdi kako o2, prema jednadzbi
2.14, mora biti jednak O ¢ime bi cjelokupni proces ostao stacionaran, dok se alterna-
tivnom hipotezom tvrdi kako je o2 veca od nule §to povladi nestacionarnost procesa.

Rezultati statistiC¢kog testa usporeduju se s kritinim vrijednostima iz (Kwiatkowski
et al., 1992). Ako je iznos dobivene statistike vecéi od definiranih kriti¢nih vrijednosti,
nulta hipoteza se odbacuje te se s odredenom razinom sigurnosti tvrdi kako je serija

nestacionarna.

Xt:b't+rt+€t (217)
Ty =11+ ug, gdjeje u, iz N(0,02)

2.3.3. Primjena statistickih testova stacionarnosti

Zbog oprecnih hipoteza, testiranje stacionarnosti provodi se kombinacijom testova iz
navedenih skupina. Proces testiranja moguce je provesti kako je opisano u nastavku,
gdje ishodi odbacivanja nulte hipoteze podrazumijevaju statisticku znacajnost te ispra-
van odabir parametara testova.

Ispitivanje stacionarnosti pocinje provodenjem testova nestacionarnosti (npr. KPSS
test). Odbacivanjem njihove nulte hipoteze zakljucuje se nestacionarnost procesa te
postupak zavrSava. U suprotnom, zakljuCak o stacionarnosti izostaje te se proces nas-
tavlja ispitivanjem postojanja jedini¢nog korijena (npr. ADF test). Tada se odbaciva-
njem njegove nulte hipoteze zakljucuje stacionarnost, dok u sluc¢aju nemoguénosti nje-
nog odbacivanja zakljucci u oba testa izostaju $to dovodi do nemoguénosti odredivanja
svojstva stacionarnosti. Kod takvih slucaja vremensku seriju je potrebno diferencirati

te ponoviti opisano testiranje.
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3. Prognoziranje vremenskih serija

stohastickim modelima

Nakon analize vremenske serije te utvrdivanja svojstva stacionarnosti slijedi korak
prognoze. lako se rad bavi prognoziranjem pomocu metoda strojnog ucenja, u ovom
poglavlju bit e opisane klasi¢ne tehnike prognoziranja koriStenjem stohastickih mo-
dela koje Ce se takoder koristiti u prakti¢cnom dijelu rada. Tako ¢e se rezultati dobiveni
metodama strojnog ucenja moci usporediti s onima dobivenim klasi¢nim metodama
¢ime se omogucuje procjena uspjesnosti te donosenje zakljucka o korisnosti primjene

metoda strojnog ucenja na problem iz prakti¢nog dijela rada.

3.1. Stohasticki modeli

Vremenska serija moze se promatrati kao realizacija dogadaja nekog stohastickog pro-
cesa, kako je i objasnjeno u poglavlju 2.2.1. Tada stohasticki modeli imaju za cilj
modelirati te procese te tako procijeniti njihove vjerojatnosne distribucije ¢ime se omo-
gucuje prognoza buducih vrijednosti. Ovisno o procesu kojeg predstavljaju te nacinu

modeliranja definiraju se razliciti stohasticki modeli.

3.2. Modeli ARIMA

Jedna od cesto koriStenih porodica stohastickih modela je integrirani autoregresijski
model i model pomic¢nih prosjeka, kraée pisan kao ARIMA (engl. autoregressive in-
tegrated moving average). Model se temelji na kombinaciji dvaju jednostavnijih sto-
hastickih modela te postupku diferenciranja kojim se ostvaruje stacionarnost podataka.
Kako su oba modela te postupak diferenciranja odredeni svojim hiperparametrima koje
je potrebno unaprijed odrediti, u ovom poglavlju se uz opis modela nalazi i pregled me-

toda odabira hiperparametara ¢ime se poveCava kvaliteta modela.
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3.2.1. Ogranicenja ARIMA modela

ARIMA modele moguce je primijeniti samo na univarijatne vremenske serije koje
ne sadrZe sezonalnu komponentu. Problem sezonalnosti u podatcima mogude je iz-
bjeci obradom podataka ili koriStenjem modificiranog modela SARIMA (engl. seaso-
nal autoregressive integrated moving average) koji omogucuje izravan rad s takvim

podatcima.

3.2.2. Komponente modela

Model ARIMA definiran je hiperparametrima p, d i g koji definiraju red autoregresij-
skog modela, red diferenciranja te red modela pomicnih prosjeka od kojih je model

sastavljen.

Autoregresijski model

Autoregresijski model koristen je prilikom modeliranja stohastickog trenda u poglavlju
2.2.2, gdje je i dana definicija modela prvog reda. Opdceniti model reda p, definiran
jednadZzbom 3.1, opisuje stohasticki proces u kojem trenutna vrijednost linearno ovisi
o prethodnim vrijednostima te nepredvidljivoj pogresci koja je uzorkovana iz normalne
distribucije.

Oznake a i b; u jednadzbi definiraju parametre modela koje je potrebno procije-
niti, npr. koriStenjem metode najmanjih kvadrata ili maksimizacijom ocekivanja. Broj
prethodnih vrijednosti koje e se uzeti u obzir te broj parametara koje je potrebno pro-
cijeniti ovisi o redu autoregresijskog modela definiranog hiperparametrom p. Tako je

za model reda p potrebno procijeniti p + 1 parametar, tj. parametre a te by, ba, . . . b,.

p
Xp=a+> b Xii+e (3.1)

=1
Diferenciranje

Model ARIMA podrzava rad s nestacionarnim podatcima izazvanih postojanjem trenda
pa se hiperparametrom d definira red diferenciranja kojim se postiZe stacionarnost po-
dataka. Ako je vremenska serija ve¢ stacionarna, diferenciranje je potrebno iskljuditi
postavljanjem vrijednosti hiperparametra na nulu ¢ime se izbjegava nepotrebno dife-

renciranje koje moZe narusSiti to¢nost prognoze.

15



Model pomicnih prosjeka

Model pomiénih prosjeka, definiran jednadZbom 3.2, trenutnu vrijednost predstavlja
kao linearnu kombinaciju prognosti¢kih pogreSaka nad trenutnom i proslim vrijednos-
tima, gdje je broj proslih prognostickih pogresaka koje ulaze u model zadan hiperpa-
rametrom q.

U jednadzbi je srednja vrijednost vremenske serije predstavljena parametrom a,
dok su prognosticke pogreske i njihovi koeficijenti koji ¢ine parametre modela u ko-
raku ¢ oznaceni s ¢; te b;. Kako prognosticke pogreske za buduce trenutke ¢ nisu opa-
Zane, procjena parametara se provodi nelinearnim postupcima, dok ¢e njihov broj ovi-
siti o redu modela. Tako ¢e za model reda ¢ biti potrebno procijeniti ¢ 4+ 1 parametara

koji ukljuCuju a te by, bs, . . . b,.

q
Xt =a+ ¢+ Z bl c €4 (32)

=1
3.2.3. Odredivanje hiperparametara Box-Jenkinsovom metodom

Odabir hiperparametara ARIMA modela znatno utjece na kvalitetu prognoze, stoga ih
je potrebno ispravno odrediti. Jedan od nacina njihovog odredivanja je Box-Jenkinsova
metoda (Box et al., 2015) koja e biti opisana u nastavku. Prije opisa metode potrebno
je uvesti pojmove autokorelacijske funkcije (engl. autocorrelation function, ACF) te
funkcije parcijalne autokorelacije (engl. partial autocorrelation function, PACF) na

kojima se ova metoda temelji.

Autokorelacijska funkcija

Autokorelacijska funkcija mjeri linearnu ovisnost zadane vremenske serije i viemenske
serije koja je dobivena pomakom zadane za odredeni broj koraka. To znaci da ¢e za
zadani vremenski pomak [/ autokorelacijska funkcija racunati korelaciju izmedu x; i
x¢—; za svaki trenutak 7. Prema definiciji, iznos funkcije za nulti pomak uvijek ce biti
jednak 1 jer svaka vrijednost vremenske serije savrSeno korelira sama sa sobom, dok
je porastom pomaka ocekivan pad vrijednosti autokorelacije koji se javlja zbog sve
manje ovisnosti udaljenijih vrijednosti vremenske serije.

Slika 3.1 prikazuje iznose autokorelacijske funkcije izraCunate nad skupom poda-
taka o mjeseCnom broju putnika zracnog prijevoza te pomake iz intervala {0, ..., 30}.

Oznacene toCke definiraju iznos autokorelacijske funkcije za vremenski pomak /, a
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plava povrSina oznacava podrucje ispod zadanog intervala pouzdanosti (npr. 95-postotni
interval pouzdanosti) Sto znaci da su sve vrijednosti izvan njega statisticki znacajne.
Na njoj se, prema ocekivanju, pove¢anjem pomaka primjeéuje pad vrijednosti auto-
korelacije. Medutim, nakon osmog pomaka slijedi ponovni rast vrijednosti koji maksi-
malnu vrijednost postiZe za vrijednost pomaka 12. Ova pojava se javlja zbog postojanja
izrazene komponente sezonalnosti. Kako se radi o mjesecnoj frekvenciji uzorkovanja,
pomak od 12 vrijednosti oznacava jednogodiS$nji pomak Sto uzrokuje izraCun korela-
cije nad vrijednostima istih mjeseci u susjednim godinama zbog Cega je korelacija u
tim trenutcima veca. Isti efekt javlja se i za viSegodiSnje pomake kada je iznos korela-

cije neSto manji zbog vece udaljenosti vrijednosti serije nad kojima se ona racuna.

1.00 4

0.75 1

0.50 1

0.25 1

F

Ml

@)
<< 0.00

—0.251

—0.50 1

—0.754

0 5 10 15 20 25 30
Pomak

Slika 3.1: Prikaz autokorelacijske funkcije

Funkcija parcijalne autokorelacije

Zbog ulancavanja ovisnosti susjednih vrijednosti u seriji na izraCunatu vrijednost auto-
korelacije za pomak [, osim izravne korelacije x; i z;_;, utjecu i neizravne korelacije
svih prethodnih pomaka manjih od /. Primjerice, kod podataka dobivenih dnevnim
uzorkovanjem danas$nja vrijednost utjecat ¢e na sutra$nju, a sutraSnja na preksutras-
nju. Time Ce se korelacije izraCunate za jednodnevne pomake propagirati na izracun
dvodnevnih 1 ostalih viSednevnih, a dvodnevne na tri 1 viSednevnih, itd.

Zato se za izraCun izravne korelacije koristi funkcija parcijalne autokorelacije koja
izbacuje propagirani utjecaj pomaka manjih od /. Korelogram parcijalne autokorela-
cijske funkcije za iste podatke prikazan je na slici 3.2. Vidljivo je kako su iznosi zbog

uklanjanja neizravnih korelacija zna¢ajno manji u odnosu na prethodni slu¢aj. Kako je
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korelacija za nulti pomak uvijek jednaka 1, a za prvi pomak ne postoji manji pomak
koji bi neizravno utjecao na izracun korelacije, iznosi na tim mjestima ostaju nepromi-

jenjeni.

1.00 1

—e

PACF

ol 1 BT TY AN CO P
l [T? llll [T

—0.251

—0.501

—0.751

0 5 10 15 20 25 30
Pomak

Slika 3.2: Prikaz funkcije parcijalne autokorelacije

Odredivanje hiperparametara

Odredivanje stupnja diferenciranja ARIMA modela temelji se na analizi korelograma
ACF. Tako ¢e naglo odumiranje vrijednosti na korelogramu oznacavati stacionarnost
serije, dok se u suprotnom provodi postupno diferenciranje, pocevsi od reda 1 nadalje.
Nakon svakog povecanja reda diferenciranja korelogram ACF se ponovno prikazuje
1 analizira. Time se izbjegava pretjerano diferenciranje koje model Cini sloZenijim, a
u podatke uvodi dodatnu autokorelaciju koja naruSava to¢nost prognoze. Korelogram
ACEF sa slike 3.1, osim sezonalnosti, upuéuje na postojanje trenda jer vrijednosti kore-
lacija ne opadaju naglo, nego postupno. Nakon diferenciranja prvog reda te izraCuna
autokorelacijske funkcije dobiva se korelogram ACF sa slike 3.3. Veéina korelacija je
iS¢eznula, a preostale jake korelacije nalaze se na pomacima koji odgovaraju visSekrat-
nicima duZine sezone §to sugerira primjenu SARIMA modela ili uklanjanja sezonal-

nosti provodenjem transformacije ¢ime bi se omogucila primjena modela ARIMA.
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Slika 3.3: Prikaz funkcije parcijalne autokorelacije nad diferenciranom serijom

Odabir hiperparametra p i g kod autoregresijskog modela te modela pomi¢nih pro-
sjeka temelji se na obje funkcije korelacije. Kod autoregresijskih procesa korelogram
za PACF ¢e nakon pomaka definiranog idealnim redom modela p pasti ispod razine sta-
tisticke pouzdanosti, dok ¢e ACF imati oblik eksponencijalnog odumiranja. Za model
pomicnih prosjeka vrijedi obratna situacija pa ¢e kod njega vrijednosti na korelogramu
za ACF nakon pomaka definiranog idealnim redom modela g pasti ispod razine statis-
ticke pouzdanosti, dok ¢e PACF imati oblik eksponencijalnog odumiranja.

Slozeniji slucaj dogodit ¢e se kada vremenska serija nastane mjeSavinom ova dva
modela. U tom slucaju moguce je kombinirati zakljucke dobivene iz ACF i PACF gra-
fova, ali oni nece uvijek biti jednoznacni. Tada treba koristiti dodatne alate za odredi-
vanje ova dva hiperparametra. Primjeri takvih su Akaikeov informacijski kriterij (AIC)
te Bayesov informacijski kriterij (BIC) koji za cilj imaju odabrati one hiperparametre p
1 g koji e rezultirati modelom dobrih performansi i primjerene sloZenosti. Takav oda-
bir postizu maksimizacijom izglednosti hiperparametara te kaznjavanjem pretjerane

sloZzenosti modela koja je izazvana odabirom njihovih prevelikih vrijednosti.

3.2.4. Sezonski model ARIMA

Modeli ARIMA ne podrzavaju izravno modeliranje podataka koji sadrZze sezonsku
komponentu. U tom slucaju podatke je potrebno obraditi sezonalnim diferenciranjem
Sto znaci da se diferencirane vrijednosti ne dobivaju razlikom susjednih vrijednosti
serije kao kod obi¢nog diferenciranja, nego razlikom vrijednosti udaljenih za duljinu

jedne sezone.
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Korak uklanjanja sezonalnosti moguce je ugraditi u model ARIMA ¢ime nastaje
sezonski model ARIMA, odnosno SARIMA. Osim opisanih hiperparametara p, d i ¢,
SARIMA uvodi Cetiri dodatna koji su vezani uz komponentu sezonalnosti. Tako se
hiperparametrom m definira broj oCitanja koja ¢ine jednu sezonu (npr. za mjesecne
podatke i jednogodiS$nju sezonalnost m e iznositi 12), a hiperparametrima P, D i ()
sezonski redovi autoregresijskog modela, diferenciranja te modela pomicnih prosjeka.

Interpretacija sezonskih hiperparametara istovjetna je onima u modelu ARIMA, uz
razliku da se susjedstvo definira po sezonama, a ne pojedinim vrijednostima serije. To
znaci da Ce trenutna vrijednost ovisiti o zadanom broju vrijednosti u trenutcima koji su
od nje udaljeni tocno za viSekratnike duljine sezone, a sezonsko diferenciranje pona-
Sati prema opisu s pocetka ovog potpoglavlja, uz moguénost poopéenja na proizvoljni
odabir reda.

Odabir sezonskih hiperparametara takoder je moguce provesti analizom korelo-
grama ACF i PACF za pomake koji odgovaraju viSekratnicima duljina sezone. Me-
dutim, zbog velikog broja hiperparametara koje je potrebno istovremeno uskladiti za-
datak njihovog odabira Cesto postaje problematican, a odabir optimalnog modela koji
bi doveo do nekoreliranih pogreSaka ponekad nemogu¢ (Hyndman i Athanasopoulos,
2018). Djelomicno rjeSenje ovog problema moguce je ostvariti automatizacijom pro-
cesa pretrage hiperparametara koriStenjem pretrazivanja po resetci (engl. grid search)
prema odredenom kriteriju (npr. ukupna prognosticka pogreska, AIC ili BIC). Kako bi
se izbjegla prevelika sloZenost modela pretragu je potrebno provoditi nad razumnim
rasponom vrijednosti koje naj¢esce ostaju u podru¢ju jednoznamenkastih prirodnih

brojeva.

3.3. Model vektorske autoregresije

Kako je modele ARIMA moguce koristiti samo nad univarijatnim vremenskim seri-
jama, odnosno u slucaju kada se predvidanje vremenske serije obavlja samo temeljem
pros$lih vrijednosti te serije, potrebno je odgovoriti na problem predvidanja multiva-
rijatnih vremenskih serija u kojima se kroz vrijeme mijenjaju iznosi viSe od jedne
varijable.

Jednostavniji pristup rjeSavanja ovog problema ukljucéivao bi koriStenje zasebnih
ARIMA modela nad svakom serijom. Iako se njegovom primjenom omogucava pre-
dvidanje multivarijatnih serija, ovaj pristup ne uzima u obzir mogucu medusobnu po-
vezanost opazanih varijabli sustava koja se moZe iskoristiti s ciljem povecanja tocnosti

predikcija. Na primjer, na vodostaj rijeke vjerojatno utjeCu podatci o vodostajima nje-
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nih pritoka te padalinama mjerenih na okolnom podrucju ¢ijim bi se uklju¢ivanjem u
proces mogla povecati tocnosti predvidanja vodostaja.

Bolji nacin, koji omogucuje modeliranje ovisnosti promatranih serija kroz vrijeme
zahtijeva generalizaciju dosad opisanih modela. Tako Sims (1980) uvodi poopcenje
autoregresijskog modela za primjenu nad multivarijatnim vremenskim serijama na-
zvanog modelom vektorske autoregresije (engl. vector autoregression, VAR). Kako
ne zahtijeva prethodno razumijevanje medusobnih utjecaja varijabli sustava, ovaj se
model Cesto koristi kao osnovni model (engl. baseline) prilikom rjeSavanja problema

predvidanja multivarijatnih vremenskih serija.

3.3.1. Definicija

Matematicka definicija VAR-a reda p kojim se modelira multivarijatna vremenska se-
rija koju ¢ini K varijabli prikazana je jednadZzbom 3.3. Ona je gotovo jednaka defini-
ciji modela AR iz jednadzbe 3.1, uz razliku Sto su skalarne vrijednosti postale vektori
i matrice. Tako ¢e K -dimenzionalni vektor X ; predstavljati vrijednosti svih varijabli
sustava u trenutku j, dok ¢e parametri modela biti odredeni /'-dimenzionalni vektorom
pomaka @ te K x K dimenzionalnom matricom utjecaja varijabli W;. Procjena nave-
denih parametara provodi se minimizacijom pogresaka odredenih K -dimenzionalnim

vektorom ¢;.

X, _le Z W, -X,,+ ¢ (3.3)

Kx1 KxK Kx1 Kx1

Raspisivanjem vektora i matrica za model reda p i K varijabli iz vektorske jed-
nadzbe 3.4 lako se uo¢ava meduovisnost serija. U njoj X* oznacava vrijednost k-te
varijable vremenske serije u trenutku ¢, dok parametri a* predstavljaju njezin pomak.
Parametri W,f,}l utjeCu na izracun vrijednosti k-te vremenske serije, a oznacavaju utje-
caj te serije s £’-tom vremenskom serijom u vremenskom pomaku /. Tako ¢e vrijednost
i-te varijable vremenske serije u trenutku £, oznacene s Xti, ovisiti o ¢-tom retku matrica
W, te svim komponentama vektora )Zt_i za svaki ¢ od 1 do p. Zato se, umjesto vek-
torskog zapisa, moZe koristiti i zapis pomocu K jednadzbi u kojem svaka jednadzba

definira izracun jedne od varijabli.
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3.3.2. Hiperparametri algoritma

Prilikom definiranja modela potrebno je odrediti K vremenskih serija, odnosno varija-
bli koje Ce biti ukljucene u sustav te broj vremenskih pomaka p kojim se odreduje broj
proslih vrijednosti koje ¢e utjecati na izraCun trenutne. Broj parametara, u odnosu na
univarijatnu verziju modela, zbog vektorizacije znacajno raste. Kako je potrebno pro-
cijeniti vektor parametara @ te p razliitih matrica W;, ukupan broj parametara modela
iznosi K + pK?2.

Zbog kvadratne ovisnosti broja parametara o broju odabranih varijabli u sustavu
postoji opasnost od pojavljivanja prevelike sloZenosti modela uzrokovane prevelikim
brojem parametara, posebno ako se on pribliZi broju raspoloZivih podataka. Smanjenje
sloZenosti ostvarivo je selekcijom varijabli temeljenoj na izracunu korelacije te primje-
renim odabirom reda modela pomocu informacijskih kriterija. U slucaju VAR-a, zbog
brzorastuée sloZenosti u ovisnosti o broju parametara, literatura (Hyndman i Athana-
sopoulos, 2018) preporucuje koriStenje BIC-a koji uvijek rezultira jednako ili manje

sloZenim modelima u odnosu na AIC.
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4. Prognoziranje vremenskih serija

modelima strojnog ucenja

Metode strojnog ucenja dokazale su korisnost primjene na mnogim problemima u raz-
li¢itim podrucjima djelovanja. Medu njima se nalaze i problemi predvidanja vremen-
skih serija za koje tipi¢ni postupci vezani uz korake pripreme podataka, odabira mo-
dela te njegovog vrednovanja, zbog nastanka vremenske dimenzije podataka, postaju
sloZeniji u odnosu na klasi¢ne skupove podataka.

Nastavak poglavlja donosi opis koriStenih oznaka nakon cega slijedi detaljniji pre-
gled modela i njihovih svojstava koriStenih u prakti¢nom dijelu, dok ¢e postupci pre-
tvorbe vremenske serije u problem nadziranog ucenja te detalji vezani uz odabir i vred-

novanje modela biti opisani u poglavlju 5.

4.1. Oznake

Prije opisa algoritama potrebno je uvesti oznake 1 simbole koriStene u nastavku gdje
svaki vektor predstavlja vektor-stupac. Kako se rad bavi prognozom vremenskih se-
rija pomocu regresije, koja pripada porodici metoda nadziranog strojnog ucenja, skup
podataka sastoji se od oznacenih primjera. Tako ¢e svaki primjer iz skupa za ucenje
biti definiran vektorom znacajki te svojom oznakom, odnosno labelom. Izrazom 4.1
definiran je skup oznaCenih podataka kojeg ¢ini /V oznacenih primjera kojima je redni
broj odreden unutar zagrade u eksponentu.

Svaka od komponenti n-dimenzionalnog vektora znacajki & odredena je pojedinim
opazanim svojstvom podatka. Prostor svih primjera definiranih vektorom znacajki na-
ziva se ulaznim ili prostorom primjera, a oznacen je s X. Zeljene izlazne vrijednosti

svakog podatka oznacene su s y te u slucaju regresije pripadaju skupu realnih brojeva.
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D ={(@,y"N,, vy e R (4.1)

7 = (xgi), a:gi), oz (4.2)
h: X - R (4.3)
H = {h(@";0)}a 4.4)

Hipoteza, oznadena s h(Z; 1), je funkcija koja definira preslikavanje primjera iz
ulaznog prostora u skup realnih brojeva te je prikazana izrazom 4.3. Model je tada
predstavljen skupom svih hipoteza koje ¢ine prostor hipoteza ‘H, kako je 1 prikazano
izrazom 4.4. Kako je svaka hipoteza definirana do na parametar w ucenje modela
svodi se na pretragu prostora hipoteza, odnosno pretragu parametara koji ¢e definirati

najto¢niju hipotezu.

4.2. Linearni model regresije

Linearni modeli regresije tipi¢ni su predstavnici algoritama nadziranog ucenja koriste-
nih za rjeSavanje regresijskih zadaca. Nastavak poglavlja donosi pregled vrsta regresije
te modele koriStene u prakticnom dijelu rada.

Tip regresije ovisi o brojnosti ulaznih te izlaznih varijabli. Tako se u slu¢aju mode-
liranja izlazne varijable pomocu samo jedne znacajke regresija naziva jednostavnom,
dok je u suprotnom viSestruka. Prema broju izlaznih varijabli regresija je, u slucaju

jedne izlazne varijable univarijatna, dok je u suprotnom multivarijatna.

4.2.1. Linearna regresija

Linearni model regresije, u kojem je izlazna varijabla predstavljena linearnom kombi-
nacijom znacajki, naziva se linearnom regresijom. Vektorski zapis modela viSestruke
univarijatne linearne regresije prikazan je jednadzbom 4.5. UcCenje modela temelji se
na minimizaciji funkcije pogreske iz jednadzbe 4.6, koja je zadana sumom kvadrat-
nih odstupanja labela i predvidenih vrijednosti nad svim primjerima iz skupa za uce-
nje. Time se ucenje svodi na rjeSavanje optimizacijskog problema najmanjih kvadrata

(engl. ordinary least squares, OLS).
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h(ED) = @7 - 29 4wy (4.5)

E(@|D) = Z(y@ — h(z9))? (4.6)

4.2.2. Nelinearna regresija

Mnoge se pojave u praksi ne mogu dobro predstaviti linearnom ovisnosti izlazne va-
rijable o znacajkama pa je potrebno uvesti nelinearnost. Umjesto promjene modela,
radi oCuvanja optimizacijskog postupka linearne regresije za kojeg postoje ucinkovite
metode rjeSavanja, nelinearnost se ostvaruje transformacijom podataka. Ideja se te-
melji na preslikavanju nelinearnih podataka ulaznog prostora u prostor vise dimenzije
koristenjem skupa baznih funkcija (engl. basis function). Tako nastaju nove znacajke
kojima kodira nelinearnost $to dozvoljava zadrzavanje linearnosti modela po parame-
trima .

Model nelinearne regresije prikazan je jednadzbom 4.7 iz koje je vidljivo kako se
parametri nisu mijenjali u odnosu na linearnu regresiju ¢ime je model ostao linearan
po parametrima. Preslikavanje podataka u pojedinu dimenziju novog prostora ostva-
ruje se baznim funkcijama ¢;, definiranih izrazom 4.10, dok se potpuno preslikavanje
podataka u prostor viSe dimenzije ostvaruje funkcijom preslikavanja iz izraza 4.9 1 4.8.
Ona je definirana skupom od m baznih funkcija ¢ime se ostvaruje preslikavanje iz n-
dimenzionalnog ulaznog prostora u prostor dimenzije m, koja ¢e u slucaju ostvarivanja

nelinearnosti biti ve¢a od n.

—

h(ZD) = @ - ¢(2D) + wy (4.7)
6= (61(Z7), ... o (7)) (4.8)
¢: R" > R™ (4.9)

¢;: R" - IR (4.10)

Primjer preslikavanja prikazan je slikama 4.1. One prikazuju rezultate ucenja line-
arnih modela nad nelinearnim funkcijama u slu¢aju nekoriStenja baznih funkcija (slika
4.1a) te nakon njihovog koriStenja (slika 4.1¢). Na slici 4.1b je prikazano preslikava-
nje iz jednodimenzionalnog u dvodimenzionalni prostor koriStenjem polinoma drugog
stupnja. Tako je nova znacajka x5 dobivena kvadriranjem izvorne znacajke .

Uvodenjem funkcije preslikavanja nelinearna regresija uvodi hiperparametar di-

menzije novog prostora koja definira stupanj polinoma preslikavanja. Odabir viSeg
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Slika 4.1: Modeliranje nelinearnosti preslikavanjem ulaznih podataka u viSu dimenziju

stupnja polinoma rezultira sloZenijim modelom $to moZe uzrokovati problem prena-

ucenosti koji je moguce suzbiti uvodenjem regularizacije.

4.2.3. Regularizirana regresija

Regularizacija se uvodi modifikacijom funkcije pogreske iz jednadzbe 4.6 u koju se
dodaje regularizacijski izraz. Nova funkcija pogreske prikazana je jednadzbom 4.11 u
kojoj A\Q(w) predstavlja regularizacijski izraz. Snaga regularizacije odredena je defi-
nicijom funkcije {2 te faktorom regularizacije A koji postaje novi hiperparametar algo-
ritma te se odreduje metodom unakrsne provjere.

Kako se regularizacijom Zeli posti¢i smanjenje sloZenosti modela uzrokovane ras-
tom magnitude parametara, za regularizacijsku funkciju se odabiru norme njihovih
vektora. U praksi se naj¢esce koriste prva i druga norma, a njihov se izbor temelji na
metodi unakrsne provjere. Tako se tijekom optimizacijskog postupka preferiraju one
hipoteze koje su definirane parametrima manje magnitude ¢ime se postiZze sklonost

odabira jednostavnijih modela.

Er(®|D) = E(i@|D) + A1) (4.11)
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4.3. Regresija algoritmom k-najblizih susjeda

Algoritam k-najblizih susjeda, objavljen u (Cover et al., 1967), jedan je od najjed-
nostavnijih algoritama koji se mogu koristiti u svrhu klasifikacije i regresije. Pripada
porodici neparametarskih modela regresije koji se nazivaju i modelima zagladivanja,
¢ija e svojstva biti opisana unutar ovog poglavlja.

Podrucje primjene algoritma je Siroko, a ¢injenica da ono obuhvaca hidrologiju 1
klimatologiju (Al-Qahtani i Crone, 2013) dodatno je utjecala na odluku ukljucivanja
ovog algoritma u rad. Osnovna ideja algoritma proizlazi iz pretpostavke lokalnosti
neparametarskih metoda prema kojoj medusobno blisku podatci imaju sliéne labele.
Tako se odredivanje labele ulaznog primjera provodi temeljem labela podataka iz skupa

.....

njegovih svojstava te pregled metoda koje smanjuju njegovu racunalnu sloZenost.

4.3.1. Ulazni podatci

Ulazni podatci algoritma predstavljeni su vektorima d-dimenzijskog prostora X" koji
je razapet osima koje predstavljaju znacajke. Ovisno o odabiru metrike udaljenosti,
znaCajke mogu biti numericke ili kategoricke. Tipi¢no se za numericke podatke koristi
euklidska udaljenost koja se moZe poop¢iti na Minkowskijevu udaljenost, dok se za
kategori¢ke podatke mogu koristiti Hammingova ili Jaccardova udaljenost.

Algoritam zahtijeva potpune ulazne podatke pa je ulazne vektore koji sadrze ne-
potpune vrijednosti potrebno ukloniti ili nadopuniti. U slu¢aju nadopune nedostajucih
vrijednosti potrebno je odabrati onu metodu koja nece znacajno utjecati na odnos uda-
ljenosti prema razli¢itim ulaznim primjerima iz skupa za ucenje ¢ime se izbjegava pro-
blem pristranosti prilikom odabira odredenih primjerima kao najblizZih susjeda. Jednos-
tavnije metode ukljucuju nadopunjavanje nedostajucih znacajki fiksnim vrijednostima
(npr. nulama), prosjekom ili medijanom koji se racunaju nad znacajkom svih primjera
iz skupa za ucenje za koje je ona postavljena.

Osim navedenih metoda, za nadopunu nedostajucih vrijednosti moguce je Koris-
titi 1 algoritam k-najblizih susjeda. Usporedba tog pristupa s navedenim metodama te
metodom nadopune zasnovanoj na dekompoziciji na singularne vrijednosti (engl. sin-
gular value decomposition, SVD) prikazana je u (Troyanskaya et al., 2001). Prema
zakljucku autora, metoda nadopune vrijednosti algoritmom k-najbliZih susjeda poka-
zala se superiornom u odnosu na druge, osobito ako se radi o zaSumljenim podatcima

vremenskih serija ili podatcima bez vremenskog uredenja, dok se jedino u slucaju po-
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datka vremenskih serija koji nisu sadrZavali Sum boljim pokazala metoda zasnovana
na SVD-u.

4.3.2. Opis rada algoritma

Rad algoritma zapocinje fazom ucenja koja se sastoji od pohrane vektora znacajki i
njihovih labela koji zajedno ¢ine skup za ucenje.

Prilikom predikcije, algoritam za ulazni primjer kojem odreduje labelu pretrazuje
prostor primjera za ucenje te, ovisno o zadanom hiperparametru k i metrici udaljenosti,
pronalazi k primjera skupa za ucenje koji se u ulaznom prostoru nalaze najbliZze zada-
nom primjeru. Ovaj korak ujedno je i najslozeniji dio algoritma jer iziskuje izracun
udaljenosti od zadanog primjera do svih primjera iz skupa za ucenje. Ta sloZenost
ovisi o veliCini skupa za uenje te dimenzionalnosti ulaznih vektora, odnosno broju
znacajki temeljem kojih se udaljenost racuna. Tako ¢e skup za ucenje kojeg Cini n
d-dimenzionalnih primjera rezultirati sloZenosti O(nd).
kojem se labele k najbliZih primjera iz skupa za uc¢enje dovode na ulaz odabranoj agre-
gatnoj funkciji (npr. uprosjeCivanje) koja daje predikciju. Jednadzba 4.12 prikazuje
izraCun labele za primjer X uprosjecivanjem labela k najbliZih susjeda koji su oznaceni
skupom NN ().

hE) = - > y@ (4.12)
(@) y())ENN (%)

PoboljSanje rezultata moguce je ostvariti odabirom sloZenije agregatne funkcije
koja bi prilikom uprosjecivanja labela odabranih susjeda u obzir uzela i njihovu rele-
vantnost ¢ime se prednost daje onim labelama za koje su vektori znacajki bliZi ispitnom
primjeru. Opcenito, umjesto udaljenosti je moguce koristiti proizvoljnu jezgrenu funk-
ciju (engl. kernel function), definiranu u 4.13, koja rauna sli¢nost izmedu dva primjera
na zeljeni nacin. Tada jednadzba 4.12 prelazi u jednadzbu 4.13 gdje ~ predstavlja jez-
grenu funkciju kojom se raCuna sli¢nost izmedu ispitnog primjera i svih primjera iz

skupa za ucenje.

(4.13)

KX x X =R (4.14)
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4.3.3. Odabir hiperparametara algoritma
Odabir metrike udaljenosti

Odabir metrike udaljenosti temelji se na vrsti 1 svojstvima podataka. Zbog intuitivne
geometrijske interpretacije i jednostavnog izraCuna euklidska udaljenost jedna je od
najcesc¢e koristenih metrika u sluc¢aju kontinuiranih podataka. Glavni nedostatci ove
metrike su velika osjetljivost na razli¢ite magnitude znacajki te neprepoznavanje viso-
kokoreliranih i nebitnih znacajki.

Problem osjetljivosti na magnitudu znacajki izaziva nepozeljno pridavanje vece
vaznosti znacajkama vecih magnituda, a rjeSava se skaliranjem znacajki. Drugi ne-
dostatak euklidske udaljenosti javlja se u sluc¢aju visokokoreliranih i nebitnih znacajki
koje neopravdano utjecu na izraCun udaljenosti. Zato je za uklanjanje ovog problema
potrebno provesti postupak odabira znacajki kojim se takve znacajke uklanjaju.

Navedene probleme moguce je rijesiti i zamjenom euklidske s Mahalanobisovom
udaljenosti koja je definirana jednadZbom 4.15. Ona u izracun udaljenosti ugraduje
matricu kovarijacije znacajki 3, ¢ime se svaka znaCajka skalira u postupku izracuna
udaljenosti, ovisno o iznosima korelacije s drugim znaCajkama. Kako vremenska i
memorijska sloZenost izracuna kovarijacijske matrice rastu kvadratno s obzirom na
broj znacajki, Mahalanobisova udaljenost nije primjenjiva kod visokodimenzionalnih

podataka.

dy (27, 23) = \/(fl — o)XY 2] — 73) (4.15)

Odabir hiperparametra k

Uz metriku udaljenosti, algoritam je definiran i hiperparametrom k koji znatno utjece
na kvalitetu rezultata. Hiperparametar poprima vrijednosti iz cjelobrojnog intervala
{1,...,N}, gdje je N veli¢ina skupa za ucenje.

Optimalna vrijednost, oznacena s k*, odredena je podatcima te se utvrduje me-
todom unakrsne provjere. Tada je suboptimalnost hiperparametra izazvana odabirom
vrijednosti koja je manja ili vea od £*. U prvom slucaju, za odredivanje nepoznatih
labela koristi se premalo primjera iz skupa za ucenje koji su sli¢ni ulaznom primjeru.
Tada se zbog visoke vjerojatnosti pojavljivanja strSecih vrijednosti te Suma u skupu
najblizih primjera javljaju problemi karakteristi¢ni prenaucenosti koji smanjuju robus-

nost algoritma $to dovodi do smanjenja kvalitete algoritma.
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Porastom vrijednosti hiperparametra opada vjerojatnost pojavljivanja strSecih vri-
jednosti u skupu najbliZih susjeda te se smanjuje utjecaj Suma Sto dovodi do povecanja
robusnosti algoritma. Poveéanje vrijednosti hiperparametra iznad optimalnog k* vodi
prema gubitku glavne pretpostavke algoritma, odnosno svojstva lokalnosti. Tako se
u ekstremnom slucaju, kada je k jednak veliCini skupa za ucenje, predikcija svodi na

uprosjeCivanje labela skupa za ucenje.

4.3.4. Svojstva algoritma

Prethodna potpoglavlja istaknula su prednosti poput jednostavnosti i interpretabilnosti
te nedostatke koji ukljucuju osjetljivost na Sum i strece vrijednosti te redundantne i
nebitne znacajke kao i probleme sa sloZenosti.

Dodatno ogranicenje algoritma, vezano uz sve modele zagladivanja, tie se predvi-
danja vrijednosti labela za primjere koji se nalaze izvan prostora primjera iz skupa za
ucenje. U tom slucaju, algoritam ¢e odluku o labeli primjera donijeti temeljem najbli-
zih primjera iz skupa za u€enje koji nuzno nemaju veze s njim, ali su se zbog odsutnosti
relevantnih podataka nasli najbliZze ulaznom primjeru.

RjeSenje ovog problema jest odabir dovoljno velikog reprezentativnog skupa za
ucenje koji ¢e dobro pokrivati prostor primjera, Sto je posebno tesko ostvariti u slu-
¢aju visoko-dimenzionalnih podataka. Problem pokrivenosti visokodimenzionalnog
ulaznog prostora primjerima za ucenje opisan je pojmom prokletstva dimenzionalnosti
(engl. curse of dimensionality) koje se javlja zbog eksponencijalnog opadanja gustoée

primjera u ulaznom prostoru s porastom brojem dimenzija podataka.

4.3.5. Metode odabira najblizih susjeda

Linearna ovisnost vremena izvodenja algoritma ovisno o broju primjera iz skupa za
ucenja, uzrokovana korakom odredivanja najbliZih susjeda, narusava performanse u
slucaju velikih skupove za ucenje. Problem je moguce rijesiti primjenom egzaktnih 1
aproksimativnih metoda Ciji odabir ovisi o brojnosti 1 dimenzionalnosti podataka, dok

su u nastavku opisane metode koriStene u prakticnom dijelu rada.

K-d stabla

U slucaju niskodimenzionalnih podataka, odnosno kada vrijedi d << n, smanjenje

sloZzenosti ostvarivo je koriStenjem strukture podataka k-dimenzionalnog stabla (k-d
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stabla) (Bentley, 1975). Ovdje k oznacCava dimenzionalnost prostora podataka i ne
treba biti mijeSan s hiperparametrom algoritma najbliZih susjeda.

Metoda se temelji na rekurzivnoj podjeli ulaznog prostora na particije odredene
skupom za ucenje. Time se iscrpna pretraga cijelog ulaznog prostora svodi na pretragu
odredene particije kojoj ulazni primjer, ¢iju je labelu potrebno odrediti, pripada.

Postupak izgradnje stabla krece odabirom znacajke, odnosno dimenzije podataka
koja Ce Ciniti korijen stabla te dijeliti ulazni prostor na dvije particije. Podjelu prostora
moguce je ostvariti na viSe nac¢ina, medutim jedino odabir medijana izabrane dimenzije
podataka iz skupa za ucenje garantira izgradnju balansiranog stabla. Time se osigurava
ravnomjerna podjela podataka u svakom ¢voru stabla ¢ime se jamci logaritamska vre-
menska sloZenost odredivanja nepoznate labele. Nakon inicijalne podjele podataka na
dvije particije postupak se rekurzivno ponavlja nad dobivenim particijama sve dok se
ne zadovolji Zeljeni uvjet zaustavljanja.

Reduciranje vremenske sloZenosti algoritma na logaritamsku dolazi s cijenom sma-
njenja tocnosti jer ovakav algoritam ne jamci ispravan odabir najbliZih susjeda. Taj
problem prikazan je na slici 4.2. Ona prikazuje primjer dvodimenzionalnih podataka
u kojima je particioniranje vrSeno jednom po svakoj od dimenzija ¢ime je ulazni pros-
tor podijeljen na ukupno Cetiri particije. Particije, Cije su granice prikazane crtkanom
linjjom, odredene su temeljem medijana, a primjeri koji pripadaju jednoj particiji su
obojeni istom bojom. Tako za ispitni primjer, oznacen crnim kriZicem, viSe nije po-
trebno pretraZiti sve primjere iz skupa za ucenje, oznaCene tockama, nego samo one
koje pripadaju njegovoj particiji. Medutim, particioniranjem prostora su iz susjedstva
ispitnog primjera uklonjena dva bliska primjera susjednih particija, prikazana unutar

kruZnice, $to rezultira manjom toc¢nosti algoritma.

X2

-2

-2 0 2 4 & ]

X1

Slika 4.2: Particioniranje prostora k-d stablom
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Stablo lopti

Smanjenje sloZenosti kod viskodimenzionalnih podataka ostvarivo je uvodenjem in-
deksne strukture stabla lopti (Omohundro, 1989) koja se temelji na sli¢noj ideji poput
k-d stabla. Autor je lopte definirao kao hipersfere d-dimenzionalnog ulaznog prostora,
odredene s koordinatama srediSta te radijusom. Tada je stablo lopti definirano kao pot-
puno binarno stablo u kojem svaki ¢vor predstavlja loptu, takvu da je ona najmanja
lopta koja sadrzi sve lopte predstavljene djecom tog ¢vora.

Stablo lopti sli¢no je strukturi k-d stabla, uz razliku da se prostor vise ne dijeli
na medusobno iskljucive potprostore, nego na lopte za koje su medusobni presjeci
dozvoljeni, a potpuna podjela prostora neobavezna. Zbog dozvoljenih presjeka izmedu
lopti podatak moze biti obuhvacen s nekoliko lopti, medutim pripadat ¢e samo onoj
Cijem je srediStu najblizi.

Postupak izgradnje stabla ovisi o podatcima te nije jednoznacno definiran (Omo-
hundro, 1989). U radu je predloZeno nekoliko pristupa od kojih neki rezultiraju slicnim
podjelama prostora kao kod k-d stabala, dok drugi omogucéavaju rjeSavanje problema
prokletstva dimenzionalnosti. Takvi pristupi u obzir uzimaju raspored podataka u pros-
toru te prema tome dijele prostor samo na dijelovima u kojima su podatci prisutni.

Podjela takvim pristupom prikazana je slikom 4.3 koja je preuzeta iz originalnog rada.

Slika 4.3: Podjela prostora stablom lopti (Omohundro, 1989)

4.4. Regresija potpornih vektora

U ovom poglavlju opisan je algoritam regresije zasnovan na stroju potpornih vektora
(engl. support vector machines, SVM). lako je SVM izvorno definiran kao algoritam
linearne klasifikacije, kasnije se proSirio i na slucajeve nelinearne klasifikacije te re-
gresiju (Drucker et al., 1997) 1 grupiranje.

Motivacija za odabir algoritma proizlazi iz rezultata dosadaSnjih istraZivanja (Miil-

ler et al., 1997; Sapankevych i Sankar, 2009) koja upucuju na visoku primjenjivost
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Slika 4.4: Usporedba margina modela SVM i SVR

algoritma u podrucju predvidanja vremenskih serija. U nastavku poglavlja slijedi opis

algoritma te komentar odabira hiperparametara s kojima je definiran.

4.4.1. Opis algoritma

Temeljna ideja algoritma regresije stroja potpornih vektora, u nastavku SVR, zasno-
vana je na klasifikacijskom algoritmu potpornih vektora, Cije se poznavanje u ovom
poglavlju pretpostavlja. Njihova osnovna razlika, koja ujedno omogucava regresiju,
odnosi se na korak ucenja, odnosno na nacin odredivanja margine.

Kod klasifikacijskog algoritma margina je odredena maksimizacijom udaljenosti
decizijske granice i najbliZih primjera za ucenje koji dolaze iz razli¢itih klasa Sto re-
zultira marginom koja ne sadrZi niti jedan primjer za ucenje (pod pretpostavkom tvrde
margine). Primjer odredivanja margine linearnim SVM-om i skupom linearno odvoji-
vih podataka prikazan je na slici 4.4a, gdje su podatci i dijelovi prostora koji pripadaju
pojedinoj klasi obojeni jednakim bojama, dok je margina prikazana svijetlosmedim

Za razliku od SVM-a, SVR ¢e marginu odrediti obrnutim pristupom, tako da se
unutar nje nade Sto viSe primjera za ucenje. Promjena pristupa odredivanja margine
povlaci i promjenu definicije potpornih vektora. Tako su kod SVR-a potporni vektori
odredeni primjerima iz skupa za ucenje koji se nalaze na rubu margine ili izvan nje.
Primjer linearne regresije provedene modelom SVR prikazan je na 4.4b, gdje h(z)
predstavlja naucenu linearnu funkciju koja najbolje opisuje prikazane podatke. Detalj-
niji opis metode odredivanja margine bit ¢e opisan u nastavku poglavlja.

Kao i1 kod SVM-a model je moguce opisati 1 koriStenjem principa dualnosti u ko-
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jem se optimizacijski postupak iz primarnog problema, zbog jednostavnijeg rjeSavanja,
prebacuje u dualni. Tako ¢e model u slucaju odabira primarne formulacije pripadati
parametarskim modelima, dok ée dualna formulacija rezultirati neparametarskim mo-
delom. Opis obje formulacije te motivacija uvodenja dualne dani su u nastavku po-

glavlja.

4.4.2. Primarna formulacija

Model je u primarnoj formulaciji predstavljen obi¢nim linearnim modelom iz jed-
nadZbe 4.16 prema kojoj se predikcija donosi raCunanjem skalarnog umnoska vektora

parametara te ulaznog primjera uz dodavanje pomaka.

hED) = @7 - 79 4wy (4.16)

Specificnost prema kojoj se SVR razlikuje od linearne regresije, predstavljene istim
modelom, nalazi se u definiciji funkcije pogreske i koraku optimizacije. Tako Ce se
ucenje SVR-a svesti na odredivanje najjednostavnije hipoteze h(Z) za koju vrijedi da
pogreska predikcije svakog primjera iz skupa za ucenje nije veca od zadane pozitivne
konstante €, zbog Cega se model naziva i e-SVR.

Tada se margina SVR-a definira pomocu udaljenosti € od hipoteze h(Z) ¢ime se
definira dio ravnine ulaznog prostora unutar kojeg se nalaze svi primjeri za ucenje.
Zbog specificnog izgleda taj se dio ravnine naziva i e-cijev (engl. e-tube), a potporne
vektore Cine oni primjeri koji leZe na njenom rubu. Prikaz navedenog vidljiv je na slici
4.5a.

Ovakva formulacija moZe se zapisati kao problem konveksne optimizacije funkcije
pogreske u ovisnosti o parametrima modela uz ograni¢enje. Navedeni optimizacijski
problem matematicki je definiran jednadzbama iz 4.17. Prema njoj se odredivanje
optimalnog vektora parametara modela svodi na minimizaciju njegove norme uz za-
dovoljenje ogranicenja kojim se uvjetuje najvece dopusteno odstupanje od hipoteze.
Motivacija odredivanja navedene funkcije cilja proizlazi iz Cinjenica kako poveéanje
vrijednosti komponenti vektora parametara w vodi prema sloZenijim modelima. Tako
¢e minimizacija kvadratne norme vektora parametara uz ograni¢enja dovesti do pro-
nalaska najjednostavnijeg modela za kojeg navedena ogranicenja vrijede. Zato se ¢lan

unutar funkcije pogreske naziva regularizacijskim ¢lanom.
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Slika 4.5: Utjecaj strSecih vrijednosti na model e-SVR

min E(@|D) = - - |l

@ 2 4.17)
uz ogranicenje |y(i) — h(f(i))} <ei=1,...,N.

Najveca dopustena predikcijska pogreska na pojedinom primjeru iz skupa za uce-
nje zadana je hiperparametrom ¢ koji, uz vektora parametara, utje¢e na sloZzenost mo-
dela. Smanjenje iznosa hiperparametra dovodi do sve manjih pogreSaka tijekom uce-
nja, ali ujedno postroZava uvjet iz ogranicenja ¢ime se prostor mogucih rjeSenja sma-
njuje S$to na kraju moze prouzrociti iskljuc¢ivanje svih mogucih rjeSenja te nemogucnost
rjeSavanja problema iz 4.17.

Dodatni problem u zadanom optimizacijskom problemu uzrokuju strSeée vrijed-
nosti u unutar skupa za ucenje koje, zbog unosenja znacajnih predikcijskih pogresaka,
postojanje rjeSenja uvjetuju prosirivanjem margine na iznos njihove predikcijske po-
greske. Takav slucaj prikazan je slikom 4.5a gdje je vidljivo kako strSeca vrijednost
odvlaci hipotezu, od vecine podataka, prema sebi Sto dovodi do loSe nau¢enog modela.

Neovisnost Sirine margine o strSeim vrijednostima, uz garanciju postojanja rje-
Senja optimizacijskog problema 4.17, moguce je ostvariti modifikacijom funkcije po-
greske u koju se uvode varijable labavosti (engl. slack variable). One su oznacene
N-dimenzijskim vektorom 5 kojem je svaka komponenta povezana s odgovarajué¢im
primjerom za ucenje. Njime se rjeSenja koja prema ogranicenjima iz optimizacijskog
problema 4.17 nisu bila dozvoljena, sada dozvoljavaju uz dodatno kaznjavanje onih
primjera iz skupa za uenje za koje je predikcijska pogreska veca od zadanog €. Time
se dozvoljava izlazak primjera iz skupa za ucenje izvan margine $to vodi prema robus-

nijim modelima koji se viSe ne prilagodavaju Sumu i strSe¢im vrijednostima. Rezultat
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Slika 4.6: Gubitak zglobnice

uvodenja varijabli labavosti prikazan je na slici 4.5b, gdje je vidljiv nestanak utjecaja
strSeih vrijednosti na izgled hipoteze.

Novi optimizacijski problem koji nastaje uvodenjem varijabli labavosti u 4.17 de-
finiran je jednadZbama 4.18. Komponente vektora ) odreduju se prema jednadzbi
4.19, iz Cega je vidljivo kako se one racunaju samo za potporne vektore, dok su za
ostale postavljene na nulu. Tada je iznos komponenti koje odgovaraju potpornim vek-
torima jednak razlici predikcijskih pogreSaka pojedinog potpornog vektora i zadanog
e. Pojedini gubitci uzrokovani varijablama labavosti prikazani su na slici 4.6 te se zbog

karakteristicnog izgleda nazivaju gubitkom zglobnice (engl. hinge loss).

N
- = L wli? 0
min E(@|D) = 5 - |lv] +C';§ , C>0
. . o (4.18)
uz ogranienja ‘y(l) — h(f(l))’ <e+&9 i=1,... N
£9 >0 i=1,...,N.
¢ = max(0, [y — K(@Z)| —¢) (4.19)

Osim varijabli labavosti, optimizacijski problem 4.18 uvodi i hiperparametar nji-
hove kazne, oznacen slovom C. Njime se definira kompromis izmedu jednostavnosti
modela 1 iznosa najvece dopusStene predikcijske pogreske. Tako Ce, za male pozi-
tivne vrijednosti (oko nule), u funkciji pogreske dominirati regularizacijski ¢lan, dok
¢e suma predikcijskih pogresaka vecih od € manje utjecati na ukupni iznos pogreske.

Time se u optimizacijskom postupku preferiraju hipoteze definirane jednostavnijim pa-
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rametrima. Vizualno, nau¢eni model imat ¢e uzu marginu koja se, zbog zanemarivanja
predikcijskih pogreSaka vecih od ¢, nije prilagodila Sumu i str§e¢im vrijednostima.

Povecanje vrijednosti C uzrokuje pridavanje sve veceg znacaja varijablama laba-
vosti u odnosu na regularizacijski ¢lan funkcije pogreske. Zato ¢e se prilikom mini-
mizacije funkcije pogreSke preferirati one margine koje obuhvacaju Sto viSe primjera
skupa za ucenje Sto vodi prema Sirim marginama, odnosno sloZenijim modelima.

Kako ¢ utjeCe na odabir hiperparametra kazne, a oni zajedno na sloZenost modela,
njihovo odredivanje znacajno utjeCe na performanse modela te nije jednostavno. De-
taljniji opis postupaka njihovog odredivanja iznesen je u poglavlju 4.4.4.

Nakon definiranja modela i funkcije pogreske, za potpuno rjeSavanje problema u
primarnoj formulaciji preostaje rijesiti optimizacijski problem iz 4.18. U tu svrhu mo-
guce je koristiti metode unutarnje tocke, metode kazni te gradijenti spust. Medutim,
zbog niza prednosti navedenih u nastavku, umjesto primarne formulacije problema,

bolje je koristiti dualnu.

4.4.3. Dualna formulacija

Dualna formulacija temelji se ideji Lagrangeovih multiplikatora, kojom se ogranicenja
iz optimizacijskog problema izravno ugraduju u funkciju cilja. Time optimizacijski

problem s ograni€enjima postaje problem bez ogranicenja.

Lagrangeova funkcija

Primarni problem postavljen s 4.18 mogude je poop¢iti uvodenjem proizvoljnog broja
ogranicenja nejednakosti. Poopcenje je, pod pretpostavkom konveksnosti funkcije cilja

1 svih ograni€enja, dano izrazom 4.20.

min /(@)

uz ograniCenja ¢;(¥) <0,i=1,...,p.

(4.20)

Ugradivanje ograniCenja nejednakosti u funkciju cilja ostvarivo je promjenom funk-
cije cilja tako da ona, u slucaju zadovoljenja svih ograni¢enja nejednakosti ostaje ne-
promijenjena, dok se naruSavanjem bilo kojeg ograni¢enja g;() ona postavlja na be-
skonacnu vrijednost. Time se u postupku optimizacije rjeSenja iz neostvarivog podru-
¢ja sigurno eliminiraju.

Formalno, nova funkcija cilja definirana je jednadZzbom 4.21, u kojoj I[g;(Z)] pred-

stavlja beskonacnu step-funkciju definiranu jednadzbom 4.22.
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9i(7)

Slika 4.7: Prikaz beskonacne step-funkcije i njene donje granice

p
J(E) = f(@) + > 1gi(D)] (4.21)
=1
0, akou<O0
Iu] = (4.22)
00, inace

Iako ovaj pristup rjeSava problem ugradivanja ogranicenja u funkciju cilja, dobi-
vena funkcija cilja, zbog beskonacne step-funkcije, ne posjeduje svojstva derivabil-
nosti i neprekidnosti $to ju ¢ini nepogodnom za optimizaciju. Zato se za funkciju
cilja uzima njena aproksimacija, odnosno donja ograda, koja e biti derivabilna i ne-
prekidna. Funkcija s navedenim svojstvima kojom se aproksimira beskonacna step-
funkcija je pravac pozitivnog nagiba, postavljen u ishodiSte. Beskonacna step-funkcija
1 njena aproksimacija pravcem prikazani su slikom 4.7.

Tada se za svako ogranicenje g;(Z) definira odgovarajui pravac \;g;(Z) kojim se
aproksimira beskonacna step-funkcija. Kako je koeficijent nagiba pravca \; uvijek po-
zitivan ili jednak nuli, u slu€aju zadovoljenja ogranicenja g;(Z), vrijednosti definirane
pravcem \;g; () bit ¢e manje ili jednake nuli, dok ¢e naruSavanje ograniCenja rezulti-
rati pozitivnim vrijednostima.

Aproksimacijom beskonacne step-funkcije, iz jednadzbe 4.21, pomocu pravca do-
biva se Lagrangeova funkcija definirana jednadZbom 4.23. Koeficijent nagiba J\; iz iste
jednadzbe naziva se Lagrangeovim multiplikatorom. Time je nastala derivabilna, ne-
prekidna funkcija cilja u kojoj su kodirana sva ogranicenja nejednakosti iz primarnog

problema.
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p
L(EX) = f(@) + > Xi-g:(@), A = 0,¥i € {1,....p} (4.23)
=1

RjeSavanjem problema kodiranja ogranicenja u funkciju cilja uvedeni su Lagrange-
ovi multiplikatori predstavljeni varijablom X koju je, uz &, takoder potrebno odrediti.
Multiplikatori se nazivaju i dualnim varijablama, dok se varijabla &’ naziva primarnom
varijablom. Njihovo odredivanje uvjetovano je Sto boljom aproksimacijom funkcije ci-
lja J () koja je ovisno o zadovoljenju ograni¢enja bila jednaka f (%) ili beskonacnosti.

Promatrajuéi sliku 4.7, u slucaju zadovoljenja ogranicenja, g;(%) poprima vrijed-
nosti iz prostora negativnih vrijednosti odredenih s osi apscisa. Tada je za najbolju
aproksimaciju step-funkcije pravac potrebno poloZiti, tako da bude paralelan s osi ap-
scisa $to se moZe postici postavljanjem multiplikatora A\; na nulu. Suprotno, ako ogra-
ni¢enje nije zadovoljeno, g;(Z) poprima vrijednosti iz prostora pozitivnih vrijednosti
na osi apscisa pa je najbolja aproksimacija step-funkcije pravac okomit na os apscisa
koji se postize odabirom multiplikatora koji tezi prema beskonacnosti. Prilagodava-
nje pravca funkciji J(Z), ovisno o zadovoljenju ogranicenja, prikazano je crtkanim
pravcima na slici 4.7.

Takvo ponasanje moguce je formalizirati jednadzbom 4.24 u kojoj se maksimiza-
cijom Lagrangeove funkcije po svim Lagrangeovim multiplikatorima postiZe najbolja

aproksimacija funkcije J(x).

J(Z) = max L(Z, X) (4.24)
A

Za rjeSavanje izvornog problema potrebno je minimizirati f(Z), odnosno J(Z) $to
povla¢i minimizaciju izraza 4.24 po primarnoj varijabli. Time se dobiva izraz 4.25
koji predstavlja primarni problem optimizacije bez ograniCenja, gdje p* predstavlja

vrijednost optimalnog rjeSenja tog problema.
p* = min max L(Z, X) (4.25)
N
Lagrangeova dualnost

Prijelaz u dualnu formulaciju temelji se na nacelu dualnosti prema kojem se optimi-
zacijski problem moZze zapisati u primarnom te odgovaraju¢em dualnom obliku. Zbog
aproksimacije funkcije J(#) njenom donjom granicom rjeSenje dualnog problema, oz-

naceno s d*, ¢e uvijek biti donja granica primarnog. Navedeno svojstvo prikazano je
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Slika 4.8: Skica dualnog procjepa

slikom 4.8 te izrazom 4.26. Zbog moguce nejednakosti dualnog i primarnog rjeSenja
tim se izrazom definira svojstvo slabe dualnosti koja vrijedi i za nekonveksne primarne
probleme (Boyd i1 Vandenberghe, 2004). Razlika pronadenih rjeSenja se tada naziva

dualnim procjepom (engl. duality gap) koji je skiciran na slici 4.8.

d* < p* (4.26)

Jednakost rjeSenja vrijedit ¢e samo u slucaju konveksnosti optimizacijskog pro-
blema iz 4.16 te zadovoljenja slabog Slaterovog uvjeta, objasnjenog u nastavku. Tada
se svojstvo jednakosti rjeSenja primarne i dualne formulacije naziva jakom dualnosti
koja je opisana izrazom 4.27. Navedeni slabi Slaterov uvjet definira se za problem iz
4.16, a proizlazi iz stroze formulacije uvjeta kojom se zahtijeva poStivanje svih ograni-
Cenja nejednakosti g;(Z). Oslabljivanjem uvjeta dozvoljava se krSenje onih ogranicenja

¢ije su funkcije ogranicenja afine funkcije (Boyd 1 Vandenberghe, 2004).

d = p* (4.27)

Kako je dualni problem donja ograda primarnog tada se minimizacija primarnog
problema svodi na maksimizaciju dualnog problema, Sto je vidljivo iz slike 4.8. Tada
se funkcija cilja dualnog problema naziva dualnom Lagrangeovom funkcijom koja je
definirana u jednadzbi 4.28.

L(X) = min L(Z, X) (4.28)
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Njenom se maksimizacijom postavlja dualni problem odreden izrazom 4.29 ¢ijim
se rjeSavanjem dobiva optimalno rjeSenje dualnog problema d* iz jednadzbe 4.30. Ovaj
kvadratni program se od primarnog razlikuje prema broju varijabli funkcije cilja. Tako
prelaskom iz primarnog u dualni problem broj varijabli viSe ne ovisi o dimenzional-
nosti vektora &, nego o njihovoj brojnosti unutar skupa za ucenje. Koristi ovakvog
prijelaza oCituju se primjenom posebnih algoritama rjeSavanja ovog kvadratnog pro-
grama, temeljenih na algoritmu slijedne minimalne optimizacije (engl. sequential mi-
nimal optimization, SMO). Njegova sloZenost kvadratno ovisi o broju primjera, dok
drugi algoritmi za rjeSavanje kvadratnih programa primarnog problema imaju kubnu
sloZenost u ovisnosti o dimenzionalnosti ulaznog vektora.
max L(X)

—

A (4.29)
uz ogranienje \; > 0,Vi € {1,...,p}

d* = max LX) = max min L(Z, X) (4.30)
X X 7

Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti

U slucaju optimizacijskog problema bez ogranicenja, globalni optimum odreden je
tockom za koju je gradijent jednak nuli. Prilikom uvodenja ograni¢enja u optimizacij-
ski problem taj uvjet viSe ne mora vrijediti jer se toCka globalnog optimuma nuzno ne
nalazi unutar dozvoljenog podru¢ja. Tada se za probleme s ograni¢enjima definiraju
Karush-Kuhn-Tuckerovi uvjeti (Karush, 1939; Kuhn i Tucker, 1951), krace pisani kao
KKT uvjeti, koji su opisani prema (Boyd i Vandenberghe, 2004).

Prvi KKT uvjet definiran je u slucaju jake dualnosti. Tada primarna varijabla mini-
mizira L(Z, X*), u kojoj dualna varijabla oznacena zvjezdicom predstavlja optimalnu
vrijednost. Kako su sva ogranicenja kodirana Lagrangeovom funkcijom, minimizacija
po primarnoj varijabli odgovara optimizaciji bez ograni€enja prema kojoj gradijent u
tocki optimuma mora biti jednak nuli. Uvjet je prikazan jednadZbom 4.31 prema kojoj
se moze i interpretirati. Vidljivo je kako za tocku optimuma gradijent funkcije cilja
primarnog problema mora imati jednak smyjer, ali suprotnu orijentaciju gradijentu ko-

diranih ogranicenja.

p
Vo L(F,X) = Vo f(#) + > A - Vagi(#) =0 (4.31)

=1
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Drugi KKT uvjet proizlazi iz izraza 4.32 - 4.35 koji su obja$njeni u nastavku. U
slucaju jake dualnosti vrijedi jednakost primarnog i dualnog rjeSenja Sto povlaci jed-
nakost vrijednosti pocCetne funkcije cilja primarnog problema za optimalnu primarnu
varijablu i dualne Lagrangeove funkcije za optimalnu dualnu varijablu. Kako je dualna
funkcija dobivena minimizacijom Lagrangeove funkcije po primarnoj varijabli ona se
moze zapisati preko jednakosti 4.33. Nejednakost 4.34 vrijedi jer se minimizacija za-
pravo odnosi na pronalaZenje infimuma, odnosno najveca donja granice Lagrangeove
funkcije koja je prema definiciji uvijek manja ili jednaka vrijednosti funkcije za op-
timalnu varijablu. Tada, zbog nenegativnosti dualnih varijabli i vrijednosti funkcije
ogranicenja koja su manja ili jednaka 0, suma njihovih umnozaka takoder mora biti

manja ili jednaka O Sto dovodi do nejednakosti iz 4.35.

(@) = L(V) (4.32)
= min (f(7) + Y A} 4i(7)) (4.33)
i=1
p
S FE)+ YN - gi(@) (4.34)
=1
< f(@) (4.35)

Ulancavanjem izraza vidljivo je kako su oni zadovoljeni jedino u slucaju prelaska
nejednakosti u jednakost ¢ime se zahtijeva da suma iz 4.34 bude jednaka 0. Kako su
multiplikatori nenegativni, a vrijednosti ograni¢enja manja ili jednaka 0, suma moze
rezultirati nulom samo u slucaju kada je svaki od umnozaka jednak 0.

Time se odreduje drugi KKT uvjet definiran u jednadzbi 4.36 iz koje proizlazi
njegova interpretacija. Prema njoj se globalni optimum moZe naéi unutar podrucja
dozvoljenog pojedinim ograni¢enjem g;(Z¥) ¢ime ono ne dodaje nove informacije u
postupak optimizacije te tako postaje neaktivno. Takva se ograni¢enja gase postav-
ljanjem odgovarajuéih multiplikatora na nulu. U suprotnom, kada ograni¢enje nije
zadovoljeno, multiplikator poprima pozitivne vrijednosti te uvjet vrijedi samo ako je
vrijednost ogranicenja jednaka 0. Objasnjenje proizlazi iz ¢injenice kako se kod funk-
cija kojima globalni optimum nije dosezljiv zbog ogranicenja ekstremi uvijek nalaze

na rubu ogranicenja u kojima je vrijednost ograni¢enja uvijek jednaka 0.

A gi(@) =0, Vie{l,...,p} (4.36)
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Ostale KKT uvjete ¢ine ogranicenja primarnog problema te dualnih varijabli koje

moraju biti nenegativne.

Dualni model SVR-a

Opéenito izvedene jednadZbe iz prethodnih odjeljaka moguée je primijeniti na pri-
marni optimizacijski problem SVR-a postavljen izrazom 4.17. Tako se izvod s rjeSe-
njem dualnog problema za problem SVR-a nalazi u (Smola 1 Scholkopf, 2004), dok
je u jednadZzbi 4.37 prikazan konacni rezultat kojim se definira dualni model SVR-a.
Prema njoj dualni model SVR-a vise ne ovisi o vektoru tezina w, kao u primarnom
modelu, nego samo o primjerima iz skupa za ucenje 2 te dualnim varijablama ¢iji
je broj definiran veli¢inom skupa za ucenje. Time je model iz parametarskog postao

neparametarski.

N
h(EX) = A3 &+ wg (4.37)

Prema gornjoj jednadzbi, dualni model odreden je skalarnim umnoSkom vektora
primjera iz skupa za ucenje te vektora ulaznog primjera za kojeg se nepoznata labela
odreduje. Vazno je primijetiti kako prema drugom KKT uvjetu svi primjeri skupa za
ucenje £ koji se nalaze u podrucje gdje je ogranicenje neaktivno, odnosno koji se
nalaze unutar e-cijevi, imaju pripadni multiplikator \; postavljen na nulu. Time se oni
isklju¢uju iz modela te preostaju samo primjeri #*) koji leZe izvan e-cijevi, odnosno
potporni vektori. Ovisnost o podskupu primjera za ucenje rezultira rijetkim modelom
kojeg je teze prenauditi, a lakSe izraCunati te interpretirati.

Druga bitna prednost dualnog modela nad primarnim je lakoca prelaska u neline-
arnost. Modeliranje nelinearnosti primarnim linearnim modelom ostvarivo je presli-
kavanjem ulaznih primjera u prostor viSe dimenzije koriStenjem baznih funkcija, kao
i kod nelinearne regresije u poglavlju 4.2.2. Problem ovog pristupa predstavlja odabir
dimenzije preslikavanja koja uvijek ovisi o podatcima $to ga u primjeni ¢ini znacajno
sloZenijim od demonstracijskog primjera sa slika 4.1. PogreSan odabir vodi do loSih
modela koji ¢e u slu€aju odabira previsoke dimenzije postati prenauceni, dok ¢e odabir
preniske dimenzije onemoguciti modeliranje nelinearnosti te rezultirati podnauc¢enim
modelom.

Dualni model navedene probleme rjeSava modeliranjem nelinearnosti pomocu jez-
grenog trika (engl. kernel trick). Skalarni produkt iz 4.37 prema geometrijskoj inter-

pretaciji predstavlja sli¢nost ulaznog vektora ¥ i svakog primjera skupa za ucenje te
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se kao takav moZe zamijeniti jezgrenom funkcijom (7@, ). Uvjeti pod kojima se
jezgrena funkcija ponasa kao skalarni produkt prostora odredene dimenzije zadani su
Mercerovim teoremom (Mercer, 1909). Neke od Cesto koriStenih jezgrenih funkcija
uklju€enih u programske knjiZnice ukljuCuju linearne i polinomijalne jezgre te radi-
jalne bazne funkcije.

Prednosti koriStenja jezgrenih funkcija nad preslikavanjem podataka ocituju se u
lakSem odabiru funkcije u odnosu na dimenziju preslikavanja te smanjenu racunalnu
sloZenost izracuna jezgrene funkcije u odnosu na skalarni produkt dobivenih visoko-
dimenzionalnih vektora.

Osim primjene jezgrenog trika, dualna formulacija rezultira optimiranjem po dual-
nim varijablama X, umjesto po vektoru znacajki w Sto dozvoljava primjenu algoritma
SMO. Kako je broj dualnih varijabli ograni¢en brojem potpornih vektora takva optimi-
zacija Cesto je pogodnija u odnosu na primarni problem s potencijalno visokodimenzi-

onalnim vektorom znacajki.

4.4.4. Odabir hiperparametara algoritma

Kako sloZenost modela istovremeno ovisi o hiperparametrima C' i € potrebno je defi-
nirati metodu odabira koja dovodi do primjerene sloZenosti modela. Hiperparametar
¢ utjeCe na Sirinu e-cijevi te tako na broj potpornih vektora definiranih primjerima iz
skupa za ucenje koji se nalaze izvan nje. Utjecaj ovog hiperparametra na sloZenost
ocituje se u dualnoj formulaciji gdje sloZenost modela i procesa optimizacije izravno
ovisi o broju potpornih vektora. Tako ¢e modeli odredeni manjim hiperparametrom
imati uZu e-cijev Sto povlaci vecu to¢nost na skupu za ucenje, ali rezultira ve¢im bro-
jem potpornih vektora. Kako su parametri modela predstavljeni potpornim vektorima
njihovo povecanje dovodi do sloZenijih modela ¢ime se poveéava vjerojatnost pojave
prenaucenosti. Jednostavniji modeli imat ¢e vecu vrijednost hiperparametra te ée -
cijev biti Sira §to dovodi do manjeg broja potpornih vektora ¢ime se proces optimizacije
te model pojednostavljuju.

SloZenost modela ovisi i o hiperparametru C' kojim se regulira kaznjavanje pri-
mjera koji se nalaze izvan margine. Za vrlo visoke vrijednosti hiperparametra funkcija
pogreske iz 4.18 ée brzo rasti, ¢ak i za mala odstupanja od margine definirana s ¢
pa Ce regularizacijski Clan funkcije pogreSke biti zanemariv u odnosu na iznos sume
produkata kazne 1 varijabli labavosti. Zato ¢e model, u svrhu minimizacije funkcije
pogreske, biti prisiljen smanjivati sumu varijabli labavosti na Stetu regularizacijskog

¢lana $§to rezultira poveéanjem sloZenosti te u konacnici prenaucenosti.
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Smanjenje vrijednosti hiperparametra C' dovodi do slabljenja utjecaja sumi varija-
bli labavosti na funkciju pogreske iz 4.18 u korist regularizacijskog ¢lana. Tako ¢e za
odabir premalih vrijednosti ovog hiperparametra u iznosu funkcije pogreske domini-
rati regularizacijski ¢lan ¢ime ¢e model u procesu optimizacije biti prisiljen smanjivati
svoju sloZenost kako bi minimizirao njezin iznos. Ovakav scenarij rezultira podnauce-
nim modelom koji postaje prejednostavan te ne moZze dobro opisati podatke.

Slika 4.9 prikazuje utjecaj hiperparametara C' i € na udio potpornih vektora u od-
nosu na veliinu skupa za uCenje. Za generiranje slike koriSten je linearni model SVR-a
te umjetni skup podataka koji predstavlja zaSumljeni pravac. Vidljivo je kako na udio
potpornih vektora dominantno utjece hiperparametar . Zato se u literaturi (Scholkopf
et al., 1998) predlaze zamjena ¢ s hiperparametrom v kojim bi se omogucilo izravno

odredivanje njihovog udjela.

Literatura ne daje jednoznacan odgovor na pitanje odabira navedenih hiperpara-
metara pa se u praksi koriste razne metode od kojih je najpoznatija metoda unakrsne
provjere koja e biti koriStena u prakti¢nom dijelu rada. Pregled postojeéih i prijedlog

naprednije metode odabira C'i € dostupan je u (Cherkassky i Ma, 2004).

=
=

1PN

piopaA yiusodiod 0

Slika 4.9: Utjecaj hiperparametara C' i € na broj potpornih vektora
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5. Studijski slucaj prognoziranja

vodostaja Kupe

U ovom poglavlju opisan je studijski slucaj predvidanja vodostaja rijeke Kupe kod
mjesta Farka$i¢ kojim bi se omogucio uvid kretanja vodostaja u bliskoj buducnosti.
Iako je prognoza izvedena za mjernu postaju Farkasié, opisani postupci su, uz manje
izmjene, primjenjivi i za ostale mjerne postaje, dok su glavni koraci, poput analize te

izgradnje oznacenog skupa podataka primjenjivi i kod drugih vremenskih serija.

5.1. Dostupni podatci

Sve koriStene podatke prakticnog dijela rada ustupio je Drzavni hidrometeoroloski za-
vod Republike Hrvatske. Oni ukljucuju podatke dobivene mjerenjima na brojnim hi-
droloskim i kiSomjernim postajama porjecja rijeke Kupe kroz razne periode te su pri-
kazani tablicom 5.1. Podatci hidroloskih postaja nastali su mjerenjima dnevnih vodos-
taja 1 protoka rijeke Kupe, Dobre, MrezZnice, Korane 1 Gline, dok su dnevne koli€ine
oborina dobivene mjerenjima padalina u mjestima Parg, Delnice, Lokve, Bosiljevo,
Ogulin, Plaski, Slunj, Karlovac i Pisarovina. Sve mjerne postaje prikazane su slikom
5.1 na kojoj su hidroloske, ovisno o rijeci na kojoj se nalaze, oznaCene razli¢itim bo-
jama, dok su kiSomjerne predstavljene plavim oznakama. Na slici su postaje rijeke
Kupe obiljezene crvenim oznakama, Dobre Zutim, MreZnice smede-zelenim, Korane

narancastim, a Gline zelenim oznakama.

5.1.1. Hidroloski podatci

Podatci dobiveni mjerenjima hidroloskih postaja uklju¢uju dnevne vodostaje izraZzene
u centimetrima te protoke izraZene u metrima kubnim po sekundi. Iznimke su mjerne
postaje Karlovac, Glina i Pribanjci za koje su dostupni samo podatci vodostaja.

U odredenim periodima podatci na nekoliko postaja sadrze nedostajuce vrijednosti
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Tablica 5.1: Skup podataka

Vremenska  Tip mjerne Mjerna Tip
serija postaje jedinica podataka
Vodostaj  Hidroloska cm cijeli broj

Protok Hidroloska  m?3/s  broj s pomi¢nim zarezom

Padaline  KiSomjerna mm/m? broj s pomi¢nim zarezom
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Slika 5.1: Lokacije mjernih postaja

koje su oznacene labelom -777, dok strSecih vrijednosti koje bi nastale pogreskama
prilikom mjerenja ili zapisivanja nema. Prema tipu podatci pripadaju cijelim broje-
vima koji jedino u slucaju vodostaja mogu biti negativni. Takvi zapisi, osim onih koji
definiraju nedostajuce vrijednosti, nisu rezultat pogreske, nego prirodnog procesa pro-
dubljivanja korita rijeke uzrokovanog protjecanjem vode. Time se korito spusta ispod
razine referentne tocke mjerenja za koju se uzima ocitanje vodostaja jednako nuli.

Na vodostaj odredene postaje utjeCu vodostaji njenih uzvodnih postaja pa je, ovisno
o njihovim lokacijama, potrebno definirati njihove odnose. Tako su one, krecuci se
nizvodno, za pojedinu rijeku navedene u tablici 5.2. U njoj su takoder navedena usca

svake rijeke uz oznaku prve mjerne postaje glavnog rijecnog toka nakon usca.
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Tablica 5.2: Hidroloske postaje

Usce

Rijeka Hidroloske postaje
[Hidroloska postaja]

Hrvatsko, Kupa, Zape¢, Pribanjci,

Kupa Ladesiéi, Kamanje, Brodarci, Karlovac, -

Recica, Jamnicka Kiselica, SiSinec, Farkasié

Turkovi¢i Ogulinski, Les¢e Toplice, .
Dobra ] ) Kupa [Brodarci]
Stative Donje

Mreznica Juzbasiéi, Mrzlo Polje Korana [Karlovac]
Sastavci, Slunj, Veljun, Velemeric,
Korana 22 ! Kupa [Karlovac]
Karlovac
Glina Siroka Rijeka, Vranovina, Glina Kupa [Farkasic]

5.1.2. Podatci padalina

Padaline mjerene na kiSomjernim postajama porjecja Kupe predstavljene su pozitivnim
brojevima s pomi¢nim zarezom kojima se izraZava njihova koli¢ina u milimetrima po
cetvornom metru. Podatci padalina dostupni su za razdoblje 2009. do kraja 2014.

godine te ne sadrZe nedostajuce ili strSece vrijednosti.

5.1.3. Prikaz podataka

Vremenske serije protoka, vodostaja i padalina na podrucju Pisarovine koje ukljucuje
hidroloSku postaju Jamnicka Kiselica prikazane su slikom 5.2. Na njoj su, zbog sa-
Zetosti prikaza, vremenske serije prikazane za 2009. godinu, dok su ostala razdoblja i
mjerne postaje prikazane unutar interaktivne Jupyter biljeZnice.

Prema slikama 5.2a 1 5.2b je vidljivo kako se vremenske serije protoka i vodostaja
ponasaju vrlo sli¢no, dok se vremenska serija padalina, prikazana slikom 5.2¢, uglav-
nom sastoji od impulsnih dogadaja koji se odrazavaju na iznose vodostaja i protoka.

Sazeti prikaz svih podataka jedne hidroloSke postaje i njoj najbliZze kiSomjerne pos-
taje ostvaren je kutijastim dijagramom (engl. box plot) sa slike 5.3 koja prikazuje nji-
hove podatke grupirane po mjesecima. Iz njih se jasno moze uociti ponasanje srednje
vrijednosti protoka i vodostaja kroz mjesece kao i relativno velik broj strSecih vrijed-
nosti. Takoder, zbog ovisnosti iznosa vremenskih serija o vremenu tijekom analize

podataka treba razmotriti utjecaj komponente sezonalnosti.
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(a) Protok - Jamnicka Kiselica

2009-01 2009-03 2009-05 2009-07 2009-09 2009-11 2010-01

(b) Vodostaj - Jamnicka Kiselica

2009-01 2009-03 2009-05 2009-07 2009-09 2009-11 2010-01

(¢) Padaline - Pisarovina

Slika 5.2: Protok, vodostaj i padaline na podrucju Pisarovine za 2009. godinu

5.2. Analiza podataka

Prije implementacije modela potrebno je napraviti inicijalnu analizu podataka koja
ukljucuje ispitivanje kvalitete podataka, vizualizacije, testiranje svojstva stacionarnosti
te analizu povezanosti vremenskih serija. Time ¢e se omoguditi donoSenje odluke o
ukljucivanju pojedine postaje u skup podataka. Rezultati cjelokupne analize podataka,
koja ukljucuje sve dostupne mjerne postaje uz njihovu vizualizaciju iz prethodnog po-

glavlja, su pohranjeni u interaktivnu Jupyter biljeznicu.

5.2.1. Dekompozicija vremenskih serija

Dekompozicija vremenskih serija izvedena je za cjelokupni period koji ukljucuje Sest
godina dnevnih podataka te je prikazana slikom 5.4. Bududéi da se radi o hidromete-
oroloSkim podatcima ne ¢udi kako grafovi pokazuju izrazenu sezonsku komponentu.
lako grafovi takoder upucuju na postojanje rastuceg trenda, zbog prirode podataka nije
opravdano zakljuciti njegovo dugoro¢no postojanje koje bi se nastavilo u godinama za

koje podatci nisu prisutni.
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Slika 5.4: Dekompozicija vremenskih serija na podrucju Pisarovine
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5.2.2. Ispitivanje svojstva stacionarnosti

Radi potrebe modeliranja vremenske serije stohastickim modelima nuZno je utvrditi
njezinu stacionarnost metodama opisanim u poglavlju 2.3. Za provodenje oba testa sta-
cionarnosti koriStena je programska knjiznica StatsModels, a testovi su, zbog velikog
broja vremenskih serija kojima se stacionarnost ispitivala, provodeni automatizirano.
Tako se stacionarnost svake vremenske serije ispitala za zadani interval pouzdanosti sa
svim ponudenim opcijama vremenskog zaostajanja te komponentama trenda i pomaka.

Rezultati s 95-postotnim intervalom pouzdanosti pokazuju kako veéina vremenskih
serija nije stacionarna za sve ponudene konfiguracije parametara testa. Zato su testovi
ponovljeni nad diferenciranim podatcima, nakon ¢ega su svi postali stacionarni s jed-
nakim intervalom pouzdanosti. Time se zakljuCuje potreba postupka diferenciranja
koje e biti primijenjeno na sve vremenske serije.

Osim statistickim testovima, tvrdnju stacionarnosti podataka moguce je dodatno
ojacati analizom grafova autokorelacije prema Box-Jenkinsovoj metodi opisanoj u po-
glavlju 3.2.3. Tako Ce graf autokorelacijske funkcije za stacionarne vremenske serije
imati oblik eksponencijalnog odumiranja, dok ¢e kod nestacionarnih procesa pad biti
sporiji. Slikom 5.5 je prikazan graf autokorelacijske funkcije za podatke vodostaja
mjerne postaje JamniCka Kiselica. Grafovi vodostaja i protoka mjerenih na drugim
postajama slicni su prikazanom, dok autokorelacijska funkcija padalina svih mjernih
postaja iS¢ezne ve¢ nakon prvih par pomaka. Prikazani rezultati vode prema zakljucku

o stacionarnosti svih vremenskih serija.
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5.2.3. Analiza korelacija vremenskih serija

Analiza korelacije provedena je s ciljem identifikacije vremenskih serija povezanih s
vremenskom serijom koju se prognozira. Tako ¢e one vremenske serije koje su zna-
¢ajno korelirane s labelama ¢initi kandidate znacajki prilikom izgradnje skupa za uce-
nje. Dodatno, analizom korelacija kandidata znacajki otkrivaju se redundantne zna-
Cajke koje se izbacuju. Time se dimenzionalnost skupa podataka smanjuje,a postupak
ucenja ubrzava.

Slikom 5.6 prikazan je korelogram svih vremenskih serija, dok se korelogrami uz
navedene iznose koeficijenata korelacija te dijagrami rasprSenja svih parova vremen-
skih serija nalaze u Jupyter biljeznici. Na korelogramu sa slike svaka je serija oznacena
lokacijom mjerne postaje te sufiksom %, g i r, ovisno o tome radi li se o vodostaju, pro-
toku ili padalinama.

Nad parovima vremenskih serija izraCunati su Pearsonov i Spearmanov koeficijent
korelacije kojima se mjeri linearna, odnosno nelinearna korelacija. Nakon analize di-
jagrama rasprsenja koji pokazuju postojanje nelinearnih ovisnosti protoka i vodostaja
za relevantnu mjeru odabran je Spearmanov koeficijent korelacije. Rezultati ocekivano
pokazuju najvecu korelaciju vremenskih serija protoka i vodostaja mjerenih na istim
postajama. Nakon njih slijede korelacije istovrsnih tipova podataka koje, uz nekoliko
iznimki, variraju u ovisnosti o udaljenosti mjernih postaja za koje se korelacija racuna.
Najmanji iznosi korelacija dobiveni su za parove hidroloskih podataka i padalina.

Korelacija nuzno ne povlaci kauzalnost pa je za donoSenje odluka o korisnosti
ukljucivanja podataka jedne vremenske serije u proces predvidanja druge, osim jake
korelacije, potrebno provjeriti i smislenost njihovog medudjelovanja. Time se izbje-
gava ukljucivanje znacajki koje imaju visok stupanj korelacije s labelama, ali izmedu
njih 1 labele ne postoji uzro¢no-posljedi¢na veza ¢ime bi takve znacajke ometale mo-
del.

5.2.4. Odabir mjernih postaja

Odluka o ukljucivanju mjernih postaja u skup podataka donesena je temeljem rezultata
provedene analize podataka. Time se iz svih dostupnih podataka odabiru relevantni $to
dovodi do uklanjanja redundantnih i nebitnih podataka koji bi povecali skup za ucenje
bez uvodenja novih informacija.

Prvi kriterij odabira postaje odnosi se na razdoblje mjerenja. Buduéi da su hidrolo-
Ski podatci dobiveni mjerenjima kroz razlicite periode, a podatci o padalinama tijekom

razdoblja 2009. do 2014. godine, odluceno je kako svaka odabrana mjerna postaja
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Slika 5.6: Spearmanovi koeficijenti korelacije

mora sadrZavati mjerenja iz tog perioda. Zatim su postaje filtrirane prema lokacijama
i kvaliteti podataka tako da se od postaja koje su lokacijski jedna blizu druge odabere
ona s boljom kvalitetom podataka, odnosno s manje nedostajucih vrijednosti. Pos-
ljednji kriterij vezan je uz udaljenost mjerne postaje od us¢a rijeke na kojoj se nalazi
¢ime prednost odabira imaju postaje udaljenije od usc¢a. Motivacija za uvodenje ovog
kriterija temelji se na Cinjenici da su informacije hidroloskih postaja pritoka koje se
nalaze neposredno prije usca sadrzane u podatcima postaje koje se nalazi na glavnom
rijeCnom toku nakon uséa.

Odabrane hidroloske postaje podcrtane su u tablici 5.2, dok su od kiSomjernih oda-

brane sve osim postaje Lokve koja se nalazi blizu postaje Delnice.

5.3. Kriterij uspjesnosti prognoze

Za procjenu uspjesnosti prognoze potrebno je definirati kriterije uspjeha pojedinih me-
toda te metrike temeljem kojih se oni vrednuju. Tako su kriteriji uspjeSnosti za prog-
noze modela strojnog ucenja zadani rezultatima stohasti¢kih modela ARIMA i VAR,
opisanih u poglavlju 3, dok je za njih uspjeSnost definirana osnovnim modelom prog-

noze kojim se ona ostvaruje kopiranjem prethodne vrijednosti iz serije. Odabrane
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metrike vrednovanja ukljucuju prosjecno kvadratno odstupanje (engl. mean squared
error, MSE) te prosje¢no apsolutno odstupanje (engl. mean absolute error, MAE), od
kojih je za odabir modela koriStena metrika MSE. Formule za njihovo izraCunavanje

dane su izrazima 5.1 15.2.

N

1 . .
_ L OEEENEONY:
MSE = N ;_1 (y h(z")) (5.1
N
1 . .
_ L @) _ p(70)
MAE = ~ Z§:1j\y h(ZW)| (5.2)

Slika 5.7 prikazuje primjer prognoze osnovnog modela. Prognosticke pogreske
po ravnim dijelovima vremenske serije, gdje nema velikih odstupanja susjednih vri-
jednosti su male, dok se kod naglih promjena susjednih vrijednosti one znatno po-
veCavaju. Ovaj model je u primjeni beskoristan jer ne daje informacije o promjeni
vrijednosti sve dok se one ne dogode. Zato ¢e njegova ukupna prognosticka pogreska
nad ispitnim skupom posluZiti kao osnovni kriterij uspjeha kojeg ostali modeli moraju

zadovoljiti kako bi se proglasili uspjeSnima.
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Slika 5.7: Primjer prognoze osnovnim modelom

Procjena uspjeSnosti stohastickih modela te modela strojnog ucenja provedena je
nad ispitnim skupom kojeg €ine podatci posljednje godine, dok se odabir hiperparame-
tara temeljio na rezultatima dobivenih na validacijskom skupu podataka sastavljenog
od podataka iz 2013. godine. U nastavku slijedi opis postupka unakrsne provjere vre-
menskih serija kojim se procjenjuje kvaliteta modela te odabire skup hiperparametara
stohastickih modela, dok je postupak procjene kvalitete modela strojnog ucenja te oda-
bir njihovih hiperparametara objasSnjen naknadno.

Procjena konacne kvalitete i odabir hiperparametara stohastickih modela temelje

se na iterativnom postupku kojim se oponaSa proces prognoziranja nakon postavljanja
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modela u produkciju. Ulazni parametri postupka ukljucuju veli¢inu pocetnog skupa
za ucenje, broj ispitnih ili validacijskih primjera te Zeljeni korak prognoze. Postupak
zapocinje ucenjem modela na pocetnom skupu za ucenje nakon Cega slijedi prognozi-
ranje Zeljenog koraka. Dobivena prognozirana vrijednost usporeduje se s labelom na
odgovarajucoj lokaciji u validacijskom ili ispitnom skupu koja je odredena korakom
prognoze. Npr. za jednodnevne prognoze validacijski ili ispitni primjer Cinit ¢e prva
iduéa vrijednost nakon kraja skupa za ucenje, dok ¢e za sedmodnevne prognoze to
biti sedma vrijednost od posljednje vrijednosti iz skupa za ucenje. Time prvi korak
postupka zavrSava nakon Cega slijedi proSirivanje skupa za u€enje jednim primjerom
iz ispitnog ili validacijskog skupa te ponavljanje opisanog postupka. Zavrsetkom pos-
tupka se temeljem izracunatih prognosti¢kih pogreSaka racunaju metrike MSE i MAE
¢ime se dobiva ocjena modela.

Odabirom primjerene pocetne veliine skupa za ucenje izbjegava se provjeravanje
modela treniranih nad nereprezentativnim skupovima podataka za ucenje u pocetnim
iteracijama postupka uzrokovanih njihovom premalom veli¢inom. Takvi skupovi za
ucenje bi uzrokovali znaCajno vece prognosticke pogreske u odnosu na one dobivene
kasnijim iteracijama kada bi, zbog povecanja brojnosti primjera koji ga Cine, skup
postao reprezentativan. Radi izbjegavanja tog problema pocetni skup za ucenje je u
sluc¢aju validacije postavljen na prve Cetiri godine podataka, dok se prilikom testiranja
postavlja na prvih pet godina podataka ¢ime se izbjegava preklapanje validacijskog i
ispitnog skupa.

Mana opisanog postupka je njegova dugotrajnost koja proizlazi iz potrebe za po-
novnim ucenjem modela nakon svake iteracije. Kako su odabrani modeli strojnog
ucenja odredeni brojnim hiperparametrima, od kojih su neki u eksperimentima pos-
tavljeni na veliki raspon vrijednosti, u¢enje modela nakon svake iteracije za svaku od
konfiguracija zadanih hiperparametara nije moguca. Zato je odabir modela strojnog
ucenja proveden jednostavnijim postupkom u kojem se model uci na fiksnom skupu
za ucenje koji se sastoji od prve Cetiri godine podataka nakon Cega se hiperparametri
biraju na validacijskom skupu koji sadrzi podatke naredne godine. Istim postupkom

obavljeno je ispitivanje kvalitete modela strojnog ucenja.

5.4. Prognoziranje stohastickim modelima

Prognoze stohastickim modelima ARIMA i VAR ostvarene su programskom knjiZni-

com StatsModels. U nastavku slijedi opis prognoza te komentar dobivenih rezultata.
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5.4.1. Prognoziranje modelom ARIMA

Modeli ARIMA omogucuju prognozu univarijatnih vremenskih serija pa ulazne po-
datke ¢ini vremenska serija vodostaja hidroloSke postaje FarkaSi¢. Buduci da modeli
ARIMA imaju ugradeno diferenciranje zadanog reda, ulazne podatke nije potrebno
diferencirati.

Okvirni odabir hiperparametara proveden je Box-Jenkinsovom metodom, opisa-
nom u poglavlju 3.2.3. Ona sugerira odabir drugog reda autoregresijskog modela
i modela pomicnih prosjeka te prvi red diferenciranja. Zbog mogucih problema u
odredivanju hiperparametara modela kod vremenskih serija koje su nastale mjeSavi-
nom autoregresijskog i modela pomi¢nih prosjeka te radi povecanja toCnosti modela
provedena je pretraga po reSetci nad susjedstvom okvirno odabranih hiperparametara.
Tako je koriStenjem postupka vrednovanja opisanog u poglavlju 5.3 ustanovljeno kako
model ARIMA(3, 1,2) daje najbolje rezultate na validacijskom skupu nakon ¢ega su
performanse odabranog modela provjerene na ispitnom skupu. Rezultati provjere na
ispitnom skupu zapisani su tablicom 5.5. Prema njima, model ARIMA zadovoljava
kriterij uspjesnosti za sve korake prognoze.

Kako je model ARIMA odreden trima hiperparametrima, nedostatak njegove pri-
mjene veze se uz dugotrajnost pretrage optimalnih hiperparametara. Druga mana ve-
zana je uz loSe rezultate viSednevnih prognoza koje proizlaze iz svojstva univarijatnosti
modela zbog ¢ega se informacije drugih vremenskih serija, koje utjeCu na promatranu,
ne mogu iskoristiti. S druge strane, agnosti¢nost prema podrucju primjene vezanog uz
podatke, jednostavnost te ugradeno diferenciranje predstavljaju glavne prednosti ovog

modela.

5.4.2. Prognoziranje modelom vektorske autoregresije

Model VAR ne sadrzi ugradenu komponentu diferenciranja pa je podatke postaja oda-
branih prema poglavlju 5.2.4 prije predaje algoritmu potrebno diferencirati. Prema
zakljuCcima iz poglavlja 5.2.2 odabran je prvi red diferenciranja kojim su podatci pos-
tali stacionarni.

Raspon hiperparametra najveéeg dozvoljenog pomaka postavljen je na prvih sedam
prirodnih brojeva, a optimalne vrijednosti birane su temeljem ponudenih informacij-
skih kriterija. Uz tako odabrane pomake u eksperiment je uklju¢ena najveca vrijednost
pomaka postavljena na 7 te vrijednost pomaka kojom se minimizira pogreSka skupa
za ucenje. Kako je postupak ispitivanja kvalitete modela iterativan te zahtijeva ucenje

modela u svakom koraku, ¢ime se omoguéuje odabir razli¢itih pomaka kroz iteracije,
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izvjesée kvalitete modela ukljuuje medijan odabranih pomaka za svaki od modela
definiranih informacijskim kriterijem.

Najjednostavniji model odabran je BIC-om te sadrzi samo jedan vremenski pomak,
dok su AIC te kriterij minimizacije pogreSke skupa za ucenje rezultirali najsloZenijim
modelom s pet vremenskih pomaka. Ostali nacini odabira rezultirali su modelima koji
su prema odabranom pomaku izmedu njih. Najbolji rezultati postignuti su primjenom
Hannan-Quinnovog informacijskog kriterija koji je odabrao jednostavan model s dva
vremenska pomaka €iji su rezultati provjere na ispitnom skupu dani tablicom 5.5.

Prema njoj su iznosi pogreSaka znacajno manji u odnosu na osnovni model te mo-
del ARIMA sto je uzrokovano ukljucivanjem ostalih vremenskih serija koje utjeCu na
vodostaj rijeke Kupe kod mjesta FarkaSi¢. Upravo svojstvo multivarijatnosti modela
VAR predstavlja glavnu prednost u odnosu na model ARIMA. Osim toga, model je
definiran jednim hiperparametrom Sto rezultira znacajno brZzim postupkom njegovog
odabira u odnosu na model ARIMA. Odabir vremenskih serija koje utjeCu na progno-
ziranu zahtijeva odredeno domensko znanje pa je koriStenje ovog modela sloZenije u
odnosu na model ARIMA.

5.5. Prognoziranje modelima strojnog ucenja

Iduéa potpoglavlja opisuju postupak izgradnje oznacenog skupa podataka te daju popis
algoritama 1 koriStenih hiperparametara nad kojima je provedena pretraga za optimal-

nim modelom.

5.5.1. Izgradnja oznacenog skupa podataka

Modeli regresije pripadaju nadziranoj vrsti strojnog ucenja pa je za njihovo ucenje
potrebno konstruirati oznaceni skup podataka. U tu svrhu koriStena je knjiznica otvo-
renog koda Pandas (McKinney, 2010) koja nudi funkcionalnosti za uCinkovitu i jed-
nostavnu manipulaciju podatcima te stvaranje i obradu podataka vremenskih serija.
Izgradnja oznaCenog skupa podataka vodena je idejom generiranja parova znacajki
i labela za svaki datum vremenske serije, ovisno o zadanom koraku prognoze. Tako
¢e svaki oznaceni primjer za pojedini datum sadrZavati skup znacajki koji predstavlja
sve informacije poznate do tog datuma, dok ¢e odgovarajuca labela, ovisno o koraku
prognoze, sadrZavati stvarnu vrijednost prognozirane varijable. Za skup znacajki oda-
brane su prosle vrijednosti prognozirane te drugih vremenskih serija koje na nju utjecu,

dok je labela predstavljena stvarnim vrijednostima prognozirane vremenske serije. Do-
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Tablica 5.3: Primjer oznacenog skupa podataka

Datum farkasic_h(t) | farkasic_h(t-2) | farkasic_h(t-1) | parg_r(t-1)
2009-01-01 248 NaN NaN NaN
2009-01-02 246 NaN 248.0 1.4
2009-01-03 235 248.0 246.0 53
2009-01-04 227 246.0 235.0 0.2
2009-01-05 218 235.0 227.0 0.3
2009-01-06 211 227.0 218.0 0.0
2009-01-07 200 218.0 211.0 0.0
2009-01-08 194 211.0 200.0 0.0
2009-01-09 187 200.0 194.0 8.4
2009-01-10 182 194.0 187.0 0.0

datno, u skup znacajki je moguce ugraditi druge podatke koji nisu predstavljeni vre-
menskim serijama, a kojima bi model dobio dodatne informacije ¢ime bi se povecala
tocnost prognoze. Kako njihovo identificiranje zahtijeva domensko znanje, znacajke
tog tipa vezane uz hidrometeoroloske podatke u radu nisu koristene.

Primjer oznacenog skupa podataka za jednokora¢nu prognozu vodostaja mjerne
postaje Farkasi¢ prikazan je tablicom 5.3. U njoj kolona farkasic_h(t) predstavlja la-
belu kojom se, na odredeni datum, definira vodostaj, dok ostale kolone, osim datuma,
predstavljaju znacajke. Prvi i drugi redak tablice sadrze nedefinirane vrijednosti zna-
Cajki zaostalih vremenskih serija, oznaCenih s NaN, jer na te datume one zbog ne-
postojanja prethodnih podataka nisu poznate. Takvi su zapisi, prije predaje algoritmu
strojnog ucenja, uklonjeni iz skupa oznacenih primjera.

Postupak izgradnje oznacenog skupa podataka parametriziran je vremenskim se-
rijama znacajki, njihovim vremenskim zaostajanjima, vremenskom serijom koja ¢ini
labelu, korakom prognoze te odlukom o diferenciranju labele. Parametri vremenske
serije koja odreduje labelu te korak prognoze unaprijed su zadani, dok su ostali para-
metri podloZni optimizaciji na validacijskom skupu. Vremenske serije znaCajki, kao
1 kod modela VAR, odabrane su prema poglavlju 5.2.4, dok su vremenska zaostaja-
nja te odluka o diferenciranju labele dobivene optimizacijom na validacijskom skupu
podataka.

S obzirom na to da su podatci dobiveni mjerenjima hidroloskih i meteoroloskih
postaja, radi smanjenja sloZenosti pretrage hiperparametri zaostajanja vremenskih se-

rija grupirani su prema njenom tipu po kojem su dobili imena HydroLag 1 MeteoLag.
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Njima se zadaje najvec¢i dozvoljeni vremenski pomak ¢ime se svi pomaci manji od
njega implicitno ukljucuju u skup znacajki. Time ¢e sve znaCajke vodostaja i protoka
dijeliti iste korake vremenskog zaostajanja, dok ¢e se za znacajke padalina definirati
zasebni. Prikaz navedenog dan je u tablici 5.3, gdje su postavljanjem vrijednosti Hy-
droLag na 2 odabrani prvi i drugi korak vremenskog zaostajanja vodostaja, dok je za
padaline odabran prvi korak definiran hiperparametrom MeteoLag jednakim 1.

Glavni izazov prilikom implementacije ove funkcionalnosti povezuje se s vremen-
skom komponentom podataka vremenskih serija zbog koje se javlja opasnost od nena-
mjernog uklju¢ivanja nedozvoljenih informacija koje ne bi bile poznate u trenutku do-
nosenja prognoze (engl. data leakage). Problem je osobito izrazen prilikom izgradnje
skupa podataka za viSednevna prognoziranja kada je potrebno obratiti dodatnu paznju
te pregledati skup dobivenih znacajki.

Dobiveni skup sadrzi znacajke razlicitih skala pa je prije provodenja postupka uce-
nja provedena njihova transformacija oduzimanjem srednje vrijednosti te skaliranjem
na jedini¢nu varijancu. Navedeni postupak dostupan je unutar programske knjiZnice
Scikit-learn u razredu sklearn.preprocessing.StandardScaler. IzraCun
srednje vrijednosti i varijance obavljen je samo nad skupom primjera za ucenje ¢ime

se izbjegava otkrivanje podataka skupa za validaciju te ispitivanje.

5.5.2. Odabrani modeli

U eksperimentima su koriSteni algoritmi opisani poglavljem 4 koji uklju€uju linearni
model regresije, regresiju algoritmom najbliZih susjeda te regresiju potpornih vektora.
Za navedene algoritme hiperparametri su odredeni postupkom pretrage po reSetci nad
validacijskim skupom podataka u koju je ugraden postupak pronalaska optimalnih hi-
perparametara HydroLag, MeteoLag te odluka o diferenciranju labela. Parametri Hy-
droLag 1 MeteoLag postavljeni su na raspon prvih sedam prirodnih brojeva ¢ime se
ostvaruje najvise jednotjedno zaostajanje vremenskih serije znacajki.

Tablicom 5.4 su definirani pronadeni optimalni hiperparametri pojedinog algo-
ritma, dok je u nastavku dan popis svih hiperparametara te njihovih vrijednosti nad

kojima je pretraga po resetci obavljena.

Linearni model regresije

Programska knjiznica Scikit-learn nudi viSe razreda kojima je moguce ostvariti raz-
licite tipove linearne regresije. Eksperimenti ukljuCuju obi¢nu te regulariziranu line-

arnu regresiju, predstavljene razredima LinearRegression i Ridge unutar mo-
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dula sklearn.linear_model, dok je preslikavanje podataka u viSu dimenziju
ostvareno razredom sklearn.preprocessing.PolynomialFeatures.
Pretragom su obuhvaceni hiperparametri regularizacijskog faktora te stupnja pres-
likavanja koji su u tablici 5.4 oznaceni s \ te d, a u postupku pretrage postavljeni na
raspon vrijednosti (0.01,0.1,1,2,5) i (1,2, 3). Prema dobivenim rezultatima, najbolje
svojstvo generalizacije ostvareno je modelom linearne regresije, dok odluka o regula-

rizaciji ovisi o koraku prognoze.

Regresija algoritmom k-najblizih susjeda

Algoritam regresije najblizim susjedima je u knjiZnici Scikit-learn predstavljen raz-
redom sklearn.neighbors.KNeighborsRegressor ukojem je omoguceno
podesavanje hiperparametara broja susjeda, algoritam njihove pretrage te odabir me-
trike udaljenosti i njihovih teZina kojima se regulira utjecaj pojedinog susjeda.

Metrika udaljenosti, definirana oznakom dist u tablici 5.4, postavljena je na Min-
kowskijevu, dok je hiperparametar njenog stupnja biran nad vrijednostima iz skupa
(1,2) kojim se definiraju Manhattan i euklidska udaljenost. Doprinos svakog susjeda
definiran je njegovom tezinom koja ovisi o udaljenosti od promatranog primjera. Osim
ponudene jednolike teZine svih primjera te teZine definirane inverzom udaljenosti, raz-
red nudi mogucénost definiranja vlastite metode kojom bi se one raCunale. Za potrebe
ovog rada koriStene su ponudene teZine od kojih je optimalni odabir predstavljen oz-
nakom w u tablici 5.4.

Pretraga broja susjeda, oznacenog s k, provedena je nad susjedstvom korijena broja
primjera za ucenje koji se u praksi pokazao dobrim pocetnim izborom, dok su moguci
algoritmi njihovog odabira, opisani u poglavlju 4.3.5, postavljeni na k-d stabla te stablo
lopti od kojih je optimalni odabir naveden u tablici 5.4 pod oznakom alg.

Odabrani hiperparametri nesto su ujednaceniji u odnosu na linearnu regresiju, me-
dutim ponovno ne daju jednoznacan odgovor o najboljim hiperparametrima neovis-

nima o koraku prognoze.

Regresija potpornih vektora

Algoritam regresije potpornih vektora predstavljen je razredima LinearSVR te SVR
unutar modula sklearn.svm. Razlog implementacije algoritma linearne regresije
potpornih vektora posebnim razredom opravdan je u¢inkovitom implementacijom koja
je ostvariva u slu€aju linearnosti te dolazi do izraZaja prilikom ucenja nad velikim sku-

povima podataka koji su prema sluZbenoj dokumentaciji definirani s nekoliko desetaka
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tisuéa primjera za ucenje.

Optimirani hiperparametri ukljucuju Sirinu margine te parametar kazne varijabli
labavosti koji su u tablici 5.4 oznaceni € 1 C. Pretraga Sirine margine provedena je nad
vrijednostima iz skupa (0.1, 1.0, 10), dok je parametar kazne odreden pretragom skupa
(0.1,1.0). Osim njih, razred SVR, kojim se ostvaruje prelazak u nelinearnost, nudi
odabir jezgrene funkcije. Tako su jezgrene funkcije postavljene na radijalnu baznu
funkciju te polinomijalnu jezgru kojoj su moguci stupnjevi polinoma postavljeni na
drugi 1 treCi red. Odabrana jezgrena funkcija i stupanj polinoma unutar tablice 5.4
oznaceni su s kernel 1 d.

Rezultati, kao i u dosadasnjim slucajevima, ovise o koraku prognoze sto dovodi do

zakljucka o ucenju posebnog modela za pojedini korak prognoze.

5.6. Rezultati

Konacni rezultati svakog algoritma po koraku prognoze, dobiveni nad ispitnim sku-
pom podataka, prikazani su tablicom 5.5, gdje su algoritmi regresije potpornih vek-
tora, ovisno o tome radi li se o linearnom modelu, predstavljeni s LSVR i SVR, dok je
algoritam regresije najblizih susjeda oznacen s k-NN.

Prema rezultatima se za sve ispitane modele zakljucuje zadovoljenje osnovnog kri-
terija uspjesSnosti definiranog osnovnim modelom. Drugi kriterij uspjeSnosti, vezan uz
algoritme strojnog ucenja, zadovoljen je u slucaju jednokoracne prognoze za model
linearne regresije, dok je za ostale korake model VAR dao bolje rezultate. Zakljucak
uspjesnosti linearnih modela potvrduje tezu boljeg svojstva generalizacije jednostav-
nijih modela u odnosu na sloZenije.

U tablici su, uz metrike, prikazani i odabrani parametri skupa podataka HydroLag
1 MeteoLag kojima se definiraju vremenska zaostajanja hidroloskih i meteoroloskih
znacajki. Cesta izostavljanja meteoroloskih zna&ajki, osobito za korake i modele koji
su rezultirali najboljim prognozama, pokazuju manju vaznost tih znacajki u odnosu na
hidroloSke. Takoder, odabir relativno malih vremenskih pomaka hidroloSkih znacajki
kod uspje$nih modela strojnog ucenja pokazuje kako ukljucivanje visih pomaka ne
donosi nove informacije.

Grafovi jednodnevnih i viSednevnih prognoza odabranim modelom linearne regre-
sije, koja je od svih algoritama strojnog ucenja dala najbolje rezultate, prikazani su
slikama 5.9 1 5.8, dok su slikama 5.10 prikazani histogrami njegovih prognostic¢kih
pogreSaka. Bitno svojstvo ostvarenih prognoza odnosi se na pravovremenost promjene

trenda serije, kojeg osnovni model nije imao. Navedeno svojstvo prikazano je na slici
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Tablica 5.4: Hiperparametri algoritama strojnog ucenja

Algoritam
Korak
Linearni model
prognoze LSVR SVR k-NN
regresije
C=1.0 alg="ball_tree’
e=0.1 k=28
{ A=1.0 C=1.0
d=1 e=10.0 ) )
kernel="poly’ | dist="euclidean’
d=2 w="distance’
C=1.0 alg="kd_tree’
e=1.0 k=28
3 A=0 C=1.0
d=1 e=10.0 ) )
kernel="poly’ | dist="euclidean’
d=2 w="distance’
C=0.1 alg="ball_tree’
e=1.0 k=28
5 A=1.0 C=0.1
=1 e=10.0 ) )
kernel="poly’ | dist="euclidean’
d=2 w="distance’
C=1.0 alg="kd_tree’
e=0.1 k=47
7 A=0 C=0.1
d=1 e=1.0

kernel="poly’
d=2

dist="manhattan’

w="uniform’
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Slika 5.8: Jednokoracna prognoza vodostaja modelom linearne regresije na ispitnom skupu

podataka

5.8b koja pokazuje prognozu i podatke iz prva tri mjeseca ispitnog skupa. One po-
kazuju kako prognosticke pogreske zadovoljavaju pozeljno svojstvo ravnanja prema
normalnoj razdiobi centriranoj oko 0. Povecanjem koraka prognoze, odnosno oteZava-
njem regresijskog zadatka, varijanca pogreSaka ocekivano raste.

Moguca poboljSanja ukljucuju razdvajanja hiperparametara vremenskih zaostaja-
nja pojedinih znacajki te uklanjanja implicitnog ukljucivanja svih manjih pomaka.
Time bi se omogudilo preciznije ugadanje navedenih hiperparametara, ali bi sloZenost
njihove pretrage znaCajno porasla. Takoder, poboljSanje ukljuCuje dodavanje novih

znacajki iz hidrometeoroloSke domene koje bi povecéale preciznost prognoze.
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Tablica 5.5: Usporedba rezultata na ispitnom skupu

Korak prognoze
Model | Metrika
1 3 5 7
Osnovni MSE 3910.43 | 21104.45 | 34636.41 | 44092.08
model MAE 41.67 101.08 132.22 153.23
ARIMA MSE 2143.80 | 18078.88 | 31035.65 | 39138.00
3,1,2) MAE 30.01 102.01 134.82 152.39
VAR MSE 553.30 | 3747.47 | 3879.42 | 3980.59
(2) MAE 15.22 41.35 43.09 42.49
. ) MSE 537.777 | 11552.54 | 24608.77 | 34208.81
Linearni
MAE 14.33 76.48 117.35 136.38
model
. Hydro
regresije 3 2 3 1
Lag
Meteo
0 4 4 2
Lag
MSE 667.59 | 12725.51 | 28155.65 | 36568.15
MAE 15.19 70.29 113.73 133.82
LSVR
Hydro
2 5 3 1
Lag
Meteo
0 0 0 0
Lag
MSE 2571.61 | 16731.72 | 30982.72 | 39505.25
MAE 34.59 91.22 127.15 147.25
SVR
Hydro
1 1 4 2
Lag
Meteo
0 0 0 6
Lag
MSE 1331.70 | 13582.86 | 29699.20 | 37914.44
MAE 22.85 77.21 124.60 140.88
k-NN
Hydro
2 2 1 5
Lag
Meteo
0 0 0 4
Lag
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6. Zakljucak

U radu je dan teoretski opis metoda analize i1 prognoziranja vremenskih serija kori-
Stenih za rjeSavanje problema studijskog slucaja prognoziranja vodostaja rijeke Kupe.
Modeli prognoziranja ukljucivali su stohasticke modele ARIMA i VAR, dok su pred-
stavnike modela strojnog ucenja Cinili linearni model regresije, regresija najbliZih su-
sjeda te regresija potpornih vektora.

Stohasti¢ki modeli, od kojih je VAR rezultirao boljim prognozama, zadovoljili su
osnovni kriterij uspjeSnosti. Agnosti¢nost prema podatcima te ugradeni postupak di-
ferenciranja kojim se ostvaruje stacionarnost predstavljaju temeljne prednosti modela
ARIMA, dok multivarijatnost, manji broj hiperparametara i bolji rezultati Cine pred-
nosti modela VAR.

Algoritmi strojnog ucenja su takoder zadovoljili osnovni kriterij uspje$nosti, dok
je uspjeSnost zadana stohastickim modelima ovisila o koraku prognoze. Tako je ona
zadovoljena samo za jednodnevna predvidanja vodostaja, dok je za ostale korake prog-
noze model VAR bio uspjesniji. Glavnu prednost primjene algoritama strojnog ucenja
predstavlja prilagodljivost problemu koja se ocituje definiranjem vlastitog skupa zna-
¢ajki koji moze sadrzavati podatke bez vremenske komponente. Medutim, ta prednost
predstavlja i njthovu manu jer postupak izgradnje oznacenog skupa podataka nije jed-
nostavan te unosi dodatne hiperparametre.

KoriStena programska knjiznica Scikit-learn nudi jednostavan i uc¢inkovit rad s al-
goritmima strojnog ucenja te ostale pomoc¢ne funkcionalnosti poput skaliranja i pre-
trage hiperparametara. Dodatno, odredeni algoritmi omogucéuju paralelizaciju pos-
tupka ucenja ¢ime se ono znacajno ubrzava. Takoder, funkcionalnosti uenja algori-
tama nad podatcima vremenskih serija ne zahtijevaju znacajan trud ¢ime se zakljucuje
primjenjivost knjiznice nad problemima prognoziranja vremenskih serija. Obrada 1
manipulacija podataka ostvarena je programskom knjiZznicom Pandas koja nudi funk-
cionalnosti usko povezane s vremenskim serijama poput diferenciranja te njihovog
pomaka kao i manipulaciju nad stupcem vremenskih oznaka koja definira redoslijed

podataka vremenske serije.
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Prognoza vremenskih serija koriStenjem programske knjiznice Scikit-learn

Sazetak

Buduée ponaSanje vremenske serije moguce je predvidjeti prognoziranjem. Prije
prognoziranja potrebno je provesti analizu vremenske serije koja ukljucuje njenu de-
kompoziciju te provjeru svojstva stacionarnosti koje se ispituje statistickim testovima.
Prognoziranje je ostvarivo klasi¢nim statistickim metodama, kojima pripadaju stohas-
ticki modeli prognoziranja vremenskih serija temeljeni na autoregresijskim modelima
te modelima pomi¢nih prosjeka ili nekim od regresijskih algoritama strojnog ucenja,
¢ija primjenjivost nije ograni¢ena na podrucje vremenskih serija. Njima pripadaju li-
nearni modeli regresije, regresija algoritmom najbliZih susjeda te regresija potpornih
vektora koji su opisani u radu. Efikasne implementacije algoritama strojnog ucenja te
Cesto koriStenih pomoc¢nih funkcionalnosti dostupne su u programskoj knjiZnici otvo-
renog koda Scikit-learn. Na studijskom slucaju prognoziranja vodostaja rijeke Kupe
pokazana je primjenjivost algoritama strojnog ucenja za jednodnevne prognoze, dok

su stohasticki modeli rezultirali boljim viSednevnim prognozama.

Kljucne rijeci: vremenska serija, prognoziranje, stohasticki modeli, strojno ucenje,

Scikit-learn.



Time Series Forecasting with Scikit-learn Programming Library

Abstract

Time series forecasting reduces uncertainty from the future behavior of the under-
lying process. Before making forecasts, it is necessary to perform time series analysis,
which implies decomposition and stationarity analysis. Forecasting can be done with
stochastic time series models, including autoregressive models, moving-average mo-
dels and their combinations, as well as with machine learning regression algorithms,
such as linear regression, nearest neighbor regression or support vector regression. The
latter allows usage of Scikit-learn, an open source efficient machine learning program-
ming library for data mining and data analysis which implements machine learning
algorithms and commonly used machine learning techniques. The case study in water
level forecasting showed the applicability of machine learning techniques for one-step

forecasts, while stochastic models performed better on multi-step forecasts.

Keywords: Time series, Forecasting, Stochastic time series models, Machine learning,

Scikit-learn.
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