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Sazetak

U radu je analiziran skup cestica zrnatoga materijala u stabilnoj ravnoteZi te staticki pritisci koji
se javljaju medu Cesticama u mirovanju, pri éemu se Cestice smatraju idealno glatkima, pa su
zanemarene tangencijalne sile u kontaktima. Kako bi se pojednostavio problem prijenosa sila na
mjestima dodira, uzeto je da cestice imaju oblik kuglica i da se svaka kuglica oslanja na druge
tri kuglice. Uz navedena ogranic¢enja dobiva se osnovni model ravnoteZe jedne kuglice v
mirovanju, a normalne sile u tako definiranomu kontaktu tvore stati¢ki odredenu tlaénu resetku
koja drzi skup kuglica u stabilnoj ravnotezi. Za sastavljanje takve tlaéne resetke mogu se
primijeniti grafi¢ki postupak uravnotezenja prostornoga évora i metoda rjeSavanja resetke évor
po &vor. Na kraju rada provedena je simulacija ravnoteZa kuglice u programskom paketu Abaqus
metodom diskretno-konacnih elemenata te je prikazan prijenos sila na kontaktima.

Kljuéne rijeéi: grafostatika, metoda diskretnih elemenata (MDE), resetka sila, pronalaZenje ravnoteze

Abstract

The paper considers an assembly of particles of granular matter in stable equilibrium and
pressures occurring at contacts of the particles, while the particles are considered as ideally
smooth and tangential forces at contacts are neglected. In order to simplify the problem of contact
force transmission, the particles are idealized as spherical particles and each sphere is supported
by three spheres. In respect to the above restrictions, the basic model of a particle in equilibrium
is obtained, and normal forces occurring at such defined contacts form a force network which
ensures the assembly of particles to be in stable equilibrium. To assemble compression-only truss,
it is possible to apply the graphical procedure for equilibrium finding of a spatial node and the
node-by-node method for truss analysis. At the end of the paper a simulation of the equilibrium
of a spherical particle is conducted using Finite-Discrete Element Method (FDEM) and software
suite Abaqus and the transmission of the forces at the contacts are shown.
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Primjena grafickog postupka rieSavanja prostornoga évora na diskretne elemente

1.Uvod

Metode grafostatike sluZe za rje$avanje stati€¢kih problema kao 3to su stati¢ka ekvivalencija
zadanoga sustava sila ili globalna ravnoteZa konstrukcijskoga sistema. One se temelje na
geometrijskoj konstrukciji dvaju reciproénih planova, plana poloZaja i plana sila. U planu poloZaja
prikazuju se geometrija konstrukcije (poloZaj unutarnjih évorovi i lezajeva, duljine elemenata te
poloZaj vanijskih optereéenja), dok se u planu sila ravnoteza unutarnjih évorova i globalna
ravnoteza prikazuju pomocu poligona sastavljenih od vektora.

Grafostaticke metode razvijene su u 19. stolieéu, a upotrebljavale su se uglavnom za rie$avanje
ravninskih stati¢kih problema. Zbog dugotrajnoga i kompleksnog postupka koji se provodi korak
po korak, ove metode nisu mogle biti primijenjene na sloZenije prostorne konstrukcije. Zahvaljujuci
naprednim raéunalima i alatima za kompjutorsku grafiku, danasnja grafostatika je prostorna, a
postoji vise pristupa i svi se temelje na radunalnoj realizaciji neke od metoda predloZenih u 19.
stoljeéu. Primjerice, u poliedralnoj grafostatici sile se prikazuju stranama poliedra okomitima na
pravce njihova djelovanja i plostina proporcionalnih njihovim intenzitetima ([1] i literatura tamo
navedena). U vektorskoj pak grafostatici plan je sila sastavljen od prostornih poligona dobivenih
zbrajanjem vektora ([2] i literatura tamo navedena). Jos je jedan od moguéih pristupa je
prostorna grafostatika utemeljena na Plickerovoj pravéastoj geometriji [3], Mébiusovu nadelu
dualnosti [4] i Grassmannovoj algebri [5], a detaljniji opis tog pristupa mozZe se naéi u radu [6].

Danasnja grafostatika svoju primjenu nalazi ponajvise u proraéunu prostornih reSetaka Stapovi
kojih su spojeni kuglastim zglobovima, te se takvim konstrukcijskim elementima prenose samo
uzduzne tlaéne ili vlaéne sile. Postoje dvije dobro poznate metode rieSavanja resetaka, a to su
metoda presjeka i metoda &vorova — rieSavanija &vor po &vor.

U metodi diskretnih elemenata (eng. Discrerete Element Method — DEM) zrnati se materijal
aproksimira skupom diskretnih elemenata (Eestica) koji se promatraju kao zasebni elementi, a
sloZeno globalno ponasanje zrnatoga materijala odredeno je jednostavnim zakonima interakcije
pojedinih diskretnih elemenata [7].

Staticki pritisci koji se javljaju na mjestima dodira Cestica tvore resetku tlacnih sila koja osigurava
stabilnu ravnoteZu hrpe destica. Uvodenjem odredenih ograni¢enja moZe se dobiti staticki
odredena resetka za &ije se sastavljanje moze primijeniti metoda rieSavanja resetke évor po évor
vz grafostati¢ki postupak rjeSavanja ravnoteze prostornoga &vora. Na taj se nadin mogu u
zrnatom materijalu uociti kriticna mjesta na kojima se javliaju velike tlacne sile. Primjerice, u
zastornoj prizmi zeljezni¢koga kolosijeka izradenoj od zrna tucanika mogao bi se dobiti uvid u
ponasanje kolosijeénoga zastora pod djelovanjem optereéenja koje se javlja tijekom
eksploatacije, pri prolazu vlaka. Problemi koji se javljaju zbog prevelikih sila pritiska u zastornoj
prizmi i prednosti metode diskretnih elemenata u rieSavanju tog problema detaljnije su opisani u
radu [8].

2. Diskretni elementi

2.1. Model ravnoteze ¢estice

Radi pojednostavlijenja prijenosa sila medu cesticama, u ovom éemo radu Eestice idealizirati krutim
kuglicama. Ako primijenimo pristup opisan u radu [9], postoje tri vrste kontakata koje promatrana
kuglica ostvaruje u stabilnoj hrpi, a to su: (i) kontakti koji pridonose optereéenju promatrane
kuglice, dakle kontakti pri kojima kuglica predstavlja oslonac susjednim kuglicama i preuzima
njihovo optereéenje (kontakti sa zelenim kuglicama na slici 1a), (ii) kontakti koji predstavljaju
oslonce promatrane kuglice (kontakti sa crvenim kuglicama na slici 1a), (iii) kontakti koji ne
preuzimaju nikakvu silu, a to su granicni kontakti koji ne dopustaju kuglici nikakav pomak u smjeru
takvog kontakta (kontakti s plavim kuglicama na slici Ta). Uzmemo li v obzir navedene vrste
kontakata koje kuglica ostvari u hrpi, dolazimo do kona¢noga modela ravnoteze jedne kuglice
prikazanoga na slici 1b).
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Slika 1. a) vrste kontakata sa susjednim kuglicama koje kuglica ostvaruje u hrpi,
b) konaéni model ravnoteze kuglice

Na mijestu kontakta dviju cestica javljaju se normalna tlaéna N i tangencijalna T sila, dok se
eventualne vlaéne sile zbog kohezije mogu zanemariti. Ako uvedemo uvijet da su kuglice idealno
glatke, koeficijent trenja je =0, pa je i tangencijalna sila T=0. Ovim ograni¢enjem u kontaktu
ostaju samo normalne tlaéne sile formirajuéi reSetku tlaénih sila koje drze hrpu &estica u stabilnom
poloZaju (slika 2b). Da bi ta reSetka bila staticki odredena, svaka kuglica smije imati najvise tri
susjedne kuglice (slika 2c). Na taj naédin se formira ,tronozac* kao aproksimacija modela
ravnoteze jedne kuglice. Sam tronoZac predstavlja statiéki odredeni problem prostornoga évora,
pa se reSetka moze sastaviti &vor po &vor. Ako je broj susiednih kuglica veéi od tri, problem
prostornoga évora postaje stati¢ki neodreden, Sto rezultira statickom neodredenosti same resetke.

L
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Slika 2. a) hrpa diskretnih estica u ravnotezi, b) tlaéna resetka hrpe Eestica u stabilnoj ravnotezi,
c) aproksimacija stabilne ravnoteZe jedne Eestice ravnoteZom &vora prostorne tlaéne resetke

3. Rjesavanije resetaka grafostatickim postupcima

3.1. Ravnoteza prostornoga cvora

Kako bi se odredila unutarnja ravnoteZa prostorne reSetke mozZe se primijeniti metoda évor po
évor. Za &vor zadan u planu poloZaja reciproéan plan u planu sila prostorni je poligon sila.
Graficki postupak odredivanja ravnoteZe prostornoga évora opisan je u udzbeniku [10], a u ovom
éemo radu primijeniti kompjutorsku realizaciju toga postupka iz rada [11].

Za prostorni kuglasti zglobni évor P4 i silu S koja djeluje na njega (slika 3a) odredit éemo sile u
Stapovima kojima je évor povezan kuglastim osloncima Pi, P2 i P3 za évrstu podlogu. Kao $to smo
rekli, postupak se provodi u dva plana, u planu poloZaja (na slikama 3b) i 3c) lijevo) i u planu
sila (na slikama 3b) i 3c) desno).

RjeSavanje prostornoga &vora svodi se na postupak uravnoteZenja &etiri sile u prostoru: &etiri su
sile u ravnoteZi ako rezultanta bilo koje dvije sile lezi na pravcu djelovanja rezultante preostalih
dviju sila. Pravac na kojemu leze rezultante tih dvaju parova sila presjecnica je dviju ravnina u
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kojima leZe ti parovi. Stoga, pravcem s djelovanja sile S i pravcem si, koji je os Stapa PiPy,
postavljamo ravninu 01, a pravcem sz, koji je os Stapa P2Py4, i pravcem s3, koji je os Stapa P3Py,
postavljamo ravninu o2 (slika 3b), te odredujemo pravac d kao presjeénicu tih dviju ravnina. Na
njemu ée leZati rezultante D=S+S; i -D= S2+ S3. Buduéi da su sada svi pravci djelovanja sila
poznati, postupak nastavljamo u planu sila.

P

P

Slika 3. RavnoteZa prostornog évora P4 [11]

Na pocetak sile S u planu sila postavljamo pravac d' paralelan praveu d, a na kraj sile S pravac
s1' paralelan praveu si. Kako je sila D=S+8; zbroj sila S i S; i kako sve djeluju u istoj ravnini o1,
sjecidte pravaca d'i s1’ dat ée veligine sila D i S1. Sada postavljamo na poéetak sile -D pravac sz’
paralelan praveu sz, a na kraj sile -D pravac s3' paralelan praveu s3. Buduéi da svi pravci
djelovanja d’, s2"i s3" leZe u istoj ravnini 02, sjecidte pravaca s2'i s3' odredit ée veli¢inu sila S2 i Ss.
Na taj nacin smo odredili unutarnje sile S1, S2 i S3 u Stapovima koje u planu sila tvore zatvoreni
prostorni poligon, odnosno odredili smo ravnoteZu prostornog évora P4 (slika 3c).

Zelimo li da su sve sile u $tapovima tlaéne, pravac dielovanja zadane sile $ mora probadati bazni
trokut ¢iji su vrhovi oslonci P1, P2 i P3 (na slici 3a) taj uvjet nije ispunijen, pa je sila S1 vlaéna).

3.2.Primjena grafostatike na sastavljanje resetke tlaénih sila

Slaganije resetke tlaénih sila u stabilnoj hrpi Eestica u mirovanju provodi se rastavljanjem sila
(stati¢ka ekvivalencija) odozgo prema dolje, polazedi od Eestice koja preuzima samo svoju vlastitu
tezinu i koja ne uravnotezuje niti jednu drugu Eesticu. Stoga, pogledamo li primjer hrpe kuglica u
obliku trostrane piramide (slika 2a), to je kuglica na vrhu piramide.
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Slika 4. a) Resetka uravnotezujuéih sila, b) prikaz rasporeda i veli¢ina tlaénih sila unutar hrpe &estica

Za stabilnu stati¢ku ravnotezu Eestice oblika kugle potrebne su minimalno tri susjedne &estice. Ako
zanemarimo tangencijalne sile, ostaju samo normalne sile u kontaktima é&iji pravci djelovanja
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formiraju tetraedar kojemu su vrhovi sredista promatranih kuglica. Takav staticki sistem mozZemo
aproksimirati &vorom prostorne resetke i rijesiti ga primjenom grafiékoga postupka opisanoga u
potpoglavlju 3.1. Zelimo li na isti nadin sastaviti cijelu redetku, dobivene uravnotezujuée sile
prenosimo s trenutno promatrane kuglice na njezine susjede te dalje istim postupkom odredujemo
njihove uravnotezujuée sile. Postupak nastavljamo dok ne dodemo do zadnje kuglice koja leZi na
évrstoj podlozi. Konaéna resetka uravnotezujuéih sila prikazana je na slici 4a), a raspored i
veli¢ine tlacnih sila unutar hrpe kuglica naznaéeni su na slici 4b), pri éemu su intenziteti sila
proporcionalni debljinama Stapova. Kako je utjecaj trenja zanemaren, za kuglice koje leze na
évrstoj podlozi potrebni su dodatni rubni uvijeti koji ée sprijediti translacijske pomake po é&vrstoj
podlozi. Obiéno se zrnati materijali skladi$te u spremnicima, pa potrebne rubne uviete moZzemo
postiéi stijenkama kutije ili fiksirati kuglice koja se nalaze u sloju u kontaktu s évrstom podlogom.

3.3.Usporedba s metodom konaéno-diskretnih elemenata

Kako bi se prikazao prijenos sila izmedu éestica i kuglasta &estica u ravnotezi, izraden je numericki
model (slike 5a) i 5b)) u programskom paketu za inZenjerske simulacije Abaqus/CAE [12]
metodom konaéno-diskretnih elemenata (eng. Finite-Discrete Element Method — FDEM) [13]. Model
se sastoji od Cetiri deformabilne kuglice postavljene u kutiju koja ujedno predstavlja rubne uvjete,
jer ne postoji trenje izmedu cestica i podloge, a ne postoji ni kohezija medu cesticama. U
suprotnom bi se sluéaju Eestice odvojile jedna od druge i izgubio bi se kontakt koji prenosi tla¢ne
sile. Da bi kuglice bile definirane kao idealno glatke, tangencijalno ponasanje kontakta medu
&esticama definirano je kao ,Frictionless”, §to znadi da je koeficijent trenja N=0, pa je i
tangencijalna sila u kontaktu jednaka nula, a ponasanje kontakta u normalnom smjeru definirano
je kao kruto ,Hard“. Za opisani model provedena je kvazistatitka Abaqus/Explicit analiza,
naprezanja u kuglicama dobivena simulacijom prikazana su na slikama 5¢) i 5d), te je prikazan
prijenos sila u kontaktima na slikama 5e) i 5f).

Slika 5. FDEM model ravnoteze kuglice u Abaqus: a) i b) prostorni prikaz i prikaz mreze konaénih
elemenataq, ¢) i e) prikazi naprezanja u kuglicama, d) i f) prikazi prijenosa sila u kontaktima

4. Zakljuéak i buduéi rad

U radu su obradeni diskretni elementi idealnoga oblika kugle, te su uvedena sljedeéa ograniéenija:
a) na kontaktnoj plohi susjednih éestica zanemarene su tangencijalne sile koje se javljaju zbog
trenja i b) vlaéne sile su zanemarene zbog skoro nikakvoga kohezijskog medudjelovanja izmedu
Cestica. Na taj smo nadin na kontaktnim plohama dobili samo sile pritiska pravci djelovanja kojih
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prolaze kroz sredista kuglica koje su u medudjelovanju. U metodi diskretnih elemenata tlacne sile
koje se javljaju na mjestu dodira &estica zrnatoga materijala u stati¢koj stabilnoj ravnotezi tvore
tlaénu resetku. Pokazali smo da se, uvedemo li navedena ograniéenja te uz raspored kuglica koji
daje stati¢ku odredenost, reSetka moze sastavljati &vor po &vor.

Grafostatika ima 3Siroku primjenu ne samo na klasiéne konstrukcije kao 3to su reSetke u
visokogradhnii ili mostovima, a u radu je pokazana primjena i u slu¢ajevima u kojima se problem
moze aproksimirati reSetkom, kao $to je sastavljanje tlacne reSetke koja drzi hrpu Eestica
(diskretnih elemenata) u stabilnoj ravnotezi.

U buduéem radu uvest éemo tangencijalne sile u kontaktnoj plohi i razli¢ite velicine Cestica te
zamijeniti idealizirane estice u obliku kugle drugim oblicima kao $to su poliedri i elipsoidi, kako
bi se postigao izgled $to sli¢niji zrnu tucanika od kojega se izraduje prizma kolosijeénoga zastora.
Tlaénom resetkom dobivenom takvim esticama moéi ¢e se tocnije uoditi mjesta na kojima se
javljaju velike sile pritiska koje bi mogle uzrokovati pucanije ili u krajnjem sluéaju drobljenje
pojedinih zrna, $to moze rezultirati naruSavanjem stabilnosti kolosije¢noga zastora.
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