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1. Uvod

U ovom diplomskom radu napravljena je obrada dvodimenzionalne slike u kojoj se
identificiraju viSestruki objekti njthovim modeliranjem pomocu multivarijantne nor-
malne (Gaussove) razdiobe. Estimirani su parametri modela koji sadrZe vektor oce-
kivanja, tj. ocekivanu poziciju objekta na slici, kovarijancijsku matricu koja opisuje
oblik objekta, i njegov intenzitet, tj. amplitudu. Potrebna obrada slike vec je bila reali-
zirana koriStenjem MATLAB programskog okruZenja, a povodom zadatka ovog rada
realizirana je u jeziku C. Rad je strukturiran tako da je prvo opisana glavna funkcija, a
zatim sve pomoc¢ne koriStene funkcije. Za integriranje C koda u MATLAB, kod je bilo
potrebno konfigurirati u MEX datoteku. Na kraju je usporedena to¢nost i brzina rada

sustava s referentnom implementacijom u MATLABU.



2. Multivarijantna normalna

(Gaussova) razdioba

U teoriji vjerojatnosti i statistike, multivarijantna normalna ili Gaussova razdioba je po-
opéenje univarijantne normalne razdiobe za viSe dimenzija. Neki vektor ima multiva-
rijantnu normalnu razdiobu ako svaka linearna kombinacija od njegovih komponenata
ima jednodimenzijsku ili univarijantnu normalnu razdiobu. Takva vrsta razdiobe Cesto
se koristi za opisivanje 1 aproksimaciju bilo kojeg skupa koreliranih realnih vrijednosti
slu¢ajnih varijabli, od kojih se svaka grupira oko srednje vrijednosti.

Multivarijantna Gaussova razdioba se racuna kada je simetri¢na kovarijantna ma-

trica pozitivna. U tom slucaju razdioba ima gustocu:
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Slika 2.1: Primjer funkcije vjerojatnosti sa 30 elipsom, dvije grani¢ne razdiobe i dva histo-

grama



3. Programsko rjeSenje funkcije za
estimaciju inicijalnih parametara 2D

Gauss modela

3.1. Opcenito o funkciji

Ova funkcija sluzi za dobivanje rezultata pojedinacnih estimiranih modela ovisno o
zadanim ulaznim empirijskim podacima (z;,y;, z;). Funkcija kao ulazne parametre
prima stupac z, dvostupfanu matricu v, binarnu matricu rub, z_length koja ozna-
cava duljinu stupaca podataka, te dxy, cent_iter i debu, Cija ¢e svrha naknadno biti
objasnjena. Prvi ulazni stupac z sadrZi podatke na zadanoj rijetkoj i raStrkanoj mrezi
zi = f(xi,v;), tj. sadrzi dvodimenzionalnu funkciju gustoce vjerojatnosti pomno-
Zenu s nepoznatom skalom. Dvostupana matrica v sadrZi parove vrijednosti domene
(z;,9;), 1 time definira domenu funkcije gustoce vjerojatnosti. Nadalje, rub je binarna
matrica rubnih uzoraka izdvojene regije koja oznacava parove (x;,y;) koji se nalaze
na rubu izdvojene regije i time definiraju obuhvat empirijskog modela. Zadnje spo-
menuta tri parametra sadrZe svaki po jedan podatak. dzy oznaCava mjeru integracije
radi pretvore u histogram, a cent_iter je broj iteracija vanjske petlje za iterativno po-
boljSanje modela, odnosno matrice kovarijance C i centroida. debu se u MATLAB
verziji funkcije koristio za prikaz slika ako mu je vrijednost bila jednaka jedan, a u C
implementaciji funkcije se ne koristi te mu je vrijednost postavljena u nulu.

Uz navedene parametre postoji i zadnji ret_array, koji se pomocu pokazivaca ko-
risti kao izlaz funkcije. On je predstavljen kao vektor podataka u koji se onda spremaju
razni izracunati rezultati iz funkcije. Na pocetku vektora nalazi se matrica mode koja
je spremljena red po red i koja u svakom retku sadrZi parametre koreliranog 2D Gauss

modela [s/ s2 ro x0 y0]. Ukupno ima cent_iter + 2 retka koji redom opisuju:

redak 1: inicijalni model temeljen na prvom i drugom momentu,



redak 2: skalirani inicijalni model s faktorom zahvata k, jednakim kao za ulazni stu-

pac z,

redak 3: korigirani model s optimalnom matricom kovarijance za isti centroid kori-

Sten u prva dva modela, minimizira pogresku za fiksiranu matricu kovarijance,

redak 4 ... redak cent_iter + 2: rekurzivno optimirani modeli, u svakoj iteraciji po-
novno se ra¢una optimalna matrica kovarijance za novi centroid koji je dobiven

u prosloj iteraciji.

Retci od tre¢eg nadalje racunaju se samo ako je cent_iter > 1. Nakon matrice, u
izlazni vektor se sprema skala, tj. faktor optimalne skale koji mnozi Gaussovu funk-
ciju i predstavlja njezin integral. Iza faktora se nalazi ukupna pogreska u odnosu na
empirijske podatke u dB. Ta pogreSka u kodu je nazvana sa err, i raCuna se za svaku
od cent_iter + 2 iteracija kao i skala. Takoder, izlaz sadrZi ukupnu teZinsku kvadratnu
pogreSku argumenta eksponencijalne funkcije ili wearg. On aproksimira ukupnu kva-
dratnu pogreSku modela u odnosu na z za svaku iteraciju. Kao sljedeca vrijednost na
izlazu se nalazi iter_detC, tj. maksimalni broj iteracija za konvergenciju determinante
C za iterativni postupak baziran na tri jednadzbe. Na kraju ret_array vektora je smje-
Sten broj iteracija petlje za konvergenciju centroida za trenutacnu optimalnu matricu
kovarijance, ¢ter_cent. Zadnje dvije varijable se takoder racunaju za svaku iteraciju i
sadrze cent_iter + 2 podataka na izlazu.

Za dobivanje korigiranog modela, tj. raCunanje treeg retka na dalje u izlaznim
podacima, z_length ulazni parametar mora imati vrijednost sedam ili viSe. TraZeni
model ima Sest slobodnih parametara pa je u tom sluc¢aju zadovoljen minimalni broj
uzoraka Gaussove funkcije (z;, v;, ;). Tada je moguée na¢i model koji minimizira mi-
nimalno kvadratno odstupanje od zadanih uzoraka z; u domeni vrijednosti eksponen-
cijalne funkcije. Sama optimizacija se provodi u domeni argumenta eksponencijalne

funkcije uz koriStenje pogodno odabrane teZinske funkcije.

3.2. Implementacija glavne funkcije

Na pocetku je potrebno sve vrijednosti sa ulaza z koje su negativne ili jednake nuli
pretvoriti u minimalnu pozitivnu vrijednost, pod pretpostavkom da se radi o Gausso-
voj funkciji bez pomaka. Kako bi se izdvojio dio ulaznih podataka, radi se procjena
faktora k pomocu kojeg se onda zahvaéa +/ — ko podataka. Faktor se ra¢una na os-

novu kvocijenta najvece i rubne vrijednosti ulazne empirijske funkcije vjerojatnosti.



Sljedece je potrebno odrediti inicijalnu skalu ulaznih podataka, tako da je nakon de-
normalizacije integral empirijske funkcije preko izdvojene domene jednak ocekivanoj
vrijednosti pro. Prije toga je potrebno izracunati pro koji je jednak vjerojatnosti da se
slucajna varijabla nalazi unutar +/ — ko. Za dobivanje inicijalne skale, u raunu se
koristi i ulazni parametar mjere integracije dxy kako bi se od gustoée dobila vjerojat-
nost. Kada je poznata skala, provodi se denormalizacija ulaznih podataka i podaci se
spremaju u zn.

Sa dosad dobivenim podacima moguce je provesti inicijalizaciju modela i izracun
potrebnih momenata. Nalaze se prvi poopéeni momenti 0 i y0 gdje se za teZinu
koriste empirijski podaci uz potenciju pot koja je u ovoj implementaciji jednaka jedan.

Nakon toga se nad momentima provodi normalizacija.

double *x0_data, =xy0_data;

x0_data = mxCalloc(z_length, sizeof (double));

y0_data = mxCalloc(z_length, sizeof (double));

double *x0;

double =*y0;

x0 = mxCalloc(l, sizeof (double));

y0 = mxCalloc (l, sizeof (double));

double zn_pot_sum = 0;

for (i = 0; 1 < z_length; i++) {
x0_dataf[i] = v1[i] % pow(zn[i], pot);
y0_datali]
x0[0] += x0_datali];
y0[0] += y0_datal[il;

v2[i] * pow(zn[i], pot);

zn_pot_sum += pow(zn[i], pot);

mxFree (x0_data) ;

mxFree (y0_data);

x0[0]
y0[0]

x0[0] / zn_pot_sum;

y0[0] / zn_pot_sum;

Izracunati prvi momenti se odma koriste za dobivanje v0 ili odstupanja tocaka od
oc¢ekivane vrijednosti. Odstupanje se odreduje tako da se od parova vrijednosti domene
(x;, y;) sadrZanih u ulaznom parametru v oduzme 0, odnosno y0. Drugi momenti se
raCunaju obzirom na parove (x;,y;) kojima se uklanja prvi moment i time dobiva esti-
macija varijanci. Nakon toga je potrebno naci o¢ekivanje i iz njega i drugih momenata

odrediti parametar ro. Nad drugim momentima s1 i s2 se tada moZe primijeniti teorij-




ski korekcijski faktor skaliranja.

3.3. [Inicijalni model

Uz sve parametre poznate, moguce je formirati vektor s parametrima inicijalnog mo-
dela mode_init. Koristeci inicijalni model racuna se inicijalni interpolirani normalizi-
rani Gaussov model s teorijski skaliranim poluosima za zadanu regiju. Za to se koristi

funkcija gauss2D_fun_sparse, koja je detaljnije opisana u 4. poglavlju.

double xmode_init;

mode_init = mxCalloc (5, sizeof (double));

mode_init [0] = sl1;
mode_init[1l] = s2;
mode_init[2] = ro;
mode_init[3] = x0[0];
mode_init[4] = y0[0];

double =*zlok;
zlok = mxCalloc(z_length, sizeof (double));

gauss2D_fun_sparse (mode_init,vl,v2,0,z_length,zlok);

Nakon povratka iz pomoc¢ne funkcije sada je moguce izraCunati prvi podatak opti-
malne amplitudne skale pomocu vrijednosti dobivene iz funkcije. skala[0] se dobiva
amplitudnim skaliranjem s optimalnim iznosom amplitudne skale koji osigurava naj-

manju kvadratnu razliku izmedu ulaznih podataka z i njihove predikcije.

double zlok_mul = 0;

double zlokz_mul = 0;

for (i = 0; 1 < z_length; i++) {
zlok_mul += zlok[i] % zlok[i];
zlokz_mul += zlok[1] * z2[i];

}

skala[0] = zlokz_mul / zlok_mul;

IzraCunati parametri inicijalnog modela mode_init iskoriSteni su za popunjavanje
prvog reda matrice mode. Kako bi se dobio prvi podatak pogreske inicijalnog modela

err koristi se razlika izmedu empirijskih podataka i inicijalnog modela.

double =*raz;
raz = mxCalloc(z_length, sizeof (double));

'/nastavak na sljedecoj stranici




for (i = 0; 1 < z_length; i++)
raz[i] = z2[i] - zlok[i] = skala[0];

double raz2_sum = 0;

double z2_sum = O0;

for (1 = 0; 1 < z_length; i++) {
raz2_sum += pow(raz[i], 2);
z2_sum += pow(z2[1i], 2);

}

err[0] = 10 % loglO(raz2_sum / z2_sum);

3.4. Skalirani inicijalni model

Problem prvog modela je $to nema isti zahvat £ kao Sto imaju empirijski podaci. Zbog
toga inicijano estimirani model nema pravu skalu sigmi, te ga je potrebno dodatno
korigirati drugim modelom. U izraCunu drugog modela iterativno se skaliraju estimi-
rani parametri koreliranog modela tako da se nade skala kod koje je ko faktor pros-
tornog zahvata modela jednak empirijskom ko faktoru zahvata odredenom iz ulaznih
podataka. Inicijalna pretpostavljena vrijednost skala sigmi corr_term iznosi jedan.
U Nct_iter iteracija, €iji je broj u ovoj implementaciji postavljen na sedam, radi se
korekcija skale sl i s2. Za to je potrebno na¢i maksimalnu vrijednost normalizira-
nog skaliranog modela pozivanjem gauss2D_fun_sparse funkcije sa prvim poopéenim
momentima z0 1 y0 kao ulaznim argumentima. Slicnim postupkom se nalazi i rubna
vrijednost normaliziranog skaliranog modela z1_rub, tako da se pomoéna funkcija po-

ziva uz ulazne vrijednosti (z;, y;) parova koji se nalaze na rubu izdvojene regije.

m = 0;
double *v_rub_1;
double *v_rub_2;
v_rub_1 = mxCalloc (v_rub_length, sizeof (double));
v_rub_2 = mxCalloc (v_rub_length, sizeof (double));
for (j = 0; 3 < z_length; j++) {

if (rub[j] '= 0) {

v_rub_1[m]

v1i[3jl;
v2[3l;

v_rub_2[m]

m++;




double *z1_rub_data;
z1l_rub_data = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
gauss2D_fun_sparse (mode_corr,v_rub_1,v_rub_2,0,v_rub_length,

z1_rub_data);

Uz to je potrebno izracunati srednju vrijednost z1_rub_data i time je dobiven
z1_rub. Sljedece se procjenjuje faktor kmod koji govori da je +/ — ko modela zahva-

¢eno unutar korisnog izdvojenog dijela domene.

double kmod;
kmod = sgrt (-2 x log(zl_rub / zl_max[0]));

Koristeci izracunate vrijednosti moguce je korigirati multiplikativni faktor corr_term
za skaliranje s1 i s2, kako bi novi ko faktor modela bio jo§ bliZi empirijskom faktoru

zahvata ulaznih podataka k.

corr_term = (kmod / k) x corr_term;

Time je zavrSen iterativni postupak i moguée je formirati konacni vektor para-
metara skaliranog koreliranog modela koji popunjava drugi red matrice mode. Iz-
racunati vektor parametara koreliranog modela se koristi za dobivanje normalizira-
nog Gaussovog modela s optimalno skaliranim poluosima pozivanjem funkcije ga-
uss2D_fun_sparse za domenu definiranu ulazom v. Ponovni izraCun optimalne ampli-
tudne skale, tj. skala[l] se dobiva na isti na¢in kao i skala[0], samo $to se sada koriste
novoizracunati podaci z1ok iz pomoc¢ne funkcije. Isto tako se ponovno ra¢una razlika
empirijskih podataka i inicijalnog modela, te s dobiva nova pogreska korigiranog mo-
dela err[1] koja je izraZena u dB. Na kraju se sigme s1 i s2 aZuriraju sa korekcijskim

¢lanom skaliranja kako bi se mogle koristiti za inicijalizaciju preostalih modela.

3.5. Rekurzivno optimirani modeli

Treca faza estimacije se provodi ako se traze iterativno rafinirani modeli i ako je broj
uzoraka domene dovoljan za nalaZenje Sest nepoznanica. U te nepoznanice spadaju
rezidualna skala, centroid (20, y0) i tri ¢lana matrice kovarijance. Za ispunjenje uvjeta
trece faze duljina ulaznih stupaca z_length mora biti veca od Sest i broj iteracija vanj-
ske petlje cent_iter mora biti barem jedan. U trecCoj fazi optimizacija se provodi u
domeni argumenta eksponencijalne funkcije. Ulazni empirijski podaci se zbog toga
moraju logaritmirati. Uz to, potrebno je uvesti i dodatnu teZinsku funkciju zbog ne-

liearnosti eksponencijalne funkcije. Optimizacija u domeni argumenta omoguduje da

9



se optimalna inverzna matrica kovarijance moZze naci kao analiticko rjeSenje linearnog
problema u tri nepoznanice Cil11, C'i12 i C'i22 za zadani centroid (20,y0). Nakon
nalaZenja optimalne matrice (', radi se dodatna korekcija centroida kojom se za fiksi-
ranu matricu kovarijance nalazi rjeSenje koje ¢e dodatno smanjitit teZinsku kvadratnu
pogreSku argumenta. Za korekciju je potrebno pronadi analitiCke gradijente teZinske
kvadratne pogreske eksponencijalnog argumenta po 20 i y0, te pripadajucu 2x2 He-
ssian matricu. Oni se onda koriste za pronalazak optimuma pomocu optimizacijskog
postupka koji konvergira u odredenom broju iteracija. Time se dobiva novi model koji
je uvijek bolji od prethodnog prema koriStenom kriteriju teZinske kvadratne pogreske
argumenta.

Treca faza zapoc€inje denormalizacijom empirijskih ulaznih podataka sa estimaci-
jom skale drugog modela. Dodatnim mnoZenjem sa ulaznim parametrom mjere inte-

gracije dxy se dobivaju diskretne vjerojatnosti svakog (x;, ;) para ulaznih vrijednosti.

for (i = 0; 1 < z_length; i++)
zn[i] = (z2[1] / skala[l]) * dxy;

Sljedece se formira teZina za optimizaciju u domeni argumenta w. Ona je odre-
dena kvadratom linearne vrijednosti uzorka uz ukljucenu skalu i normalizacijski faktor
Gaussa. Tako odabrana teZina daje predikciju kvadratne pogreske modela u domeni
vrijednosti eksponencijalne funkcije. Uz to je potrebno izraCunati inicijalni argument
eksponencijalne funkcije u logaritamskoj domeni, pri ¢emu se koristi logaritam gus-
toce koji se dobiva dijeljenjem histograma sa povrSinom ispod svakog stupca. Takoder

se uklanja prvi dio nazivnika iz faktora normalizacije.

double *1z0;
1z0 = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < z_length; i++)

1z0[1] = log(zn[i] / dxy + DBL_EPSILON) + log(2 % M_PI);

Ovisno u vrijednosti parametra broja iteracija cent_iter ulazi se u petlju u ko-
joj se iterativno traZi korekcija matrice kovarijance i centroida. Ukoliko vrijedi da je
cent_iter > 1, u petlju se ulazi cent_iter puta. Petlja zapoCinje sa izraunom drugog
dijela faktora normalizacije u nazivniku koji je jednak drugom korijenu matrice kova-
rijance modela, pa se za njega koristi inicijalna estimacija skaliranog modela iz drugog

retka izlaza.

double sdetCO;
sdetCO0 = sl * s2 % sqrt(l - pow(ro,2));

10




Nakon toga je potrebno nac¢i maksimum od vektora /20 kako bi se kasnije s njime

moglo osigurati da argument eksponencijalne funkcije uvijek bude negativan ili nula.

double =*1z;
lz = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < z_length; i++) {
if (-1z0_max < log(sdetCO0))
1z[i] = 1z0[i] - 1z0_max;
else
1z[1]

1z0[i] + log(sdetCO);

Inverzna matrica kovarijance C' za inicijalni model racuna se direktno na osnovu
parametara polaznog koreliranog modela. Uz nju se u daljnjem racunu koriste i rela-
tivne pozicije ulaznih uzoraka u odnosu na trenuta¢ni centroid dz i dy, koje se dobivaju
oduzimanjem x0, tj. y0 od ulaznih stupaca v. Koriste¢i dobivene parametre moguce je

pronadi argument Gaussa za inicijalni model.

double *arg_init;
arg_init = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < z_length; i++)
arg_init[i] = - ((Cill % pow(dx[i],2)) / 2 + Cil2 x dx[i] =
dy[i] + (Ci22 * pow(dyl[il,2)) / 2);

Razlika empirijskog argumenta i argumenta inicijalnog modela se sprema u vektor
como kao razlika izmedu [z 1 arg_init. Prije iteriranja podataka u nove varijable se
spremaju sdetC0 i sumarna kvadratna tezinska pogreska modela u logaritamskoj do-
meni za inicijalni model. Takoder, u prvoj korekcijskoj iteraciji pohranjuje se teZinska

pogreSka argumenta eksponencijalne funkcije.

sdetC[0] = sdetCO;
for (i = 0; 1 < z_length; i++)

logerr[0] += w[i] % pow(como[l],2);

if (i_cent_iter == 2)

wearg[l] = logerr[0];

Uz postojece Clanove inverzne matrice kovarijance C'z, kao nova nepoznanica do-
daje se nepoznati vetikalni pomak targeta i na taj nain se pronalazi rjeSenje koje daje
optimalni pomak targeta 20 za najmanju teZinsku kvadratnu pogreSku argumenta. Time

se formira novi sustava od Cetiri jednadZbe koji daje optimalno rjeSenje za C'i i 20. U
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prosirenoj matrici A, lijevi gornji dio jednak je polaznoj 3x3 matrici sustava jednadzbi

za tri nepoznanice (', a zadnji novi stupac i redak su vezani uz varijablu 20.

de*w  2dx3dyw  daPdy*w  —2dz*w
2dx3dyw  4da’dy*w 2dxdyPew  —4dzdyw
dz’dy*w 2dvdyPw  dytw —2dy*w
—2dz*w  —4dydyw —2dy*w 4w

Ad =

Isto tako desni stupac linearnog sustava jednadzbi b je nadopunjen sa zadnjim ret-
kom koji iznosi (4xactxw), gdje je act jednak ofekivanom argumentu eksponencijalne

funkcije.

—2actdr®w
b —4actdxdyw
—2actdy*w
dactw

Za definiranje ovih matrica u kodu prvo je potrebno izraCunati sve potencije dx_pot
i dy_pot koje se traZe u sustavu linearnih jednadzbi i desnom stupcu. Nakon toga se
definiraju matrice, odnosno vektori sa potencijama ¢lanova dx i dy za sve elemente
matrice A4 i stupca b4. Na isti nacin su definirani i konstantni faktori za sve ¢lanove
matrice i stupca. Matrica A4 ovisi samo o relativnim pozicijama tocaka dz; i dy;, te o
tezinskoj funkciji svake tocke w;. Kao Cetvrto rjeSenje, matrica daje optimalni pomak
targeta z0.

Sljedeée se formira logaritamski target za sustav s Cetiri nepoznanice. Za to je
potrebno nepotpuno normalizirane ulazne podatke zn/dzy podijeliti s rezidualnom
skalom, te faktor amplitudne skale modela pomnoZiti s rezidualnom skalom. Time su
ulazni podaci prilagodeni optimalnom modelu po skali. Provedena je i inicijalizacija

stupca b4.

double *x1z4;
1z4 = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < z_length; i++)

1z4[i] = log(zn[i] / dxy + DBL_EPSILON);

double x*b4;

b4 = mxCalloc (4, sizeof (double));

double *dx_dy_pot_1z4;

dx_dy_pot_1z4 = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
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for (1 = 0; 1 < 4; i++) {
for (m = 0; m < z_length; m++)
dx_dy_pot_1lz4[m] = dxpot[m+tz_lengthxpotb4_x[i]] =*
dypot [m+z_lengthxpotb4_vyI[i]] % 1lz4[m];
for (m = 0; m < z_length; m++)
b4[i] += w[m] » dx_dy_pot_lz4[m] x fakb4[i];

Nakon toga se nalaze rjeSenja proSirenog linearnog sustava C:11, (12, (22 i
20 rjeSavanjem jednadzbe Cij20 = A4 'b4. Prva tri argumenta vektora C'ijz0 su
novi koeficijenti inverzne matrice kovarijance Ci11, C'i12 i C'i22, a zadnji argument je
optimalni vertikalni pomak z0. Argument eksponencijalne funkcije modela za zadane

(x;, y;) parove ulaznih vrijednosti se racuna na sljedeéi nain:

double =*arg;
arg = mxCalloc(z_length, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < z_length; i++)
arg[i] = —-(Cijz0[0] % dxpot[i+z_length*2] / 2 + CijzO0[1l] =
dx[i] * dy[i] + Cijz0[2] * dypot[i+z_lengthx2] / 2);

Problem nepoznavanja stvarne amplitude skale i nepoznavanja normalizacijskog
faktora Gaussa se rjeSava pronalaskom greske stvarnog argumenta u odnosu na empi-
rijski argument koji je vertikalno pomaknut za z0. Pronalaskom greSke como, moguce
je izraCunati sumarnu kvadratnu teZinsku pogreSku modela u logaritamskoj domeni

logerr4.

for (i = 0; 1 < z_length; i++)
como[i] = 1z4[i] - z0 - argl[il];

mxFree (arqg) ;

double logerr4 = 0;
for (i = 0; 1 < z_length; i++)

logerr4 += w[i] * pow(como[i],2);

Kako bi bilo moguce odrediti model iterativnim analiti¢kim postupkom determi-
nanta matrice kovarijance C' i njezine inverzne matrice C'z moraju biti pozitivne. Stoga

je dovoljno odrediti determinantu inverzne matrice i provjeriti uvjet za nju.

double detC4i;
detC4i = (Cill = Ci22 - pow(Cil2,2));

//nastavak na sljedecoj stranici
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if (detC4i <= 0)

break;

Ako inverzna matrica C't zadovoljava uvijet, od njezinih ¢lanova se jednostavnim
ra¢unom moZze formirati matrica kovarijance C' za optimalno rjeSenje. Nakon $to je
dobivena matrica C' jo$ se jednom provjerava uvjet da su njezin prvi i zadnji element
pozitivni. Ako jesu, iz elemenata matrice mogu se odrediti parametri koreliranog mo-

dela s1, s21i ro.

sl = sqgrt (C[0]);
s2 = sqrt (C[3]);
ro = (C[1l] / sl) / s2;

Us slu€aju da je ro veéi od jedan rjeSenje nije regularno i ne moZe se izracunati
realna determinanta matrice C' pa se prekida daljnja iteracija. U daljnjem postupku

racuna rezidualni logaritamski target /2 uklanjanjem optimalnog pomaka 20 iz [z4.

for (i = 0; 1 < z_length; i++)
1z [i] = 1z4[i] - z0;

Nakon toga zapocinje izracun novog centroida modela koji ¢e dodatno smanjiti
sumarnu teZinsku kvadratnu pogreSku argumenta. Na pocetku se definira inicijalni
centroid za koji je C'v optimalan i u vektor C'ovi se spremaju vrijednosti elemenata

matrice C4.

double *cen_init;

cen_init = mxCalloc (2, sizeof (double));
x0[0];

y0[0];

cen_init[0]

cen_init[1]

double *Covi;

Covi = mxCalloc (3, sizeof (double));

Covi[0] = Cill;
Covi[l] = Cil2;
Covi[2] = Ci22;

Sljedece je potrebno naci optimalno rjeSenje parametara centroida Gaussa za pret-
hodno izracunate (% i [z. Ono se nalazi iterativnim postupkom u kojem se poziva
gauss_centroid_error funkcija (detaljno opisana u 6. poglavlju) i koriste¢i formulu

za Newtonovu metodu optimizacije provjerava dali je naden minimum funkcije i time
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zadovoljen uvjet za izlazak iz petlje. KoriStena formula za Newtonovu metodu optimi-
zacije glasi:
Cper = o — AL ()] (),

gdje su umjesto 1 i xy koriSteni cen_opt i cen_init, a f"(xy) i f'(xx) su Hessianova
matrica i gradijent po 0 i y0. 7 je korak koji sluzi za to¢niju aproksimaciju optimalnog
rjeSenja i njegova vrijednost je u rasponu 0 < v < 1. U ovoj implementaciji najveci

omjer tocnosti i brzine izvodenja dobiven je kada  ima vrijednost 0.8.

while (1) {
double xcentroid_error;
centroid_error = mxCalloc (7, sizeof (double));
gauss_centroid_error(cen_init, Covi, v, w, 1z, z_length,

centroid_error);

iter++;

Dw_min = centroid_error[0];
grad[0] = centroid_error[l];
grad[l] = centroid_error[2];
hessian[0] [0] = centroid_error[3];
hessian[0] [1] = centroid_error(4];
hessian[1l] [0] = centroid_error([5];
hessian[1l][1l] = centroid_error([6];

mxFree (centroid_error);

double hessian_inv[2][2];

double hessian_inv_numer[2][2];

hessian_inv_numer[0][0] = hessian[l][1l];
hessian_inv_numer[0][1] = -hessian[1l][0];
hessian_inv_numer[1][0] = -hessian([0][1];
hessian_inv_numer[1][1] = hessian[0][0];
for (i = 0; 1 < 2; i++) {

)

for (3 = 0; J < 2; j++
hessian_inv[i][J] = hessian_inv_numer([i] []j] /

(hessian[0][0] % hessian[l1l][1] -

hessian[0][1] = hessian[1][0]);

cen_opt[0] = cen_init[0] - 0.8 % grad[0] % hessian_inv[0][0];
cen_opt[l] = cen_init[1l] - 0.8 % grad[l] * hessian_inv[1][1l];
//nastavak na sljedecoj stranici
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if((grad[0] < pow (10, -14)) && (grad[l] < pow(1l0, -14))) {

break;

else {

cen_init[0] = cen_opt[0];

cen_init[1] cen_opt[l];

Nakon pronalaska optimalnog rjeSenja i zadovoljenja uvjeta za izlazak iz petlje,
zabiljeZava se broj iteracija potrebnih za konvergenciju centroida. Nove optimalne
vrijednosti pozicije centroida spremaju se u varijable x0 i y0. Tada su dostupni svi
podaci i moguce je formirati novi model s optimalnim parametrima koji minimiziraju

teZinsku kvadratnu pogreSku argumenta u logaritamskoj domeni.

double *mode_poly;
mode_poly = mxCalloc (5, sizeof (double));

mode_poly[0] = sl;
mode_poly[l] = s2;
mode_poly[2] = ro;
mode_poly[3] = x0[0];
mode_poly[4] = y0[0];

Sljedece se racuna normalizirani Gaussov model s optimalno odredenom matricom
kovarijance i optimalnim centroidom za domenu definiranu ulaznim podacima (z;, ;).

To je izvedeno pozivanjem funkcije gauss2D_fun_sparse sa sljedeéim parametrima:
gauss2D_fun_sparse (mode_poly,vl,v2,0,z_length,zlok);
Sa vrijednostima vracenim iz pomoc¢ne funkcije sada je moguce izraCunati opti-

malnu amplitudnu skalu usporedbom modela i empirijskih podataka, uz dodatno ska-

liranje modela.

zlok_mul = 0;

zlokz_mul = 0;

for (i = 0; 1 < z_length; i++) {
zlok_mul 4= zlok[i] *» zlok[i];
zlokz_mul += zlok[1] =* z2[i];

}

skala[i_cent_iter] = zlokz_mul / zlok_mul;

Parametri izra¢unatog modela mode_poly popunjavaju i_cent_iter redak matrice
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mode, koja je predstavljena kao izlaz glavne funkcije. Ponovno se rauna razlika em-
pirijskih podataka i rafiniranog modela na isti na¢in kao za inicijalni model, ali sa

vrijednostima iz novog modela.

for (i = 0; 1 < z_length; i++)

raz[i] = z2[1i] - zlok[i] #* skala[i_cent_iter];

raz2_sum = 0;

z2_sum = 0;

for (i = 0; 1 < z_length; i++) {
raz2_sum += pow(raz[i], 2);
z2_sum += pow(z2[i], 2);

}

err[i_cent_iter] = 10 % loglO(raz2_sum / z2_sum);

Pohranjuje se i nova sumarna teZinska kvadratna pogreSka argumenta u izlaznu

varijablu wearg radi provjere konvergencije.

wearg[i_cent_iter] = Dw_min;

Time je zavrSena iteracijska petlja i dovrSen rekurzivni postupak poboljSanja mo-
dela. Sada je potrebno izdvojiti samo valjane modele u slucaju prijevremenog izlaska
iz vanjske petlje konvergencije. To je ostvareno izbacivanjem praznih redaka i zadrZa-
vanjem samo valjanih modela za sve varijable koje idu u ref_array. Na kraju glavne
funkcije preostaje samo spremiti maloprije definirane valjane modele u ret_array, po

rasporedu definiranom u 3.1 poglavlju.
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4. gauss2D_fun_sparse funkcija

Funkcija kao parametre redom sadrzi vektor mode, stupce x iy, mode_typ koji odre-
duje dali ¢e model biti opisan pomocu koreliranog (mod_typ = 0) ili nekoreliranog
modela (mod_typ = 1), x_length koji sadrZi duljinu ulaznih stupaca, te izlazni vektor
koji se koristi pomodéu pokazivaca arr. Sama funkcija koristi se za izraCunavanje 2D
Gaussove funkcije definirane parovima vrijednosti u stupcima x i y. Spomenuti parovi
ne moraju obuhvacati cijelu mreZu, ve¢ mogu biti definirani samo za dio funkcije unu-
tar kojeg se provodi optimizacija modela. U ovoj implementaciji koriSten je opis preko
parametara koreliranog modela.

Prvi cilj je izraCunati matricu kovarijance i njezin inverz. Za to su potrebne varija-

ble s1, s2, rho, 01 y0 koje su prepisane iz ulaznog vektora mode i redom oznacavaju:
s1: standardna devijacija po prvoj osi,

s2: standardna devijacija po drugoj osi,

rho: faktor normalizirane kross-korelacije prve i druge osi,

x0: sredina po x-osi,

y0: sredina po y-osi.

Koristedi te varijable poziva se funkcija corr2decorr koja preracunava korelirani u
dekorelirani model, ona je detaljnije opisana u sljede¢em poglavlju.

Nakon preracuna u dekorelirani model, pomocu pokazivaca se ¢ita vektor koji sa-
drzi izlaze iz corr2decorr i te se vrijednosti onda spremaju u trenutno koristenoj funk-

ciji. Koriste¢i standardne devijacije mogucée je izracunati normalizacijski faktor fak:
double fak =1 / (2 » M_PI * 11 % 12);

Sljedece se definira vektor v koji sadrZi ulazne stupce x i y kojima su oduzete sre-
dine po x, odnosno y osi. Konac¢no, racuna se Gaussova funkcija dvije varijable kao

umnozak normizacijskog faktora i eksponencijalne funkcije s argumentom koji sadrzi

umnoZak v vektora, C'inv matrice i transponiranog v vektora.
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double #*mult;
mult = mxCalloc(x_lengthx2, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < x_length; i++) {
for (3 = 0; 3 < 2; j++) {
for (k = 0; k < 2; k++)
mult [i+x_lengthxj] += v[i+x_lengthxk]
Cinv([k][J];

double *v_mult;
v_mult = mxCalloc (x_lengthx*5, sizeof (double));
for (1 = 0; 1 < x_length; i++) {
for (j = 0; 7 < 2; j++)
v_mult[i+x_length*j] = mult[i+x_lengthx]j] =
v[i+x_lengthxj];

mxFree (mult) ;

mxFree (v);

double *v_mult_trans;
v_mult_trans = mxCalloc (2+«x_length, sizeof (double));
for (i = 0; 1 < x_length; i++) {

for (3 = 0; 73 < 2; Jj++)

v_mult_trans[Jj+2x1i] = v_mult[i+x_length*Jj];

mxFree (v_mult) ;

double *v_sum;
v_sum = mxCalloc (x_length, sizeof (double));
for (1 = 0; 1 < x_length; i++)
v_sum[i] = 0;
for (1 = 0; 1 < x_length; i++) {
for (3 = 0; 3 < 2; Jj++)

v_sum[i] += -0.5 % v_mult_trans[j+2%1];

mxFree (v_mult_trans);

//nastavak na sljedeco]j stranici

*
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for (1 = 0; 1 < x_length; i++) {

arr[i] = fak * exp(v_sum[i]);




5. corr2decorr funkcija

Ulazi u funkciju su sl, s2, rho, te debu koji se u ovoj implementaciji ne koristi i
postavljen je u nulu, a kao izlaz se koristi pokaziva€ arr. U vektor arr se kao izlaz

funkcije nakon izra¢una modela spremaju:

I11: standardna devijacija glavne dekorelirane osi,

12: standardna devijacija pomoéne dekorelirane osi,

te: kut zakreta koordinatnog sustava (theta), uvijek u rasponu od —7/2 do 7/2,
rot_m: rotacijska matrica za kut te,

C: matrica kovarijance polaznog modela izraCunata na osnovu parametara dekorelira-

nog modela,

Cinv: inverzna matrica kovarijance polaznog modela izraCunata na osnovu parametara

dekoreliranog modela.

Nakon izraCuna kuta zakreta te, potrebno je definirati matricu rotacije rot_m s

obzirom na taj kut. Matrica je odredena kao:

double rot_m[2][2] = {{cos(te), —-sin(te)}, {sin(te), cos(te)}};

Standardne devijacije dekoreliranog modela /1 i (2 izracunate su koristeci izraze za

sumu i pozitivnu razliku varijanci:

double ra = sgrt(fabs(pow(sl,4) +
pow (sl,2)*xpow(s2,2)* (4xpow(rho,2)-2) + pow(s2,4)));

double su pow(sl,2) + pow(s2,2);

double 11 = sqgrt((su + ra) / 2);
double 12

sgrt ((su - ra) / 2);
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Matrica kovarijance C' dobivena je pomocu direktnog analitickog izraza na osnovi

parametara dekoreliranog modela:

double C[2][2];

C[0]1[0] = pow(cos(te),2) x pow(ll,2) + pow(sin(te),2) x pow(l2,2);
C[0][1l] = cos(te) = sin(te) * (pow(ll,2) - pow(l2,2));
C[1][0] = cos(te) = sin(te) x (pow(ll,2) - pow(l2,2));
C[1][1] = pow(sin(te),2) x pow(ll,2) + pow(cos(te),2) x pow(l2,2);

Iz matrice kovarijance je tada jednostavno izraCunati inverznu matricu kovarijance

Cinv.
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6. gauss_centroid_error funkcija

Funkcija sluZi za raCunanje teZinske kvadratne pogreske argumenta 2D Gaussove funk-
cije za zadane ulazne parametre. Parametri funkcije su srediSte Gaussove funkcije
Cen, elementi inverzne matrice kovarijance C'ovi, v koji sadrZi (z;, y;) parove za koje
je zadana o€ekivana vrijednost argumenta u [z, pozitivna teZina svakog uzorka w, oce-
kivana negativna vrijednost argumenta eksponencijalne funkcije na zadanim pozici-
jama [z, te duljinu stupaca v_length. Zadnji parametar je arr koji pomocu pokazivaca

vraca izlazne vrijednosti u glavnu funkciju. U arr se spremaju:

D: teZinska kvadratna pogreSka modela prema zadanim podacima,
dD: parcijalne derivacije D po z0 i y0,
H: Hessianova matrica s drugim derivacijama.

Na pocetku su izdvojene pozicije centroida (20, y0) iz ulaza C'en. Koriste¢i te vri-
jednosti racunaju se dx i dy u odnosu na trenutanu tocku. dx je prvi stupac ulaza v
umanjen za x0, dok je dy drugi stupac umanjen za y0. Iz parametra C'ov: izvadeni su
¢lanovi i spremljeni u C711, C'412 i (422 varijable. Koristeéi spremljene parametre
moguce je izraCunati argument eksponencijalne funkcije za model arg po uzoru na
glavnu funkciju. Kako bi se mogla izraCunati teZinska kvadratna pogreska za argu-
ment eksponencijalne funkcije D koja se vraca kao izlaz iz funkcije, prvo je potrebno

odrediti tezinsku razliku zadanih argumenta i argumenta izraCunatih prema modelu.

double «dij;
di = mxCalloc (v_length, sizeof (double));
for(i = 0; 1 < v_length; i++)

difi] = w([i] = (lzi[i] - arg[i]);

double D = 0;
for(i = 0; 1 < v_length; i++)

D += w[i] * pow((lzi[i] - argli]),2);
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Pomoc¢ni izrazi potrebni za parcijalne derivacije i Hessian se raCunaju kao:

double xderxi;

double xderyi;

derxi = mxCalloc(v_length, sizeof (double));

deryi = mxCalloc(v_length, sizeof (double));

for(i = 0; 1 < v_length; i++) {
derxif[i] = (Cill = dx[i] + Cil2 x dy[il]);
deryi[i] = (Cil2 » dx[i] + Ci22 = dy[i]);

Parcijalne derivacije ukupne pogreske po 20 i y0 za trenutacni model se dobi-
vaju mnozenjeme maloprije izraCunatih pomocnih izraza i pojedinacne pogreske svake

tocke uz skaliranje sa -2.

double dD[2] = {0, 0};

for(i = 0; 1 < v_length; i++) {
dD[0] += -2 % derxi[i] =« difi];
dD[1] += -2 % deryi[i] * di[i];

Sljedece se definira sumarna teZinska razlika sum_di kao suma svih vrijednosti
iz vektora di. Vektor scomo se dobiva mnoZenjem sum_di sa ¢lanovima inverzne

matrice kovarijance. Napokon, ¢lanovi Hessian matrice se racunaju kao:

double H1[3] = {0, 0, 0};
double xw_derxi;
double *w_deryi;
w_derxi = mxCalloc (v_length, sizeof (double));
w_deryi = mxCalloc (v_length, sizeof (double));
for(i = 0; 1 < v_length; i++) {

w_derxi[i] = w[i] * derxi[i];

w_deryi[i] = w[i] % deryil[il];

for(i = 0; 1 < v_length; i++) {
H1[0] += w_derxi[i] * derxi[i];
H1[1] += w_derxi[i] * deryi[il];
H1[2] += w_deryi[i] = deryi[i];

}

H1[O0] = 2 % (H1[O0] + scomol[O0]);

H1[1l] = 2 = (H1[1l] + scomo[l]);

H1[2] = 2 = (H1[2] 4+ scomol[2]);

//nastavak na sljedeco]j stranici
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7. Funkcija za povezivanje
MATLAB-a i C funkcija

Za pokretanje C programa u MATLAB-u kao ulazna funkcija se ne koristi main, nego
funkcija mexFunction. Ovoj funkciji MATLAB prosljeduje broj ulaznih (nrhs) i iz-
laznih argumenata (nlhs), kao i same argumente pomocu polja pokazivaca (xplhs i
«prhs). Unutar funkcije se prvo ispisuje broj ulaznih argumenata te se provjerava dali
je broj izlaznih argumenata veci od ulaznih, jer u tom slucaju dolazi do greske. Uz to
se 1 formira matrica veliCine potrebne za izlazne argumente. Nakon toga su definirani
ulazi i izlazi kao pokazivaci, nazvani isto kao u glavnoj funkciji, te pokazuju na prhs,
odnosno plhs argumente. Sa svim definiranim parametrima, sada je moguce pozvati
glavnu funkciju:

gauss2Dest_sparse_polyest2(z, v, rub, dxy, cent_iter, debu, z_length,

ret_array);
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8. Usporedba brzine izvodenja i
tocnosti MATLAB funkcijei C

programa

8.1. Prevodenje i pokretanje C programa

Nakon $to su funkcije napisane i glavna povezana sa mexFunction, potrebno ih je pre-
vesti. Za to se u MATLAB-u koristi MinGW64 prevodioc, a program se prevodi na-

redbom mex, uz koju se navode glavna i sve pomoéne funkcije:

mex gauss2Dest_sparse_polyest2.c gauss2D_fun_sparse.c ...

corr2decorr.c decorr2corr.c gauss_centroid_error.c

Time je u trenutnom direktoriju stvorena MEX funkcija koja je nazvana isto kao
prva funkcija navedena u naredbi. U slucaju da su svi parametri prethodno ucitani
u MATLAB i nazvani jednako kao u glavnoj funkciji, MEX funkcija pokrece se na

sljedeéi nacin:

ret_array = gauss2Dest_sparse_polyest2(z, v, rub, dxy, cent_iter,

debu, z_length);

8.2. Usporedba brzine izvodenja i to¢nosti

Kako bi usporedba vremena izvodenja bila tocna, oba su programa pozvana sa istim
vrijednostima parametara. U odabranom primjeru duljina stupaca vektora prva tri pa-
rametara iznosi 344, te njihove sve vrijednosti nema smisla prikazivati zbog njihove

duljine. Vrijednosti ostalih parametara su navedeni u tablici 8.1.
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Tablica 8.1: Vrijednosti parametara

Naziv Vrijednost

dxy 0.027777777777778
cent_iter 2

debu 0

z_length 344

Vremena izvodenja programa mjerena su pomocu naredbi tic 1 toc. Prosje¢na vre-

mena izvodenja programa iznose:

Tablica 8.2: Usporedba brzine izvodenja programa

Programski jezik  Vrijeme izvodenja (ms)

C 2.4408
MATLAB 45.7781

Sto se ti¢e toénosti, izmedu dobivenih rezultata postoji minimalna razlika zbog ne-
kih razli¢itih tipova podataka i veéeg broja iteracija u C programu. U matrici mode
u prva dva retka, tj. modela, nema nikakve razlike, a u zadnja dva retka maksimalna
razlika je na devetu decimalu. Za faktor optimalne skale skala maksimalna razlika je
na Sestu decimalu, a kod vektora ukupne pogreske modela u odnosu na empirijske po-
datke err na jedanaestu decimalu. Kod ukupne teZinske kvadratne pogreske argumenta
eksponencijalne funkcije wearg najveca razlika je na sedmu decimalu. iter_detC' je
isti, a broj iteracija za konvergenciju centroida iter_cent je ve¢i u C implementaciji,

kao §to je ve¢ spomenuto.
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9. Zakljucak

Implementacija zadanog primjera obrade dvodimenzionalne slike koriStenjem C jezika
potvrduje se kao brze i bolje rjeSenje od vec realizirane implementacije u MATLAB
programskom okruZenju. Izlazni rezultati su gotovo identicne to¢nosti kao traZeni,
te su dobiveni otprilike 20 puta veCom brzinom nego u originalnoj implementaciji.
Takoder, MATLAB se pokazuje kao dobar alat za integriranje i pokretanje C funkcija
pomocéu MEX datoteka.
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ANALIZA I MODELIRANJE OBJEKATA U SLICI 2D GAUSSOVIM
PROFILOM

Sazetak

U radu je realizirana implementacija obrade dvodimenzionalne slike u kojoj se
identificiraju viSestruki objekti njihovim modeliranjem pomocu multivarijantne Ga-
ussove distribucije. Zadatak je rjeSen koriste¢i C jezik i pokrece se u MATLAB pro-
gramskom okruZenju. Ispravnost dobivenih rjeSenja je provjerena usporedbom sa ori-

ginalnom implementacijom u MATLAB-u.

Kljuéne rijeci: multivarijantna Gaussova razdioba, C, MEX, MATLAB

ANALYSIS AND MODELING OF IMAGE OBJECTS BASED ON 2D
GAUSSIAN PROFILE FITTING

Abstract

This paper describes implementation of two-dimensional image processing in which
multiple objects are identified by their modeling using multivariate Gaussian distribu-
tion. The problem is solved using C programming language and runs in the MATLAB
programming environment. The solution’s validity is verified by comparison with the

original implementation in MATLAB.

Keywords: multivariate Gaussian distribution, C, MEX, MATLAB



