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Uvod

Za vec¢inu problema iz matematike osiguranja teorija rizika jos uvijek predstavlja glavni
matematicki alat. Osnove spomenute teorije je jos davne 1903. godine postavio Filip
Lundberg, ugradivsi Poissonove procese u srce modela nezivotnog osiguranja. Tu je liniju
dalje slijedio Harald Cramér koji je spojio Lundbergove ideje s teorijom sluc¢ajnih procesa,
udarivsi time temelje matematici nezivotnih osiguranja. Iz tih je radova proizasao osnovni
model nezivotnog osiguranja, nazvan Cramér-Lundbergov model rizika. Rije¢ je o modelu
portfelja nezivotnog osiguranja, oblika

N

Ut:u+ct—ZXk.
k=1

Pri tome, u oznacava pocetni kapital portfelja, a ¢t priljev novca u portfelj u ovisnosti o
vremenu. Trec¢i dio u gornjoj relaciji opisuje isplate zahtjeva za odstetu koji su slucajni,
i prema Lundbergovim postavkama pristizu ritmom homogenog Poissonovog procesa. Za
zahtjeve X pretpostavljamo da su nezavisni, jednako distribuirani i nezavisni od Pois-
sonovog procesa (NN;) kojim se modelira njihovo pristizanje.

Jedan od prvih uvjeta na model svakako jest taj da nam u njega ugradena strategija,
dugorocno gledano, donosi profit. Prevedeno na jezik teorije vjerojatnosti, htjeli bismo
da za sve t > 0 vrijedi EU; > u, §to nas nakon rac¢una (vidi str. 9) dovodi do uvjeta ¢ —
EX,-EN; > 0. Iz tog uvjeta preko jakog zakona velikih brojeva dobivamo da trajektorije
procesa rizika teze u +oo (g.s.), Sto rjesava pitanje dugoro¢nog profita. Pri tome je
vremenska evolucija sredstava pripisanih portfelju priblizno jednaka evoluciji pravca s
koeficijentom smjera ¢ — EX; - EN; > 0. Zeljena se nejednakost ocito moze postiéi
jedino korigiranjem konstante ¢ (odnosno premija za police osiguranja) jer samo na nju i
imamo utjecaja. No iako strategija kaze da bismo dugoro¢no gledano trebali ostvarivati
profit, jos uvijek nam ostaje rizik propasti portfelja, odnosno rizik da sva sredstva kojima
portfelj raspolaze budu potrosena. U okviru modela, rije¢ je o dogadaju da U, poprimi
negativnu vrijednost za neko ¢ < 0. Takav bi rizik bilo pozeljno mjeriti, te se kao prirodna
mjera namece vjerojatnost propasti uz pocetni kapital u, u oznaci ¢ (u). Za mjeru rizika u
kona¢nom vremenu [0, 7| uzimamo v (u, T')-vjerojatnost da se propast uz pocetni kapital
u dogodi do trenutka T'.
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Slika 1: Tipi¢ni izgled trajektorije procesa rizika u sluéaju malih zahtjeva. Trajektorija je
proizasla iz simulacije kod koje su uzeti eksponencijalno distribuirani zahtjevi.

U prvom poglavlju vjerojatnost propasti u beskonacnom vremenu reprezentiramo
Pollaczek-Hin¢inovom formulom, za $to je klju¢na dekompozicija procesa na rekordne
uzlete. Na pocetku drugog poglavlja imamo teorem 2.1.1 (prvi puta dokazan u Cramér
[15]) u kojem se postize asimptotska ocjena za 1(u), ali samo u slu¢aju tzv. malih zahtje-
va. Rijec¢ je o zahtjevima ¢ija distribucija F' ima svojstvo da njezin rep 1 — F' konvergira
u 0 eksponencijalnom brzinom, S§to znaci da je vjerojatnost velikih pojedinac¢nih zahtje-
va (eksponencijalno) malena. Primjeri distribucija koje odgovaraju takvim zahtjevima
popisani su u tablici 2.1. U tablici 2.2 popisane su one distribucije koje ne zadovoljavaju
uvjete teorema i za koje ocjena iz teorema 2.1.1 nije moguca, te ih nazivamo distribuci-
jama velikih zahtjeva. Njihovi repovi konvergiraju u 0 sporije od bilo koje eksponencijalne
funkcije i one same tipi¢no nemaju niti drugi moment. Te se distribucije niposto ne mogu
zanemariti jer mnogo povijesnih podataka o nastalim Stetama odgovara upravo njima.
Uvjerljivi empirijski dokazi za to mogu se prona¢i u Hogg i Klugman [34]. Stoga se teorija
grana u dva smjera, posebno za male, a posebno za velike zahtjeve.

Razlika izmedu distribucija malih i velikih zahtjeva dobro se vidi i prvim pogledom
na tipicne trajektorije procesa (U;) u odgovarajuéim slucajevima. Slike 1 i 2 prikazuju
dvije takve trajektorije od kojih je druga (koja odgovara velikim zahtjevima) ocigledno
sklonija oscilacijama. Takoder, sa slike 2 se vidi da veliku ulogu u evoluciji procesa igraju
povremeni veliki pojedinacni zahtjevi, §to nije slu¢aj s prvom. Sada ve¢ imamo dva razloga
da posumnjamo: nije li u sluc¢aju velikih zahtjeva rizik od propasti veéi?

Takvu hipotezu ¢e potvrditi veé¢ i prvi pokusaj simuliranja trajektorija. Izdvojimo li
one koje vode u propast, vidimo da tipicni dogadaji propasti izgledaju kao na slikama
31 4. Dok se kod malih zahtjeva propast dogada postupnim poniranjem odgovarajuce
trajektorije, kod velikih zahtjeva se moze dogoditi zbog jednog jedinog zahtjeva! Takvi
su slucajevi ve¢ zabiljezeni i u praksi, npr. kod osiguranja protiv elementarnih nepogoda
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Slika 2: Tipi¢ni izgled trajektorije procesa rizika u slucaju velikih zahtjeva. Trajektorija je
proizasla iz simulacije kod koje je distribucija zahtjeva Paretova.

Y P

Slika 3: Tipi¢ni izgled trajektorije procesa rizika koja vodi u propast u slu¢aju malih zahtjeva.

(za konkretne podatke vidi Embrechts et al. [19] i Hogg i Klugman [34]). I dok kod malih
zahtjeva jos i mozemo prepoznati opasnost , kod velikih se moze dogoditi da za to nemamo
nikakve Sanse jer se propast dogada trenutno. Stoga je od interesa i matematicki podupri-
jeti ono Sto smo uocili, odnosno pokusati §to preciznije opisati sam dogadaj propasti za
svaki slucaj posebno. U nastavku drugog poglavlja to i radimo za sluc¢aj malih zahtjeva,
preuzimajuéi pristup i glavne rezultate iz Asmussen [4]. Za to se sluzimo odredenim uvje-
tnim grani¢nim teoremima za slucajne Setnje, koje kasnije primjenjujemo na proces rizika.
Vazan alat u tom smjeru predstavlja teorija konvergencije po distribuciji slu¢ajnih procesa.
U tom nam je dijelu glavni izvor Billingsley [12], te djelomiéno Ethier i Kurtz [21]. Defini-
rav§i 7(u) kao vrijeme propasti uz pocetni kapital u, asimptotske rezultate iskazujemo u
terminima konvergencije po P™)-vjerojatnosti definirane s P (-) = P(-| 7(u) < o0). To
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Slika 4: Tipi¢ni izgled trajektorije procesa rizika koja vodi u propast u slu¢aju velikih zahtjeva.

je ujedno i jedini prirodan nacin za asimptotski opis dogadaja propasti s obzirom na to
da, kada v — oo, dogadaji {7(u) < oo} opadaju prema praznom skupu. Rezultat za
vjerojatnosti propasti u konacnom vremenu sazet je u korolaru 2.5.3, dok u teoremu 2.5.5
dobivamo odredenu zajednicku asimptotsku distribuciju ponasanja procesa do trenutka
propasti i vremena propasti. Spomenuta dva rezultata prvi su put dokazana u Asmussen
[4] odakle ih i preuzimamo. Situaciju rezimiramo u korolaru 2.5.7 i komentarima na kraju
poglavlja. Dodatni zaklju¢ak koji tu iznosimo baziran je na rezultatu iz Schmidli [42].

U trecem poglavlju obradujemo slucaj velikih zahtjeva. Pokazuje se da je skup svih
distribucija koje ne zadovoljavaju uvjete teorema 2.1.1 preopcenit da bismo za njega
dobili znacajnije rezultate. Stoga uvodimo dodatne zahtjeve, pazeé¢i da jos uvijek zahva-
timo tipi¢ne primjere iz tablice 2.2. Dobra matematicka svojstva pronalazimo u klasama
subeksponencijalnih distribucija i distribucija s repom regularne varijacije, u okviru kojih
nastavljamo s istrazivanjem. Asimptotski izraz za vjerojatnost propasti u beskonac¢nom
vremenu za takve distribucije dolazi iz Embrechts i Veraverbeke [20]. Daljnji rezultati iz
tog dijela su teorem 3.4.1 i korolar 3.4.2 koji podrzavaju hipotezu da se uz veliki pocetni
kapital u propast dogada kao posljedica jednog velikog zahtjeva. Ti su rezultati, kao i
tehnika njihovog dokaza, preuzeti iz Asmussen i Kliippelberg [8].

Na kraju se zelim zahvaliti svima onima koji su pomogli da ovaj rad dozivi svoj kona¢ni
izgled. Time posebno mislim na prof. dr. sc. Zorana Vondraceka i njegovu stru¢nu pomoc
i strpljenje koje mi je ukazivao cijelim putem. Takoder, za tehnicke savjete i rjeSenja
zahvaljujem doc. dr. sc. Josipu Tambaci koji s problemima uvijek napravi jednu te istu
stvar: rijesi ih!

Zagreb, sije¢anj 2003. Mislav Zigo



Poglavlje 1

Proces rizika

1.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 1.1.1 (Cramér—Lundbergov model) Cramér—Lundbergov model odreden
je wvjetima (a)-(f):

(a) Proces veli¢ine zahtjeva:
velicine zahtjeva (Xy), oy su pozitivne nezavisne jednako distribuirane slucajne vari-

jable s zajednickom nearitmetickom funkcijom distribucije F i konacénim ocekivanjem
nx = EX.

(b) Vremena zahtjeva:
zahtjevi se desavaju u slucajnim vremenskim trenucima

0<Ti<Ty<--- g.s.

(¢) Proces pristizanja zahtjeva:
broj zahtjeva u intervalu [0,t] je oznacen s

N(t)=sup{n>1:T, <t}, t>0,
gdje je, po dogovoru, sup () = 0.
(d) Meduvremena pristizanja:
Yi=Ty, Ve =Ty — Ty 1, k=2,3,..., (1.1)

su nezavisne eksponencijalno distribuirane slucajne varijable s konacénim ocekiva-
njem py = EY; =1/

(e) Nizovi (X) i (Yx) su medusobno nezavisni.

7
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Ut

T 15

Slika 1.1: Jedna realizacija procesa rizika (U;; ¢ > 0) koja vodi u propast.

(f) Cramér-Lundbergov proces ili proces rizika s pocetnim kapitalom u je proces (Uy; t >
0) definiran relacijom

Ny
Ut:U+Ct—ZXk:U—St, (12)

k=1
gdje je ¢ > 01 S; = Ziv; X — ct.

U (1.2), konstantu u > 0 nazivamo pocetni kapital i ona predstavlja pocetni kapital odgo-
varajucéeg portfelja. Konstantu ¢ > 0 nazivamo stopa uplata premija, te c - t predstavlja
novac upla¢en u portfelj od strane osiguranika u vremenskom intervalu [0, ¢]. Iako je
pristizanje uplata ocigledno slucajan proces, postoje razlozi zbog kojih, s aktuarskog sta-
jalista, ima smisla promatrati bas linearnu stopu uplata (vidi npr. Biithlmann [14]), no
te razloge ne¢emo ovdje razmatrati. Nadalje, kako je i receno u definiciji 1.1.1, N, pred-
stavlja broj zahtjeva za isplatu u intervalu [0, t¢], dok Xj,..., Xy, oznacavaju iznose tih
zahtjeva. Tada rezultirajuéi proces (U; ¢ > 0) predstavlja ukupnu koli¢inu novca na
ra¢unu odgovarajuceg portfelja u trenutku ¢ (vidi sliku 1.1).

Direktno iz prethodne definicije vidimo da je (Ny; t > 0) homogeni Poissonov proces
s intenzitetom A > 0, odakle slijedi

(A0)"
AN

P(N,=k)=¢e ™ k=0,1,2,...

Jedno od temeljnih pitanja vezano uz Cramér-Lundbergov model jest pitanje vjero-
jatnosti propasti uz pocetni kapital v > 0, i to u kona¢nom vremenu 0 < 7" < 0o

Y(u, T)=P(U; <0 zanekot <T)=P( U {U; < 0}),

0<t<T
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odnosno u beskona¢nom vremenu
Y(u) = ¥(u, 00) = Jim W(u, T),

Sukladno tome, definiramo prvo vrijeme propasti uz pocetni kapital u kao

7(u) = inf{t > 0; U, < 0} = inf{t > 0; S; > u}, (1.3)
pa upravo definirane vjerojatnosti propasti mozemo izraziti kao

PY(u, T)=P(r(u) <T), t(u)=P(r(u) < c0). (1.4)
Laganim se racunom pokazuje da vrijedi

EU; = u+ ct — puxAt,

dok iz osnovnog teorema obnavljanja slijedi

EU,

Tt — ¢ — Mix- (1.5)
Kao prvi korak prema solventnosti, namece se uvjet pozitivnog drifta za velike ¢, §to nas
vodi na wwjet cistog profita

c— Mix > 0. (1.6)

Uoc¢imo odmah da se taj uvjet moze ispuniti korekcijom parametra ¢, jedinog nad kojim
osiguravajuca kuca ima kontrolu. U teorijskoj literaturi ponekad se kaze da se ¢ namjesta
tako da drift bude 10-20% veéi od ocekivanog isplacenog iznosa (vidi Asmussen [6]),
odnosno tako da bude 3
C— AuX

P= Sy € 0.1, 0.2], (1.7)
no mi necemo diskutirati da li to zaista odgovara praksi ili ne. Konstatntu p nazivamo
sigurnost uplate.

Samu propast bit ¢e nam iz tehnickih razloga zgodnije promatrati kao dogadaj prelaska
procesa (S;; t > 0) preko nivoa u nego kao dogadaj padanja procesa (U;; t > 0) ispod
nivoa 0 (vidi (1.3) i sliku 1.2 ). Stoga od sada pa nadalje nasu paznju usmjeravamo bas
prema procesu (S;) i proucavamo njegovu strukturu. Odmah uo¢imo da iz (1.5) slijedi
da S;/t — Aux — ¢ < 0, odnosno (S;) ima negativan drift. Nije tesko pokazati da je (S;)
Lévyjev, sto slijedi direktno iz nezavisnosti i jednake distribuiranosti prirasta Poissonovog
procesa (IV;) (vidi propoziciju 1.2.6). No o Lévyjevoj strukturi procesa (S;) vise ¢emo reéi
nesto kasnije. Prvo ¢emo posvetiti paznju slucajnoj Setnji koja je u njemu skrivena.

Zbog ¢ > 0, propast se moze dogoditi jedino u trenucima zahtjeva za isplatu 7}, kada
proces (S;) ostvaruje skok prema gore. Stoga uocavamo diskretni proces (R,; n > 0);

Rn = STn = Z(Xk — CYk) = ZZk, n Z 0, (18)
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Slika 1.2: Jedna trajektorija procesa (S;; ¢t > 0) koja vodi u propast. Masne tocke oznacavaju
diskretni kostur (R,; n > 0).

koji o¢igledno ima strukturu slucajne Setnje. Distribuciju od Z; oznacavamo s GG. Proces
(R,) nazivamo diskretni kostur procesa (S;) (vidi sliku 1.2). Prema uvjetu ¢istog profita
(1.6) imamo pz = EZ; = px — ¢/ < 0, pa vidimo da i diskretni kostur (R,,) procesa (S;)
ima negativan drift. Direktno iz te ¢injenice, preko jakog zakona velikih brojeva, slijedi

M :=sup S; =sup R, < +o0 (g s.), (1.9)
>0 n>1

Sto nam daje jos jednu reprezentaciju vjerojatnosti propasti u beskonacnom vremenu
P(u) = P(M > u).

Problem vjerojatnosti propasti upravo smo sveli na problem globalnog maksimuma slucajne
Setnje, te nam takva konstrukcija omogucava koristenje alata teorije slucajnih Setnji i
teorije obnavljanja. Od posebne je vaznosti, pogotovo kod Setnji s negativnim driftom,
struktura tzv. rekordnih uzleta.

Definicija 1.1.2 Za slucajnu Setnju (R,; n > 0) definiramo prvi indeks rekordnog uzleta
7. =74(1) =inf{n > 1; R, > 0}

¢ prvi rekordni uzlet
Hi = R, na {1t < oo}.
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Za k > 2 definiramo indeks k-tog rekordnog uzleta
(k) =inf{n > 1; R, > Hi 1} na {r (k- 1) < oo}

1 k-ti rekordni uzlet
Hy = R7+(k) na {T+(k) < OO}

Dogadaji {7, (k) < oc} ocigledno tvore padajuéi niz. Nadalje, vrijedi {7, < oo} = {H; <
oo}, te je defekt od 7, i H; jednak

P(r, = oc) = P(R, < 0, ¥n) = P(M < 0) = 1 — (0). (1.10)

Po definiciji uzimamo 7, (0) = H, = 0. Situacija je opisana na slici 1.2.

Smisao upravo definiranih varijabli lezi u ¢injenici da svaku slucajnu Setnju mozemo
dekomponirati na niz nezavisnih segmenata, svaki od kojih se odvija izmedu dva uzastopna
indeksa rekordnog uzleta. Preciznije, segmenti [(R,; 7+(k — 1) < n < 7.(k)); k € N|
su medusobno nezavisni (vidi Resnick [38], odjeljci 3.7.1 1 3.12). Takoder, svaki konacan
skup od pocetnih & takvih segmenata promatran uz vjerojatnost P( - | 7,.(k) < o0) je i
jednako distribuiran. Za nasSe potrebe dovoljan je idu¢i rezultat.

Teorem 1.1.3 Za fiksno k € N, s obzirom na vjerojatnost P( - | 74(k) < o0), slucajni
vektori (14, Hi), (74(2) =7, Ho—H1),. .., (14 (k) =7 (k—1), H—Hr—1) su nezavisni
i jednako distribuirani s distribucijom

H(n, ) =P(ry =n, H1 <z | 14 < 00).

Dokaz. Vrijedi

k k

P((Wre() = (i — 1) =ny, Hy—Hiy <ai}) = [[P(ry =mi, Hy < ;). (1.11)

i=1 =1
Dokazimo gornju relaciju za k = 2 (opéi sluc¢aj analogno).

P(TJr =ny, Hi < a1, 7'+(2) — T4 =ng, Ho—Hy < 152)

= PR <0,..., R,, 1<0,0< R, <1, Ry 31 <Ry, Ryyjins1 < Ry,
R,, < Ry in, < Ry, + x9)

= PRi<0,..., Rpyy-1 <0, 0< Ry, <1, Zpys1 <0, Zypyy1+ -+ Znpne—1 <0,
0< Zps1+ -+ Znisny, < T2)

= P(ry =n1, Hi < 31)P(14 =ng, Hi < 29),
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gdje smo u zadnjem koraku iskoristili nezavisnost i jednaku distribuiranost prirasta slucajne
Setnje. Iz gornje relacije dobivamo

P (k) < 00) = ﬂ{u <oo)) = ﬂ{T+ — 71 (i—1) < o0})

= Z ﬂ{7'+ -7 (i — 1) =n})

N1yeeey Np

= Z HP — P(7; < 00)* = ¢(0)%,

..... ng 1=1

odakle slijedi

P(n{r+(i) — 7 (i —1)=ns, Hi —Hiy <23} | 7 (k) < )

= b(0)F gp(ﬂ- =n;, Hi <) = 1/)(0)ki1}P(T+:ni’ Hy <z, T4 < )

k
= H H(?’Ll, I,EZ'),
i=1

gdje je H(n, ©) = P(ty =n, H1 <z | 74 < 00). Jo§ je preostalo pokazati P(7, (i) —
(i = 1) =ni, Hi = Hiy < [ 7.(k) <o0) = H(ni, @), Vi€ {1,... . k}.

P(T_|_(Z) —T+(i — 1) =n;, Hi— Hi_1 < x5 | T_|_(l€) < OO)

1
= WP(ﬁ_(i) — 1y (i —1)=n;, "y — Himy <y, T4 <00, T4(2) — T4 <00, ..,
7_+(I€) — T+(k — 1) < OO)
1
= W Z kP(T+:n1, T+(2)—T+:n2,...,
M1 geeny M1y Mgplsenns n
T_|_(l€) — T+(/€ — 1) = Ng, Hz - Hi—l S l‘z)
1 1
= ——P(ry <o) 'P(ry =my, Hi <) =——P(ry =ny, Hi <z
'Q/)(O)k ( + ) ( + 1 ) 1/)(0) ( + 1 )

O

Definicija 1.1.4 Proces obnavljanja nazivamo tranzijentnim (umiruéim) ako je pripadna
distribucija F meduvremena pristizanja defektna, odnosno F(oo) < 1.
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Naziv iz gornje definicije opravdan je ¢injenicom da tranzijentni procesi obnavljanja odu-
miru s vjerojatnoséu 1 (vidi Feller [22], odjeljak X1.6). Direktna je posljedica prethodnog
teorema

Korolar 1.1.5 Trenuci rekordnih uzleta (14 (n); n > 0) i rekordni uzleti (H,; n > 0) éine
dva tranzijentna procesa obnavljanja. Sluc¢ajna varijabla K = sup{n > 1; 7,(n) < oo},
koja oznacava ukupan broj obnavljanja, ima geometrijsku distribuciju s parametrom 1(0),

tj. P(K =n)=14(0)"(1 = 1(0)).

Definicija 1.1.6 Rep proizvoljne vjerojatnosne funkcije distribucije F na R, u oznaci F,
jest funkcija
F(z) =1- F(x).

Primjenom teorema 1.1.3 i korolara 1.1.5 dobivamo

Y(u) = P(M>u)=)» P(M>u, K=n)

n=1

= ZP(M > u, 74(n) <00, T4(n+1) =00)

_ ip(g(m M) > u, 7 (n) < 00, T (n+1) = 00)

— (10 i P(Z(H’“ Hy ) >, () < )

) iwm)m — ()

- <1—¢<o>>§¢<0>"(ﬁ<u>> (112)

gdje je H funkcija distribucije prvog rekordnog uzleta s obzirom na vjerojatnost P( - | 7 <
o00), tj. H(x) = P(H; < z | 74 < o0), dok H™ oznacava njezinu n-tu konvoluciju.
Dobivena formula reprezentacije vjerojatnosti propasti u beskona¢nom vremenu naziva se
Pollaczek-Hincinova formula.

U nastavku zelimo izracunati uvjetnu funkciju distribucije prvog rekordnog uzleta H.
U slucaju opce slucajne Setnje, koja ostvaruje skokove prema gore i prema dolje, nije
moguce dobiti eksplicitni izraz za H. Medutim u slu¢aju procesa (S;), koji je glavni
predmet naseg istrazivanja, tu je distribuciju moguce dobiti zaobilaznim putem. U tom
postupku glavnu ulogu igra Lévyjevo svojstvo procesa (S;).
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1.2 Lévyjevi procesi i Lévyjeve mjere
Definicija 1.2.1 Slucajni proces (Ly; t > 0) u R? nazivamo Lévyjevim ako vrijede iduéi
uvjeti:

(i) Vn>14i0 <ty <t <...<ty, sluéajne varijable Ly,, Ly, — Ly, ..., Ly, — Ly, | su
nezavisne (nezavisnost prirasta),

(ii) Lo =0 (g. 5.),

(111) Distribucija od Ly, s — Ly ne ovisi o s (stacionarnost prirasta),

(iv) (Ly; t > 0) je stohasticki neprekidan, ¢j. ¥t > 0, Ve > 0 vrijedi
lim P(|L, — Ly| > £) =0,

(v) Postoji Qy € F takav da je P(y) =1 i Yw € Qq funkcija t — Liy(w) je neprekidna
zdesna i ima limes slijeva u svakoj toc¢kit > 0 (neprekidnost trajektorija zdesna).

Napomena. Naglasimo odmah da uvjeti (i) — (v) nisu minimalni jer se moze pokazati
da (i7), (i79) i (v) zajedno povlace (iv). Zato je, da bismo provjerili da je neki proces
Lévyjev, dovoljno pokazati (i), (i), (iii) i (v).

U teoriji Lévyjevih procesa vazan je pojam beskonac¢no djeljivih distribucija. Da bismo
nastavili u tom smjeru, prvo moramo definirati neke pojmove.

Definicija 1.2.2 (i) Karakteristicna funkcija vjerojatnosne mjere u na R¢ je funkcija

fi: R — C definirana s

h(z) = /e“z’“")du(x), z € R

Rd

(ii) Konvolucija dviju mjera yy i js na R je mjera uy * po na R? definirana relacijom

(4 12)(B) = [ (B = 0)dpalo). VB € BRY),

Rd
gdje B(R?) oznacava Borelovu sigma algebru na R?.

(iii) Za vjerojatnosnu mjeru u na R kaZemo da je beskonacéno djeljiva ako Vn € N
postoji vjerojatnosna mjera i, na R* s svojstvom pu = wr*, gdje pn* oznacava n-tu
konvoluciju mjere [i,.

Takoder, trebat ¢e nam i neki osnovni rezultati vezani uz upravo definirane pojmove.
Iduca je proporzicija preuzeta iz Sato [41], propozicija 2.5.
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Propozicija 1.2.3 Neka su i, 1, ji2 vierojatnosne mjere na R?.
(i) Ako je [iy(2) = jia(2) za sve 2 € RY, onda je g = jiy.

(ii) Ako je p = * po, onda je [i(z) = ji1(2)/ia(2).
(11i) Ako su X i Xy nezavisni d-dimenzionalni sluc¢ajni vektori, onda Px,x, = Px,*Pkx,.

U slucaju Lévyjevog procesa (L;), distribucija od L; je beskonacéno djeljiva za proizvo-

ljan t > 0. Za proizvoljne ¢ > 0 i n € N napiSemo
Lt = (LL - L(]) + (Lﬁ - Li) + -+ (Lt - L(n—1)t),

¢ime smo, prema svojstvima (i), (i4) i (i7i) iz definicije Lévyjevih procesa, L, prikazali
kao sumu od n nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih vektora. Tvrdnja sada slijedi
iz, propozicije 1.2.3 (ii1).

Vazan rezultat u karakterizaciji beskonacno djeljivih vjerojatnosnih mjera jest tzv.
Lévy-Hincinova reprezentacija. Za dokaz upuéujemo na Sato [41], str. 40-44.

Teorem 1.2.4 (Lévy-Hin¢inova formula reprezentacije) (i) Ako je u beskonacno
djeljiva distribucija na R?, onda za z € R¢

h(z) = exp —%(z, Az) +i(y, 2) + /(e“z"’["> —1—i(z,z)1p(x))dv(z)|, (1.13)

R4

gdje je A simetricna pozitivno semidefinitna d x d matrica, v € R?, D jediniéna
kugla w R, a v mjera na R? koja zadovoljava

v({0}) =0 i /(||x||2 A)dv(z) < oo. (1.14)
Rd
(i1) Trojka (A, v, v) iz gornje reprezentacije je jedinstvena.

(i1i) Obratno, ako je A simetricna pozitivno semidefinitna d X d matrica, v mjera koja
zadovoljava (1.14) i v € R?, onda postoji beskonacno djeljiva vierojatnosna mjera u
na R ¢ija je karakteristicna funkcija dana s (1.13).

Definicija 1.2.5 (i) Trojku (A, v, 7) iz teorema 1.2.4 nazivamo generiraju¢om tro-
jkom od p. A se naziva Gaussova matrica kovarijanci, dok v zovemo Lévyjevom
mjerom od /.

(i1) Lévyjeva mjera Lévyjevog procesa (L;) je Lévyjeva mjera vjerojatnosne mjere Py, .
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Propozicija 1.2.6 Proces (Sy; t > 0) je Lévyjev s pripadnom Lévyjevom mjerom X - dF.

Dokaz. Prema napomeni neposredno nakon definicije 1.2.1 , dovoljno je provjeriti svo-
jstva (i), (i7), (i17) i (v) iz iste definicije. No to lagano vidimo: (ii) slijedi iz definicije
procesa (S;), (i) i (i77) direktno iz ¢injenice da Poissonov proces ima stacionarne nezavi-
sne priraste. Svojstvo (v) slijedi iz ¢injenice da su gotovo sve trajektorije Poissonovog
procesa neprekidne zdesna i imaju limes slijeva, te iz ¢injenice da je distribucija skokova
Xy procesa (S;) nedefektna (Sto same skokove ¢ini kona¢nima). U nastavku ozna¢imo s
s, karakteristicnu funkciju mjere Pg, i izracunajmo je.

¢s,(2) = E [eizsl] =F [eiz(zfvz(f)Xi*C)]

- e—miE [eizi?:lxi | N(1) = n] P(N(1) = n)

—izc = n,_— A"
= € Z(SOXI(Z)) € '\a
n=1

_ efAfizc+)\ch1 (2)

Sada vidimo da je generirajuca trojka za Pg, danas A =0, v = AdF iy = f AzdF (z) —c,
D

jer je u tom slucaju

—%Az2 +ivz + /(eim —1—izx - 1p(z))dv(z) = iz /)\a:dF(x) —c

R D

+ /(6i” —1—izx - 1p(z))AdF (2)
R
= —izc+ Apx, (2) — A,

te tvrdnja propozicije slijedi prema teoremu 1.2.4 djelovanjem eksponencijalne funkcije
na obje strane gornje jednakosti. ([

Definicija 1.2.7 Neka je X = (Xy; t > 0) stohasticki proces.

(i) Prirodna filtracija procesa X jest filtracija (F7<; t > 0) definirana s F* = 0(X,; 0 <
u < t).

(i1) Lijevi limes procesa X wu tockit > 0 je sluéajna varijabla X,_ definirana s X;_ =
limS/t Xs-

(111) Skok procesa X utockit > 0 je slucajna varijabla AX, definirana s AX; = X;—X;_.
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Iz propozicije 72.7 u Sharpe [44] preuzimamo
Teorem 1.2.8 (Formula kompenzacije za Lévyjeve procese) Neka je (Ly; t > 0)

Léuvyjev proces s Lévyjevom mjerom v i pripadnom prirodnom filtracijom (Fl; t > 0), te
neka je f: R?> — R omedena funkcija. Tada je proces (My; t > 0) definiran relacijom

My= Y f(Luy DL 1ryop(ALa) —//f(Lu, Y) - Iy () dv(y)du  (1.15)
0<u<t " R

(FE)-martingal.

1.3 Distribucija rekordnih uzleta
U proslom smo odjeljku postavili situaciju za racunanje distribucije prvog rekordnog uzleta
H(z)=P(Hi <z |14 <o00). (1.16)

U tu svrhu definiramo vremena

T+(0) =0
7.(1) = inf{t >0; S; >0}
T+(k) = inf{t >0; S > ST+(k,1)}, k>2 (1.17)
Oznac¢imo
7. =7.(1) =inf{t > 0; S; > 0}. (1.18)

Kao i kod slucajnih Setnji, S, ) i 74 (k) nazivamo k-ti rekordni uzlet i vrijeme k-tog
rekordnog uzleta. Iako su oznake za vremena rekordnih uzleta procesa (S;) i diskretnog
kostura (R,) iste, najcesée ¢e iz konteksta biti jasno na Sto toéno mislimo. U situacijama
kada to nije ocigledno koristit ¢emo oznake 77(k) i 77 (k). Uo¢imo odmah i to da je odnos

navedenih vremena oblika
TR (k)
Tf(k) = Z Y;v
i=1
gdje su Y; meduvremena cekanja iz definicije 1.1.1. Direktno iz te relacije vidimo
{rf(k) < oo} = {r}(k) < o0},

pa zaklju¢ujemo da je defekt od 77 (k) opet jednak ¢(0)*. Kao i prije, slu¢ajne varijable
Sr, (k) definiramo samo na gornjem dogadaju.
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Bududi da se prelazak procesa (S;) preko nivoa u moze dogoditi samo u trenucima 7,
pristizanja zahtjeva za isplatu, slijedi

Srite) = M
pa nam je svejedno koju ¢emo oznaku upotrijebiti (vidi sliku 1.2). Sada mozemo pisati
H(z)=P(Hi <z |7 <o0)=P(S;, <z |74 <00),

pa ¢emo distribuciju H pokusati izracunati iz upravo dobivene reprezentacije.

Kako je i rec¢eno u definiciji 1.2.7, uz proces (S;; t > 0) vezemo i pripadnu mu prirodnu
filtraciju (F°; ¢t > 0). Tada je prvo vrijeme 7, prijelaza procesa preko nivoa 0 ujedno i
(FF) vrijeme zaustavljanja. To vidimo iz relacije

{re>th= () {Su<0t= [ {S.<0}eZF,

u€lo, ] u€l0, t]NQ

jer su trajektorije od (S;) neprekidne zdesna i imaju limes slijeva u svakoj tocki. Defini-
rajmo
Hy(z) = P(S;, <z, 74 <o0)=H(x))(0) (1.19)

i uoc¢imo da je ovdje rije¢ o defektnoj funkciji distribucije.
Teorem 1.3.1 Funkcija © — H,(x) je apsolutno neprekidna s defektnom gustoéom

hy(r) = %F(az). (1.20)

Dokaz ovog teorema nakratko ¢emo odgoditi jer za to moramo uvesti neke nove pojmove
i rezultate.
Definirajmo funkciju Ry : B(R) — R, relacijom

+00 T+

0 0

R, (A) je, intuitivno govoreéi, mjera zadrzavanja procesa (S;) u skupu A prije prvog pri-
jelaza preko nivoa 0, odnosno rije¢ je o o¢ekivanom vremenu takvog zadrzavanja. Lagano
vidimo da je R, zaista dobro definirana mjera na B(R), te da je koncentrirana na (—oo, 0.

Lema 1.3.2 Za proizvoljnu nenegativnu izmjerivu funkciju g vrijeds

0 T4

[ swir.w) = | [ a(siar

—o0 0
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Dokaz. U slucaju g = 15, B € B(R), tvrdnja slijedi direktno iz definicije, dok za slucaj
jednostavne funkcije g slijedi iz linearnosti integrala. Stoga uzimomo g nenegativnu i
neki niz jednostavnih nenegativnih funkcija (g,) sa svojstvom g, 1 ¢ po tockama. Za
proizvoljan w € €2 vrijedi

gn(Si(w)) 1 g(Si(w)), Yt €0, 7y (w)),

pa primjenom Lebesgueovog teorema o monotonoj konvergenciji dobivamo

m+(w) )

T+ (w
/gn(St(w))dtT / g(Si(w))dt, Yw € Q. (1.22)

0

Sada pomocu (1.22) dvostrukom primjenom Lebesgueovog teorema o monotonoj konver-
genciji slijedi
0 0 0

[swari) = [ mgwir.) =t [ g.0dr.0)

— 00 — 00

I 2 R
= limFE n(St)dt] = E (lim [ ¢,(S;)dt
| [asi| <5 i [antsoa

— | [asiar).

0

Sto se 1 trazilo. O

Lema 1.3.3 Za prizvoljan Borelov skup A C (—oo, 0],
1
Ro(4) = TA(4),

gdje je A Lebesqueova mjera na R.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da za (a, b] C (—oc, 0] vrijedi Ry ((a, b]) = £(b— a), jer
tada tvrdnja leme slijedi iz teorema o prosirenju mjere. Za proizvoljan T' > 0 definiramo

Si=Sr—Sr, 0<t<T.

Trajektorije procesa (S;; 0 <t < T) dobivene su iz trajektorija procesa (Sy; 0 <t <T)
centralnom simetrijom kroz ishodiste, a zatim translacijom u ishodiste. Lagano se provjeri
da i (S}) ima nezavisne i jednako distribuirane priraste. Takoder, spomenuta dva procesa
su i jednako distribuirana. Da bismo to pokazali dovoljno je provjeriti jednakost konacno
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dimenzionalnih distribucija, jer tada tvrdnja slijedi iz Kolmogorovljeve konstrukcije vjero-
jatnosti na beskona¢no dimenzionalnim prostorima.
Zbog jednake distribuiranosti prirasta Lévyjevog procesa (definicija 1.2.1 (i7i)) imamo

* d
S; =St — St—y = Sr_(1—1) = St
Sli¢na relacija vrijedi i za priraste, odnosno uzmemo li 0 < ¢; < t5 imamo

d

Sz; - S:I - ST - ST,tr_) - ST + STftl — STftl - ST,tr_) — S(T—tl)—(T—tQ) — St2 - Stl'

Uzmimo sada 0 < t; < t3 < ... < t,_1 < t, < T. Zbog gornje relacije i nezavisnosti
prirasta Lévyjevih procesa slijedi

d % % % * *
(St1: St2 - St17 ey Stn - Stn—l) — (St17 St2 - St17 ey Stn - Stn—l)’
pa direktno zaklju¢ujemo

d * * *
(Stl, StZ,..., Stn) = (St17 St27""Stn)’

odnosno sve konac¢no dimenzionalne distribucije navedenih procesa su jednake.
Odaberimo proizvoljan interval A = {(a, b] C (—oo, 0]. Nadalje, uo¢imo da vrijede
jednakosti S} = Sp 1.5, = S; — S7_;, pa imamo redom

P(SreA 7.>T) = P(Sr€ A, S,<0 Vtelo, T))
= P(Sp €A, S,<0 Vtelo, T)
= P(Sp €A, Sp<Sp_, Ytelo, T))
= P(Sp €A Sh<S Vtelo, T))
= P(S;reA, Sp<S, Vtelo, T).

Dvostrukom primjenom Fubinijevog teorema slijedi

+o0 +o0
Ri(A) = E /1{ST€A7 >yl | = /E[l{STGA: T+>T}} T
0 0
“+o00o

= /P(STEA, St < S VtG[O, T])dT

0
“+oc

= E /I{STGA: Sp<S: V t€[o, T}}dT
0

Bududéi da gotovo sve trajektorije procesa (S;) teze u —oo, dobivamo
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St

Slika 1.3: Prolazak minimuma procesa (S;) kroz interval (a, b].

“+oc

/1{STeA, Sr<si v tefo, )T =
0

b—a

Cc

(9. 5.),

jer izraz sa lijeve strane predstavlja upravo vrijeme koje minimum trajektorije provede
u skupu A, $to se najbolje vidi na slici 1.3. Stoga zaklju¢ujemo R, (A) = 1’_7“, Sto se i
trazilo. O

Lema 1.3.4 H, je restrikcija od \ - Ry x F na (0, +00), odnosno

H.(A) = A / F(A — y)dR, ().

Dokaz. Definiramo funkciju f: R* — R s

f($, y) ::1<foo,0}tr)1A(17+_y)'

Funkcija f je ocigledno omedena, pa je prema teoremu 1.2.8 proces (M;; ¢t > 0) definiran
S

M, = Z F(Su—y ASy) - Ir\yo1 (AS,) //f u—s Y) - Ir\joy (y)dv(y)du

O<u<t

(FF)-martingal ¢ije su trajektorije neprekidne zdesna. Bududéi da je 7, vrijeme zaustavlja-
nja, slijedi (vidi npr. Karatzas i Shreve [35], problem 3.24 (i) ) da je (Ma-,; t > 0) ponovo
(FF)-martingal (s trajektorijama neprekidnim zdesna). Ocigledno vrijedi

M = > f(Su, AS) ey (AS) < Y f(Sus, AS) - Ipyop(AS,) <1

O<u<tATH 0<u<7'+
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jer je (uz ovako definiranu f) rije¢ upravo o broju skokova iz skupa (—oo, 0] u skup A koje
proces nacini u vremenskom intervalu [0, 7,]. Stoga vrijedi sup,5q E [M;),, ] < 1 < oo,
pa prema teoremu 3.15 iz Karatzas i Shreve [35] slijedi da postoji (g.s.) limy_,eo Minr,,
koji se jo§ k tome nalazi u L'. Primjenom teorema o opcionalnom zaustavljanju (Karatzas
i Shreve [35], teorem 3.22) slijedi

E(M

T+

)= E(M,;) = E(My) =0 Vt >0,
odnosno
T+
B| Y f5us 280 mu(@S)| = E | [ [ 50, o dv)dn| . (123)
O0<u<t4 0 R
Pri tome podrazumijevamo M., = 0 na {7, = +oo}. Lijeva strana u (1.23) jednaka je
E Z L oo, 0(Su)1a(Su) 1m0} (ASW) | = B [1a(Sr)1fry<oc}]
O<u<t4
= P(S;, € A, 14 <o0)=H(A).

Prema propoziciji 1.2.6 (S;) je Lévyjev s pripadnom Lévyjevom mjerom dv = AdF, pa je
desna strana u (1.23) jednaka

T+ T+ +oo
E //1{5‘“gO}l{Su+yeA}1R\{0}(y)dV(y)du = F A//1{5u+yeA}dF(y)du
0 R . 0 O
-

= E A/F(A—Su)duJ .

0

Gotovo sve trajektorije procesa (S;) imaju najvise prebrojivo skokova, pa za gotovo sve
w € Q vrijedi da su funkcije ¢t — F(A — S;_(w)) it — F(A — Si(w)) (g. s.) jednake
s obzirom na Lebesgueovu mjeru. Stoga su i integrali takvih funkcija po svakom skupu
jednaki, te uz oznaku g(y) = F(A — y) primjenom leme 1.3.2 slijedi

T+ T+ 0

H.(4) = E | / F(A—S)dt| = E | / g(S)dt| = A / 9(y)dR. (y)

= /\/F(A—y)dR+(y)-

—00
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O
Dokaz teorema 1.3.1 . Prema lemi 1.3.3, mjera R, je apsolutno neprekidna s gusto¢om
74+ (y) = t1{y<oy. Stoga uz pomo¢ leme 1.3.4 imamo redom

0

Ho(4) = )\/F(A W) (y)dy = A //1Az+y)r+( VAF(2)dy

= //1A2+yr+ JdydF(z —)\//1,4 Jro (v — 2)dvdF(z)

R
:A/
A

gdje smo koristili Fubinijev teorem i u c¢etvrtom koraku zamjenu varijable v = z + y.
Zakljucujemo

ri(v — 2)dF(z)dv,

%\%

+o0 +oo
A A—
hel@) =2 [ 1o = 2aP) =2 [ 1 wl@)dF() = ST)
0 0
O
Prema upravo dokazanom teoremu,
H
H(z) = PHi<z |7 <o0)=P(S,, <z |7 <o0)= J(g;)
A j_
= F(t)dt.
o) | 7
0
Uzmimo u gornjoj jednakosti lim,_, ., $to nam daje
A
C’gb( ):uX:
odnosno \
(0) = “EX (1.24)

Fola) = — / F(t)dt, (1.25)
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slijedi

H(z) = Fy(x), (1.26)
odnosno distribucija prvog rekordnog uzleta je upravo integrirani rep distribucije skokova
(zahtjeva za isplatom). Zanimljivo je uociti da ona uopée ne ovisi o intenzitetu \ pri-

stizanja zahtjeva. Napokon, i Pollaczek-Hin¢inovu formulu (1.12) mozemo izraziti preko
parametara modela u obliku

ot = (1-22) 37 (22 ) (127

C
n=1

Za dokaz ovog rezultata (tj. teorema 1.3.1), kako smo vidjeli, klju¢na je bila formula
kompenzacije (1.15). Ista nam pomaze da dobijemo i jaci rezultat, koji ée nam kasnije
trebati.

Teorem 1.3.5 Uz oznaku PO)(-) = P(- | 7, < o0) vrijedi
(7/) P(O)(S7—+ > {]3, _S7—+, > y) = FO(.ZE _|_y)’

(ii) PO(S,, <z)=PO(-S

T4 —

<z)=Fy(w),

(iii) PO(AS,, <) = uix / ydF(y),
0

(iv) Neka je U ~ U(0, 1) i nezavisna od AS,, s obzirom na vjerojatnost P, Tada je

Hi=s

(U - AS

T4+

(1 - U) ) AS‘f+) (ST+ﬂ _ST+*)

s obzirom na PO,

Dokaz. (i) Fiksirajmo z, y > 0 i primjenimo fomulu kompenzacije (1.15) iz teorema
1.2.8 na funkciju

flus v) = Licoo, —y) (u)Lia, 100y (u +0).

Primjenom teorema o opcionalnom zaustavljanju kao u dokazu leme 1.3.4 slijedi

E | D Lo, —)(Su-)ia, +oo) (Su) Lm0y (ASw)

U<U§T+

<
~ B / / Lo (Su) Lo, ooy (S + 0) gy oy (o) (o)du | . (1.28)
[0 R
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Lijeva strana u (1.28) jednaka je P(S,, > z, =S, >y, 74 < 00), dok na desnoj uz
dv = AdF imamo

T+ +oo T+ +00o
FE /1{Su_<y}/1{5u_$>v}d1/(v)du = F )\/I{Su_<y}/1{5u_:1:>v})dF(U)du
0 T . 0 T
-

— E|A / Lis, <o F((z, +00) — Su_)du

0

Buduéi da gotovo sve trajektorije procesa (S;) imaju najvise prebrojivo skokova, vrijedi
da su slucajne varijable

T4 (w)
w / Lisy_ <y (W) F({(x, +00) — Sy (w))du i

o / Ls,< @) F({z, +00) — Su(w))du

(g. s.) jednake, pa uz g(u) = F((z, +00) — u)l(_ o, —4(u) primjenom lema 1.3.2 i 1.3.3
slijedi
T+
P(S;, >z, =S;, >y, 7. <o0)=FE )\/ Lis,<—p}F({z, +00) — S,)du

0
0 -y

— B fg(Su)du :)\/g(u)dR+(u):)\/F(<x, +00) — w)dR, ()

0 —00
-y )\ -y +x©
= )\//1@7 tooy (U +v)ry (w)dF . / /dF /F(x—u)du
—oo R —00 T—U
v
= -~ | F .
c/ (u)du
Tty

Podijelimo 1i lijevu i desnu stranu gornje jednakosti s 1(0) = Aux /¢, tvrdnja (i) slijedi.
(i7) slijedi direktno iz (i) uzimanjem lim,x o, odnosno lim, .

(77i) Upotrebom formule kompenzacije uz

flu, v) =10, 100y (u+ )10, 41(v)
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i teorema o opcionalnom zaustavljanju na isti nacin kao i u (i), te uz oznaku g(u) =
F({—u, z]) dobivamo

P(AS,, <1, 7 < ) // 0 o) (S +0) L0, a1(0) i oy ()l (o >d}
= \E 7}7((—5“_, z])du| = \E [F((—Su, z])du| = \E 7g(5’u)du

0

- )\/g(u)dR+(u) - %/OF«—U, 2))du = —/F((—u, 2))du =
o2 ]

=2 [aru

dudF (v) = %/UdF
0 0

te tvrdnja ponovo slijedi dijeljenjem s (0).

(1v) slijedi direktnim ra¢unom pomodéu (ii7). O

Na zalost, u opéem sluc¢aju formula (1.27) predstavlja i krajnji domet, tj. zatvorenu
formu izraza za 1)(u) nije moguée izracunati. Navedena relacija ipak ne dopusta eksplicitni
izracun vjerojatnosti propasti u beskonacnom vremenu, dok je za vjerojatnost propasti u
konacnom vremenu (vidi (1.4)) situacija jos i gora, jer za sada nemamo nikakav rezultat.
Ova ¢injenica usmjerava nase daljnje istrazivanje i navodi nas na pokusaje da dobijemo
asimptotske rezultate za trazene vjerojatnosti. Pokazuje se da rezultati takve vrste kljucno
ovise o analitickim svojstvima repa distribucije zahtjeva F.

Preciznije govoredi, ovise o brzini konvergencije F(r) — 0 kada z — +oc. U prvom
slucaju, kada je ona eksponencijalna, govorimo o laganom ili eksponencijalno ogranicenom
repu distribucije, odnosno o sluc¢aju malih zahtjeva. U drugom slucaju, kada je ona sporija
od bilo koje eksponencijalne funkcije, govorimo o teskom repu distribucije, odnosno
slucaju velikih zahtjeva. Vaznu klasu takvih distribucija ¢ine takozvane subeksponencijalne
distribucije. Pokazuje se da nacin na koji se dogada propast (odnosno izgled trajektorije
koja vodi u propast) kljuéno ovisi o takvom (asimptotskom) ponasanju repa distribucije
zahtjeva.

Navedene slucajeve detaljno obradujemo u nastavku teksta.



Poglavlje 2

Slucaj malih zahtjeva

U tekuc¢em poglavlju pokusat ¢emo dobiti odgovore na pitanja o vjerojatnostima propasti
i izgledu trajektorija koje vode u propast u slucaju kada je rep distribucije zahtjeva
eksponencijalno malen.

2.1 Cramér-Lundbergov koeficijent

Idudi je rezultati osnovni. Dokaz tvrdnje (i) moze se pronaéi u Grandell [31], odjeljak 1.1,
dok za (74) i (474) upu¢ujemo na Embrechts et al. [19], teorem 1.2.2.

Teorem 2.1.1 (Cramér-Lundbergov teorem) Uzmimo Cramér-Lundbergov model s
uvjetom cistog profita p > 0 i pretpostavimo da postoji v > 0 takav da

C
deF =14+ 2.1
0/ v (2.1)

Tada vrigede slijedeée tvrdnje

(i) Za sve u > 0,

Ulu) <e™ (2.2)
(i1) Ako, pouvrh toga, vrijedi
/xe”mf(x)dx < 00, (2.3)
0
onda
lim " (u) = C' < o0, (2.4)

U— 00

27
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Ime Rep F ili gustoéa f | Parametri
Eksponencijalna F(r)=e® A>0
Gama f(z) = FB(Z) e P 0, B>0
Weibullova F(z) = e c>0,7>1
Odsjecena normalna | f(x) = \/ge_% —

Tablica 2.1: Distribucije malih zahtjeva. Sve su koncentrirane na (0, +oc).

gdje je
. -1

v
C = —/:Ee”‘”F:Ed:E . 2.5
i [ 7O 29

(iii) U slucaju eksponencijalne distribucije F(x) =1 — e~%/*, (1.27) se svodi na

b(u) = —— exp {—ﬁu} . u>0. (2.6)

1+p

Sve distribucije zahtjeva F' koje zadovoljavaju uvjet (2.1) nazivamo eksponencijalnim
distribucijama ili, u kontekstu modela, distribucijama malih zahtjeva. Tipicni predstavnici
popisani su u tablici 2.1. Koeficijent v > 0 koji se pojavljuje u navedenom uvjetu nazivamo
Cramér-Lundbergov eksponent, dok sam uvjet nazivamo Cramér-Lundbergov uvjet. Kada
imamo proces rizika sa takvom distribucijom velicine zahtjeva, govorimo o slucaju malih
zahtjeva. Kako vidimo, u tom slucaju teorem 2.1.1 nudi asimptotsko rjeSenje problema
vjerojatnosti propasti u beskonac¢nom vremenu. Takoder, relacija (2.2) daje nam gornju
granicu za svako u > 0, te istu nazivamo gornja Cramér-Lundbergova granica.

Ovdje se valja zapitati §to tocno lezi iza uvjeta (2.1) i (2.3) iz teorema. Ve¢ prvi pogled
otkriva da, u analitickom smislu, Cramér-Lundbergov uvjet (2.1) u stvari opisuje svojstva
funkcije izvodnice momenata distribucije rekordnih uzleta Fy (vidi (1.25)).

Definicija 2.1.2 Funkcija izvodnica momenata vjerojatnosne distribucije F' je funkcija
f: R—= R definirana s

fs) = [ ewir )

Ako je X slucajna varijabla sa distribucijom F', onda pisemo f(s) =F [eSX}.

Funkcija izvodnica momenata uvijek je definirana za s < 0. Cramér-Lundbergov uvjet
trazi da ona bude definirana na (—oc, v] za neko v > 0 te da isti taj v bude rjesenje
jednadzbe fo(v) =1+ p, gdje je fo funkcija izvodnica momenata distribucije Fy. U tom
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Ime Rep F ili gustoca f Parametri
Lognormalna flx) = \/%me*““*“)z/@fﬂ) peER,0>0
Paretova f(m) = (Hﬁ)a a, k>0
Burrova F(z) = (Kff)a a, Kk, 7> 0
Benktanderova I | F(z) = (1 +2(8/a) Inz)e #lne)’~(at])ine a,B>0
Benktanderova 1T F(x) = e/fg=(1-)¢—aa’/B a>0,0<p<1
Weibullova F(z) = e c>0,0<7<1
Loggama f(x) = %(ln z)P gt a, >0

Tablica 2.2: Distribucije velikih zahtjeva. Loggama i Benktanderove su koncentrirane na
(1, 400), a ostale na (0, +00).

smislu, sva moguca ponasanja od fg dana su slikom 2.1. Pri tom v oznacava lijevu apscisu
konvergencije od fg.

Egzistencija od v nuzno povlaci i jedinstvenost. Buduci da je Fj koncentrirana na
(0, 400), uvjet (2.3) povladi

0< fol(u) = /:Ee”xdFo(x) < +o0.
R

Dakle fo strogo raste prolaze¢i kroz tocku (v, 14 p), pa jedinstvenost slijedi zbog ¢injenice
da je to konveksna funkcija. S druge strane, ni za jednu od distribucija zahtjeva iz
tablice 2.2 Cramér-Lundbergov eksponent ne postoji, odnosno dogada se treéi slucaj iz
slike 2.1. Ta ¢injenica ima svoju tezinu zbog toga Sto proizlazi da upravo te distribucije
odgovaraju stvarnim podacima o velicinama zahtjeva iz npr. portfelja pozarnog osiguranja
(za empirijske dokaze vidi Hogg i Klugman [34]), ali i iz mnogih drugih. Pri tom posebno
naglasimo vaznost Paretove distribucije, koju detaljno opisujemo u poglavlju 3. Ona
predstavlja i lijep primjer za treéi slucaj iz slike 2.1, jer se odmah vidi da za a, x > 0
vrijedi

“+oo

fols) = 1 / " kY (k + x) "%z = +o0, Vs> 0.
Hx

0
Relacija (2.1) ujedno i opravdava naziv eksponencijalna distribucija. Iz nje lagano dobi-
vamo E [e"¥1] = 2% < 400, te zbog

E [e”Xl] > / e"X1dP > " P(X, > 1)
{X1>7}

slijedi B
F(z) <e™E[e"™], (2.7)
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N PN

fo(s) fo(s)
14 p|
S — s

(2) (3)

Slika 2.1: Moguéi slu¢ajevi s obzirom na Cramér-Lundbergov uvjet.

odnosno rep distribucije velicine zahtjeva je eksponencijalno malen.
Relacijama (2.1) i (2.3) mozemo pristupiti i s tocke gledista vjerojatnosti, §to nas
dovodi do pojma pridruZene slucajne Setnje, koju proucavamo u idu¢em odjeljku.

2.2 Pridruzena sluc¢ajna Setnja

Iduca se opazanja nanovo temelje na diskretnom kosturu (R,; n > 0) procesa (Sy; t > 0)
(vidi (1.8)). Kako smo vidjeli, rije¢ je o slu¢ajnoj Setnji s negativnim driftom, $to proizlazi
iz, uvjeta ¢istog profita (1.6). U tom svjetlu, laganim se ra¢unom vidi da su uvjeti (2.1) i
(2.3) iz teorema 2.1.1 ekvivalentni uvjetima

G >0 takavdaje E[e"] =1 i E|[|Z|e""] < . (2.8)

U nastavku teksta koncentriramo se na slucajnu setnju R, = Y., Z; koja zadovoljava
(2.8). Za funkciju distribucije od Z; koristimo oznaku G i pretpostavljamo da je ona
nearitmeticka.

Prva jednakost iz (2.8) omogué¢ava nam da definiramo tzv. eksponencijalno nagnutu
funkciju distribucije G, relacijom

T

Golz) = / G (y). (2.9)

—00

Definirajmo diskretnu filtraciju (F,; n > 1) s F, = o(Z,..., Z,) i uzmimo standardnu
oznaku Foo = 0 (Up>1F,). Sada pocetni izmjerivi prostor (€2, F) na kojem je promatrana
Setnja definirana mozemo slobodno zamijenitis (€2, F, ). U smislu istrazivanja ponasanja
nase Setnje time ne gubimo nista jer F,, sadrzi sve dogadaje u kojima sudjeluju varijable
(R,), odnosno (Z,). S druge strane, na F,, mozemo definirati novu vjerojatnosnu mjeru
]3, prvo na m-sistemu dogadaja

{{Zlgxla-"a anxn}a nGN, x1€R}
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relacijom

P(Zl S {O P Zn S J“n) = HGU(zZ)a
i=1

a zatim istu jedinstveno prosiriti do najmanje sigma algebre generirane tim m-sistemom,

sto je upravo Fu,. Pod novom vjerojatnos¢u P imamo slucajnu setnju s distribucijom

prirasta G, za koju zbog (2.8) vrijedi 0 < iz < +o0, gdje je iz = E[Z;]. Da bismo to

lakse vidjeli, oznac¢imo s 2(s) funkciju izvodnicu momenata od Z;. Prema prvoj relaciji

iz (2.8) ona postoji na [0, v] i 2(0) = 2(v) = 1. Druga relacija iz (2.8) garantira da je

Z'(v) = [ ze"*dG(z) konacno, odnosno E[Z] = #'(v) postoji. Napokon, # je konveksna
R

funkcija za koju je 2'(0) = gsz(z) = % < 0 zbog uvjeta ¢istog profita (1.6), pa
zakljuéujemo E[Z;] = 2'(v) > 0. Nova Setnja (s obzirom na distribuciju) ponaga se sasvim
suprotno od stare u smislu da je drift promijenio predznak, te ju nazivamo pridruZena
sluc¢agna Setnja. No iako se ponasanje potpuno promjenilo, veza izmedu tih dviju sluc¢ajnih
Setnji je vrlo uska.

Dok je u slucaju malih zahtjeva problem asimptotskog ponasanja vjerojatnosti propasti
rijeSen relacijama (2.2) i (2.4) iz teorema 2.1.1, pridruzena sluc¢ajna Setnja uvelike nam
pomaze da odgovorimo na pitanje:

Uz veliki pocetni kapital u, kako izgledaju tipicne trajektorije koje vode u propast?

Iz takvih razmatranja na kraju proizlazi i asimptotski rezultat za vjerojatnosti propasti
u konacnom vremenu. Kako smo u uvodu i spomenuli, rezultate takve vrste iskazujemo
u terminima konvergencije po P®-vjerojatnosti i po P®-distribuciji. Za u > 0, vjero-
jatnost P jest vjerojatnost P gledana uz uvjet da se dogodi propast uz pocetni kapital
u, tj.
PW() = P(- | 7(u) < o0).

To je posve prirodan nacin za opis asimptotike dogadaja propasti, jer bilo koja familija
dogadaja (A(u); u > 0) takva da je A(u) C {7(u) < oo} po P-vjerojatnosti moze
konvergirati jedino prema 0.

Definicija 2.2.1 Za sluéajne varijable (A,; u > 0) kaZemo da

()
(i) po P -vjerojatnosti konvergiraju prema sluc¢ajnoj varijabli A i pisemo A, T A

ako
Ve>0 lim P™(J4, — Al >¢)=0.

U— 00

(ii) po PW _distribuciji konvergiraju prema ]B—distm'buciji sluc¢ajne varijable A i pisemo
A, ﬂ) A ako B
Ve GR)  lim BV [f(4,)] = E[f(4)].

gdje s Cy(R) oznacavamo skup svih omedenih neprekidnih funkcija f : R — R.
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Napomenimo da je u (i7) u stvari rije¢ upravo o slaboj konvergenciji pripadnih induciranih
mjera, medutim gornja je notacija ipak nesSto pogodnija za nastavak rasprave. Takoder,
gornja se definicija moze prosiriti na slu¢ajne elemente A,, A s vrijednostima u nekom

metrickom prostoru (S, d).

Prvu vezu izmedu dviju Setnji vidimo veé¢ u ponasanju kona¢no dimenzionalnih distri-
bucija, sto je opisano idué¢im rezultatom.

Propozicija 2.2.2 Za proizvoljan n € N vrijeds

lim P™(Z, < x4, ..

U—00

':‘Zﬁ S xn)

P(Zlgflfl,..

o D < Ty).

Dokaz. Uz M = sup,,, R, definirajmo i A = {R; <wu,..., R, <u}. Slijedi

1
PY(Zy < xy,..., Zy<ax,) = mP(M>u, A Zy<x,..., Zn <)
U
1
——P(M >u, A°, Z; < ceny Lp < xy
+ ’QZ)('U/) ( u, 3 1> 21, ’ _LL')
= (I+1II). (2.10)
P(M>U, A, Zlgxl,...,anxn)
= P(sup Ry >u, Ry <wu,..., Ry <w, Zy <xy,..., Zy < Iy)
k>n+1
+o0o
= P( U {Rp >u, Ri<wu,..., Ry <u, Zy <wy,..., Zpn<1x,})

k=n+1

k=n+1

k>n+1

P( sup (Zn+1++Zk)>u_Rna ngua"'a Rngua Zlgxla'

+0o0
P( U {Zn+1++Zk>u_Rna ngua"'a Rngua Zlgxla"'a anl'n})

ey Zp < ).

Zbog nezavisnosti prirasta slucajne setnje vrijedi supys, 1(Znt1 + -+ + Z) 4 M, pa

imamo

P a2
] = . 1‘7m ul® , e

Definiramo li familiju funkcija

Blu— 2 == 2,)

Gu(Z1y ey 2n) =

P(u)

L oo, w (21, 21+ 22, - ..

y 21+ o+ 2n)dG(z) - - - dG(2).

c 24+ 2n), u>0,
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uvjeti (2.8) preko relacije (2.4) iz teorema 2.1.1 povlace

lm gu(z1,..., 2,) = /G2 V(g 0 2,) € R™.
U— 00

Iz (2.4) slijedi da za ¢ = C'/2 postoji ug(e) takav da Yu > ug(e) vrijedi e’"4p(u) > C/2,
pa pomocu (2.2) dobivamo

—v(u—z1——2n) —v(u—z1——2n) ) 1
e €
e < + < eVaitotam) [ 2
N Plun(e)

_|_
C 1p(uo(e))
sto je prema (2.8) integrabilno s obzirom na dG™. Sada primjenom Lebesgueovog teorema
o dominiranoj konvergenciji slijedi

[— / / A 4G (1) < dGzn) = P(Z0 < 31, -, T < )

kada u — +oo. Nadalje, zbog {M > u} C A°

W(u)

gdje je B € B(R)" zadan s

= P(Z <., Zy < g, A%) = / / 1B(z11;)'(”)’ 2 4G (z1) -+ dG ),
u

n
B = U{(Zl"“’ 2n) ERY; 2y <wy 21420 <y, 242 <uy 29tz > ul
k=1

Zbog oblika skupa B podintegralna funkcija ocigledno tezi u 0 kada u — 400 za sve

(21,..., zn) € R". Takoder je kao i ranije mozemo dominirati integrabilnom funkcijom,

pa jos jednom primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji slijedi da

Il — 0 kada u — +oc, ¢ime je tvrdnja propozicije dokazana. ]
Oznac¢imo prvi trenutak prelaska Setnje preko nivoa u s 74(u), odnosno

a(u) = inf{n > 1; R, > u}. (2.11)

Indeks d naglasava da je u pitanju diskretno vrijeme, kako ga ne bismo mijesali sa konti-
nuiranim vremenom 7(u) definiranim u (1.3). Veza izmedu navedenih vremena je oblika
T(u) = Zzi(lu) Y;, a uo¢imo i to da 74(u), 7(u) — o0 P— (g.s.) kada u — +oo. Takoder,
ocigledno vrijedi {74(u) < oo} = {7(u) < c0}.

U nastavku, oznacimo s G,, empirijsku funkciju distribucije slu¢ajnog uzorka 7y, ..., Z,,
tj.

1 n
Gul®) == Lz<ay (2.12)
=1
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Prema Glivenko-Cantellijevom teoremu

|G, — G|| =sup |G,(z) — G(z)] — 0 P —(g9.s.) kada n — oc.
Tz€R

No takav rezultat ne znac¢i mnogo u smislu ispitivanja ponasanja trajektorija koje vode
u propast. Za odgovor na to pitanje trebali bismo promatrati G, (jer je upravo to
empirijska distribucija uzorka do trenutka propasti) i vidjeti ¢emu je ona bliska kada je
pocetni kapital velik. Primjetimo da G, jedino ima smisla promatrati s obzirom na
P®_ Sada je odmah jasno da ne mozemo dobiti potpuni analogon Glivenko-Cantellijevog
teorema, jer u ovom slu¢aju P™-(g. s.) konvergenciju niti ne mozemo smisleno definirati.
Takvu vrst konvergencije mogli bismo jedino promatrati na skupu (), {7a(u) < oo}, no
kod nas je isti P—zanemariv. Zato smo ve¢ na pocetku ogranic¢eni na rezultate u smislu
konvergencije po P™ vijerojatnosti ili po P™ distribuciji.

S obzirom na filtraciju F,, = 0(Z1,..., Z,), Ta(u) je vrijeme zaustavljanja pa shodno
tome uvodimo standardnu oznaku F,,,) za sigma algebru koja se sastoji od dogadaja A
sa svojstvom A N {ry(u) = n} € F,, ¥n € N. Uvedimo i oznaku B(u) za iznos za koji
Setnja prvi put preskoci nivo u, tj.

B(u) = R.rd(u) — U. (2.13)
Direktno iz relacije dG,(z) = €”*dG(z) slijedi

Lema 2.2.3 Za proizvoljnu Borelovu funkciju g : R* — R za koju navedena ocekivanja
postoje

Elg(Zi,..., Z)] = El[e"fng(Z,..., Z,)] i

Elg(Zy,..., Z,)] = E[e™g(Zi,..., Z,)].

Lema 2.2.4 Za proizvoljan dogadaj A, € F, ) vrijedi

P(Ay, ma(u) <00) = e™E[eP1,] i

E [e_UB(u)lA ]
(u) - u
PP = ElevBw]

Dokaz. Za proizvoljan n € N imamo A, N {ry(u) = n} € F, = o(Zy,..., Z,), §to
znaci da postoji By, € B(R") takav da je A, N {74(v) =n} = (Z1,..., Zn) *(Bun). Na
dogadaju {r4(u) = n} vrijedi relacija R, = u + B(u), pa prema lemi 2.2.3 slijedi

o o

P(Ay, tq(u) <o0) = Y P((Zi,.... Zy) € Bun) = > E[1p,,(Z1,.... Zy)]

n=1 n=1



2.2. PRIDRUZENA SLUCAJNA SETNJA 35

= N Ele ™15, (Zi..., Z)]

n=1

= ¢ VUE | vBW) Z 1, (Z1,..., Zn)
n=1

~—

= B [ePW1, ], (2.14

¢ime dobivamo prvu trazenu relaciju. Uvrstimo li u (2.14) A, = Q i podijelimo (2.14)
time, dobivamo i drugu.

Neka je H distribucija rekordnih uzleta s obzirom na vjerojatnost P odnosno P(?—[l <
x| 74 < 00). Pitanje koje se postavlja jest: ima li ona ocekivanje? Odgovor nam daje
iduéi rezultat, preuzet iz Feller [22], odjeljak XII.2, teorem 2.

Teorem 2.2.5 Neka je (R,; n>0), R, =Y | Z; proizvoljna slucajna Setnja koja krece
12 0. Tada vrijeds

(i) ako je E|Z] < 0, distribucije od T, i Hq su defektne,
(ii) ako je E[Zy] = 0 distribucije od 71 i Hy su nedefektne i E[r.] = 400,

(i1i) ako je 0 < E[Z)] < 4oco distribucije od 7o i Hy su nedefektne, imaju konacna
ocekivangja v vrijedi Waldova jednakost

E[H,| = E[r4|E[Z].
(iv) Oznacimo li s t(s) funkciju izvodnicu od T, vrijedi

iR>O
=1

n

Veé¢ smo ranije uoéili da za pridruzenu sluéajnu setnju vrijedi 0 < E[Z;] < +oo (vidi
(2.8)), pa slobodno mozemo uvesti oznaku h = E[H] jer je prema tvrdnji (iii) gornjeg
teorema trazeno ocekivanje konacno. Iskoristimo takoder priliku da uo¢imo kako je, prema
(iv), distribucija od 74 u opéem slu¢aju potpuno odredena vjerojatnostima P(R, > 0).
Konvergencije po lg—vjerojatnosti ipo ﬁ—distribuciji standardno su definirane, u smislu
da potonja predstavlja slabu konvergenciju mjera induciranih pomocu P-vjerojatnosti. Pri

.. P . d
tome koristimo oznake — i — redom.

Lema 2.2.6 B(u) d, B(o0) kada u — +o0, gdje je B(oo) slu¢ajna varijabla s distribu-

cijom danom s
xT

P(B(os) < 1) = i/u ()t

0
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Dokaz. Barzira se na rezultatima teorije obnavljanja, za detaljniju raspravu upuéujemo
na Feller [22], poglavlje XI. Slitno kao kod korolara 1.1.5 (odnosno teorema 1.1.3), i

obzirom na P niz rekordnih uzleta (Hn; m > 0) ¢ini ¢isti proces obnavljanja, s tim $to
ovoga puta on nije tranzijentan. Oznacimo K (u) = max{n > 0; H, < u} i definirajmo

Q(u, §) = P(B(u) < &) = P(Ryyq) — u < £). Zbog Rryw) = Hr(uy1
Qu, & = Y PHup—u<é K(u)=n)
n=0

= Zﬁ(%n+(%n+l_%n)_u§§a %nS'LL, %n+1_%n>u_%n)
_ Z/ﬁ(u—x<%n+l—m§u+§—x)dﬁ”*(x)

zz/ (ut € —a)— H(u—2)dH™ ().

Uz standardnu oznaku U(t) = >, H"™(t) (U je dobro definirana opéa funkcija distribu-
cije ¢iju pripadnu mjeru nazivamo mjera obnavljanja) slijedi

u

Qlu, &) = / (H(u+€ — ) — H(u— 2))dU(z).

Stavimo li z¢(t) = H(t+ &) — H(t) imamo
Qu, &) =U * z¢(u). (2.15)

Medutim gornja funkcija predstavlja jedinstveno lokalno ograniceno rjeSenje jednadzbe

Qlu, &) = z(u) + H + Q(u, &)

(vidi Feller [22], odjeljak XI.1), pa pomo¢u Smithovog glavnog teorema obnavljanja za-

kljuc¢ujemo
“+oo

. 1
Jim Q) == [ (o)
0
Sada raé¢unamo
+o0 t+€ +oo s

Jim Q(u. &) = %Jr/oozg(t)dt:%//dﬁ(s)dt:% gjdH dt+//dth
0

0 t 0
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((e) - Ayt -+ [ edi(s)
3

T

¢
(€ — @)+ [ (1= H(©)ds

S =

3
- L la - mwar

0

>

O
Ova nam lema daje i jo§ jednu reprezentaciju konstante C' iz teorema 2.1.1. Naime,
pomocu leme 2.2.4 uz A, = €2 imamo

C = lim " P(r4(u) < 00) = lim E [e‘”B(“)} =F [e_”B(OO)} , (2.16)
uU— 00 U—r 00

gdje smo u zadnjem koraku iskoristili ¢injenicu da je funkcija g(z) = e™* neprekidna

i omedena. Takoder, lema 2.2.6 omogucava nam da dokazemo i iduc¢i rezultat koji

¢e predstavljati vazan alat za istrazivanje konvergencije po P(-vjerojatnosti i P{*)-

distribuciji objekata koji su od interesa.

Lema 2.2.7 Ako su 'V, V, F. w)-1zmjerive slucajne varijable za koje vrijedi V, N V,

p(u)
ondaV, — V.

Dokaz. Za proizvoljan £ > (0 primjenom leme 2.2.4 imamo

Ele Py, vipy] _ P(Va=V]>¢)

POV, = V] >e) = ~— < -
E[e uB(u)] E[e VB(u)]

Uzmemo li u gornjoj relaciji lim sup,,_, , ., prema (2.16) slijedi

1 ~
limsup P (|V,, — V| > ¢) < 8 limsup P(|V,, — V| > ¢) = 0.

u——+00 u——+00

Lema 2.2.8 Kada u — +oo vrijeds

p Ly
Elrg(u)] | 1
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ra(w) po 1
u Kz
Dokaz. Prva tvrdnja, cak iuz (g.s.) konvergenciju, slijedi iz jakog zakona velikih brojeva,

¢injenice 74(u) — 400 P-(g. s.) kada u — 400 i nejednakosti

(iii)

Ry v _ R
Ta(w)  ~ Ta(u)  7a(u)

Prema lemi 2.2.7 (i) = (iii), pa je preostalo dokazati (ii). Kako smo primjetili u dokazu
leme 2.2.6, s obzirom na P niz rekordnih uzleta (Hy,; n > 0) ¢ini ¢isti proces obnavljanja
s nedefektnom distribucijom prirasta. Uz oznaku K(u) = max{n > 0; H, < u} (dakle
je K(u) + 1 ukupni broj obnavljanja u intervalu [0, u| jer racunamo i obnavljanje u 0),

elementarni teorem obnavljanja daje

ER@] 1 (2.17)
U h
Sada rac¢unamo
K(u)+1 00
EHgw] = E { (Hi ’H“)} =E > (M — Him))Ljis1<ku)
i=1 =1

= > E[(Hi—Hi1)lmi<rwy)

i=1

gdje smo u zadnjem koraku u iskoristili Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji.
Zbog {i—1 < K(u)} = {H;_1 < u} i ¢injenice da je ((Hy — Hy_1; k > 1) s obzirom na P
niz nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli, slijedi da su varijable H; — H;_1
1 1y 1<K(u)} Dezavisne, pa je

EMgws+] = ZE[%z — Hia|E[Lio1<ky] = E[Hi] Zﬁ(K(u) +1>4—1)
= E[H]B[K (u) + 1], (2.18)

Pri tome opéi rezultati teorije obnavljanja garantiraju konacnost sva tri oc¢ekivanja. Pri-
mjetimo i to da smo upravo dokazali i Waldovu jednakost iz teorema 2.2.5 (ii3).
Na slican se nacin pokaze jednakost

B[R] = E[Z1)E[ra(u)], (2.19)

samo $to se ovaj put koristi Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji $to nam
omogucava Cinjenica E[|Z;|] < oo (vidi (2.8)). Zbog Hi(u)+1 = Rr, ) slijedi da su i tu
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sva tri o¢ekivanja konac¢na, pa kombiniranjem (2.18) i (2.19) dobivamo

Elry(u)] = ﬁ—ZE[K(u) +1].

Tvrdnja (7i) sada proizlazi direktno iz (2.17). O

Propozicija 2.2.9 Za empirijsku funkciju distribucije G,, definiranu relacijom (2.12) vri-
jedi
pu)
||G7d(u) — G,,H — 0.
Dokaz. Prema Glivenko-Cantellijevom teoremu
|Gn — G,|| — 0 P —(g.s.).

Zbog 14(u) — 400 kada u — +oo P- (g. s.), prema lemi 2.2.7 dovoljno je vidjeti da su
slucajne varijable ||G,,w) — Go|| Fr,w)-izmjerive. No to lako vidimo jer je za proizvoljan
n € N zbog neprekidnosti zdesna ||G,, — G, || = sup;cq |Gn(t, ) — G, (t)| Fp-izmjeriva
sluc¢ajna varijabla kao supremum niza F,-izmjerivih, pa trazena tvrdnja slijedi iz definicije

Fry(w)-lzmjerivosti. ]
Gornja propozicija ve¢ sama sugerira na koji se nac¢in dogada propast. Grubo govoreéi,
kaze da je za veliki u empirijska P)-distribucija slu¢ajnog uzorka Zi,. .., Z:, ) bliska

ﬁ—distribuciji prirasta. Ve¢ ovdje se namece sumnja da bi slicna veza mogla postojati i na
nivou trajektorija, pa se odavde usmjeravamo na istrazivanje sli¢cnih rezultata na nivou
procesa. Taj nas put vodi na ispitivanje konvergencije slucajnih procesa po distribuciji,
odnosno slabe konvergencije vjerojatnosnih mjera. Osnovne definicije i rezultate dajemo
u iducem odjeljku.

2.3 Slaba konvergencija vjerojatnosnih mjera

U izlaganjima iz ovog dijela pratimo pristup iz Billingsley [12], gdje se mogu pronadi i
dokazi vecine rezultata koje navodimo, osim ako se eksplicitno ne navodi neki drugi izvor.

2.3.1 Preliminarije

Tokom cijelog izlaganja u ovom odjeljku sa S oznacavamo metricki prostor, a sa S sigma
algebru generiranu svim otvorenim skupovima u S. Za skup svih neprekidnih omedenih
realnih funkcija na S koristimo oznaku Cj(5).

Definicija 2.3.1 Ako vjerojatnosne mjere P,, P na (S, S) zadovoljavaju

lim [ fdP, = / fdP ¥f € Cy(S),
S

n—0c
S

kazemo da niz (P,) slabo konvergira prema P i piSemo P, = P.
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Teorem 2.3.2 Ako su P, Q vjerojatnosne mgjere na (S, S) sa svojstvom

[ rar= [ raq viecs)
S S
onda P = Q.

Za dokaz vidi Billingsley [12], teorem 1.3.

Direktna je posljedica gornjeg rezultata da, buduéi da brojevi [ fdP potpuno odreduju
vjerojatnosnu mjeru P, niz (P,) ne moze istodobno konvergirati prema dva slaba limesa,
odnosno slabi je limes jedinstven. Primjetimo i to da slaba konvergencija ovisi samo o
topologiji na S, a ne i metrici koja ju generira.

Idu¢i teorem daje nam koristan alat u obliku cetiri karakterizacije slabe konvergencije.
Pri tom skupom neprekidnosti od P nazivamo svaki skup A € S ¢iji rub 0A zadovoljava
P(0A) = 0. Teorem je preuzet iz Billingsley [12], teorem 2.1.

Teorem 2.3.3 Neka su P,, P vjerojatnosne mjere na (S, S). Iduée su tvrdnje ekviva-
lentne:

(i) P, = P,

(i) lim, [ fdP, = [ fdP ¥V omedenu uniformno neprekidnu realnu f,
(111) limsup,, P,,(F) < P(F) VY F zatvoren,

(iv) liminf, P,(G) > P(G) Y G otvoren,

(v) lim, P,(A) = P(A) V skup A neprekidnosti od P.

Podfamiliju 7 od S nazivamo familijom koja odreduje konvergenciju ako konvergencija
P,(A) — P(A) za sve skupove A € T neprekidnosti od P nuzno povlaci slabu konvergen-
ciju P, = P. Odredujucom familijom nazivamo podfamiliju 7 od S za koju vrijedi da su
svake dvije vjerojatnosne mjere P i () koje se podudaraju na 7 nuzno identi¢ne. Primjer
takve familije je svaki m-sistem koji generira S. Zbog jedinstvenosti limesa u R slijedi
da je svaka familija koja odreduje konvergenciju ujedno i odredujuca familija. Primjer
familije koja odreduje konvergenciju u slucaju kada je S separabilan daje nam rezultat iz
Billingsley [12], str. 14.

Teorem 2.3.4 U separabilnom metrickom prostoru S konacni presjeci otvorenih kugli
formiraju familiju koja odreduje konvergenciju.

Odredujuce familije i familije koje odreduju konvergenciju promatrali smo na nivou
izmjerivih skupova, §to nam je omoguéio dio (v) teorema 2.3.3. Usmjerimo li se na poc¢etnu
definiciju slabe konvergencije, slicne se familije mogu definirati i na nivou integrabilnih
realnih funkcija (npr. izmjerivih omedenih), gdje je primjer familije koja odreduje kon-
vergenciju Cy(S), a zbog teorema 2.3.2 to je ujedno i primjer za odredujuéu familiju. O
takvom c¢e pristupu nesto vise rijeci biti kasnije.
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2.3.2 Konvergencija po distribuciji

Teorija slabe konvergencije moze se prevesti na teoriju konvergencije po distribuciji. Iako
posljednja ne ukljucuje znacajnije nove ideje, za nase je potrebe pripadna terminologija
pogodnija, a i sami rezultati poprimaju nesto kompaktniju formu.

Neka je X preslikavanje s nekog vjerojatnosnog prostora (€2, F, P) u metric¢ki prostor
S. Ako je ono izmjerivo u smislu da je X~'(S) C F, nazivamo ga sluc¢ajnim elementom.
Svakom takvom pridruzujemo njegovu distribuciju, odnosno vjerojatnosnu mjeru P* na
(S, S) definiranu relacijom

PX(A) =P(X ' (A)=P{w: X(w)€eA}=P(Xe€A), AcS. (2.20)

Gornja se konstrukcija moze i poop¢iti. Ako je h izmjerivo preslikavanje izmedu izmjerivih
prostora (2, F)i (', F') i P vjerojatnosna mjera na (€2, F), mozemo definirati vjero-
jatnosnu mjeru P" na (€, F') relacijom P"(A") = P(h='(4")) = P(he A"), A’ € F' kao
gore. Za mjeru P" kazemo da je dobivena povlaéenjem mjere P na (€, F') pomocu h.
Ako je dodatno f izmjeriva realna funkcija na €', onda je f o h izmjeriva realna funkcija
na €2 i vrijedi

Teorem 2.3.5 (Teorem o zamjeni varijable) Pod uuvjetima kao gore, f je integra-
bilna s obzirom na P" ako i samo ako je f o h integrabilna s obzirom na P. U tom
slucaju vrijeds
/ (foh)dP:/fdPh, VA e F.
h=1(A") A
Dokaz ovog rezultata moze se pronaéi u Halmos [33], str. 163.

U situaciji kada je X slucajni element s vrijednostima u metrickom prostoru S i f
izmjeriva realna funkcija na S, kao specijalni slucaj gornjeg teorema dobivamo relaciju

/f(X)sz/fdPX, (2.21)

gdje ili ne postoji nijedan od gornjih integrala, ili oba postoje i jednaki su. Prevedena u
termine teorije vjerojatnosti, gornja relacija prelazi u

E[f(X)] = /fdPX- (2.22)

Neka su ((2,, Fn, Pn); n € N) i (Q, F, P) vjerojatnosni prostori na kojima pocivaju
slucajni elementi (X,; n € N) i X redom.
Definicija 2.3.6 KaZemo da niz sluc¢ajnih elemenata (X,,) konvergira po d,-distribuciji

slucagnom elementu X i pisemo X, % X ako slabo konvergiraju pripadne distribucije,
tj. ako PX» = PX.
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Ovdje je jos jednom rijec¢ o slaboj konvergenciji pripadnih induciranih mjera, ali su nam
gornje oznake pogodnije. One nam kazu koje slu¢ajne elemente promatramo i pomocu
kojih vjerojatnosti induciramo odgovarajuce distribucije.

Gornja definicija o¢ito nema smisla ako prostori vrijednosti S svih slu¢ajnih elemenata
i pripadne sigma algebre nisu jednaki (mi éemo uzimati uvijek istu topologiju na S, §to
garantira jednakost sigma algebri). Prema gornjoj definiciji, a s obzirom na formulu
zamjene varijable (2.22), odmah mozemo napisati

X, I X = Bf(X)] = E[f(X)] Ve CS).

Sada slobodno mozemo preformulirati teorem 2.3.3 na pogodniji oblik. Skupove A € S
za koje vrijedi PX(0A) = 0 sada nazivamo skupovima neprekidnosti od X.

Teorem 2.3.7 Neka su X,, X slucajni elementi s vrijednostima u (S, S). Iduée su
tordnje ekvivalentne:

(i) Xo 25 X,

(i1) lim, E,[f(X,)] = E[f(X)] Y omedenu uniformno neprekidnu realnu f,
(11i) limsup,, P,,(X,, € F) < P(X € F) V F zatvoren,

(iv) liminf, P,(X, € G) > P(X € G) V¥ G otvoren,

(v) lim, P, (X, € A) = P(X € A) V skup A neprekidnosti od X .

2.3.3 Produktni prostori

Neka je S = S’ x S” produkt separabilnih metrickih prostora S’ i S” (¢ime je i sam S
separabilan). Poznata je ¢injenica da su u tom slucaju Borelove sigma algebre tih prostora
povezane relacijom S = &’ x §”, odnosno

S=c{A x A", Aes, AeS".

Marginalnim distribucijama vjerojatnosne mjere P na (S, S) zovemo mjere P'(A') =
PA"x S"), A e §iP"(A") =P(S'"x A"), A” € §". Pojam marginalnih distribucija
ima svoju vaznost u okviru slabe konvergencije stoga Sto se ona moze karakterizirati na
nivou skupova neprekidnosti marginalnih distribucija, tj. imamo (vidi Billingsley [12],
teorem 3.1)

Teorem 2.3.8 Neka su P,, P vjerojatnosne mjere na produktu separabilnih metrickih
prostora S = S'" x S". Tada P, = P ako i samo ako P,(A" x A") — P(A' x A") za
proizvoljan izbor skupova neprekidnosti A" od P' i A" od P".
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Produktnom mjerom mjera P’ i P" na separabilnom S = S’ x S” zovemo jedinstvenu
mjeru P = P’ x P” definiranu na (S, S) relacijom P(A’ x A") = P'(A")P"(A"). Kod
konvergencije produktnih mjera imamo pojednostavljenje gornjeg kriterija.

Teorem 2.3.9 Ako je S separabilan, P} x P} = P' x P" ako i samo ako P, = P' i
P/l = P/l
p .

Pretpostavimo da su X' i X" sluc¢ajni elementi na istom izmjerivom prostoru (2, F),
s vrijednostima u separabilnim metrickim prostorima S’ i S” redom. Zbog

(X’, Xll)fl(Sl x SII) — O'{(XI, Xll)fl(Al x A”); AI c SI, A” c SII} g f

slijedi da je (X', X") izmjerivo preslikavanje s vrijednostima u S’ x S”. U sluc¢aju S’ = S”,
d'(2', y') je neprekidna realna funkcija na S’ x S’; te je tada d'(X’, X”) slucajna varijabla.

2.3.4 Konvergencija po vjerojatnosti

Kao i konvergenciju po distribuciji, i konvergenciju po vjerojatnosti mozemo preslikati
sa sluc¢ajnih varijabli na slu¢ajne elemente. Ako su (X,,), X sluc¢ajni elementi definirani
na istom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) s vrijednostima u separabilnom metrickom
prostoru (S, d), kazemo da niz X,, konvergira prema X po vjerojatnosti i pisemo X, Lo x
ako

Ve >0 liﬁﬂP(d(Xn, X)>¢e)=0.

Medutim, ovakva se definicija moze i poneSto promijeniti. Zadrzimo gornju situaciju,
ali uz to dodatno uvedimo niz (P,) vjerojatnosnih mjera na (2, F). Ideja jest da n-ti
¢lan niza d(X,, X) promatramo ba$ uz vjerojatnost P, (odnosno X, i X smjestimo na
(Q, F, P,)), gdje takav koncept odgovara konvergenciji po P"-vjerojatnosti koju smo
ranije spominjali. U nastavku zadrzavamo pretpostavku o separabilnosti prostora S.

Definicija 2.3.10 Uz gornje pretpostavke, kaZemo da niz (X,) konvergira prema X po
P, -vjerojatnosti i pisemo X, Py X ako

Ve>0 limP,(d(X,, X)>¢)=0.

Time smo malo odstupili od pristupa iz Billingsleya [12], pa ¢emo rezultate koji
ukljuc¢uju konvergenciju po P,-vjerojatnosti direktno dokazivati. Prvi je takav rezultat

Propozicija 2.3.11 Za proizvoljnu konstantu a € S vrijedi X, Pny 4 ako i samo ako
d
X, = a.
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Dokaz. Za dokaz dovoljnosti uzmimo € > 0 proizvoljan. Oznacimo li sa K (a, £) otvorenu
kuglu u S s centrom u «a i radijusom e, slijedi da je K (a, ¢)¢ skup neprekidnosti od P® te

(X @) 2 9) = Pu(X, € Kla, ) = P(K(a, ) =0,

Za nuznost, uzmimo neki skup A neprekidnosti od a. Budué¢i da mora biti P*(0A) = 0,
slijedi a ¢ OA, odnosno a € intA ili a ¢ A. U prvom slu¢aju sigurno postoji ¢ > 0 sa
svojstvom K (a, ¢) C intA, te imamo

P, (X, € A)> P,(X, € K(a, €)) > 1=P*A).
U drugom sluéaju je sigurno ¢ := d(a, A) > 0, pa zaklju¢ujemo

Pu(X, € A) < Po(d(X,, a) > ) — 0= PO(A).

Takoder vrijedi

Teorem 2.3.12 Ako X, % X i d(Xn, Y,) 25 0 onda Y, 2= X.

Dokaz. Neka je F' zatvoren skup u S i e > 0. Definiramo li F. = {z € S; d(z, F) < ¢},
imamo
P,(Y,€F)<P,(dX,, Y,) >¢)+ P, (X, € F.).

Bududéi da je F. i sam zatvoren, pretpostavke teorema i teorem 2.3.7 (iii) povlace

limsup P, (Y, € F) <limsup P,(X, € F.) < P(X € F,).

Pustimo li € | 0, zbog zatvorenosti od F'i neprekidnosti vjerojatnosti na padajuce nizove
dogadaja vrijedi F. | F. Tvrdnja slijedi ponovnom upotrebom teorema 2.3.7 (4i7). ]

U iduéem rezultatu pretpostavljamo da za svaki n X! i X' leze na istom vjerojatno-
snom prostoru, te da X', X poprimaju vrijednosti u separabilnom S’, a X/ u separabil-
nom S”.

Teorem 2.3.13 Neka jea" € S". Ako X, n, 1 i X)) Dy o onda (X, X/ A, (X', a").
Dokaz. Prema teoremu 2.3.8, dovoljno je pokazati
P.(X, €A, Xe A5 P(X'e A, d" € A")

za proizvoljan izbor skupova neprekidnosti A’ od X' i A” od a”. Stoga odaberimo takve
A"i A" (dakle je svakako a” ¢ 0A"). Ako je " € A” onda P,(X]! ¢ A”) — 0, pa zbog

pretpostavke X! 2m X' i P, (X! € A') < Py(X! € A', X" € A") + Py(X" ¢ A") slijedi

P.(X, € A)—P,(X, ¢ A") < P, (X, €A, X]eA")<P,(X, €A,
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odnosno

P(X, A X eA )Y PX' e A)y=P(X' € A, "€ A").

Ako a” ¢ A", imamo

P.(X, €A X e AY<P(X]eA")>0=PX' €A, d'eA).

2.3.5 Teorem o neprekidnom preslikavanju

Veé smo ranije vidjeli da, ako je h : S — S’ preslikavanje izmedu metrickih prostora,
svaka vjerojatnosna mjera P na (S, S) povla¢enjem pomocéu h inducira vjerojatnosnu
mjeru P" na (S, §') definiranu s P"*(A’) = P(h~1(4")). Nas§ je cilj u tom smislu istraziti
uvjete pod kojima P, = P povlaéi P" = P". Jedan o¢igledan uvjet takve vrste jest da
h bude neprekidna. U tom slucaju, za proizvoljnu f € Cy(S’) vrijedi f o h € Cy(S), pa iz
definicije slabe konvergencije slijedi

Jonar,— [(onar

S

odakle prema teoremu o zamjeni varijable (teorem 2.3.5) imamo

/ fdP" — / fdp",
S’ S’

odnosno P" = P Medutim, taj uvjet mozemo dodatno oslabiti, a da krajnji rezultat
jos uvijek vrijedi.

Pretpostavimo samo da je h izmjeriva, te s D) oznac¢imo podskup od S svih diskonti-
nuiteta od h.

Lema 2.3.14 Skup diskontinuiteta Dy, proizvoljnog preslikavangja h izmedu dvaju metrickih
prostora je izmjeriv.

Dokaz. S d i d' oznacimo metrike na S i S’ redom, te za ¢,6 > 0 definirajmo A, 5 kao
skup svih z € S za koje postoje tocke y, z € S sa svojstvom d(z, y) < d, d(z, 2) < 0
id(h(y), h(z)) > . Tada je A. 5 otvoren skup. Da to dokazemo, uzmimo z, € A, ;,
odaberimo pripadne 1o, 2o iz definicije i stavimo r; = max{d(zo, yo), d(zo, 20)}. Zbog
r1 < ¢ vrijedi r :== § —r; > 0. Sada za proizvoljan z € K(zg, r) slijedi d(z, z¢) < r =
d(z, yo), d(z, z0) < r+m < 6id(f(y), f(20)) > ¢, odnosno K(zg, r) C A. 5 po
definiciji. Nadalje, vrijedi
D= J ) 4

e€Qqt d€Qy
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Da to pokazemo, uo¢imo da gornja jednakost u stvari kaze
Je e Q sasvojstvomdaVdeQ, Iy, z€ K(z, §) takvi da je d'(f(y), f(2)) > ¢,
te se lagano vidi da je to ekvivalentno izjavi
JdeeQ, sasvojstvomdaVéde€Q, Fye€ K(x, d) takav da je d'(f(z), f(y)) > e.

Stoga zakljucujemo da je Dj, izmjeriv kao kombinacija unija i presjeka od prebrojivo
izmjerivih skupova. ([

Teorem 2.3.15 (Teorem o neprekidnom preslikavanju) Ako P, = P i P(D,) =0,
onda Ph = P".

Dokaz. Koristimo teorem 2.3.7 (iii), odnosno dokazujemo da za F' C S’ zatvoren vrijedi

limsup P"(F") < P"(F").

n

Zbog P, = P imamo

limnsup P,(h"Y(F")) < limnsup P,(h=Y(F")) < P(h=Y(F")).

Stoga je dovoljno dokazati P(h~1(F')) = P(h™'(F")), sto slijedi direktno iz ¢injenice
h=1(F") € h™'(F’") U Dy,. Da bismo pak to vidjeli, uzmimo x € h~'(F’). Tada postoji
niz (z,) C h™'(F’) sa svojstvom z,, — z. Ako z nije tocka diskontinuiteta od h, onda
h(zy,) — h(z), te zbog (h(zy)) C F' zatvoren slijedi z € h™ ' (F). O

2.3.6 Prostor Dia, b]

Oznacimo s D|a, b] prostor svih funkcija = : [a, b] — R koje su neprekidne zdesna i imaju
limes slijeva u svakoj tocki t € [a, b]. Na$ je cilj definirati metriku na tom prostoru uz
koju ¢e isti biti separabilan (i potpun), a da ta metrika istovremeno predstavlja poopéenje
sup metrike na Cfa, b] (koji je uz nju potpun i separabilan). I ovdje pratimo pristup iz
Billingsley [12], odjeljak 14, gdje se mogu pronaéi dokazi svih tvrdnji koje samo navodimo.

Neka je A skup svih rastué¢ih neprekidnih bijekcija A : [a, b] — [a, b] (dakle da = a i
Ab = b). Definiramo funkciju d : Da, b] x D[a, b] — R, relacijom

d(z, y) =inf{e > 0; I\ € A takvadaje sup |[M—t|<ei sup |z(t) —y(\t)| < e},
t€la, b) t€la, b]
(2.23)
te se pokazuje da je to metrika. Osnovna ideja vezana uz nju sastoji se u tome da

dopustamo da se bliske funkcije malo razlikuju i po x, a ne samo po y osi. Za konvergenciju
[a, b]
u metrici d koristimo oznaku —— . Idudéi rezultat predstavlja korisnu karakterizaciju

opisane konvergencije.
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[a, B]
Lema 2.3.16 =z, d—> x ako i samo ako postoji niz (A,) C A sa svojstvom

lim sup |z,(A\t) —z(t)|=0 1 lim sup [\t —t] =0,

n=¢cla, b n= ¢cla, b]
odnosno ako i samo ako su konvergencije x, o A\, — x 1 A, — 1d uniformne po t.
Za x € Dla, b] 1Ty C [a, b] definiramo oscilaciju od x na Ty relacijom

we(Ty) = sup |z(s) — z(t)]. (2.24)

s, t€Tp
U Billingsley [12], str. 110 je dokazana

Lema 2.3.17 Za proizvoljne x € Dla, b] i ¢ > 0 postoji subdivizija a = tg < t; < ... <
t, = b intervala [a, b] za koju vrijedi

wm([ti,l, tz>) <e Vi€ {1, 2,..., 7“}.

Direktno iz gornje leme dobivamo da je svaka funkcija x € D[a, b] ujedno i ograni¢ena,
pa i ovdje ima smisla promatrati sup metriku.

Propozicija 2.3.18 (Dla, b], d) je separabilan metricki prostor.

Dokaz. Dokazat ¢emo da je prebrojiv gust skup u Dla, b]

A[a, b _ U AL:I’ b}’

neN

gdje se Ale sastoji od svih funkcija koje na podintervalima oblika [a + %(b —a), a+
(b — a)) imaju racionalne konstantne vrijednosti i racionalnu vrijednost u b. Alo Bl e
oc¢igledno prebrojiv kao prebrojiva unija prebrojivih skupova, pa jos treba vidjeti da je
gust. Uzmimo stoga z € Dla, b] i € > 0 proizvoljne i neka jea =ty < t; < ... <t, =b
subdivizija sa svojstvom w,([ti_1, t)) < 5V i € {1, 2,..., r}. Oznacimo s T skup
svih tocaka iz [a, b] oblika a + £(b — a) za neko n € Nik € {0, 1,..., n}. Gornju
subdiviziju profinjujemo na iduéi na¢in: za svaku njezinu tocku ¢; ¢ T dodajemo dvije
tocke &, tP € T odabrane tako da bude

g <tr <t <t’ <ty i t’—tl<e.

Na taj nac¢in dobivamo novu subdiviziju {t;, t, tP?; i=1,..., r}, gdje u slucaju t; € T

podrazumijevamo t; = t/' = tP”. Zatim definiramo \ € A po dijelovima linearnu na nacin
ME=tl P =t

(¢ime je svaka tocka t; € T iz pocetne subdivizije fiksna za A).
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a tp  th ttP thtst  ty b
Slika 2.2: Graf od A

Tada je o¢igledno graf od A poligonalna linija i vrijedi A € A (vidi sliku 2.2). Takoder
vrijedi M —t| < &, YV t € [a, D], jer se najveée razlike postizu upravo u tockama loma
tP, gdje imamo |M\tP —tP| =P —t; < ¢ (ostale tocke loma su fiksne). Zatim iz aktualne
subdivizije ispustimo sve tocke t; ¢ T i preimenujmo subdiviziju koju time dobivamo u
a=59g<8 <...<S8p=>b. Definiramo z, s

€ [sicty 80, we(t) = fi, f; € Q takav da |f; — 2(si_1)] <§

iz.(b) == fo, fr € Q takav da |f — x(b)] < 5. Naposlijetku, za t € [s,_, s;), zbog
¢injenice da se At i s;_ nalaze u nekom intervalu [t;_;, t;) pocetne subdivizije, imamo

|2 () = 2(A)] < fao(t) = a(sia)| + [2(sia) — 2(AT)] < % +wg([tj, 1)) =¢.

Dakle je d(z, z.) < &, gdje je . € Al® ¥ ocigledno. O

Medutim, pokazuje se da metrika d ne ¢ini Dl]a, b] potpunim. Da bismo dobili i
to svojstvo potrebno ju je malo modificirati. Reducirajmo skup rastué¢ih bijekcija A na
podskup Ag sa svojstvom

As — Mt

S —

A €Ny < ||\|| =sup|log < 00,
s#L

gdje su s, t € [a, b]. Tada definiramo novu metriku dy na Dla, b] s

do(z, y) =1inf{e > 0; I\ € Ag takva da je ||[A|| <ei sup |z(t) —y(At)| <e}. (2.25)

t€la, b
Da je gornja funkcija dobro definirana metrika slijedi iz relacija

IATHE= T 3 Aol < I+ (e, (2.26)
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koje se lagano pokazu. Dodatni zahtjev kod metrike dy u odnosu na d jest Sto razlike
po z osi dodatno kontroliramo Lipschitzovim funkcijama s konstantom bliskom 1, tj.
grubo govorec¢i ne dopustamo da se funkcija A znacajno razlikuje od funkcije identiteta
na proizvoljno malom intervalu. Uz takav dodatni zahtjev, (D[a, b], dy) postaje potpun
metricki prostor, sto je lijepo opisano u Billingsley [12], str. 112-116. Takoder je sa¢uvana
i separabilnost, sto ¢emo i dokazati odmah nakon sto se upoznamo s jednom izvedenicom
oscilacije funkcije x € Dla, b].
Za x € D([a, b]) 10 < ¢ < 1 definiramo

’ f— 1 . .
wy(0) = }{2{ max wyltio1, ti), (2.27)

gdje infimum uzimamo po svim subdivizijama intervala [a, b] koje zadovoljavaju t;—t; | >

0, i =1, 2, ..., r. Tada je lema 2.3.17 ekvivalentna
lim w’ () = 0. (2.28)
6—0

Teorem 2.3.19 Metrike d i dy na Dla, b] su topoloski ekvivalentne.

Dokaz. Neka su z, y € Dla, b] takvi da je do(z, y) < ¢, gdje jee < i. Odaberimo A € Aq
sa svojstvom [|A[| < e 1supe, 4 |2(t) —y(At)| < &. Za funciju prirodnog logaritma vrijedi
log(1+s) > s—s?za|s| < £ ilog(l+s) < szas > —1, odakle zbog odabira & dobivamo
log(1 4 2¢) > € ilog(1 — 2¢) < —e. Upotrebom ¢injenice Aa = a imamo

At —
log(1 —2¢) < —e < log ; ¢

<e<log(l+2) VYte Dia, b

Odatle V t € Dla, b] imamo redom

At — M —1
a§1+26:>—25§
—a t—a

1-2< <2 = —2e(t—a) < M —1t<2(t—a),

te zakljucujemo sup;c(, [\t — t| < supye(q, 4 2(t — a)e = 2(b — a)e. Dobili smo

do(z, y) < i = d(z, y) < 2(b— a)do(z, 1). (2.29)

(U slucaju kada je 2(b — a) > 1, inace d < dy.) Uzmemo li proizvoljnu d-otvorenu
kuglu Ky(z, r)iry < min{Q(bT—ﬂI), 1}, vidimo Kgo(z, ro) C Ky(x, r) jer za proizvoljan
y € Kq,(z, 10)

1
do(z, y) <1y < 1= d(z, y) <2(b—a)dy(z, y) <2(b—a)ry <.
Da bismo vidjeli obrat, dovoljno je dokazati

1
e< d(z, y) < e? = do(z, y) < 4e +w(¢). (2.30)
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U tom slucaju za proizvoljnu dy-otvorenu kuglu Ky, (x, ) zbog lim._,o w! (¢) = 0 mozemo
odabrati 0 < e < } takav da 4e + w)(¢) < ro. Zato uz r odabran tako da bude r < &
slijedi Ky(z, r) C Kg,(x, 10), jer za proizvoljan y € Ky(z, r)

d(z, y) <r <e?=do(x, y) < de +wl(e) < ro.
Da dokazemo (2.30), uzmimo ¢ < 1 i p € A sa svojstvom

sup |ut —t| <e® i sup |o(t) —y(ut)] = sup [z(p ') —y(t)] <%
t€la, b t€la, b t€la, b

Zatim odaberimo subdiviziju {to,..., t,} intervala [a, b] takvu da jeVi ¢, —t;_1 >¢ei
welti—1, i) < wh(e)+e. (To mozemo po definiciji wl, tj. po definiciji infimuma.) Pomodéu
nje konstruiramo A € A na nac¢in A\t; = ut; za1 =20, 1,..., rilinearno na podintervalima
[t; 1, t;). Zbog u~'At; = t; i ¢injenice da je p~'\ rastuca slijedi da ¢ i p~' M\ uvijek leze
u istom podintervalu, pa za proizvoljan ¢ vrijedi

|2(t) — y(A)| < Ja(t) — 2(p™ " A)] + [2(p7 M) — y(M)] < wy(e) + e +e* < wp(e) + e
Stoga je, da bismo dokazali teorem, dovoljno jos vidjeti ||\|| < 4e. Zbog At; = ut;
|(Mti = Mio1) — (G — tima)| < uti — i + |ptiog — tia] < 2% < 2e(tig —ti1),

odakle slijedi
M — M ,
1-2e <22 <142 Vi
i —tiz1

Graf od A je poligonalna linija izmedu tocaka (t;, At;), s pripadnim koeficijentima smjera
k;, i ni jedna spojnica tocaka (s, As) i (¢, At) ne moze imati koeficijent smjera veéi od
najveéeg k;, niti manji od najmanjeg (vidi sliku 2.2). Stoga iz gornje nejednakosti slijedi
da za sve s, t € [a, b

A — s
1—2<

<1+ 2¢,
— S

odakle uz pomoc¢ svojstava prirodnog logaritma kao i na pocetku dokaza dobivamo

—4de < log(1 — 2¢) < log i <log(1+ 2¢) < 4e,

— S

odnosno ||A|| < 4e. O
Tako nam je metrika dy pogodnija zbog potpunosti, neCemo posve napustiti niti d jer
je ona pak pogodnija u tehnickom smislu. To se dade primjetiti ve¢ u idu¢em rezultatu.
[a, 0]
Korolar 2.3.20 Neka je niz (x,) C Dla, b] i x € Cla, b]. Tada x, %'y o ako i samo
ako x, — x u sup metrici.
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Dokaz. Dovoljnost je ocigledna (uzmemo A = id), pa je dovoljno dokazati nuznost.

a, ]
Prema (2.29) slijedi x, sy x, a odatle prema lemi 2.3.16 slijedi da postoji niz (\,) C A
sa svojstvom lim,, 2, (A,t) = x(¢) i lim, A\t = ¢, uniformno po ¢ € [a, b]. Sada ra¢unamo

sup |zn(t) —x(t)] < sup |z,(t) — 2\ + sup |z(A M) — 2(1)]

t€la, b t€la, b t€la, b
= sup |xn()‘nt) - {B(t)| + sup |£E(t) - x()‘nt”a
t€la, b) t€la, b]
te tvrdnja slijedi uzimanjem limesa obiju strana. ([

Oznac¢imo s D najmanju sigma algebru koja sadrzi topologiju generiranu metrikom
dyp. S druge strane, zan € Nia < t; < ... <t, < b definiramo projekcije 7, .
Dia, b] > R" s

S

Ty 12 (T) = (2(t1), ..., z(ty)). (2.31)

Prema Billingsley [12], teorem 14.5 vrijedi da je D jednaka najmanjoj sigma algebri gener-
iranoj svim projekcijama gornjeg oblika, tj.

D= a{w;’lﬂ.’ L(BRY));neN, a<t; <...<t, <b}.

No na dokazu ovom prilikom nec¢emo inzistirati, buduéi da cijelu pripadnu konstrukciju
jo§ opéenitije razradujemo u iduéoj tocki, kod prostora D(R).

2.3.7 Prostor D[a, b)

U ovoj ¢emo tocki promatrati jednu izvedenicu metrickog prostora (Dla, b], dy) koja
nam je potrebna kako bismo navedeni prostor prosirili na funkcije definirane na cijelom
R. Ozna¢imo s D[a, b) skup svih funkcija f : [a, b) — R koje su neprekidne zdesna,
imaju limes slijeva u svakoj tocki, i za koje postoji lijevi limes u b. U tom sluc¢aju D[a, b)
nije nista drugo do skup svih restrikcija na [a, b) funkcija iz Dla, b]. Zbog postojanja
limesa u b za takve funkcije i dalje vrijedi lema 2.3.17. Na opisanom prostoru definiramo
funkciju d : Dla, b) x D[a, b) — R, gotovo jednako kao i u (2.23), jedino sto izraz
SUDyelq, 4 |7(t) — y(M)| < & mijenjamo s sup,e, 4 [2(t) — y(At)| < . Ponovo se pokazuje
da je takva funkcija metrika uz koju imamo separabilan metricki prostor. Pri dokazu
te ¢injenice, skupove AE{I’ "'iz dokaza propozicije 2.3.18 dovoljno je pretvoriti u skupove
Ale o koji se sastoje od odgovarajuc¢ih restrikcija. Vrijedi i odgovaraju¢i analogon leme
2.3.16. Bijekcije iz skupa A nemamo potrebe redefinirati.

Potom DJa, b) snabdjevamo metrikom dj, ponovo tako da u (2.25) supremum uzimamo
po zdesna otvorenom intervalu. Jos jednom ta je metrika topoloski ekvivalentna d i ¢ini
Dila, b) potpunim (pri c¢emu dokaz teorema 2.3.19 mozemo direktno prekopirati). Takoder
vrijedi i korolar 2.3.20, gdje je prostor C[a, b) opet dobiven restrikcijama iz Cla, b].

Na funkcijama iz D[a, b] o¢ito mozemo promatrati oba tipa metrika ($to ovisi o domeni
koju odaberemo u odredenom trenutku). U oznakama, situaciju ¢emo naglasavati na
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samim metrikama, pa ¢emo tako pisati dl® Y, do(®, Y)[a, 5y itd. Bududi da je veza izmedu
metrika oc¢ito dana s

(@, Yo, 5y = max{d(z, Y)ia, ), [2(b) —y(b)[}

do(, y)[a, b = max{dy(z, ?J)[a, b)> lz(b) — y(b)[},

vidimo da svaka konvergencija u Dl[a, b| vrijedi i na restrikcijama.

2.3.8 Prostor D(R)

S D(R) oznac¢imo prostor svih realnih funkcija z : R — R koje su neprekidne zdesna i
imaju limes slijeva u svakoj tocki ¢ € R. Njega snabdjevamo metrikom d, zadanom

+o00
do(w, y) =y 27(dy " (a, y) A1), @, y € DIR). (2:32)
K=1
Pri tome suma ide po svim K € N, A oznacava manji od dva broja, dok dE_K’ K (x, vy)
oznacava udaljenost u D[—K, K) restrikcija z|[_k, k) 1 ¥|[-k, k), kako je i opisano u
prethodnoj tocki. Zbog jasnoce, ubuduée ¢emo prostor (interval) na koji mislimo ukljucivati

- K]7 AE;K’ K}’ wzlv(g)[*fﬂ K)

i u oznake, pa ¢emo tako pisati d%ﬁK’ B il do(Z, Y)[-K, K)s Al
itd.

Odmah se vidi da je gornja metrika dobro definirana , te se pitamo u kojoj su mjeri
naslijedena svojstva metrika dE_K’ K 0d kojih je sastavljena. Prvi odgovor daje nam iduéi

teorem.
Teorem 2.3.21 (D(R), dy) je potpun i separabilan metricki prostor.

Dokaz. Za dokaz potpunosti sluzimo se pomoénom tvrdnjom koja se lagano is¢itava iz
dokaza korolara 2.3.20: ako je (x,) niz u D[a, b) koji konvergira prema nekom = € Dla, b),
onda vrijedi x,(t) — x(f) za svaku tocku ¢ neprekidnosti od x. Takoder, iz definicije
metrike na Dla, b) slijedi z,(a) — z(a).

Potpunost sada slijedi direktno iz ¢injenice da su (D[-K, K), d([fK’ K>) potpuni
metricki prostori. Uzmimo Cauchyjev niz (x,) u D(R). Tada za proizvoljan K € N
restrikcije na [— K, K) ¢ine Cauchyjev niz koji zbog potpunosti od D[—K, K) konvergira
prema nekoj funkciji 2% € D[—-K, K). Pri tome za K; < K, vrijedi da se 251 i 2% (zbog
jedinstvenosti limesa u R) podudaraju u svim zajednickim totkama neprekidnosti od z**
i 2 koje se nalaze u [~ K, K;). Kako je taj skup gust, a funkcije koje usporedujemo
su neprekidne zdesna, slijedi da se one podudaraju na [—K;, K;). Stoga je preslikavanje
r: R — R zadano s z(t) = 25(¢), gdje K € N zadovoljava ¢t € [-K, K) dobro definirano,

neprekidno zdesna i ocigledno vrijedi z,, — z.
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Tocéno ovdje i lezi razlog zbog kojeg smo u definiciji metrike na D(R) koristili metrike
na poluotvorenim intervalima. U slucaju da odaberemo zatvorene intervale, kontrapri-
mjerom se moze pokazati da D(R) vise nije potpun. Problem se pojavljuje u tockama
oblika ¢ = K € N u kojima funkcija kojoj konvergira niz (x,) opéenito nije neprekidna
zdesna.

Sto se separabilnosti tice, tvrdimo da je gust prebrojiv skup zadan s

o0

A=JALem,
K=1

gdje je A][R_K’ K skup svih funkcija koje dobijemo tako da funkcije iz skupa A= ) koji
je gust prebrojiv za D[—K, K) (vidi dokaz propozicije 2.3.18 i komentar na strani 51)
prosirimo konstantom lijevo i desno na nacin

z(t) =x(—K)zat < —Kix(t)=z(K—)zat> K. (2.33)

Uzmimo stoga # € D(R) i d > 0 proizvoljne. Odaberimo Ky tako da > %_. 1 27% <di
e > 0 takav da vrijedi € < £, /& < & i wl,(VE)[_k, k) < za sve K < K (5to mozemo
zbog lim,_,o w),(¢)—k, k) = 0 za proizvoljan K.) Prema lemi 2.3.17, mozemo odabrati
subdiviziju —Ky <ty < t; < --- < t, = Ky u kojoj se nalaze i tocke +1,..., +(K, — 1),
takvu da vrijedi

wm[ti,l,ti) <eg, i:O,..., r—1. (234)
Dalje nastavljamo potpuno isto kao i u dokazu propozicije 2.3.18, §to nas dovodi do

funkcije z; € Al7Ko Ko) ¢ D[—K,, K,) takve da je

d(zs, o)k, ky<e<—, zasve K=1,... K.

| =

Pri tom samo spomenimo da uniformnost po K < Kj slijedi iz ¢injenice da pripadajuca
rastuca bijekcija A € Al=%0: Kol konstruirana na isti nac¢in kao u propoziciji 2.3.18, ima
svojstvo A(£K) = K za sve K < K, odnosno A|_g, x; € A% K1 (to pak slijedi iz
¢injenice da tocke £ K iz subdivizije jesu oblika — K+ §2K0 za n = 2K, pa su fiksne za
A). Sada zbog (2.30) slijedi

do(zs, o)k, k) < 4Ve +wi(Ve) ik, k) <56, zasve K=1,... K.

Napokon, prosirimo x5 na R na nacin (2.33), ¢ime dobivamo

Ko Ko
dg(ZE(s, 1‘) S Z 2_K(d0($5, LE)[,K’ K) A 1) + o S 50 Z Q_K + 0 < 65,
K=1 K=1

¢ime je tvrdnja teorema dokazana. ]
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Topologija U koju na D(R) inducira metrika dy na prirodan nacin inducira sigma
algebru D = o(U). Kako smo i spomenuli u prosloj tocki, od interesa je vidjeti je li
ona jednaka najmanjoj sigma algebri generiranoj svim projekcijama. Same projekcije
definiramo na isti nacin kao i prije: zan € Ni —oco < t; < ... < t, < 400 proizvoljne
definiramo projekciju m, ¢, : D(R) = R" s

n

Ty, 1o (T) = (2(t1), ..., x(tn)).

Najmanja sigma algebra generirana svim projekcijama, odnosno najmanja sigma algebra
u kojoj su sve projekcije izmjerive jest

o{m,! 1, (BR")); n€N, —oco<t; <...<t, <-+oo}.
No familija koja generira gornju sigma algebru moze se smanjiti, odnosno vrijedi

Lema 2.3.22 o{m,' , (BR")); n€N, —co<t; <...<t, <+oo}=oc{m, ' (B); te€
R, B € B(R)}.

Dokaz. Za dokaz je dovoljno vidjeti da je lijeva sigma algebra sadrzana u desnoj, jer
obrat vrijedi trivijalno. Uzmimo proizvoljne n € N, —oco < t; < ... < t, < 400 i Borelov
pravokutnik By x By x -+ x B, € B(R"). Zbog

Tt (Brx - x By) = (7, (By),
=1

Tt (0{B1 X -+ X By; Bi€ B(R)}) = o{m,' (B x---x B,); Bi € BR)}
C o{m '(B); teR, BeBR)},

odnosno

T tn(BRY)) C o{m'(B); t €R, B € B(R)},
pa trazeni rezultat dobivamo uzimanjem unije po svimn € Ni —cc < t; < ... < t, <
—+00. U

Teorem 2.3.23 Uz gornje oznake, D = o{m, *(B); t € R, B € B(R)}.

Dokaz. Prvo dokazujemo DO, tj. D-izmjerivost jednodimenzionalnih projekcija. To ¢emo
napravit tako da ¢emo svaku proizvoljnu 7, prikazati kao limes niza D-izmjerivih funkcija.

Fiksirajmo ¢ € Riodaberimo K € N takavdat € (—K, K). Zatim uzmimo z € D(R)
i uzmimo proizvoljan niz (z,,) takav da do(x,, ) — 0. Tada vrijedii do(2n, z)_k, k) = 0,
odakle prema (2.29) slijedi d(x,,, =)k, k) — 0. Sada odaberimo niz (),) C A% Kl kao
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u lemi 2.3.16. Na isti nacin kao u dokazu korolara 2.3.20 moze se pokazati da vrijedi
xn(s) = x(s) za proizvoljnu tocku neprekidnosti s od z, odakle zaklju¢ujemo

Ty, = (g9.s) na [-K, K]
s obzirom na Lebesgueovu mjeru. Za ¢ = 1 postoji ng takav da za sve n > ny imamo

sup  |zn(t) —x(\pt)| < 1,
te|-K, K)

pa uzimanjem supremuma u relaciji
|20 (8)] < 2 (t) — 2(Ant)] + |2(Ant)],
slijedi da za sve n > ng vrijedi

sup e () <1+ sup  a(t)].
te[-K, K) te[—K, K)

Stoga prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji imamo da za ¢ > 0
takav da je (¢, t +¢) C [-K, K) vrijedi

t+e t+e

S [ asds 2 [ aos

t

Sto znaci da je za sve £ > 0 kao gore funkcija

neprekidna. Buduéi da je x neprekidna zdesna u t, zakljucujemo

1. = =
lim he(x) = z(t) = m(x),
odnosno 7; je izmjeriva kao limes niza izmjerivih funkcija.
Za dokaz C, fiksirajmo —o0 =ty < t; < ... < t, < t,41 = +00. Za proizvoljan
(aq,..., a,) € R" definiramo n(as, ..., a,) € D(R) na nacin

n(an, ..., an)(t) =a; za tet;, tiy), i=1,....,n
in(ay,..., a,)(t) = oy zat € (to, t1). Za bilo koji drugi izbor (o}, ..., o)) € R" ocigledno
vrijedi

do(n(an,..., an), m(al,..., o)) < max |o; — af,
0<i<n
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pa vidimo da je preslikavanje n : R® — D(R) neprekidno. Zbog neprekidnosti metrike
slijedi i da je za zy € D(R) preslikavanje dy(zo,-) : D(R) — R neprekidno s obzirom
na topologiju U induciranu metrikom dy, pa onda i izmjerivo s obzirom na D. Bududi
da je m;, .. ¢, izmjerivo s obzirom na sigma algebru o{r; '(B); t € R, B € B(R)} (lema
2.3.22), slijedi da je komporzicija

do(z0,")omomy 1, DR) > R* - DR) - R (2.35)

izmjeriva u paru sigma algebri (o{r;'(B); t € R, B € B(R)}, B(R)), za proizvoljne
20 € DR), n € Nity,..., t,.

Sada za proizvoljan m € N uzimamo skup —oo = —tm2pr) < —tm2 < -0 < =t <
to <ty < -+ <tm2 < ly2yq = 400 tako da stavimo ¢t; = L, i =0, 1,..., m*>. Tada
{#t;; i =0, 1,..., m?} ¢ini subdiviziju segmenta [—m, m]. Za taj novi skup definiramo

Nm kao i ranije. Tvrdimo
mh_{20 d0(207 nm(ﬂ-—tm2 (‘7")7 R 7Ttm2 (:E))) = dO(ZUa 1‘) (236)

za svaki izbor 29, © € D(R). Odatle slijedi da je dy(z, x) izmjeriva po z za fiksno zy kao
limes niza izmjerivih funkcija oblika (2.35). Ako dokazemo gornju relaciju dokaz je gotov,
jer tada za svaku otvorenu kuglu Ky(zg, €) u D(R) vrijedi

Ko(zo, €) = {z € D(R); do(z0, 7) < e} €o{r;'(B); tc R, Be B[R},

pa D C of{r, '(B); t € R, B € B(R)} slijedi zbog separabilnosti od (D(R), dy). Da
dokazemo (2.36), dovoljno je dokazati

7711—1)20 do(Zo, nm(’ﬂ',tnﬂ (.ZE), ceey 71',5m2 (.ZE)))[_K7 K] = dU(Z(], fl?)[_[(’ K] VKeN (237)

Fiksirajmo 2o, z, Ko ie > 0. Zbog neprekidnosti od do(20, -)[-k,, ko) dovoljno je pokazati
do(Mm (74, (), -y ™ (%)), ¥)—Ko, Koy — 0, 0odnosno pronaci mg takav da za sve m >
my vrijedi

d0(77m(7T—tm2 (1‘), ceey T o (l‘)), 1‘)[—[(0, Ko) < €.

Uzmemo li § <  takav da je 46 +w}(d) < &, zbog (2.30) dovoljno je pronaéi mq takav da
za sve m > my vrijedi

d(nm(w,th ()., Tt , (7)), @)=k, Ko) < 52,

Za to se sluzimo konstrukcijom slicnom onoj u propoziciji 2.3.18. Odaberimo subdiviziju
{sk} segmenta [— Ky, Ky za koju vrijedi

we([sk_1, s1)) < 0%, VY Ek.
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Za mg odabiremo neki prirodni broj koji zadovoljava my > K, m%) < 6%i mi < ming(sg —
Sk—1), te uzmimo m > my proizvoljan. Za taj m ubacimo u subdiviziju {s;} sve tocke
{#t;; i =0, 1,..., m?} oblika t; = # koje se nalaze u segmentu [— Ky, Kp|. Rastuéu
bijekciju A € Al~Ko» Kol definiramo po dijelovima linearnu izmedu to¢aka t; na slican nacin
kao i u propoziciji 2.3.18 (vidi sliku 2.2):

ako interval [t;_1, t;) ne sadrzi nijednu s onda \t; = t;

ako interval [t; 1, t;) sadrzi jednu si, onda A\t; = sg,.
Ta je definicija dobra jer svaki interval [¢t; 1, t;) zbog % < mio < ming (s — Sx_1) moze
sadrzavati najviSe jednu s;. Sada se na vrlo slican nacin kao i u propoziciji 2.3.18 vidi
At —t] < = < 0% za sve t € [—K,, Kol: najveca se razlika postize upravo u tockama
loma, no iz konstrukcije je vidljivo da ¢; i At; uvijek leze u intervalu [t;_q, t;]. S druge
strane imamo da t; 1 i skup A[t; 1, t;) istovremeno upadaju u neki interval [s; 1, si),
odakle slijedi

sup (g (@), ..., m L (7)) —x(M)| = sup |a(tioi) —z(t)] < 5.
tE[ti_l, ti> tE[Sk_1, 3k>

Time dobivamo

sup  nm(my (), ..., m L (1)) —x(M)| < 6% i sup M-t < 62,
tE[fKo, Ko) m m tG[*Ko, Ko]
odnosno
d(ﬁ?ﬂ(’”*tnp ({L“), ceey Tty ({L“)), x)[—KO, Ko) < 527
¢ime je teorem dokazan. O

Kao direktnu posljedicu korolara 2.3.20 imamo

Korolar 2.3.24 Neka je niz (z,) C D(R) i x € C(R). Tada z, oy 2+ ako i samo ako
xn(t) = x(t) uniformno po kompaktnim intervalima.

2.3.9 Produktni prostori i familije koje odreduju konvergenciju

Neka je (S, d) metricki prostor i Cy(S) skup svih omedenih neprekidnih realnih funkcija
na S. Uzmemo li vjerojatnosne mjere P,, P na S, po definiciji imamo

P,=P lim/fdPn:/fdP Y f e Cy(S).
S S

Veé¢ smo i ranije spomenuli pojam familije koja odreduje konvergenciju, ali tada na nivou
izmjerivih skupova u S (odnosno s obzirom na karakterizaciju slabe konvergencije mjera
na nivou izmjerivih skupova u S). Sada nam je od interesa promatrati minimalne familije
istog tipa na nivou funkcija, tj. s obzirom na gornju definiciju.
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Definicija 2.3.25 Familiju M C Cy(S) nazivamo familijom koja odreduje konvergenciju
ako vrigedi da za proizvoljan izbor vjerojatnosnih mjera P,, P na S svojstvo

li7rln/fdPn:/fdP VfeM
S S

nuzno povlaci P, = P.

Posebno je znacajno kako izgledaju takve familije kod produktnih prostora. Tocnije, ako
M|, odreduje konvergenciju na (Sg, dy), mozemo li nekako do¢i do odgovarajuée familije
na produktu danih metrickih prostora? To, naravno, ovisi o pretpostavkama koje dodamo
na opdi slucaj, a jednu takvu situaciju (¢ak i opcenitiju nego nam je potrebno) prenosimo
iz Etihier i Kurtz [21], propozicija 4.6.

Uzmimo niz (S, dy) potpunih iseparabilnih metri¢kih prostora s pripadnim Borelovim
sigma algebrama Sy. Tada je produkt S = [[;, Sy snabdjeven metrikom d(z, y) =
Sor 27 (dy(xk, yi) A1) potpun i separabilan metricki prostor, te vrijedi S = [~ Sk.

Teorem 2.3.26 Neka su (Sk, di), k € N potpuni i separabilni metricki prostori, te neka
je (S, d) definiran kao gore. Ako su My C Cy(Sk) familije koje odreduju konvergenciju
za Sy, onda je

M={f(@) =] felar); n€N, fre MU {id} za k=1,.... n}
k=1

familija koja odreduje konvergenciju za S.

Za nase potrebe interesantan je produktni prostor koji nastaje mnozenjem (D(R), dy)
i (R, |]). Produkt D(R) x R snabdjevamo metrikom d = dy + | |, odnosno

d((z1,11), (x2,y2)) = do(z1, 22) + |y1 — y2|, 21, 22 € D(R), w1, y2 € R

Buduéi da su polazni prostori separabilni (ovako definirana metrika generira upravo pro-
duktnu topologiju) slijedi

B(D(R) x R) = B(D(R)) x B(R).

Definiramo li na produktu drugu metriku d’ koja ¢ée se podudarati s pretpostavkama
gornjeg teorema, tj. d = (dg A1) + (] | A 1), lagano se provjeri da i ona generira
produktnu topologiju (tj. topoloski je ekvivalentna metrici d).

Napomenimo i to da cijela gornja konstrukcija u stvari vrijedi i za produkt n opcenitih
separabilnih metri¢kih prostora, posebno i za D[0, 1] x D[0, 1]. U svjetlu provedene
rasprave, kao direktnu posljedicu gornjeg teorema dobivamo.

Korolar 2.3.27 Jedna familija koja odreduje konvergenciju na D(R) x R, promatranom
uz metriku d = do + | | jest

M= {f(z, y) = filz)fa(y): f1 € Cy(D(R)), fo € Cy(R)}.
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2.4 Uvjetni grani¢ni teoremi za slucajne Setnje

U cijelom odjeljku promatramo slucajnu Setnju R, = Y _,_, Zj, Ry = 0 ocekivanja py < 0
koja zadovoljava uvjet (2.8). Pri tome zadrzavamo sve ranije oznake, pa tako primjerice
s G oznacavamo distribuciju od Z;, dok je G, definirana relacijom (2.9) (i predstavlja
distribuciju prirasta pridruzene slucajne setnje). S G,, oznacavamo empirijsku distribuciju
slu¢ajnog uzorka 7, ..., Z, (vidi (2.12)). U propoziciji 2.2.9 vidjeli smo da je, uvjetno
na dogadaj propasti, za veliki u distribucija od G, ) bliska eksponencijalno nagnuto]
funkciji distribucije G,,. Taj se rezultat jos moze i pojacati.
Za sve n € N definiramo empirijski proces &, € D(R) relacijom

1 n
En(t, W) = V/n(Gu(t, w) — G, (1) =vn <ﬁ D Lze<n — G,,(t)) . teR (2.38)
k=1
Nadalje, s W = (W (t); 0 <t < 1) oznac¢imo jedinicno Brownovo gibanje na [0, 1], a s
W=(W(t); 0<t<1)=(W(t)—tW(1); 0<t<1) pripadni Brownov most.
Teorem 2.4.1 Uz gornje pretpostavke vrijeds

{\/%Gm(u)(t) - Gy(t))}teR LN

u D(R), gdje je (W oG,)(t, w) =W(G,(t), w).

Prije dokaza iskazanog teorema morat ¢emo dobiti odredene medurezultate. Prvi takav
izvaden je iz Billingsley [12], str. 103-105.

Teorem 2.4.2 Neka je (ng; k € N) niz nezavisnih U(0, 1) distribuiranih slucajnih vari-
jabli definiranih na nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P). Tada

1 o d —
k=1 0<t<1

Gornji se rezultat moze generalizirati, te iz Pyke [37] preuzimamo

u D0, 1].

Teorem 2.4.3 Neka je (ng; k € N) niz nezavisnih U(0, 1) distribuiranih slucajnih vari-

jabli definiranih na nekom vjerojatnosnom prostoru (2, F, P), te neka je (N,; u > 0)
L o . . P

pozitivni cjelobrojni slucajni proces za kojeg vrijedi Ny, /u — 1. Tada

N,

1 u
{VNU<N E:l{ﬂk<t}_t)} d

k=1

0<t<1

u D[0, 1] kada u — oo.
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Definicija 2.4.4 Za proizvoljnu funkciju distribucije F' definiramo njezin generalizirani
inverz u oznaci F~' s

F~(y) = inf{a; y < F(2)} = sup{z; F(z) <y}

Lagano se provjeri da je gornja jednakost istinita, kao i to da je u slucaju kada je F' bijekcija
generalizirani inverz jednak inverznoj funkciji (8to opravdava oznaku koju koristimo).
Takoder, laganim se racunom pokazuje

y< Fla) < F(y) <a. (2.39)

Teorem 2.4.5 &, i> W oG, u D(R) kada u — oc.

Dokaz. Da bismo uopce krenuli u dokaz, morat ¢emo situaciju preslikati na novi vjero-
jatnosni prostor, (2, F, P), na kojem uz niz (Z;) ¢ija distribucija ostaje ista imamo
jos i niz (n) nezavisnih jednako distribuiranih U(0, 1) (s obzirom na P) slu¢ajnih vari-
jabli, nezavisan od (Z;). I na tom vjerojatnosnom prostoru na sli¢can nac¢in dolazimo do
vjerojatnosti P; definivamo P(Z; < z;, m; < @y, i = 1,..., n) = [T, Gu(zi) Fy(z;), te
proSirujemo na najmanju sigma algebru generiranu gornjim w-sistemom. Stoga je ovdje P
samo malo prosirenje u odnosu na prijasnju konstrukciju, te vrijede dosadasnji rezultati.
Uoc¢imo da je distribucija varijabli 7 s obzirom na P opet U(0, 1).

Definirajmo N, = 74(izu), u > 0. Iz leme 2.2.8 (7) slijedi N, /u , 1, pa primjenom
teorema 2.4.3 dobivamo

1 Tq(fizu) 7
1 _ 1 —t — W. 2.40
V Ta(fizu) i) ; (ne<t} (2.40)

0<t<1

Sada definiramo h : DI[0, 1] — D(R) relacijom h(z)(t) = z(G,(t)) i tvrdimo da je
ona neprekidna na C[0, 1]. Da bismo to i vidjeli, uzmimo niz (x,) C D0, 1] takav da
z, — x € C[0, 1], te pokazimo da tada nuzno slijedi h(x,) — h(z). Prema korolaru 2.3.20
vrijedi x, — x u sup metrici, tj.

lim sup |z,(t) —z(t)| = 0.

S druge pak strane za proizvoljan K € N imamo

sup  [h(zn)(t) = h(x)(®)] = sup |zn (G (1)) = 2(G,(1))| < sup |zn(t) — z(t)],

te[-K, K) te[-K, K) telo, 1]

pa odabirom A = id slijedi do(h(z,), h(z))[ K, k) < SuPiep, 17 [7n(t) — 2(t)] — 0 kada
n — oo za proizvoljan K € N. Stoga iz definicije dy zamjenom limesa i sume dobivamo

lim do(h(z,), h(z)) = 0,

n—oo
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odnosno neprekidnost od h na C[0, 1]. Budué¢i da su trajektorije Brownovog mosta
(g. s.) neprekidne, primjenom teorema o neprekidnom preslikavanju (teorem 2.3.15) na
konvergenciju u (2.40) dobivamo

T4(fzu) ~
P d N
Vializu) | s Z Line<cu(y = Gul1) LW,
Z

ter

Sada iskoristimo relaciju (2.39) koja nam daje {n, < G,(z)} = {G,'(nx) < x}, odnosno

Td Nzu ~
= d
Ta(fizu) E Ligz < — Gu(?) L Wod,.
MZU
teR

Napokon, zbog

P(G;'(m) < x) = P(m < Gu(w)) = Gy (w) = P(Z < x)

slijedi da niz (Z;) mozemo reprezentirati (po distribuciji) na nac¢in Z, = G, '(n;.), odakle
dobivamo

Td Nzu ~
= i —
Ta(fizu) Py o) E Liz<ty — G (t) — WoG,,

teR

0dnosno &r,(jizu) 4 Wo G,. Tvrdnja sada slijedi iz ¢injenice da su zbog jiz > 0 familije

U idu¢em koraku cilj je prije¢i s konvergencije po Eivdistribuciji na konvergenciju po
d, distribuciji. U tu svrhu uvedimo oznaku u' = u — +/u. Vazan korak predstavlja iduca
lema.

Lema 2.4.6 Za proizvolinu g € Cy([0, +00)) vrijedi

=~ P

Elg(B(u)) | Fryon] — Elg(B(20))];
gdje je B(u) = R, ) — u.
Dokaz. Stavimo h(z) = E[g(B(z))]. Dokazat ¢emo da vrijedi

Elg(B(u)) | Fryw] = h(x/u — B(uW) 1 puy< gy + 9(BW') = Vu)lipuys yay- (2-41)

Sam racun, kako formula i sugerira, vr§imo u dva dijela. Proces (74(u)) je neopadajudi,
posebno 74(u') < 74(u), a jednakost se postize na skupu {B(u') > /u}, odnosno {B(u') >
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Vu} = {ra(v') = 74(u)} (rije¢ima opisano: to je dogadaj na kojem je skok kojim proces
prelazi preko nivoa u veéi od u — u' = /u, odnosno proces istovremeno preskace u' i u).
Stoga na opisanom dogadaju vrijedi jednakost B(u) = B(u') — /u, odnosno g(B(u)) =

g(B(u') — /u), a time i
/ o(B(u))dP = / o(B() — Ya)dP, Y A€ Fyyu.
AN{B(u')> /u} AN{B(u')> J/u}

Da bismo uvjetno ocekivanje izra¢unali na skupu {B(u') < Yu} = {m(v') < 74(u)},
uzmimo A € F, oy (dakle AN {ry(v') =n} € Fo=0(Zy,..., Z,)) . Vrijedi

/ g(B(w)dP = ">" / 9B+ Zpsr + -+ Zir — u)dP

n=1 k=1

An{B(a)< Ya) = A=l {rg(w)=n} N {ra(w)=n-+k}
(2.42)
Uoc¢imo pritom
An{rw)=n}n{nu)=n+k}=4 N {rg@)=n}n{R, <u}n
N {Rn1 < uy.ooy Rygpor S u, Ry > u}
Neka je B; € B(R") takav da je
An{r()=nYn{R, <u} = (Z,..., Z,) (B))
i za a € R definiramo Bsy(a) € B(RF) s
By(a) = {(x1,-.-, )i 21 <@y, Ty + -+ a4 <0, 3+ 3 > al

Uz oznaku r, = 2y + - -+ + 2, viSestrukom primjenom osnovnog teorema o transformaciji
integrala i Fubinijevog teorema dobivamo

9(Ry + Znia + -+ Znys, — u)dP
AN{ra(w)=n}{ra(w)=n-+k}

= / / 9(rn + zni1 + -+ Zpgk — W)dGy(2p11) -« dGy(2n4k)dG L (21) . . . dG(2,)

B1 Ba(u—ry)

_ / / 9(rn + By — 0)dPdGy(21) . .. dG(2n)

B {ry(u—rn)=

Uvrstimo li to u (2.42), slijedi

/ 9(B( ZZ/ / 9(rn + Ry, — w)dPdGy (1) . .. dGy(2,)

AN{B(u')< Y} "=UEELE) fra(u-rn)
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_ ZZ/ / rn+RTdu oy — W dPAG, (1) ... dGy ()

n=1 k= lBl{Tdu )=

_ ZZ/ / B(u = 1,))dPAGy (1) . . . dG(z)

n=1 k= 1Bl{7'd’u )

_ Z/E[g(B(u—Tn))]de(Zﬂ---dGu(Zn)

= Z/ (u—1,)dG,(21) ...dG,(z)

n= lB1

= i / h(u — R,)dP

"= An{ra(u)=n}n{Rn <u}

= > / h(Y/+ ' = Re(un)dP

"= AN {ra () =n} N { R <u)

- / W - B())db,
AN{B(w)< Ya)

te je (2.41) dokazana. Prema lemi 2.2.6 vrijedi B(u) N B(oo) gdje je B(oo) slucajna

varijabla s nedefektnom P-distribucijom. U idu¢em koraku zelimo dobiti P(B(u') >
Vvu) — 0 kada u — oo. U tu svrhu uzmimo € > 0 proizvoljan i K > 0 sa svojstvom
P(B(x) > K) < ¢/2. Zatim odaberemo uy dovoljno velik da za sve u > wug vrijedi
|P(B(v') > K) — P(B(co) > K)| < €/2i /u > K. Zakljutujemo da za sve u > g
imamo

P(B(') > u) < P(B(W') > K) < |P(B(¢) > K)—P(B(c0) > K)|+P(B(x0) > K) < ¢
Slijedi )
g(B(’U/) — W)l{B(ul)>%} i) 0 kada u— o

jer za proizvoljan & > 0 vrijedi {g(B(v') — /u)1{pw)> yay = €} € {B(u') > /u}. S druge
strane imamo P(B(u') < /u) — 1 kada u — oo, odnosno

l{B(u’)S%} i> 1q kada u — oc.
Stoga je dovoljno dokazati h(/u — B(u')) L E[g(B(c0))]. No /u — B(u') 4, % kada
u — o0, u smislu da P(y/u — B(v') < ) — 0 kada u — oo za svaki z (jer se gornji
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postupak moze provesti i na izrazu P(B(u') > /u — z)). Buduéi da je g omedena vrijedi
h(z) = E[g(B(z))] — E[g(B(c0))] =: h(co) kada =z — oc.

Uzmimo sada €, 6 > 0 proizvoljne i K dovoljno veliki da vrijedi |h(u) —h(c0)| <& YV u >
K. Za takav K postoji ug takav da za u > ug vrijedi P(y/u— B(u') < K) < J, te tako za
sve u > ug zbog ¢injenice {|h(/u — B(u')) — h(c0)| > e} C {/u — B(u') < K} imamo

P(|h(s/u — B(u')) — h(c0)| > ) < P(y/u— B(u') < K) < 6,

¢ime je dokaz gotov. ([
Prije nego prijedemo na dokaz teorema 2.4.1 dokazimo jo$ jednu lemu.

Lema 2.4.7 Neka su (Ay; u > 0) i (By; u > 0) dvije familije nenegativnih slucagnih

varijabli na nekom vjerojatnosnom prostoru (Q, F, P). Ako je familija (B,) napeta i
P P

A, — 0, onda A, - B, — 0.

Dokaz. Fiksirajmo proizvoljne €, 6 > 0. Zbog napetosti, postoji K > 0 sa svojstvom
P(B, > K) < /2 zasve u > 0. S druge strane, zbog A, 0 postoji ug takvo da za sve
u > uyp vrijedi P(A, > ¢/K) < §/2. Stoga zbog {A, B, > ¢} C{B, > K}U{A4, > ¢/K}
slijedi da za sve u > ug vrijedi

P(A,-B,>¢)<P(B,>K)+ P(A, >¢/K) <.

O
Dokaz teorema 2.4.1. Radi lakseg razumijevanja (i buduéih potreba), opisimo na koji
nacin provodimo dokaz. On je zasnovan na pet tvrdnji od kojih smo jednu veé¢ dokazali, a
ostale tek trebamo. Neka je B slu¢ajna varijabla nezavisna od WoG),, s istom distribucijom
kao B(c0). Dokazujemo redom

(a) &) 4 Wo G, (teorem 2.4.5),

(1) d((Eruys B@)): (Enurys B(w)) - 0,
(©) (e, Bw) -5 (T oG, B),

(d) pomoéu (b) i (¢) (Eryy, B(u)) - (WoG,, B),

(e) pomocu (d) &) % WoG@G,,
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te na kraju pomocu (e) dobivamo tvrdnju teorema.
Tvrdnja (a) je ve¢ dokazana, pa dokazujemo (b). Uz iste oznake i argumente kao u
prethodnoj lemi imamo redom

Elrg(u) — ()] = > / kdP

n=LE=L e () =nn{ra(u)=n-+k}

— ZZ/ / kdPdG,(z) . ..dG,(z,)

"=LREIR fra(u-ra) =k}

= Z / Elra(u —1,)]dG,(21) . . . dG, ()
n=1

.S / Blra(u — Ry)|dP
"= ra(u)=n}n{ra(u)>7q(u))

_ / Blra(u— B') — u)]dP
{ra(u)>7q(u')}

— / Elra(Vu — 2)|dF gy (2)

(B Y
< EBlra(¥/u)) = O(Vu), (2.43)

gdje zadnja jednakost proizlazi iz ¢injenice E[ry(u)]/u — 1/fiz (lema 2.2.8 (ii)). Ozna¢imo
lis|| - || =supyer| - |, imamo redom (vidi raspravu u tocki 2.3.9)

d((é-Td(U)7 B(U)), de(U’): B(U))) = d(gﬂi gTd ) < ||€Td(u) gTd( )||
) (

/

Tq(u Tq(u
1 d
= Ta(u) @ Lze<y — Gu(t) | — VT E Lize<y — Gu(t)
k=1 k=1

- (\/Td(U)—\/Td(U’))Gu(t)+< L )Zl{zk“}
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Svodenjem na zajednicki nazivnik slijedi

7a(w)—T1a(w')

A(Eny: BW)), (Er. B(u)))g2(”(“)7;(3(“'”:2 .

jer nazivnik N 1/y/piz, dok brojnik — 0 u srednjem prema (2.43), pa onda i po P
vjerojatnosti.

Da bismo dokazali (d), prema teoremu 2.3.12 dovoljno je dokazati (c) (jer ve¢ imamo
(b)), t.

(rau), B(w)) <5 (W oGy, B),

a za to je prema korolaru 2.3.27 dovoljno provjeriti

lim B[f (&,00))9(B(w))] = E[f (W 0 G,)|Elg(B(c0))] = E[f (W o G,)g(B(c0))]

U— 00

za svaki par f € Cy(D(R)) i g € Cy(R). Uzmimo zato dvije takve funkcije (dakle | f| < M;
i|g| < M,); koriStenjem svojstava uvjetnog oc¢ekivanja i Jensenove nejednakosti u zadnjem
koraku imamo

ELf (€9 (Bw))] = ELf(W 0 G,)]Elg(B(o))]

= | B[/ (€ Elo(B(w) | Fryw]] = B [£(&ruu) Elg(B(oo))]
ELf () Elg(B(00)] = ELF (W o G,)]Elg(B(o<))]|

B ([ £ ()] - | Elg(B(w)) | Fryan] — Elg(B(o<))]|

(Bl )] = EL(T 0 G)]) Elg(B(oo))]|

ME [| Elg(B()) | Fryun)] — Elg(B(0)]|

E I:f(é-Td(U’))] - E[f(W © Gu)]

IN -+

IN -+

+

M,

Drugi izraz s desne strane — 0 jer &) i> W o G, prema teoremu 2.4.5. U prvom
izrazu s desne strane, prema lemi 2.4.6, izraz pod ocekivanjem — 0 po P vjerojatnosti, a
buduéi da je rije¢ o uniformno integrabilnoj familiji slu¢ajnih varijabli (zbog omedenosti
od g), slijedi da konvergencija prema 0 vrijedi i u srednjem. Time je dokaz relacija (c) i
(d) zavrsen.

Da bismo dokazali (e), prvo uo¢imo da prema lemi 2.2.4 vrijedi

dP(u) 67VB(U)
dP  E[e~BW)]

na Fr (),
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odakle zbog B(u) 4, B(00) i relacije (d) zaklju¢ujemo

Ele™P" f(&,w)] , Ele*P*E[f(WoG,)]

ELf (Eryw)] = ] — Fle 709 = BE[f(Wo@,)].

Dakle dokazali smo i (e), odnosno

Td(u) (GTd(u) - Gu) % Wo G,.
Da bismo presli na zadnji korak, odnosno tvrdnju

Vu
Viiz

prema teoremu 2.3.12 dovoljno je vidjeti

(Gryiw) — Go) 25 W 0 G,

do( AW (G — Gy <Gm<u)—Gu>) "o, (2.44)

Ocigledno vrijedi nejednakost

N
Viiz

te prvi ¢lan produkta na desnoj strani 50 prema lemi 2.2.8 (i). Za drugi se ¢lan
koristimo istom konstrukcijom kao u teoremu 2.4.5. Krenuvsi od

Td - V)

dy ( Ta(u)(Grywy — Gu), (Gryw) — Gl,)) < ‘1

,UZT a\u

7a(u)

Z k<t} i> Wa

k=1 0<t<1

koristimo ¢injenicu da je h : D[0, 1] — R definirana s h(z) = sup,cg |2(G,(t))| neprekidna
na C[0, 1], to nas preko teorema o neprekidnom preslikavanju dovodi do ¢injenice

Va)|Gry) — Gul| -5 L [WoG,ll

To znaci da je u pitanju relativno kompaktna, pa prema teoremu Prohorova i napeta

familija, te produkt 50 prema lemi 2.4.7. Stoga vrijedi (2.44) jer konvergencija po P
vjerojatnosti povlaci konvergenciju po P vijerojatnosti, ¢ime je teorem dokazan. ([

Dokaz gornjeg teorema sadrzi konstrukciju na koju ¢emo se naslanjati i ubuduce, s
time da u nju vise ne¢emo tako duboko i detaljno zalaziti. Naime, i dalje nastavljamo
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istrazivanje u smjeru asimptotske P distribucije procesa koji nastaju kao izvedenice ak-
tualne sluc¢ajne setnje, sve s idejom da ¢emo pomocu takvih rezultata uspjeti sto preciznije
opisati asimptotiku dogadaja propasti.

U nastavku dodatno pretpostavljamo

0 < &% = VarZ, < +oc, (2.45)

te promatramo niz slu¢ajnih procesa

[t
1

Iy =1<= Zr — I 2.46

5ovm 2 ) (240

0<t<1

u D[0, 1]. Prema (dobro poznatom) Donskerovom teoremu (vidi Billingsley [12], teorem
16.1) vrijedi

r, 4w,

gdje je W, kao i prije, jedini¢no Brownovo gibanje na [0, 1]. Opet bismo htjeli indeks n
u gornjoj relaciji zamijeniti s 74(u), za §to nam je potrebna iduéa propozicija (za dokaz
vidi Aldous [1], propozicija 1).

Propozicija 2.4.8 Neka su V,, n € N, slucajni elementi na nekom wvjerojatnosnom
prostoru, s vrijednostima u separabilnom metrickom prostoru (S, d), (1,) niz pozitivnih
cjelobrojnih slucajnih varijabli (na istom vjerojatnosnom prostoru) i (a,) C Rt takav
da a, — +oo. Neka je V sluéajni element (moZda na nekom drugom vjerojatnosnom
prostoru) s vrijednostima u istom metrickom prostoru kao gore. Iduce je ekvivalentno:

(i) Vni>ViV6>O 35>0 takav da limsup P( max d(V;, V,) >¢)<e

n li—n|<d-n

(it) Vi, sV 2a svaki par nizova (1,,) 1 (an) kao gore koji zadovoljava In P,
Qn,

Uvjet

Ve>0 30>0 takavda limsupP( max d(V;, V,)>¢)<e (2.47)

n li—n|<én

nazivamo Anscombeovim uvjetom. Zamjena n s 74(u) po¢iva upravo na provjeri tog uvjeta
na nizu Iy, za §to nam pak treba jedan tehnicki rezultat izvaden iz Billingsley [12], str.
69.

Lema 2.4.9 Neka je (X,,) niz nezavisnih sluéajnih varijabli ocekivanja 0 takav da vrijedi
VarX; = 0? < 400, Sy =Y 0, X; i 82 =" 02, Tada za proizvoljan \ > \/2 vrijedi

P(m<aX|Si| > Asp) < 2P(|S,] > (A — V2)s,).
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Ako su (X;) jos i jednako distribuirane, imamo
P(max|Si| > Av/no) < 2P(1S,| > (A = V2)V/no).
Sada smo spremni dokazati

Teorem 2.4.10 T, —& W u D[0, 1].

Dokaz. Zbog Donskerovog teorema i propozicije 2.4.8, dovoljno je provjeriti Anscombeov
uvjet (2.47) za niz procesa (I',). Neka je zato € > 0 zadan. Definiramo funkcije

B
o7(V1=08)(V1—-0+1)
_azs o1(5) = azs\/_ 55
as(d) N — V252, 2(5)— on] T — V257

i uoc¢imo da vrijedi redom lims o 1 (8) = 0, lims_o 51(0) = +oo, lims 0 as(d) = +oo i
lim,, 00 @5 (6) = a2(d) za sve § > 0. Odaberimo J(¢) takav da za sve § < d(¢e) vrijedi

al(é): 51( ) 7—\/_02

2&1( )

4~2

202 £ o
1) &—2v25,04(8) > 0, 2 Zz_ <, 3) (a9(0))? > —£ +1,
() 201(6) O GEn<y O (@@rz2
te za tako odabran d(¢) odaberimo ng(¢) € N takav da za sve n > ng, 0 < d(¢)
" 40
(@) (a3(0)? >

(to mozemo zbog al(§) — ay(d)). Uz oznake M = max{i, n} > n, m = min{i, n} <ni
|| ) || = Suptg[g’ 1] | : | imamo redom

—

nt) ;L

gt B < e |5 ;%—M i 22
. |mt| B ;L B
= e (G- ) s g S s
1 ) N
< g mmex \/_\/f ;(Zk—uz)
1 1 LMt
+ — max —— Z (Zx — Tiz)

Oz li—-n|<dn /M

=|mt|+1
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Iz nejednakosti |i — n| < dn direktno slijedi da za 6 € (0, 1) vrijedi V1 —dy/n < Vi <

V14 04/n odakle dobivamo
1 1

Vi S Ve

Rastavimo 1i |i — n| prema formuli razlike kvadrata, slijedi

on d/n
Vi-Vils G R S et

te naposlijetku

B
ﬁ(\ﬂ — o+ 1)V1-06

JW/
Stoga, uz oznaku S, =Y ,_,(Z) — [iz)

)
max do([';, I'),) < max sup |S
|i—n|<dn 0( ¢ ) O'Z\/_(\/IT—I—I)\/Th n|<5nte(] 1}‘ Lmt‘
S —
oA = Sl
< 1(9) max |S;| + —== max sup ‘SMt SLm”‘
\/ﬁ ji<n \/_UZ li— "|<6nt€[0 1]
= I+1II

Iskoristimo 1i (1), lemu 2.4.9 i Cebigevljevu nejednakost, slijedi

) = P sl > 52) <27 (1542 50— VeV

P(I >

DN ™

~2
noy €

EAC)

gdje smo u zadnjem koraku primjenili (2). S druge strane, zbog |z] — |y| < [z —y] + 1,
nezavisnosti prirasta slucajne Setnje, leme 2.4.9 i CebiSevljeve nejednakosti imamo

= 2P(|S,| > Bi(6)v/n) < 2

P(IT >

DO ™

= P max sup |S — Sim
) (\/_UZ li—n|<dn 4¢ Opl ‘ L] tJ‘ )
ﬁ( max max |S;| > 6\/§Uz> < ﬁ( max |S;| > 6\/_UZ>

li—n|<dn j<|M—m|+1 i<lon|+1

2P <|SL5nJ+1| > 6\/_02 —V24/|0n] 102)

. ) (|6n] +1)5%
2P <|SL6nJ+1| > a3(0)V/[0n] + 1) = 2(L57"LJ +1)(a3(9))?

VAN

IN

IN
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Time smo dobili da za sve n > ny(e) 1§ < d(e)

P max do(Ty, Tp)>¢) <PI>2)+PII>5) <e,
|i—n|<én 2 2
tj.
lim sup P ( m?xé do(Ty, Ty) > ) <e Vi§<de),
n i—n|<dn
¢ime je Anscombeov uvjet zadovoljen. ]

Gornji teorem jo§ uvijek nam ne daje nikakvu tvrdnju o Zzeljenoj asimptotskoj d,,
distribuciji procesa I'; (). Stoga moramo naciniti jos jedan korak, za Sto imamo idudci
teorem.

Teorem 2.4.11 T,y 2 W u D[0, 1].

Dokaz. Za dokaz teorema koristimo konstrukciju istovjetnu onoj u dokazu teorema 2.4.1,
odnosno dokazujemo relacije (a)-(e) koje su tamo navedene. Do sada smo veé osigurali
analogon relacije (a) (teorem 2.4.10), dok se analogoni od (c), (d) i (e) dobivaju na isti
nacin kao i kod teorema 2.4.1 (jer koraci dokaza ne ovise o definiciji procesa &), odnosno

FTd(U))'
Stoga odmah prelazimo na korak (b), odnosno

P
d((Cryw), Bw)), (Cry), B(u))) — 0.
Ponovo, zbog definicije metrike d i teorema 2.3.12, za to je dovoljno vidjeti

HFTd(“) -

)(t) = Tryn(t)] — 0.
tefo, 1]

Uvedimo za x € D0, 1] pojam modula neprekidnosti w(zx, ) s
w(z, 0) = sup |z(t) — z(s)| (2.48)

[t—s|<d

Vrijedi (vidi Billingsley [12], str. 110) lims,ow(z, §) = 0 <= =z € C[0, 1] i za
proizvoljno § > 0 preslikavanje w( -, J) je neprekidno na C[0, 1]. Stoga

HFTd - Td u’
a(u) a(u) a(u) u’
= Ssu 7— T u) T u)
te[(]pl A U’ al U’ al u’ 4(u)
T4 (u) T4(u) T4(u')
< 1= [ i 4 [ 2 (1, 1 - ) (2.49)
Td(u) Ta(u') Ta(u)
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Zbog neprekidnosti od || - || na C[0, 1] i teorema 2.4.10 prema teoremu o neprekidnom
preslikavanju slijedi

d
ITryll — [[W1],

Sto znaci da je familija (||, ||; « > 0]|) relativno kompaktna, pa prema Prohorovu i
napeta. S druge strane pomocu leme 2.2.8 lagano vidimo

te zaklju¢ujemo da prvi sumand u (2.49) L5 0. Zbog ,/5((;‘,)) L5 1, jo je preostalo

dokazati ) ~
w <FTd(u)7 1- Td(u )> L 0.
T4(u)

Fiksirajmo § > 0 i uo¢imo da zbog neprekidnosti od w( -, §) na C[0, 1] vrijedi

d
w(FTd(u), (5) — ’LU(VV, (5),
pa zakljucujemo da za gotovo sve € > 0 (s obzirom na Lebesgueovu mjeru)

Jl{gop (w(Tryw)s 0) =€) =P (w(W, §) >¢)
(pri tom je P vjerojatnosna mjera na prostoru na kojem pociva Brownovo gibanje ).
Zbog neprekidnosti trajektorija Brownovog gibanja imamo lims_,q w(W, ) = 0 P-(g. s.),
odnosno B
lim lim P (w(I'r,), 6) >¢) = 0.

6—0 u—o0

Napokon, za gotovo sve € > 0 i proizvoljno ¢ > 0 imamo

~ / ~ /
lim sup P (w (FTd(u), 1-— Td(u)) > 5) < limsupP (1 — () >0

U—» 00 7-d(u) - U—»00 Td(u)
+ lim suplg (w(FTd(u), 5) > 5) ,
U— 00
pa tvrdnja slijedi uzimanjem limesa po 0 obiju strana. ]

Zavrsni rezultat ovog odjeljka koji precizno opisuje asimptotsku d, distribuciju pro-
matrane slicajne Setnje (prisjetimo se: jedini zahtjevi su da je prirast konaéne varijance,
te da vrijedi (2.8)) sadrzan je u iduéem teoremu.

Teorem 2.4.12

({ vNﬁZ Ritry)) — t“} , { \/Nﬁz fzTa(tu) — tu} ) ﬂ) (W, —W)
0<t<1 0<t<1

Oy \/ﬂ Oy \/ﬂ



2.4. UVJETNI GRANICNI TEOREMI ZA SLUCAJNE SETNJE 73

Formalni dokaz jos ¢emo jednom malo odgoditi, tj. razloziti ga na nekoliko rezultata
koje ¢emo kasnije povezati u cjelinu. Takav je nac¢in pogodniji i stoga Sto opet uvodimo
nove pojmove, te cemo takoder promatrati i tre¢u varijantu prostora funkcija neprekidnih
zdesna s limesom slijeva: DI[0, oo). Zaustavimo li se malo na tom pojmu, vidimo da se
ni po ¢emu bitnom ne razlikuje od veé¢ promatranog D(R). Metriku na D[0, o) ponovo
definiramo pomoc¢u reda Skorokhodovih metrika na intervalima [0, K) (tj. dg]’ KA 1) s
tezinama 27X, pa se odmah vidi da je situacija istovjetna ranijoj, posebno da vrijede svi
analogni rezultati. Takvu metriku na D[0, oo) ponovo oznacavamo s dy, te ona u skladu s
gornjom napomenom taj prostor ¢ini potpunim i separabilnim. Takoder, najmanja sigma
algebra generirana odgovarajuc¢om topologijom, u oznaci D, jednaka je najmanjoj sigma
algebri generiranoj svim (jednodimenzionalnim) projekcijama (vidi lemu 2.3.22 i teorem
2.3.23).

Oznac¢imos Dy C D[0, oo) podskup nenegativnih, neopadajuéih i neomedenih funkcija
(dakle su sve takve ujedno i funkcije distribucije na R).

Definicija 2.4.13 (i) Za x € Dy definiramo njezin generalizirani inverz x—' s

2 () = inf{u > 0; x(u) > t}.

(ii) Za x € D[0, oo) definiramo preslikavanje x' s

21 (t) = sup{x(u); 0 <u <t}

Lema 2.4.14 (i) Za x € Dy vrijedi x—' € D).

Dokaz. (i) 7! je dobro definirana funkcija koja je oc¢igledno nenegativna i neopadajuca
(jer je x neopadajuéa). Da bismo vidjeli da je neomedena, odaberimo proizvoljan M > 0 i
definirajmo t, = x(M). Tada za sve t > tq slijedi z7'(t) > 27 (to) = inf{u; z(u) >t} >
M. Za neprekidnost zdesna, zbog monotonosti je dovoljno provjeritida V¢ >0, Ve >0
postoji d > 0 takav da je 7' (¢ + ) < 27'(¢) + &, odnosno

inf{u; z(u) >t+ 0} <inf{u; z(u) >t} +e.

Odaberimo ¢ i ¢; po definiciji infimuma postoji ug € [z7'(¢), 27'(t) + ¢) takav da je
z(ug) > t. Stavimo li 6 := (x(ug) — t)/2 slijedi ug < x7'(t) + & i x(ug) > t + 6§, odakle
vidimo

inf{u; x(u) >t+0} <ug < '(t) +e.
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(ii) Podskup Dy nenegativnih, neopadajuéi i neomedenih funkcija zbog neprekidnosti
zdesna mozemo prikazati kao

Dy = {x e D0, o) ) >0} ( (| {z €D, co); 2(q) — 2(r) > 0})

r<g; 7, ¢€Q
1 (AUt e 20 o0 ot 10
K=14€eQ
= [0, —I—oo)ﬂ( ﬂ (7 — ™) [0, +oo>ﬂ<ﬂ U7r (K, —I—oo),
r<q; v, g€Q K=14¢€eQ
Sto je izmjeriv skup jer su projekcije izmjerive. ([

Lema 2.4.15 Iduca su preslikavanja izmjeriva
(i) (¢, ) = c-x izR x D[0, o) u DI[0, o)
(i1) (z, y) — x +y iz D[0, oo) x D[0, co) u D[0, oc)
(11) v+ x~' iz Dy u Dy
(iv) s ' iz D]0, oo) u D[0, oo).

Dokaz. (i) vrijedi trivijalno jer je navedeno preslikavanje o¢ito neprekidno. Za dokaz od
(1) uo¢imo redom

z+y) (D) SDxD <= o((z+y) 'm (BR)); t>20) CDxD
7' (B)€eDxD Vt>0, BeB(R)

x+y) = m(x +y) izmjerivo V>0

[7(z +y)] {~00, @) EDXxD Vt>0, acR

Zadnja je pak tvrdnja istinita zbog prikaza

{(z, y) € D[0, oo) x D[0, o0); z(t) +y(t) < a}
= [J{(x, y) € D0, c0) x D[0, o0); x(t) <r}
reQ
N {(z, y) € D[0, oo) x D[0, oo); y(t) < a—r})

i ¢injenice da su u kompoziciji (z, y) — = — m(z) sva preslikavanja izmjeriva.
(iii) Oznacimo s D N Dy sigma algebru {A N Dy; A € D}. Kao i u (i), dovoljno je
pokazati
()] (—00, @) eEDNDy Yt>0, a€R,
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odnosno
{x € Dg; 7 '(t) < a} € DN Dy.
No za funkcije iz Dy lagano se pokaze
27 t) < s = x(s—0) >t
pa u stvari treba pokazati
{z € Dy; z(a —0) >t} € DN Dy,
sto slijedi iz prikaza
{z € Dy; z(a—0) >t} = U{:E € Dy; z(a—e) > t}.
e€Q
Za dokaz od (iv), na isti na¢in uo¢avamo
m(@)] (=00, o] =[] {z € D0, o0); z(q) < a}.
q€([0, )nQU{t}

U
Iduée dvije leme prenosimo iz Vervaat [45], leme 11 2.

Lema 2.4.16 Neka je (x,) C Dy, y € C[0, o0) i () C (0, +00) takav da e, — 0. Tada
je ekvivalentno

n(t) —1 _ ‘
(i) % — y(t) uniformno po kompaktima
. () —t

(i1) Zn — —y(t) uniformno po kompaktima.

Lema 2.4.17 Neka je (x,) C D[0, oo), y € C[0, oo) i (g,) C (0, +00) takav da e, — 0.
Ako

S —t . ‘
L — y(t) uniformno po kompaktima,
€n
onda +
t)—t
7:5"( ) — y(t) uniformno po kompaktima.
En

Uoc¢imo da, zbog neprekidnosti limesa y i korolara 2.3.24, obje gornje leme mozemo
iskazati i u terminima konvergencije u D[0, c0).

Prije nego prijedemo na dokaz teorema 2.4.12, uvodimo jos jedan rezultat, kljucan za
konstrukciju dokaza. Prema Dudley [18] vrijedi
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Teorem 2.4.18 Neka su A,,, A slucajni elementi s vrijednostima u separabilnom metrickom
prostoru S, takvi da 'Y, 4 Y. Tuda postoji vjerojatnosni prostor (U, F', P') i slucajni
elementi Al,, A" definirani na njemu s istim distribucijama kao i A,,, A, i takvi da vrijedi

A — A" P —(g. s.).

Dokaz teorema 2.4.12. Oznac¢imo slucajni element u D[0, 1] x D|0, 1] iz iskaza
teorema s (n., n2). Dokazat ¢emo

du A/ du
(Cruwys L) 2% (W, W), (Tryuys m2) % (W, —W). (2.50)

U ovom se trenutku s D[0, 1] prebacujemo na D[0, oo), te u tu svrhu definiramo

1
_ Z ; 0<t<1
fizTa(u) —1
H,(t) = < . |t7a(u)] ’
= Zp+ (= Dazma(u) | 5 t>1
fizTa(u) =1
\
b, — _ 9z I(t)=t, I,() = 7-‘jl(u)’uzt za t >0,

b ﬁZ\/Td(U)’ u

i prosirujemo Brownovo gibanje W na C[0, oc) s W (t) = W (1) za t > 1. Tada vrijedi

Nadalje, lagano vidimo

VAN

H, -1 1L
d(( = ,<er<u)>ogt§) —BE sy {[tru)] — )
u 0<t<1

IN

pa zakljucujemo
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(jer Tz u, W). Buduéi da je preslikavanje h : D[0, 1] — D][0, oco) definirano s

; 0<t <1

e ={ 70 Y5

o¢ito neprekidno na C[0, 1], dobivamo

H,—1
7 uy W w4 D0, oo).

@)
Odaberimo sada proizvoljan niz (u,) C (0, +00) takav da u, — +oc. Tada i b,, — 0,

pa prema teoremu 2.3.13 slijedi

H, —1
( v ,bun> duy (W, 0) u D0, o) x R.

Sada prema teoremu 2.4.18 postoji neki vjerojatnosni prostor (', F', P') i slucajni
elementi (A], Br), (W', 0') takvi da vrijedi

H, —1 )
(A" By <L ( : b) W, o)L W, 0) i (A,B) — (W, 0) P'— (g. 5.),

pri éemu u prvoj jednakosti mislimo na P® distribucije elemenata s desne strane. Stoga
prema lemama 2.4.16 i 2.4.17 slijedi

A B + D) —1 A B+ DT T
(A’In’ B;—” ( 1 ’nB—t_ ) , (( n ’I’L;I )) >—>(W’ O, WI, _WI)

Napokon, zbog jednake distribuiranosti, izmjerivosti svih upotrijebljenih preslikavanja i
proizvoljnosti niza (u,) imamo

(Hu—l (HJ)l—I) b ),

Nadalje, vrijedi

pa onda i

H,—T1 (HHY'-1

Neka se E C Dy sastoji od svih linearnih funkcija ¢ takvih da je ¢(0) = 0. Definiramo
¢ DI0, oo) x D[0, oo) x E — D|0, co) x D[0, o0) s ¥(x, y, ¢) = (x, yop). Evidentno
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je da je 1) neprekidna na C[0, oo) x C[0, oc) x {I} (jer tu imamo (z, y, ¢) = (z, y)),
pa iz teorema o neprekidnom preslikavanju slijedi

H,—I (H) ‘oI '—1I'\ a,
( b ) ( ) b ) — Uﬂc _LV)‘

Bududéi da je konvergencija u prostorima D[0, oc) i D[0, 1] prema neprekidnom limesu
karakterizirana uniformnom konvergencijom po kompaktnim intervalima, vrijedi da je
funkeija h @ D[0, co)x D0, co) — D[0, 1]xDI[0, 1] definirana s h(z, y) = (2j0, 1, Y|, 1)
neprekidna na C[0, oco) x C[0, oo), te slijedi

H, I HD) ol '~ I
<7> , <( W ok =L, ) oy (W, W) u D[0, 1] x D[0, 1].
by 0<t<1 by 0<t<1

Sada izracunajmo (H})~!. Kao prvo, tvrdimo

(") (t) =inf{s > 0; sup z(v) >t} =inf{s > 0; z(s) > t}, tj. (@) '=a""

0<v<s
(2.52)
Oznac¢imo lijevi infimum sa s, a desni sa sy, te neka je ¢ > 0 proizvoljan. Tada postoji
s € [so, So + €) takav da je supyc,<, z(v) > t, odnosno postoji vy € [0, s] takav da je
x(vo) > t. Zato po definiciji od s; imamo

51 <y <5< 80+¢,
odakle slijedi sg < s1. Za obratnu nejednakost uoc¢imo

{s >0; z(s) >t} C{s>0; sup z(v) >t}
0<v<s
te uzmimo infimum obiju strana, ¢ime je (2.52) dokazana.
Buduéi da za proizvoljan ¢ € [0, 1] vrijedi pz7q(u)H,(1) = ;d:(qf) Zy > u > ut
mozemo pisati redom

L7a(w)s]
(HN) NI, Y(t)) = inf{s > 0; H,(s) > ﬁzg(u)t} = inf{s > 0; kz_; Zy > ut}
= inf{s > 0; my(u)s = 14(ut)} = ?d((thZ))’ Vtelo, 1].
Dakle vrijedi
Ta(tu)  tu
(H) oI, (0) = I,'(H) _ 7a(uw)  Jizra(u) _ 1 fiz7a(tu) —tu
b, B iz IEZNC
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pa pomocu relacije (2.51) dobivamo

1 jugra(tu) — tu T4(u) d, 1
Lrywoci<t, | = ——F——— : W, -W, —— 1,
<( ) (OZ Ta(u) )0<t<1 Vi ) o ( V MZ)

a odatle zbog neprekidnosti mnozenja konstanti i funkcija iz D[0, 1]

Lz fzTe(tu) — tu d,
<(Fm(U))0§t§17 ( ;Z A d(\/?—z ) ) =5 (W, =W),
z 0<t<1

sto je to¢no druga relacija u (2.50).
Da bismo dobili prvu, za pocetak uoc¢imo

Ta(w)iiz t) = Ta(u )MZ 1 Lmz(%” 2 — iy)
U Td(u) O'Z\//]T ot k /‘LZ
V Iz Ripry)) — |tra(u)] iz Y iz Ritryw)] — tTa(u) iz
CT;; \//__ CT;; «V/ZZ

gdje &~ znaci da udaljenost lijeve i desne strane u D[0, 1] tezi ka 0 po P-vjerojatnosti.

Nadalje, znamo I, oy W€ Clo, 1], pa slijedi ||I';,w)]| A, |W1|, tj. familija
(J|T74(w)]]) je napeta. Tada

do ((1,(t))o<i<1, (Tryw)(t) +t75(1))o<s<1) < tS&]lpl]lﬁi(t)—tﬁﬁ(l)—Fm(u)(t)l
€0,

Td(“)ﬁz 1
U

— 0.

p(u)
7q(u) | |

S druge strane zbog (I'rw), 72) o, (W, —W) i ¢injenice da je funkcija h(z, y)(t) =
(x(t), z(t) + ty(1)) neprekidna na C[0, 1] x C[0, 1] imamo

d, -
(Cryw)o<i<t, (Trywy(®) + 05 (1))o<i<1) —= (W, W),

odnosno p o
Ty my) —= (W, W),

¢ime je (2.50) dokazano.
Na kraju, pokazimo kako iz (2.50) slijedi (1., n?) Au, (W, —W). U prvom redu, zbog
(Trywy> 12) LN (W, —W) odmah slijedi I';, ) + 72 P 0, pa onda imamo

dy —
(Tratw)s My Togwy +12) =% (W, W, 0),
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te djelovanjem funkcije h(z, y, z) = (y, 2z — x) napokon dobivamo

dy

Sto se i trazilo. ([

Veé i rezultati dobiveni u ovom odjeljku imaju svoj znacaj jer opisuju asimptotiku
prvog prijelaza nivoa u za slucajnu setnju kod koje i pozitivni i negativni rep distribucije
prirasta eksponencijalno opada ka nuli. Mi ih, medutim, ne¢emo ovdje dalje komentirati,
ve¢ ¢emo se njima posluziti da u idu¢em odjeljku dobijemo analogne rezultate za proces
rizika. Pri tome ¢emo se pozivati na konstrukcije ve¢ videne u ovome odjeljku.

2.5 Primjena na proces rizika

Prisjetimo se notacije uvedene u prvom odjeljku: (X}) predstavljaju veli¢ine zahtjeva, a
(V%) meduvremena ¢ekanja. Proces rizika definiran je relacijom U; = u+ ct — fo:(? X, =
u — S;. Vrijeme propasti 7(u) jest prvi trenutak kada proces (S;) prijede preko nivoa
u. Veza izmedu tog vremena i prvog vremena (diskretnog) prijelaza nivoa u za pripadni
diskretni kostur dana je s 7(u) = Z;‘ff) Y. U cijelom odjeljku pretpostavljamo da vrijede
uvjeti (2.1) i (2.3) iz teorema 2.1.1, ili (ekvivalentno), (2.8). Momente od Xy, Yj i Z
oznacavamo s pripadnim indeksima, pa tako imamonpr. py = px —cjy, 0z = 0x +c*0y-...

Neka je (W', W?) dvodimenzionalno standardno Brownovo gibanje na [0, 1] (dakle
su W' i W? dva standardna nezavisna Brownova gibanja). Definiramo

- | RS . | -
R = = (ixoy + iyox) i W= ﬁ(uxayW2 — fyox W1, (2.53)

Hz K/ [y

¢ime je WO jos jedno jedini¢no Brownovo gibanje.

Sigma algebre F,, = 0(Zk; k < n) = (X —cY; k < n) sada prosirujemo i definiramo
kao F, = o0(Xg, Yi; k < n), te Foo = 0(US2, F,). Na slican nacin kao i u prvom odjeljku
ovog poglavlja slijedi da se uz uvjete (2.1) i (2.3) teorema 2.1.1 moze konstruirati nova
vjerojatnosna mjera P na Fo, koja diskretni kostur R, = >} | Zp = > 1 (Xp — %)
pretvara u slucajnu Setnju s pozitivnim driftom (i kona¢nim ocekivanjem). Konstrukeiju
vrsimo na idué¢i nacin.

Ozna¢imo s Fy i Fy distribucije od Xj, i Y} s obzirom na P, te s fx i fy pri-
padne funkcije izvodnice momenata. Cramér-Lunbergov koeficijent iz teorema 2.1.1 i
dalje oznacavamo s v. Definiramo nove dvije vjerojatnosne funkcije distribucije relacijom

Fa(z) = le(V) / AP (1), Fyly) = ﬁ / ATy (£). (2.54)

—0o0 —00
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Prsten skupova
{{Xl lea le Syla"'a Xn ana Yn Syn}a TLGN, Zg, yZGR}

je generirajuéi za F.,. Na njemu definiramo

lg(Xl <z, i<y, ..., Xp<uz,, Y, <y, = Hﬁx(iﬂz)ﬁy(yz),

=1

ta na jedinstven nacin prosirujemo na F,. Direktno iz definicije slijedi da su tada (X,,) i
(Y,,) dva medusobno nezavisna niza nezav1sn1h jednako distribuiranih slucajnih varijabli,
s distribucijama FX i Fy redom. Ostaje jedino pitanje Sto se pod ovako definiranom
vjerojatnoséu dogada s nizom (Z,). Laganim ra¢unom direktno iz uvjeta (2.1) slijedi

Ele*?] = fx(v) fy (—=cv) = 1, pa imamo
+o00 2+cy

P(Zy<2) = P(X;—cY;<2) :/ / dFx(z)dFy ()
0 0
+o00 z+cy z

) / / fx<u);Y(—cu>ey(mCy)dFX(x)dFY(y):/ edG(z) = Gul2),

0

gdje je G distribucija od Z; s obzirom na P, a G, pripadna eksponencijalno nagnuta
(vidi (2.9)). Dakle je (Z,) niz nezavisnih jednako distribuiranih slicajnih varijabli s istom
distribucijom kao i prije. B

Vidimo da se P na "staroj” F, potpuno podudara s prijasnjom P, pa je ovdje
ocigledno rije¢ o proSirenju P na "novu” F.. Stoga mozemo zakljuciti da vrijede svi
dosadasnji rezultati koji se ticu pridruzene slucajne Setnje, te ¢emo ih u ovom odjeljku
direktno preslikavati na nove pojmove.

Definiramo dvodimenzionalnu empirijsku funkciju distribucije relacijom

H (tl, tQ Z]-{Xk<t1, Yi<ta}s

te s Fx ® Fy oznacavamo (produktnu) P- distribuciju vektora (X, Y;). Takoder defini-
ramo

1 |nt] [nt|
X — 1 Y= (Y —
&X\/ﬁ;( K — Ix) ) n O'Y\/_Z k — [y)

0<it<1 0<it<1

X =

Tada vrijedi
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~ ~ (u)
Teorem 2.5.1 ||H,, ) — Fx @ Fy|| 50,

Dokaz. Isto kao i u prethodnom odjeljku, jer Glivenko-Cantellijev teorem vrijedi i za
slucajne vektore.

dy

Dokaz. Za dokaz je dovoljno dokazati

(T s Th) —5 (W7, W), (2.55)
jer tada dokaz slijedi direktnim prikljuc¢ivanjem na konstrukcije iz teorema 2.4.11 i 2.4.1,
kako opisujemo u nastavku. Naime, u skladu s komentarima neposredno nakon teorema
2.3.26 , prirodna metrika (koja generira produktnu topologiju, pa i produktnu sigma
algebru) na D0, 1] x DI[0, 1] jest upravo d((z', '), (", y")) = do(2’, 2") + do(¥/', ¥"),
gdje je dy ranije definirana Skorohodova metrika na D[0, 1]. Dokazemo li (2.55), prema
dokazu teorema 2.4.1 dovoljno je dokazati

P

Td Td

(Jednostavno, rijec¢ je o tome da je uz gornju relaciju i (2.55) u okviru dokaza spomenutog
teorema dovoljno zamijeniti &, ) s (CF s Th ) 1 & s (T8 ys Y uy))- No za to je
opet dovoljno vidjeti

P . P
||Fi§(u) - FX(uf)H — 0 1 ||F7};(u) - FY(u’)H — 0,

Td Td

Sto radimo na isti nacin kao i u dokazu teorema 2.4.11, buduci da vrijedi Fii(u) i> wti

rv i> W? jer dokaz teorema 2.4.10 ovisi samo o postojanju varijance.
7a(w)

Da bismo dokazali (2.55), prvo uo¢imo da prema Donskerovom teoremu vrijedi T’ N g

. d ;. . . .. e g
i Y — W2 a bududi da su procesi ' i 'Y nezavisni, prema teoremu 2.3.9 vrijedi

@Y, ) L (w2,

Zato je, kao i u dokazu teorema 2.4.10 dovoljno vidjeti da niz procesa (I'2X, T'Y') zadovoljava
Anscombeov uvjet (2.47). Medutim oba koordinatna niza zaista zadovoljavaju taj uvjet
(kako smo rekli - dovoljan uvjet za provodenje dokaza videnog u teoremu 2.4.10 jest
konac¢nost varijanci od Xy, i Yy). Odaberemo li ¢ > 0 proizvoljan, slijedi da za £/2 postoje
01, 09 > 0 takvi da vrijedi

limsup P( max do(Ts, T;') >¢/2) <e/2, limsup P( max do(TY, TY) >¢/2) <¢e/2.

i—n|<din i—n|<dan
n < <
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Uzmemo li § = min{d;, do} imamo

P( max d((T;, T), (T7, 7)) > ¢)

|i—n|<dn

< P( max do(Ty, T7) > ¢/2) + P( max do(Ty,, T)) > ¢/2)
i—n|<dn i—n|<dn
< P(| max do(Tyy, TX) > ¢/2) + P(‘ max do(T), T)) > £/2),
i—n|<din i—n|<dan
te tvrdnja slijedi uzimanjem lim sup,, obiju strana. O

Kao korolar gornjeg teorema dobivamo aproksimaciju vjerojatnosti propasti u kona¢cnom
vremenu, kojoj od pocetka i tezimo. Da bismo to i napravili, definicijama iz (2.53) do-
dajmo jos i oznaku N

~ My

o= —.

Kz

U nastavku, ¢ predstavlja funkciju distribucije jedini¢ne normalne razdiobe. Kao i ranije,

C je konstanta iz teorema 2.1.1, za koju smo dokazali (vidi (2.16)) C' = lim, E[e *B®] =
E[efuB(oo)]‘

(2.56)

Korolar 2.5.3 (r(u) — au) B ZWO(1),

L1
Mﬁ

(i1) lim sup |€”“9(u, T) — CP (T;&u)‘ =

U—00 7>

Dokaz. (i) Zbog Ry, = u+ B(u) i 7(u) = Y1 ¥} imamo redom

1
i

(1(u) —au) =

- L la+a@ Y vi-a B
T Vu (14 ca) kz:l Yi kzzl Xp | + N
= %U) (1+ c&)5y1“fd(u)(1) — a&XFii(u)(l)) n aB\ﬁ%)

P~ Y e X _B(u
S (14 @Y (1) — BT (1) + 0,

jer je

(fiz + cliy) iy — iy fix _ fzity — (fix — cfiy)fiy
Lz [z

(1+ cd)fiy — iy = = 0.
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Bududi da je za proizvoljne konstante a1, as funkcija h : DI[0, 1] x D[0, 1] — R definirana
s h(z, y) = a1z(1) — agy(1) neprekidna na C[0, 1] x C[0, 1], prema teoremu 2.5.2 imamo
(uz standardno 74(u)/u — 1/j1z)

T\/dé“) (14 c@)Fy Y () (1) — 355 T5 (1))
LN (1 + ca)oyW?(1) — apx W' (1))

Viiz
= (g + i )oY W) — iy W (1)) = RVO().

Vi

S druge pak strane, imamo

o ) = @) = YT (1 @)y T (1) - 6Ty (1)

jer B(u)/v/u RN prema lemi 2.2.6.
(1) Vrijedi

T —au
Viah(u, T) — C® [ — < Yiah(u, T) — CP™ <T
sup e Y(u, T) (H\/ﬂ )‘ < %Ié‘e Y(u, T) (r(u) < T)
T — au
+ cpw <T—cq><~ )‘
sup (r(u) <T) N

= I+1I.

Buduéi da konvergencija funkcija distribucije prema neprekidnom limesu povlaci uni-
formnu konvergenciju, IT — 0 kada u — oo prema (7). Nadalje, prema lemi 2.2.4 imamo

Py <7y = Fotmzn] _ B iz
- E’[efyB(u)] E[efuB(u)] )

Sumiramo li desnu stranu po dogadajima {R, ) = n}, pomoc¢u leme 2.2.3 dobivamo

POr() < 7) = ST,
E[e—uB(u)]
te napokon
[ = superp(u, T) |1 — —C | < enp(u) |1 50
=supe u, — =\ <e u) |1 — =
% Ele-vBW] Ele-vBw)]
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kada u — oc. OJ

Uz standardnu oznaku W9 za Brownov most od W°, u iduéem teoremu umjesto S,
kao do sada radije pisemo S(t) zbog bolje preglednosti. Da bismo barem malo rasteretili
slozen dokaz, dokazimo prvo jednu lemu.

Lema 2.5.4 Uz 7) (u) =inf{n e N; Y }_, Yy > u}, za proces
74 (1)
ht) =S| Y| -S@); telo, 1]
k=1

vrijedi
1 u
~ sup |h(tr(u)| 25 0.

Vu tefo, 1]

Dokaz. Kao prvo primjetimo da vrijedi 7) (t) = N(¢) + 1, gdje je N(t) Poissonov proces
pristizanja zahtjeva iz pocetne definicije. Stoga je razlika

7y (t7(w)) N(tr(u))+1
S1 Y. | —Strw)| =1 Vi | = S(tr(u))
k=1 k=1

upravo razlika vrijednosti procesa S izmedu trenutaka ¢7(u) i trenutka kN:(?(“))H Yy

pristizanja iduceg zahtjeva Xy (r(u))41. Slijedi

sup |h(tr(u))] < sup max{cYnur)+1, Xn@r)+1) < max (Xj + cYy)

teo, 1] telo, 1] 1<k<7y(u)
< max Xy+c¢ max Y,=1T+1I.
1<k<y(u) 1<k<y(u)

Dovoljno je dokazati da I/\/u i I1/\/u 2 0. Dokazujemo I/\/u L5 0 jer drugi dio
slijedi na isti nac¢in. Zbog nezavisnosti, pomoc¢u Fubinijevog teorema

~1 2 1 —~ ~ 2 T 2
b [ﬁ 1?1522 Xk} " ;E [Xkl{X’“:maxlﬁiS" Xj}] =FE I:Xl]‘{Xlimaxlij" Xj}} — 0

L

P
vn maxlgkgn Xk — O,

kadan — oo jer X; € L? iﬁ(Xl = maxi<;j<, X;) = 1/n — 0. Stoga
pa onda i po distribuciji, §to nam daje da za sve x > 0 vrijedi

/1 _
i — <z|= < L)
uh_)rgoP <\/ﬂ 121];‘1;(“)(,C < x) P(X, < xvu)™ —1

kada u — oo. Nadalje, zbog 74(u)/u L, 1/iz i jiz > 0 slijedi da

u Kz
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kada © — oo. Odatle za sve £ > 0 imamo redom

~ 1 ~ 1 1 3
P max Xp,>z| ~ P max X >z, 74(u) € |:TU, TU:|
Tg(u) 1<k<Ta(u) Tg(u) 1<k<Ta(u) 217 2z

P max  Xj > a:\/Nﬂ — 0
1<k<3u/2jiz Nonv

IN

jer je desna strana jednaka

3uJ

| 2]
1P )(1§“T\/~a ~1- |P[x < 22
V207

Teorem 2.5.5

(32, .. (2™),..,) = (5

Dokaz. Za dokaz se uvelike sluzimo konstrukcijom iz teorema 2.4.12. Sli¢no kao i tamo
prebacujemo se na D[0, oo) i definiramo

(] lm)
- Y L 0<t<1
fiy Ta(u) 1
Hy(t) = < ) [tra(u)] ’
- Y+ (t = Dpyrau) | 5 t>1
L /“Lde(u) k=1
b, = 0—71/ I(t) = t’ [u(t) = Td(U)MYt za t > O,

b fy/mau)

i prosirujemo Brownova gibanja W' na C[0, oc) s W(t) = Wi (1) zat > 1,1 =0, 1, 2.

Isto radimo s I'X i T'Y .. Tada vrijedi
Ta(u) T Ta(w)

( ] |t7a ()]
- — Yk—tﬁde(u) ; OStS 1
Ha(t) — 1T _ oyvTa(u) \ o
b, . Ltrau)]
— Yi — fiy7a(u) pt>1
L oy /Tq(u) P
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Kao i prije, lagano se vidi

H,—1 v pu)
do (( b ) , FTd(u)> — 0,
u 0<t<1

pa zbog teorema 2.5.2 sve skupa imamo
H,—1
bu

X Y du 1 9 9
(FTd(U)’ FTd(U)’ ) — (W , W, W )

u D|0, 1]3, a zbog neprekidnosti prosirivanja na D[0, oo) vrijednoséuut = 11iu D|0, oo)3.

Nadalje, zbog
7(u)

M,\

g. s.),
o (g 5)
(u)
vrijedi I '(t) = NY7('d() i Ly (Jer ocito I, — I uniformno po kompaktnim intervalima

P—(g.s.),paondail; ' —1T L 0). Sada na isti nacin kao u dokazu teorema 2.4.12 (tj.
pomocu leme 2.4.16 i teorema 2.4.18) dobivamo

H'oIl;7'-1I!

) S (W WP W)

X Y
(Frwyr Ty

u DI0, oo)3, pa onda i u D0, 1]3 jer je restrikcija na [0, 1] neprekidna funkcija. Uz
oznaku 7 (u) = inf{n € N; Y _p_, Vi > u} vrijedi

H,'(t) = inf{s; Hy(s) >t} = inf{s; ﬁde Z > 1) = W
_ 1 u()7(u))
Td(u) ’

odnosno

Hi'oI7'W(t)—1;'(t)  fiyry (tr(u)) — tT(U).

bu B O'Y\/Td(u)

i mnozenje funkcija iz D[0, 1] konstantom je neprekidno, na kraju

N

&
T
€

-

Kako

val N
dobivamo
tr(u)) — tr(u) d 1
Ff u)? FZ u)? <MYTd ( — Wl? W27 - W2 : (258)
< a(w) a(w) O—Y\/E 0<i<1 /ﬁZ
Definirajmo kao u prosloj lemi A(t) = S( )Yk) S(t), te uvedimo novu oznaku
1Y (tr(w) ce . ¥ (tr(w) (tT( )) t7(u) . (u)
Ju(t) = “ oy Vrijedi Ju(t) = = ) na P—(g.s.), paondaipo P
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vjerojatnosti u D[0, 1] (jer je konvergencija o¢ito uniformna po kompaktnim skupovima
u (0, 1], za t = 0 trivijalno). Oznac¢imo li s 5. proces na prvoj koordinati u iskazu, prema
lemi 2.5.4 slijedi

1 71 (tr(w)) 7 (tr(u))

O EOCIOIEEY D I BT P B (D S B

1
= Ju (Rrg(tr(u)) - tU) ;

gdje &~ znaci pribliznu jednakost po P™ vjerojatnosti (tj. razlika lijeve i desne strane

P ..
— 0). Uoc¢imo

Ta\U) X ~ Y Iy Y
( ) (OXFTd(U)(JU(t)) - CUYFTd(U)(J“(t))) + ﬁ(usz (tT(U)) o tu)

te slijedi
1 Ti\U) ~ - x ~ Yy I -y
Mu(t) =~ \/é ) (OxT ) (Jul(t)) = coy Ty (Ju(t))) + ﬁ(ﬂsz (t7(u)) — tu)
Ta(u) - _ 7y (tr(u)) - t%(:)
= VI (G (0 — BT () + i

Uvazimo li dokaz korolara 2.5.3 (odnosno relaciju (2.57)) i (2.58), vrijedi

(Fii(u)a FY(U): <Td (tT(U))\/_ﬂtT(U)/MY>O<t<17 7. T(u)\/% ozu’ %u))

o - 1

oyt Wz, - w1 W), —— | (2.59)
Hy\/ Pz V Hz

Pri tome se referenca na korolar 2.5.3 odnosi na ubacivanje pete komponente u gornju

konvergenciju. Argumenti u takvom zakljucku istovjetni su onima kod dodavanja sedme

komponente, §to radimo u nastavku. Funkcija h: D[0, 1]* x R? definirana s

A1), y(t), 2(1), (1), 0, B) = bExa(p(t) - cvy(p(t) + fize(h) + ~a
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je neprekidna na C[0, 1]* x R?, pa iz gornje dvije relacije slijedi

- ) _ _
nh o Gy — @y ?) — DV gy B
VHz Hy a
= IO iwoq)
o (6]
_
a b

a iz konstrukcije je jasno da gornju relaciju mozemo ubaciti u (2.59) kao sedmu kompo-
nentu. Posebno, imamo

(?7}“ M%) u, (—gﬁ 7<5W°(1)> (2.60)

u D0, 1]xR. Ponovo se prebacujemo na D[0, co) na ve¢ standardan nacin: prosirivanjem
s vrijednoSéu u t = 1, pa gornja konvergencija vrijedi i u D[0, oo) x R. Definiramo

LS (1) 0SSl
H,(t) = { LS(ru) +(—1) ;t>1 ’
1 odmah vidimo

L) 3 0<t<1
Vu(H,(t) —t) = { ?L(S(T(u)) —u) ;t>1 ’

v

odnosno /u(H,(t) — t) je prosirenje od n! na D[0, oc) vrijednoséu 7. (1). Ponavljajuéi
istu tehniku kao u dokazu teorema 2.4.12, dobivamo

(Va0 - 0. vt o) - o, ) s (CE 2w 2en

u D[0, oo)? x R. Nadalje, imamo

H,'(t) = inf{s > 0; H,(s) >t} =inf{s > 0; S(s7(u)) > tu} = T(

u

odnosno ( )
tu
H'(1) — ) = )y
a0 -0 = va (5 )
Bududi da T = rw m@ P~y

u Ta(u) u

T(tu) — atu T(tu) —tr(u)  7(u) —au  7(u) T(tu) T(u) — au
e Rrad C RO RL
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prema (2.61) slijedi

7(tu) — &tu) I 70
T ZOT) - duy S50 4 (GO (1)) im0 = RV,
( Vu >0 B

Gornji izraz mozemo dodati u (2.61) kao ¢etvrtu komponentu, pa restrikcijom na D[0, 1]
napokon dobivamo

oL (M) du, (—EW, %W0>’
Vu 0<t<1 @

Sto se i trazilo. ([

Odmah se vidi da je korolar 2.5.3 samo poseban slucaj ovog teorema, dobiven kori-
Stenjem teorema o neprekidnom preslikavanju. Jos jedna zanimljiva direktna posljedica
daje nam jaci odgovor na pitanje kako izgledaju tipicne trajektorije koje vode u propast,
odnosno

Na koji se nacin dogada propast?

S(tr(u)) " dy ~
(( T(u) >0§t§1’ B( )) — (NZI, A)7

gdje je I funkcija identiteta na [0, 1] i A slucajna varijabla s funkcijom distribucije

Korolar 2.5.6

1 T
FA(:E) = 6 / e_ytdFB(oo)(t).

Dokaz. Buduéi da je preslikavanje & : D[0, 1] — R definirano s h(z) = sup,¢o, 1 |2(?)]

neprekidno na C[0, 1] slijedi da sup,¢(y ‘W

konvergira po d,, distribuciji nede-
generiranom limesu, odakle odmah imamo
S(tr(u)) —tu

u

puw)
sup —

telo, 1]

do <<W)O<Kl ,1) 0.

Iskoristimo i 7(u)/u P 1/p1z, dobivamo

) pw)
_— — pnzl.
7(u) 0<t<1

’

odnosno
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Za drugi dio koristimo lemu 2.2.6 (B(u) 4, B(o0)) i lemu 2.2.4 (‘ﬂ;g) = ET;—UZE?;]) Za

proizvoljnu g € Cy(R) imamo redom

1

EW[g(B(u))] = /g(B(u))dP(u) = W

/ o(B(u))e=P) dp

1 ~ 1
= G | OB @) = g [ o(@e B )

O

Navedeni se korolar moze posti¢i i u jos jacem obliku. U Schmidli [42], teorem

2 i primjer 2, izracunata je zajednicka asimptotska P®)-distribucija slu¢ajnog vektora

(B(u), u—Sr@w)-) (u—Sruw- je upravo nivo procesa rizika (U;) neposredno prije zahtjeva

koji vodi u propast). Pristup koji je baziran na integralno-diferencijalnoj jednadzbi za
funkciju

flu, z, y) = P(1(u) < oo, B(u) >z, u— Srw- >v), (2.62)

metodom Laplaceovih transformacija daje (u slu¢aju malih zahtjeva)

oo

/ ("' — 1)F(t + x)dt, (2.63)

Y

A
ulggo PY(B(u) >z, u— Sy >y)= c— Aix

gdje je F' distribucija velicine zahtjeva. Zahtjev koji vodi u propast X ) mozemo
prikazati kao X,y = B(u) +u— Sr@)-. Sada je jasno da primjenom teorema o neprekid-
nom preslikavanju imamo

Korolar 2.5.7

(M) , B(u), U—ST(U)*a Xrg(u) % (nzl, A, B, C),
0<t<1

7(u)
gdje je (A, B, C) sluc¢ajni element u R® s nedegeneriranom distribucijom.
Prvi dio gornjeg rezultata mozemo pisati i u manje formalnom obliku
S(tr(u)) & figtr(u) po P™ distribuciji za veliki u,

sto je konzistentno s nekim ranijim rezultatima dobivenim u ovom poglavlju. Takoder,
odmah vidimo da sve tri vrijednosti koje opisuju sam dogadaj propasti B(u), u — Sy
i X, (u) imaju nedegeneriranu asimptotsku P®W distribuciju. Zato na kraju mozemo za-
kljuciti da se propast u slu¢aju malih zahtjeva dogada na nacin da se mijenja drift cijele
trajektorije, i to tako da se priblizava driftu pridruzene slucajne Setnje. Jednostavnije
receno, propast u slucaju malih zahtjeva dogada se gomilanjem velikog broja zahtjeva za
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isplatu, a ne kao posljedica jednog ili vise ”velikih” (iako se u stvari i sama distribucija za-
htjeva mijenja). Za dodatno utvrdivanje takvog zakljucka skrenimo jos jednom pozornost
na P-distribucije zahtjeva X, i meduvremena pristizanja Y} dane relacijom (2.54). Iz
oblika distribucije meduvremena vidimo da se intenzitet pripadnog Poissonovog procesa
mijenja iz A u A + cv, §to jasno sugerira da se broj pristiglih zahtjeva povecava. S druge
strane, vjerojatnost nesto vec¢ih zahtjeva se povecava u smislu da vrijedi

P(X € [zo, 2]) = P(X € [z, @),

gdje je zy takav da vrijedi " = fX(l/). Ova je pojava, kako ¢emo vidjeti u idu¢em
poglavlju, u potpunom kontrastu s na¢inom na koji se dogada propast u slucaju velikih
zahtjeva, gdje ju uzrokuje jedan veliki zahtjev.

Sto se ti¢e vjerojatnosti propasti u konaénom i beskonaénom vremenu, rezultati koje
smo dokazali ne predstavljaju krajnji domet u tom smjeru. U oba se slucaja aproksimiraju
mali brojevi, pa postoji rizik da faktor greske (o kojem nemamo nikakvih saznanja) bude
i visestruko ve¢i od vrijednosti koju aproksimiramo. Stoga je od interesa dobiti §to je
moguce bolje rezultate u tom smislu, te se istrazivanje pogodnih aproksimacija nastavlja
u smjeru aproksimacija difuzijom, prilagodbi unaprijed zadanoj razdiobi ili metode simu-
lacija. Od relevatne literature koja pokriva opisanu problematiku ovom prilikom isticemo
npr. Beekman [11] za aproksimaciju Gama razdiobom, dok De Vylder [17] koristi aproksi-
maciju procesom s eksponencijalno distribuiranim velicinama zahtjeva. Za procjenu vjero-
jatnosti propasti u kona¢nom vremenu pomoc¢u normalne razdiobe vidi Segerdahl [43],
dok se za istu tu vjerojatnost u Gerber [27] martingalnim metodama postizu odredene
nejednakosti. Aproksimacije sedlastom tockom proucavaju Barndorff-Nielsen i Schmidli
[10]. Za aproksimaciju difuzijom vidi Grandell [29], [30]. Metodu simulacija proucava
Asmussen [3] i [5], Asmussen i Rubinstein [9]. Najbolji pregled tematike pruza Asmussen

6].



Poglavlje 3

Slucaj velikih zahtjeva

U ovom se poglavlju koncetriramo na pitanje propasti u slucaju velikih zahtjeva, odnosno
kada distribucija veli¢ine zahtjeva ima tzv. teski rep. Tipi¢ne distribucije koje spadaju u
tu klasu popisane su u tablici 2.2. Kako smo pokazali na primjeru Paretove distribucije,
ni za jednu od njih ne postoji Cramér-Lundbergov eksponent. Sto vise, lagano se vidi da
neke od tih distribucija niti nemaju drugi moment, Sto je prvi pokazatelj prirode pojave
koju u nastavku proucavamo. Ovdje valja naglasiti i to da se pokazalo kako neke distribu-
cije iz navedene tablice zaista odgovaraju povijesnim podacima o nastalim Stetama, gdje
posebno isticemo Paretovu koja dobro aproksimira empirijske podatke iz npr. pozarnih
portfelja. Stoga i daljnje istrazivanje usmjeravamo prema klasama distribucija kojima bi
one pripadale.

U prvom redu pozornost valja posvetiti analitickim svojstvima takvih distribucija. Veé
smo i ranije spomenuli da je klju¢no analiticko svojstvo brzina konvergencije repa F(z)
prema 0 kada z — oo. Sasvim je jasno da ovdje ne moze biti govora ni o kakvom ekspo-
nencijalnom ponasanju, pa se niti ne treba nadati da ¢emo moci upotrijebiti metode sli¢ne
onima u prethodnom poglavlju. S druge strane, klasa distribucija za koje je f(z) = oo
za sve > 0 (vidi sliku 2.1 (3)) ipak je presiroka da bismo dobili opéenite netrivijalne
rezultate za vjerojatnosti propasti, te ¢emo je zbog toga morati reducirati nekim do-
datnim zahtjevima (oblicima), ali na nac¢in da ona ipak pokriva sve relevantne primjere
distribucija velikih zahtjeva (vidi tablicu 2.2). Takva situacija vodi nas u smjeru teorije
funkcija regularne varijacije i subeksponencijalnih distribucija koja se pokazuje pogodnom
za opisivanje trazenih svojstava.

3.1 Regularna varijacija i subeksponencijalnost
Sve definicije i rezultati koji se ticu funkcija regularne varijacije a koje ovdje iznosimo
mogu se prona¢i u Bingham et al. [13]. Za subeksponencijlne distribucije upuéujemo na

Embrechts et al. [19] i Asmussen [6].

93
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Definicija 3.1.1 (i) Pozitivna, Lebesque izmjeriva funkcija L na (0, oo) je spore vari-
jacije u oo (pisemo L € Rq) ako

~—

L
lim Z2)

V>0, 3.1
eobe L) 0 7 (3:1)

(i1) Pozitivna, Lebesgue izmjeriva funkcija h na (0, oo) je regularne varijacije u oo
indeksa o € R (pisemo h € R, ) ako
()

mlggo h(@) =t Vit>0. (3.2)

>=

Tipicni primjeri funkcija spore varijacije su pozitivne konstante ili funkcije koje konvergi-
raju prema pozitivnoj konstanti, opc¢e potencije, logaritmii iterirani logaritmi. Primjerice,
za sve a € R funkcije

% 2*In(1+z), (xln(1+2))% 2%In(In(e +z))

su regularne varijacije indeksa a.
Ve¢é na startu imamo za nas vazan rezultat koji otkriva kako je konvergencija u definiciji
u stvari uniformna, odnosno vrijedi

Teorem 3.1.2 (Teorem uniformne konvergencije za funkcije regularne varijacije)
Ako je he R, gdje u slucaju o > 0 pretpostavljamo da je za proizvoljan x > 0 h ogranicena
na intervalu (0, x], tada za 0 < a < b < 00

h(tx
lim (tz) =t%  uniformno po t

+e h(w)

(i) na svakom [a, b] ako je oo =0,
(i1) na svakom (0, b] ako je a > 0,
(11i) na svakom [a, oco) ako je av < 0.
Iz gornje se definicije odmah vidi da se svaka funkcija regularne varijacije L; € R,
moze prikazati u obliku Ly (z) = 2*Ly(x), gdje je Ly € Ro funkcija spore varijacije. S tim
u vidu iskazujemo iduc¢i Karamatin rezultat koji nam, grubo govoreci, kaze da je integral

funkcije regularne varijacije opet funkcija regularne varijacije.

Teorem 3.1.3 (Karamatin teorem) Neka je L € Rg lokalno ograniéena na [zg, 00) za
neko xqg > 0. Tada
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(i) za a > —1,

/tO‘L(t)dt ~(a4+1) "2 L(z), z— oo,

Zo

(ii) za a < —1,

o0

/ L)t ~ —(a+1)" 2 L(z), = — oo,

x

Zakljucak Karamatinog teorema moze se alternativno formulirati kako slijedi: neka je
h € R, lokalno ograni¢ena na [y, o) za neko xy > 0. Tada

(i) za a> —1,

[ h(t)dt
lim = -
zotoo zh(z) a4+ 1’
(i) za a < —1,
[ h(t)dt
lim = =— .
miinw xh(x) a—+1

U stvari, kod teorema (3.1.3) vrijedi i obrat, za $to upu¢ujemo na Bingham et al. [13],
teorem 1.6.1.

Buduci da se svojstvo regularne varijacije prenosi s funkcije na njezin integral, mozemo
se zapitati da 1i analogna stvar vrijedi i za derivaciju (kada postoji). Odgovor na to daje

Teorem 3.1.4 (Teorem o monotonoj gustoéi) Neka je U(x fmu )dy gdje je u
pri kraju monotona (tj. u je monotona na (z,00) za neko z > 0). Ak(;)
U(x) ~ cz®L(z), x — oo,
gdje suc>0, a € RiLeRy, tada
u(z) ~ cax® 'L(z), x — oo.
Za ¢ = 0 gornja se relacija interpretira kao U(z) = o(x*L(z)) 1 u(z) = o(z* ' L(x)).

Definicija 3.1.5 (Subeksponencijalne distribucije) Za proizvoljnu funkciju distribu-
cije F' koncentriranu na (0, +00) kaZemo da je subeksponencijalna ako za svaki n € N
vrijedi relacija L
Fr*(x
lim — (@) = n. (3.3)
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Motivacija za ovakvu definiciju subeksponecijalnosti dolazi iz promatranja slucajne Setnje
s distribucijom prirasta F. Pretpostavimo da su Xi,..., X, nezavisne jednako distri-
buirane slucajne varijable s funkcijom distribucije F. Oznac¢imo njihovu sumu s S, =
X; + -+ -+ X, i maksimum sa M,, = max(Xy,...,X,). Tada za sve n > 2,

P(S,>1x) = F™(1),
P(M, >z) = F"(x)

~ nF(x), x— oc. (3.4)

Uz ovu notaciju, gornja se definicija moze preformulirati tako da kazemo da je F' subeks-
ponencijalna ako i samo ako

P(S, > z) ~ P(M, > z) kada © — oo za sve n € N,

odnosno ako i samo ako rep maksimuma odreduje rep sume. U stvari, uvjet iz gornje
definicije moze se znacajno reducirati, tj. moze se pokazati (vidi Embrechts et al. [19],
lema 1.3.4) da je njemu ekvivalentan uvjet

F2*
lim sup — () < 2. (3.5)

No iako smo uvjet sveli na provjeru samo jedne relacije, proizlazi da u praksi ni to nije
bas pogodno. Dovoljni uvjeti za subeksponencijalnost traze se na druge nacine, pa ni mi
ovom kriteriju ne¢emo posvetiti previse paznje.

Od sada pa nadalje klasu svih subeksponencijalnih distribucija oznac¢avamo sa S. Veza
koja postoji izmedu subeksponencijalnih i distribucija s repom regularne varijacije jest

Propozicija 3.1.6 Svaka distribucija s repom reqularne varijacije indeksa —a > 0 je
ujedno 1 subeksponencijalna, odnosno

U{F; FeR_,}CS.
a>0

Gornji smo rezultat prenijeli iz Asmussen [6], odjeljak IX.1, odakle dolazi i nekoliko idué¢ih
koji ¢e dodatno opisati nama najbitnija matematicka svojstva regularne varijacije i sub-
eksponencijalnosti. Prvi takav jest

Propozicija 3.1.7 Ako je F € S, onda

uniformno po kompaktnim y-podskupovima od [0, o).
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Ovo je jedno od mjesta na kojima dobivamo blizu informaciju o ponasanju repa distribu-
cija koje proucavamo: gornji ¢e limes u slu¢aju npr. eksponencijalne distribucije dati po
volji malu vrijednost (pogodnim odabirom y).

Iduce svojstvo vra¢a nas na mjesto na kojem je i pocela motivacija za proucavanjem
teskih repova. Kao i ranije, f oznacava funkciju izvodnicu momenata distribucije F'.

Propozicija 3.1.8 Ako je F € S, onda za sve ¢ > 0 vrijedi
(i) f(e) = oo,
(ii) e F(z) — oo, x — o0.

Rije¢ima kazano, funkcija izvodnica momenata subeksponencijalnih distribucija definirana
je samo na (—oo, 0), dok je konvergencija prema 0 njezinog repa sporija od bilo koje
eksponencijalne funkcije.

Lema 3.1.9 Neka je F' € S i ¢ > 0 proizvoljan. Tada postoji konstanta K = K. takva
da za proizvoljan n € N 1 x > 0 vrijedi

Fr(z) < K(1+¢)"F(x). (3.6)

Gornja se formula koristi u asimptotskoj ocjeni vjerojatnosti propasti u beskonaénom
vremenu za sluc¢aj subeksponencijalnih repova.

Propozicija 3.1.10 Neka su G| i Gy distribucije na (0, +oo) sa svojstvom Gi(z) ~

a;F(x) za neku F € S i konstante a1, as > 0. Tada
G1* Gy(x) ~ (a; + ag) F(x).

Direktna je posljedica gornje propozicije rezultat o zatvorenosti od § na ekvivalenciju
repova.

Korolar 3.1.11 Ako je G(z) ~ aF(x) za neku F € S i a > 0, onda je G € S.

@kaz. Uanimo Gl_: Gy = G ia; = ay = a u propoziciji 3.1.10, ¢ime dobivamo
G?*(x) ~ 2aF (z) ~ 2G(x). Tvrdnja sada slijedi iz relacije (3.5) (ili po definiciji subeks-
ponencijalnosti pomoéu matematicke indukcije). ([

Korolar 3.1.12 Neka je F' € S i G neka distribucija s laganijim repom u smislu G(x) =
o(F(x)). Tada je G * F(x) ~ F(x).

Propozicija 3.1.13 Neka je F' € S i Fy njezin integrirani rep. Tada vrijedi

lim ﬁ(x) =
% F ()

T — Q.
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Dokaz. Zbog 1 > F(x +y)/F(z) > F(z+a)/F(x) za y € [0, a], prema propoziciji 3.1.7
slijedi F(x +y)/F(z) — 1 kada 2 — oc uniformno po y € [0, al]. Slijedi
T4a
— F(y)d

liminf = > liminf 2—— = —
T—00 F(:E) T—00 MFF(iE) I

pa tvrdnja slijedi pustanjem a — oc. ([

3.2 Vjerojatnost propasti u beskonacnom vremenu

Za proces rizika zadrzavamo iste oznake kao ranije, pa tako F' oznacava distribuciju veli¢ine
zahtjeva, A intenzitet Poissonovog procesa koji opisuje njihovo pristizanje, ¢ stopu uplata
premija, p = % > 0 sigurnost uplate, ¢(u) vjerojatnost propasti u beskona¢nom
vremenu uz pocetni kapital u itd. (vidi odjeljak 1.1).

Proucavanje distribucije rekordnih uzleta dovelo nas je do Pollaczek-Hinéinove (1.27)

formule za vjerojatnost propasti u beskona¢nom vremenu oblika

W(u) = <1 — A%) f: (A’%)‘)ﬁ(u)

n=1

odnosno, u malo drugacijem obliku

Y() = =3 (1) )

Vrijedi
Propozicija 3.2.1 Ako je Fy € S, onda
Y(u) ~ p~ Fo(u). (3.7)

Dokaz. Podijelimo li gornju relaciju s Fy(u), slijedi

o W o
ﬂ(u) — Y (1 + )—n i (U) N Y Z(l +p)—nn — p—l’ U — 00,
FU(U) 1+pn:1 FU(U) 1+pn:1

pri ¢emu jos treba opravdati zamjenu limesa i sume. No zbog (1+ p)~' < 1 postoji € > 0
sa svojstvom (1 + p)~'(14¢) < 1. Nadalje, za tako odabran ¢ prema lemi 3.1.9 postoji

konstanta K takva da je F%(S;) < K(1 + &)™ uniformno po u i n, $to nam daje
o F(u n n
(1+p) " (w) <K(1+p) "1+

Fy(u)
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odakle slijedi da se limes i suma mogu zamijeniti. U
I taj rezultat moze se iskazati i u jacem obliku, ovdje preuzetom iz Embrechts et al.
[19], teorem 1.3.8.

Teorem 3.2.2 Iduce je ekvivalentno:
(i) Fy € S,
(ii)) 1—¢ €S,

o (w)
(ii1) 1}1_>I{.10 Ton) p .

Stoga je, u slucaju teskog repa, S zaista prirodna klasa za promatranje Sto se tice
distribucije veli¢ine zahtjeva (tj. pripadnog integriranog repa). No svakako bismo htjeli
povuéi i vezu izmedu F i Fy pa se prvo pitamo da li FF € § = F; € 87 Nazalost, u
opc¢em slucaju takva tvrdnja ne vrijedi, pa treba dalje istrazivati dovoljne uvjete na F
koji daju Fy € S. S druge strane, ni uz pretpostavku Fy € S jos uvijek nije moguce dobiti
neke znacajnije rezultate oko nacina na koji se dogada propast, pa klasu distribucija koje
prouc¢avamo jos malo reduciramo (opet pazeéi na to da i takva reducirana klasa jos sadrzi
sve tipicne distribucije velikih zahtjeva iz tablice 2.2). U nastojanjima da odgovorimo
na spomenuta dva pitanja (kada je Fy € S i kako se dogada propast) na prirodan nacin
dolazimo do pojma maksimalne domene priviacenja.

3.3 Konvergencija tipova i maksimalne domene pri-
vlacenja

Poznat (i rijesen) problem u teoriji vjerojatnosti jest pitanje konvergencije po distribuciji
uzorackog maksimuma. Preciznije kazano, neka je F' distribucija niza nezavisnih jednako
distribuiranih sluc¢ajnih varijabli (X,,) i M,, = max{ Xy, ..., X, }. Pitanje koje se postavlja
jest: postoje li nizovi (a,) i (b,) takvi da (M,, — b,)/a, konvergira po distribuciji nekoj
nedegeneriranoj razdiobi, i ako da uz koje uvjete. Prevedeno na funkcije distribucije, to
bi znacilo da niz funkcija F"(a,z + b,) slabo konvergira nekoj nedegeneriranoj vjeroja-
tnosnoj funkciji distribucije. Takoder, u slucaju potvrdnog odgovora od interesa jest i
pitanje jedinstvenosti odgovarajuc¢ih nizova, odnosno granic¢ne distribucije. Pokazuje se
da navedeni objekti, kada postoje, zaista i jesu jedinstveni u odredenom smislu. Precizno
formulirano, imamo

Teorem 3.3.1 (Teorem o konvergenciji tipova) Neka je (F,) proizvoljan niz funkcija
distribucije, te (ay), (by), (an), (Bn) nizovi koji zadovoljavaju a, > 0 i o, > 0 za sve n.
Neka su U 1V distribucije koje nisu koncentrirane u tocki.
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(i) Ako vrijedi

Fo(apx +b,) = U(x) i Fuplagz + Bn) — V(x) (3.8)
slabo, onda
W usg DT i per (3.9)
an an
1
V(z) =U(Az + B). (3.10)

(11) Ako vrijedi (3.9), onda bilo koja od relacija iz (3.8) povla¢i onu drugu i pri tome
vrijedi (3.10).

Teorem 3.3.2 (Fisher-Tipett) Neka je (X,,) niz nezavisnih jednako distribuiranih slu-
cagnih varijabli. Ako postoje nizovi normirajuéih konstanti (ay,), a, > 0 i (b,) i neka
nedegenerirana funkcija distribucije H takva da vrijeds
M, —b
ST dy g, (3.11)

an
onda H pripada jednom od iduéih triju tipova:

0 , <0

exp{—2"*} , >0 o> 0.

Fréchet:  ®,(z) = {
exp{—(—z%)} , <0

1 ,z>0’a>0'

Weibull: U, (z) = {

Gumbel:  A(z) =exp {—e "}.
Dokaz se moze pronaci u Ferguson [23], str. 97-98.

Definicija 3.3.3 Distribucije iz gornjeg teorema nazivaju se distribucijama ekstremnih
vrijednosti, dok odgovarajuce slucajne varijable nazivamo ekstremnim slucajnim vari-
jablama.

Definicija 3.3.4 Kazemo da sluéajna varijabla X (funkcija distribucije F' od X) pripada
maksimalnoj domeni privlacenja distribucije ekstremnih vrijednosti H ako postoje kon-
stante a, > 0, b, takve da za niz nezavisnih slucajnih varijabli s distribucijom F vrijedi
(3.11). U tom slu¢aju pisemo X € MDA(H) (odnosno F € MDA(H)).

Oznac¢imo li s F distribuciju niza (X,,) iz gornjeg teorema, mozemo postaviti iduce pitanje:
uz zadanu distribuciju ekstremnih vrijednosti H, koji su nuzni (i dovoljni) uvjeti na F' da
bismo imali FF € MDA(H)? U prvom dijelu odgovora na to pitanje, opet se vra¢amo na
ranije spomenutu klasu funkcija regularne varijacije.
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Teorem 3.3.5 (Maksimalna domena privlacenja od ®,) Za proizvoljno o > 0 vri-
jedi
F e MDA(®,) < FeR_,.

U tom sluc¢aju konstante a, i b, se mogu odabrati na nacin b, =0 i a, = F~'(1 —n7"),
gdje F~1 oznacava pripadni generalizirani inverz.

Dokaz se moze pronaci u Galambos [25].

Primjer 3.3.6 (i) Paretova distribucija ima rep oblika

F(:@:( " )a, a, k> 0,

K+

te za nju ocigledno vrijedi F(z) ~ Kz7® za neke K, a > 0 (jer su konstantne
funkcije spore varijacije), pa time i gornji teorem.

(i1) Burrova distribucija

K4+ a7

F(:ﬁ)z( il ), a,k, T >0,

ima rep u R_,,, pa za nju vrijedi isti zakljucak.
(i1i) Loggama distribucija ima gustoc¢u

of
r(p)

Bududéi da je (In(z))” funkcija spore varijacije, slijedi da se gornja gusto¢a nalazi u
R4 1, pa primjenom Karamatinog teorema (slucaj (ii)) slijedi

(Inz)’'z="' o, 8> 0.

fz) =

odnosno FF € R_, i F € MDA(®,).

Za proizvoljno distribuciju F' uvodimo oznaku zp = inf{z > 0; F(z) = 1}. xF
nazivamo krajnjom desnom tockom distribucije F' i po dogovoru uzimamo inf () = +oo0.

Teorem 3.3.7 (Maksimalna domena privla¢enja od ¥,) Za proizvoljno a > 0 wri-
jedi

F e MDA(Y,) < zp<+oo i Fzp—a2')eR ..
U tom slucaju konstante ay, i b, se mogu odabrati na nacin b, = xp ia, = xp—F (xp—
n ).
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Ovaj teorem (¢iji se dokaz takoder moze pronaé¢i u Galambos [25]) navodimo tek zbog
cjelovitosti price, buduc¢i da ocigledno ne zahvac¢a distribucije pogodne za modeliranje
velikih zahtjeva (zbog uvjeta xp < +00).

Definicija 3.3.8 Za neopadajucu funkciju U kaZemo da je T'-varirajuca ako je definirana
na intervalu (x;, o), zadovoljava lim,_,,, U(x) = +oo, te postoji pozitivna funkcija f
definirana na {x;, xo) sa svojstvom

Ut +af(t)
tlig;lo — U0 e’, Vx € (x, xo). (3.12)

U tom slucaju funkciju f nazivamo pomoénom funkcijom.
Lema 3.3.9 f, i fo su pomoéne funkcije za istu U'-varirajuéu U ako i samo ako fi; ~ fs.

Dokaz. Dokazujemo nuznost. Fiksirajmo ¢, x > 01 definirajmo Fy(z) = 1-U(t)/U (t+x).
F, je (odgovarajuée prosirena) ocito vjerojatnosna funkcija distribucije i pretpostavka
povlaci Fy(xzf;(t)) - 1 — e * kada t — +oc za ¢ = 1, 2, pa tvrdnja slijedi iz teorema o
konvergenciji tipova, dio (7). Za dovoljnost, pretpostavimo da je f; pomoc¢na funkcija za
U te da vrijedi f; ~ fo. Tada po definiciji imamo Fy(z fi(t)) — 1 — e %, pa prema dijelu
(17) teorema o konvergenciji tipova vrijedi Fy(xf5(t)) — 1 — e *, odnosno f> je pomoéna
za U po definiciji. O

Sada mozemo karakterizirati i maksimalnu domenu privlacenja Gumbelove distribu-
cije. Dokaz donjeg teorema nalazi se u de Haan [16].

Teorem 3.3.10 F' € MDA(A) ako i samo ako postoji nenegativna izmjeriva funkcija f
takva da za proizvoljan x vrijeds

. Ft+aft) _
tl_lg; T =e 7 (3.13)

odnosno ako i samo ako je funkcija U := 1/F T-varirajuéa s pomoénom funkcijom f. U
tom slucaju, f nazivamo i pomoénom funkcijom za F, te ju moZemo odabrati na nacin

TF

_ [ F@)
flz) = / o) (3.14)

T

Ono §to valja spomenuti kod maksimalne domene privlacenja Gumbelove distribucije
jest Cinjenica da se u njoj nalaze distribucije s vrlo razli¢itim ponasanjem repova. Dok
su uz ostale dvije domene vezani repovi regularne varijacije (5to u velikoj mjeri odreduje
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asimptotiku repa), Gumbelova istovremeno sadrzi relativno teske (lognormalna distribu-
cija) i lagane repove (normalna distribucija). I sama je Gumbelova distribucija laganog
repa, Sto se vidi laganom provjerom relacije

1—Ax) ~e™™.

Imajuéi i tu relaciju u vidu, ovaj dio zaklju¢ujemo generalizacijom proslog teorema,
iskazanom u formi na koju ¢emo se pozivati.

Definicija 3.3.11 Neka je 0 < a < 00. Za slucajnu varijablu V, kaZemo da ima genera-
liziranu Paretovu distribuciju G, ako je ona pozitivna s repom

L)a , a < 00

Go(z)=P(Vy > 1) = { (“” x> 0. (3.15)

e " , = 00,

Teorem 3.3.12 Neka je H, distribucija ekstremnih vrijednosti, gdje u slucaju o < 00
smatramo H, = ®, i Hyy = A kada je a = co. Neka je F distribucija slucajne varijable

X, sa svojstvom xp = +oo. Tada je F € MDA(H,) ako i samo ako postoji neka izmjeriva
funkcija f : R — RY takva da vrijedi

. X —u —
1}1_>r{.10P<W>x X>u> = G,(2).

U tom slucaju funkcija f se moze odabrati kao u (3.14).

Za dokaz vidi Geluk i de Haan [26].

3.3.1 Neki kriteriji za pripadnost maksimalnoj domeni privlacenja
Gumbelove distribucije

Kako smo i vidjeli, Fréchetova i (uz transformaciju argumenta) Weibulova domena ka-

rakterizirane su pripadnosc¢u klasi funkcija s repom regularne varijacije o kojima imamo

cijeli niz rezulatata. S druge strane, to nije slucaj s Gumbelovom o kojoj u analitickom
smislu znamo najmanje. Stoga ¢emo ovdje spomenuti i dva kriterija za F' € M DA(A).

Teorem 3.3.13 F € MDA(A) ako i samo ako

F(a) [ [ F)didy
lim - =1, (3.16)

o ( FF(t)dt) 2

8

8
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gdje su svi integrali u gornjem izrazu konacni. U tom slucaju vrijedi da je 1/F T-
varirajuca, te za pomoénu funkciju f mozZemo odabrati

[ [ Tty [ F(t)at
fla) = — ili f(r) = "=
[ F(t)dt F(z)

Teorem 3.3.14 Neka je F apsolutno neprekidna u lijevoj okolini od xp s gustoéom F'.

(i) Ako vrijedi

TR
F'(z) [ F(t)dt
Jim =L (3.17)
TF__ _
onda je F € MDA(A) i mozemo uzeti f(x) = [ F(t)dt/F(x).

(i) Ako je F' nerastuéa i F € MDA(AN), vrijedi (3.17).

Posljednja dva rezultata preuzeta su iz Resnick [39], str 48 i 64.

3.3.2 Maksimalne domene privlacenja i integrirani repovi

Podsje¢camo na pitanje postavljeno na strani 99: kakva je veza izmedu distribucije F' i
njezinog integriranog repa Fy? Postoje li neke klase distribucija u kojima se istovremeno
nalaze i originalna distribucija i njezin integrirani rep? Ako postoje, kako izgledaju i da
li su podskupovi od &7

Dvije ¢emo takve klase ovdje identificirati, pri ¢emu se jedna zaista nalazi u S a druga
ne.

Propozicija 3.3.15 Neka je o > 0. Tada vrijedi F € R_o 1 (tj. F € MDA(®o41)) ako
i samo ako Fy € R_,, (tj. Fo € MDA(D,)).

Dokaz. Pretpostavimoli F € R_, 1, ¢injenica Fy € R_,, slijedi direktno iz Karamatinog
teorema 3.1.3 (i7). Pretpostavimo li Fy € R_,, tvrdnja slijedi iz teorema o monotonoj
gustoci 3.1.4. OJ

Iz gornjeg rezultata vidimo da su distribucije s repom regularne varijacije indeksa < 0
zatvorene na integriranje repa, pri ¢emu zadrzavanje svojstva subeksponencijalnosti slijedi
iz propozicije 3.1.6. Druga klasa zatvorena na integriranje repa, a koja se ne sastoji samo
od subeksponencijalnih distribucija je M DA(A).

Propozicija 3.3.16 F € MDA(A) <= F, € MDA(A).
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Dokaz. Dokazujemo nuznost. Prema teoremu 3.3.13 vrijedi relacija (3.16) iz iskaza.
Uvrstimo li u nju F(z) = ppFj(x), slijedi

TF__
Fi(z) [ Fo(t)dt
lim T
T—T R FO (LE)Q

=1,

pa je tvrdnja posljedica teorema 3.3.14 (7). Za dokaz dovoljnosti uo¢avamo da je gustocéa
F} = F/up nerastuca, pa prema teoremu 3.3.14 (44) vrijedi relacija (3.17) s Fy na mjestu
F. Buduéi da uvrstavanjem dobivamo upravo relaciju (3.16), tvrdnja slijedi prema teo-
remu 3.3.13. U
Za nase su potrebe najzanimljivije one distribucije iz M D A(A) ¢iji su integrirani repovi
subeksponencijalni, pa bismo stoga htjeli i neke uvjete za pripadnost M DA(A)NS. Jedan
takav jest rezultat na koji ¢emo se kasnije pozivati, preuzet iz Goldie i Resnick [28].

Propozicija 3.3.17 Neka je F distribucija sa svojstvom f(z) := ppFo(z)/F(z) — oo i
f'(x) = 0 kada x — oo, te neka je f pri kraju neopadajuéa. Nadalje, neka za neko t > 1

vrijeds
lim inf f(tz) > 1.
Z—00 f(gj)

Tada je FF € MDA(A) i Fy € S.

3.4 Asimptotski opis dogadaja propasti

Jos nam je preostalo odgovoriti na pitanje kako se propast dogada u slucaju velikih zahtje-
va. Ve¢ smo opisali slu¢aj malih zahtjeva gdje se dogada to da se trajektorije koje vode u
propast lagano zakrivljuju, te se propast dogada gomilanjem velikog broja zahtjeva (koji
uvjetovano na dogadaj propasti imaju nesto drukéiju distribuciju, vidi str. 91). S druge
strane, u slucaju teskog repa pokazuje se da je propast trenutni dogadaj koji je relativno
neovisan o dotadasnjem izgledu trajektorije.

Tvrdnje takve vrste potkrijepit ¢emo rezultatima vezanim uz dvije fiksne vrijedno-
sti koje se mogu opaziti kod dogadaja propasti. Zadrzavaju¢i notaciju iz prethodnog
poglavlja, definiramo

Z(u) = Sy (3.18)

kao zadnju vrijednost pripadnog procesa (S;) prije propasti s okrenutim predznakom,
odnosno

Y () = Srw (3.19)

kao nivo procesa (i istovremeno pripadnog diskretnog kostura) neposredno nakon propasti.
Za definicije i razlike medu slu¢ajnim vremenima 7(u) i 74(u) pogledati str. 33. Glavni
rezultat iz kojeg crpimo zakljucke jest iduci teorem. Sve postavke modela su jednake
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onima u uvodu, te s F' oznacavamo distribuciju skokova. Nadalje, neka je (V,, T4)
sluc¢ajni vektor s distribucijom

P(Vy>a, T,>1y) =Galz+v), (3.20)

gdje je Go _generalizirana Paretova distribucija (o¢ito su marginalne distribucije od V, i
T, upravo G, te je u slucaju oo = oo rije¢ o nezavisnim sluc¢ajnim varijablama).

Teorem 3.4.1 Neka je a(u) funkcija sa svojstvom a(u f x)dz/F(u). Ako vrijedi
neki od uvjeta '

(i) F € R_q_1 za neko 0 < a < 00

(ii)) F € MDA(N) i Fy € S,

onda

(Z(“) Y(u) _“> P Vo, Ta),  u — o0, (3.21)

gdje je u slucéaju (ii) o = o0

Ovdje odmah uo¢imo da je za valjanost gornjeg rezultata rezultata vazno iskljucivo
ponasanje distribucije veli¢ine zahtjeva u beskonac¢nosti. To je zato §to su sve tri u
iskazu spomenute klase distribucija zatvorene s obzirom na asimptotsku ekvivalentnost.
Za funkcije regularne varijacije to slijedi iz definicije, za subeksponencijalne iz korolara
3.1.11, dok za M DA(A) imamo teorem 3.3.10.

Oznacimo li veli¢inu skoka koji vodi u propast s

W(u) = Z(u) + Y (u), (3.22)
iz gornjeg rezultata lagano dobivamo

Korolar 3.4.2 (i) Akoje F € R_o_; za neko 0 < a < oo, onda

JHEOP(H) (@ > :1:) = {1 +a (1 — i)} 7.

(ii) Ako je F € MDA(N) i Fy € S, onda

lim P™ (M)_“ > x) =(1+az)e ",

U—00

gdje je a(u) ~ [ F(x)dx/F(u).

)



3.4. ASIMPTOTSKI OPIS DOGADAJA PROPASTI 107

Detaljnije komentare ipak ¢emo sacuvati za kraj, ali odmah podvucimo ono Sto je
vidljivo: u gore opisanim slucajevima, propast se dogada vrlo velikim skokom. To slijedi
iz ¢injenice da se nedegenerirana asimptotska P(-distribucija postize tek reskaliranjem
funkcijom koja tezi u oo (u (i) o¢igledno, za (i) slijedi iz propozicije 3.1.13).

Odavde pa nadalje cilj je dokazati spomenuti teorem i pripadni korolar. Za pocetak
definiramo uvjetnu vjerojatnost

PO () = P | Z(u) = 2) = P(-| 7(u) < 00, Z(u) = 2).

Neka je A proizvoljna slucajna varijabla i Fy pripadna funkcija distribucije. S Ff,“)

oznac¢imo distribuciju preskoka preko nivoa u, odnosno
Fa(u+ ) — Fas(u) _F_A(u+x)

Fjgu)(x) =PA<u+z | A>u)= Tr(0) =1 ?(U)' (3.23)

Lema 3.4.3 Uvjetna P™ #) distribucija od Y (u) — u jest F+2).

Dokaz. Izra¢unajmo prvo P™ distribuciju slucajne varijable Z(u). Oznaéimo li s G

distribuciju slu¢ajnog vektora (Ry,..., R,—1, —(R, — X,)), za proizvoljan B € B(R)
imamo
PY(Z(u) € B) = @ilp(m <u,..., Ry 1 <u, R, >u, —(R,—X,)€ B)
_ ﬁi/lw’ w1 (Faee ey o) Lp(2) Lpsur s dF (2)dGr1, .., T, 2)
= @ nzO::l/ oo, w1 (715 -y Tne)1B(2) P(X > u+ 2)dG(ry, ..., Tp1,2)
(3.24)

Desnom stranom od (3.24) dobro je definirana vjerojatnosna mjera ¢ na B(R), i to je
toéno ona inducirana P distribucijom od Z(u). Lagano se pokazuje da vrijedi

EWlg(2(0))] = [ 9P (2 () € d2) =

1 o
= o) Z/ oo, upn=1 (715 -y Tn1)g(2) P(X > u+ 2)dG (11, ..., Tho1,2).
n=1
Stoga slijedi
(w _ ¥
PY(Srwy <u+x, Z(u)€B)=-—~> PRy <u,..., Ry <u, —(R, - X,) € B,

W(u)
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u— (R, —X,) < Xp<utz—(R,—X,)) =

1 o
= o) nz::l / Licoo, w1 (11, -y ") 1B(2)Plu+ 2 < X < w424 2)dG(ry, ..., Thot,2)
_ /P(X Cudztz | X >ut2)PO(Z() € do), (3.25)
B
Sto se i trazilo. O

Definicija 3.4.4 Varijacija realne mjere 1 na izmjerivom prostoru (X, M) jest pozitivna
mjera |p| definirana s |pu| = pt 4+ p=, gdje su pt i pT pozitivne mjere iz Jordanove
dekompozicije od p. Totalna varijacija mjere p je broj ||u|| = |p|(X).

Lema 3.4.5 Neka su (Ay; u > 0) i (ny; u > 0) dvije familije realnih mjera na izmgje-
rivom prostoru (X, M). Tada vrijedi ||\, — 14| — 0 kada u — oo ako i samo ako
SUPp gea | Au(A4) — nu(A4)| — 0 kada u — oo.

Dokaz. Za dokaz nuznosti imamo redom
sup [Ay(A) = nu(A)] = sup (A = n0u)"(4) = (\u — 1) (4)]
AcA AcA
sup [(Aw — 1) " (A) + (A = 1) (4)]
Ac A

< Pw = ml(X) = 1A =l =0, u— o0,

IN

Da bismo dokazali dovoljnost, oznac¢imo s P, i N,, pozitivni i negativni skup za A\, — 7, iz
Hahnove dekompozicije. Tada

= ANEX NN, (X NN < ilégp\u(/l) —nu(A) =0, u— oo,

Zamijenimo li = s * i N, s P, na isti na¢in vidimo (\, —1,)"(X) — 0, u — oo pa tvrdnja
slijedi iz ¢injenice [|A, — Nl = (A — 7)) T(X) + (A — 70) ™ (X). O

Lema 3.4.6 (i) Ako su (A(u); u > 0) i (A(u); u > 0) dogadaji za koje vrijedi

P(A(u) A A(u)) = o(P(A(u))), onda
I1P(-| A(u) — P(-| Au))]| =0, u— occ.

(ii) Ako su (Py; u > 0) i (Qu; u > 0) familije vjerojatnosnih mgera takve da ||P, —
Qul| = 0, u — oo, onda za svaku Markovljevu jezgru (wvjetnu vjerojatnost) K (w, F)
vrijedi

H/ K(w, )dPu(w) = / K(w, )dQu(w)

‘—>0, U — OC.
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(i1i) Ako su (K(u); u > 0), K diskretne slucajne varijable takve da P(K(u) = k) —
P(K =k), u— oo za sve k, onda

IP(K(u) € ) — P(K € )]| = 0, u— oc.

Dokaz. (i) Imamo redom

[P(A(w) = P(A(w))] = [P(A(w) \ A(u)) + P(A(w) N A(u)) = P(A(u) \ A(u) -
= P(A(w) N A®@))] < P(A(u) \ Au)) + P(A(u) \ A(u))
= P(A(u) & Au)) = o(P(A(u))),

[P(B | A(u)) = P(B| A(u))| =

P(A(u))
_ PBN(A A(u) \ A(w))) + P(B N (A(u) N A(u))) < P(A(u) \ A(u)) N
P(A(u)) — P(A(u))
P(A(u) \ A(u)) ~ 11
T T Gy AN A B T hw)

P(A(u))

:%_mmw

(17) Lako se moze provjeriti da za dvije vjerojatnosne mjere P i @ i slu¢ajnu varijablu
X > 0 vrijedi

/XdP /XdQ /Xd (P—Q)* /Xd (P-Q), (3.26)

u smislu da ako su integrali s lijeve strane konac¢ni, onda su konac¢ni i integrali s desne
strane i vrijedi gornja jednakost. Nadalje, za proizvoljan dogadaj B vrijedi

[ K. B - Q) @) < [ Ko, 9P, - Q)" ()
< [dr -0 @ = (P - Q) (@)
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Slijedi
onp / K(w, B)dQu(w)
= s AP, — Q) /K AP, — Qu)" ()
gsup/K d(P, — Q)" +sup/K d(Py, — Qu) (w)

< (Pu=Qu)" () + (Pu— Qu) () = [Py = Qul(R) = 0, u— o0,
(i73) Slijedi direktno iz Scheffé-ovog teorema (vidi npr. Billingsley [12], str. 224). O

Lema 3.4.7 Neka je (Yy; k € N) niz nezavisnih slu¢ajnih varijabli s distribucijom H € S
in €N fiksan. Za proizvolino u > 0 definiramo dogadaje A(u) = {Y1 + -+ Y,y <
u, Y1+ +Y, >u}. Tada

[P ((Viy.. o, Yor, Yy —w) € - | A(u)) — HO" V@ HW|| -0, u— oc.
Dokaz. Prvo dokazujemo
PH{Yi+ -+ Y, >u} Amax (Y7,...,Y,) > u}) = o(H(u)). (3.27)
Zbog {max (Y1,...,Y,) > u} C{Y1 + - +Y, > u} imamo

PH{Y1+---+Y, >u} A{max (Y},...,Y,) >u}) = PYi+---4+Y,>u)
— P(max (Y7,...,Y,) > u),

odakle zbog H € § slijedi

PH{Y1+---+Y, >u} A{max (Y1,...,Y,) > u}) _ H™(u) — H"(u)
H(u) H(u)

7 ()
7(u)

—(1+H@)+ -+ H"(u)) =0, u— oo.

Definiramo li A(u) = {Y, > u}, odmah vidimo

P(A(u) & A(u)) = P(A(u) \ A(u)) + P(A(u) \ A(u))

(
(
(

I
e

P

IN

Yi+--+Y,>u max(Y,...,Y,) <u)+ P(Y,>uw)PYi+---+ Y, 1 >u)
{Vi+--+Y,>u} A{max (Vy,...,Y,) > u}) + Hu)H"Y*(u) = o(H (u))
o(P(A(u))).

|
e
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Prema lemi 3.4.6 (i) zaklju¢ujemo
|P( | A(w) = P(-| A@u))]] =0, u— oo,
odnosno
HP((YI,...,Yn,l,Yn—u) €| Aw) = P (Vo Yo 1Yo —u) € - | Z(u))H S0, u— oo
Tvrdnja sada slijedi iz ¢injenice
P((Yl,...,Yn_l,Yn—u) < (z1,..., ) |Z(u))
PYi<zy,..., Yo 1<z, 1,0<Y, —u<uz,)

= = H*" D(ay,..., aye1) @ HY (zy
P(Yn > U) (mla ; L 1) ® (:E )7

jer je svaka vjerojatnosna mjera na R" jednoznacno odredena djelovanjem na m-sistemu
{(-o0, z]; z € R"}. O
Uz istu notaciju kao i u definiciji 1.1.2 definiramo sluc¢ajnu varijablu

K(u)=inf{n € N; R, (n) >u} =inf{n € N; H, > u}, (3.28)

koju nazivamo indeks prvog rekordnog uzleta koji nadmasi nivo w. Ona je definirana samo
na dogadaju {7(u) < oo} i vrijedi {K(u) = n} = {Hn-1 < u, H, > u} C {r:(n) < oc}.

Lema 3.4.8 Uz pretpostavku Fy € S, za proizvoljan n € N vrijedi

PY(K (u) = n) = (0)" (1= 9(0)), u— occ.

Dokaz.
P(K(u)=n)=PMHp1 <u, Hy,>u)
= P(re(n) < 00)P(Hp—1 <u, Hp>u|7L(n) <o)
= O0)"PMi+...+Y, 1 <u, Vi+...+Y, >u),
gdje su Yy, ..., Y, nezavisne slucajne varijable s distribucijom F, (drugim rije¢ima, P-

distribucija od Y}, odgovara P( - | 74(n) < oco)-distribuciji od Hy — Hy—1). Uz iste oznake
kao u lemi 3.4.7 imamo
P(K(u) = n) = 4(0)"P(A(u)). (3.29)

Iz dokaza navedene leme takoder vidimo P(A(u) A A(u)) = o(P(A(u))), odakle prema
dokazu leme 3.4.6 slijedi P(A(u))/P(A(u)) — 1, u — oc. Prema (1.24) vrijedi
L—p(0) 1= c— )y

C

$(0) '\”TX  dix

=P
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pa dijeljenjem (3.29) s ¢)(u) prema propoziciji 3.2.1 dobivamo

1—1(0)
¥(0)

PU(K(u) = n) = (0)"—= — 1(0)"p = 1(0)" = (0)" (1 —(0)).

O
Uocimo odmah da se ovdje dobivena situacija razlikuje od one u slucaju malih zahtjeva.
Kod slu¢aja malih zahtjeva proces rekordnih uzleta (Hy — Hi_q1; k > 1) ¢ini proces
obnavljanja s nedefektnom P-distribucijom. Buduéi da je ovako definirana varijabla K (u)
jednaka ukupnom broju obnavljanja u intervalu [0, u] (brojimo i obnavljanje u 0), pomoc¢u

elementarnog teorema obnavljanja slijedi K(u)/u — 1/h P-(g.s.), pa onda i po P®-
vjerojatnosti (pri tome je h = FE[H;]). Dakle u slu¢aju malih zahtjeva umjesto gornje

leme imamo K (u) uy 4 oo
Lema 3.4.9 Ako je Fy € S, onda za proizvoljnu distribuciju G koncentriranu na {(—oo, 0)
vrijedi

HF@(u) —Fo(u) *GH — 0, u— o0,

gd(]e gornjz 1zraz oznacava totalnu varijaciju mjere dobivene razlikom mgjera generiranih s

Yy G

Dokaz. Prema (3.23) vrijedi

- ol o) +foof(y)dy +foof(quy)dy
Fou (I,E) — 0 _ u+x T

Fo(w) +foof(y)dy

’

S %é‘
=

odakle slijedi da je FO(“) apsolutno neprekidna s gusto¢om

|

@ (z) = M

F(y)dy

ﬁ%‘é‘

koja je ocito opadajucéa. Takoder, f()(z) = 0 za 2 < 0. Odaberimo A € B(R). Zbog

0 0
Fé“)*G(A):/Fé“)(A—adG //f (z — a)dzdG(a)
—o0 -0 A
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RO - B ) = | [ [0 - 196 - 0)drd6(a)

IN

Il
é\o é\o é\‘:’

£9(@) ~ £z — a)| dzdG(a)

%\

0 +oo +o0o
f(z —a)de+ | fYx)dz — [ f(z —a)dz | dG(a)
oo o]

—a

“+o00o “+oo "
/ fO(@)dz + | fY(x)dz — / f(z)dz | dG(a)
0 —a

0

0
= 2 / Fo(u)(—a)dG(a) —0, u— o0

—Oo0

jer Fé“) (x) — 0 kada u — oc za sve x € R prema propoziciji 3.1.7. O

Teorem 3.4.10 Ako je Fy € S onda

HP(“)(Z(U) e )—F"| =0, u— .

Dokaz. Za n > 1 definiramo Y, = STJr(n) — ST+(n_1) iZ, = ST+(7L—1) — ST+(n)_. To
su ocigledno dva niza nenegativnih slucajnih varijabli i za fiksno n € N vrijedi da su
s obzirom na P(- | 74(n) < oo) varijable Y7,..., Y, nezavisne jednako distribuirane s
distribucijom Fy. Uz takve oznake vrijedi

Z(u) = Zg@ = Y1 = = Yw-1- (3-30)
Kao i ranije, stavimo
Aw)={Vi+- 4V <u, Vi4--+ Y, >u}, A) ={Y, > u}.
Uz oznaku P,(-) = P(- | 7(n) < 00) vrijedi
Po(- | A(w)) = P(- [ A(u)) i Pul-| A(u)) = P(-| A(u)) (3.31)
jer Ay C Ay = Pa,(- | A1) = P(- | A1). Tvrdimo

HP((m, Yl Zy) €| Aw) - PV @ B

—0, u— 0. (3.32)
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St Y(u) = S.,-(u)
Y(u)—u
u |
Sri(2)
™
Yi=5-, 1
\ Iy
0 | - 1 t
L ) W= (W)
2z =5 S N \
=S, ‘
_Z( ) - S‘r(u)f

Slika 3.1: Vrijednosti vezane uz dogadaj propasti

Iz leme 3.4.7 direktno slijedi

(Vi Yo, Yo — ) € - | A(w) - " Y e Y

0, u— oo.

Buduéi da smo u dokazu iste leme dokazali i P,(A(u) A A(u)) = o(P,(A(w))), pomoéu
leme 3.4.6 (i) dobivamo

n ((lea"'aynflayn_u)

e Z(u)) _ FED @ g

Pokusajmo sada izracunati uvjetne distribucije

=0, u— 0. (3.33)

Dsj‘)n (flfl, .

) =Po(Yiy ooy Yoy, Yo —u) < (21,..., 2,) | A(w)) i
DY (@1, oy @) = Pu((Yiy oy Yooty Zo) < (1., @) | Aw).
Prvu mozemo napisati u obliku
D™ (z Tp) éP (Y1 <z
1, n\ Ly n g 1 1s-

Yo <mpq, u<Y, <u+x,)

Tn—1 u+oTy

u/ //dFO JAFy(tn—1) ... dFy(ty). (3.34)
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Prije nego krenemo racunati drugu, uo¢imo da potpuno istim tehnikama kao i u dokazu
teorema 1.1.3 mozemo dokazati idu¢u ¢injenicu: za fiksno n € N, s obzirom na vjero-
jatnost P,, slucajni vektori (S,,, —Sr,—), (Sr,2) = Srey Sry — Sro@)-)s--y (Srp(n) —
Sty (n—1)s Sry(n-1)— ST+(n),) su nezavisni i jednako distribuirani s distribucijom jednakom
PO_distribuciji vektora (S,,, —S,, ) (koja je izratunata u teoremu 1.3.5). U skladu s
gore uvedenim oznakama, spomenute vektore mozemo pisatii kao (Y1, Z1),..., (Y, Z,).
Uvazavajuéi gornje argumente i koriste¢i teorem 1.3.5 (i) u tre¢em koraku, mozemo pisati

redom

1
DY, oo n) = mpn(ﬁ <y Yoor <oy, Yo > u, Zy < )
1 Tn—1
1
_ / / Py(Yy > u, Zy < 20)dFo(tn 1) ... dFy(t:)
F()(U)_oo e
1 1 Tn—1
- / / PO(S,, >u, =S,,_ < 2,)dFy(tn_1) ... dFo(tr)
1 1 Tn—1 —+oc +o00
_ // /dFO(tn)_ / dFo(t) | dFo(ta_r) . .. dFo(t))
FO(U), K 7
1 1 Tn—1 U+Tn
_ Fo(u)/"'/ /dFO(tn)dFU(tn1)...dF0(t1).

)

n

Usporedimo li dobiveno s (3.34), vidimo da za proizvoljne u > 0 i n € N vrijedi D%“
D(U)

5 n» Pa UvrStavanjem u (3.33) dobivamo

Ponovnim koristenjem P, (A(u) A A(u)) = o(P,(A(u))) i leme 3.4.6 (i) slijedi

sto je ekvivalentno relaciji (3.32) zbog (3.31).
Stoga za nezavisne slucajne varijable Z Vi, V... takve da je P-distribucija od V;
dana s Fy, a P-distribucija od Z® s F\*) vrijedi

— 0, u— oo.

P, ((Yl, YL Z) €| Z(u)) ~ FP Y g g

Py ((Y1,..., Y1, Zo) €| Alw)) = FP" D@ FE™|| 50, u — oo,

1P (Z, - V= =Y € [AW)—P(Z™ -=Vi—- - =V €9)]| 20, u— .
(3.35)
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Neka je K nezavisna od Z™ Vi, V... s geometrijskom distribucijom s parametrom
¥(0) s obzirom na P, tj. P(K = n) = (0)""'(1 —¢(0)). Tada prema lemi 3.4.6 (i7) i
lemi 3.4.8 vrijedi

HP(“)(K(U) €)—PKe)||—=0, u— oo

Stoga
sup |P™(Z(u) e B)y— P (Z™ =V, —--- = Vk_, € B)]

BeB(R)

= sup | [ P2 € B| K(u) = )dP(K () = 1)
BeB(R)

- /P(Z“‘)—Vl—---—VK_leBley)dP(sz)

= sup | [ PO(Z(0) € B K(w) = y)aP (K ) =y
BeB(R)

- /P(“)(Z(u) € B| K(u) = y)dP(K =)

+ /P(“)(Z(u) € B| K(u) =y)dP(K =y)

_ /p(Z(U)_VI_..._VK_leB|K:y)dP(K:y)‘
< iﬁwfpwwmnuanpwmﬂWKWFw)

- /P(“)(Z(u) € B| K(u) =y)dP(K = y)‘

+  sup /P(“)(Z(u)EB|K(u):y)dP(K:y)
BEB(R)

— /P(Z(“)—Vl—---—VK_IEB|K:y)dP(K:y)‘

= I+1I.

Kada u — oo, I — 0 prema lemi 3.4.6 (¢ii), dok za drugi dio imamo

o0

IT < > sup |[P(Z,—Yi—---—Y, 1 €B|A(u)
‘] BEB(R)
— P(Z"™ =Vi = =V € B)[9(0)" (1= (0)) 0, u— 00

zbog (3.35). Time smo dobili
[P“(Zw) e )—P(ZW —Vi— - = Vg1 €)|| =0, u— o,
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pa tvrdnja teorema slijedi koristenjem leme 3.4.9. O
U idué¢em teoremu V, je slu¢ajna varijabla s distribucijom danom s (3.20).

Teorem 3.4.11 (i) Akoje F € R o 1 za o > 0, onda

Z
oz—(u) % Vo u— oo.
U

(ii) Ako je F € MDA(A) i Fy € S onda

Z
(v) % Voo u— o0,
a(u)

F(x)dz/F(u).

gdje je a(u) ~

=g

Dokaz. (i) Zbog pretpostavke F' € R_, 1 vrijedi F(u) = u=*"'L(u), gdje je L funkcija
spore varijacije. Prema Karamatinom teoremu slijedi

— 1
Fo(u) ~ —u*L(u), u— oc,
apr
posebno Fy € R_, C S prema proporziciji 3.1.6. Iz definicije regularne varijacije slijedi
Blsis) (o

Fo(u) a+zx

)a = Ga(z), u— 0.

Stoga zbog teorema 3.4.10 imamo

P(U)<a@>x>z@<%):ﬁ)(%l+§))—>< o )a:G—a(:ﬁ), u — oo,

u a Fo(u) a+x

Pri tome = znaci da razlika lijeve i desne strane tezi u 0 kada u — oo.

(1) Pretpostavka F' € M DA(A) preko propozicije 3.3.16 povlaci Fy € M DA(A), te pri
tome vrijede i zakljuéci teorema 3.3.13 (odnosno pomoéne funkcije od F' i Fj su jednake).
Primjenom teorema 3.4.10 kao gore i teorema 3.3.12 slijedi

Po) (2> 0) ~ B (aluge) = LB =T, oo

Uoc¢imo na kraju i to da tvrdnju (i) mozemo pisati na isti na¢in kao i (ii) jer za
distribucije s repom regularne varijacije indeksa —a — 1, @ > 0 ocito vrijedi a(u)
prFo(u)/F(u) ~ u/a.

O
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Primjer 3.4.12 (i) Paretova distribucija

_ —a—1
F(x):(1+£) , x>0, a, k>0.
K

U tom slucaju imamo

2yale K
te slijedi
Fo(u)(x)zfo(_qux):(le%)* :</€+u+x>a:<1+ T )0‘
B (1+s)  \ mew wru)

odnosno Fo(_m je opet Paretova distribucija s parametrima « i £ +u. Nadalje, vrijedi
a(u) = ppFo(u)/F(u) = (k + u)/a, pa zaklju¢ujemo

F"(a(u)z) = F" (H i ux) = (1 + E)_a = Ga(z), u>0,
« a
odnosno P
-2 du,
K+ u

Ta je relacija zbog a(u) ~ u/a ekvivalentna onoj iz teorema 3.4.11 (i).
(i1) Weibullova distribucija
Flx)=e¢", >0, ¢>0, ac{0, 1)

zadovoljava uvjete teorema 3.4.11 (ii), Sto dokazujemo pomoc¢u propozicije 3.3.17.
Laganom primjenom L’Hospitalovog pravila dobivamo

—+o0
. . o
cau® ! f e dx
u

—1, u—o0

e—cu”
odnosno Fy(u) ~ By(u) := Culmul—ae—cm. Stavimo
B(w)  —psBo(u) acw a1

Ocigledno a(u) — oo, u — oo i lako se moze izracunati

(1 - a)(acu®—1)

(acue +a —1)*

a'(u) =
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Slijedi a'(u) — 0, u — oo, a'(u) > 0 za velike u tj. a(u) je pri kraju neopadajuca
i za svako t > 1 vrijedi lim,_, 'Z((% = t17® > 1. Stoga prema propoziciji 3.3.17
zaklju¢ujemo B € MDA(A) i By € S. Zbog Fy(u) ~ By(u) prema korolaru 3.1.11
vrijedi Fy € S§. Za ispunjenje uvjeta teorema 3.4.11 jos je preostalo vidjeti F' €

MDA(A). Za to se koristimo relacijom (3.17) iz teorema 3.3.14, odnosno imamo

N

o0

e Foo +oo
F'(u) [ F(z)dz  cout~'e™" [ e™"dx  cout™" [ e™"dx
F(u)?

(u)

- — +00
Napokon, stavimo li a(u) := ppFy(u)/F(u) = [ e dz/e=" slijedi a(u) ~

= “ = — 1, u— oc.
(6—cu0‘)2 e—cu”

ulfa

ca

odnosno p
caZ(u) d,

ul—«
(i1i) Lognormalna distribucija

Inz —b

F(x)zN( ), x>0, a, b>0,

a
gdje je N jediniéna normalna distribucija. Cinjenice F € MDA(A) i Fy € S ne¢emo
dokazivati jer bi nas to odvelo predaleko. Dokaz prve moze se prona¢i u Resnick [39],
odjeljak 1.1, dok za drugu upu¢ujemo na Kliippelberg [36]. Sto se tice funkcije a(u),
pomocu relacije (3.17) i serije primjena L’Hospitalovog pravila moze se pokazati

_ prFy(u)  F(u) a’u a’u

~J

F(u) F’(u)Nlnu—lenu'

a(u)

Stoga zakljucujemo
In u2Z (u) du, Vo
a’u
Dokaz teorema 3.4.1. Dokaz zasnivamo na ¢injenici (vidi Billingsley [12], str. 18) da
u R" skupovi oblika {(a, b] gdje su a, b € R" takvi da vrijedi a < b formiraju familiju
koja odreduje konvergenciju. Posebno, u slu¢aju R? dovoljno je dokazati konvergenciju
pripadnih mjera na skupovima oblika (s, oco) x (¢, oc) zbog ¢injenice (a, b] = (a1, 00) X
(ag, 00) \ (b1, 00) X (by, 00).
(1) Uz pretpostavku F' € R_,_1, a > 0, prema lemi 3.4.3 slijedi

PW <a(Y(u) —u oy OéZu(u) = v) = p@ (Y(U) —u > %t Z(u) = %)

) sy
2) (™

CFu(+
T F(
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kada u — oo po definiciji regularne varijacije. No zelimo dokazati i to da je konvergencija
u gornjem izrazu za fiksne ¢, o > 0 uniformna po v € [0, oc). Dijeljenjem varijable s
1+ 2 > 0 slijedi

7 vt F(u“’v%t)
lim F(U(1+ a )) = lim $

U—00 F (’LL (1 + %)) U—00 F(’LL)

pa prema teoremu 3.1.2 vrijedi da je ta konvergencija uniformna po

’

I+ a 4o+t
2= €[1, o0).
1+E a—+v

S obzirom da su « i t fiksni i pozitivni, slijedi da je konvergencija uniformna po svim
v € [0, 0o) jer za svaki takav v vrijedi @FH > 1. Stoga za fiksne s, t > 0

po (A=) 0, )

aZ(u) _ ) ey
" BN

+00 vty —a—1 +00 v—l—t
+ / ((11+ “))al pw (aZu ) / ) dGa(v)
+2

S

oo —a—1 -«
t t —
= /<1—|—U+ ) d’U:<1+S+ ) :Ga(5+t)7
o (%

gdje smo koristili ¢injenice da je konvergencija u (3.36) uniformna po v € [s, o0),

az(u) (1)
= u, V. 1 neprekidnost od )T

(17) Pretpostavimo li FF € MDA(M) i Fy € S za fiksno ¢t > 0 imamo

po v.

Y(u) — A
poo (¢ =) 2@ N s o/at) (v () — u > ta(u))
o) )
— F(u+(v+t)a(u))
Flut (v+ta(w) "D e
— = — —e
F(u+ va(u)) w e’

v—t v

prema teoremu 3.3.12. Pri tome brojnik i nazivnik konvergiraju prema e="~*, odnosno e~

uniformno po v jer konvergencija funkcija distribucije prema neprekidnom limesu povlaci
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uniformnu konvergenciju. U idu¢em koraku zelimo dokazati da za fiksno s > 0 cijeli
kvocijent konvegira prema e~! uniformno po v € [0, s]. Uvedimo oznake

F(u+ (v+t)a(u)) F(u+wva(u))

S S R

Tada zbog f,(v)/gu(v) <111/g(v) <e€® na [0, s] imamo

f)y=e"" gv)=e"

fu(v) i @ fu(U)g(U) - fu(U)gu(U) + fu(v)gu(v) - f(’U)gu(’U)
gu(v)  9(v) 9(v)gu(v)
fu(©) lgu(v) = g()| | |fulv) — F(v)]
= (@) o) IO
< @(Ifu(v) — f)] + lgu(v) — g(v)])
< (| fulv) = f(0)] +lgu(v) = g(v)]) Vv €0, s].

Odaberimo £ > 0 proizvoljan i ug dovoljno velik da za sve u > wug vrijedi

sup |fu(v) — f(v)| < e %e/2, sup [gu(v) —g(v)] < e “e/2.
veE[0, s] v€E[0, s]

Tada iz gornje relacije direktno slijedi

fulv) _ f(v)

S0 u(v)  g(o)

veE[0, s]

<e,

to se i trazilo. Koristeéi argument uniformne konvergencije na slican nacin kao i u (4)
vidimo
Z(u) — ) dp® Z(u) —
a(u) a(u)

_ / F% @ ;%gundp(u) (2 )

S

— /e_thoo(v) =e (1 —e?). (3.37)

0

Nadalje, uzimanjem limesa po u u relaciji

P <M>t,@§5> < P(“)<%>t>

a(u) a(u) < P (M - Z(u) < S) + P (Z(u) > s)
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slijedi

U— 00

Y (u) —
e '(1—e*) < lim PW (M > t) <e'(l—e*)+e?,

pa uzimanjem limesa po s dobivamo

Y(u) —
p® (M > t) —e 'l u— oo.
a(u)

Kombiniramo li to s (3.37), slijedi

Y (u) — 7Z _
PW (M >t W s) — e = G (s + 1),
a(u)
Sto se i trazilo. O
Dokaz korolara 3.4.2 (i) Primjenom teorema o neprekidnom preslikavanju na rezultat
teorema 3.4.1 slijedi
W(u) —u
a(u)

pa jos preostaje izracunati distribuciju slucajne varijable na desnoj strani.

(i) Gustoca slucajnog vektora (V,, T,) dana je s

v+t 0 vt) 1
1+ =—|-all+ —
Q ot o Q
a+1 ( v+ t) e
= 1+ .
a a
Funkcija g : R? — R? definirana s g(z, y) = (z, x + y) je bijekcija izmedu skupova

L=(0, +00)? i T = {(z, y); y > = > 0}, te za nju vrijedi ¢~ '(z, y) = (v, y — ) i
|Dg~Y(x, y) = 1. Slijedi

uy 4T

5
1) =
Jwe, 7y (v, 1) otow

1 —a—2
o (142) " (e, w),

f(Vcn Va+Ta)(U’ w) = a

«

pa integriranjem dobivamo

r a—+1 w\ —e—2 a—+1 w\ —e—2
fVa+Ta (w) == / (1 + E) dv = w (1 + —) .
0

(%

Odatle uz a(u) = u/a parcijalnom integracijom dobivamo

+oo

1 —a—2
lim P® (aW(u) —a>x> = / ot w<1+g) dw
«Q Q

U—00 u
T
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“+o00o
a+1| —«a wy —a—1]T° « w\ —a—1
= w (1 + —) (1 —) dw
Q a+1 o - a+1 Q
X
—a—1 —-a
= x<1+£) +(1+£> .
Q Q

Slijedi

w w w
lim P® (ﬂ > x) = lim P™ <047(u) > ax) = lim P™ (L(u) —a>a(r— 1))
uU—00 U U—00 U U—00 u

1
= afz— D '+ =" [1 +a <1 - —)] :
T
(77) Krenuvsi od gustoce
Jva, Ty (v, t) = €77
na isti nac¢in kao i u (i) dobivamo
fVa+Ta (w) = we_w'
Parcijalnom integracijom slijedi
+oo +oo

W) —
lim P® (% > x) = / we ™ dw = —we™" |7 + / e dw =xe " +e”
U—00 a\u

= (1+z)e ™.

O
Na kraju, pokusajmo rezimirati rezultate teorema 3.4.1 i korolara 3.4.2 i uociti razlike u
odnosu na slu¢aj malih zahtjeva. Kako smo ve¢ i komentirali, korolar 3.4.2 potvrduje da
se u slucaju velikog pocetnog kapitala u propast dogada vrlo velikim skokom $to se vidi
iz ¢injenice da graniénu P™-distribuciju dobivamo tek kada vrijednost skoka podijelimo
s funkcijom a(u) koja tezi u +oo. Ista je situacija i s preskokom Y (u) — u preko nivoa
u, odakle zakljucujemo da kod dogadaja propasti jednog portfelja osim same propasti
mozemo dobiti i veliki dug, $to nanosi mnogo vecu Stetu osiguravajucoj kuéi. Situacija je
dakle potpuno druk¢ija nego ona u slucaju malih zahtjeva kada su i sam skok koji vodi
u propast i preskok preko nivoa u imali grani¢nu P®™)-distribuciju. Nadalje, iz teorema
3.4.1 na isti nacin vidimo i to da je za velike u vrijednost u + Z(u) = u — Sy, koja
predstavlja koli¢inu sredstava neposredno prije propasti takoder velika (jer u + Z(u) >
Z(u) i Z(u)/a(u) konvergira po P®-distribuciji). To nam daje naslutiti da dogadaju
propasti ne prethodi naginjanje cijele trajektorije, Sto je opet suprotno situaciji u slucaju
malih zahtjeva. Iz svega navedenog zaklju¢ujemo da propast u sluc¢aju velikih zahtjeva
nije posljedica velikog broja nepovoljnih dogadaja nego posljedica jednog velikog zahtjeva.
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Sto se tice alternativnih metoda izracuna vjerojatnosti propasti (u kona¢nom i besko-
na¢nom vremenu), daljni pokusaji idu uglavnom u smjeru simulacija, ¢ija je osnova bas
Pollaczek-Hin¢inova formula. Od relevantne literature istaknimo npr. Asmussen i Bin-
swanger [7], Asmussen [5], Asmussen i Rubinstein [9]. S druge strane Furrer, Michna
i Weron [24] predlazu aproksimaciju stabilnim Lévyjevim procesom. Najbolji pregled
postignutih rezultata i odgovarajucih referenci moze se pronaéi u Asmussen [6].
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Sazetak

Predmet ovog rada je klasi¢ni Cramér-Lundbergov model rizika kojim se modelira jedan
portfelj nezivotnog osiguranja neke osiguravajuce tvrtke. Rad se sastoji od tri poglavlja.

U prvom poglavlju definiramo model i vjerojatnost propasti kao odgovarajué¢u mjeru za
njegovu riziénost. S ¢ (u) oznacavamo vjerojatnost propasti u beskonaénom vremenu port-
felja koji krec¢e od pocetnog kapitala u, dok s ¢(u,T) ozna¢avamo vjerojatnost propasti u
kona¢énom vremenu 7. Pokazuje se da je pripadni slu¢ajni proces (S;) Lévyjev, pa odgo-
varajuéim tehnikama dobivamo Pollaczek-Hin¢inovu formulu reprezentacije za ¢ (u), kao
i eksplicitni izraz za 1(0). Kljuéni korak u tom smjeru jest izvod distribucije rekordnih
uzleta za proces (S;). Na kraju prvog poglavlja izvodimo distribucije jos nekih vrijednosti
vezanih uz dogadaj propasti za slucaj u = 0.

U drugom poglavlju uo¢avamo da (u) ovisi o ponasanju repa distribucije kojom
se modeliraju isplate iz portfelja. U nastavku poglavlja se koncentriramo na distribucije
malih zahtjeva (odnosno distribucije ¢iji rep tezi u 0 eksponencijalno brzo), za koje postoji
Cramér-Lundbergov koeficijent. Pokazuje se da u tom slucaju mozemo dobiti eksponen-
cijalnu gornju granicu za 1 (u), kao i eksponencijalnu asimptotsku jednakost. Drugim
rije¢ima, u slucaju distribucija malih zahtjeva vjerojatnost propasti je eksponencijalno
malena. U nastavku poglavlja dajemo asimptotski opis nacina na koji se dogada propast
za navedeni slucaj. Pokazuje se da je ona uzrokovana gomilanjem velikog broja zahtjeva
koji pristizu jacim intenzitetom. Takoder, iz takvih razmatranja proizlazi i asimptotski
izraz za ¢ (u,T). On nam pokazuje da je za veliki u i ta vjerojatnost eksponencijalno
malena. Za dokazivanje navedenih rezultata uvelike koristimo teoriju slabe konvergencije
mjera.

U tre¢em poglavlju razmatramo slucaj velikih zahtjeva, odnosno slucaj kada rep dis-
tribucije isplata konvergira u 0 sporije od bilo koje eksponencijalne funkcije. Tipi¢ne
predstavnike nalazimo u klasi subeksponencijalnih distribucija, odnosno klasi distribucija
s repom regularne varijacije. Pokazuje se da se u tom slucaju 1 (u) asimptotski ponasa
kao rep integriranog repa distribucije isplata, pa tako konvergira u 0 sporije od bilo koje
eksponencijalne funkcije. Dodatnim asimptotskim rezultatima podupiremo tezu da se
kod takvih portfelja propast dogada kao posljedica jedne jedine velike isplate, $to je u
kontrastu sa slucajem malih zahtjeva.






Summary

The main topic of this work is the classical Cramér-Lundberg risk model which describes
non-life insurance portfolio of an insurance company. The work is divided into three
chapters.

In the first chapter we present the model and introduce probabilities of ruin (u)
in infinite time and ) (u,T) in finite time T for a portfolio starting with initial capital
u as basic measures of risk. We derive Pollaczek-Hincin representation formula for the
probability of ruin ¢ (u).

In the second chapter we study the small claims case: the tail of the claim size dis-
tribution decreases to 0 exponentially. We obtain an exponential upper bound for v (u),
as well as asymptotic expression which is also exponential. We also give an asymptotic
description of the ruin event itself, leading to an asymptotic axpression for ¢(u,T').

In the third chapter we study the large claims case with special emphasis on subex-
ponential claim size distributions. It turns out that v (u) decays to 0 much slower then
in the small claims case. We also show that in this case tipical ruin event occurs as a
concequence of one large claim.
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