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Uvod

Osnovni cilj modeliranja cijene obveznica je odredivanje cijene derivativa uz uvjet
da na trzistu nema arbitraze. Postoji nekoliko znacajnih modela za cijene obveznica:

Vasicek:

dr(t) = (b— ar(t))dt + cdW (t)

Cox-Ingersoll-Ross (CIR):

dr(t) = a(b—r(t))dt + o/r(t)dW (t)

- Ho-Lee:
dr(t) = O(t)dt + adW (t)

Hull-White (poopéeni Vasicek):

dr(t) = (O(t) — a(t)r(t))dt + o(t)dW(t)

Hull-White (poopéeni CIR):
dr(t) = (O(t) — a(t)r(t))dt + o (t)\/r(t)dW (t)

Svi oni zadaju dinamiku gibanja kratkorocne stope r(t) i pretpostavljaju da je
kratkoro¢na stopa Markovljev proces.

Ukoliko na trzistu nema arbitraze znamo da postoji martingalna mjera takva da su
B(t,T)
B(t)
B(t,T) je cijena obveznice koja u trenutku T isplacuje 1 §, a dinamika procesa B(t)

je zadana sa

procesi — F; martingali.

dB(t) = r(t)B(t)dt

Procesom B(t) se takoder trguje i on odgovara moguénosti neprekidnog ulaganja
u obveznice koje istjecu u infinitezimalnom trenutku nakon sto smo novac ulozili.
U [16](korolar 4.8,1.poglavlje) je pokazano da trziste bez arbitraze moze podnijeti
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samo jedan proces volatilnosti 0. Pregled modela kratkoro¢nih stopa (engl. short-
term interest rate models) dan je u [1] i [20].

Zasto je dovoljno zadati dinamiku kratkoroc¢nih stopa? Kao $to smo rekli ako na
trzistu nema arbitraze postoji martingalna mjera Q i vrijedi

B(t,T) _ @(B(T, T)’}_t>

B(t) B(T)
S obzirom da je B(T,T) = 1 dobivamo
1
B(t,T) = B(t)E@(m‘ft)

B(t) = (exp(/otr(s)ds)> = B(1.T) = Bo exp(~ /tTr(s)ds)|.7:t> (1)

U sluéaju da je r(t) Markovljev proces uvjetno ocekivanje u (1) je funkcija r(t) i sva
slucéajnost potjece od toga tj. B(t,T) = F(t,r(t);T).

Ali kod kratkoro¢nih modela problem je u procijeni parametara koja se radi inver-
tiranjem krivulje prinosa tj. izjednacavanjem sadasnjih teorijskih i empirijskih vri-
jednosti (procjene statistickom prilagodbom na podatke se ne rade jer je dinamika
kratkoro¢nih stopa zadana u odnosu na martingalnu mjeru dok se dogadanja na
trzistu desavaju pod objektivnom trzisnom mjerom). Samo invertiranje krivulje
slozeniji. Stoga su Heath, Jarrow i Morton u [13] uveli drukéiji pristup modeliranju
cijene obveznica (HJM model). Oni pretpostavljaju da je zadana cijela familija
buducih stopa sa dinamikom

df(t,T) = a(t, T)dt + o(t, T)dW (%) 2)

gdje su « i o progresivno izmjerivi procesi; o prima vrijednosti u R%, a W je d-
dimenzionalno Brownovo gibanje.

Invertiranje krivulje prinosa sada je direktno; to je samo pocetni uvjet u stohastickoj
diferencijalnoj jednadzbi (2). Zadati dinamiku budué¢ih stopa isto je §to i zadati
dinamiku svih obveznica jer iz definicije buducih stopa slijedi

B(t,T) = exp(— / £, 5)ds) (3)

Ali modeli koji bi zadali dinamiku B(¢,T') bi trebali uzeti u obzir B(T,T) = 1 za
sve T' dok kod buduéih stopa taj uvjet nemamo. U HJM modelu nam dakle ostaje
odgovoriti na pitanje: Uz koje uvjete na parametre « i ¢ na trzistu nema prilike za
arbitrazu. To je napravljeno u [13] i uvjet je

0, T) = Yt ) /t oi(t, 5)ds (@)

=1
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Dakako misli se da je dinamika buduéih stopa (2) zadana pod martingalnom mjerom.
Modeli kratkorocénih stopa inkorporirani su u HJM-modelu. Uzmimo npr. o(¢,T) =
0. Tada je zbog (4) a(t,T) = o*(T —t). Iz (2) slijedi

F(LT) = £(0,T) + 02T — %) + oW () (5)

Sada imamo: )

r(t) = f(t,t) = f(0,1) + oW (1) + Uz%

Dobivena jednakost odgovara Ho-Lee modelu. Detaljnije o HIM modelu se moze
pronadi u [1] i [20].

Procesi f(t,T') definirani su na dijelu 0 < ¢ < 7. Musiela u [19] predlaze uvodenje
reparametrizacije

r(t,z) = f(t,t + x) (6)

Sto dobivamo tom reparametrizacijom? Osnovni razlog uvodenja reparametrizacije
je sto sada vise nemamo uvjeta na domenu. Time otvaramo mogucénost da gledamo
na r(t) kao proces koji prima vrijednosti u nekom Hilbertovom prostoru (pogodno
odabranom prostoru funkcija). Kako izgleda stohasticka diferencijalna jednadzba za
r(t,z)? Ovdje ¢emo dati intuitivan argument

r(t+ At,z) —r(t,z) = ft+ At,t+x+ At)— f(t,t+x)
flt+ At t+x+ At) — f(t, t +x+ At)
+f(t,t+x+ At) — f(t,t + )

Sada vidimo da vrijedi:

dr(t,z) =df (t,t + ) + S_QJ;(t’t + x)dt

gdje diferencijal df (t,t + =) djeluje samo na prvu varijablu. Iz jednadzbe (2) slijedi
dr(t,z) = a(t,t +z)dt + o(t,t + z)dW(t) + %r(t, x)dt (7)

Jednadzbu (7) mozemo pisati kao:
dr(t) = (Ar(t) + F(t))dt + B(t)dW (t) (8)

gdje su r(t), F(t), B(t) procesi koji primaju vrijednosti u nekom prostoru funkcija,
B(t)(z) = o(t,t + ), zbog (4) F(t)(z) = 0, os(t,t + ) OTft oi(t,t +x)dx, a A je
operator diferenciranja po varijabli z, A = a%.
Standarna procedura kad radimo sa konkretnim modelom moze se opisati ovako:
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1. u trenutku ¢ = 0 upotrijebi trzisne podatke da procijenis parametre modela
2. upotrijebi te parametre modela za dobivanje cijene derivativa

3. u trenutku ¢t = 1 ponovi postupak i ponovo procijeni parametre itd.

Da napravi procjenu parametara analiticar obi¢no mora dobiti krivulju buduéih
stopa za trenutak ¢ = 0 tj {f*(0,7); T > 0} iz podataka na trzistu. Ali s obzirom
da imamo podatke za konac¢no obveznica, podaci se sastoje iz diskretnog skupa i
trebaju se prilagoditi nekoj krivulji. Cesto se to radi na takav nacin da imamo
neke parametrizirane familije u odnosu na koje se vrsi prilagodba. Najpoznatije su
Nelson-Siegel familije:

GN5<I) =21+ (ZQ + Zgl‘)eizw
i Svensson familije, prosirenje Nelson-Siegel
Gs(x) = z1 + (22 + z32)e” 5% + zyxe %7

Dakako da je korak 3 pomalo nelogican. Ukoliko je model to¢na slika realnosti
ponovna procjena parametara je suvisna jer sam model daje neku restrikciju na
krivulje budu¢ih stopa. Razlog zasto se to radi je Sto, naravno, nijedan model
nije tocna slika realnosti. Ipak trebali bismo voditi ra¢una da kad smo veé¢ jednom
odabrali model nemamo potpunu slobodu u biranju krivulja za procjenu buduéih
stopa. Zelimo govoriti o nekoj vrsti konzistencije modela M i familije krivulja
buduc¢ih stopa G. Reéi ¢emo da je par M, G konzistentan ako su familije krivulja
buducih stopa koje proizlaze iz modela M sadrzane u G i ako je pocetni uvjet iz
familije G.

Uzmimo npr. Ho-Lee model. Dobili smo

F(LT) = £(0,T) + (T — %) + oW ()

Iz jednadzbe odmah vidimo da je familija G4 (1) = AT + B kozistentna s Ho-Lee
modelom.

Duffie i Kan u ¢lanku [8] daju odgovor na pitanje: Uz koje uvjete na parametre p, o
je cijena obveznice dana sa:

B(t,T) = exp (A(T —t) + B(T — t)X;)

gdje su A i B funkcije, a proces X; zadovoljava sljede¢u stohasticku diferencijalnu
jednadzbu:

gdiesu p: D C R - R? o : D C R — R4 funkcije, a W je d—dimenzionalno
Brownovo gibanje. Njihov pristup je direktan i nisu se bavili generalizacijom. Bjork
i Christensen u [2] postavljaju probleme konzistencije i postavljaju sljedece uvjete:
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1. Pretpostavimo da upotrebljavamo fiksni model M (Ho-Lee, Vasicek, ...). Ako
se ve¢ radi ponovna procjena parametara tada bi familija krivulja koja se
koristi za prilagodbu podacima trebala biti konzistentna s modelom.

2. Pretpostavimo da je za danu familiju G uoc¢eno da daje dobru prilagodbu
podacima. Tada nam to daje informaciju o modelu koji bismo trebali izabrati
na takav na¢in da bude konzistentan s familijom G.

Sada se prirodno namecu sljedec¢i problemi za proucavanje:

1. Ako je zadan model M i familija krivulja G koji su nuzni i dovoljni uvjeti za
konzistenciju?

2. Ako je zadana familija G da li postoji model M koji je konzistentan sa G?

3. Neka je zadan model M. Da li postoji kona¢nodimenzionalna familija krivulja
G koja je konzistentna sa M?

U ovoj radnji odgovorit éemo na pitanje 112, problem 3 je rijesen u [3] i generaliziran
u [12].

Sada ¢emo se malo osvrnuti na probleme 11 2. Dinamika r(¢) kao procesa koji prima
vrijednosti u nekom prostoru funkcija zadana je sa (8). Parametriziranu familiju
krivulja mozemo dozivljavati kao mnogostrukost u tom prostoru. Pitanje je: kada
je mnogostrukost G invarijantna za gornju jednadzbu tj. ukoliko je r(s) = G(z) za
neko s > 0,z € R" da li je r(t) = G(Z;) Vt > s gdje je Z(t) npr. Itoév proces.
Geometrijska intuicija nam namece da bi nuzni i dovoljni uvjeti trebali biti

B(t) € Tazw) (9)

Ar(t)+ F(t) € TG(Z(t)) (10)

gdje je Tz tangencijalni prostor na mnogostrukost u tocki G(Z(t)).

Zakljucak je netocan zbog specificnosti Itove formule koja daje driftu jos dodatni
¢lan. Zbog toga Bjork i Christensen u [2] koriste Stratonovichev, a ne Itov integral
i dolaze do rjesenja. Ali oni rade pod dodatnim uvjetima na proces r(t) tj. gledaju
ga kao strogo rjesenje jednadzbe (8), ne prave razliku izmedu regularne i uloZene
mnogostrukosti te su njihovi rezultati lokalni i ne komentiraju eventualnu globalnost.
Filipovi¢ u [11] daje generalni okvir, razlikuje regularnu i ulozenu mnogostrukost i
daje dovoljne uvjete za globalnost.

Dakle ono sto zelimo da vrijedi je

r(t,x) = G(x, Z;) (11)

Tu nastaju problemi konzistencije:



(P1) Koji su uvjeti na Z i G tako da (11) daje model bez arbitraze?
(P2) Mozemo li rijesiti (11) za Z7
(P3) Ako mozemo kakav je proces Z?7 Je li nuzno It6v?

Problem je u tome $to r(t) kao slabo (ili blago) rjesenje HJM jednadzbe nije
nuzno [tov proces pa direktan zakljucak na Z nije moguc.
Do sada smo radili sa d—dimenzionalnim Brownovim gibanjem. To ima za posljedicu
znacajnu koreliranost izmedu bududih stopa u trenutku ¢ (u slucaju konstantnih
koeficijenata mozemo sve buduée stope izraziti kao funkciju njih d). Stoga uvodimo
prirodnu generalizaciju i govorimo o beskonacnodimenzionalnom Brownovom giba-
nju zelec¢i dati smisla jednadzbi

dX; = (AX, + F(t, X,))dt + > BI(t, X,)d! (12)
jEN

gdje X prima vrijednosti u separabilnom Hilbertovom prostoru H, a (3;) jen su neza-
visna Brownova gibanja, F (¢, X;) i B’(t, X;) su izmjeriva preslikavanja sa R x Q x H
u H; njihovu ovisnost o w ne pisemo i posebno isti¢emo ovisnost o X;(w) u skladu
s notacijom u [5].
U prvom poglavlju éemo definirati beskonacnodimenzionalno Brownovo gibanje i
definirati rjesenja stohasticke jednadzbe na separabilnom Hilbertovom prostoru.
Rezultati izlozeni u tom poglavlju nalaze se u [5]. Veéinu rezultata ne¢emo dokazi-
vati, tu su uglavnom navedeni rezultati koji ¢e nam koristiti u sljede¢im poglavljima.
U drugom poglavlju ¢emo rijesiti (P1) te dobiveni rezultat primjeniti na Nelson-
Siegel familije. Rezultati iz tog poglavlje se nalaze u [10] i [11].
U trecem poglavlju ¢emo dati formalnu definiciju HIMM (Heath-Jarrow-Morton
modela sa Musiela parametrizacijom), dobiti generaliziranu verziju uvjeta (4). U
cetvrtom poglavlju ¢emo dati jedan primjer prostora funkcija koji zadovoljava tehni-
cke uvjete iz treéeg poglavlja, a istovremeno zadovoljava i i naSe iskustvo kako
krivulje buduéih stopa izgledaju.
U petom poglavlju ¢emo govoriti o invarijantnim mnogostrukostima za jednadzbu
(12)- sada je W beskona¢nodimenzionalno Brownovo gibanje, odvojit ¢emo regu-
larne i ulozene mnogostrukosti, prikazat ¢emo rjesenje (P2) i (P3) na apstraktnoj
razini te dobivene nuzne i dovoljne uvjete za invarijantnost (rijec¢ je o korekciji uvjeta
(9) i (10)) izraziti u lokalnim koordinatama $to je pogodno za primjene.
U Sestom poglavlju ¢emo primjeniti rezultate iz petog na HJM-model (operator A
je operator diferenciranja, imamo ovisnost F'(t, X;) o B(t, X;) = (B’(t, X;));jen zbog
HJM uveta na drift) i rijesiti neke primjere. Rezultati treéeg, ¢etvrtog , petog i
Sestog poglavlja su izlozeni u [11].
Na kraju bih se zelio zahvaliti svom mentoru prof.dr.sc. Zoranu Vondrac¢eku na
pomodi pri pisanju ove radnje.



Poglavlje 1

Stohasticke jednadzbe na
beskonaécnodimenzionalnim
prostorima

Krajnji cilj u ovom poglavlju nam je do¢i do pojma rjesenja i uvjeta egzistencije
i jedinstvenosti za jednadzbu (12). Moramo definirati pojam beskona¢nodime-
nzionalnog Brownovog gibanja i pojam stohastickog integrala u odnosu na to gibanje.
Navedeni rezultati se nalaze u [5]. O polugrupama operatora se moze pronaci u [7/.
Mi ¢emo raditi na separabilnim Hilbertovim prostorima $to pojednostavljuje teoriju,
a dosta je za nase potrebe. Neka je (2, F, (F;)icr,,P) dani potpuni filtrirani vjero-
jatnosni prostor ¢ija filtracija zadovoljava uobicajene uvjete, tj. vrijedi da je F
P-potpuna, (F;) je rastuéa i neprekidna zdesna, Fy sadrzi sve P-nulskupove od F.
Uzet ¢emo jos da vrijedi F = F = Vier, F;. Predvidljivu o-algebru oznacavamo
sa P. Ponekad ¢emo u pisanju izbaciti ovisnost slucajnih varijabli o w kada ne
moze doc¢i do zabune. Sa H oznacavamo separabilan Hilbertov prostor, a slucajna
varijabla na H je izmjerivo preslikavanje u paru o-algebri (F,B(H)) gdje je B(H)
Borelova o-algebra na H.

Neka je I € R,. Slucajan proces (t,w) — Xi(w) : [ x @ — H C¢emo pisati na
razne nacine: (X;)er, X ili X, kada je jasno sto je skup indeksa I. X; : Q@ — H
je, dakle, sluc¢ajna varijabla za svaki t € I. Proces (X;)es je verzija od (Y;)ier ako
X, =Y, P-gs. zasvaki t € I. Dva procesa su nerazluciva ako

PIX, =Y, Vte ] =1.

Kada su dva procesa nerazluc¢iva jednostavno pisemo X =Y. Ako X i Y imaju
zdesna (slijeva) neprekidne staze vrijedi da je X =Y ako i samo ako je X verzija
odY.



1.1 Beskonacnodimenzionalno Brownovo gibanje

Zeljeli bismo proces

W = (8)jen (1.1)
osmisliti na nekom Hilbertovom prostoru i zvati ga Brownovim gibanjem. (f;) su
nezavisna jednodimenzionalna Brownova gibanja. Dakako da bi to bilo prirodno

uéiniti na prostoru £2.
ol = ol < oo}

JEN

2= {v = (vj)jen € RY

Oznacimo sa {g;|j € N} standarnu ortonormiranu bazu u ¢, Sada se lako vidi da

proces W = () jen = D ey 7 g; ne postoji u 2. Naime E|[Wi[|* =37 B> =
> jen t = 00. Medutim mozemo ga realizirati na ve¢em prostoru na sljedec¢i nacin:
neka je A = (\;)jen niz strogo pozitivnih brojeva za koji vrijedi:

Z /\j < Q.

jEN
Definiramo Hilbertov prostor sa tezinama:

& 1= {v = ())en € RY[ol3 := 3 Alusl? < o0},
jEN

Jasno da je ¢* C (3 sa Hilbert-Schmidtovim ulaganjem (za pregled rezultata o
Hilbert-Schmidtovim i nuklearnim operatorima vidi [18]) i e; = (\;)~2g; ¢ine ortonormi-
ranu bazu u 3. Definiramo @ € L(£3) sa Qe; := \je;. Ocito @ je pozitivan, her-
mitski i nuklearan. Stovie imamo Q2 (£2) = 21 Q2 : /2 — {2 je izometrija jer za
u,v € /2 imamo

2= ) uv; Aj——= =(Q~ 24, Qe > (1.2)
P ST
Sada bismo zeljeli definirati pojmove ocekivanja, kovarijance, Gaussove razdiobe,
uvjetnog oc¢ekivanja, martingala itd. na Hilbertovom prostoru. Rezultati su napra-
vljeni u [5] i to na razini Banachovih prostora. Dat ¢emo samo skice nekih dokaza.

Slucajnu varijablu X : Q@ — H zovemo Bochner integrabilnom ili jednostavno
integrabilnom ako vrijedi:

/QHX(w)Hd]P’ <0

(uoci da je || X (+)|| realna slu¢ajna varijabla). Sada mozemo definirati pojam oceki-
vanja za takvu sluc¢ajnu varijablu: Neka je h;,¢ = 1,2,... prebrojiva ortonormirana
baza. Definiramo EX € H kao:

(EX, h;) = E(X, h;)
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Lagano se vidi da tada (EX,h) = E(X, h)za sve h € H. Pojmu o¢ekivanja mozemo
pristupiti i strukturalno kao $to je napravljeno u [5]. No prije nam treba jedna lema
koju iskazujemo na nivou metrickih prostora:

Lema 1.1. Neka je E separabilan metricki prostor sa metrikom p i neka je X FE-
vrijednosna sluc¢ajna varijabla. Tada postoji niz {X,,} jednostavnih sluéajnih vari-
jabli takav da za proizvoljni w € Q niz {p(X (w), Xin(w))} monotono pada ka nuli.

Dokaz. Neka je Ey = {ey, ea,...} prebrojiv gust podskup od E. Zam = 1,2,...
definiramo

pm(w) = min{p(X(w),er),k=1,...,m}
km(w) = min{k <m: pp(w) = p(X (W), ex)}
Xn(W) = erpn)

Ocito su X, jednostavne slucajne varijable jer
Xm(w) C {61, €9, ... ,em}.
Zbog gustoce od Ey ocito X,,-ovi zadovoljavaju trazene uvjete |

Za jednostavne slucajne varijable na H se lagano definira pojam ocekivanja kao
sto se i lagano provjeri || [, XdP|| < [, || X (w)||dP. Neka je X integrabilna. Po lemi
1.1 postoji niz { X, } jednostavnih slu¢ajnih varijabli takav da niz {|| X, (w)—X (w)|| }
pada ka nuli za sve w € €. Slijedi da:

| [ Xnlw)ie = [ Xo(w)ae
< [ 1) = Xl

_/Q||X<w>— (@) |
T / 1X (@) — Xo(w)||dP

1 0 kada m,n — oo

Sada mozemo definirati

/X(w)d[P’: lim [ X, (w)dP.

n—oo 0

Za slucajnu varijablu X € L*(Q, F,P) s vrijednostima u H moZemo definirati ko-
varijacijski operator

(Cov(X)hi, hj) = E((X — EX, h)(X — EX, h;))

11



Lako se vidi da je Cov(X) pozitivan i nuklearan operator. Mozemo definirati pojam
uvjetnog ocekivanja (vidi [5, poglavlje 1.3]) i vrijedi:

IE(XIG)|| < E(1X]| |9)g-s

Sada mozemo definirati pojam martingala i lokalnog martingala analogno kao u R
(vidi [5, poglavlje 3.4]) i zbog gornje nejednakosti lagano se vidi da vrijedi da je
|| M;|| submartingal, ukoliko je M; martingal.

Definicija 1.2. Oznacimo sa H*(H) prostor neprekidnih martingala M na [0,7T] s
vrigednostima uw H takvih da:

M]3 (1) = Ell|Mz[5] < o0 (1.3)

Stavimo My := supejo 7y ||Mi||g. Primjenjuju¢i Doobovu nejednakost na sub-
martingal ||M,||(vidi [6]) imamo:

E(|M7 ") < 4l[Millye iy za M € Hp (1.4)

)

Lagano se vidi, koriste¢i (1.4), da je H2(H) Hilbertov prostor sa normom (1.3).
Oznacimo sa H%Q(H) zatvoren potprostor koji se sastoji od M € H2(H) za koje
vrijedi My = 0.

Definicija 1.3. Za slucajnu varijablu X kaZemo da je Gaussova ako je (X, h) realna
Gaussova za svaki h € H.

Za Gaussovu slucajnu varijablu se moze pokazati da postoje m € H i simetrican,
pozitivan, nuklearan operator () takvi da:

/(h,X)dIP’ ~ (m,h), Vhed
/H Uy, X (ho, X)dP — (b, ha) = (Qhy, o)
Vhi,ho € H

Sada mozemo definirati Brownovo gibanje:

Definicija 1.4. Neka je QQ simetrican, pozitivan, nuklearan operator na H. Nepreki-
dan martingal X = (Xy;t > 0) s vrijednostima u H zovemo QQ— Wienerov proces ako
vrijeds:

ii) X ima nezavisne priraste

12



iii) Xy — X5 je centrirana Gaussoova sa kovarijacionim operatorom (t — s)Q, za
sve 0 < s <t

Propozicija 1.5. Red
W=> g
jeN
konvergira u H%2(€§\) za sve T € Ry i definira Q-Wienerov proces u (3, gdje su \j, Q
definirani na pocetku odjeljka 1.1.

Primjetimo da realizacija od W kao Brownovog gibanja ovisi o A. No ipak sama
klasa integrabilnih procesa nece ovisiti o \.

Dokaz. Fiksirajmo T € R,. Definiramo W™ € Hy:*(£3) sa:
W”:Zﬁjgj, neN (1.5)
j=1

Ocito E[HW;E - Wg;nngﬂ — T A — 02amn — oo, Stoga je (W)en

Cauchyev niz u Hy” koji konvergira ka W. Zbog ocjene (1.4) imamo da je kon-
vergencija lokalno uniformna po L? normi. Stoga je W neprekidan martingal s
vrijednostima u 3.

Za svaki v € (? realne slucajne varijable (W — W™,
konvergiraju u L*(Q, F,P) ka (W, — W, v)z koja je stoga isto centrirana Gaussova.
Zakljucujuci na isti nacin dolazimo do zakljucka da vrijedi

V)2 su centrirane Gaussove 1

E\Wy =Wy, ei)e Wy =W, e) | = (t = 5){(Qei e5)

Stoga vrijedi uvjet definicije iii). Na slican se nacin pokaze da vrijedi ii) i ocito
Wy =0. |

1.2 Stohasticki integral

Za definiciju stohastickog integrala Da Prato i Zabczyk u [5] uvode skup LY(H)
Hilbert-Schmidtovih operatora sa 5 u H (to je takoder separabilan Hilbertov prostor
pa s analizom ne¢emo imati problema). To je prostor koji se sastoji od linearnih
preslikavanja @ : /> — H sa

||q)||%g(H) = Z 197]]% < o0 (1.6)

JEN
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gdje je ®7 := ®(g;). Nadalje ¢emo identificirati ® sa (P7);ey. Takoder vrijedi i da
svaki niz (®7);ey predvidljivih procesa koji zadovoljavaju (1.6) P-g.s. definira jedan
LY(H) proces sa ®;(g;) := ®]. Ovdje smo koristili cinjenicu B(LY(H)) = @,enB(H)
Sto vrijedi zbog separabilnosti od H. Za konstrukciju stohastickog integrala ce
sljededi prostor imati vaznu ulogu:

Definicija 1.6. Prostorom L%(H) zovemo Hilbertov prostor ekvivalentnih klasa
predvidljivih procesa ® s vrijednostima v LY(H) s normom:

||(I)||E:2T(H) =L

T
/0 ||‘I’t||%g(H)dt] <00 (1.7)

Stohasticki integral prvo definiramo za elementarne procese s vrijednostima u
L(63,H). Prvo primjetimo da je prostor L(¢3, H) ulozen u prostor LY(H) gdje
operatore iz L({3, H) gledamo restringirano na ¢? . Naime vrijedi relacija:

121790y = D HPgi b)) = D Ail{Pes, hy)[* = [|9Q3 315 = T[@QP"]  (1.8)

ij=1 ij=1

Posljednji operator je nuklearni (kao umnozak dva Hilbert-Schmidtova). Inace
znamo da vrijedi:

1 1
12Q2[ns < |2 ||Q2|]us

gdje je sa |.| oznacena operatorska norma.(vidi [18, Teorem 5.10.15]). Takoder se
lagano vidi da je to ulaganje gusto (gledaju se operatori koji samo kona¢nom broju
e;-ova pridruzuju vrijednost razlicitu od nule). Elementarni procesi su oni za koje
postoji niz 0 = tg < t; < --- <t = T iniz $g, Py,..., P slucajnih varijabli s
vrijednostima u L(¢3; H) koji uzimaju konaéno mnogo vrijednosti takvih da je @,
Fi,,-izmjeriva i

O(t)=,, zate€ (tmtmir), m=0,1,... . k—1.

Lako se za njih definira stohasticki integral kao:

E

-1

/Ot O(s)dW (s) = D, (Whiint — Went) (1.9)

3
I

Oznacimo taj izraz kao ® - W (t),t € [0,T]. Izra¢unajmo za elementarne procese



izraz E|® - W (t;,)|?. Definiramo ¢; = W(t;41) — W(t;),5 =1,...,m — 1. Tada

2
Blo- W) = E| Yot
7=0
m—1
= E) |2(t;)Gl"
j=0
+2F Z £:)Ci, ®()¢,)
i>5=1
Prvo ¢emo pokazati da vrijedi
m—1 m—1
EY 19(t)G1 = > (i — ) EISE)gwy, 5=0,1,...,m—1.
j=0 Jj=0

(1.10)

Primjetimo prije da je slucajna varijabla ®*(t;)h; JF;, izmjeriva (prima konacno
vrijednosti) i da je (; nezavisna sa J;,. Stoga imamo:

E|®(t;)¢;[*

ZE t5)G, hi)[?)
= ZE(E(KCja‘I’*(tj)hi>|2|ftj))
= (tjr1 —t)) Z E({(Q®"(tj)hi, @*(tj)hi))

= (tj+1— ZE@“I)* (hi)[?
= (i1 — tj)EH‘I)( ti)llzgcm)

Treca jednakost slijedi zbog nezavisnosti (; sa F, i zbog cinjenice §to ®*(t;)h; prima
kona¢éno vrijednosti. Posljednja relacija vrijedi zbog (1.8). Analogno se vidi da

vrijedi za proizvoljne i, j:
E(®(t:)G, P(t;)G) =

Dakle dobivamo da je

tTfL
Blo - Wit = B[ [ 1006 By
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Sada nam za definiciju stohastickog integrala (kao limes jednostavnih) treba sljedeca
propozicija koju ne¢emo dokazivati (dokaz se nalazi u [5, Propozicija 4.7]

Propozicija 1.7. Ako je ® predvidljiv proces s vrijednostima u LY(H) takav da
||| z2 (1) < 00 tada postogi niz {®,} elementarnih procesa takav da ||®—Py|| 22 () <
00

Uoc¢imo da preslikavanje & — fUT ddW sa prostora elementarnih procesa u pros-
tor H%Q(H ) ¢uva normu. S obzirom da su elementarni procesi gusti u prostoru
L2(H) preslikavanje mozemo prosiriti do izometrije sa prostora £2(H) u prostor

Hy (H).

Definicija 1.8. Neprekidan martingal s vrijednostima uw H koji oznacavamo (P -
W )ico,1) se zove stohasticki integral od ® s obzirom na W i oznacavamo ga takoder
sa:

t
(®- W), = / B, dIV,
0

Jasno je da je stohasticki integral s obzirom na d—dimenzionalno Brownovo
gibanje ukljuéeno u ovaj koncept: svaki predvidljiv proces s vrijednostima u H¢
d = (®,...,®%) se moze smatrati kao proces ® s vrijednostima u LY(H) stavljajuci
Pi = d7 ako j < did/ =0zaj > d. Lagano onda dobivamo:

(®- W), =(®-W), = i@g‘dﬁg (1.11)
j=1
Navodimo svojstva stohastickog integrala:
Propozicija 1.9. Neka je ® € L2(H). Vrijedi:
i) Za svako vrijeme zaustavljanja T < T
(@ W)inr = ((PLo,71) - W (1.12)

i) Sljedeci red konvergira uniformno na [0,T] po vjerojatnosti

@ w),=¥ / Bl (1.13)

jEN

iii) Neka je A € L(H; E), gdje je E isto separabilan Hilbertov prostor. Tada je
Ao® e LA(E) i
AP -W)=(Aod) - W (1.14)
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Dokaz. Svojstvo i) se pokaze aproksimacijom elementarnim procesima (vidi [5,
Lema 4.9.]). Svojstvo ii) slijedi iz (1.11) i &injenice da (®,...,®% 0, ...) konvergira
u L2(H) ka @ kada d — co. Sada imamo po Doobovoj nejednakosti:

Pl s (@ w3 (o] < arl [ Il -0

t€[0,T) j=d+1
Zadnju tvrdnju mozemo pokazati opet aproksimacijom elementarnim procesima. WM

Aproksimacijom elementarnim procesima slijede mnoge tvrdnje kao u R™. 1
sljedeca tvrdnja spada u takve:

Propozicija 1.10. Neka su @, € L2(R) i definiramo:

t
Z, ::Z/ IV ds.
0

JEN

Tada je (- W)(¥ - W) — Z neprekidan lokalni martingal. Stovise , Z je jedinstveni
neprekidan proces konacne varijacije sa ovim svojstvom . Uvodimo oznaku za Z:

Zy = {(D-W), (¥ -W)),

Dokaz. Primjetimo da je Z dobro definiran predvidljiv realan proces s neprekidnim
trajektorijama koji je kona¢ne varijacije. Uvedimo oznaku X := (& -W)(V-W)—Z,
Sto je neprekidan realan predvidljiv proces. Aproksimiramo stohasticke integrale
sa M4 := & -W? N9 := ¥.W? koji konvergiraju ka pravoj vrijednosti inte-
grala u Ho*(R). Iz konaénodimenzionalne teorije imamo da je X? := MIN? —
Z;l:l J; ®1Wids martingal. Zbog ¢injenice da X{ — X; u L'(Q, F,P) za neki fik-
sni t € [0,7] imamo da je X martingal. Za jedinstvenost vidi [21, Propozicija 1.2,
poglavlje IV]. [ |

Kao i u konacnodimenzionalnoj teoriji zbog dobrog ponasanja u odnosu na vre-
mena zaustavljanja mozemo prosiriti domenu integrabilnih procesa:

Definicija 1.11. Prostor svih predvidivih procesa s vrijednostima u LY(H) takvih

da vryjedi:
T
2
Pl [ 10y < 00| =1

Kao i u kona¢nodimenzionalnoj teoriji za neki ® € L2¢(H) postoji rastuéi niz
vremene zaustavljanja 7,, T T takvih da ®l ] je u L7(H) za svaki n € N. Sada
mozemo prosiriti pojam integrala kao u [5, stranice 94-96].

oznacavamo sa L2°(H)
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Propozicija 1.12. Neka je ® € L'¢(H). Tada postoji jedinstven neprekidan lokalni
martingal (Mt)te[O,T] sa svojstvom:

Mip = ((q)l[O,T]) ’ W)lt

kadgod ®1y, € L3(H). M zovemo stohasticki integral od ® s obzirom na W i
pisemo:

t
Mt = (@ . W)t = / (PSdWS'
0

Mnoga svojstva se prirodno nasljeduju i na ovu klasu procesa lokalizacijom. Za
prenijeti svojstva od pomoé¢i nam je sljedec¢a lema:

Lema 1.13. Neka je (M™),en niz neprekidnih lokalnih martingala s vrijednostima
w H. Pretpostavimo da za svaki 6 > 0 postoji vrijeme zaustavljanja T takvo da
Plr <T] <6 i (M) — 0 uHz(H). Tada sup,cr |[|M{'||lz — 0 po vjerojatnosti.

Dokaz. Neka su 0, > 0 i neka je 7 kao u lemi.Tada

P[ sup || M|z >¢e| <6+ P| sup HMMTHH>€]
t€[0,T] t€[0,1]
Zadnji dio ide k nuli po Doobovoj nejednakosti (1.4). [ |

Upotrebljavajuci lemu 1.13 mozemo dokazati sljede¢u propoziciju

Propozicija 1.14. Jednakost (1.11) i propozicije 1.9 i 1.10 vrijede ako L%(H) za-
mijenimo sa L2°(H).

Do sada smo stohasticki integral definirali do kona¢nog vremena na intervalu
[0,7]. Medutim mozemo promatrati integrande L£*(H) := L2 (H)(sa T u (1.7)
zamijenjen sa 0o) 1 L'(H) := Nyeg, L2°(H).

Neka je @ € L*(H). Pisemo M" := ®1lyy, - W za stohasticki integral na [0,n]. Iz
(1.12) slijedi da se M™*! podudara sa M" na [0,n] za sve n € N. Stoga mozemo
definirati nedvosmisleno proces ® - W, stohasticki integral od ® s obzirom na W,
postavljajuéi da je jednak M™ na [0,n]. Ovaj proces je o¢ito neprekidan martingal
s vrijednostima u H.

Lokalizacijom koriste¢i isti argument moZemo pokazati da isto vrijedi za ® € L°¢(H)
Sada mozemo definirati Sto je Itov proces sa vrijednostima u H.

Definicija 1.15. Neprekidan adaptiran proces X s vrijednostima uw H se zove Itov
ako je oblika:

t t
Xt:X0+/ bsds+/ o,dW, (1.15)
0 0
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gdje je ® € LI°°(H), b je predvidljiv proces sa vrijednostima u H takav da
t
P[/ 16, || rrds < oo] —1, VteR, (1.16)
0

1 Xo je Fo izmjeriva.

Primjetimo da Itov proces kao suma Fy-izmjerive slucajne varijable, procesa
sa konac¢nom varijacijom i lokalnog martingala pripada klasi semimartingala. Ta
dekompozicija je jedinstvena (vidi [21, propozicija 1.2, poglavlje 4] za realan slucaj,
a ovdje mozemo gledati po koordinatama).

1.3 Osnovni alati

Osnovni alati stohasticke analize su: Itova formula, stohasticki Fubinijev teorem i
Girsanovljev teorem. U ovom poglavlju dat ¢emo njihov pregled.

1.3.1 Itova formula

Neka je F separabilan Hilbertov prostor. O analizi na E se moze vidjeti u [4]. Ovdje
¢emo dati dokaz prosirenja Itove formule iz [5, Teorem 4.17].

Teorem 1.16. Neka je X Itov proces sa vrijednostima v H dan sa (1.15) i neka je
U € C2(H; E). Tada (DU(X)®) ey € LY°(F) i

1 o
o= > DPW(X,)(P], D))

jeN

su predvidljivi procesi s vrijednostima u E takvi da:
t
P[/ (IDUX )bl + 1 l|s)ds < oo] = 1, vi € R, (1.17)
0
Stovise, ¥ o X je Itév proces sa vrijednostima u E dan sa:

(VoX),=(¥oX)+ /t(D\I/(XS)bS + Jy)ds + Z /t DU(X,)®/d3?  (1.18)

Dokaz. Lagano se vide tvrdnje za (DW(X)W/);cy. Konvergencija g.s. reda J; slijedi
iz (1.6)(naime vrijedi || D*¥(X,)(®], ®])||z < ||D>¥|| ||®]]|?). Stoga je J; predvidljiv
(kao kompozicija neprekidnog i predvidljivog preslikavanja). Integrabilnost (1.17)
opet slijedi iz omedenosti diferencijala i (1.16) zajedno sa ¢injenicom da je ¢ €
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Ll°¢(H). Oznacimo desnu stranu od (1.18) sa I;. Pokazali smo da je (I;) Itov proces
sa vrijednostima u E. Neka je {e;]i € N} ortonormirana baza od E. Dovoljno
je pokazati da jednakost (1.18) vrijedi po komponentama s obzirom na svaki e;.
Definiramo W;(h) := (e;, U(h)). Tada je ¥; € CZ(H;R) i mozemo primjeniti [5,
Teorem 4.17]. Slijedi da:

ey (Wo X)) = (V;0X)+ /Ot (D\I/i(XS)bS +%ZD2\111(X8)(<1>;',¢§)> ds

JeEN

oy DW(X,)@ld

jEN

Zbog ¢injenice da je DW;(h)(+) = (e;, DU (R)(:)) i D*U(h)(hy, he) = (e;, D>V (h)(hy, ho))
i komutacije Bochnerovog i stohastickog integrala sa neprekidnim linearnim oper-
atorom (vidi propoziciju 1.9 iii) ), slijedi da je zadnji izraz jednak (e;, I;) ¢ime je
tvrdnja teorema dokazana. |

1.3.2 Stohasticki Fubinijev teorem
Neka je (E, &) izmjeriv prostor, neka je
¢ (tw,z) — Py(w, x)

izmjerivo preslikavanje sa (Ry x Q x E,P ® &) u (LY(H),B(LY(H))) i neka je p
konaé¢na pozitivna mjera na E. Dat ¢emo modifikaciju dokaza teorema [5, teorem
4.18]. Za dokaz teorema nam treba sljedeca lema:

Lema 1.17. Neka je (X, F,v) prostor s konacnom mjerom v i neka je F = o(A)
gdje je A neki poluprsten. Tada za svaki F' € F i e > 0 postoje disjunktni
A, . A, € A takvi da za A= A U---U A, vrijedi

v((A\F) U (F\A)) < e

Dokaz. Konacne disjunktne unije Cine prsten skupova. Lagano se sada vidi da
je familija skupova za koju vrijedi tvrdnja leme d-sustav (zbog konacnosti mjere).
Tvrdnja slijedi standarnim 7 — d argumentom. |

Fiksirajmo 7" > 0. Vrijedi:

Teorem 1.18. Pretpostavimo da :

T
| [ 10y dtntan) < oo, P s
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Tada postoji Fr @ £ izmjeriva verzija {(w, ) stohastickog integrala fo Oy (x)dWy
koja je p-integrabilna P-g.s. takva da

[E §(x)uldr) = /OT ( /E q)t(x)u(dx)>dwt’ P—gs.

Dokaz. Lokalizacijom tvrdnju teorema mozemo dobiti iz pretpostavke da vrijedi

AL 0] butan) < o o)

Pretpostavimo dakle (1.19). Zbog te pretpostavke postoji niz ®,(t,w, x) takav da
n(t,w, x) ZH 1An (t,w,x)
gdje su H} € LY(H), a A} € P ® £ i vrijedi:

li [ {E[/OT 1 (t,w, z) — @n(t,w,xmig(mdt] }u(dm) —0 (1.20)

n—oo

Zbog gustote L((3, H) u LY(H) i leme 1.17 mozemo pretpostaviti da su H} €
L(3, H) i A} = FI x (s7,17] x E} gdje su (s7,t7] podintervali od [0,T], F}' € Fn
1 E7 € . Procesi

{n(w,x):/o D, (t,w, z)dW(t)

su o¢ito Fr ® & izmjerivi, a zbog (1.20) znamo da postoji podniz ¥, (nadalje ga
oznacavamo sa ®,,) 1 Ey € &, u(Ep) = 0 takvi da

T
lim E[/ 19(t,w.2) — Bu(t.0.2)| Byt =0, V€ E\E,  (121)
0

n—oo

i vrijedi (1.20). Sada mozemo definirati

E(w, ) = {hmw S ®ulw,2)dW (1)« € E\Eo

0, inace

Tada je {(w,z) Fr ® E-izmjeriva slucajna varijabla i zbog svojstva izometri¢nosti
stohastickog integrala vrijedi:

f(w,x):/o O(t, w, x)dW(t)
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za sve x € E\FEy P-g.s. Sad imamo izmjerivost. Moguénost zamijene poretka
integracije trivijalno se provjeri za gornje procese. Sada mozemo konstatirati:

E‘/ / (t, 2)dW () (dx)—/E(/OTCI)n(t,x)dW(t))u(dx)
< [(#1 ] (@)~ @ o)ua

< [E{E[/OT 19(t.2) — @, (1. 2) 2y ] }%,u(da:) 0, kada n — oo
(1.22)

gdje smo koristili (E|X|)? < EX? i svojstvo izometri¢nosti stohastickog integrala.
Analogno dobivamo:

il / / ) lda) )1V (1) - /E ( /0 Tq>n(t,x)dW(t))u(dx)‘
E‘/ / (dx))dW(t)—/OT</E<I>,L(t,x)u(dx)>dW(t)‘

_ E(/ /(@(t,x) — B, ) () ) AW (1)

{l/H/’tx tmmmmaHﬁF
g/E{ [/O 18(t.2) — @, (1. 2) g yet] }a(d) — 0, hadam — oo

(1.23)

Zadnja nejednakost slijedi iz nejednakosti trokuta (tj. generalizirane nejednakosti
Minkowskog) gledajuéi ®(-,-,-) — ®,(-, -, -) kao izmjerivo preslikavanje sa (£, &, 1) u
L2(H).

Iz (1.22) i (1.23) slijedi tvrdnja. [

1.3.3 Girsanovljev teorem

Neka je v = (77)jen € £°°(R) i primjetimo da je LY(R) = (2. Definiramo stohasticki
eksponencijal od v - W kao

E(y- W), = exp (( ——/|mmm3 (1.24)
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Lema 1.19. Neka je v kao gore. Tada postogi (F;)- Brownovo gibanje 3° s vrijed-
nostima u R takvo da (vy- W), = fg ||Vs|[2d3°.

Dokaz. Fiksirajmo a € * takav da ||al|;z = 1 . Definirajmo proces § sa:

v(s)
§(s) = {|’Y(5)||gz ako y(s) # 0

a Inace
Proces 4 je takoder predvidljiv i vrijedi ||d(s)||s, = 1 Tada je proces
B(t) = (8- W),

kvadratno integrabilan martingal ¢ija je kvadratna varijacija t. Po Levyjevom teo-
remu karakterizacije (vidi [21, teorem 3.6 ,poglavlje 4]), 3°(¢) je Brownovo gibanje,
vrijedi da je v(s) = ||7(s)]|,20(s) odakle slijedi tvrdnja leme. [ |

Time smo teoriju sveli na realnu pa imamo:

Lema 1.20. Stohasticki eksponencijal je nenegativan lokalni martingal. Martingal
je ako i samo ako E[E(y- W) =1 za svet € R;.

Dokaz. Vidi [21, propozicija (1.15), poglavlje 8]. [ |

Lema 1.21. (Nowikovljev uvjet) Ako vrijedi:

1
exp (5/ ||7t||?2dt>] < 00, (1.25)
Ry

tada je E(y - W) uniformno integrabilan martingal. Stoga E(y- W)y — E(7- W) u
LY F,P) zat — 00 i E(y - W)e > 0,P-g.5.

E

Zadnja tvrdnja je direktna posljedica ¢injenice da E(y- W), > 0 P-g.s. na skupu
{fR+ ||| |7dt < oo} (vidi [21, propozicija 1.26, poglavlje 4]). Dokaz sljedeceg teo-
rema nalazi se u [5, teorem 10.14]. Mi ¢emo dati dokaz koriste¢i konaénodimenzionalni
Girsanovljev teorem koji se moze pronaéi u [21, teorem 1.4. poglavlje 8] i [16,
poglavlje 3, teorem 5.1]|. Za dokaz teorema nam treba sljedeéa lema:

Lema 1.22. Neka su &, &y, N = 1,2,..., nenegativne slucajne varijable takve da
Jo §dP = [ EndP =1 i {&n} konvergira ka & kada N — oo po vjerojatnosti. Tada

N—oo

lim /Q € — En|dP = 0
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Dokaz. Za dokaz uz uvjet konvergencije g.s. vidi [23, propozicija 10.18]. Tvrd-
nja teorema dobije se standarnim argumentom kontradikcije koriste¢i podniz koji
konvergira g.s. |

Teorem 1.23. (Girsanovljev teorem) Neka je v = (V) jen € L(R) koji zado-
voljava

My = E[E(y-W)r] = 1.
Tada su t
B [ s reT, sen,
0

nezavisna standarna realna (ft)te[o,T} Brownova gibanja s obzirom na mjeru I@T ~P

na Fr danu sa: ~
dPp
L g~ W

Dokaz. Pretpostavimo najprije da ||v||,z < K, definirajmo

Pd
Mg = Cil—[; =E("- Wy
i ozna¢imo My = E(y - W)p. Za j < d vrijedi zbog kona¢nodimenzionalnog Gir-
sanovljevog teorema da su Bg nezavisna Brownova gibanja s obzirom na mjeru ]15%.
Zbog leme 1.21 slijedi da je £(y¢- W9) = 1. Sada lema 1.22 i propozicija 1.9 daju
da M¢ — My u LY(Q, Fr,P). Odatle slijedi tvrdnja.
Uzmimo sada opéeniti v € £¢. Sada mozemo koristiti argument lokalizacije. Defini-
ramo:

t
Tn ::T/\inf{tERJr‘/ ||’ys||§2d52n}, neN
0

Tada 7, T T i definirajmo 7" := vl 5,). Sada znamo da su

Bt = 6 - / s

AP}
nezavisna Brownova gibanja s obzirom na mjeru P/, definiranu sa M; = d]P’T =
E(H" - W) i imamo:

T
iy [ I = 22leds 10 (1.26)
n—oo 0
Sada zbog (1.26) znamo da vrijedi 37(t) — (/ gs. i M} — My u L'Y(Q, F,P).
Odatle slijedi tvrdnja. [ |

24



Sa Hy?(£3) oznacimo prostor neprekidnih martingala (M;)wcjor] s obzirom na
mjeru Py koji primaju vrijednosti u £3 za koje vrijedi da je My = 01 E||Mp|[% < oo
A
(vidi definiciju 1.2)

Propozicija 1.24. Red

W = Zﬁjgj

JEN

: ~0,2 , , , : - 5
konvergira u Hy (@\)ﬂ definira Q-Wienerov proces u (3 s obzirom na mjeru Pr.
Stovise za svaki ® € LY imamo:

(®- W), =(d-W), — /Ot Oy (vs)ds, Vte[0,T], P—g.s. (1.27)

Dokaz. Za n € N definiramo W" := > 16'93 . Po propoziciji 1.5 niz (W™),en

konvergira ka VT/N u 7:{%2( )i W je Q- Wienerov proces u 3 s obzirom na mjeru Pr.
Iz definicije od 7 slijedi da:

n t
=W - Z/o vlg;ds, Vn €N
j=1

Iz Doobove nejednakosti i propozicije 1.5 slijedi da desna strana konvergira ka W; —
D ien fo vl g;ds uniformno na [0, T] po vjerojatnosti, koji je stoga nerazluciv od W
na [0,7]. Jednakost (1.27) je sigurno istinita za elementarne procese s vrijednostima
u L(£3; H). Neka je ® € Li¢(H) = L(H). Opet koristimo lokalizaciju i definiramo
vremena zaustavljanja

t
7, := T Ainf {t € ]R+‘ / ||<I>S||%0(H)ds > n}, neN
0 2
Tada 7, T T i ®" := @y, € LA(H) N L2(H). Koristedi sljedeéu lemu, (1.27)
vrijedi za sve ®". Iz (1.12) zaklju¢ujemo da vrijedi za ®. [ |

Lema 1.25. Neka je ® € £3.(H) N L3(H). Tada postoji niz (" )new elementarnih
procesa s vrijednostima w L(03; H) koji konvergiraju ka ® w L2(H) i L%(H).

Dokaz. U standarnom teoremu aproksimacije elementarnim procesima konstruira
se niz elementarnih procesa takvih da |[®} — ®4|[19(g) | 0 (vidi [5, propozicija
4.7.]). Za takav niz ocito vrijedi tvrdnja leme. [ |
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1.4 Stohasticke jednadzbe

Ovaj odjeljak daje pregled rezultata iz stohastickih diferencijalnih jednadzbi na se-
parabilnim Hilbertovim prostorima. Pretpostavljamo da imamo:

e Jako neprekidnu polugrupu {S(¢)|t € R;} na H sa infinitezimalnim genera-
torom A. O polugrupama se moze pronadi u [7, poglavlje 17].

e Dva izmjeriva preslikavanja F(t,w,h) i B(t,w,h) = (B’(t,w, h));jey sa (Ry x
Qx H,P®B(H))u(H B(H)) tj. (Ly(H),B(Ly(H)))

e Deterministicku pocetnu vrijednost hy € H

Za operator A pretpostavljamo da je zatvoren s domenom D(A) gustom u H

1.4.1 Blago, slabo i jako rjesenje

Dat ¢emo znacenje stohastickoj jednadzbi u H danoj sa:

XO - h() .
Zbog (1.13) ovo mozemo pisati ekvivalentno:
dXy = (AXy + F(t, X))dt + 3 o B (t, X, )df
(1.29)

X():ho

Napomena 1.26. Primjetimo da su F 1 B slucajni i mogu ovisiti o w. No u skladu
s notacijom u [5] skraceno pisemo F(t,w,X;(w)) @ B(t,w, Xi(w)) kao F(t, X;) i
B(t, X;).

Prije nego sto definiramo koncept rjesenja treba nam sljedeca lema:
Lema 1.27. Neka je ® € L1°°(H). Tada stohasticka konvolucija
t . .
> / S(t — s)dld3
jen V0
ima predvidljivu verziju.

Dokaz. Vidi [5, proporzicija 6.2.] [ |
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Lema 1.28. Neka je X predvidljiv proces s vrijednostima v H. Tada su skup {X €
D(A)} i proces:

AX e X, D(A
Yi(w) = { t(w), gkovje +(w) € D(A) (1.30)
0, nace
predvidljivi

Dokaz. Neka su A, Yosidine aproksimacije od A (vidi [7, dokaz teorema 3.2.1,
poglavljel7]) Imamo da je X € D(A) ako i samo ako (A4,X),ey ima limes u H koji
je onda jednak AX. Dokazat ¢emo da je skup D(A) := {x € H|lim A,z postoji u H}
izmjeriv. Neka je {hq,...,hy,...} prebrojivi gusti podskup u H. Vrijedi:

1
{lim Apz postoji} = MpZy Uny U N {(Ax — Az € B(hm, —)}
' n
gdje je sa B(h;, %) oznacena kugla oko h; radijusa % . Jo§ moramo pokazati da ako
niz slucajnih varijabli X,, — X-g.s. i X, izmjerivi da je X izmjeriva. No to lagano
slijedi iz Cinjenice
1
{X € B(hi, )} Uiz MiZ; {X0 € Blhi, )}

Sada imamo Y;(w) = lim, oo (Lixep(a)}AnX) [ |

Definicija 1.29. Pretpostavimo da je X predvidljiv proces s vrijednostima u H 1
T > 0 vrigeme zaustavljanja koje zadovoljava:

tAT
PLL (Xl + 1P X+ 1135, X g )s < o] = 1

za svet € Ry. KaZemo da je X

i) lokalno blago riesenje od (1.28) ako sljedeca jednakost vrijedi
tAT
X, = S(t/\7)h0+/ S((tAT)—s)F(s,Xs)ds
0
—I—Z/ (tAT)—5)Bi(s,X,)dp3, P-g.s. VteR,
JEN

(1.31)
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ii) lokalno slabo rjesenje od (1.28) ako za proizvoljni & € D(A*) vrijedi

(€0 = (€ b+ [ (14 X+ (6 F (s, X s

(1.32)
t . .
+ 3 [H6 Bls. Xds] g vt € R,
jen 70
ii1) lokalno jako rjesenje od (1.28), ako X € D(A), dt @ dP-g.s.,
tAT
P[/ |AX,||ds < oo] =1, VteR, (1.33)
0
te vrijedi:
tAT tAT
X, = ho +/ (AXS +F(3,Xs)>ds+/ B(s, X,)dW, (1.34)
0 0

P-g.s.¥t € Ry. Predvidljiv proces iz (1.30) smo oznacili sa AX. Vrijeme zausta-
vljanja T zovemo vremenom Zivota od X. Ako je T = oo onda za X samo kaZemo
da je blago, slabo ili jako rjesenje
Napomena 1.30. Uocimo da se integral fJAT S((t A1) — s)B(s, Xs)dW (s) moze
shvatiti na dva nacina: moZemo racunati proces Wf(S’XS)(t) = fg S(t—s)B(s, X (s))dW(s)
i onda traZiti WE(S’X(S))(IS AT) ili pak racunati direktno I == fot Liognr (s)S((tAT) —
s)B(s, X (s))dW (s) (uoci da je integrand predvidljiv proces). Lagano se pokaZe da
ukoliko Wf(S’X(S)) ima neprekidnu modifikaciju da tada I, = Wf(S’X(S))(t AT) g.s.

Jasno je da se definicija (1.29) moze prosiriti za Fy izmjerive slucajne vrijednosti
ho. Primjetimo da za vrijeme zivota ne zahtjevamo da bude maksimalno.

Napomena 1.31. Za stohasticke jednadzbe u konacnim dimenzijama isto razliku-
jemo slabo 1 jako rjesenje. No ova definicija slabog rjesenja nije generalizacija
slabog rjesenja u R™ gdje se slabo rjesenje odnosi na ovisnost rjesenja o Brownovom
gibanju.

Dokazat ¢emo sljedeci teorem:

Teorem 1.32. Pretpostavimo da je A : D(A) C H — H infinitezimalni generator
jako neprekidne polugrupe S(-) uw H. Tada je jako rjesenje uvijek slabo rjesenje i
slabo rjesenge je blago rjesenje. Ukoliko je X blago rjesenje od (1.28) i

T
B [ 1B(s. X () s < o0
tada je X 1 slabo rjesenje.
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Dokaz. Pretpostavit ¢emo da je 7 = oo i F' = 0 (analognim razmisljanjem mozemo
dokazati tvrdnju i kada 7 < oo 1 F' # 0) Neka je X slabo rjesenje. Pokazujemomo
da ako za proizvoljni £ € D(A*) it € [0,T] vrijedi
t
(X(0.€) = (e ho) + [ (X(6),4°¢
0
(1.35)

+Z/ £,D(s))dp, P-gs.

JEN

da tada za proizvoljnu funkciju £(+) € C*([0,T]; D(A*)) i t € [0,T] vrijedi:

(X(8),€(t)) = h0+§1/ $))dd + A((L8@+A%@M&

JEN
(1.36)
Uocimo najprije zbog zatvorenosti operatora A* da je D(A*) separabilan Hilbertov
prostor s normom ||a||D(A = |la|]|* + ||A%a|]®. Sada se tvrdnja pokaze najprije

za funkcije oblika ¢(t)a, ¢ € Cl([O,T];R),a € D(A*). Naime primjenimo Itévu
formulu na proces (X (¢),a)p(s) i dobivamo

d[(X(s), a)p(s)] = (s)d(X (5), a) + ¢'(s)(X (s), a)ds

Slijedi tvrdnja za te funkcije. Zbog toga sto su njihove linearne kombinacije guste
u D(A*) imamo tvrdnju (gleda se gustoca s obzirom na normu

I oa = ST N6 Ibeanyds + [T 11€(5) |pearyds). Sada primjenimo jednakost
(1.36) na funkciju S*(t — s)¢, s € [0,¢] (vrijedi, naime, (S*(t — 3)5)/ = —A*S*(t —
$)§ = —=S*(t—s)A*¢ za £ € D(A*)) i zbog gustote D(A*) u H dobivamo ii)= i) Da
iii) = ii) je ocito.

Jos treba pokazati posljednju tvrdnju. Oznac¢imo sa

:/OtS(t—s) 5)AW, = Z/St—sqﬂ dg.

jEN

gdje je ®(s) = B(s, X;). Pokazat ¢emo tvrdnju za stohasticku konvoluciju tj. proces
W$ (pretpostavili smo jo§ da je hg = 0). Dakle, zelimo pokazati da stohasticka
konvolucija zadovoljava jednadzbu:

Wi = [Wie. a9+ [ v Pes 00
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Zbog toga sto vrijedi ||S(t)|| < Me™, za neke w, M € R za sve t € R, (vidi [7,
propozicija 1, poglavlje 17]) i ® € L2(H), W je dobro definiran i ima integrabilne
trajektorije. Vrijedi:

/0 (W2(s), A*E)ds — /0 ds( /O TS(s— o)D) AW (o), AE) (1.38)

Ispunjene su pretpostavke za primjenu stohastickog Fubinijevog teorema i imamo:

[fw{éiﬂs_axwamm«axA%>:Qﬂiézﬂs—aﬁNUM&”VW%AT>

Sada zbog dobrog ponasanja stohastickog integrala u odnosu na zatvorene operatore
(vidi [5, propozicija 4.15]) i ¢injenice da

t
A/ S(s—o)ds=8S({t—o)—1
imamo:

/O (Wh(s), A€)ds = | / S(t — 5)B(s)dVV (s) — / B(s)dW (s). €)
=<wm@—2/@@@wz

jen 70
[ |

S obzirom da koeficijenti F' i B nisu vremenski homogeni cesto ¢emo razma-
trati pomaknutu verziju od (1.28). Neka 7y oznacava ograni¢eno vrijeme zausta-

vljanja. Tada (]—"t(TO)) = (Fry+t) oznacava filtraciju koja zadovoljava uobicajene
uvjete. Sljededi teorem je klasicni i moze se pronadi u [21, teorem 3.6 ,poglavlje 4]

Lema 1.33. Procesi:
ﬁt(TO)J = ﬁzo-l—t - ,{O, te R—H J € N,
SU NezZavisna (]—"t(TO)) Brownova gibanja.

Pigemo W) = (p(™)J), . Jasno je da W) moze biti shvacen kao (ft(m))—
Brownovo gibanje s vrijednostima u Hilbertovom prostoru. Jasno je i kako bismo
trebali definirati £°°(H, (F™)) itd. U stvari imamo da je (®,) € L£°(H) ako i
samo ako (®,, ;) € L'°(H, (F))). Pomaknuta verzija od (1.28) za 7, sada izgledas

{dXt = (AX, + F(7o + t, X,))dt + B(ro + t, X, )dW ™)

1.39
Xy — he (1.39)

i sliéno prosirena ekvivalentna verzija (1.29). Lokalno blago (slabo, jako) rjesenje
od (1.39) ¢emo oznacavati sa X (70:h0),
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Lema 1.34. Pretpostavimo da je X = X©M) lokalno blago (slabo, jako) rjesenge
od (1.28) sa vremenom Zivota T > 9. Tada je (X, 4+) lokalno blago (slabo, jako)
rjesenje od (1.89) gdje je hy zamijenjen sa X,,, sa vremenom Zivota T — Ty.

Dokaz. Primjetimo prvo da za ® € £¢(H)

To+t t
/ O dW, = / D4 dW) (1.40)
0

T0

Ovo je jasno za elementarne procese i ako 75 uzima samo konacno vrijednosti. Gene-
ralni slucaj slijedi iz standarne procedure lokalizacije. Ostatak slijedi direktnom
provjerom. |

U nastavku ¢emo najcesée za 7y uzimati deterministicki ¢, € R.

1.4.2 Egzistencija i jedinstvenost rjesenja

Lipschitzova neprekidnost i linearan rast igraju vaznu ulogu u teoriji (stohastickih)
diferencijalnih jednadzbi. Pretpostavimo da su D i E Banachovi prostori i neka je
O =d(t,w,h) : Ry x Q2 x D — E dano preslikavanje.

Definicija 1.35. Preslikavanje ®(t,w, h) zovemo lokalno Lipschitz neprekidnim u h
ukoliko za sve R € R, postoji broj C = C(R), Lipschitzova konstanta ®, takva da za
sve (t,w) € Ry x Q wvrijedi

H(ID(t,w, hl) — @(t,w, h2)||E < Oth — hQHD, Vhi, hy € BR(D) (141)

gdje je Br(D) kugla radijusa R oko ishodista. Ako C ne ovisi o R kaZemo za ¢ da
je Lipschitz neprekidno.

Napomena 1.36. Rijesenje jednadzbe (1.28) se moze traZiti na [0, T]. Tada Lip-
schitzova konstanta C' moze ovisiti o T i onda zahtjevamo da (1.41) vrijedi za sve
(t,w) € [0,T] x Q. Tako iskazujemo teoreme egzistencije.

Definicija 1.37. Preslikavanje ®(t,w, h) se zove lokalno ograniceno u h ako za sve
R € R, postoji K = K(R) takav da

1®(t,w, h)||p < K, Y(t,w,h)€R, x Q x Br(D) (1.42)

Pretpostavimo da je ®(¢,w, h) lokalno Lipschitz neprekidna u h. Tada je lako za
vidjeti da je ® lokalno ogranicena ako i samo ako

19(t,w, ho)llr < C, V(t,w) € Ry x

za neki hy € D i konstantu C. Prije dokaza egzistencije i jedinstvenosti rjesenja
trebaju nam jedna pomoc¢na tvrdnja:
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Lema 1.38. Za svaki r > 1 i proizvoljni predvidljivi proces ®(t) s vrijednostima u
LY(H) vrijedi:
2r t 2r
) CTE<H/<DO'dWO') )
H 0 H

t r
2
Cr( [ 19 Eyyds) .t € 0.7)

(1.43)

IN

E( sup

s€[0,t]

/0 "0 (0)dW (o)

IA

gdje je

o= (27~2i 1>2r’ Cr = (r(2r - 1)>T<27~2i 1>2r2

Dokaz. Po Doobovoj nejednakosti i svojstvu izometricnosti za stohasticke inte-
grale rezultat je tocan za r = 1. Pretpostavimo sada da je r > 1, stavimo Z(t) =
fo , t > 01iprimjenimo Itovu formuluna f(Z(+)) gdje je f(z) = ||z||%, = €
H.S obznrom da je

D2 f(x)(h,h) = 4r(r — D25~ (x, 02 + 2r||z| |7 " (h k), ze€H
vidimo da je
2(r—1
102 f (&) (h, )| < 2r(2r = 1)l 5[ Rl[
Pretpostavimo da vrijedi E||Z(t)]|% < co. Sada nam Itova formula daje (uzimanjem
ocekivanja na obje strane):

t
BIZOI < rCr=DE( [ 1200 Eynds)
< rer = )E( s 1265 D [ 1006 g )

s€[0,T7]

Po Holderovoj nednakosti uzimajuci za p = -5 imamo:

EllZW)E < 7”(27’—1)[E< sup Hz(S)H%rl)p)];

s€0,t]

<Je( [ 1e6yms) |

Sada koriste¢i Doobovu nejedanakost za submartingale (vidi [16, teorem 3.8., poglavlje
1]) imamo:

R

hSA

ElZwE < r@r— 1){(2r2i 1)27“(E|Z(1t)|2’")}

xﬁ(éﬁﬂﬁmwwﬁ1i




1

Dijeleéi obje strane sa (E||Z(t)\|§}> " dobivamo:

. 1)E(/Ot ||@(3)||%3(H)d3)r

B2 < (o =y (52

Sada iz Doobove nejednakosti:

B( s [12()]ff) < e ENIZ ()]

s€(0,t]

imamo tvrdnju leme. Za opéeniti slucaj kada neznamo da li je E||Z(t)||% < oo tvrd-

nju dobivamo lokalizacijom, definirajuéi niz vremena zaustavljanja 7, := inf{s >
0| [|Z(s)|lg > n}, primjenjujuéi tvrdnju teoerema na Z(t A 7,,) i pustanjem n —
00. |

Lema 1.39. Neka jer > 1,T > 0 i ® predvidljiv proces s vrijednostima u L(H)

takav da E(fOT | ®(s)] %%(H)ds) < oo . Tada postoji neprekidna verzija od W§ i
2

konstanta Cr > 0 takva da:

E(mputawwm@ﬂww@)s&ﬂpfﬂwﬂmm>) (1.44)

t€[0,T] 0

Dokaz. Upotrijebit ¢emo faktorizacijsku metodu naime iskoristit ¢emo ¢injenicu da

za 0 < o < 1 vrijedi:
t

sin T
Mi ¢emo uzeti o €< 2—, 5] Iz stohastickog Fubinijevog teorema slijedi:
. t
Wi = / (t— 5)*1S(t — )Y (s)ds, ¢ € [0,T] (1.45)
0
gdje je
Y(s) = / (s —0)*S(s—0)®(0)dW (o), s€]0,T] (1.46)
0

Pokazat ¢emo da je sa (1.45) dana neprekidna verzija od W$(t) pa ima smisla
govoriti o supremumu norme kao sluc¢ajnoj varijabli. S obzirom da je o > % prim-
jenjujucéi Holderovu nejednakost na (1.45) i koristed ¢injenicu da je ||S(t)|| < M za
t € [0,7T] gdje je M neka konstanta dobivamo:

T
sup [[W (07 < Cl,T/O 1Y ()13 - (1.47)

te[0,T]
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za neku konstantu Cr. Uocimo da je za neprekidnost od (1.45) dosta pokazati
da je Y(s) € L*"([0,T); H) (primjena LTDK). Stovise po prethodnoj lemi slijedi da
postoji konstanta Cy r takva da

BV ()1 < CarB( [ (5= ) 110(0) o) (1.4

Sada upotrebom Youngove nejednakosti imamo:
T T T
| G < k([ ooy [ 1060 o)
0 0 0
T
< ([ 1120)|3ydo)
0

Koristeéi ocjenu (1.47) imamo tvrdnju. [ |
Sada ¢emo dokazati teorem egzistencije i jedinstvenosti

Teorem 1.40. Pretpostavimo da su F(t,w,h) i B(t,w,h) na intervalu [0, T]| Lips-
chitz neprekidne po h i zadovoljavaju uvjet linearnog rasta:

1E(t,w, )3 + [ B{t,w, )|y < C(1+|R[1F),
za sve (t,w,h) € R x Q x H, gdje C ne ovisi o (t,w, h) i neka je & Fo izmjeriva.

(i) Tada postoji jedinstveno (do na modifikaciju) blago rjesenje X od (1.28 ) sa
pocetnim uvjetom & u klast procesa koji zadovoljavaju

P(/OTHX(S)H;ds) < oo

Stovise postoji neprekidna modifikacija rjesenja.
(11) Za svaki p > 2 postoji konstanta C,r takva da:

sup. El[ XD < Cpr(1+ ElE|[y) (1.49)
te[0,T

(iii) Za svaki p > 2 postoji konstanta C,p > 0 takva da:

E sup [|X (D)} < Cpr(1+ El¢][}) (1.50)
t€[0,T]
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Dokaz. Dokazimo najprije jedinstvenost rjesenja: neka su Xi(-) i Xo(+) dva procesa
koja zadovoljavaju (1.29). Dokazimo da tada vrijedi P(X;(t) = Xy(t)) = 1 za
proizvoljni t € [0,T]. Za fiksni R > 0 definiramo:

¢ ¢
7, =inf{t <T: /0 || F(s, Xi(s))||mds > Rili /o HB(S,XZ'(S))Hig(H)dS >R}y, i=1,2

T=T1N\Ty

Stavimo X;(t) = I (t)X,(t), t € [0,T], i = 1,2. Tada za proizvoljni t € [0, 7], P-
g.s.

t
Xi(t) = [[O,ﬂ(t)S(t)f+I[0,ﬂ(t)/ Iio(s)S(t — s)F (s, Xi(s))ds

0

t
+][07T](t)/ Tio.11(8)S(t — s)B(s, Xi(s))dW (s).
0
Sada imamo da za proizvoljni ¢t € [0, T vrijedi:
. . t . . 2
EI% (1) - %0l < 2ME|l{ / 1F (s, X (s)) = Fls, Xa(s))l s }

s B 1185 %a(5)) = B, Tl g

(1.51)

gdje je M = sup,¢jo ) S(t). Po definiciji vremena zaustavljanja 7,71 i 5 dobivamo
da je desna strana pa stoga i lijeva strana od (1.51) ogranicena funkcija od ¢ € [0, T].
Iz Lipschitzovosti funkcija slijedi da

t
ElIXu(t) — Xa(0)l[% < 2C6(T + 1) / |l Xu(s) — Xa(s)|Pyds
0

za neku konstantu Cj. Ogranicenost od E||X;(t) — X5(t)||% i Gronwallova lema
povlace da E| X (t)— X,()|2 = 0. Stoga imamo da za sve t € [0, T] vrijedi P(X;(t) =
X,(t)) = 1. S obzirom da je ovo istina za proizvoljni R > 0, X;(-) i Xo(-) su jednaki
P-g.s.

Dokaz egzistencije se zasniva na klasicnom pristupu preko teorema o fiksnoj
tocki. Oznacimo sa H,,p > 2, Banachov prostor svih predvidljivih procesa Y sa
vrijednostima u H definiranih na intervalu [0, 7] takvih da:

V1l = ( sup EIV(OIE)" < o
te[0,7)
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Ako izjednacimo procese koji su jednaki Py g.s. onda H, sa normom |||.|||, postaje
Banachov prostor. Neka je K definirana na H,, formulom:

KOOt = S(t)E+ / "S(t— ) F(s.Y.)ds + / " S(t — $)B(s.Y.)dW(S)
_ SWEL (Y)W + Ka(Y)(T), te0.T)Y €H,

Pretpostavljamo da je E(||¢||%) < oo i pokazat ¢emo da K preslikava H, na H,.

Imamo:

T p T
il < are( [ 1Fe v)lads) < s [ v s

T
< Tp‘lM”ClE/ (1 + [[Y (s)][5)ds
0

< TPMPC(L+ YR

Pokazimo, sada, isto svojstvo za KCo. Iskoristit ¢emo lemu (1.39). Imamo:

Wl <

IN

IN

IN

IN

<

s 5(1 [ st - 9B 0w G15)

t€[0,T]

T
WG ( [ 1BV g ds)

4
wrCE( [ IV Oll)ds)

0

p T b
MngT21E/ (1+ |V (s)|[%) b ds
0

T
WTECE [ Y (5
0

MPOLTE (T + |||V ]]],)”

Neka su sada Y i Y5 proizvoljni procesi iz Hs, tada:

IIE(Y1) = £(¥a)lll,

[1K1(Y1) = Ka(YVa)lllp + [[IK2(Yr) — Ka(Ya)l]
L+1,
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Sada imamo:

1o su B{|l [ S0 - 9P Yi(s) = Fls. Vals)ldslly

te[0,T

IN

w2 sup B[ 11 i) = Fls, Voo lulds)

te[0,7)

VAN

eyt { |7 BIv(e) - Vatolfds)
(MCYT? sup B{IVi(t) - Ya(0)|[3)

t€[0,T]

(MOYT?||[v; — Vil |2

IN

IN

Na slican nac¢in dobivamo, upotrebom leme (1.39),

p
2

i< ([ 1B - B i) yds)

IN

T

Cs(Cy T E / 1B(5, Yi(s)) = B(s, Ya(s) |1 bs
0 2

< Cs(MOPTE||Y: = Yal[Ip,

Sumirajuci ocjene dobivamo:
1K(Yy) = K(Ya)|lly < CM(T? + C5T%)5|||Vy = Yal, (1.52)

za sve Y1,Ys € KC. Ako vrijedi
MCT(1 + CsT2)r < 1 (1.53)

tada K ima jedinstvenu fiksnu tocku u H,, koja, je rjesenje jednadzbe (1.28). Do-
datni uvjet na T (1.53) se moze lako ukloniti gledajuéi jednadzbu na intervalima
0,T],[T,2T),... sa T koji zadovoljava (1.53). Stoga smo dokazali tvrdnju (ii) u
teoremu jer (1.49) slijedi lagano iz Gronwallove leme.

Za konstrukciju rjesenja za p = 2 kao i za proizvoljni £ primjetimo da ako su £ i ¢
dva pocetna uvjeta i X,Y € H, da tada za odgovarajuca rjesenja vrijedi:

It X() =Y (), Prgs. (1.54)

gdje je
I = {weQ:&w) = nw))

Da to vidimo definirajmo:

X0t) = S(t)E, XFU) =K(X")(), tel0,T7),k=0,1,2,...
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Stoga za t € [0,T],P-g.s. vrijedi:
XFre)y = S(t)¢ +/0 S(t — s)F(s, X"(s))ds
+/O S(t — s)B(s, X*(s))dW (s)

S obzirom da je Iy Fy izmjeriv, I+ B(-, X*(-)) je LY(H) predvidljiv proces i za t €
[0, 7] vrijedi:

/0 S(t — s)IpB(s, X*(s))dW (s) = Ip/o S(t — s)B(s, X*(s))dW (s).
Stoga za t € [0, 7] vrijedi:

I XMt = S(t)Iné + / tS(t—s)IpF(s,Xk(s))ds

(1.55)
+ /Ot S(t — s)IpB(s, I[r X*(s))dW (s)
Ako sli¢no definiramo
YOt) =S, Y™'(t)=KY") (), te€0,T],k=0,1,2,...
imamo da za proizvoljni k vrijedi:
IpX*(:) = InY*(:), Pr-g.s.
Tada takoder:
P, XH()) = e F(Y()), InB(, X*()) = I B(, Y*()), Pr-gs.
Stoga imamo:
I XM() = oYM, Prgs.
S obzirom da su procesi X i Y limesi u |||.]||, normi nizova { X*(-)} i {Y*(-)} identitet

(1.54) je istinit. Stovise proces IrX(-) zadovoljava jednadzbu (1.28) sa pocetnim
uvjetom Ir& = Irn. Sada dokazujemo egzistenciju. Definirajmo zan =1,2,...,

¢ ako [|¢]|ln <n
gn:

0 ako |[¢]|m > n
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i oznacimo sa X, (-) odgovarajuce rjesenje od (1.28). Po prethodnom argumentu
imamo:
Xo(t) = Xpya1(t) na {w € Q: |[]|ln < n}

Lako se sada vidi da je proces

X(t) = lim X, (t), tel0,T]

n—oo

definiran P-g.s. i zadovoljava jednadzbu (1.28).
Da dokazemo egzistenciju neprekidne modifikacije blagog rjesenja pretpostavimo
prvo da E|[]|% < oo za neko r > 1. Iz prvog dijela teorema znamo da

sup E||X()|]*" < o0 (1.56)
te(0,7)

Definirajmo:
(I)(t) = B<t7Xt)> te [OaT]

T T
JZEAHym@Mﬁ:EA|Bw&mﬁmﬁ

Iz uvjeta teorema imamo:

I< C’Q’"E(/OT(l + |\X(t)||H)2Tdt) < o0
Lema 1.39 povlaci da proces

/Ot S(t — s)B(s, X(s))dW (s), t € [0,T],

i stoga takoder X (t),t € [0,7] ima neprekidnu modifikaciju Slu¢aj poc¢etnog uvjeta
koji zadovoljava E|[£||% = oo se moze svesti na ovaj ako razmatramo sljedece
pocetne uvjete

§ ako [¢] < n,

Sn:
0, ako [{| > n

kao u dokazu egzistencije. Ocjena (1.50) za p > 2 slijedi opet primjenom Gronwallove
leme. |

Korolar 1.41. Pretpostavimo da su F(t,w,h) i B(t,w,h) kao u prethodnom teo-
remu. Vrijedi da za svaku pocetnu vremensko prostornu tocku (to, hg) € Ry x H
postoji jedinstveno neprekidno slabo rjesenje X = X" za to pomaknute jednadzbe
(1.29). Stovise za T € R postoji konstanta C' = C(T) takva da:

sup B||X|[> < C(1+ ||hol[3)
te[0,7)
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Dokaz. Direktno iz teorema 1.40 i teorema 1.32. [ |

Korolar 1.42. Pretpostavimo da su F(t,w,h) i B(t,w,h) lokalno ogranicene i
lokalno Lipschitz neprekidne u h. Tada za svaku vremensko prostornu tocku (to, hy) €
R, x H postoji jedinstveno neprekidno lokalno slabo rjesenje X = Xt 0:ho) 24 ¢; po-
maknute jednadzbe (1.29). Stovise svako neprekidno slabo rjesenje jednadzbe (1.29)
je jedinstveno.

Dokaz. Pretpostavimo da je ty = 0. Neka je hy € H. Stavimo [ := 2||hg]| i
definirajmo:

F(t,w,h) =
B ) =9 B L), ako |[hlly > |

~ {F(t,w,h), akol|h||g < 1
1R[]l

i slicno B(t,w, h). Tada F i B zadovoljavaju uvjete teorema 1.40. Stoga postoji
jedinstveno neprekidno slabo rjesenje od (1.28) gdje su F'i B zamijenjeni sa FiB.
Definirajmo vrijeme zaustavljanja 7 := inf{t > 0| || X;||z > {}. Tada je 7 > 0 i
X, := X, je neprekidno lokalno slabo rjesenje od (1.29) sa vremenom zivota T.

Ako je X neprekidno lokalno slabo rjesenje od (1.28) tada je ono jedinstveno na
0,7, A 7], n > 2 gdje je 7, := inf{t > 0] || X||z > n||ho||x}. Sada upotrijebimo
¢injenicu da 7, T 7. |

Napomena 1.43. Teorem 1.40 i ovi korolari pokazuju da je (lokalno) slabo rjesenje
pravi koncept rjesenja za 1.28.
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Poglavlje 2

Uvjet konzistencije na proces 7 i
familiju ¢

U ovom poglavlju ¢emo rijesiti problem (P1) i dobiti restrikciju na proces Z i familiju
G tako da G(z, Z;) daju model koji zadovoljava uvjet ”bez arbitraze”. Pokazat ¢emo
da Nelson-Siegelove familije nisu dobre za koristenje sa H.JM-modelima u smislu
da imamo prevelike restrikcije na proces Z ukoliko zelimo da G(z, Z;), G je Nelson-
Siegel, daje model bez arbitraze.

2.1 7 je Itov

Fiksirajmo m € N i neka je Z Borelov podskup od R™. Pretpostavimo da imamo
zadanu parametriziranu familiju G = {G(-,2)|z € Z}, gdje je G € CY*(R*T x
R™) . Zapravo, mozemo zahtjevati da je G definirana i diferencijabilna na nekom
otvorenom nadskupu od Z. Nadalje ¢emo pretpostaviti da G € CH?(RT x R™).
Dakle vrijedi da postoje parcijalne derivacije G /dx, G /0z;, 0*G/0z,0z; i nepre-
kidne su na Rt x R™. Promatrat ¢emo Itov proces Z s vrijednostima u R™, Z =
(Z', 7% ...,Z™) u obliku (vidi definiciju 1.16)

t t
Zj=Z§+/b§ds+Z/p§jdﬁ§, i=1,...,m (2.1)
0 SN /o
Primjeti da p, = (p])jen € LY(R™) gdje nam vrijedi:
pl=(pt’,....p{") €ER™
Neka je a = pp* tj. a' =3,y p™*p* za 1 < i,j < m. Tada je a pozitivno definitna

matrica tipa m x m s predvidljivim koordinatnim procesima .
Neka su sada buduce stope dane sa

FET) =G —t,2), t<T (2.2)
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Oznac¢imo sa

II(x, z) = exp ( — / G(n, z)dn) (2.3)
0
Primjetimo da je IT € CY?(R, x R™). Po Itovoj formuli procesi cijena obveznica
B(t,T)=1(T—-t,7%,), te€[0,T], TeR, (2.4)

su Itovi procesi. Isto vrijedi i za proces

B(t) :exp</0tG(O, Zs)ds>, teR, (2.5)

Mi ¢emo uvjet "bez arbitraze” izraziti preko egzistencije martingalne mjere. O
odnosu ta dva pojma moze se pronaéi u [16] i [20](osnovni teorem o odredivanju
cijene imovine, engl. ”fundamental theorem of asset pricing”).

Definicija 2.1. Vjerojatnosna mjera Q ~ P se zove ekvivalentna lokalno-martingalna
mjera (ELMM) ako je diskontirani proces cijena obveznica

B(t,T)
{ Z0 }tem 20

Q-lokalni martingal za svaki T € R,.. Ako je P ELMM zovemo je jednostavno
lokalno-martingalna mjera (LMM).

Definicija 2.2. Za proces Z kaZemo da je konzistentan sa G (e-konzistentan sa G)
ako je Zy € Z za svakit € Ry i P je LMM (postoji ELMM)

Jasno je da konzistentnost trivijalno povlaci e-konzistentnost. Mi ¢emo sada
izvesti nuzan i dovoljan uvjet za konzistentnost. Pomocu Itove formule mozemo
opisati dinamiku od (2.6) i taj proces zbog semimartingalnosti moze biti rastavljen
na dio koji je lokalni martingal i dio koji je kona¢ne varijacije. Zbog toga Sto
zahtjevamo da bude lokalni martingal njegov dio koji je kona¢ne varijacije mora biti
0. Taj uvjet (to je zapravo HJM uvjet na drift) izrazavamo sljede¢om propozicijom:

Propozicija 2.3. Proces Z s vrijednostima u Z dan sa (2.1) je konzistentan sa G
ako i samo ako

aG .T Zt zaG xZ, Zt " 1 82 .T Zt) 8G(.’E, Zt) x 8G<T]7 Zt)
Z T 0z; Z (2 0z;2; 0z; /0 0z, d”)

(2.7)
za svaki v € Ry, dt ® dP-g.s.
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Dokaz. Za f € C*(R™) stavljamo:

Aj(w)f(z) = Z bi(w)agiz) + % Z a?(w)nga(z, teR,, zeR™
i—1 3 %

ij=1
Upotrijebimo Itovu formulu i dobivamo, za svaki T' € R,

Bt,T) = B(0,T)+ /t(ASH(T — 5, 7,) — ain(T — 5, Z,)ds

i

t
+/ DT — s, Zs)psdWs, 0<t<T,
0

gdje D, oznacava derivaciju s obzirom na z i derivirajudi iz jednakosti (2.5) i (2.3)
dobivamo:

L—H/t L 9110, 2)ds, teR
B(t) ), B(s)oz *

Za 0 <t < T definiramo

AT —t, ) — 2 TOZIY(T — ¢, 7,)

B(1)

H(t,T) = (2.8)

i lokalni martingal

t
1
M(t,T) = ——D IT — s, Zs) psdW
.7):= [ gDIT - 5.2

Parcijalna integracija (ili visedimenzionalna Itova formula) daju:

%B(@T) :B(O,T)+/OtH(s,T)ds+M(t,T), 0<t<T

Zbog jedinstvenosti dekompozicije semimartingala (vidi [21]) vrijedi da je Z konzis-
tentan sa G ako i samo ako

¢
/ H(s,T)ds =0, VYte|0,T], P-—g.s. (2.9)
0

S obzirom da su b i p predvidljivi i II je dovoljno glatka, H(-,T) je predvidljiv na
[0,7] x Q. Tvrdimo da je (2.9) ekvivalentno sa:

H(z,T)=0, nal0,7] %€, dt®dP-gs. (2.10)
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Uistinu, dovoljnost od (2.10) je jasna. Obratno, pretpostavimo da vrijedi (2.9) i
definiramo predvidljiv skup N := {(t,w) € [0,T] x Q|H(¢,T)(w) > 0}. S obzirom

da je H(-,T) pozitivan na N mozemo primjeniti Fubinijev teorem

/N Ht, T)(w)dt @ dP — /Q ( /N H(1,T)(w)dt ) dP(w) = 0,

gdje je N, = {t|(t,w) € N} € B(R;) (Iz relacije (2.9) se standarnim Il — d ar-
gumentom moze zakljuciti da relacija (2.9) vrijedi za svaki Borelov skup umjesto
[0,t]). Stoga zakljuéujemo da N ima dt ® dP mjeru 0. Upotrebljavajuéi slican argu-
ment za —H(-,T) dokazali smo (2.10). Primjeti da (2.10) vrijedi za svaki 7" € R,
gdje dt @ dP-nul skup ovisi o T. Buduéi da je H(t,T) neprekidna u T, standardan
argument daje

H(t,t+z)(w)=0, VxeR,, dt®dP—gs.(t,w).
Mnozeéi jednadzbu (2.8) sa B(t) i upotrebljavajuéi izra¢unato mozemo pisati

O —t.2,) , 910, Z)
ox Ox

AJ(T —t, Z,) — (T —t,7)=0, dt®dP—gs. (2.11)

Deriviranje daje

R %fj ([ secmzim)( [ 5-c02)m)

©J=
-Gz, 2)+G(0,2) =0, VreR,, dt®dP—gs.
Z),

gdje smo podijelili sa I1(z, jer je Il > 0 na R, x Z. Deriviranjem po z dobijemo

(2.7).

Napomena 2.4. Uyjet (2.7) bismo eventualno mogli jednostavnije zapisati u slucaju
da je Z difuzija tj. by(w) = b(t, Zy(w)) i pr(w) = p(t, Zy(w)). No ovdje Z opcenito ne
treba biti Markovljev tj. b i p su predvidljivi procesi koji ovise o mozZda cjelokupnoj
proslosti od Z .

No ni difuzijski proces ne bi dao strogu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za G na
R, x Z (nosa¢ od Z; bi mogao biti strogi podskup od Z za neki t)

Prisjetimo se ¢injenice da postoji 1-1 korespodencija izmedu Itovih procesa Z
koji poc¢inju iz Zy (do na nerazluéivost) i ekvivalentnih klasa od b i p s obzirom na
dt ® dP-nul skupove u P. Sada mozemo izreéi problem (P1) iz uvoda kao sljede¢i
problem:

(P1’) Za danu familiju G za koji izbor koeficijenata b i p dobijemo konzistentan Itov
proces Z koji pocinje iz Zj.

U nastavku poglavlja ¢emo se baviti tim pitanjem za Nelson-Siegelove familije.
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2.2 Primjena na Nelson-Siegelove familije

Pokazat ¢emo na primjeru Nelson-Siegelovih familija da je jednadzba (2.7) dosta
restriktivna u smislu da za danu vrstu familije krivulja, ukoliko zZelimo da vrijedi
uvjet konzistencije, jednadzba (2.7) moze rezultirati velikim ograni¢enjem na proces
Z. 'To slijedi iz ¢injenice Sto ona vrijedi za svaki € R, na skupu pune mjere.
Naime za svaki fiksan (¢,w) iz tog skupa mora vrijediti linearna zavisnost po z-u
nekih parcijalnih derivacija i integrala. Sljedeéi rezultati se mogu pronaéi u [10].

Teorem 2.5. Neka je Z konzistentan sa familijom G(x, z) = 21+ 20~ % + zzwe™ %,
21, 29,23 € R, 24 > 0. Tada je Z oblika:

1 _ gl
Zy = Z

_74 3, —74
Zt = Zje %'+ Zgte %!
ZE, _ Z3 —Z§t

Zi = 7iy (/b4ds+2/ Jdﬁj

za svako 0 < t < oo, gdje je Qo :={Z2 = Z3 = 0}

Napomena 2.6. Na Qg procesi Z? i Z* su nula. Stoga G(x,Z;) = Z} na Q,
tj. proces Z* nema utjecaja na G(-, Z;) na . Stoga vrijedi da je pripadni proces
buducih stopa kvazi-deterministican tj. sva slucajnost ostaje Fy izmjeriva.

Napomena 2.7. Uzeli smo stanovitu restrikciju na skup Z. Iz ekonomskih razloga
razumno je pretpostaviti da je Z = {z € R™[sup,cp, |G(z,Z)| < oco}. Stoga smo
uzeli z4 > 0.

Dokaz. Neka je 7 konzistentan Itov proces dan jednadzbom

t o0 t
Z;’:Zg+/bgds+2/pgjdﬁg, i=1,...,4, 0<t<oo (2.12)
Dokaz teorema se zasniva na razvijanju izraza (2.7). Fiksirajmo tocku (¢,w) u
[0, +00) x Q. Zbog jednostavnosti pisemo (z1, 22, 23, 21) za Zi(w), a;; za a; (w) 1 b;
za b!(w). Primjeti da je jednadzba (2.7) zapravo oblika
p1(x) + pa(x)e™ ™ + p3(z)e” 24" =0 (2.13)

Sto mora vrijediti za svako x > 0. Izrazi p;,ps i p3 oznacavaju neke polinome u
x, koji ovise o z;, b; i a;;. S obzirom da su funkcije {1, e %% e~?%4*} nezavisne nad
prstenom polinoma (2.13) moze biti zadovoljeno jedino ako je svaki p; nula. To opet
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daje da koeficijenti od p; trebaju biti nula. Da nastavimo analizu popisat ¢emo
izraze koji se pojavljuju u jednadzbi (2.7):

0
(91:G( 2) = (—2024 + 23 — 23247)e A7
V.G(z,2) = (1,e " ze ™" (=20 — z357)e ")
o2
aZiasz(x,z) =0, zal<ij<3
—V.G(z,2) = (0, —we e A (zya? + 23I3)6_Z4$)
824

Treba nam i relacija

!

/ nme M Ndn = — g (x)e” 1 + ::rl, m=0,1,2,...
0 2

m) rm— k r
polinom u xr stuana m.
m — k) m+1

gdje je Qm( ) Zk 0(

Prvo ¢emo analizirati p;. Dijelovi koji doprinose p; su oni koji sadrze a—G(x, Z) i

21
8,21 / 8,2] Z)dn, za 1 < j < 4. Tocnije p; je oblika
m(z) =apnxz+---+b
gdje ... stoji za dijelove koji ne ovise o z-u i sadrze faktore a;; = a;; za 1 < j < 4.

Slijedi da je a1; = 0. Iz definicije matrice (a;;) slijedi:
alj:aﬂ:O, ZaSV€1§j§4

i stoga b; = 0.

“ 0
Dijelovi koji doprinose p3 su oni koji G(:c,Z)/ a—G(n, Z)dn za 2 <
0 0%

1,7 < 4. Primjetimo da stupanj od p3 i ps ovisi o tome jesu li 25 i 23 jednaki nuli.

Stoga razlikujemo cetiri slucaja

1) 22750,237&0 11)227&0,23:0
111) 22:0723%0 IV) 22:223:0

slucaj i) : stupanj od ps je 4. Koeficijent uz x* u ps je asy. Stoga zakljucujemo

CL44:Oi
a4j:aj4:02a1§j§4
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a
Stupanj od ps je sada dva. Koeficjent uz z? je iy Stoga as; = aj3 = 0za 1l < j < 4.
24
Ostaje p3(z) = 2. Stoga je difuzijska matrica (a;;) nula. Sada mozemo pisati za
Pa:
pQ(CC) = —b423$2 + (bg — b422 + 2324)1' + bQ + 2024 — 23

Slijedi da je by =0 i

by = 23— 22

by = —z324

Za druge slucajeve treba nam sljedec¢a lema koja je direktna posljedica formule o
vremenu boravka koja se moze pronaéi u [21, korolar (1.6),poglavlje 6]

Lema 2.8. Neka je proces Z zadan sa (2.12). Tada za 1 < i < 4 wvrijedi
aiil{zizo} = bil{Zizo} =0, dt®dP-g.s.

Dokaz. Po formuli o vremenu boravka vrijedi:

o0

t
/ 1Z§0(Z (pij)z) ds =0, zasvakite R, P-gs.
0

J=1

Iz toga slijedi a1,y = 0 dt®dP-g.s. Sada bismo htjeli zakljuciti da i b’ = 0 dt @ dP-
g.s. Iz neprekidnosti procesa Z* slijedi da postoji niz vremena zaustavljanja (S,) i
(T) , Sp < Ty, td. [Si, T 0[S, T] = 0 ili [Sy, Ton) N [Sny Tn] = {H00} za sve
m#ni
{Z2=0} =[S T, dt®dP-gs.
neN

Postupamo analogno kao u [15, propozicija 1.32]. Definiramo niz S(n, 1) := inf{t >
0/Z} =0}, T(n,p) := inf{t > S(n,p)| |Z}| > 0} i induktivno:
S(n,p+1) =inf{t > S(n,p) | Z/ =0
i sup |Z>2""}

S(n,p)<s<t

Zbog neprekidnosti procesa Z* vrijedi lim, ., S(n,p) = 0o za svaki n € N i slijedi
da {Z" = 0} = U, en[S(n,p), T(n,p)]. Sada definiramo S, i T,, na sljedeci nacin:
poredamo S(n, p) u niz; ozna¢imo taj niz sa K,,. Tada je skup C;, = No<im<n—1{Km #
K,} u Fg, (o vremenima zaustavljanja vidi u [17]). Definiramo S} := K i

S = {Kn, weC,

+00, inace
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Analogno definiramo T},. Sada po prethodnom vrijedi:

Tant © .. .
[ dam =0, s
S

WAt i1

Stoga:
Tut

0="Th n— Zg ny = / bids, P-gs.
S,

n/\t

i zakljucujemo da vrijedi:

t ) Tnt )
/ Lziobids =) / bids =0
0 SnAt

neN

za svaki t € R, ,P-g.s. Sada opet koriste¢i m — d argument dolazimo do zeljenog
zakljucka. |

S obzirom da karakteriziramo a i b do na dt ® dP-nulskup, mozemo pretpostaviti
da z; =0 povlaci a;; =a;; =b; =0,za1 <j<4ii¢=2,3.
sluéaj ii) : Imamo V,G(z, z) = (1,e % ze % —zxe *7). Stoga je stupanj od ps
2. S obzirom da je az; = aj3 = b3 = 0 za 1 < j < 4 koeficijent od 2 dolazi od

52

—a —G:L'z =a —erZ‘“—i—...

44 S / (9z4 77 44 4

gdje ... sadrzi clanove stupnja manjeg od 2. Stoga je as; = aju =0, za 1 < j < 4.
a

Polinom p3 se svodi na p3(z) = 22 Dakle slijedi da je i u ovom slucaju difuzijska
Z4

matrica nula.

slucaj iii) : S obzirom da je as; = ajo = by =0, za 1 < j < 4, slobodni koeficijent

od ps je —z3. Zakljucujemo da 2o = 0 povlaci z3 = 0 pa ovaj slucaj odbacujemo.

slucaj iv) U ovom slucaju je a;; = by = 0, za sve (i,7) # (4,4) i k # 4. U ovom

a—G(:{:,z) = 0. Stoga p2(z) = ps(z) = 0, nezavisno
T

slucaju vrijedi i —G(z,2) =
824

od izbora by 1 a4y
Sumirajuéi sva 4 slucaja zakljucujemo da jednadzba (2.7) povlaéi:

b1 =0 b3 = —Z3%24
by = 23 — 2924 a;; =0, za(i,7)# (4,4)

Koeficijenti by i ayqq su proizvoljni realni pozitivni brojevi kadgod 2z, = 23 = 0. Inace
by = ayy = 0. Ovo mora vrijediti dt ® dP-g.s. Stoga je Z jedinstveno (na bitnom
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skupu) odreden i zadovoljava:
zl = Z

t
7? = Z§+/(Z§’—Z§Z§)ds

0

t
zZy = Zg—/ Z37;

0

t o0 t ] )
Zh = Z§+/ bﬁde/ pHidp

za neke predvidljive procese b*i p%, j = 1,2,... za koje vrijedi fot 05| +2 252, 1097 <
0o, P-g.s. za sve konacne t i koji su nula van skupa {(t,w)|Z(w) = Z}(w) =
0}. Primjeti da Z% i Z3 zadovoljavaju (po stazama) sistem ODJ sa neprekidnim
koeficijentima. Zbog jedinstvenosti rjesenja oni su 0 na €2y, dt ® dP-g.s. Stoga je
teorem pokazan na €)y. Ostaje ga pokazati na 2y := Q\Qy. Uvedimo vrijeme zausta-
vljanja 7 := inf{s > 0|22 = Z3 = 0}. Upravo smo argumentirali da Qy C {7 =
0}. Zaustavljeni proces Z™ =: Y zadovoljava (po stazi) sljedeéi sistem stohastickih
integralnih jednadzbi:

Y, = 7%

tAT
VP o= Zi [ - vzl
0

tAT

Y2 = Z3+ / Y3Z3ds (2.14)
0

Y} = Z;, za0<t<oo

Upotrijebili smo €injenicu da b* = b*1j, o 1 p* = p*l}; . Tada zadnja jednakost
slijedi iz sljedeceg elementarnog svojstva:

00 tAT 00 t 00 t
> / plagl =7 / (P ) Lo = > / PP 1mdB =0
j=1"0 j=1"0 j=170

po neprekidnosti od 37. Sistem (2.14) ima jedinstveno rjesenje za 0 < t < oo. S
obzirom da je Z = Y na slu¢ajnom intervalu [0, 7] i s obzirom da je Y; # 0,Vt <
0o, P-g.s. na €y, iz neprekidnosti od Z slijedi da je Q; = {7 > 0} = {7 = oo}.
Sada je teorem dokazan i na €y [ |

Cijelo vrijeme smo radili pod pretpostavkom da je P martingalna mjera tj. Z je
konzistentan sa G. Prirodno se i pitati: sto ako uzmemo Z takav da je Itov proces
pod objektivnom mjerom tj. e-konzistentan sa G7 U slucaju da je nasa filtracija JF;
ona koja je generirana sa Brownovim gibanjem imamo sljede¢i rezultat.
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Teorem 2.9. Neka je (F;) = (FV). Tada teorem (2.5) ostaje valjan ako konzis-
tentnost zamjenimo sa e-konzistentnoscéu. Posebno vrijedi da je odgovarajuci proces
buducih stopa deterministicki.

Dokaz. Neka je Z e-konzistentan Itov proces pod P i neka je Q odgovarajuca mar-
tingalna mjera. Oznacimo sa:
d
D, . 10

- dPy

gdje su Q; i P; odgovarajuc¢e mjere restringirane na F;. D; je uniformno integrabi-
lan martingal. Koristeéi rezultat vezan za Girsanovljev teorem iz [21] (prop. 1.2,
poglavlje 8) zakljuéujemo da je D strogo pozitivan P-g.s. Sada znamo da postoji
jedinstven neprekidan lokalni martingal L takav da:

Dt:exp<Lt—%<L,L >0)

(vidi [21, Propozicija 1.6 poglavlje 8]). S obzirom da je (F;) = (F) slijedi da
svi P-martingali imaju predvidljivu reprezentaciju (vidi [21] poglavlje 5-rezultati se
prirodno prosire i za beskona¢nodimenzionalni W ), pa to mozemo primjeniti i na
Ly, tj. postoji predvidljiv proces Hy € £°° takav da L; = fot H,dW,. Sada koristeci
Girsanovljevu transformaciju imamo da je Z [tov proces i pod mjerom Q.

S obzirom da se Fy" sastoji od skupova mjere 0 ili 1 procesi Z!, Z% i Z* su (nakon
promjene Z na skupu mjere 0) ¢isto deterministicki i stoga i procesi B(t,T). |

U ovom poglavlju smo pokazali da Nelson-Siegelove familije nisu dobre za kori-
stenje u HJM modelima (ukoliko koristimo Itov proces za parametar). Moze se
pokazati i da puno opéenitija familija krivulja takoder daje slican rezultat (tzv.
eksponencijalno-polinomijalne familije koje sadrze u sebi i Nelson-Siegel i Svensson
familije). Dokaz je napravljen u [11] i tehnicki je dosta slozen iako ne koristi druge
ideje osim onih koje su koristene pri dokazu od (2.5).
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Poglavlje 3

HJM model: pogled iz
beskonac¢nodimenzionalnog
prostora

Ovo poglavlje ¢emo posvetiti definiciji HJM modela. Proces buducih stopa ¢emo
zadati na nekom separabilnom Hilbertovom prostoru i dobiti neke tehnicke uvjete
na taj prostor da bi nas model imao smisla. Na samom pocetku ¢emo pokazati da
je blago rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe pravi koncept za generalizaciju
HJM modela iz [13]. Na kraju ¢emo komentirati na koji su nacin standarni modeli
iz uvoda (Vasicek, CIR, ...) inkorporirani u HJM model.

3.1 Standarni HJM model

Neka je W = (37) en beskona¢nodimenzionalno (F;)-Brownovo gibanje i definiramo
podskup od R?:
N ={tT)eR|0<t<T}

Neka su a(t, T, w) odnosno (07 (t, T,w)) jen izmjeriva preslikavanja sa (A?xQ, B(A?)®
F) u (R, B(R) odnosno (£2, B(£?)). Pretpostavljamo da je za svakiT € Ry, 0(-,T) €
LE(R) i (a(t,T))iepo,r) predvidljiv takav da a(-, T) € L*([0, T])P-g.s. Pretpostavimo
da za fiksni, ali proizvoljni T € R, buduce stope s vremenom dospijeca T slijede
[tov proces:

/t ol(s, T)dp?, t€l0,T] (3.1)

0

F6,T) = f(0,T) + /Ota(s,T)ds +)

JEN

Ovdje je f(0,-) € LL (R,) neslucajna pocetna krivulja buduéih stopa. U klasi¢nom

loc
modelu imamo ¢? =0 za j > d, za neki d € N.
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Sistem (3.1) predstavlja sistem beskonacno mnogo Itovih procesa indeksiranih sa
T € R,. Ovdje pokusavamo taj proces transformirati u jedan beskona¢nodimenzi-
onalan proces. Heath, Jarrow i Morton daju u [13] dovoljne tehnicke uvjete da
procesi B(t,T) i B(t) slijede It6v proces. Ovdje ¢emo to napraviti koristeéi aparate
funkcionalne analize

3.2 Musielina parametrizacija

U uvodu smo vec govorili o koristi od Musieline parametrizacije. Neka je ri(x) =
f(t,z+1t) gdje x > 0 oznacava vrijeme do dospijeca. Sada ¢emo vidjeti kako HJM
se dinamika (3.1) moze izraziti na jeziku stohasticke jednadzbe na beskona¢nodime-
nzionalnom prostoru. Neka {S(¢)|t € R, } oznacava polugrupu desnih pomaka koja
je definirana sa S(t)f(x) = f(z + t), gdje je f: Ry — R.

Fiksirajmo t,x € R,. Tada se (3.1) moze zapisati kao

flt,e+t) = S(t)f(O,x)—i—/OtS(t—s)oz(s,x—i-s)ds

+ Z /t St —s8)o(s,x + s)dp? (3.2)

jen 70

gdje S(t) djeluje na f(0,z), a(s,x+s) i d’(s,x +s) kao funkcije po x. Pretpostavit
¢emo da funcije ¢ine Hilbertov prostor sa nekim skalarnim produktom. Radit ¢emo
aksiomatskim pristupom stavljajuc¢i minimalne zahtjeve na Hilbertov prostor H tako
da mozemo dati znacenje jednadzbi (3.2) gdje je

Ty ‘= f(t7+t)7 t€R+

smatran H-vrijednosnim procesom. Takoder trebamo ponovno izvesti HJM uvjet
na drift. Posebno to znaci da (B(t,T)):cjo,1] i B()ter, moraju slijediti [tov proces.
Da bi procesi B(t,T) bili dobro definirani, jasno je da mora vrijediti H C L, (R,).
Primjetimo da jednakost (3.2) vrijedi po tockama za svaki x € Ry. Stoga izracuna-
vanje po tockama mora biti dobro definirano za svaki h € H. U dokazu teorema
morat ¢emo mijenjati redoslijed integriranja i izracunavanja po tockama pa postavl-
jamo sljedeci uvjet (pretpostavke na prostor oznacavamo sa H, uvjete na parametre

za egzistenciju rjesenja sa C).

(H1) Funkcije h € H su neprekidne i izra¢unavanje po tockama J,(h) := h(x) je
neprekidan linearan funkcional na H, za svaki x € R

Sada ¢emo dati direktnu posljedicu pretpostavke (H1).
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Lema 3.1. Za svaki uw € R, postoji konstanta k(u) takav da:
| Tall < k(u), 2 € [0, u]
Nadalje preslikavanje (x,h) — J.(h) : Ry x H — R je neprekidno.

Dokaz. Neka je u € Ry. Po pretpostavei (H1), sup,ep [Jz(h)| < oo za svaki
h € H. Sada Banach-Steinhausov teorem (vidi [22] teorem 2.6) daje egzistenciju
konstante k(u).

Drugi dio leme slijedi iz ¢injenice da je:

| T (hn) = Te(W)] < (| Tl e = D11 + [T (B) = T ()]

Prvi dio desne strane tezi u nulu zbog prvog dijela leme, a drugi dio zbog pret-
postavke (H1). [ |

Takoder zbog egzistencije rjesenja zahtjevamo i sljedece:

(H2) Polugrupa {S(t)|t € R, } je jako neprekidna u H. Njen infinitezimalni gene-
rator oznacavamo sa A

d
Za svako h € D(A) imamo ES(t)h = S(t)Ah u H za svako t € R, (vidi [7]
d
propozicija 3, poglavlje 17). Po (H1) je Eh(t) = (Ah)(t) za svako t € R,. Slijedi
Ah =N € H. Medutim ovo povlaci h € C(R,). Stoga smo pokazali:
Lema 3.2. Pod pretpostavkama (H1) i (H2) vrijedi:
D(A)c{he HNC'R,)|W € H}

Za koeficijente u (3.2) pisemo ay(w) = a(t,w,. +1) i o = (09)en gdje o] =
ol (t,w,. +t), te stavljamo sljedece uvjete ( u skladu sa [5])

(C1) ro= f(0,.) leziu H

(C2) Procesi a i o su H-, odnosno LY(H)-vrijednosni predvidljivi i vrijedi

t
P / (|ras|r+r|as\|ig(m)ds<oo]=1, vtER,
0

Sada (3.2) mozemo pisati za svaki t,z € R

Te(re) = Te(S(t)re) + /0 T (S(t — s)ag)ds + Z/ T (S(t — s)a?)dp?

jen Y0

= T (S(t)ro + /t S(t — s)asds + Z /t S(t— s)oidﬁﬁ) , P—gs.
0 0

JEN

(3.3)
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Zadnja jednakost vrijedi zbog komutacije integrala i neprekidnog operatora. Za
fiksan t u jednakosti (3.3) P-nulskup ovisi o . Buduéi da su obje strane neprekidne u
x (po (H1)) standardan argument daje jedan P-nulskup za svaki z € R, . Jednakost
po tockama daje jednakost funkcija:

t ¢
re = S(t)ro + / S(t — s)asds + Z/ S(t—s)old3d, P—gs. (3.4)
0 e Jo

Po lemi 1.27 znamo da desna strana ima predvidljivu verziju, koju opet oznacavamo
sa ;. Dakle, r bi bio blago rjesenje stohasticke jednadzbe:

dry = (Arg+a)dt+Y oldp]
jeN (3.5)

Stavljamo dodatnu pretpostavku:

(C3) Postoji neprekidna verzija od r kao funkcije vremena, koju opet oznacavamo
sar

Uvjet (C3) je zadovoljen ako je S(t) kontrakcijska polugrupa, vidi [5, Teorem 6.10.]
ili ako postavimo uvjete na o iz leme 1.39. Primjetimo da 7 nije opéenito Itov proces.

Napomena 3.3. Kombinirajuci (C2) i (C3)i Lemu 3.1 zakljucujemo da su slucajne
varijable ry(w, x), ap(w, x), ol (w, ) P x B(Ry)-izmjeriva i ri(w, z) je neprekidno po
(t,x) za P-g.s. w.

Do sada smo promijenili klasi¢ni HJM okvir u duhu Musieline parametrizacije
stavljajuéi pri tome tehnicke uvjete (C1) i (C2) na koeficijente. Proces r defini-
ran kao neprekidno blago rjesenje od (3.5) je povezan sa buduéim stopama preko
jednadzbe

ri(x) = f(t,x+t) VeeR,, VteR,

Od sada su procesi cijena obveznica i proces rasta novca dani sa:
T—t
B(t,T) = exp ( —/ Tt(x)dx>, (t,T) € A
0

Blt) - mp(AZAm@),teR+
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3.3 HJM uvjet na drift

S obzirom da r nije op¢enito H-vrijednosni [tov proces ne mozemo direktno koris-
titi Itovu formulu za dobiti dinamiku od B(t,7'). Ovdje radimo manipulacije sa
slucajnim procesom (74(x));zer, i primjenjujemo stohasticki Fubinijev teorem koji
nam govori kada mozemo zamijeniti stohasticki i obican integral. Takoder dajemo i
dovoljne uvjete za egzistenciju ELMM.

Na pocetku ¢emo uvesti funkcional Z,, na H definiran sa:

T,(h) = /Ouh(x)dx, wER,

Kao direktnu posljedicu od (H1) dobivamo:
Lema 3.4. Linearan funkcinal Z, je neprekidan na H. Posebno:
IZ.)| < uk(u), YueRy,

gdje je k(u) konstanta iz leme 3.1.
Nadalje, preslikavanje Z,,(h) : R, x H — R je neprekidno.

Dokaz. Ocjena je trivijalna. Dokaz za drugu ocjenu slijedi dokaz leme 3.1 |

Iz uvjeta (C3) i leme 3.4 slijedi da je B(t,T") = exp(—Zr_¢(r)) Fi- izmjerivo i
neprekidno po (¢,T) € A% Fiksirajmo (¢,T) € A% Tada imamo po (3.4), lemi 3.4:

I == —logB(t,T)
= ZIr_+(S(t)ro) + /0 Ir+(S(t — s)as)ds + Z/o Ir_(S(t — s)o?)dp’

= IT(TO)—It<7"0)+/O(ITS(as)—jts(as))ds
+ / (Zr-s(0l) = Tp_s(0)))dpBl, P-gs.
jen v0

gdje smo uzeli u obzir jasnu relaciju Z,, o S(t) = Zy4, — ;. Procesi (Zp_(0?))sepo1]
su predvidljivi i :

> Zr—s(olW)P < (TKT))* Y llod(w)llzr < o, ¥(s,w) € 10,T] x Q2

jEN jEN
Stoga je (Zr—s © 05)sefo,r] £*-vrijednosni predvidljiv. Sliéno dobijemo:
T .
Pl [ S ol < oc| =1
0 jen

%)



te stoga (Zy_s00,) € L°(R). Zamijenjujudi T sa ¢ takoder vidimo (Z;_s00y)seoy €

L°¢(R). Zbog linearnosti mozemo razdvojiti integrale i pisati
I = ]1 — ]2, ]P)—g.S.

gdje je
t t ) )
Il = IT(T0)+/IT_S(O[5)dS+ E /IT_5<O'g)d5§
0 ieN 0

t t
IQ = It<7"0> +/ It—s(as>d3+2/ It_5<0'g)dﬁg
0 jeN 0

Integrale u I, trebamo transformirati. Uvodimo preslikavanja :

i ol(w,u—s), akos<u
7w, u) = { 05( , ! inace
b

Zamijenjujuéi v = xr + s imamo:

7, (o7) = /OH o () da = /: o3 — s)du = /Ot?ig(u)du.

Zbog napomene 3.3, ¢ = (07);en je izmjerivo sa (Ry x Q@ x R, P @ B(R})) u

(02, B(¢%)). Po lemi 3.1 i (C2) imamo:

t t t t
Os||2duds = / / o’ (u)|*duds
/O/OH 1% [ S @

jeN
t t—s )
_ /Z(/ o3 () )
0 Sex NJo
t
< k0 [ lodlfyds < oc
0 jen
Stohasticki Fubinijev teorem 1.18 sada povlaci:

Z/Otfts(ai)dﬁﬁ = Z/Ot (/Ot’&g(u)du)dﬁg

JEN JEN

_ /Ot (Z/J&gmwg) du

JEN

_ /;(Z/Ouag(u—s)dﬁg)du, P-gs.

JeEN
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Upotrijebljavajué¢i obi¢ni Fubinijev teorem zakljucujemo:

/0 T (a)ds = /0 t( /0 u%(u—s)ds)du, P-g.s. (3.7)

Kombinirajuéi (3.6) i (3.7) mozemo pisati:

I, = /tjo<5(u)r0+/t5(u—s)asds+2/u5(u—s)agdﬁg)du
0 0 jEN v °

= /Ot'ru(O)du, P-g.s. (3.8)

Uzimajuéi u obzir Zr(rg) = —log B(0,7T) dolazimo do sljedeée reprezentacije:

log B(t,T) = 10gB(0,T)+/Ot(7"S(O)—IT_S(Oés))ds

t
+3° [rolyag, s, v e’
jen V0
S obzirom da je B(t,T) neprekidna na (¢,7) € A?, P-nulskup moze biti izabran
za svaki T' € R, neovisno o ¢t € [0,T]. Slijedi da je (log B(t,T)):cpo,r] realan Itov
proces. Stoga je i proces (log B(t,T) — log B(t)):cjo,r] realan It 6v. Primjenjujuci
[tovu formulu na funkciju e dobivamo jednadzbu za proces cijena obveznica:

B(t,T) = B(O,T)+/O B(S,T)<rs(o)—ITs(as)+%Z(ITs(oi))2>d8

JEN

+Z/O B(s, T)(~Zr—s(cl))dpi, tel0,T].
jeN

(3.9)
Za diskontirani proces cijena obveznica Z(t,T) := B(t,T)/B(t) imamo
t 1 )
2(T) = B0,T)+ / 205, T)( = Tr-sla) + 5 3T o(00)? ) ds
0 jEN

+ ZN/OtZ(s,T)(—ITs(Ug))d5£> t < [0,7].
(3.10)

Sljedece preslikavanje ¢e igrati vaznu ulogu. Za neprekidnu funkciju f na R, defini-
ramo neprekidnu funkciju Sf : Ry — R sa

(SF)(x) = f(z) / Cfdn, ek, (3.11)
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Lema 3.5. Neka je ® = (¥/);en € Ly(H). Tada je f(x) = 53 ,cn(Zo(®9))?
neprekidno diferencijabilna funkcija po x € Ry sa derivacijom
flx) = (SP)(x)
jEN
Oba reda konvergiraju uniformno po x na kompaktima.

Dokaz. Stavimo f,(z) := %Zgzl(lx(@' ))? §to je o¢ito neprekidno diferencijabilna

funkcija po z € R, sa:

n

fula) =) (S®7)(x)

J=1

Stovise, za m,n € N, m < n imamo:

(@) = fn(@)] + [ fo(2) = fra(@)] < (Tl + 1Tl Zelln) D 11715

j=m+1
sto tezi u nulu za m,n — oo uniformno po x na kompaktima po lemama (3.1)
i (3.4). Sada slijedi da funkcija f(z) = lim, . f.(z) postoji i da je neprekidno
diferencijabilna po x € Ry sa derivacijom f'(z) = lim, . f}(2) [ |

Znamo da pod martingalnom mjerom Q procesi (Z(t,T))scp,r ¢ine lokalni mar-
tingal.

Lema 3.6. Diskontirani proces cijena obveznica (Z(t,T))icor) slijedi lokalni mar-
tingal, za svaki T € R, ako i samo ako vrijedi:

a = Z So’,  dt ® dP-g.s. (3.12)
jEN
Dokaz. Neka je T € R,. Po [21, Propozicija (1.2)], (Z(t,T))icjo,r je lokalni mar-
tingal ako i samo ako je integral uz ds u (3.10) jednak 0. S obzirom da je Z(s,T) > 0
to je ekvivalentno sa:

1

Tr-i() = 5 > (Zroilo))?,  dt®dP-gs. (3.13)
JEN

(vidi dokaz od (2.10)). dt®@dP-nulskup ovisi o T'. Standarnim argumentom, gledajuéi
racionalne T, nalazimo dt ® dPP i gusti podskup A C R, takav da N € P i:

To(aw(w)) = 5 Y (Zo(0(w)))’, V(t,w,z) EN°x A
jEN
Po lemi 3.5 je desna strana diferencijabilna po x, a oc¢ito je to i lijeva. Dakle jednakost
vrijedi za svaki x. Deriviranje daje tvrdnju leme. |
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Primjetimo da lema (3.6) zbog uvjeta na koeficijente (C2) zahtjeva dodatne
pretpostavke na izmjerivost i integrabilnost na > jeN So?. Njihova valjanost slijedi
iz sljedec¢ih pretpostavki:

(C4) Procesi So7 su H-vrijednosni i predvidljivi
(H3) Postoji konstanta K takva da:
1Al < K||R]T
za svako h € H takvo da Sh € H.

Inace ¢emo razlikovati objektivnu mjeru P i martingalnu mjeru Q i smatrat ¢emo da
se dogadaji na trzistu desavaju pod objektivnom mjerom PP. Sljedeéi uvjet osigurava
egzistenciju ELMM:

(C5) Postoji £2-vrijednosni predvidljivi proces v = (79) jen koji zadovoljavaju Noviko-
vljev uvjet

nyjaj = ZSaj —a, dt®dP-g.s. (3.14)

JEN JEN

Po Hélderovoj nejednakosti i lemi (3.1), red

7 (Zvﬁm?) e

J€EN JEN

konvergira uniformno po z na kompaktima. Uzimajuéi u obzir lemu (3.5), integri-
ranjem iz (3.14) dobivamo:

, . 1 -\ 2
Z’YijIT—t@i) ) Z <IT—t(<7i)> —Iry(aw), YT >t, dt®@dP-gs.
jEN JEN

(3.15)

Postoji intuitivna interpretacija od —v kao trzisne cijena rizika (vidi [1]). Naime

promatrajuéi proces cijena obveznica (3.9) vidimo da mozemo interpretirati desnu
dB(t,T

stranu od (3.14) kao razliku izmedu prosjecnog porasta relativne vrijednosti £ [ﬁ

i kratkoroéne stope 7,(0). Stoga za —'yf kazemo da je trziSna cijena rizika mjerena

u jedinicama volatilnosti.

Uvjet (C5) dopusta primjenu Novikovljevog kriterija. Definiramo mjeru Q « P sa:

aQ _

59



Girsanovljev teorem sada daje da je:
_ t
Wt:Wt—/ ’)/sds, tER+,
0

Wienerov proces pod mjerom Q gdje je W, = (Bt)

Propozicija 3.7. Pod gornjim wvjetima r zadovoljava

r(t) = S(t)ro + /Ot (S(t —s) ZSJﬁ) ds + Z /Ot S(t — s)aldB (3.16)

jEN jEN
s obzirom na Q. Dakle Q je ELMM.

Dokaz. Tvrdnja za r; slijedi kombinirajuéi (3.4) i (3.14). Lema (3.6) daje tvrdnju
za Q. [ |

3.4 Sto je model?

Za model zelimo koristiti opis buduéih stopa r kao rjesenja stohasticke diferenci-
jalne jednadzbe (3.5) sa koeficijentima oy (w) = a(t,w, r(w)) 1 op(w) = o(t,w, 1 (w))
s proizvoljnom poc¢etnom krivuljom buducih stopa rg.

Da ne bismo ulazili u pitanja egzistencije stohasticke eksponencijalne funkeije (vidi
[20, Poglavlje 10]) zadajemo volatilnost o i trzisnu vrijednost rizika —v. Drift nam
je tada definiran sa (3.14). Propozicija 3.7 osigurava egzistenciju ELMM. Kao $to
vidimo iz (3.16), 7 se ne pojavljuje u Q-dinamici od 7.

Stoga, umjesto da rijesavamo (3.5) direktno radije poc¢injemo sa Wienerovim pro-
cesom pod @, rijesimo (3.16) i transformiramo W ~~ W po Girsanovom teoremu i
dobijemo dinamiku od r pod P. Na taj ¢e nacin objektivna trzisna mjera P i Wien-
erov proces W ovisiti o r preko v, (w) = v(t,w, r(w)). No ipak ¢e W biti adaptiran
na F;. U ovom poglavlju ionako nismo trebali da filtracija F; bude ona generirana
sa W.

Dakle, neka je dan potpun vjerojatnosni prostor

(L F, (Fi)ter,, Q)

sa filtracijom koja zadovoljava uobicajene uvjete (posebno vrijedi F = F,). Mjera
Q ¢e biti martingalna mjera. Neka je W = (37),en beskonacnodimenzionalno (F;)-
Brownovo gibanje pod Q. Slu¢ajna preslikavanja o(t, w, h)(volatilnost) i —v(¢,w, h)
(trzisna cijena rizika) su zadani sljede¢im uvjetima:

(D1) Preslikavanja o i+ suizmjerivasa (R xQx H, PRQB(H)) u (LY(H), B(LY(H))),
odnosno (£2, B(¢?))
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(D2) Preslikavanja So”? su izmjeriva sa (R, x Q x H,P ® B(H)) u (H, B(H))
(D3) Postoji funkcija I' € L*(R,) takva da:

|v(t, w, h)|leze < T(t), VY(t,w,h) e R xQx H

Primjetimo da pretpostavke (D1)-(D2) zajedno sa (H3) povlace da je:
agsu(t,w, h) = ZSUj(t,w,h) (3.17)
jeN
izmjerivo preslikavanje sa (R, x Q x H,P® B(H)) u (H,B(H)).

Definicija 3.8. Pod HIMM jednadzbom (HJM jednadzba sa Musielinom parametri-
zacijom) mislimo na sljedeéu stohasticku diferencijalnu jednadzbu v H

{ dri = (Ary+agsu(t,r))dt+o(t, Tt)th (3.18)

TQZ}LO

Definicija 3.9. Neka 0,7 zadovoljavaju (D1)-(D3) i neka je I C H skup pocetnih
krivulja buduéih stopa. (0,7, 1) zovemo (lokalnim) HIM modelom uw H ako za svaku
pocetnu tocku (to, ho) € Ry x I postoji jedinstveno (lokalno) blago rjesenje r = rtosho)
za to pomaknutu HJMM jednadzbu (3.18).

Definicija je opravdana sljede¢im rezultatom:

Teorem 3.10. Neka je (o,7,1) HIM model. Tada svaka tocka (to, hy) € Ry x I
odreduje mjeru P ~ Q i Wienerov proces W s obzirom na (Q, F, (F°)icr, ,P) takve
da (C1)-(C5) vrijede za:

a(w) = agu(to+t,w,r(w)) — 27j<t0 +t,w, e (w))od (tg + t,w, e (w))
o(w) = oty +t,w,r(w))
Vt(w) = V(tﬂ +1w, Tt(w))

gdje je r = r(toh)  Tada je Q ELMM za P.

Dokaz. Neka je r = r(toh0) neprekidno blago rjeSenje za ty-pomaknutu verziju od
(3.18). Iz (D3) zakljucujemo da:

/R || = v(to + s,w, rs(w))]|72ds < HF|’%2(R+) <oo, Ywe (3.19)
+
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Stoga mozemo primjeniti lemu 1.21 i mozemo definirati mjeru P ~ Q sa:

dP ~

— =E(—y W), 3.20

= (1) (3.20)
(primjeti da F = Foo = éff’)). Po Girsanovljevom teroremu sada imamo da je:

t
W, = W + / Vsds
0
Wienerov proces pod P Po (H3) i Hélderovoj nejednakosti imamo:

; 1 1
ol < & 3" Nl + ullellonlzgan < (6 + Dllonl g + Sl
jeN
Sada (3.19) daje (C2) jer je (0¢)ier, € L£'°°(H) po definiciji blagog rjesenja. Upotre-
bljavajuéi (1.27) proces r je neprekidno blago rjesenje od (3.5) gdje je f(0,.) zam-
jenjeno sa hg i stoga vrijedi (C3). Uvjeti (C4)-(C5) slijede iz (D1)-(D3) i Q je
o¢ito ELMM. |

Napomena 3.11. Sam nacin na koji smo dosli do formule (3.5) kao i teoremi egzis-
tencije rjesenja nam govore da je blago rjesenje pravi koncept za HIM jednadzbu.
Stoga je potrebno rezultate iz [2] izvesti uz mnogo blaze uvjete tj. u okvirima teorema
3.10.

Napomena 3.12. lako su lokalni HJM modeli nekorisni za odredivanje cijene
deriwativa, ponekad moZemo dokazati samo egzistenciju lokalnog rjesenja. S obzirom
da cemo ovdje govoriti o invarijantnim mmnogostrukostima u lokalnom smislu za
odredenu stohasticku diferencijalnu jednadzbu ostavlijamo u definiciji modela mogu-
énost za postojanje samo lokalnog rjesenja.

Zadavanje pocetnih vrijednosti krivulja budué¢ih stopa I nam omogucava da
i klasiéni modeli iz uvoda budu sadrzani u ovom nasem modelu. Uzmimo npr.
Vasicekov model iz uvoda:

dr(t) = (b —ar(t))dt + cdW

gdje je r(t) kratkorocna stopa u trenutku t, a b, 0, a realni brojevi a > 0. U [1,
Propozicija 17.3] je pokazano da odgovarajuéi proces cijena obveznica izgleda ovako

B(t,T) = oK1 (6T)=Ka(tT)r(t)
gdje
1
K t T = 31— —a(T—t)
1(7 ) a{ e }

{K.i(t,T) = T +t}(ab— 50°)  o>K}(t,T)
a? 4a

Ko(t,T) =
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Iz jednadzbi vidimo da zadavanje dinamike kratkoro¢nih stopa daje odredenu restrik-
ciju i na to kako mogu izgledati pocetne krivulje budué¢ih stopa. Drugim rije¢ima
kada Vasicekov model prevodimo u okvir HJM modela ne samo da moramo voditi
racuna o koeficijentima HJM jednadzbe veé i o pocetnom uvjetu. Sli¢na stvar vri-
jedi i za C'IR model kao i za sve druge koji stavljaju restrikciju na pocetni uvjet
(Ho-Leejev model nije takav kao $to smo vidjeli u uvodu).
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Poglavlje 4

Prostori Hy,

Zelimo ponuditi prostor(e) koji zadovoljavaju svojstva iz prethodnog poglavlja i
koji su razumni da bi bili prostori krivulja buduéih stopa. Zelimo imati i lako
provjerljiv kriterij da volatilnost daje lokalni HIM model. Dakako da ¢emo koristiti
teoreme egzistencije i provjeravati Lipschitzovost i lokalnu ograni¢enost. Ali ako je
o(t,w, h) lokalno ogranicena i lokalno Lipschitz neprekidna u h, sto mozemo reéi o
apsu(t,w, h)(vidi (3.17)). U ovom poglavlju uvodimo klasu Hilbertovih prostora
H,, koji zadovoljavaju sljedec¢e uvjete:

e H, zadovoljavaju pretpostavke H1-H3 iz prethodnog poglavlja
e M, nije proturjecan sa nasim znanjem kako izgledaju krivulje buduc¢ih stopa

e H, je pogodan za provjeravanje lokalne egzistencije i jedinstvenosti za HJMM
jednadzbu (3.18)

4.1 Definicija H,

Razumno je za krivulje buduéih stopa pretpostaviti da imaju kvadratno integrabilne
derivacije tj. da vrijedi:
| P <o
R+

To se podudara sa nasom intuicijom da se krivulja izravnava kada x ide u beskonacno.
Mi éemo jos dodati i tezine tj. za neku rastuéu funkiju w sa svojstvom w(x) > 1
¢emo pretpostaviti da vrijedi:

/ @) Pute) < o0

Medutim to ne definira normu jer ne razlikujemo konstantne funkcije. Stoga doda-
jemo kvadrat kratkorocne stope |r:(0)|?. Dat ¢emo formalni pristup. Podsjetimo se
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nekih ¢injenica iz analize. Neka je h € L°(R,). Slaba derivacija b’ € L*(R,) od
h, ako postoji, je jedinstveno odredena sa svojstvom:

/R h(e)d (2)d = — / W(@)d(x)dr, Yo € CL((0,00))

Ako h ima slabu derivaciju A, tada postoji apsolutno neprekidni predstavnik od h,
kojeg isto oznacavamo sa h, takav da

h(z) — h(y) = /m h'(u)du, Vz,ye€ R, (4.1)

Sljedeca definicija ima smisla:

Definicija 4.1. Neka je w : R, — [1,00) neopadajuéa C*-funkcija takva da je:
wE € L'(R,) (4.2)

Pisemo

1AL = Ih(0)|2+/ [ () [Pw(z)d

R+
i definiramo:
Hy,:={he L, (R33N €L, (Ry)illh|l. <o}

loc loc

Teorem 4.2. Skup H, sa normom || - ||, ¢ini separabilan Hilbertov prostor koji

zadovoljava (H1)-(H3).

Prije dokaza teorema dat ¢emo primjere dopustenih funkcija w koje zadovoljavaju
uvjet (4.2).

Primjer 4.3. w(x) = e**, za a > 0
Primjer 4.4. w(z) = (1 + )%, za a > 3

Dokaz. Jasno je da je || - ||, norma. Promotrimo separabilan Hilbertov prostor
1

R x L?(R,) opremljen normom <] IR ||%2(R+)> ® Linearan operator T : H, —
R x L?(R,) dan sa:
Th— (h(O), h’w%), heH,

je izometrija sa inverzom:

(T, £)) (@) = u+ / " fmw ), (u f) € R x IA(R,)
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Stoga je H,, separabilan Hilbertov prostor.
Tvrdimo da je

Do:={f € C*(Ry)|f € C.(Ry)}
gust u H,,. Zaista, s obzirom da je C!(R,) gust u L?*(R. ), mozemo za fiksni h € H,
odabrati aproksimirajuéi niz (f,) od h'w? u L%(R,) takav da f, € C1(R,) za sve
n € N. Stavimo h, := T~ !(h(0), f,). Ocito je h, € Dy i h,, — h u H,. Odatle
slijedi tvrdnja.
Bududi da je w™! ogranicena (4.2) povlaci da je w™ € L'(R,). Sljede¢e Sobovljeve
nejednakosti su kljucne. Nadalje nam h oznacava funkciju u H,, a konstante C; do
C4 su univerzalne i ovise samo o w.
Prvo dokazimo:

P |2r sy < Cullhllw (4.3)

To mozemo ustanoviti iz Holderove nejednakosti:

/R+ W (x)|dx = /}R+ 1 (2)w? (2) w2 (z)dz

< (/ W @Pua)

1
< lallwlle™ 7 g,

NI

Vazna posljedica od (4.3) je da h(x) konvergira ka limesu h(oo) € R za x — 0o zbog
(4.1). To je dakako zeljeno svojstvo za krivulje buduéih stopa. Za Cy = 14 C} lako
slijedi iz (4.1) 1 (4.3) da:

1Al e @) < CollBllus (4.4)

Sada uvedimo:

1) < wie) [ w iy < w i@l g, 2 e R
i stoga iz (4.2) slijedi:
3 _1,3
(M2 w|| ey < |Jw 3||L1(R+) < 00 (4.5)
Stovise

1 _1
I 1y < w3 |[fag,) < o0 (4.6)
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Na isti nacin kao i gore pisemo:

[ ) —neaz = [ | " wewtmpwt i

x

< [ ([ WoPutin) ieis

xT

1
< Al T2 || 21 ey

Stoga iz (4.6) imamo:
[|h = Rh(c0)|[Lr () < Csl|h]]w (4.7)

Ponovnom upotrebom Hoélderove nejednakosti mozemo konacno dati ocjenu:

[ o) =heatu@ar = [ | [T rmetoe o] v

2
< [ (] woPetn) w @i
Ry SJRy
3 1
< RIS ] oy T2 13,
Stoga, po (4.5)-(4.6) imamo:
10— hioo) wllisgeyy < Gl (4.9

Sada mozemo dokazati (H1)-(H3). Procjena (4.4) daje neprekidnost linearnog
funkcionala 7, za sve x € R,. S obzirom da se H, sastoji od neprekidnih funkcija
(vidi (4.1)) dokazali smo (H1).

Neka je h € H,, i neka je ¢ € C1((0,00)). Tada polugrupa pomaka zadovoljava:

S(h(2)d (x)de = /R W) (x — t)dz = — / B () — 1)

Ry R4

_ _/R W+ )o(x)de

(4.9)

s obzirom da je ¢(- —t) € C}((t,00)). Stoga vidimo da (S(t)h)" postoji i da je
jednako S(t)h' . Sada iz (4.3) slijedi:

1SR, = [A(®)]* +/R [P (@ + t)[*w(@)de < (CF + 1)|[AI, (4.10)

Upotrijebili smo monotonost od w. Stoga je S(t)h € H, 1 S(t) je ogranic¢ena za sve
teR,.
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Moramo pokazati jaku neprekidnost od S(t). Pocinjemo sa sljede¢om primjedbom.
Iz (4.1) slijedi:

1
Wz + 1) — h(z) = t/ Wz + st)ds, he M, (4.11)
0
Neka je g € Dy. S obzirom da je ¢’ € H,, (4.10) i (4.11) daju:

1S(t)g — gl = lg(t) — g(O)* + /]R l9'(z + 1) — g'(2)Pw(z)de

.
1
< Jot) - 9P+ [ [ g+ st)Pula)dods
0o Jry
1
< Jot) = 9O + [ |IS(st)gf2ds 0zt —0
0

Stoga je S(t) jako neprekidna na Dy. Ali za proizvoljni h € H, i € > 0 postoji

g € Dy takav da ||h — g]» < I

€
—— . Kombinirajuéi to sa (4.10) dobivamo:
(Cy+1) ) (4.10)

1SWh = hllw < |[SE)(h = g)llw + [15(6)g = gllw + [lg = Al

9
< (G+1) HIS®9 = gllo + Ty <€

= 4(Cy+ 1) (Cot+ 1)~

za t dovoljno mali. Zaklju¢ujemo da je S(t¢) jako neprekidna na H,, stoga vrijedi
(H2).

Ostaje pokazati valjanost ocjene u (H3). Neka je h € H,. Slicno kao u (4.9)
mozemo pokazati da (Sh)'(z) postoji i da vrijedi:

(ShY'(z) = I (x) / ")y + 1)

Definiramo:
H? = {h € H,|h(c0) = 0} (4.12)
Po (4.4) H? je zatvoren podskup od H,,. Tvrdimo da:
She H, <= heH (4.13)
h(0)

Pretpostavimo da h(oc) > 0. Tada postoji zo € R, takav da h(z) >
x > xo. All tada:

Shiz) > h(z) /0 h(n)dn + (@)2 (x—z0), Vo> 10
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sto tezi u beskonacnost za © — oo. Isto razmisljanje mozemo primjeniti ako h(oo) <

0. Odatle nuznost u (4.13)
Obratno, pretpostavimo da je h(oo) = 0. Upotrebljavajuéi (4.7) i (4.8) ocjenjujemo:

ISh|2 = ]Q | (x {/)h()dn%—hz )|[w(x)dz
+

/ {Ih’ 2 [ oo |dn) b >} (e)da

< 2([AlLy @RI + Callklly,) < 2(C5 + Ca)llAll,

IN

Stoga je Sh € H,, i (4.13) je pokazano. Stovise zaklju¢ujemo da (H3) vrijedi sa

K = /2(C2 + Cy). [ ]
Sada mozemo identificirati generator A od S(t) u H,.

Korolar 4.5. Vrijedi D(A) ={h € H,|h' € H,} i Ah =1

Dokaz. Stavimo D :={h € H,|h' € H,}. Polemi 3.2, D(A) C D. Obratno, neka
je h € D. Primjenjujuéi (4.11) dobivamo:

(x4 ti — /() —KW(z) = /0 (W'(z + st) — h"(x))ds

Stoga:

n(t) — / |h/($ + ti — h/(l’) . h//(l')}Zw(l’)dl’

1
< / / |h"(z + st) — b (2)|*w(z)dxds
0o Jr,
1
< /Hﬂ@ﬁ—M@%ﬁ0thO
0
po teoremu o dominiranoj konvergenciji. S obzirom da je h' neprekidna na R za-
kljuc¢ujemo da:

h(t) = h(0)

2
; —h(0)| +n(t)—0zat—0,

te je stoga h € D(A)
Vazan za HIMM jednadzbu je sljedeci rezultat:
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Korolar 4.6. Preslikavanje S : H2 — H? je lokalno Lipschitz neprekidno, to jest:
1S9 — Shl| < Cs(llgllw + Ihllw)llg = kIl Vg,h € H,
gdje konstanta C5 ovisi samo o w.

Dokaz. 1z definicije od Sh vidimo da je Sh € HY zasve h € HY). Nekasug,h € HY.
Upotrebljavajué¢i Holderovu nejednakost i (4.7)-(4.8) mozemo izracunati:

1Sg — Syll2, = /R |4 (2) /Omg(n)dn—h’(:v) /Ox h(n)dn

+g*(x) — h?(x x)dx

/ z)[? ‘/ dn‘Qw(x)dx
=7 | / B()dn[*)g/ (=) — B (@) Pw(z)d

+3 / (g(@) + h(z))?w? (z)(g(x) — h(x))*w? ()dx
3(19121lg — Bl e, + RI2 e llg — BII2)

1 1
+3|[(g + h)4w||21(R+)||(9 - h)4w||,§1(R+)
< 3(C3 +2C) (gl + 1R [lg = AIZ

IA

IN

gdje smo upotrijebili nejednakost:

|l‘1+"'+l’k|2 SI{?<|JZ1|2+—|—|CL’]€|2>, keN (414)
Stavljajuéi Cs = /3(C3% + 2C,) dobivamo rezultat. [ ]

4.2 Kriterij za volatilnost

Radedi u prostoru H,, mozemo dati jednostavan kriterij za o(t,w,h) da omoguéi
(lokalni) HJM model.
Uvjet (D2) i (4.13) nas prisiljavaju da stavimo o/ € HC. Sada nam korolar (4.6)
daje sljedeci rezultat:

Lema 4.7. Neka o zadovoljava (D1) sa H = H,, i LY(H) zamijenjeno sa LY(H?).
Tada je (D2) takoder zadovoljeno.

Od sada sa o ozna¢avamo izmjerivo preslikavanje sa (Ry x Q x H,,, P ® B(H,,))
u (LY(HD),B(H?)). Za lokalnu egzistenciju i jedinstvenost dovoljno je zahtjevati
lokalnu ogranicenost i lokalnu Lipschitzovu neprekidnost od o (t,w, h) i ag s (t, w, h)
u h. Izbor H, dobiva na znacenju zbog sljedeceg svojstva:
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Lema 4.8. i) Pretpostavimo da je o(t,w,h) lokalno ogranicena i lokalno
Lipschitz neprekidna u h. Tada to isto vrijedi za ay gy (t, w, h).

ii) Pretpostavimo da je o(t,w, h) Lipschitz neprekidna u h i uniformno ogranicena
l|lo(t,w, h)HLg(Hw) <C, VY(t,w,h) e Ry xQx H, (4.15)
za neku konstantu C'. Tada isto vrijedi © za cgrpy.

Dokaz. 7Zbog jednostavnosti notacije napustamo privremeno pisanje ovisnosti o i
gy o (t,w).

Neka su hy, hy € Bgr(H,) i stavimo A := ||agyr(h1) — agsn(h2)||lw - Po koralaru
(4.6) 1 Holderovoj nejednakosti imamo:

A <) 11807 (he) =S¥ (o)l

jEN
< Cs Y (07 ()l + 1107 (ha) )07 (1) = 07 (o)

JEN
< Cs(llo(ha)lloyem,) + lo(he) g, o (ha) = o (h2)ll g an,)
< 050(3)(H<7(h1)“Lg(Hw) + ||0(h2)||Lg(Hw))Hh1 — ha|lw

Time su dokazane prve tvrdnje u i) i ii). Tvrdnje o ogranicenosti za ag s slijede
iz (H3). [ |

Kombinirajuéi leme 4.7- 4.8 sa teoremima egzistencije dobivamo nas glavni rezul-
tat za HJM M jednadzbu. Oznac¢imo sa —v trzisnu cijenu rizika koja zadovoljava
pretpostavke (D1) i (D3)

Teorem 4.9. i) Nekajeo(t,w,h) lokalno ogranicena i lokalno Lipschitz neprekidna
u h . Tada je (0,7, Hy) lokalni HIM model u H,

ii) Neka je o(t,w,h) Lipschitz neprekidna u h i uniformno ogranicena, to jest
vrigedi (4.15). Tada je (0,7, H,) HIM model v H, i svako blago rjesenje
rtoho) 24ty pomaknute HIMM jednadzbe (3.18) je takoder slabo rjesenje, gdje
je (to,ho) € R+ X Hw
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Poglavlje 5

Invarijantne mnogostrukosti za
stohasticku jednadzbu

U ovom poglavlju govorit ¢emo o invarijantnim kona¢nodimenzionalnim mnogostru-
kostima za linearnu stohasticku diferencijalnu jednadzbu s vrijednostima u separabil-
nom Hilbertovom prostoru. Motivaciju za taj pristup smo dali u uvodu, ali navedeni
rezultati su opceniti. U prvom dijelu dat ¢emo kratak pregled rezultata iz dife-
rencijalne geometrije (kona¢no dimenzionalne mnogostrukosti na Banachovim pros-
torima) gdje nam je osnovni cilj doéi do zgodne parametrizacije za mnogostrukost.
U drugom dijelu ¢éemo navesti nuzne i dovoljne uvjete za invarijantnost i vidjet
¢emo da invarijantnost povlaci regularnost to jest da je slabo rjesenje koje zivi na
glatkoj kona¢nodimenzionalnoj mnogostrukosti nuzno i jako. Na kraju ¢emo uvjete
za invarijantnost napisati u lokalnim koordinatama sto ¢e nam koristiti u sljede¢em
poglavlju gdje rjeSsavamo problem iz uvoda.

5.1 Konac¢no dimenzionalne podmnogostrukosti u
Banachovom prostoru

Glavni alat kojeg ¢emo koristiti iz beskona¢nodimenzionalne analize je teorem o in-
verznom preslikavanju. Dokaz tog teorema se moze pronadi u [4, propozicija 4.3.1].
Neka je FE refleksivan Banachov prostor, a £’ njegov dual. Sa < €/, e > oznac¢avamo
djelovanje funkcionala e’ na vektor e. Kada imamo direktnu sumu zatvorenih pod-
prostora (vidi [18]) E = E; @ Es sa Il g, ) oznacavamo odgovarajucu projekciju
na F; Neka su k,m € N. Pocinjemo sa vaznim korolarom teorema o inverznom
preslikavanju.

Propozicija 5.1. Neka je ¢ € C*(V,E) za neki otvoreni skup V. C R™. Pret-
postavimo da je Dp(yo) injektivno za neki yo € V. Tada je Do(yo)R™ m-dimenzi-
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onalan potprostor od E i postoji zatvoren potprostor Ey od E takav da vrijed:

Stovise postoje dvije otvorene okoline V' od (19,0) u'V x Ey i U od ¢(yo) u E, i CF
difeomorfizam ¥ : U — V' takav da

Voog(y)=(y,0), VyeVi=Ilrn(V'N(R"x{0}) (5.1)

gdje je Ilgm projekcija na R™. Nadalje, Do(y) je injekcija i vrijedi

D¢(y)~" = DU(¢(y)) I pprm Yy € VNR™ (5.2)
Dokaz. Neka je {ey,..., e} baza od Do(yo)R™ . Svaki z € Do(yo)R™ ima jedin-
stvenu reprezentaciju z = z1e; + -+ + zZpen. Stavimo a;(z) = z; . Svaki «; se

prosiruje do neprekidnog linearnog funkcionala €; od £’ po Hahn-Banachovom teo-
remu. Definiramo Fs kao presjek jezgri od e}. Tada je E = D¢ (yo)R™ @ Es i

H(EQ,D¢(YO)Rm) =< 6/1, >e+ -+ < efm? © > Cy-

Definiramo ® : V x Ey — E sa ®(y,2) := ¢(y) + 2. Tada je ® € CF(V x Ey; E) i
D®(y, z)(v1,v2) = Dp(y)vi+vs za (v1,v2) € R™x Ey. Sada je D®(yo,0) : R™"x Ey —
E linearno, bijektivno i neprekidno, pa je i izomorfizam po teoremu o otvorenom
preslikavanju (vidi [18]). Sada teorem o inverznom preslikavanju daje egzistenciju
UiV’ takvih da je ® : V! — U C* difeomorfizam sa inverzom V.

Dakle Vo ¢(y) = Vo ®(y,0) = (y,0) za y € V;. Teorem o diferencijalu kompozicije
daje DY (o(y))Do(y) = [d!Rm. Stoga je D¢ 1-1 preslikavanje i vrijedi (5.2). [ |

Definicija 5.2. Preslikavanje ¢ iz Propozicije 5.1 se zove C* ulaganje u tocki vp.
Ako je ¢ CF ulaganje u svakoj tocki yo € V samo kazemo da je ¢ C* ulaganje.
Ako je ¢ : V — E injektivno C* ulaganje, V. C R™ otvoren, kazemo da je M =
(V) ulozena m-dimenzionalna C* mnogostrukost od E.

Definicija 5.3. Podskup M C E je m-dimenzionalna reqularna C* podmnogostrukost
od E, ako za svaki h € M postoje okolina U u E, otvoren podskup V C R™i C*
preslikavanje ¢ -V — E takvi da:

i) o:V —UNM je homeomorfizam
ii) Do(y) je injektivno za svako y € V

Preslikavanje ¢ se zove parametrizacija u h.
M je linearna podmnogostrukost ako za svako h € M postoji linearna parametrizacija

w obliku ¢(y) = h+ 1", yie; u h.
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Neka je ¢ : V — E injektivno C* ulaganje, V C R™ otvoren, tada je M = ¢(V)
uloZzena mnogostrukost. Po notaciji propozicije 5.1 imamo po (5.1) da je ¢ : V; —
(V1) homeomorfizam i stoga je ¢(V7) regularna podmnogostrukost. Ipak opéenito
¢ : V. — M nije homeomorfizam. Drugim rije¢ima biti ulozena mnogostrukost ne
povlaci regularnu mnogostrukost. Kasnije ¢emo dati primjer ulozene mnogostrukosti
koja nije regularna, te ¢emo objasniti zasto razlikujemo ta dva pojma.

U onome §to slijedi M oznacava regularnu m-dimenzionalnu C* podmnogostrukost
od E. Kao direktnu posljedicu Propozicije 5.1 i definicije 5.3 imamo sljede¢u lemu:

Lema 5.4. Neka su ¢; : V; — U; N M,i = 1,2, dvije parametrizacije takve da
W :=UNU,NM#0). Tada je zamjena parametara

o1t oy gy (W) — 61 (W)
C* difeomorfizam.

Dokaz. Naravno da je ¢, o ¢y : ¢ (W) — ¢, (W) homeomorfizam. Neka je
y € ¢yt (W)ir = ¢;'opy(y). Tada je E = D¢y (r)R™ @ E, po propoziciji 5.1.
Stovige postoje dvije otvorene okoline V/ C Vi x Ey od (r,0) i U’ C F od ¢y(r) i C*
difeomorfizam W : U" — V/ takvi da ¢; = =1 na V/ N (R™ x {0}).

Sada opet koristimo ¢injenicu da je ¢; homeomorfizam. Stoga postoji otvoren skup
U" C E takav da ¢y (Ilgm (V/N(R™x {0}))) = U"NM. Stavimo U := U'NU". Stoga
7' = ¥ na U N M. Zbog neprekidnosti ¢, postoji otvorena okolina Vy C ¢y (W)
od y takva da ¢5(Vy) C UNM. Onda je ¢7" 0 ¢ay, = U o dslyy CF u ¢3 ' (W). Po

simetriji tvrdnja slijedi. |

Definicija 5.5. Za h € M tangencijalan prostor na M u h je potprostor T,M =
Do(y)R™,  y= ¢ 1(h) gdje je ¢ : V C R™ — M parametrizacija u h.

Po lemi 5.4 definicija od T, M je nezavisna od izbora parametrizacije.

Definicija 5.6. Vektorsko polje A na M je preslikavangje koje svakoj tocki h v M
pridruzi element A(h) od TM.

Vektorsko polje A mozemo lokalno reprezentirati kao
A(h) = Do(y)aly), y=¢ '(h), YheUnNM (5.3)

gdje je ¢ : V. — U N M parametrizacija i « je vektorsko polje na V' s vrijednostima
u R™. Tako glatkoéu vektorskog polja na M mozemo definirati preko glatkoce
vektorskog polja na R™.

Definicija 5.7. Vektorsko polje A je klase C",0 < r < k ako je odgovarajuce
vektorsko polje v iz (5.3) klase C.
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Ponovno po lemi 5.4 ova definicija je dobra. Da se ne bismo mucili s domenama
mozemo parametrizaciju prosiriti tako da joj domena bude cijeli R™. Neka je h € M
ineka je ¢ : V. — UNM parametrizacija u h. Stavimo y = ¢~ 1(h). S obzirom da je
V okolina od y, postoji € > 0 takav da je otvorena kugla By, = {v € R™| |y—v| < 2¢}
sadrzana u V. Na Ba.(y) definiramo funkciju ¢ € C*(R™; [0, 1]) koja zadovoljava
uvjete ¢ = 1 na B.(y) i supp(v)) C Ba.(y). S obzirom da je ¢ homomorfizam postoji
otvorena okolina U’ od h u E takva da ¢(B.(y)) = U'NM. Stavimo ¢ := 1¢. Tada
je ¢ € CER™E) i ¢lp.(y = ¢p.() : Be(y) — U' N M je parametrizacija u h.
Pokazali smo sljedece:

Napomena 5.8. MozZemo pretpostaviti da se parametrizacija ¢ : V. — U N M
prosiruje do ¢ € CF(R™; E).

Neka je h € M. Kao sto je pokazano tangencijalni podprostor T, M ima zatvoren
komplement u E, Ey = N ker(e;), gdje je {e1,...,en} bazaza THM i <€), e; >=
dij. Sljedeca lema nam daje zgodnu parametrizaciju za M.

Lema 5.9. Postoji parametrizacija ¢ -V — U N M u h takva da:

/

d(<e,z>,...,<e z>) =z VzeUNM

Dokaz. Neka je ¢ : Vi — U; N M parametrizacija u h i pisemo y = ¢~ 1(h).
Oznacimo sa I, v @ T M — R™ kanonski izomorfizam

o / /
In = (<el,->,...,<e,,->)

Tada je preslikavanje r := I, a0 g, momy © ¥ 0 Vi — R™ klase C* 1 Dr(y) =
I7, m 0 D(y) je injektivno. Po teoremu o inverznom preslikavanju postoje otvorene
okoline W C V; od y i V. C R™ od r(y) takve da je r : W — V C* difeomorfizam.
S obzirom da je 1 homeomorfizam postoji otvorena okolina U C E od h takva
da (W) = UN M. Tada je preslikavanje ¢ := ¢por~! : V — U N M trazena

parametrizacija u h. |

Sljededi rezultat je kljucan za nasu kasniju diskusiju i kaze nam da malo mozemo
nagnuti ravninu iz prethodne propozicije, a da rezultat vrijedi:

Propozicija 5.10. Neka je D C E’ gust podskup. Tada za svaki h u M postoje
elementi f1,..., fl. u D i parametrizacija ¢ : V — U N M u h takva da

o< floz>.. < fl z2>)=2z VzeUNM
Ako je M ravnina, tada je ¢ linearan: ¢(v) = eo + Y ;2 (3771, Nijvj)ei, zav € V,

gdje je N matrica definirana na kraju dokaza propozicije.
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Dokaz. Ideja je da se pronade dekompozicija E = F| @ F,, dimFy=m, takva da F}
nije predaleko od T, M i takva da

H(F2,F1) =< f1,7'>f1+"'+<fr/m'>fm

sa f1,..., fl, € D. Izraz "nije predaleko” u nasem konekstu znaci da je Il g, 7,y |7, M :
T, M — Fy izomorfizam.

Neka je {e1,...,en} baza za T,M i ¢ : V| — U; N M parametrizacija u h iz leme
(5.9). Stavimo y = ¢~ *(h). Mozemo pretpostaviti da je ||e;||z = 1,za 1 <i <m. S
obzirom da je D gust u E’, postoje elementi f{,..., f/, u D takvi da ||f/ — €}||p <
27" i =1,...,m. Primjeti da po definiciji < e}, e; >= J,;. Stoga vrijedi:

|<fi/76j>|S|<6;7€j>’+|<fi/_€éaej>|<2_m7 akO‘]eZ#(]

|< fliei>|>|<eée,es>|—|<fl—€,ei>]|>1—-2""

Matrica M := (< f],e; >)i<ij<m ima elemente koji imaju velike tezine u smjeru
vektora kanonske baze u R™ pa je stoga invertibilna. Za dokaz te tvrdnje nam treba
sljede¢a lema.

Lema 5.11. Neka je o = (o j) nxn-matrica,n € N, koja je dijagonalno dominantna

1.
n
|viq| > Z |O‘iJ|
=i
n
|| > Z |
j=i+1

za sve 1 <1 < n. Tada je o reqularna.

Dokaz. Dokaz ¢emo sprovesti matematickom indukcijom. Po pretpostavei |y 1] >
> j—g a1 ;| > 0, posebno a;y; # 0. Ako je n = 1 onda smo gotovi. Ako je n > 1

stavimo
(1) a1

e N arj, 2<1,57<n.

To nas vodi do (n — 1) x (n — 1) matrice at) = (Oég}j))ggi’jgn. Pokazat ¢emo da ot
je dijagonalno dominantna. Ako je a;; = 0 tada nemamo Sto dokazivati za i — ti
redak. Neka je a;1 # 0, za neki 2 <1¢ < n. Imamo

1 (6%
0D > Jau, | - \
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Stoga

n n n n
(1) 1) i1 1
>l = Y = 3 fou- o< 3 faul+ |22 3 fau
j=i+l j=2,j#i j=2,j#i )1 j=2,j#i j=2,j#i
n
= o]~ ol + | (Dam ol
j=1,j#i
1
< agg| = laial + | == (lar| = |ar)
1
i1 1
= Jagg] — | == o] < ol
1
[ |
Sada mozemo zakljuciti da je familija {f],..., f/,} linearno nezavisan skup u
E’. S obzirom da je E refleksivan po Hahn-Banachovom teoremu postoji line-
arno nezavisan skup {fi,...,fn} u E takav da < f/, f; >= ¢;;. Stavimo F} :=
span{fi,..., fm}. Tada f]1i fz- induciraju dekompoziciju E = F; @ F, sa projekci-
jom Ilip, py =< fl,- > fi+---+ < [f,,- > fm- S obzirom da je:

Wi, mye; = ZMijfia zal<j<m

=1

vidimo da je (g, py|loom @ ThM — Fi izomorfizam. Neka je Ip : F; — R™
kanonski izomorfizam I, := (< f,- >,...,< fI - >). Tada je preslikavanje h :=
Ip, o gy my 0t : Vi — R™ C* 1 Dh(y) = Ip, o Ik, 1) © Dp(y) je injektivno. Sada
mozemo nastaviti kao u lemi 5.9 da dobijemo zeljenu parametrizaciju ¢ u h takvu
da ¢~ = Ip, oIl(p, ;) na U N M, za neku okolinu U od h.

Ako je M linearan biramo ¢ (u) = h + Y ", w;e;. Lagano se vidi da je dobivena
parametrizacija u ovoj lemi dana sa:

$(v) = (h— (Wpy,r)lmnm) " o Mimmh) + YO Nijvj)e:

gdje je N := M~'. Stavimo sada ey := h — (IL(p, ) l1m) ! © H(m, 1)k 1 dokaz je
gotov. |

Moze se pokazati da za komplement prostora Fs iz leme 5.9 mozemo uzeti bilo
koji tangencijalni potprostor T,M, z € U N M.
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Lema 5.12. Neka je ¢ : 'V — U N M parametrizacija . Ako postoje elementi
el,...,e u E takvi da

o(<e,h>...,<e h>)=h VYheUNM
tada su €, ... el linearno nezavisni v E' i:
E=Ty Mo E,, YheUNM
gdje je By := N ker(e}). Stovise inducirane projekcije su dane sa
Wgra = Do(y)(< ey, >,...,<e,->), y=¢ '(h), VheUNM (54)

Dokaz. Definiramo A := (< ¢€},- >,...,<€l,,- >) € L(E;R™). Fiksirajmo h €
UNM inekajey = ¢ 1(h). Po pretpostavci Ao ¢(v) = v na V, stoga Ao Dé(y) =
Id|gm. Sada imamo da je Alp a0 TpM — R™ izomorfizam. Dakle €),..., e su
nezavisni u £’.

Preslikavanje II := D¢(y) o A zadovoljava (i) II € L(E) (ii) ker(Il) = ker(A) = E,
(iii) T(E) =TyM i (iv) I* =TI, stoga E = T, M & Fy i II je trazena projekcija. S
obzirom da je h € U N M bio proizvoljan dokaz je gotov [ ]

Sada ¢emo izvesti rezultat koji ¢e nam trebati za dokaze invarijantnosti. Nadalje
pretpostavljamo da je M C? mnogostrukost. Neka B € C*(F) ima svojstvo:

B(h) € LM, Yhe M

t.j. B|am je C' vektorsko polje na M.
Fiksirajmo h € M i neka je ¢ : V — U N M parametrizacija u h. Stavimo
y= ¢ (h). Za § > 0 dovoljno mali krivulja:

(t) == o(y + tDG(y) " B(h)), €< 6,6 >
je dobro definirano i zadovoljava:

c:(=6,8) =UNM, cecCH(=6,6);E), c0)=nhn, (0)=DB(h) (5.5)

Stoga
d
CB(clt))li-o = DB(h)B(h) (5.6)
Pretpostavimo sada da ¢ zadovoljava pretpostavke leme 5.12. Da skratimo notaciju
pisemo < €’,- > umjesto (< €},->,...,<el - >).
Iz (5.4) slijedi
B(c(t)) = Do(< €, c(t) >)(< €/, B(c(t) >), Vt € (=6,0) (5.7)

Sada ¢emo navesti dvije tehnicke leme koje ¢e nam trebati za racunanje nekih
diferencijala.
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Lema 5.13. Neka su E; i E5 Banachovi prostori i neka su f : By — Fy i g: By —
Ey preslikavanja klase C*. Tada je i (f,g) : By — Ey x Ey preslikavanje klase C* i
vrijedi

D(f,g)(e1)(h1) = (Df(e1)(h1), Dg(er)(h))

Dokaz. Direktno gledajuéi razlike prirasta. |

Lema 5.14. Neka su f i g kao u lemi 5.13 i ¢ : Ey — B3 preslikavanje klase C?.
Tada je preslikavanje k : Ey — Es definirano sa k(e;) = Do(f(e1))(g(e1)) klase C*
1 vrijedi:

Dk(e1)(hy) = D?*¢(er)(D f(er)(h1), ger)) + Doler)(Dgler)(ha))

Dokaz. Najprije primjetimo da preslikavanje s : Fy x Ey — FE3 odredeno sa:
s(ea, fo) = Do(e2)(f2) ima diferencijal: Ds(eq, fo)(ha, ko) = D*¢(e2)(ha, e3)+Do(e3)(ks)
sto se provjeri direktno. Nasge preslikavanje mozemo gledati kao kompoziciju so(f, g)
gdje je (f, g) preslikavanje iz prethodne leme. Koristeéi sada lan¢ano pravilo imamo
tvrdnju leme. [ |

Vratimo se sada izrazu (5.7). Deriviranje po t daje (koriste¢i prethodnu lemu i
y=¢ Hh)=<e,h>):

iB(C(t))!t:o = D*¢(y)(< ¢, B(h) > < ¢,B(h) >)+ Dély) < ¢, DB(h)B(h) >

dt
(5.8)
Kombinirajuéi (5.4), (5.6) i (5.8) imamo sljedeéu propoziciju:

Propozicija 5.15. Neka su M reqularna C? mnogostrukost, B tangencijalno vek-
torsko polje klase C* i ¢ : V — U N M kao iz leme 5.12. Tada je:

DB(h)B(h) = D(y) < €/, DB(h)B(h) > +D*¢(y)(< €', B(h) >,< ¢, B(h) >),
gdje je y = ¢~ (h), i to je dekompozicija od vektora DB(h)B(h) po E = TpM @ E,
za sve h € UNM
5.2 Invarijantne mnogostrukosti

Neka je M regularna m-dimenzionalna C? mnogostrukost u separabilnom Hilber-
tovom prostoru H. S obzirom da je H separabilan postoji prebrojiv otvoren pokrivac
(Up)ren 0d M i za svaki k parametrizacija ¢y, : Vi C R™ — Uy N M, gdje je
o € CE(R™; H)(vidi [24, Lema 1.9,1.11]). Neka je A infinitezimalni generator
jako neprekidne polugrupe. Upotrebljavajuéi ¢injenicu da je D(A*) gust u H, po
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propoziciji (5.10) mozemo pretpostaviti da za svaki k postoji linearno nezavisan
skup {Cr1,- -y Cem} u D(A*) takav da:

¢k(< Ck;,l;h>7---;< Ck7m,h>) = h, Vh € UkﬂM (59)

Da pojednostavimo notaciju pisat ¢emo < (g, h > umjesto (< (p1,h >,...,<
Cem, b >) 1 preskociti indeks k kada nema dvosmislenosti. Takoder ¢emo pret-
postaviti da je X lokalno slabo rjesenje jednadzbe:

X — ke (5.10)

[ako smo rekli da je blago rjesenje prava generalizacija H JM modela uvjet za slabost
je tehnicke prirode, a i imamo dobre teoreme egzistencije. Glavni rezultati ovog
poglavlja vrijede uz neke uvjete na regularnost koje ovdje navodimo:

(A1) Postoji neprekidna verzija od X koju i dalje oznacavamo sa X
(A2) B(t,w,.) € C*(H,LY(H)) za svaki (t,w) € R, x Q

(A3) Za svako t € R, imamo:
t
EL [ (1l + 1 Xl + 1B, Xl ds] < o0

(A4) Preslikavanja F'(t,w,h) i B(t,w,h) su lokalno ogranic¢ena i lokalno Lipschitz
neprekidna u h

(A5) Prelikavanja F'(t,w,h) i B(t,w,h) su zdesna neprekidna u ¢ za sve h € H i
w e

Primjeti da (A2) povlaci B/(t,w,.) € C'(H; H) za bilo koje j € N i vrijedi:

> IDBI(t,w, h) B (t,w, h)|* < IDB(t, w, W) % ar.90my [ Bt w, B |79 < 00
jEN
Sljedeci teoremi su kljuéni za ovaj rad. Prvo ¢emo ih navesti, a potom u sljede¢em
odjeljku dokazati.

Teorem 5.16. Neka je X lokalno slabo rjesenje od (5.10) sa vremenom Zivota T, te
pretpostavimo (A1) i
Xinr €M, VLR, (5.11)

Tada postoji vrijeme zaustavljanja 0 < 7" < T, takvo da je X lokalno jako rjesenje
od (5.10) sa vremenom Zivota 7. Ukoliko jos vrijedi T = 0o i (A3), tada je X jako
rjesenje od (5.10).
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Ovaj nam teorem govori da ukoliko rjeSenje ostaje na mnogostrukosti da to
povlaci regularnost rjesenja. Sada ¢emo dati dovoljne uvjete da bi slabo rjesenje X
lezalo na M. Uvodimo sljedeé¢e uvjete konzistencije:

1 . ‘
plt,w, h) = Ah+ F(t,w,. h) = > DB(t,w,h)B'(t,w,h) € THM (5.12)
jeN
Bi(t,w,h) € TyM, VjeN (5.13)
Primjeti da je p(t,w,h) iz (5.12) dobro definirano za bilo koje h € D(A) kadgod
vrijedi (A2).

Teorem 5.17. Neka je X slabo rjesenje od (5.10) i neka vrijedi hg € M. Pret-
postavimo jos (A1),(A2) 1 (A4). Ako je M zatvorena mnogostrukost, lezi u D(A)
i zadovoljeni su uvjeti konzistencije (5.12) i (5.13) za dt @ dP-g.s. (t,w) € Ry x Q,
za sve h € M, tada (5.11) vrijedi za T = 0.

Stovise A je neprekidan na M. Stoga (5.12) i (5.13) vrijede za sve h € M, za sve
dt @ dP -g.s. (t,w) € Ry x Q.

Dakle vidimo da uvjeti (5.12) i (5.13) zamjenjuju uvjete (9) i (10). Uvjet
(5.13) je ocekivan, a uvjet (5.12) dolazi zbog Itove formule- p(t,w,h) je drift u
Stratonovichevom smislu (za taj pristup vidi [2]). Jasno je da je uvjet (5.11) preslab
da bi povlacio uvjete (5.12) i (5.13). Umjesto toga zahtjevamo da (5.11) vrijedi za
svaku prostorno-vremensku koordinatu (tg, hg). Stoga imamo sljede¢u definiciju:

Definicija 5.18. Podskup V' C H zovemo lokalno invarijantnim za (5.10) ako za
svaki (to, ho) € Ry x V postoji lokalno slabo rjesenje X toh0) od

{ dX; = (AX;+ F(to+t,X;))dt + B(to +t, X;)dW,°

X — h (5.14)

sa vremenom Zivota T = T(to, ho) takvo da:
xlom) ey vieR,
Sada kona¢no mozemo izreéi ciljani teorem

Teorem 5.19. Pretpostavimo (A2),(A4) i (A5). Tada su sljedeéi uvjeti ekviva-
lentna:

i) M je lokalno invarijantan za (5.10)
ii) M C D(A) i (5.12)-(5.13) vrijede dt @ dP-g.s. (t,w) € Ry xQ, za sve h € M
i) M C D(A) i (5.12)-(5.13) vrijede za sve (t,h) € Ry x M, za P-g.s. w € Q.
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Dakle sada imamo da je lokalna invarijantnost ekvivalentna sa uvjetima (5.12)-
(5.13). Tvrdnju (iii) iz prethodnog teorema izvuéi ¢emo iz tvrdnje (ii) standarnim
odabiranjem gustog podskupa. Posebno interesantan slucaj je kada je M linearna
podmnogostrukost. Tada gornje rezultate mozemo dobiti uz slabije uvjete.

Teorem 5.20. Ako je M m-dimenzionalna linearna podmnogostrukost, tada teoremi
5.17 i 5.19 vrijede bez pretpostavke (A2) i u(t,w,h) u (5.13) je dan sa

v(t,w,h) == Ah+ F(t,w, h).

5.3 Dokazi teorema 5.16 - 5.20

Dokaz. (teorema 5.16) Pretpostavimo da je X slabo rjesenje , da je 7 = oo i
da vrijedi (A3). Fiksirajmo 7" > 0. Znamo da postoji rastuéi niz predvidljivih
vremena zaustavljanja (vidi [9, lema 3.5]), 0 =Ty, < T} < T, < --- < T takvih da
sup,, T, =T i na svakom od intervala

[Trm Tn+1] N {Tn+1 > Tn}

proces X uzima vrijednosti u nekom Up,(,y. Ovo vrijedi zbog (Al). Sada neka
jen € Ngik = a(n). Analizirat ¢emo X lokalno na Uy. Zbog jednostavnosti
izostavit ¢emo indeks k za ¢, U, Vi 1 (x . Definiramo sljede¢e predvidljive procese
s vrijednostima u R™

bzf = (A'(, Xy) + (¢, F(t, Xy))
pi = (¢, B(t, X))
gdje (A*C, X;) stoji za ((A*C1, Xy)s .-, (A*Cm, X4)). Po definiciji slabog rjesenja X
zakljucujemo da je
t t
Viim (6.0 = (G.ho) + [ bads+ 3 [ ol
0 e Jo

[tov proces s vrijednostima u R™. Stoga mozemo primjeniti [tovu formulu na ¢oY'.
S obzirom da Y(7, y4)a1,,, uzima vrijednosti u V' na {741 > T,,} imamo:

X@urortun = (00 Y)@innt ma{Thn > T} (5.15)
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Kombinirajuéi sada (1.32) i (5.15) imamo za { € D(A*)
(Tn+t)ATh+1
o— | (A€ X + (6. F(s. X,)

— (€, D(Y2)b, +%ZD2¢(3@)(/J£,/J£>>)618 (5.16)

JEN

(Tn+t)ATn 41 ' . '
> (€. B/ (5. X.)) (€. DoY)l di
jen 7 Tn
Primjetimo da red u prvom integralu konvergira g.s. i definira predvidljiv proces
s vrijednostima u H (vidi teorem 1.16). Posljednji komad u (5.16) je neprekidan
lokalni martingal s obzirom na filtraciju (Fr, 4¢). Stoga

(A€, X)) = (€, ~F(1, X))+ Do(Ybe + 5 - D*6(Y) (ol o) (5.17)
jEN

na [T, Thi1] N {Thi1 > Tn},dt ® dP-g.s. Zbog separabilnosti od H postoji gust
prebrojiv skup D C D(A*) takav da (5.17) vrijedi za sve £ € D i za sve (t,w) €
[T, Thi1] N {141 > T, } izvan skupa dt @ dP mjere nula. Neka je (f,w) tocka iz tog
skupa. Tada je & — (A*¢, X;) linearan funkcional na D(A*), koji je ogranicen na
D zbog (5.17). Stoga je ogranicen na D(A*). S obzirom da je A* = A (vidi [18,
Teorem 8.6.8]) zakljuéujemo da je X;(w) € D(A) i upotrebljavajuéi ponovno punu
notaciju imamo:

AXi+ F(t, Xp) =D(¥) ((A"¢, Xi) + (¢, F (£, X1)))

L % N DY) (¢ Bt X)) (G BI (1, X0)))

jeN
na [Ty, Tni1] N {Ths1 > T, }, dt ® dP-g.s. Sada jos iz (5.16) dobivamo zbog gustoce
DuH

(5.18)

Bj<t7 Xt) = Dqﬁ(Y;)(C’ Bj(t> Xt)>7 V] €N (519)
na (1, Tyi1]) N{Tps1 > T, }, dt ® dP-g.s. Zbog (A3) imamo:

B[ (1600mla + 5 S UID 6000kl + S IDo02)A )]

JEN JEN
T
<cn] [ (bl + 3l i
T
<G| [ (Il + 1P Xl + 1B, Xl lg) 5] < oc
(5.20)
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gdje Cy i Cy ovise samo o n (primjetimo da za ¢ smatramo da ima domenu R™).
Sumirajuéi za 0 < n < N — 1 dobivamo iz (5.18) i (5.20):

Tn
E[/ HAXSHHds] <00, VneN
0

(prebacimo F'(¢, X;) u (5.18) na desnu stranu jednakosti te djelujmo na jednakost
normom i integralom). S obzirom da T limy Ty = 7" imamo

t
IP’[/ HAXS|]Hds<oo} —1, Vi<T
0

Sada iz (5.18), (5.19) i formule (5.15) dobivamo

t t
Xt:h0+/ (AX8+F(5,X8))ds+Z/ Bi(s, X,)dp!
0 0

jEN

S obzirom da je T' proizvoljan drugi dio teorema je dokazan.

Pretpostavimo sada da je X lokalno slabo rjesenje sa vremenom zivota 7. Neka
je ¢ : V. — U N M standarna parametrizacija u hg. Po (A1) postoji vrijeme
zaustavljanja T} > 0, takvo da X;s, uzima vrijednosti u U na [0,73] . Stavimo
7=7NTy

Ostatak dokaza ide kao prije samo $to ne smijemo koristiti ocjenu (5.20). Dat ¢emo
skicu. Definiramo:

b= ((A°C Xunwr) + (G P Xiner)) ) 1o (8)
pl = (¢, BI(t, Xenr)) Lo, (1)
Xine = (¢oY), VEeER, (5.21)
gdje t t
Yy = (¢, Xopnwt) = (C, D bed Jdg 5.22
(€ Xne) = (Gl + [ 8+j€ZN/0pﬁ (5.22)

O Y imamo samo da je [tov proces s vrijednostima u R™. Kombinirajuéi (5.21) i
Itovu formulu imamo relacije (5.18) i (5.19) za X na [0,7'], dt ® dP-g.s. Posebno
Xine € D(A), dt @ dP-g.s. Stoga iz (1.17) i (5.18) mozemo zakljuciti (1.33) i
(1.34). [ |

Kljucan korak za dokaz teorema 5.17- 5.20 je sljedec¢a lema:

84



Lema 5.21. Pretpostavimo (A2) i (A4). Neka je ¢ - V — UNM parametrizacija
koja zadovoljava (5.9). Pretpostavimo da U N M C D(A). Tada (5.12) i (5.13)
vrijede za svaki h € UNM za dt @ dP-g.s. (t,w) ako i samo ako vrijedi

A Pt ) = Do) ((A°C. )+ (¢, Fit.w. )

+ % Z D*¢(y)((¢, B (t,w, b)), (¢, B (t,w, h))) (5.23)

Bl (t,w,h) = Do¢(y){¢, B/ (t,w,h)), VjeN (5.24)

gdje y = ((, h) za dt @ dP-g.s. (t,w), za svaki h € M. Dakle, A je neprekidan na
UnM.

Napomena 5.22. Ova lema nam daje uvjete (5.12) i (5.13) zapisane preko parametri-
zacije u lokalnim koordinatama, ali nam kazZe i vise; naime u iskazu ti uvjeti vrijede
Vh € UNM dt ® dP-g.s. gdje taj skup ovisi o h. Zakljucak je da mozZemo izvuci i
vise - skup koji je dobar i vrijedi za sve h.

Dokaz. Ekvivalencija po tockama od (5.13) i (5.24) te (5.12) i relacije:

Ah + F(t,w, h) — %Z DB (t,w, h)B'(t,w, h)
JEN
= Do(y)(C, Ab -+ Flt,w,h) = 5 37 DBt B (1w, 1) (5.25)

jeN

slijedi iz leme 5.12 (tocnije relacije (5.4)). Pretpostavimo stoga (5.12) i (5.13)- i
stoga (5.23) 1 (5.24) za svaki h € U N M, dt ® dP-g.s. Ali obje strane u (5.24) su
neprekidne po h zbog (A2). Stoga postoji dt ® dP-nulskup N C R, x €, takav da
je (5.24) istina za sve h e UNM i (t,w) € N°.

Zbog (A2) mozemo primjeniti propoziciju (5.15) i posljednji sumand u (5.23) je
jednak

% Z DB (t,w,h)B’(t,w, h) — %Dqﬁ(y)({, Z DB (t,w,h)BI(t,w, h))
JEN jEN

Stoga (5.23) vrijedi za (t,w,h) € Nf x (U N M) ako i samo ako vrijedi (5.25) za
(t,w,h) € N x (UN M), gdje je N7 neki dt @ dP nulskup.

Ostaje pokazati valjanost od (5.23) dt ® dP-g.s. za sve h € UN M. Skraéeno pisemo
desnu stranu od (5.23) kao R(t,w, h). Tada to mozemo citati kao

Ah = —F(t,w,h) + R(t,w, h) (5.26)
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za svaki h € M dt @ dP-g.s. 1z (A4) slijedi da je desna strana od (5.26) neprekidna
u h. Stoga za bilo koji niz h,, — h u U N M imamo Ah,, — Ah . Drugim rijecima
A restringiran na U N M je neprekidan. Sada na isti nac¢in kao za relaciju (5.24)
pronalazimo dt ® dP nulskup N; takav da relacija (5.23) vrijedi za sve (t,w,h) €

NEx (UNM). [ ]
Dokaz. (teorema 5.17) Definiramo vrijeme zaustavljanja
T0o = mf{t > O|Xt ¢ M}

Iz zatvorenosti od M i (A1) imamo da vrijedi X,, € M na {1y < oo}. Tvrdimo
To = 00. Pretpostavimo da je P[ry < K] > 0 za neki K € N. Zbog prebrojivosti
pokrivaca (Uy) postoji parametrizacija ¢ : V. — U N M koja zadovoljava (5.9) i
PX,, € Uim < K| > 0. Definirajmo ogranic¢eno vrijeme zaustavljanja 7 :=
70 A K i stavimo Yy := ((, X,,). Zbog (A4) i zbog ¢injenice da je ¢ € CZ(R™; H)
preslikavanja

b(t,w, h) = (A ¢(y)) + (¢, F(ni(w) + 1,0, 6(y)))

pf(t,w,y) = <C7Bj(7—l<w)+t>w>¢(y))>

s vrijednostima u R™ odnosno L3(R™) su ogranicena i globalno Lipschitz neprekidna
uyna [0,7] x Q x R™ za sve T' € R,. Po korolaru 1.41 stohasticka jednadzba u
R™:

¢ ¢

Y, =Y+ / b(s, Y)ds + ) / P (s, Yo (5.27)

0 e /0
ima jedinstveno neprekidno jako rjesenje Y.
Sada P[Yy € V| < K| -Plrny < K] = P[Yy € V.o < K] > 0 i distribucija
od Yy pod P[.|7y < K] je regularna. Stoga postoje otvoreni skupovi Vp, V] takvi
daVocCcVicVycViPY, € Vg, < K] > 0. Definiramo ]:t(n) vrijeme
zaustavljanja

. {inf{t > 0|Y; ¢ Vi), ako ¥ € Voin <K (528
0, inace
Tada po neprekidnosti od Y imamo Plr, > 0] = P[Yy € Vi < K] > 01
Y eV na <0, (5.29)

Iz ogranic¢enosti od b i p dobivamo:

B[ [ (10 ¥l + 315 Vol Yas] <00, Ve R, (50

JEN
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Stavimo X := ¢ o Y. Pretpostavke teorema 1.16 su zadovoljene i stoga je:

X = Xt [ (DoY) + 5 3 DO (5, Yo) 7 (5, V) ) s
0 JEN
+Z/ Do(Ya)p (s, Y,)dB, na [0, 7] N {r > 0},

(5.31)
dobro definiran It6v proces s vrijednostima u H. Stovise iz (5.29) imamo
XeUNMcD(A) nal0,m]N{rn >0} (5.32)

Stoga iz (A2) i (A4) koriste¢i lemu 5.21 imamo:

AX,+ F(ri+t,X;,) = Do(Y)b(t,Y;) + ZD%Yt (t,Y,), P (1, Y)))

]EN

Bi(r+1,%) = Dop(LY), Vi

na [0,72] N {r > 0},dt ® dP-g.s. Ovo skupa sa (5.30) i (5.31) povlaci (mozemo
pretpostaviti da je V; kompaktan):

tAT2 _
P[/ ||AX8||Hds<oo] =1, VteR,
0

5 tAT2 5 N
Xinmy, = X, +/ (AXS + F(m + S,Xs)>d8
0

tAT2 ) 5 .
+> / Bi(r + 5, X,)dB7 . na {r, > 0}

jen V0

Znamo iz korolara 1.42 da je (X, ) jedinstveno neprekidno slabo rjesenje jednadzbe
(5.10) pomaknute za vrijeme zaustavljanja 7. Stoga X, = X1t na [0, 2]N{m > 0}.
Bududéi da vrijedi (5.32) imamo X, ., € M. Po konstrukeiji {ry < K} = {1 <
K} N {T() == 7'1} 1

0< ]P[TQ > 0] < P[{71+TQ > Tl}ﬁ{To < KH SP[Tl"’TQ > 7'0],

Sto je kontradikcija. Stoga 7y = co. Posljednja tvrdnja slijedi iz leme 5.21. ]
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Dokaz. (teorema 5.19) i) = ii): Fiksirajmo (to,ho) € Ry X M i oznacimo sa
X = X{oho) peprekidno lokalno slabo rjesenje od (1.39) sa vremenom Zivota 7.
Nastavljamo kao u dokazu teorema 5.16 i prilagodavamo notaciju . Definiramo
(.E(tO))—Vrijeme zaustavljanja T > 0 sa svojstvom da X, uzima vrijednosti u Uy(o)
za 7" = 7 AT). Analogno kao sto smo izveli (5.17) mozemo izvesti jednakost:

(A€, X0) = (& = Flto +1,X) + Do) ((A"C, Xo) + (¢, Flto +1,X.)))

1 . ‘
+t3 Z D2p(Y,)((¢, B (to +t, X4)), (¢, B (to + 1, Xt)>)>
jEN

(5.33)
za sve £ € D(A*) na [0,7'], dt ® dP-g.s. S obzirom da vrijedi (A4) i (A5) obje
strane od (5.33) su neprekidne zdesna u ¢ i po (1.6) i LTDK mozemo zamijeniti
limes ¢ | 0 sa sumacijom po j. Nije tesko vidjeti da su stoga obje strane u (5.33)
jednake u t = 0, P-g.s. Argumentirajudi kao za (5.18) zakluc¢ujemo da je hy € D(A)
i

A+ F(to,0,ho) = Do(yo) ((A"C, ho) + (€, Flto,w, ho)))

1 . A
T3 Z D?¢(yo) ({¢, B (to,w, ho)), (¢, B (to, w; ho))),
jEN
P-g.s. Slicno
B (to,w, ho) = Dé(yo) (€, B (to,w, ho)), VjeN, P—g.s.
S obzirom da je (tg, hg) bio proizvoljan lema 5.21 daje uvjet ii).
ii) = 1): Neka je (tg,ho) € Ry x M ineka je ¢ : V — U N M parametrizacija u
ho koja zadovoljava (5.9). Kao u dokazu teorema (5.17) (stavljajuéi o = 7 = 0)
imamo jedinstveno neprekidno rjesenje Y za:

Ve = (ot [ (4G o0a) + (G 5,000 )i

t
£ [ 6B+ 5.0

jen 70
Vrijeme zaustavljanja 75 dano sa (5.28) je strogo pozitivno i Y, € V. Analiza
slicna onoj u dokazu teorema 5.17 daje da je Xt(to’ho) := (¢ o Y)iar, neprekidno
lokalno rjesenje od (1.39) sa vremenom zivota 75 i Xt(to’ho) eUNM ,zasvet € Ry
ii) < iii) : to je direktna posljedica leme 5.21 i (A5) |

Dokaz. (teorema 5.20) Po propoziciji 5.10 mozemo izabrati parametrizaciju u
(5.9) takvu da D?¢y, = 0 na Vj, . Sada iz dokaza vidimo da lema 5.21 i teoremi 5.17
i 5.19 ostaju valjani pod uvjetima ovog teorema. |
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5.4 Uvjeti konzistencije u lokalnim koordinatama

Rezultate ovog odjeljka primjenit ¢emo u sljede¢em poglavlju kada budemo prim-
jenjivali rezultate ovog na HJM jednadzbu i familije krivulja kao Sto su afine i
Nelson-Siegel koje su zapravo zadane u lokalnim koordinatama tj. nekom svo-
jom parametrizacijom. U ovom odjeljku vrijede pretpostavke teorema 5.19 i M
je lokalno invarijantna za (5.10). Identificirat éemo proces Y koji je zapravo projek-
cija na kona¢nodimenzionalnu mnogostrukost. Dakle neka je ¢ : V' — U N M neka
parametrizacija. Pretpostavljamo da vrijedi (5.1) i (5.2) za sve y € V. Po teoremu
5.19 vrijedi:

pt,w,éy)) = Do(y)b(t,w,y) (5.34)
Bl(t,w,¢(y)) = Do(y)p’(t,w,y), VjeN (5.35)

za sve (t,w,y) € Ry x Q x V (nakon uklanjanja P-nulskupa), gdje je b1 p7 su jedin-
stveno odredena izmjeriva preslikavanja sa (R, x Q x VP ® B(V)) u (R™, B(R™))
(vidi (5.3)). Pisemo p(t,w,y) = (p/(t,w,y))jen. Dapojednostavimo notaciju necemo
pisati w u nekim slucajevima. Zbog (A2) i (5.2) imamo:

p(t,.) = DU(¢(-)) o B(t,¢()) € C(V; Ly(R™)) (5.36)
Fiksirajmo (t,y) € V. Znamo da vrijedi (vidi (5.6)):

DB (t, 6(4)B'(1,0(y)) = - Bt ()]s

gdje je c(s) := ¢(y + sp’(t,y)). S druge strane, zbog (5.35)

LBitte(s)lco = = (Dély + 507 (t, )P by + 507 (t,))) oo

ds ds °
= D*¢(y)(¢'(t.y). 7 (t.y)) + Do(y) (D (t, 1) (t,1)).
Ubacujuéi ovo u (5.34) dobivamo:
Ad(y) + F(t, ¢(y)) — %ZD%(y)(/}j(ty),pj(t,y)) = Do(y)b(t,y),  (5.37)
jEN
gdje smo stavili:
b(t,w,y) := b(t, w,y) ZDp tw, )P (tw,y) (5.38)
Sada koristec¢i (5.36) imamo:
Dp'(t.y)p' (t.y) =D*¥(d(y)) (B’ (t, d(y)), B (t, 6(y)))
+ DU(6(y)) DB’ (t, ¢(y)) B’ (t, ¢(y)),
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Sada kombinirajuci (5.34), (5.38) i (5.39) dobivamo:

b(t,y) =DV (9(y)) <A¢(y) + F(t, o(y)) — % Z DB(t, ¢(y)) B (t, ¢(y))>

+ % > Doty (ty)

=DV (6(y))(Ad(y) + F(t,6(y)))
+ % > D2 (o)) (B (t,6(v)), B (¢, 6(1))

jeN

(5.40)
Primjetimo da zbog (5.36) i (A2) svi redovi konvergiraju apsolutno i neprekidni su
po v.
Sada ¢emo pokazati kako se jednadzba (1.39) moze zapisati u lokalnim koordi-
natama. Primjetimo da je, opéenito, b(t,w,y) neprekidno, ali ne i Lipschitz nepre-
kidno u y, na Ry x ©Q x V. Lipschitz neprekidnost mozemo dobiti ako je ¢ na
primjer klase C®. No ipak je jednadzba (5.41) jedinstveno rijesiva. Zaista neka
X (to:ho) gznacava jedinstveno neprekidno lokalno jako rjesenje t, pomaknute sto-
hasticke jednadzbe (1.39) za neki (to, ho) € Ry x (UNM) s vrijednostima u U NM.
Itova formula, zajedno sa (5.36) i (5.40) , daje da je ¥ o X (*o:h0) neprekidno lokalno
jako rjesenje ty pomaknute stohasticke jednadzbe s vrijednostima u V:

dy, = b(to + 1, Yt)dt + ZjeN ,Oj<t0 +t, Yt)dﬂt(t())’j
(5.41)
Yo = o

gdje jeyo = ¢~ 1(hg). Obratno, svako neprekidno lokalno (jako jer smo na kona¢nodim-
enzionalnom prostoru) rjesenje Y 0-70) od (5.41) je po Itovoj formuli, upotrebljavajuéi
(5.35) 1 (5.37) neprekidno lokalno strogo rjesenje ¢, pomaknute stohasticke jednadzbe
(1.39) sa hg = ¢(yo) i stoga jedinstveno

Teorem 5.23. Neka je ¢ : V. — U N M neka parametrizacija klase C?, te neka su
E(t,w,y),p(t,w,y) i b(t,w,y) dani jednakostima (5.34), (5.35) i (5.38). Tada uvjeti
konzistencije (5.12) i (5.13) vrijede za sve (t,w,h) € Ry x Q x (UNM) ako i samo
ako (5.37) i (5.85) vrijede za sve (t,w,y) € Ry x Q x V.

Jednadzba (1.39) se transformira lokalno u jednadzbu (5.41) tj. X070 je neprekidno
lokalno rjesenje od (1.39) w UNM ako i samo ako je ¢~ o X t0ho) od (5.41) u V, gdje
je yo = ¢~ (ho). Koeficijenti b(t,w,y) i p(t,w,y) su lokalno ograniceni i neprekidni
poy € V. Oni su i Lipschitz neprekidni ako je ¢ klase C3.

Ako je ¢ linearno preslikavanje (D?¢ = 0) onda svi zakljuéci vrijede bez pretpostavke

(A2).
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Poglavlje 6

Konzistentni HJM modeli

S alatima razvijenim u prethodnom poglavlju mozemo rijesiti probleme konzistencije
(P2)-(P3) iz uvoda. Posebno invertirat ¢emo jednadzbu (11). Definirat ¢emo
konzistentne HJM modele i dati prikaz afinih modela.

6.1 Problemi konzistencije

Uzet ¢emo kao zadanu parametriziranu familiju krivulja G = {G(-,2)|z € Z}
funkcijau H,,. Nadalje ¢emo pretpostaviti da je parametarski skup Z2 C R™ otvoren.
Upotrijebit ¢emo samo slovo G za oznaku preslikavanja z +— G(-,2) : Z2 — H,.
Parametar z se bira na nacin da krivulja z — G(z, z) optimalno odgovara podacima
na trzistu. To znaci da promatramo gibanje krivulje buduéih stopa (r)icr, po
vremenu ¢ na nacin da promatramo koordinatni proces Z; koji prima vrijednosti u

skupu Z
G(Zt) =Tt (61)

Relacija (6.1) povlaci da je r, € G. Ako pretpostavimo da je (o,~,I) model u H, to
zahtjeva, kao $to smo komentirali u uvodu, stanovitu konzistenciju izmedu (o, ~, I)
i familije G. Terminologija iz prethodnog odjeljka nam dopusta da reformuliramo
probleme iz uvoda (P2) i (P3):

(P4) Koji su uvjeti na HIM model (0,7, I) takvi da je skup G N I lokalno invari-
jantan za HIMM jednadzbu (3.18).

Sva ta pitanja odnose se na moguénost invertiranja jednadzbe (6.1).
Definicija 6.1. Lokalni HJM model (o,7,1) u H,, se zove konzistentnim sa G ako:
i)GCl
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ii) G je lokalno invarijantan za HIMM jednadzbu (3.18) sa danim o
Ova definicija odgovara problemu (P4)

Napomena 6.2. Sjetimo se nase konvencije da je W, koji se pojavljuje v HIMM
jednadzbi (3.18) beskonacnodimenzionalno Brownovo gibanje s obzirom na riziéno
neutralnu mjeru Q, dok su opservacije od Z u (6.1) pod objektivnom mjerom P danoj
sa (3.20). No ocito je da pojam konzistencije ne ovisi o zamjeni mjere ekvivalent-
nom.

Sad ¢emo dati strozu verziju definicije 6.1, koja odgovara problemu (P3).

Definicija 6.3. Lokalni HIM model (o,7,1) se u H,, se zove r-konzistentan sa G
ako

i) GCl

i) Za svaki (to, ho) € Ry x G postoji (]:t(tO))—]tév proces

t t
Z, =zt — 7, 4 / beds + / ped W t0) (6.2)
0 0

takav da je G(Z) lokalno blago rjesenje za ty pomaknute HIMM jednadzbe sa
danim o i pocéetnim uvjetom G(Zy) = hy.

Jasno je da r-konzistentnost povlaci konzistentnost. Zaista pretpostavimo da je

lokalni HIM model (0,7, I) r-konzistentan sa G. Iz jedinstvenosti lokalnog blagog
rjesenja r = r(toho) imamo da je lokalno r, = G(Z,) € G gdje je Z = Z(*:M) dan sa
(6.2). Stoga je (0,7, 1) konzistentan sa G.
Obrat opcenito ne vrijedi, ali ¢emo dati dovoljne uvjete kada vrijedi. Od sada nam o
oznacava izmjerivo preslikavanje sa (Ry x Qx H,,, PQB(H,,)) u (LY(HL), B(LS(HY)).
Sada koristec¢i korolar 4.6 i lemu 4.8 mozemo izrec¢i u jeziku prethodnog poglavlja
sljede¢u lemu (gdje smo F' i B zamijenili sa oy 1 0)

Lema 6.4. Pretpostavimo da je o lokalno ogranicena 1t lokalno Lipschitz neprekidna
u h. Tada je zadovoljeno (A4). Ako jos vrijedi i da je o(t,w,h) zdesna neprekidna
ut€Ry, za sveh € Hy, iw €, tada je zadovoljeno i (A5).

Dokaz. Sve tvrdnje su jasne. Neprekidnost zdesna po t od agy(t, w, h) slijedi iz
korolara 4.6. u

Sada mozemo ponovno izreéi teorem 5.23.

Teorem 6.5. Neka o zadovoljava (A2) i pretpostavke leme 6.4. Pretpostavimo da
je G m-dimenzionalna (reqularna) C* mnogostrukost od H,. Tada je konzistencija
od (0,7,1) sa G ekvivalentna sa r-konzistencijom. Ako je G linearan isti se zakljucak
moze izvesti i bez pretpostavke (A2).

92



e
w-

G(v)

Slika 6.1: ulozena mnogostrukost

Postoji ipak vazna razlika kada je G regularna ili ulozena mnogostrukost. Znamo
iz propozicije 5.1 da postoji otvorena okolina V' od zy iz Z takva da je G(V) m-
dimenzionalna C? regularna podmnogostrukost u H, i G : V — G(V) je parame-
trizacija. Ali G moze imati tocke presjeka ili tocke gomilanja

Da to vidimo, zamislimo da je nas objekt, oznac¢imo ga sa O, na slici 6.1 pravac
uloZen u R?. Tada nije tesko konstruirati proces koji prima vrijednosti na O, ali
Cije trajektorije se granaju u tocki gomilanja. Stoga nas proces, iako konzistentan
sa G, nije konzistentan sa G(V'). Isti primjer mozemo upotrijebiti da pokazemo da
konzistencija ne povlac¢i nuzno r-konzistenciju. Nas proces Z bi, dakle, u slucaju
grananja trebao imati skokove Sto nije slucaj za [tov proces.
S druge strane jasno je da r-konzistencija sa G povlaéi r-konzistenciju sa G(V'). Ako
jos o zadovoljava pretpostavke teorema 6.5 mozemo uvjete konzistencije (5.12) i
(5.13) izraziti u lokalnim koordinatama (vidi teorem 6.7 koji slijedi).

6.2 Jednostavni kriterij regularnosti za G

Pretpostavimo da G € C*(R, x Z). Mozemo dati jednostavan kriterij regularnosti
za diferencijabilnost od G u H,. Neka je &1, ..., &, standarna baza u R™ i neka je
2o € Z. Parcijalna derivacija D;G(z) je derivacija preslikavanja s — G(zo + s§;) :
R — H, u s = 0. Po pretpostavci (H1) imamo:

d d
To (560 + 56)|sm0) = - TalGleo +56))lsmo = 0, Gl 20), 7 € Ry

Stoga D1G<ZO) - 821G<7 ZO)‘

Lema 6.6. Neka je w : Ry — [1,+00) neopadajuéa funkcija takva da je wi™' €
LY(Ry) i neka je V otvoren podskup od Z. Pretpostavimo da:

sup  |0.,0,G(x, 2)|*W(x) < 00, za sve i
(z,2)ERL XV
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Tada parcijalne derivacije D;G(z) postoje za sve z € V i z +— D;G(2) je neprekidno
saV u H, , za sve 1 <i<m. Stoga vrijedi da je G € CY(V; Hy) i

DG(z) = (0,,G(+, 2),...,0,,G(-,2)) € L(R™; H,). (6.3)

Dokaz. Neka je z € V . Stavimo ¢; = €§; gdje je ¢ > 0. Moramo pokazati da

2
—aziG(-,z)H —0zae—0

w

T(e) =

HG(,Z +&) — G(2)

Rastavljamo T'(¢) = Ti(e) + Tz(¢e), gdje:

Tl (E) =

‘G(O, z+ei) —G(2)

2
- —GZZ.G(O,Z)‘ —0zae—0

0.G(x,z +¢;) — 0,G(x, 2)
£

2
— 0,,0,G(x, z)‘ w(z)dx

Tr(e) := /R+
<L

Za e dovoljno mali imamo da je z + sg; € V za sve s € [0, 1] i po pretpostavei:

2
0.,0.G(x, z + se;) — 0,,0.G(x, 2)| w(z)dsdx

2

0..0,G(z, 2 + s&;) — 0,,0,G(x, 2)| w(x) < Cw(z)w ' (x) € L*([0,1] x R,)

gdje je C neovisno o z i €. Stoga Ty(¢) — 0 za € — 0, po teoremu o dominiranoj
konvergenciji. Zakljuéujemo da D;G(z) postoji. Neprekidnost od z — D;G(z) :
V — H, slijedi slicno. Ovo dokazuje prvi dio leme. Druga tvrdnja slijedi iz prve
(vidi [4, propozicija 3.7.2]). [ |

Po [4, propozicija 5.2.1] G € C*(Z; H,) ako i samo ako D;,G € C'(Z; H,) za
1 <4 < m, Sto se moze opet provjeriti po lemi 6.6. Stovise:

D*G(z) = (0.,0.,G(-, 2)) (6.4)

1<ij<m
Sto je bilinearno preslikavanje sa R™ x R™ u H,,.

Teorem 6.7. Pretpostavimo da je G € C*(Z; H,) i da su 0,,G(+, %), ..., 0., G(-, 2)
linearno nezavisne funkcije za neki zg € Z . Tada je G C?* ulaganje u zy. Oznacimo
sa'V otvorenu okolinu od zo u Z takvu da je G : V' — G(V') parametrizacija. Neka su
prvi i drugi diferencijal od G na' V- dani sa (6.3) odnosno sa (6.4). Pretpostavimo da
je (0,7, 1) r-konzistentan sa G i da o zadovoljava pretpostavke teorema 6.5. Tada ko-
ordinatni proces (6.2) ima koeficijente b(t,w, z) i p(t,w, z) koji su lokalno ograniceni
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i neprekidni u z € V. Koeficjenti su lokalno Lipschitz neprekidni v z € V ako
G € C3(Z; H,) Stovise, nakon uklanjanja skupa mjere nula vrijedi:

m

0,G(z, 2) Zb’ (t,w, 2)0,,G(x, z) + ; Z a*(t,w, 2)0.,0.,G(z, 2)
kd=1
—Z (th@ze/azlGn,
kd=1

(6.5)
za sve (t,w, z) € Ry x Q@ x V. Ovdje je a*' = > jen Pk it

Dokaz. Po teoremu 5.19 nuzno G(V) € D(A). Kombinirajuéi (6.3) i (6.4) sa
teoremom 5.23 dobivamo tvrdnju. Relacija (6.5) je samo relacija (5.37) napisana na
drugi nacin. |

Napomena 6.8. Primjeti da smo zapravo dosli do relacije (2.7). Ipak (6.5) je jaci
uvjet jer je po tockama. To je zbog cinjenice Sto Itov Z daje proces r = G(Z) koji
Zivi na G. No nas pojam r-konzistencije zahtjeva lokalnu invarijantnost za G sto je
mmnogo jaci koncept.

Ako je G = G(Z2) regularna podmnogostrukost tada uvjet (6.5) mozemo upotri-
jebiti da provjerimo da li uopée postoji ijedan lokalni HJM model koji je konzistentan
sa G. U nekim slucajevima to vodi do kompletne karakterizacije svih konzistentnih
lokalnih HJM modela.

6.3 Afini modeli

U ovom odjeljku ¢emo primjeniti teorem 6.7 da bismo identificirali lokalne afine HJM
modele tj. one lokalne HJM modele koji su konzistentni sa konacnodimenzionalnim
linearnim podmnogostrukostima. Zahtjevamo da o zadovoljava pretpostavke leme
6.4. Pretpostavimo da je M m-dimenzionalna linearna podmnogostrukost od H,,
koja je lokalno invarijantna za HJMM jednadzbu (3.18). Bez smanjenja opéenitosti
mozemo pretpostaviti da je M povezana. Tada postoji globalna parametrizacija
¢V C R — M odredena sa ¢(y) = go + Y. v:ig; gdje su zbog teorema
5.20 go,...,9m € D(A) linearno nezavisne. Jasno da je Do(y) = (g1,-- -, Gm)-
Primjenjujuci teorem 6.7 dobivamo:

/
g+ wigi=> b(t,w,y)g — 3 ( > at(tw, y>GiGj> (6.6)
=1 =1

i,j=1
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za sve (t,w,y) € Ry x Q x V (nakon uklanjanja skupa Q mjere nula iz Q) gdje je
x) = [y 9i(n)dn. Da skratimo notaciju pisemo ' umjesto d,.
Stavimo 7; = ¢;(0). Integrirajuéi (6.6) dobivamo:

90—70‘1*2,%'(% sztwy
i=1

Sada ako su G; i G;G; ,1 <14, j < m, linearno nezavisne funkcije, zbog jedinstvenosti
rastava i neovisnosti lijeve strane o ¢ i w imamo da koeficijenti b (¢, w,y) i a* (¢, w, y)
ne ovise o t i w. Takoder s obzirom da je lijeva strana afina u y mozemo zakljuciti
da su koeficijenti b'(y) i a*/(y) takoder afini u . Drugim rije¢ima moZemo pisati:

zm: I(t,w, y)GiG, (6.7)

l\DI»—t

by) = b+ ) By, 1<i<m

j=1
a(y) = a4+ oy 1<ij<m.

Sada, izjednjacavajuci koeficijente uz y;, dobivamo sljedece jednadzbe za Gj:

Gy = 70+Zb Gr— 5 Za“GkGl

255
(6.8)
G = %+Zﬁ’“G - Z MGG, 1<i<m
2 i
sa poCetnim uvjetima Go(0) = --- = G, (0) = 0.

Stoga smo izveli rezultate iz [8] kao speacijalan slucaj ovog naseg generalnog pogleda.
Jasno da teorem 6.7 postavlja jos i uvjete da p(y) bude lokalno ogranicena i lokalno
Lipschitz neprekidna (s obzirom da je jasno da je ¢ C® preslikavanje i b(y) jest
lokalno ogranic¢eno i Lipschitz neprekidno).

Zbog jednostavnosti ¢emo uzeti da je m = 11 da je W jednodimenzionalno Brownovo
gibanje i neka je

bly) = b+ By
aly) = a+ay

Stoga je

p(y) =Va+ay
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Ponovno ¢emo napisati diferencijalne jednadzbe za Gy i Gi:

G6 =% + bGl — %(ZG%, Go(O) =0

Gy =7+ BGi — 3aG3,  G1(0) = 0. (6.9)
S obzirom da prirasti rastu s kvadratima u jednadzbi (6.9) moze do¢i do eksplozije.
Moze se pokazati da jednadzba (6.9) daje neeksplodirajuée rjesenje ako i samo ako

avy, > 01ili oboje ayy <01 < —4/2|ay|. Pretpostavimo da je a > 0. Teorem 6.7
nam kaze da y — \/a + ay mora biti lokalno Lipschitz neprekidno na V. Stoga a+ay

mora biti izvan nule. Stoga V C [%, oo) za neko € > 0. Dinamika koordinatnog

procesa (oznacimo ga sa Y) zadana sa (5.41) je dana sljede¢om jednadzbom:

dY; = (b+ BY)dt + Va+ aYdW,, Y, eV (6.10)

Moze se pokazati da jednadzba (6.10) (vidi [14, stranica 221] i supstituiraj X :=
Y + £) ima jedinstveno globalno neprekidno rjesenje na [7%,00) ako b > 44.

Ako je o < 0 tada zahtjevamo da V' C (—oo, =] za neki € > 0, a jednadzba (6.10)
ostaje valjana.

6.3.1 Vasicekov model

Uzmimo « = 0 pa dobivamo da je Y Gaussov proces i nemamo nikakvih uvjeta na
V.Zav%=0,71=1,b>01i/ <0 imamo rjesenja:

x 1 x
Gal) = [ Gata)dn -~ a | Ginyan
0 0
Ocito je go = bG1 — %CLG% € Hy i gi(z) = e’ € HY za w iz primjera 4.4. Ako

e’
pogledamo dinamiku od r(t) := r(¢,0) = go(0) + Ytgl( ) = Y; vidimo da smo u
Vasi¢ekovom modelu.

6.3.2 Cox-Ingersoll-Ross model

Zaa>0,7=11ia=r =0 (i stoga b > 0) dobivamo CIR model (opet r(¢,0) =
Y, ). Postoji formula za rjesenje jednadzbe (6.9):

2<e(\/m)m - 1)
(VB + 2a - B) (e(\/m)x —1) +2/F+ 2a
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Go(x) = b / " Gundn.

Mozemo provjeriti da gy = Gy = bGy € H, i g1 = G} € HY za svaki polinomijalni
w iz primjera 4.4. Stoga je CIR model takoder dio naseg razmatranja. Iz identiteta
vy =90(0) + y91(0) = Jo(o(y)) i relacije (5.35) dobivamo:

o(t,w,h) =o' (h) = VaTy(h)g, h € ¢(0,00).

Sa & : H, — H? oznacimo izmjerivo prosirenje od o. Neka je Y neprekidno rjesenje
od (6.10) sa Yy > ¢ i stavimo 7. = inf{¢|Y; < €}. Sada iz teorema 5.23 slijedi da
je (Tinr.) = (6(Yinr.)) sa rg = ¢(Yp) jedinstveno neprekidno lokalno strogo rjesenje
HJMM jednadzbe (3.18) gdje je volatilnost zadana sa 6. Ali znamo da se o(h)
pa stoga ni a(h) ne mogu prosiriti do Lipschitz neprekidne funkcije u nuli. Stoga
iako je ¢(Y") lokalno strogo rjesenje HIMM jednadzbe (3.18) ne mozemo nista reéi o
globalnoj egzistenciji i jedinstvenosti. Jedinstvenost ipak slijedi za strogo pozitivna
rjeSenja Y po prethodnoj diskusiji.
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Sazetak

U ovom radu govorimo o konzistenciji odredenog modela kretanja cijena buduéih
stopa (npr. Vasicekov model, Ho-Leejev model) i odredene parametrizirane familije
krivulja (npr. Nelson-Siegel familije). Za model pretpostavljamo da je dan u okviru
HJM nac¢ina modeliranja. Koriste¢i Musielinu parametrizaciju prirodno je HJM jed-
nadzbu analizirati u okviru separabilnih Hilbertovih prostora (na nekom prostoru
funkcija).

U prvom poglavlju dajemo prikaz osnovnih rezultata iz stohasticke analize na sep-
arabilnim Hilbertovim prostorima; definiramo pojam beskonac¢nodimenzionalnog
Brownovog gibanja i definiramo pojam stohastickog integrala predvidljivog procesa
s vrijednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru s obzirom na beskonac¢no-
dimenzionalno Brownovo gibanje. Nadalje govorimo o pojmu rjesenja za stohasticku
diferencijalnu jednadzbu i dajemo prikaz nekih teorema egzistencije. Sli¢no kao i u
deterministickoj teoriji lokalna Lipschitzovost i lokalna ograni¢enost u koeficijentima
su dovoljne za egzistenciju neprekidnog lokalnog slabog rjesenja.

U drugom poglavlju je pokazano da ve¢ sama Cinjenica $to parametrizirana familija
krivulja mora davati model koji zadovoljava HJM uvjet (ako za koeficijente pret-
postavimo da se kreéu po Itovom procesu) daje odredenu restrikciju na familiju
krivulja. Nadalje, pokazano je da Nelson-Siegel familija nije konzistentna ni sa jed-
nim realnim modelom; naime krivulje buduéih stopa ostaju Fy izmjerive.

U tre¢em poglavlju analiziramo HJM model i pokazujemo put od standarnog HJM
modela do odgovarajuée stohasticke jednadzbe u separabilnom Hilbertovom pros-
toru H. Sama ¢injenica S$to prelazimo na te prostore trazi odredene pretpostavke na
prostor H i stoga u cetvrtom poglavlju dajemo primjere prostora koji zadovoljavaju
te pretpostavke kao i nase iskustvo kako krivulje buducih stopa izgledaju.

U petom poglavlju dajemo nuzne i dovoljne uvjete kada stohasticka diferencijalna
jednazba ima rjesenje koje ostaje na mnogostrukosti (to je matematicka formulacija
konzistencije), preciznije, uvodimo pojam lokalne invarijantnosti i pokazujemo nuzne
i dovoljne uvjete da bi mnogostrukost bila lokalno invarijantna za stohasticku difer-
encijalnu jednadzbu u H. Nadalje identificiramo odgovarajuéi koordinatni proces
za proizvoljnu glatku parametrizaciju mnogostrukosti. Peto poglavlje kljuéni je dio
ove radnje.
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U sestom poglavlju koristimo rezultate iz petog u primjeni na HJM jednadzbu, dobi-
vamo jednadzbu koju mora zadovoljavati glatka parametrizacija i koeficijenti koor-
dinatnog procesa da bi mnogostrukost bila lokalno invarijantna za HJM jednadzbu
i taj dobiveni uvjet koristimo da bismo identificirali neke afine modele.
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Summary

In this work we present the consistency problems for modelling the prices of forward
rates; in fact we are talking about the consistency between the model (for example
Vasicek model, Ho-Lee model,...) and the parameterized family of curves. We
suppose that the forward rates models are given in HJM framework.

In the first chapter we present the basic results from stochastic analysis in separa-
ble Hilbert space; we define infinite dimensional Brownian motion and stochastic
integral of the predictable process which takes values in separable Hilbert space H
where the underlying martingale is infinite dimensional Brownian motion. We also
give the definition of the solution of stochastic differential equation in H and we
present sufficient conditions on the coefficients of the equation that provide the ex-
istence results. Similarly, as in the deterministic case, locally Lipschitz and locally
bounded coefficients give continuous, local weak solution.

In the second chapter we give the restriction on the family of curves which guaran-
tees non-arbitrage models. We also analyze Nelson-Siegel families which are shown
to be inconsistent with any real model because forward rates are then Fy, measur-
able.

In the third chapter we analyze the HJM model and we show the way from standard
HJM model to the stochastic equation in H. To translate the HJM model in the
language of the stochastic equations requires some conditions on the space H and
so in the fourth chapter we give some examples of the spaces which satisfy these
conditions.

In the fifth chapter we present necessary and sufficient conditions when stochastic
equation has the solution which stays on the manifold (that is the mathematical
formulation of the consistency), in fact we introduce the notion of local invariance
and we present the necessary and sufficient conditions on the manifold to be locally
invariant for the stochastic equation in H. Also we identify the underlying coordi-
nate process for a given smooth parametrization of the manifold. The fifth chapter
is the main chapter of this work.

In the sixth chapter we use the results from the fifth to give conditions on the man-
ifold to be locally invariant for the HJM equation and we use these conditions to
identify some affine models.
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