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Predgovor

Tema ove disertacije su algoritamske tehnike konstrukcije i klasifikacije
kona¢nih matematickih struktura. One omogucuju rjeSavanje pomocu racu-
nala nekih kombinatornih problema za koje danas nisu poznati klasi¢ni dokazi
i konstrukcije. U sklopu disertacije dobiveni su rezultati o blok dizajnima,
kona¢nim linearnim prostorima, konfiguracijama, latinskim i frekvencijskim
kvadratima i orbitnim matricama.

Ne treba posebno naglasavati ulogu koju racunala imaju u matematici,
kao ni ulogu koju je matematika odigrala u razvoju racunala. Usprkos
tome Cesto se cuju ozbiljne zamjerke kad se racunala koriste za dokazivanje
matematickih tvrdnji. Jedna je od uobicajenih zamjerki da dokazi pomocu
racunala nisu egzaktni, da su eksperimentalne prirode. Tu zamjerku sma-
tramo samo djelomic¢no opravdanom, jer je vjerojatnost da ¢e se zbog hard-
verske greske dobiti krivi rezultat obi¢no zanemarivo mala (i uvijek se moze
uciniti jo§ manjom ponovnim izvodenjem programa). Ozbiljnija je strana za-
mjerke Sto je znatno teze provjeriti ispravnost kompjuterskog programa nego
ispravnost klasicnog dokaza. U disertaciji posebnu paznju posvecujemo pro-
vjeri rezultata pomoc¢u nekoliko nezavisnih programa, kad god je to moguce.
Na primjer, u dodatku su navedene distribucije klasa izotopije frekvencijskih
kvadrata reda 7 i 8 obzirom na red pune grupe autotopija. To omogucuje
usporedbu rezultata klasifikacije iz cjeline 1.5 s rezultatima prebrojavanja
iz cjeline 1.6. Pokazano je da su rezultati dobiveni na vrlo razli¢ite nacine
medusobno uskladeni. Radu je prilozen DVD na kojem se, osim elektronske
verzije ovog teksta nalaze svi programi koristeni u disertaciji, kao i rezultati
i medurezultati dugotrajnih kompjuterskih proracuna. Nadamo se da je na
taj nacin olakSana provjera metoda i rezultata disertacije.

Druga je zamjerka da se pomocu racunala ne mogu dobiti opéeniti re-
zultati, nego samo pojedinacni primjeri. Za vrstu racunalnih dokaza koja
se koristi u disertaciji to je neosporno tocno, ali uvjereni smo da i takvi
rezultati mogu pridonijeti procesu matematicke spoznaje. Kao posljedica
kompjuterskog prebrojavanja frekvencijskih kvadrata reda 8 otkrivena je
greska u clanku [18] (Teorem 3). Slabija tvrdnja dokazana je u Propozi-
ciji 1.49. Jedan od najvaznijih rezultata disertacije, konstrukcija TSC pros-
tora iz Teorema 2.36, otkriven je generalizacijom primjera konstruiranog
pomocu racunala.

Spomenut ¢emo jos jednu zamjerku kompjuterskim dokazima koja je
estetske prirode, ali zapravo je smatramo najozbiljnijom. Istinitost nije
jedini kriterij kojim se procjenjuju teoremi i njihovi dokazi; matematicari
su oduvijek tezili jasnoci i eleganciji ideja. Racunalni dokazi koji se svode
na provjeru milijuna pojedinac¢nih sluc¢ajeva jako su daleko od tog ideala.



Jedino opravdanje takvih dokaza moze biti tezina problema i stanje teorije
koja se njima bavi. Neki od najvaznijih otvorenih problema ove grane kom-
binatorike (na primjer, postojanje kona¢nih projektivnih ravnina ¢iji red nije
prim potencija) mozda nikad neée biti rijeseni elegantnim dokazima. Mozda
smo zbog kaoticne prirode kona¢nih struktura zauvijek osudeni na ispitivanje
pojedinacnih slucajeva.

Nastanku disertacije doprinijele su mnoge osobe, kojima na ovom mjestu
zelim izraziti zahvalnost. Prvenstveno zahvaljujem voditelju, prof.dr.sc. Jurju
Siftaru na pozornom praéenju mojeg rada jos od studentskih dana. Nje-
gov se doprinos najvise osjeti u dijelovima disertacije koji se bave TSC
prostorima, ali i u usmjeravanju mojih interesa ovom grani¢nom podrucju
geometrije i kombinatorike koje obiluje otvorenim problema pogodnim za
rjeSavanje pomocu racunala. Zahvaljujem c¢lanovima Seminara za geome-
triju, posebno prof.dr.sc. Mirku Poloniju, prof.dr.sc. Vladimiru Volenecu i
doc.dr.sc. Mariu Pavcevicu, za korisne sugestije prilikom izlaganja disertacije.
Mnogi proracuni iz disertacije ne bi bili moguéi bez distribuiranih paralelnih
racunala Laboratorija za napredno racunanje Matematickog odjela. Posebnu
zahvalu dugujem voditelju LNR-a, prof.dr.sc. Nenadu Antoni¢u. Takoder
zahvaljujem osoblju Racunskog centra i knjiznice Matematickog odjela na
pruzenoj podrsci. Na kraju, zahvaljujem svim matematicarima iz ¢ijih sam
radova ucio i ¢ije sam ideje posredno ili neposredno koristio.


http://lnr.math.hr

1 Potpuna klasifikacija

1.1 Problem klasifikacije

Neka je X konacan skup, a G grupa koja djeluje na X. Bavimo se proble-
mom algoritamskog odredivanja skupa predstavnika tog djelovanja, tj. skupa
koji sadrzi tocno jedan element iz svake orbite. Elemente skupa X zovemo
objekti, relaciju ekvivalencije induciranu djelovanjem grupe G zovemo izo-
morfizam i oznacavamo =, a stabilizator objekta A € X zovemo puna grupa
automorfizama i oznacavamo Aut A. Navodimo tri vrste konacnih struktura
koje se mogu opisati na taj nacin.

Definicija 1.1 Incidencijska struktura je trojka (P,L,I), koja se sa-
stoji od skupa P ¢ije elemente zovemo tocke, skupa L cije elemente zovemo
pravci ili blokovi i relacije I C P x L koju zovemo incidencija.

U prvom slucaju objekti su konaéne incidencijske strukture s danim skupom
tocaka i pravaca. Grupa G je direktan produkt grupa permutacija skupova P
i £ uz prirodno djelovanje na relacije incidencije.

Definicija 1.2 Neka je N,, = {1,2,...,n}. Matrica dimenzija m X n nad
skupom S je preslikavangje iz N,, x N, u S.

U drugom slucaju objekti su matrice dimenzija m x n nad kona¢nim sku-
pom. Direktan produkt simetri¢nih grupa G = S,, x 5,, djeluje na matrice
permutiranjem redaka i stupaca. Za neke specijalne matrice od interesa su
druga djelovanja, o ¢emu Ce biti govora kasnije.

Definicija 1.3 Graf G = (V, B) sastoji se od konacénog skupa V' cije ele-
mente zovemo vrhovi i skupa B koji sadrzi dvoclane podskupove od V. Pod-
skupove sadrzane u B zovemo bridova.

U tre¢em slucaju objekti su grafovi s danim skupom vrhova, a G je grupa
permutacija od V' uz odgovarajuce djelovanje na bridovima.

Pojmovi iz prethodne tri definicije vrlo su opceniti i zapravo nas zani-
maju samo specijalne klase takvih objekata. Bez dodatnih zahtjeva stupanj]
opCenitosti je podjednak. Grafovi su specijalan slucaj incidencijskih struk-
tura, ako vrhove identificiramo s tockama, a bridove s pravcima. Inciden-
cijske strukture lako je reprezentirati matricama (Definicija 1.4). Matrice
u iduc¢oj cjelini reprezentiramo grafovima pomocu kojih ispitujemo izomorf-
nosti i ra¢unamo pune grupe automorfizama.



Definicija 1.4 Neka je S konacna incidencijska struktura sa skupom tocaka
P=APy,...,P,} i skupom pravaca L = {{1,...,¢,}. Incidencijska ma-
trica strukture S je m x n matrica A = [a;;] definirana sa

G — 1, ako je P I¢;
Y1 0, inace

Slijedi opis konacnih struktura kojima se bavimo u ovoj disertaciji.

Definicija 1.5 Blok dizajn ili 2-dizagn s parametrima (v, k,\) je inci-
denciyska struktura s v tocaka, c¢iji blokovi sadrze k tocaka i u kojoj su svake
dvije tocke sadrZane u A blokova.

U disertaciji je izlozeno nekoliko novih rezultata o egzistenciji 2-dizajna,
uglavnom Steinerovih (s parametrom A = 1). Kratak pregled poznatih rezul-
tata o Steinerovim 2-dizajnima i njihove povijesti dan je na pocetku drugog
poglavlja, a opsezan pregled rezultata o dizajnima nalazi se u monografijama
[5], [6] 1 [24].

Definicija 1.6 Konfiguracija s parametrima (v, by) je incidencijska struk-
tura s v tocaka v b pravaca, u kojoj svaka tocka lezi na r pravaca, svaki pravac
sadrzi k tocaka i svake dvije tocke su spojene najvise jednim pravcem. Ako
je ukupan broj tocaka jednak ukupnom broju pravaca, konfiguracija se naziva
stmetriénom i parametri biljeze (vy).

Definicija 1.7 Linearnti prostor je konacna incidencijska struktura cije
su svake dvije tocke spojene jedinstvenim pravcem, a svaki pravac sadrzi bar
dvije tocke.

Pregled teorije konac¢nih linearnih prostora dan je u knjizi [3]. Rezultati
izlozeni u disertaciji ticu se jedne specijalne klase linearnih prostora, uvedene
u radu s J.Siftarom [61].

Definicija 1.8 Za linearni prostor kaZemo da je TSC prostor s parame-
trima (k, 1), ukratko TSC(k,l), ako zadovoljava:

(1) skup pravaca moze se rastaviti na dva disjunktna podskupa tako da
pravei 1z prvog podskupa sadrZe k tocaka, a pravci iz drugog podskupa
sadrze | tocaka;

(2) kroz svaku tocku prolazi k pravaca iz prvog podskupa i | pravaca iz
drugog podskupa.



Kratica TSC dolazi od engleskog “twofold symmetric configuration”, jer se
zapravo radi o linearnim prostorima sastavljenim od dvije simetri¢ne konfi-
guracije. U ovom poglavlju potpuno su klasificirani TSC(3,4) prostori, a niz
drugih rezultata o TSC prostorima izlozen je u cjelini 2.5.

Vazno je naglasiti da su definirane klase incidencijskih struktura inva-
rijantne na izomorfizam, tj. da je svaka incidencijska struktura izomorfna
(v, k, A) blok dizajnu takoder blok dizajn s istim parametrima, i analogno
za linearne prostore, konfiguracije i TSC prostore. To nam omogucuje ogra-
nicavanje klasifikacije samo na onu vrstu incidencijskih struktura koje nas
zanimaju. Slijedi opis matrica na koje primjenjujemo algoritme za klasifika-
ciju.

Definicija 1.9 Latinski kvadrat reda n je matrica dimenzija n xXn nad N,
u kojoj se svaki od brojeva 1,2, ...,n javlja toéno jednom u svakom retku i
stupcu.

Definicija 1.10 Frekvencijski kvadrat reda n s frekvencijskim vektorom
A= (A1,..., ) je matrica dimenzija n X n nad Ns u kojoj se broj i javlja
toéno \; puta u svakom retku i stupcu, za i =1,...,s.

Pojam frekvencijskog kvadrata je generalizacija pojma latinskog kvadrata.
Monografije o latinskim kvadratima i njihovim generalizacijama su [26] i [27],
a elementarniji uvod dan je u knjizi [46]. U disertaciji je izlozeno nekoliko
novih rezultata o latinskim i frekvencijskim kvadratima reda 7 i 8.

Osim ve¢ uvedenog pojma izomorfizma, na skupu svih frekvencijskih kva-
drata s danim frekvencijskim vektorom djeluje grupa G = 5,, x S, x K. Prva
dva faktora djeluju permutiranjem redaka i stupaca, a K je podgrupa svih
permutacija iz S, koje ostavljaju frekvencijski vektor invarijantnim i djeluje
permutiranjem simbola. Pripadna relacija ekvivalencije naziva se izotopija.

Na skupu latinskih kvadrata reda n dodatno djeluje grupa S5 konjugi-
ranjem, tj. zamjenjivanjem uloga redaka, stupaca i simbola. Semidirektan
produkt grupe izotopija i grupe konjugacija inducira relaciju ekvivalencije
koju zovemo paratopija, a klase ekvivalencije glavne klase. Osim toga latinski
kvadrati predstavljaju tablice mnozenja algebarskih struktura poznatih kao
kvazigrupe (uvod u teoriju kvazigrupa dan je u knjizi [100]). Od interesa je
relacija ekvivalencije koja odgovara izomorfizmu kvazigrupa (u algebarskom
smislu). Radi se o relaciji induciranoj djelovanjem podgrupe svih izotopija
oblika (¢, ¢, ¢) € S, X S, x S,,. Naglasavamo da se “algebarski izomorfizam”
latinskih kvadrata ne podudara s pojmom izomorfizma uvedenim nakon De-
finicije 1.2. Izomorfizam u tom smislu induciran je djelovanjem podgrupe
svih izotopija oblika (¢, ,id), koje se u teoriji kvazigrupa nazivaju glavne
1zotopije.



Frekvencijski, a narocito latinski kvadrati su objekti zanimljivi sami po
sebi i imaju brojne kombinatorne i statisticke primjene. Iduca vrsta matrica
manje je znacajna, a treba nam za konstrukciju blok dizajna sa zadanom
grupom automorfizama.

Definicija 1.11 Orbitna matrica za (v,k,\) s marginalnim vektorima
v=(,...,Vn) 1t B = (01,...,0) je svaka m x n matrica A = [a;;] nad
NU {0} koja zadovoljava:

(1) 0<a;<Bj, zal1<i<m, 1<j<n;

n
(2) Zaij =r, zal<i<m;
=1

(3) Z%aij:k; zal<j<mn;
i=1 179

n v; /\]/- ClkO je Z 7£ Z'/ o
R T (2 < /< .
(4> Zlﬁja”a” { )\(I/i—l)—l-T‘, akojei:i’ , Za1_27@ <m
]:
Pritom treba vrijediti vy +. ..+ vy = v, Si+...+ B, =0, 7 = /\211_—11) ib=rr.

Na skupu svih orbitnih matrica djeluje direktan produkt podgrupa od S,,
i S, koje ostavljaju marginalne vektore invarijantnim. Suzenje grupe G u
odnosu na grupu uvedenu nakon Definicije 1.2 treba nam da bi svojstva iz
definicije orbitnih matrica ostala sacuvana pri izomorfizmu. U poglavlju 5.1
magistarskog rada [55] objasnjena je veza orbitnih matrica i automorfizama
blok dizajna.

U disertaciji se ne bavimo direktno klasifikacijom grafova. Oni nam tre-
baju radi izracunavanja punih grupa automorfizama i provjere izomorfnosti,
za Sto je takoder potrebna dodatna struktura.

Definicija 1.12 Bojanje grafa G = (V, B) je svaka funkcija b : V. — N
sa skupa vrhova u skup prirodnih brojeva. Obojant graf sastoji se od grafa
i jednog njegovog bojanja. Izomorfizam obojanih grafova G = (V, B,b) i
G = (V',BV) je bijekcija ¢ : V- — V' koja ¢uva bridove i bojanje, tj. ima
svojstva p(B) = B i b=1 o .



1.2 Provjera izomorfnosti i racunanje pune grupe auto-
morfizama

U ovoj cjelini bavimo se problemom provjere izomorfnosti danih objekata
A, B i odredivanja pune grupe automorfizama Aut A. To nije tema diserta-
cije, ali se provjera izomorfnosti javlja kao osnovni korak u algoritmima za
klasifikaciju i moramo je rijesiti u sklopu njihove implementacije. Koristimo
dva gotova rjesenja, zasnovana na pojmu kanonskog preslikavanja.

Definicija 1.13 Kanonsko preslikavange je svaka funkcija ¢ : X — X
sa svojstvima c(A) 2 A i c(gA) =c(A), zasve Aec X ig€Q.

Provjera izomorfnosti objekata A, B svodi se na usporedivanje njihovih
kanonskih slika ¢(A), ¢(B) [55, Propozicija 3.5]. Programi koje koristimo
izracunavaju sliku danog objekta A € X pod odredenim kanonskim presli-
kavanjem i odreduju punu grupu automorfizama Aut A.

Prvi program, razvijen u sklopu magistarskog rada [55], radi s matricama
nad NyU{0}. Realizira kanonsko preslikavanje koje matrici A € X pridruzuje
maksimalni element pripadne orbite {gA|g € G}, u smislu leksikografskog
uredaja [55, Definicija 3.7]. Algoritam je opisan u poglavlju 3.1 magistar-
skog rada i dokazana je njegova valjanost. Program takoder izracunava red
pune grupe automorfizama i pamti sve njezine elemente, Sto mu je glavni
nedostatak. Za matrice s velikim grupama automorfizama i za jako pravilne
matrice (kao $to su incidencijske matrice dizajna) program je relativno spor
i treba puno memorije. Koristimo ga za klasifikaciju orbitnih matrica, u
obliku prilagodenom djelovanju odgovarajuce grupe G (permutacije redaka i
stupaca koje ¢uvaju marginalne vektore). Uz neke preinake koristimo ga i za
klasifikaciju frekvencijskih kvadrata obzirom na izotopiju.

Drugi program je nauty B.D.McKay-a [70]. Radi se o izuzetno efikasnom
programu za racunanje kanonskih predstavnika i punih grupa automorfizama
obojanih grafova. Prednost je u tome $to ne pamti cijelu grupu Aut A, nego
samo jedan skup generatora. Program moze obraditi vrlo pravilne grafove
s velikim brojem vrhova i ogromnim grupama automorfizama. Nedostatak
programa nauty je Sto nije jasno koje kanonsko preslikavanje realizira (ono
ovisi o rac¢unalu i kompajleru koji se koristi).

Da bismo mogli primjenjivati nauty na incidencijske strukture i matrice,
treba ih reprezentirati grafovima. Tocnije, incidencijskim strukturama i ma-
tricama pridruzujemo obojane grafove tako da ostanu sacuvani pojmovi izo-
morfnosti i pune grupe automorfizama. U istom su odnosu incidencijska
struktura i njezina incidencijska matrica: dvije incidencijske strukture su
izomorfne ako i samo ako su im incidencijske matrice izomorfne, a puna



grupa automorfizama incidencijske strukture izomorfna je punoj grupi auto-
morfizama njezine incidencijske matrice. Incidencijske strukture mogu se na
sljede¢i nacin reprezentirati obojanim grafovima.

Definicija 1.14 Neka je S = (P, L, ) incidencijska struktura. Definiramo
obojani graf G(S) sa skupom vrhova V =P W L (disjunktna unija), skupom
bridova B={Pl | Pe P, e L, PIl} ibojanjem b(P) =1, b(L) = 2.

Propozicija 1.15 Skup svih izomorfizama s incidencijske strukture S na
incidencijsku strukturu S je u bijektivnom odnosu sa skupom svih izomor-

fizama s grafa G(S) na graf G(S').

Dokaz. Izomorfizam sa S u S’ je par (a,3), pri ¢emu su o : P — P i
8 L — L bijekcije koje ¢uvaju incidenciju. Definiramo funkciju ¢ : V' — V|

| aw), zaveP
d(v) = { B(v), zaveL

Lako se provjeri da je ¢ izomorfizam obojanih grafova G(S) i G(S’). Pri-
druzivanje («, 3) — ¢ je bijekcija jer ima inverznu funkciju. Izomorfizam
obojanih grafova ¢ preslikava P i £ na sebe (jer ¢uva bojanje), pa mozemo

definirati restrikcije a« = ¢lp 1 B = ¢| .
0

Korolar 1.16 Incidencijske strukture S 1 S" su izomorfne ako i samo ako
su pridruzeni grafovi G(S) i G(S') izomorfni.

Korolar 1.17 Puna grupa automorfizama incidencijske strukture S izomorfna
je punoj grupi automorfizama pridruZenog grafa G(S).

Dokaz. U slucaju S = S’ pridruzivanje («, 3) — ¢ je izomorfizam grupa, jer
kompoziciji automorfizama pridruzuje kompoziciju njihovih slika. .

Graf iz Definicije 1.14 koristimo u programima incfilter.c i aut.c za
ispitivanje izomorfnost i ra¢unanje pune grupe automorfizama incidencijskih
struktura (tocnije, njihovih incidencijskih matrica). Program nauty takoder
primjenjujemo na frekvencijske kvadrate s relacijom izotopije. Reprezenti-
ramo ih obojanim grafovima na sljede¢i nacin.

Definicija 1.18 Neka je A = [a;;] frekvencijski kvadrat reda n s frekvencij-
skim vektorom X = (A1,...,As). Neka su R={ry,...,r,}, C ={c1,...,¢cn},
S=A{1,...,s} i M = {my;|i,j = 1,...,n} medusobno disjunktni skupovi.
Definiramo graf G(A) sa skupom vrhova V.= RUCUSUM , skupom bridova
B = U}, {rimyj, ¢jmij, aigmi;} i bojanjem b(R) = 1, b(C) = 2, b(S) = 3,
b(M) =4.


http://lnr.math.hr/~krcko/dis/prog/incfilter.c
http://lnr.math.hr/~krcko/dis/prog/aut.c

Propozicija 1.19 Skup svih izotopija s frekvencijskog kvadrata A na fre-
kvencijski kvadrat B je u bijektivnom odnosu sa skupom svih izomorfizama s

grafa G(A) na graf G(B).

Dokaz. Neka je (p,1,0) € S, x S, x K izotopija kvadrata A = [a;;] na
kvadrat B = [b;;]. To znaci da je o(ap-16yp-1(j)) = by, za 4,57 = 1,...,n.
Definiramo funkciju ¢ : V. — V sa ¢(r;) = 1oy, ¢(c;) = cyy, ¢(k) = o(k)
i o(mij) = me@py), za i, =1,...,n, k =1,...,s. Ona je ocito bijekcija
i ¢uva bojanje. Skupove bridova {r;m;;|4,j = 1,...,n} 1 {e;myj| 0,7 =
1,...,n} funkcija ¢ preslikava na same sebe, a skup {a;; m;; | i,7 =1,...,n}
preslikava na {o(ai;)me@ypi) | 4.7 = 1,...,n} = {o(ap-16yp-1())mi | 1,5 =
L,...,n} ={b;mli,j =1,...,n}. Dakle, ¢ je izomorfizam obojanih gra-
fova G(A) i G(B).

Pokazat ¢emo da je pridruzivanje (¢, v, 0) — ¢ bijekcija tako da defini-
ramo inverznu funkciju. Svaki izomorfizam obojanih grafova ¢ ima svojstva
d(R) =R, ¢(C) =C, ¢(S) =S 1i¢(M)= M. Neka su p,¢p € S, 10 € S
permutacije za koje je ¢(r;) = 7,z), ¢(cj) = cy() 1 ¢(k) = o(k). Izomorfi-
zam ¢ preslikava bridove r; m;;, ¢; m;; na bridove 74, ¢(1mi;), cyjyP(ms;). Za-
kljucujemo da je ¢(my;) = Mmy@)p(j)- Skup bridova {a; mi;|i,7 =1,...,n}
preslikava se na {o(a;;)me@pi) | 4,5 =1, ..., n} = {o(ag-16p-10))mij | i, ] =
1,...,n}. Taj skup je jednak {b;; m;;| 4,5 = 1,...,n} jer je ¢ izomorfizam
grafova, iz cega slijedi o (a,-1(:yy-1¢j)) = bij, za 1,5 = 1,...,n. Iz toga takoder
slijedi da permutacija o ¢uva frekvencijski vektor A = (A1,..., ), jer su A

i B kvadrati istog tipa. Dakle, (¢, 1, o) je izotopija kvadrata A na kvadrat B.
O

Korolar 1.20 Frekvencijski kvadrati A © B su izotopni ako i samo ako su
pridruzeni grafovi G(A) i G(B) izomorfni.

Korolar 1.21 Puna grupa autotopija frekvencijskog kvadrata A izomorfna
je punoj grupi automorfizama pridruZenog grafa G(A).

Dokaz. U slucaju A = B pridruzivanje (@, 1, o) — ¢ preslikava kompoziciju
izotopija u kompoziciju njihovih slika. Vidimo da se radi o izomorfizmu grupe
autotopija frekvencijskog kvadrata A i grupe automorfizama grafa G(A).

Graf iz Definicije 1.18 koristimo u programima isofilter.c i fsaut.c,
koji ispituju izotopnost i racunaju pune grupe autotopija frekvencijskih kva-
drata. Jednostavnim modifikacijama Definicije 1.18 mozemo posti¢i da graf
G(A) reprezentira druge relacije ekvivalencije na matricama. Na primjer, ako
elemente skupa S obojimo razli¢ito, graf reprezentira relaciju induciranu per-
mutacijama redaka i stupaca (“glavnim izotopijama”). Paratopiju latinskih
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kvadrata dobivamo ako vrhove u R, C'i S obojimo jednako, a izomorfizam
ako na graf iz Definicije 1.18 dodamo bridove U {ir;, i ¢;, 15 ¢}

Na kraju navodimo nekoliko referenci o algoritmima za ispitivanje izo-
morfnosti i racunanje punih grupa automorfizama konacnih struktura: W.Ko-
cay [52], D.L.Kreher, D.R.Stinson [62, poglavlje 7], J.S.Leon [64] i [65],
B.D.McKay [69] i R.C.Read, D.G.Corneil [86].

1.3 Algoritmi za klasifikaciju

Funkciju koja iz skupa S C X izbacuje izomorfne objekte zovemo filtar.

Definicija 1.22 Za funkciju f : 2% — 2% kaZemo da je filtar ako ima svoj-
stva (1) f(S) C S, (2) objekti iz f(S) medusobno su neizomorfni i (3) svaki
objekt iz S izomorfan je nekom iz f(S), za sve S C X.

Jedna takva funkcija moze se realizirati pomocéu kanonskog preslikavanja.
Algoritam je opisan u magistarskom radu [55, Algoritam 3.16] i implemen-
tiran za incidencijske matrice programom incfilter.c, a za frekvencijske
kvadrate s relacijom izotopije programom isofilter.c.

Naivan pristup problemu klasifikacije bila bi primjena filtra na cijeli skup X.
U praksi to ne dolazi u obzir, jer X ima previse elemenata. Na primjer,
ukupan broj incidencijskih matrica TSC(3,4) prostora, klasificiranih u Pri-
mjeru 1.36, veéi je od 2.3 - 10% (to je izracunato na temelju podataka u
Tablici 9). Osnovna ideja algoritama za klasifikaciju je postepeno izgradivanje
objekata, prosirivanjem neizomorfnih parcijalnih objekata. Incidencijske struk-
ture izgraduju se dodavanjem tocaka ili pravaca, matrice dodavanjem redaka
ili stupaca, a grafovi dodavanjem vrhova ili bridova. Za opéenit opis postupka
potrebno je skup X organizirati u stablo.

Neka je O € X istaknuti objekt, kojeg zovemo nulobjekt, ip : X — X
nilpotentna funkcija (takva da za neki n € N vrijedi p"(X) = O). Funkcija p
definira stablo sa skupom vrhova X, pridruzujué¢i svakom objektu njegovog
roditelja. Red objekta A definiran je sa ord A = min{k € Ny |p*(A) = O}.
Skup svih objekata reda k ¢ini k-ti nivo stabla i oznacavamo ga Xj. Prirodno
je takoder zahtijevati da se red elemenata ¢uva pri djelovanju grupe G.

Aksiom 0. Zasve g € Gi A € X vrijedi ord(gA) = ord A.

U nastavku podrazumijevamo da je ispunjen Aksiom 0. Za formulaciju prvog
algoritma za klasifikaciju, koji se u [85] naziva klasi¢nim, treba nam filtar f
i mogucnost izracunavanja praslike p~1(S) = {A € X |p(A) € S} (skupu
objekata S pridruzuje se skup djece objekata iz 5).
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Algoritam 1.23
Ry = {0}
zat1=20,...,n—1 radi
[ Riva = f(p~'(R:))

Cilj nam je dokazati da algoritam definira skupove predstavnika za sve
nivoe stabla X. Koristimo sljedec¢i aksiom, koji dodatno uskladuje djelovanje
grupe G s funkcijom p.

Aksiom 1. Za svaki g € G postoji g € G takav da za svaki A € X vrijedi
gp(A) =p(gA).

Identificiramo li ¢ € G s preslikavanjem A +— gA, u aksiomu zahtijevamo
postojanje “prosirenja” g € GG za koje ovaj dijagram komutira:

x—9 . x
P P
x---9 .. x

Neposredna posljedica Aksioma 1 je da izomorfni objekti imaju ekvivalentne
skupove djece, u sljede¢em smislu.

Lema 1.24 Ako su objekti A i B izomorfni, onda za svaki A € p7i(A)
postoji B € p~!(B) izomorfan s A.

Dokaz. Nekaza g € G vrijedi B = gAinekaje g € G prosirenje iz Aksioma 1.
Tada za B = gA vrijedi p(B) = p(gA) = gp(A) = gA = B, tj. B € p~!(B).
Time je tvrdnja dokazana.

O

Trebat ¢e nam i ova generalizacija Aksioma 1.

Lema 1.25 Za svakig € G i k € {1,...,n} postoji g € G takav da za svaki
A € X wvrijedi gpF(A) = p*(g A).

Dokaz. Indukcijom po k. Za k = 1 dobivamo tvrdnju Aksioma 1. Pretposta-
vimo da tvrdnja vrijedi za k i neka je g € G proizvoljan. Prema Aksiomu 1
postoji g € G takav da je gp(B) = p(g B), za svaki B € X. Po pretpostavci
indukcije za taj g postoji g € G takav da je gp*(A) = pF(GA), za svaki
A € X. Posebno, za B = pF(A) dobivamo gp**(A) = gp(B) = p(gB) =

p(GpH(A)) = p*(p(g A)) = p*t1(G A), za svaki A € X. -
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Dokaz valjanosti Algoritma 1.23 zasniva se na tvrdnji Leme 1.24, slabijem
zahtjevu od Aksioma 1.

Propozicija 1.26 Ako wrijedi tvrdnja Leme 1.24, onda je R; definiran
Algoritmom 1.23 skup predstavnika za X;, za 1 =0,...,n.

Dokaz. Objekti u R; medusobno su neizomorfni jer je R; rezultat filtriranja.
Vidimo takoder da su objekti u R; reda ¢, tj. R; C X;. Indukcijom po ¢
dokazujemo da je svaki objekt iz X; izomorfan nekom iz R;. Tvrdnja ocito
vrijedi za i = 0. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki i € {0,...,n — 1}
i neka je A € X,;.,. Po pretpostavci, za A = p(A) € X; postoji B € R;
izomorfan s A. Zbog Leme 1.24 postoji B € p~!(B) izomorfan s A. Vidimo
da je B € p~Y(R;), a Ry je dobiven filtriranjem skupa p~*(R;). Prema

tome, R;,1 sadrzi objekt izomorfan s B, dakleis A.
O

Klasi¢éni algoritam definira skupove predstavnika za sve nivoe stabla, Sto
moze biti nedostatak. Obi¢no nas zanimaju samo objekti na zadnjem (n-tom)
nivou, a parcijalnih objekata ima znatno vise. Neki od skupova Ry, ..., R, 1
mogu postat preveliki za pohranjivanje na racunalu, a da pritom R, nema
previse elemenata. Algoritam mozemo uciniti efikasnijim prikladnim izborom
nepraznih podskupova Y; C X;, ¢ = 0,...,n, za koje je ispunjen sljedeci
aksiom.

Aksiom 2. Zasve A € X, 1 = 0,...,n — 1 vrijedi: ako je p"~%(A4) € Y},
onda postoji g € G takav da je p" ‘(g A) = p" (A) i p" "1 (gA) € Vi

Algoritam 1.27

Ry = {0}
za1=20,...,n—1radi
[ Rivi = f(p " (Ri) N Yig)

Razlika u odnosu na Algoritam 1.23 je sto ne filtriramo svu djecu objekata
iz R;, nego samo onu sadrzanu u Y;,;. Na primjer, ogranicavamo se na
incidencijske matrice nekog posebnog oblika, ili na reducirane frekvencijske
pravokutnike (Definicija 1.39). Pomoc¢u ovog algoritma dobivamo samo skup
predstavnika za zadnji nivo stabla.

Propozicija 1.28 Ako vrijede Aksiomi 1 i 2, onda je R, definiran Algo-
ritmom 1.27 skup predstavnika za X,.
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Dokaz. Ocito R, sadrzi medusobno neizomorfne objekte reda n, jer je do-
biven filtriranjem podskupa od Y,. Dokazat ¢emo da za svaki A € X,
i € {0,...,n} postoji g € G takav da je p" (g A) € R;. Posebno, za i =n
to znaéi da je A izomorfan nekom objektu iz R,,, pa je R, skup predstavnika
za X,.

Tvrdnju dokazujemo indukcijom po i. Za i = 0 vrijedi p" ‘(g A) =
p"(gA) = O € Ry, za bilo koji ¢ € G. Pretpostavimo da za A € X,
i € {0,...,n — 1} postoji ¢ € G takav da je p""(g A) € R; i oznatimo
A" = gA. Kako je R; C Y, prema Aksiomu 2 postoji ¢ € G takav da je
g A) = pi(A) i pn (g A) € Vi Vidimo da je za A" = g A’
objekt p"~"1(A”) sadrzan u p~(R;) N Yi11, pa je izomorfan nekom objektu
B € R;y;. Tocnije, postoji ¢” € G takav da je B = ¢” p""1(A”). Prema
Lemi 1.25 za taj ¢” postoji g € G takav da je p" "1 (gA”) = ¢"p" 1 (A") =
B € Ry, tj. "1 (gg g A) € Riy1. Time je dokazano da tvrdnja vrijedi i
za 1+ 1.

O

Glavni nedostatak Algoritama 1.23 i 1.27 je Sto su zasnovani na filtri-
ranju. Novi objekti usporeduju se sa svim do tada zapamcéenim objek-
tima, pa algoritam radi sve sporije sto su skupovi R; veé¢i. Osim toga po-
trebno je medurezultate (skupove Ry, ..., R, 1) cijele pohranjivati u memo-
riji racunala. Kod vecih problema klasifikacije skupovi R; postat ¢e preveliki
bez obzira na izbor skupova Y; (na primjer, kod klasifikacije frekvencijskih
kvadrata reda 8).

U radovima R.C.Reada [85] i I.A.Faradzeva [33] opisani su algoritmi
koji izbjegavaju problem filtriranja. U jednom trenutku pamte vrlo mali
skup objekata (po jedan objekt sa svakog nivoa), a nove objekte ne moraju
usporedivati s do tada pronadenim predstavnicima. Ovdje opisujemo dva
takva algoritma pomoc¢u uvedenih oznaka.

Neka je zadano kanonsko preslikavanje ¢ : X — X. Fiksne tocke od ¢
(objekte A € X sa svojstvom ¢(A) = A) zovemo kanonski objekti. Nije tesko
provjeriti da kanonski objekti ¢ine skup predstavnika za X. Da bismo ih mo-
gli generirati prosirivanjem parcijalnih objekata, potreban je sljede¢i aksiom.

Aksiom 3. Ako je ¢(A) = A, onda je ¢(p(A)) = p(A).

Drugim rijecima, roditelj kanonskog objekta takoder je kanonski objekt.
Iduéi rekurzivni algoritam zasniva se samo na Aksiomu 3 (Aksiomi 1 i 2
nisu potrebni).
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Algoritam 1.29

pretrazi(A : objekt, ¢ : nivo stabla)
ako je i = n onda ispiSi A
inace za sve B € p~'(A) radi
[ ako je ¢(B) = B onda pretrazi(B,i + 1)

Propozicija 1.30 Ako vrijedi Aksiom 3, pozivom pretrazi(O,0) rekurzivne
funkcije definirane Algoritmom 1.29 ispisat ce se svi kanonski objekti na
n-tom nivou stabla.

Dokaz. Ocito se ispisuju kanonski objekti reda n. Treba vidjeti da ¢e se
ispisati svi takvi objekti. Neka je C' € X,, proizvoljan kanonski objekt.
Indukcijom po i dokazujemo da ¢e se dogoditi poziv pretrazi(p"~*(C), ), koji
za i = n ispisuje C.

Tvrdnja vrijedi za ¢ = 0, jer tada dobivamo inicijalni poziv pretrazi(O, 0).
Pretpostavimo da se zaneki ¢ € {0, ..., n—1} dogodio poziv pretrazi(p"~*(C), 7).

Funkcija rekurzivno poziva samu sebe za sve kanonske objekte B € p~1(p"~(C)),

a medu njima je zbog Aksioma 3 i objekt p"~*}(C). Prema tome, dogodit
¢e se poziv pretrazi(p"~"1(C),i + 1).
O

Algoritam 1.29 ispisuje kanonske objekte na n-tom nivou stabla, ali za-
pravo pretrazuje sve kanonske objekte na prethodnim nivoima. Sli¢no kao
kod klasi¢nog algoritma, moguce je ubrzati klasifikaciju prikladnim izborom
podskupova Y; C X;, ¢ =0,...,n, koji zadovoljavaju sljede¢i aksiom.

Aksiom 4. Za svaki kanonski objekt C' € X,, vrijedi p"*(C) € Vi, za

1=0,...,n.

Na primjer, kod klasifikacije orbitnih matrica i frekvencijskih kvadrata ogra-
nicavamo se na matrice nekog posebnog oblika, u kojem su sve kanonske
matrice.

Algoritam 1.31
pretrazi(A : objekt, i : nivo stabla)
ako je i = n onda ispisi A
inace za sve B € p~'(A) NY;,; radi
[ ako je ¢(B) = B onda pretrazi(B,i + 1)
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Propozicija 1.32 Ako vrijede Aksiomi 3 i 4, pozivom pretrazi(O,0) rekur-
zivne funkcije definirane Algoritmom 1.31 ispisat ée se svi kanonski objekti
na n-tom nivou stabla.

Dokaz. Isti kao dokaz Propozicije 1.30. Zbog Aksioma 4 jasno je da se
preskacu samo oni parcijalni objekti koje nije moguce prosiriti do kanonskog

objekta reda n.
O

U magistarskom radu [55] opisane su varijante prethodna dva algoritma
koje stablo pretrazuju po Sirini (Algoritam 3.19 i 3.22). Oni odjednom pamte
cijele skupove predstavnika na nizim nivoima stabla, ali ne vrse filtriranje pa
ih mogu pohranjivati na vanjsku memoriju racunala. U disertaciji za klasi-
fikaciju frekvencijskih kvadrata i orbitnih matrica koristimo Algoritme 1.29
i 1.31, implementirane programima fsorderly.c i orbmat.c.

Algoritmi za klasifikaciju koji na ovaj nacin izbjegavaju filtriranje nazi-
vaju se u [47] Read-FaradzZevljevi algoritmi. R.C.Read [85] svoj algoritam
naziva “orderly”, jer na skupu objekata uvodi totalni uredaj, a algoritam
ispisuje kanonske objekte u rastué¢em redoslijedu. Uredaj mora zadovolja-
vati odredene zahtjeve uskladenosti s kanonskim objektima i funkcijom p.
Nasa formulacija Algoritma 1.29 je slicna, ali nije ovisna o izboru totalnog
uredaja. Osim toga, kod nas je relacija izomorfizma inducirana djelovanjem
grupe G na skup X, $to nije slucaj u [85]. Po tome je sli¢nija formula-
cija I.A.Faradzeva [33], gdje je algoritam opisan u okviru Pélya-de Bruijno-
vog modela iz enumerativne kombinatorike. Objekti tog modela su funkcije
f D — H, a izomorfizam je induciran djelovanjem direktnog produkta
grupa permutacija skupova D i H. U Faradzevljevoj formulaciji takoder je
potreban totalni uredaj na skupu D.

Model unutar kojeg su algoritmi za klasifikaciju opisani u ovoj diser-
taciji najslicniji je B.D.McKayevom modelu iz [71] (uz neka pojednostav-
ljenja), koji se odnosi na jednu drugu vrstu algoritama za klasifikaciju. Read-
Faradzevljevi algoritmi prihvac¢aju samo kanonske objekte, a McKayevi algo-
ritmi prihvac¢aju samo objekte dobivene kanonskim prosirivanjem (pri ¢emu
nije vazno jesu li objekti koji se prosiruju kanonski). Prednost nase formu-
lacije je u jednostavnosti. Algoritam 1.29 zasniva se u biti samo na jednom
aksiomu (Aksiomu 3), dok je npr. u [71] formulirano 10 aksioma (Kaski [47]
je primijetio da treba dodati i jedanaesti aksiom).

Unutar istog modela formulirali smo klasi¢ni algoritam za klasifikaciju,
zasnovan na filtriranju. Tako su takvi algoritmi zaista stari (na primjer,
A.Sade [89] je 1951. na taj nacin prebrojio latinske kvadrate reda 7), u lite-
raturi nismo nasli opéenit opis. Jasno je da su klasi¢ni algoritmi daleko
manje efikasni od Read-Faradzevljevih i slicnih algoritama koji izbjegavaju
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filtriranje. Medutim, na danasnjim brzim racunalima mogu se i na taj nacin
rijeSiti nezanemarivi problemi klasifikacije. U iduce dvije cjeline pomocu
Algoritama 1.23 i 1.27 klasificirali smo nekoliko manjih linearnih prostora,
frekvencijske kvadrate reda 7 i djelomi¢no reda 8.

Pored R.C.Read [85], I.A.Faradzev [33] i B.D.McKay [71], jos neki radovi
u kojima su na opcenit nacin formulirani algoritmi za klasifikaciju su C.J.Col-
bourn, R.C.Read [25], L.A.Goldberg [39], D.Avis, K.Fukuda [2] i P.Kaski [47].
Potpun pregled rezultata dobivenih algoritmima za klasifikaciju zahtijevao
bi puno vec¢u bibliografiju nego u ovoj disertaciji. Spomenut ¢emo radove
P.C.Dennya i P.B.Gibbonsa [30] i [31] u kojima je prezentiran niz rezultata
dobivenih klasi¢nim algoritmom uz razna poboljsanja, te radove E.Spencea
koji je Read-Faradzevljevim algoritmom Kklasificirao simetri¢ne (31, 10, 3) di-
zajne [92], Hadamardove matrice reda 24 i 28 [93] i Steinerove 2-dizajne
S(2,4,25) [94]. Neki noviji rezultati su M.Meringer [73] (regularni grafovi),
J Heitzig, J.Reinhold [42] (resetke) i P.Kaski, P.R.J.Ostergard [48], [49], [50]
i [81] (2-dizajni).

1.4 Klasifikacija nekih linearnih prostora

Neka su rq,...,7, stupnjevi tocaka, a ki, ..., k, stupnjevi pravaca line-
arnog prostora. Incidencijska matrica A = [a;;] tog linearnog prostora je v x b
matrica nad {0, 1} sa svojstvima:

(1) X aij =kj, za 1l <j<b;
=1

—
[}
N~—

-

aagy <1, zal <j<j <b

=1

b
(3) > a;=mri zal <i<u;
=1

,\
N
M

a;ay; =1, zal <i<i <w.

<
Il
-

Klasifikaciju mozemo organizirati na viSe nac¢ina. Mozemo prosirivati par-
cijalne linearne prostore dodavanjem tocaka ili dodavanjem pravaca, ¢emu
odgovara proSirivanje parcijalnih incidencijskih matrica dodavanjem redaka
ili dodavanjem stupaca. Obi¢no je efikasnije dodavanje redaka, jer je uvjet (4)
jaci od uvjeta (2). Medutim, za taj pristup moraju biti poznati stupnjevi
tocaka.

U drugom poglavlju disertacije javljaju se kao fiksne strukture automor-
fizama Steinerovih 2-dizajna linearni prostori s poznatim brojem tocaka v,
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brojem pravac b i stupnjevima pravaca ki, ..., kp, ali bez informacije o stup-
njevima tocaka. Takve linearne prostore klasificiramo dodavanjem pravaca,
odnosno dodavanjem stupaca na parcijalne incidencijske matrice. Nuzdan
uvjet za postojanje linearnog prostora sa zadanim stupnjevima pravaca je
(;’) = Zi’:l (kz) (dobiva se prebrojavanjem dvoclanih skupova tocaka). Uz
pretpostavku da je ispunjen, zelimo uklopiti ovu situaciju u model iz pret-
hodne cjeline unutar kojeg su formulirani algoritmi za klasifikaciju.

Neka je X, skup svih v xr matrica A = [a;;] nad {0, 1} koje zadovoljavaju

(1) > ay=kj zal<j<r;
=1

(2) Z Qi Qg1 < 1, za 1 S] < jl <r.
=1

Zbog relacije (;’) = Zle (7‘“21) skup X, sadrzi incidencijske matrice linearnih
prostora koje klasificiramo, tj. za r = b ispunjen je i zahtjev (4).

Za skup objekata uzimamo X = Xy U ---U X, a za funkcijup: X — X
brisanje zadnjeg stupca matrice. Red matrice ord A je broj njezinih stupaca.
Neka je K, podgrupa svih permutacija iz S, koje ostavljaju vektor (ki, ..., k;)
invarijantnim. Grupa G, = S, x K, djeluje na matrice iz X, permutiranjem
redaka i stupaca, a direktan produkt G = Gy X --- X (G} na prirodan nacin
djeluje na X: (go,.--,95) A = goran 4, za (g0, ..., g) € G1 A€ X. Jasno je
da se pri takvom djelovanju ¢uva red objekata, tj. ispunjen je Aksiom 0. Da
bismo mogli koristiti klasiéni algoritam za klasifikaciju, treba jos provjeriti
Aksiom 1. Neka je g = (go,-.-,9%) € Gig, = (o,0),zaa € S, 1 03 € K,.
Definiramo 80) >

= =/ i), zai<r
B € Kria, 6@):{ r+1, zai=r+1

Za Gyi1 = (0,5), §= Gor ... 7) i zasvaki A € X vrijedi gp(A) = p(7 A).

Primjer 1.33 Klasificiramo linearne prostore s v = 11 tocaka i b = 16
pravaca stupnjeva ky = 5, ko = ... = kg = 3, koji se javljaju u dokazu
Propozicije 2.3. Za prosirivanje parcijalnih incidencijskih matrica koristimo
program linexpand.c, a za filtriranje incfilter.c. Broj matrica u skupo-
vima definiranim Algoritmom 1.23 dan je u tablici.

i 1 2 | 314|567/ 8
R | 1 2 | 7 |22 (681955021027
i 9 | 10 | 11|12 [13| 14 | 15| 16
IR;| || 1483 | 1381 [ 733|238 [42| 8 | 1 | 1
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Vidimo da je linearni prostor jedinstven do na izomorfizam. Stupnjevi tocaka
Su’/’l:...:T5:4, 7”6:...:7”11:5.

Primjer 1.34 Klasificiramo linearne prostore s v = 13 tocaka i b = 23 pra-
vaca stupnjeva ky = ... = k11 = 4, kio = ... = ko3 = 2. Oni se javljaju kao
fiksne strukture automorfizama reda 2 dizajna S(2,4,37) (Propozicija 2.18).
Rezultati klasifikacije navedeni su u sljedecoj tablici.

i 12345678910 11]12
Rl || 1| 2|5 |11]18]33|35|22[10] 4 | 1] 2
i | 13[14|15|16 |17 |18 1920 |21 |22 23
IR || 7 [14[26|34|42(34|26|14| 7|21

Vidimo da postoji samo jedan takav linearni prostor. Stupnjevi tocaka su
T1:...:T6:47 7’7:...27‘12:6, T13:8.

Linearni prostori TSC(k, 1) imajuv = k(k—1)+1(l—1)+1 tocaka, b = 2v
pravaca, svaka tocaka je stupnja k+I[, tocno pola pravaca je stupnja k, a druga
polovica je stupnja [. Za njih je efikasnije klasifikaciju provoditi dodavanjem
tocaka, odnosno dodavanjem redaka na parcijalne incidencijske matrice.

Neka je X, skup svih r x b matrica A = [a;;] nad {0, 1} sa svojstvima:

b
(1) > a;j=k+1, zal<i<r
j=1

b
(2) aap; =1, zal <i<i <rw;
=1

J

(3) > a;; < max{k,l}, za 1l < j < b, pri ¢emu se jednakost dostize
i=1
najvise za v indeksa j.

Skup X, osim incidencijskih matrica TSC(k, () prostora moze sadrzati inci-
dencijske matrice drugih linearnih prostora. U sljede¢em specijalnom slucaju
ipak sadrzi samo “dobre” matrice.

Propozicija 1.35 Ako jeb=2v il =k + 1, skup X, sadrzi samo inciden-
cijske matrice TSC(k, k + 1) prostora.

Dokaz. Promatramo incidencijsku strukturu reprezentiranu matricom iz X,,.

Svaka tocka je stupnja 2k + 1, pa je ukupan broj incidencija v(2k + 1).
Ako sa b; oznacimo broj pravaca stupnja najvise k, a sa by broj pravaca
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stupnja k + 1, broj incidencija nije veéi od k by + (k+ 1)by. 1z by + by = 2v i
v(2k+1) < kb + (k+ 1)by slijedi by > v. U zahtjevu (3) trazimo by < v, pa
je broj pravaca stupnja k + 1 tocno v. Iz toga takoder slijedi da su sve ostale
tocke stupnja k.

Dakle, imamo linearni prostor sa v tocaka stupnja 2k + 1, v pravaca
stupnja k i v pravaca stupnja k + 1. Prebrojavanjem trojki (P, @,¢), gdje
su P, Q dvije tocke na pravcu ¢, vidimo da je v = 2k? 4+ 1. Da bi imali
TSC(k, k+ 1) prostor, nedostaje jos svojstvo (2) iz Definicije 1.8. Neka je rq
broj pravaca stupnja k, a ro broj pravaca stupnja k 4 1 kroz neku tocku P.
Vrijedi 71 + 79 = 2k +1ir(k—1) +rok = v—1 = 2k? Iz toga slijedi r = k
iry = k41, tj. kroz svaku tocku prolazi k pravaca stupnja k i k + 1 pravaca

stupnja k + 1.
O

Za skup objekata uzimamo uniju X = Xy U --- U X,, a za funkciju p :
X — X brisanje zadnjeg retka matrice. Red matrice ord A je broj njezinih
redaka. Grupa G, = S, x 5, djeluje na matrice skupa X, permutiranjem
redaka i stupaca, a direktan produkt G = Gy x --- x GG, djeluje na X isto
kao prije: (go, .-, 9v) A = goraa A, za (go,...,9,) € G1 A€ X. Aksiom 0 je
o¢ito ispunjen, a Aksiom 1 provjeravamo slicno kao prije. Za g = (go, - - -, gv),
g = (a, B), « € S, B € Sy definiramo

_ . (1), za1 <71
@ € Sy, a(z):{ 7“<—|—)1 zai=1r-+1

Tada za g,,, = (@,0), 9 = (Gy,-.-,G,) 1 za svaki A € X vrijedi gp(A) =
p(g A).

Primjer 1.36 Klasificiramo linearne prostore TSC(3,4), sa v = 19 tocaka i
b = 38 pravaca. Tocke su stupnja 7, a pravci stupnja 3 i 4. Algoritam 1.23
nije dovoljno efikasan, pa ogranicavamo klasifikaciju na incidencijske matrice
posebnog oblika i primjenjujemo Algoritam 1.27. Gornji dio incidencijske
matrice bilo kojeg TSC(3,7) prostora moze se permutiranjem redaka i stu-
paca dovesti u ovaj oblik:

[11111110000000000000000000000000000000
10000001111110000000000000000000000000
10000000000001111110000000000000000000

Ap=110000000000000000001111110000000000000
01000001000001000001000001110000000000
01000000100000100000100000001110000000

| 01000000010000010000010000000001110000 |

Oblik se postize kad prva cetiri retka odgovaraju tockama nekog pravca stup-
nja 4, iduéa tri retka tockama nekog drugog pravca stupnja 4 kroz prvu tocku
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? 7 8 9 10 11 12 13
| R;| 1 4 40 612 15379 | 274387 | 2146369
l 14 15 16 17 18 19
|R;| || 5910638 | 5415255 | 1574336 | 141254 | 4228 o6

Tablica 1: Klasifikacija TSC(3,4) prostora.

i ako su stupci sortirani padajuce obzirom na leksikografski uredaj. Za skup
Y; € X; uzimamo sve matrice iz X; koje se s matricom Ay podudaraju u
prvih min{7,¢} redaka. Slijedi provjera Aksioma 2.

Neka je A € Xj9 potpuna incidencijska matrica TSC(3,4) prostora sa
svojstvom p'9~¢(A) € Y;, tj. koja se podudara s matricom Ay u prvih min{7, 7}
redaka. Za i > 7 ocito je p~*"1(A) € Y;;1, pa moZemo uzeti g = 1. S druge
strane, za ¢ < 7 moze se kao Sto je opisano permutacijom redaka i stupaca
g € G postiéi da se matrica g A podudara s matricom Ay u prvih sedam
redaka. Za taj g vrijedi p!®~(g A) = p!®~1(A) i p'¥~"(g A) € Viyy.

Klasifikaciju zapoc¢injemo od R; = Y; = {Ag} (skupovi Yi,...,Y7 su
jednoclani). Parcijalne incidencijske matrice prosirujemo programom
tsc3-4expand. c, a filtriramo ponovo sa incfilter.c. Rezultati klasifikacije
dani su u Tablici 1. Dakle, postoji toéno 56 neizomorfnih TSC(3, 4) prostora,
¢ija su svojstva navedena u Tablici 9 (u cjelini 2.5). Ovaj rezultat dobiven
je u sklopu rada [61].

Linearni prostori bez ogranicenja na broj pravaca i stupnjeve tocaka i
pravaca klasificirani su za v < 12. Neka je LIN(v) broj neizomorfnih line-
arnih prostora s v tocaka. Poznate vrijednosti navodimo u sljede¢oj tablici.

v 11213]4(5]6|7]8] 9 10 11 12
LIN(w) [ 1|1]2 35|10 |24 |69 ]| 384 | 5250 | 232929 | 28872973

Broj LIN(11) izracunao je C.Pietsch [83], tako da je prvo odredio sve mo-
guénosti za broj i stupnjeve pravaca, a zatim u svakom pojedinom slucaju
klasificirao linearne prostore Read-Faradzevljevim algoritmom. A.Betten i
D.Betten [9] izracunali su LIN(12) algoritmom kojeg nazivaju TDO-metoda
(zasniva se na taktickim dekompozicijama incidencijskih matrica). Isti autori
su u [8] i [11] Kklasificirali prave linearne prostore (bez pravaca stupnja 2) s
v =17 i v = 18 toc¢aka. Broj pravih linearnih prostora oznacavamo PLIN(v)
i navodimo poznate vrijednosti u tablici.

v 1-6 | 7(8(911|12]13 |14 | 15 | 16 17 18

PLIN(w) | O | 10| 1 37| 1119|398 | 161925 | 2412890
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1.5 Kilasifikacija frekvencijskih kvadrata

U ovoj cjelini odredujemo skupove predstavnika svih frekvencijskih kva-
drata reda n < 8 obzirom na relaciju izotopije. Za latinske kvadrate reda
n < 8 broj klasa izotopije i glavnih klasa je poznat, ali medu brojevima
objavljenim u literaturi ima puno neto¢nih. H.W.Norton [80] nasao je 146
glavnih klasa latinskih kvadrata reda 7. Tocénu vrijednost, 147, odredio je
A.Sade [89]. J.W.Brown [20] objavio je 1676257 kao broj klasa izotopije
latinskih kvadrata reda 8, a V.L.Arlazarov i dr. [1] 283640 kao broj glavnih
klasa. Toc¢ne vrijednosti, 1676267 i 283657, nasli su G.Kolesova, C.W.H.Lam
i L.Thiel [53]. Na vise mjesta u literaturi navodi se 563 kao broj klasa izo-
topije latinskih kvadrata reda 7, na primjer u [24, Tablica I1.1.6] i [26, Tab-
lica 4.3.2]. U diplomskom radu [54] pronadeno je 564 klasa izotopije, a isti
broj dobio je B.D.McKay [71]. Nije jasno odakle potjece pogresna vrijednost
563 (vjerojatno se prepisuje jos od Nortona).

L.J.Brant i G.L.Mullen [18] navode predstavnike klasa izotopije frekven-
cijskih kvadrata reda n < 6, osim za frekvencijske vektore A = (2,2,2),
(2,2,1,1) 1 (2,1,1,1,1). Konstruirali su ih filtriranjem skupova reduciranih
frekvencijskih kvadrata.

Definicija 1.37 Za frekvencijski kvadrat kaZemo da je reduciran ako su
brojevi u prvom retku i stupcu poredani uzlazno.

Skup svih frekvencijskih kvadrata reda n s frekvencijskim vektorom \ ozna-
cavamo F'(n; A), a skup reduciranih frekvencijskih kvadrata f(n; A). Reduci-
rani latinski kvadrati imaju u prvom retku i stupcu vektor [1 2 --- n]. Skup
svih latinskih kvadrata reda n oznacavamo L(n), a reduciranih latinskih kva-
drata ¢(n).

Broj reduciranih latinskih i frekvencijskih kvadrata vrlo brzo raste s re-
dom n (usp. Tablice 4 1 5). Za vece redove ne mozemo dobiti predstavnike
klasa izotopije filtriranjem svih reduciranih kvadrata, nego koristimo klasifi-
kacijske algoritme iz cjeline 1.3. Trebaju nam sljede¢i pojmovi.

Definicija 1.38 Frekvencijsk: k X n pravokutnik s frekvencijskim vek-
torom A = (A1, ..., As) je matrica dimenzija k X n nad Ny u kojoj se broj i
javlja nagvise \; puta u svakom retku i stupcu, za i1 =1,...,s.

Definicija 1.39 Za frekvencijski k X n pravokutnik kazZemo da je reduciran

ako su brojevi u prvom retku poredani uzlazno, a prvi stupac slaze se s prvih k
elemenata prvog retka.
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Skup svih frekvencijskih i latinskih & xn pravokutnika s oznacavamo F'(k, n; \)
i L(k,n), a reduciranih frekvencijskih i latinskih pravokutnika f(k,n;\) i
(k,n).

Za dani frekvencijski vektor A = (Aq,..., ;) ired n = A;+...+ \g Zelimo
konstruirati jedan predstavnik iz svake klase izotopije kvadrata u F'(n;\).
Neka su objekti na k-tom nivou stabla frekvencijski k x n pravokutnici, X; =
F(k,n;\), a skup svih objekata X = Xy U ---U X,,. Funkcijap: X — X
odbacuje zadnji redak matrice, tako da je ord(A) broj redaka matrice A.
Grupa Gy = Sk x S, x K djeluje na X permutiranjem redaka, stupaca
i simbola, pri ¢emu je K podgrupa svih permutacija ¢ € Sy sa svojstvom

Ai = Aoi), @ = 1,...,s (koje ostavljaju frekvencijski vektor invarijantnim).
Na cijelom skupu X djeluje direktan produkt G = G x - - - X G, na prirodan
nacin: (go, - .-, 9n) A = gora(a) A. Djelovanje ¢uva broj redaka, tj. ispunjen je
Aksiom 0.

Klasifikaciju najprije provodimo Algoritmom 1.27 sa Y, = f(k,n; \) (kla-
siéni algoritam uz ograni¢avanje na reducirane frekvencijske pravokutnike).
To je u biti metoda kojom je A.Sade [89] odredio klase izotopije latinskih
kvadrata reda 7. Kreé¢emo od jedinstvenog reduciranog 1 x n pravokutnika
Ry € f(1,n;)), tj. vektora koji se sastoji redom od A; jedinica, Ay dvojki
i tako dalje. Prosirujemo ga na sve mogucée nacine do reduciranog frekven-
cijskog 2 x n pravokutnika (iz skupa f(2,n;A)) i medu njima eliminiramo
izotopne. U idu¢em koraku prosirujemo dobivene 2 x n pravokutnike do pra-
vokutnika iz skupa f(3,n; ), eliminiramo izotopne i analogno nastavljamo
dalje. Zelimo dokazati da u n-tom koraku dobivamo skup predstavnika za
F(n; ). To slijedi iz Propozicije 1.28 ako vrijede Aksiomi 1 i 2.

Za provjeru Aksioma 1 uzmimo proizvoljan g = (go, ..., 9n) € G, gdje je
gr = (o, ,0), « € S, B € S, 10 € K. Definiramo g,,, = (@,f,0), za
aesnai) = { {0 AIEL | Tding = @g) o
proizvoljan A € X vrijedi p(g A) = gp(A).

Provjeravamo Aksiom 2; neka je A = [a;;] € X, frekvencijski kvadrat ¢ijih
prvih k redaka ¢ine reduciran frekvencijski pravokutnik (p"~*(gA) € Y).
Treba vidjeti da postoji njemu izotopan kvadrat gA koji se s A podudara
u prvih k redaka (p"~*(gA) = p"*(A)) i kojem prvih k + 1 redaka cine
reducirani frekvencijski pravokutnik (p"*~1(gA) € Yi;1). Oznacimo kom-

ponente jedinstvenog reduciranog 1 x n pravokutnika sa Ry = [r; -+ 7,].
Ako je ag411 = Try1, mozemo uzeti g = id. U suprotnom, 7441 se mora
pojaviti medu brojevima agya71, ..., a1, recimo u i-tom retku (a;; = ri41).

Tada za transpoziciju « = (k + 1,i) i za g = (id, ... ,id, (a,id,id)) vrijedi
p"F(gA) = p"F(A) i p**1(gA) € Vi1, Time su provjerene pretpostavke
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n A Br. klasa || n A Br. klasa

31(2,1) 171322 1939
(1,1,1) 1 (3,2,1,1) 5300

41 (3,1) 1 (3,1,1,1,1) 1398
(2,2) 2 (2,2,2,1) 15269
(2,1,1) 2 (2,2,1,1,1) 22813
(1,1,1,1) 2 (2,1,1,1,1,1) 6941

51 (4,1) 1 (1,1,1,1,1,1,1) 564
(3,2) 2 81(7,1) 1
(3,1,1) 2 (6,2) 7
(2,2,1) 4 (6,1,1) 7
(2,1,1,1) 3 (5,3) 51
(1,1,1,1,1) 2 (5,2,1) 624

6| (51) 1 (5,1,1,1) 370
(4,2) 4 (4,4) 156
(4,1,1) 4 (4,3,1) 19041
(3,3) 7 (4,2,2) 112043
(3,2,1) 23 (4,2,1,1) 347263
(3,1,1,1) 16 (4,1,1,1,1) 93561
(2,2,2) 46 (3,3,2) 766 361
(2,2,1,1) 106 (3,3,1,1) 1211710
(2,1,1,1,1) 56 (3,2,2,1) 27 865 024
(1,1,1,1,1,1) 22 (3,2,1,1,1) 29632 348

7(6,1) 1 (3,1,1,1,1,1) 4735238
(5,2) 4 (2,2,2,2) 26 983 466
(5,1,1) 4 (2,2,2,1,1) 171710120
(4,3) 16 (2,2,1,1,1,1) 137000 435
(4,2,1) 92 (2,1,1,1,1,1,1) 29163 047
(4,1,1,1) 56 (1,1,1,1,1,1,1,1) 1676267
(3,3,1) 226

Tablica 2: Broj klasa izotopije frekvencijskih kvadrata.

Propozicije 1.28, pa zaklju¢ujemo da Algoritam 1.27 zaista definira skup
predstavnika za frekvencijske kvadrate u F'(n; A).

Na ovaj nacin klasificirali smo frekvencijske kvadrate reda 7 i 8, osim za
frekvencijske vektore A = (2,2,2,2), (2,2,2,1,1), (2,2,1,1,1,1), (2,1,1,1,
1,1,1)i(1,1,1,1,1,1,1,1). Rezultati su navedeni u Tablici 2. Algoritam 1.27
implementiran je programima fsexpand.c (proirivanje reduciranih frekven-
cijskih pravokutnika jednim retkom) i isofilter.c (filtriranje izotopnih
pravokutnika). U zavr$nih nekoliko koraka obicno je efikasnije zanemariti
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filtriranje, jer se prosirivanjem jednim retkom dobiva vise pravokutnika nego
prosirivanjem do kraja. Kod klasifikacije kvadrata reda 8 za pojedine frekven-
cijske vektore filtrirali smo do 5. retka, zatim smo 5x8 pravokutnike prosirivali
do reduciranih frekvencijskih kvadrata i na kraju eliminirali izotopne (koristen
je program fscomplete.c).

Za spomenute frekvencijske vektore reda 8 nije bilo moguce provesti klasi-
fikaciju klasi¢cnim algoritmom. Broj neizotopnih frekvencijskih pravokutnika
koje treba filtrirati prevelik je za pamcenje u radnoj memoriji ra¢unala, a pre-
lazak na vanjsku memoriju previse usporava algoritam. U tim slucajevima
klasifikaciju provodimo Read-Faradzevljevim algoritmom uz kanonsko pre-
slikavanje ¢ : X — X, ¢(A) = min{gA|g € G}. Dakle, ¢(A) je minimalni
frekvencijski pravokutnik izotopan pravokutniku A obzirom na leksikografski
uredaj [55, Definicija 3.7]. Minimalni predstavnici su reducirani, pa za Algo-
ritam 1.31 mozemo uzeti Yy = f(k,n; A) (tj. ograniciti klasifikaciju na redu-
cirane frekvencijske pravokutnike). O¢ito je ispunjen Aksiom 4, a u iducoj
lemi provjeravamo Aksiom 3.

Lema 1.40 Ako je A € F(k,n;\) kanonski frekvencijski pravokutnik (naj-
mangi od svih pravokutnika izotopnih s A), onda je pravokutnik p(A) €
F(k —1,n;\) takoder kanonski.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji izotopija g € G takva da je
gp(A) < p(A). Provjerili smo Aksiom 2, prema kojem postoji izotopijag € G
takva da je gp(A) = p(gA). Slijedi p(gA) < p(A), a zbog leksikografskog
usporedivanja matrica iz toga slijedi gA < A. Dobili smo kontradikciju s
pretpostavkom da je A minimalni element klase izotopije kojoj pripada.

Algoritam 1.31 u ovom je kontekstu implementiran programom fsorderly.
Racunanje minimalnih predstavnika klasa izotopije realizirano je tako da se
za svaku permutaciju simbola koja cuva frekvencijski vektor pomocu [55,
Algoritam 3.10] odreduje minimalni predstavnik dobiven permutiranjem re-
daka i stupaca, te se bira najmanji medu njima. To bi se vjerojatno moglo
realizirati znatno efikasnije, ali program je dovoljno brz za klasifikaciju svih
frekvencijskih kvadrata reda n < 8 osim za frekvencijski vektor A = (1,1,1,1,
1,1,1,1). Rezultati se slazu u sluc¢ajevima koji su prethodno klasificirani
klasiénim algoritmom i navedeni su u Tablici 2.

Program fsorderly.c najsporiji je za latinske kvadrate, jer kod racunanja
minimalnih predstavnika provjerava n! permutacija simbola. Latinski kva-
drati reda 8 Kklasificirani su u [53] klasicnim algoritmom. Medutim, nije
koristena varijanta A.Sadea [89], u kojoj se klasifikacija ogranicava na re-
ducirane kvadrate, nego varijanta J.W.Browna [20], u kojoj se razmatraju
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samo latinski kvadrati ¢ija se gornja polovica sastoji od parnih permutacija.
U nasim oznakama, uzima se Yy, = {A € L(k,n)| prvih 2] redaka od A su
parne permutacije} i primjenjuje Algoritam 1.27. Ponovili smo klasifikaciju
na taj nac¢in i dobili isti broj predstavnika kao u [53]. Za prosirivanje latinskih
pravokutnika parnim ili neparnim recima koriSten je program lsexpand.c.

Kvazigrupa s jedinicom naziva se petlja [100]. Kona¢nim petljama odgo-
varaju latinski kvadrati koji imaju redak i stupac s elementima u prirodnom
poretku (ne nuzno prvi, kao kod reduciranih latinskih kvadrata).

Definicija 1.41 Za latinski kvadrat A = [a;j] € L(n) kaZemo da je petlja
ako postogi indeks i takav da je a;; = aj; = j, za svaki j = 1,...,n. Indeks i
zovemo jedinica petlje.

Skup svih petlji reda n ozna¢avamo P(n). Izotop petlje ne mora biti petlja,
ali svojstvo postojanja jedinice cuva se pod djelovanjem grupe izomorfizama.
Tocnije, simetricna grupa S,, djeluje na skup P(n) na sljede¢i nacin: pA =
[p(ap-13)o-1()) ], za ¢ € Sp, A = [a;;] € P(n). Neizomorfne petlje reda 6
prebrojane su u [21], a reda 7 u [17]. Broj neizomorfnih petlji reda n < 6
takoder je naveden u [26, Tablica 4.3.2] i [24, Tablica I1.1.6]. Koriste¢i skup
predstavnika klasa izotopije prebrojili smo neizomorfne petlje reda 8.

Poznato je da su latinski kvadrati A, B izotopni ako i samo ako je A
izomorfan glavnom izotopu od B [100, Teorem 2.1.9] (glavne izotopije su
permutacije redaka i stupaca). Prema tome, svaki latinski kvadrat izomorfan
je glavnom izotopu nekog kvadrata iz skupa predstavnika klasa izotopije, a
svaka petlja glavnom izotopu koji je i sam petlja. U idu¢oj propoziciji do-
kazujemo da medu glavnim izotopima latinskog kvadrata reda n ima najvise
n? petlji.

Propozicija 1.42 Neka je A latinski kvadrat redan. Glavni izotop (p, 1, id)A
je petlja toéno za n* parova (p,1) € S, X Sy.

Dokaz. Ozna¢imo retke matrice A sa A(1),..., A(n), a stupce sa A7(1),...
A™(n). Ako retke i stupce promatramo kao permutacije i kompoziciju per-
mutacija oznacavamo o, mozemo pisati

A7 (1) oy~ AT(¥7H (1)) o7t
Alp™H(n)) oy AT (W7 (n)) o

Vidimo da je (¢, ,id)A petlja ako i samo ako je ¢ = A(i), ¢ = A™(j) za
neke 7,7 =1,...,n.

T

O
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n |1]2]3[4|5] 6 7 8
Br.|1|1]1]2]|6|109 |23746 | 106228849

Tablica 3: Broj neizomorfnih petlji reda n.

Petlje prebrojavamo tako da za svaki predstavnik klasa izotopije generi-
ramo glavne izotope koji su petlje, prebrojimo koliko medu njima ima ne-
izomorfnih i sumiramo dobivene brojeve. Pritom treba pamtiti najvise n?
predstavnika, jer latinski kvadrati koji nisu izotopni ne mogu biti izomorfni.
Algoritam je realiziran programom loopcount.c, a rezultati prebrojavanja
navedeni su u Tablici 3 (provjerili smo i brojeve za n < 8).

Na pocetku cjeline naveli smo greske u literaturi kod klasifikacije latinskih
kvadrata, koje pokazuju tezinu problema. Obzirom na slozenost koristenih
programa i dugotrajno izvodenje na racunalima, opravdano je pitanje o
tocnosti dobivenih rezultata. Ideju za provjeru preuzimamo iz [53]. U
iduc¢oj smo cjelini prebrojili sve reducirane frekvencijske kvadrate reda n < 8
(Tablica 5). Takoder koristimo ra¢unala, ali prebrojavamo pomoc¢u bitno
jednostavnijeg backtracking algoritma. Ukupan broj frekvencijskih kvadrata
mozemo izracunati iz broja reduciranih kvadrata (Propozicija 1.43), a mozemo
ga takoder izracunati pomocu skupa predstavnika klasa izotopije i usporediti
rezultate.

Neka je S skup predstavnika pri djelovanju grupe izotopija G,, = S,, X .S, X
K na skup frekvencijskih kvadrata F'(n; \). Ako je G, A orbita frekvencijskog
kvadrata A, a Aut A grupa autotopija, vrijedi |G,| = |G,A| - | Aut A| ([55
Propozicija 1.18]). Iz toga slijedi | F'(n; )| = |Gn|-D_ 4cq m. Sjetimo se da
je K podgrupa permutacija simbola koje ostavljaju vektor A invarijantnim.

Ako medu brojevima Ay, ..., A, ima m razli¢itih, koji se javljaju s frekven-
cijama $i,...,Sny, onda je |K| = s!---s,!. Primjenom Propozicije 1.43
dobivamo

n n—1
— |
<)\1,...,)\s> ()\1—1,)\2,...,/\s>|f(n NI = () SmZ|AutA|

Pomoc¢u programa fsaut.c izracunali smo redove grupa autotopija pred-
stavnika frekvencijskih kvadrata. Koriste¢i gornju formulu u Mathematica
biljeznici provjera.nb usporedujemo rezultate klasifikacije i prebrojavanja
frekvencijskih kvadrata reda 6, 7 i 8. Rezultati se u cijelosti slazu, a tablice
iz biljeznice provjera.nb takoder navodimo u Dodatku.
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1.6 Prebrojavanje frekvencijskih kvadrata

Prebrojavanje latinskih i, opéenitije, frekvencijskih kvadrata spada u vrlo
teske probleme enumerativne kombinatorike. Objavljeno je nekoliko formula
za broj latinskih kvadrata reda n, od kojih je mozda najjednostavnija [91]
(kompliciranije formule dane su u [38] i [79]). Te formule uklju¢uju sume
kojima broj ¢lanova raste hipereksponencijalno s n i izraze kao sto je per-
manenta, za koje nisu poznate efikasne metode izracunavanja. Zato ih nije
moguce evaluirati ve¢ za vrlo male vrijednosti od n. Tocan broj latinskih
kvadrata poznat je za n < 10, a vrijednosti su dobivene direktnim prebro-
javanjem reduciranih latinskih kvadrata. U iducoj propoziciji dana je veza
ukupnog broja frekvencijskih kvadrata i broja reduciranih frekvencijskih kva-
drata.

Propozicija 1.43

n n—1
F(ms A, .., \)| = AL A
[ E(mi A5 A ()\1,...,)\5) ()\1—1,)\2,...,)\8) 75 A, A

Dokaz. L.J.Brant, G.L.Mullen [18], Teorem 2.
u

Za latinske kvadrate dobiva se poznata formula |L(n)| = n!(n — 1)! |¢(n)].
U Tablici 4 navedeni su brojevi reduciranih latinskih kvadrata za n < 10 s
pripadnim referencama. Starije reference preuzete su iz [26].

Broj reduciranih frekvencijskih kvadrata reda n < 6 odredili su L.J.Brant
i G.L.Mullen [18]. U ovoj disertaciji prebrojili smo reducirane frekvencijske
kvadrate reda 7 i 8 pomoc¢u jednostavnog backtracking programa reduced. c.
Rezultate navodimo u Tablici 5.

n [¢(n)| Referenca

1 1

2 1

3 1

4 4

5 56 L.Euler [32], 1779.

6 9408 M.Frolov [35], 1890.

7 16942 080 A.Sade [88], 1948.

8 535281401 856 M.B.Wells [101], 1967.

9 377597570964 258 816 | S.E.Bammel, J.Rothstein [4], 1975.
10 | 7580721483160 132811489280 | B.D.McKay, E.Rogoyski [72], 1995.

Tablica 4: Broj reduciranih latinskih kvadrata.
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n A [f(n; )] A |f(n; \)]

3 (2,1 1 (3,2,2) 1582740
(1,1,1) 1 (3,2,1,1) 3442 464

11(3,1) 2 (3,1,1,1,1) 2 586 432
(2,2) 5 (2,2,2,1) 19969 380
(2,1,1) 3 (2,2,1,1,1) 14998 608
(1,1,1,1) 4 (2,1,1,1,1,1) 11270400

51 (4,1) 6 (1,1,1,1,1,1,1) 16 942 080
(3,2) 34 (7.1 720
(3,1,1) 22 (6,2) 318930
(2,2,1) 72 (6,1,1) 254 280
(2,1,1,1) 46 (5,3) 12 268 464
(1,1,1,1,1) 56 (5,2,1) 50377968

61 (5,1) 21 (5,1,1,1) 40171008
(4,2) 453 (4,4) 47740325
(4,1,1) 318 (4,3,1) 771 067 692
(3,3) 1486 (4,2,2) 3971210355
(3,2,1) 3028 (4,2,1,1) 3166707276
(3,1,1,1) 2128 (4,1,1,1,1) 2525 457 024
(2,2,2) 13185 (3,3,2) 20826 177 696
(2,2,1,1) 9282 (3,3,1,1) 16 608 228 480
(2,1,1,1,1) 6552 (3,2,2,1) 85538 838 240
(1,1,1,1,1,1) 9408 (3,2,1,1,1) 68 220 465 792

71(6,1) 120 (3,1,1,1,1,1) 54413 316 096
(5,2) 9876 (2,2,2,2) 660892 740 516
(5,1,1) 7416 (2,2,2,1,1) 527062 142 160
(4,3) 08 484 (2,2,1,1,1,1) 420413 623 488
(4,2,1) 285948 (2,1,1,1,1,1,1) | 335390189568
(4,1,1,1) 214752 (1,1,1,1,1,1,1,1) | 535281401856
(3,3,1) 1185336

Tablica 5: Broj reduciranih frekvencijskih kvadrata.

Prebrojavanje reduciranih latinskih kvadrata reda 7 traje na procesoru
od 1.5 GHz otprilike jednu minutu. Brzina prebrojavanja je oko 280000
kvadrata u sekundi i dovoljna je za prebrojavanje svih frekvencijskih kva-
drata reda 7 i nekih reda 8. Za pojedine frekvencijske kvadrate reda 8
bila je potrebna paralelna verzija programa (reduced-m.c i reduced-s.c),
razvijena u sklopu sustava za distribuirano paralelno ra¢unanje PVM [37]
(http://www.csm.ornl.gov/pvm/pvm_home.html). Programi su izvodeni
na racunalima Laboratorija za napredno racunanje PMF-MO. Koristeno je
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oko 20 procesora i postignute su brzine prebrojavanja do 6000000 kvadrata
u sekundi.

Zbog jednostavnosti koristenih programa uvjereni smo da su vrijednosti u
Tablici 5 tocne. Brojevi latinskih kvadrata reda 7 i 8 slazu se s vrijednostima
u literaturi (Tablica 4), a moguée je dodatno provjeriti i neke druge brojeve
iz Tablice 5. U [72] prebrojani su reducirani latinski pravokutnici za k < n <
10. Te brojeve moguce je usporediti s brojem nekih frekvencijskih kvadrata
odgovarajuceg reda.

Propozicija 1.44 (n — k)!|L(k,n)| = n! (n — 1)!|(k,n)|

Dokaz. B.D.McKay, E.Rogoyski [72].

O
Propozicija 1.45 |F(n;n —k,1,...,1)| = |L(k,n)|
Dokaz. J.Dénes, G.L.Mullen [28].

O
Korolar 1.46 |f(n;n—k,1,...,1)|=(n—k—1)!|{(k,n)|
Dokaz. Slijedi iz Propozicija 1.43, 1.44 i 1.45.

U

Pomoéu Korolara 1.46 i brojeva u Tablici 5 dobivamo |¢(k,7)| = 309, 35792,
1293216, 11270400, 16942080 za k = 2,...,6 i |{(k,8)] = 2119, 1673792,
420909504, 27206658048, 335390189568, 535281401856 za k = 2,...,7. To
se slaze s brojevima objavljenim u [72].

Na temelju brojeva u Tablici 5 otkrivena je greska u clanku [18]. Frekven-
cijske vektore kojima su komponente sortirane silazno usporedujemo leksi-
kografski. Tocnije, neka su A, X vektori za koje je Ay + ...+ Ay = \| +
A =0, > 0> A1 A > 000 > AL Kazemo da je A vedi od N
i piSemo A > X ako postoji indeks i za koji je \y = N[, ..., \iop = A,
Ai > AL Ako je A > XN ili A = X pisemo A > X. U [18, Teorem 3] tvrdi
se da je broj frekvencijskih kvadrata reda n padajuca funkcija frekvencij-
skog vektora, tj. [F(n;\)| < [F(n;)\)| za sve A > X. Protuprimjeri su
brojevi |F'(8;5,2,1)| = 888667355520 i |F'(8;5,1,1,1)] = 2834466324480,
koji su oba veéi od |F(8;4,4)] = 116963796250, te |F(8;4,1,1,1,1)] =
3563924952268800 > 2449158497049600 = |F'(8; 3, 3, 2)|.

U dokazu Teorema 3 u [18] definira se funkcija ¢ : F(n;N) — F(n;\)
i dokazuje da je surjekcija. Definicija te funkcije sadrzi gresku. Koristi se
sljededi pojam, iako se u [18] ne spominje eksplicitno.
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Definicija 1.47 Za frekvencijski kvadrat A € F(n; Ay, ..., As) ik € {1,...,s}
definiramo k-transverzalu kao skup od n elemenata matrice A, po jedan u
svakom retku i stupcu, koji svi sadrze broj k.

Jasno je da latinski kvadrati imaju jedinstvenu k-transverzalu za svaki k. U
frekvencijskim kvadratima takoder postoje k-transverzale za svaki k.

Propozicija 1.48 Neka je A = [a;;] € F(n; A1, ..., \s) frekvencijski kvadrat.
Za svaki k € {1,...,s} postoji k-transverzala u A.

Dokaz. Definiramo bipartitan graf s vrhovima Rq,..., R, i C4,...,C, u
kojem je R; C; brid ako i samo ako je a;; = k. Prema “teoremu o braku” [99,
str. 332] taj graf sadrzi savrseno sparivanje, koje nam daje k-transverzalu

u A.
O

Za razliku od latinskih kvadrata, frekvencijski kvadrati mogu imati vise od
jedne k-transverzale:

(1)1 2 1[1]2
1 2[1] 1]2 1
2[1]1 2 1[1]

U [18] se slika ¢(A) dobiva visestrukim izborom k-transverzale u A i za-
mjenom broja k na mjestima transverzale nekim drugim brojem. Za izbor
k-transverzale koristi se “greedy” algoritam. U prvom koraku bira se naj-
manyji indeks j; za koji je a1, = k, u drugom koraku najmanji j, # j; za koji
je az;, = k i tako dalje. Ako na taj nac¢in dodemo do n-tog retka, imat ¢emo

k-transverzalu {(1, j1), ..., (n, j,)}. Medutim, za neke frekvencijske kvadrate
ne moze se do¢i do n-tog retka bez vra¢anja unatrag. Na primjer, ako se trazi
1 2 2

2-transverzala u A = 2 | nakon izbora j; = 2, jo = 1 nije moguce
1

2 1
2 2
izabrati j3 # j1, J2-

Naravno, k-transverzala mogla bi se birati na neki drugi nacin, recimo
Ford-Fulkersonovim algoritmom primijenjenim na bipartitan graf iz dokaza
Propozicije 1.48 (s izvorom i ponorom spojenim na particije). Tada bi funk-
cija ¢ bila dobro definirana, ali ne bi bilo moguc¢e dokazati surjektivnost kao
u [18]. Primjeri pokazuju da ¢ nije surjekcija za svaki izbor frekvencijskih
vektora A > ).

Ova metoda ipak daje djelomi¢nu informaciju o medusobnom odnosu
brojeva frekvencijskih kvadrata istog reda. Kao posljedica Teorema 3 u [18] se
navodi da latinskih kvadrata ima vise od bilo koje druge vrste frekvencijskih
kvadrata istog reda (Korolar 4). To se moze dokazati pomocu ideja iz [18].

30



Propozicija 1.49 |L(n)| > |F(n; \)| za svaki frekvencijski vektor A.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo definiranjem surjekcije ¢ : L(n) — F(n;A).
Neka je A = (A1, ..., As). Prvo definiramo funkciju ¢ : N, — N, sa

N za1<s

"D(l){ min{j | M +...+ A\ —j>i—s}, zai>s.
Funkcija ¢ : L(n) — F(n; A) djeluje na latinski kvadrat A = [a;;] supstitu-
cijom simbola: ¢(A) = [p(a;;)]. Preostaje dokazati surjektivnost od ¢. Bilo
koji frekvencijski kvadrat B € F'(n; \) moze se pretvoriti u latinski kvadrat na
sljededi nacin. Neka je k = min{i|\; > 1}. Pronademo k-transverzalu u B i
na odgovaraju¢im mjestima zamijenimo broj k brojem s+ 1. Tako dobivamo
frekvencijski kvadrat iz skupa F(n; A, ..., A\x — 1,..., As,1). ViSestrukom
primjenom ove transformacije dobit ¢emo latinski kvadrat A sa svojstvom

»(A) = B.

O

1.7 Klasifikacija orbitnih matrica

Klasifikacija orbitnih matrica pomoéu Read-Faradzevljevog algoritma ob-
jasnjena je u magistarskom radu [55, Primjer 3.27]. Ovdje ponavljamo
opcenit opis radi uskladivanja oznaka. U magistarskom radu koristene su va-
rijante algoritma koje stablo pretrazuju po 8irini [55, Algoritam 3.19 i 3.22].
U disertaciji za klasifikaciju orbitnih matrica koristimo Algoritme 1.29 1 1.31,
koji stablo pretrazuju po dubini. Primjenu tih algoritama ilustriramo pri-
mjerima koje u drugom poglavlju koristimo za konstrukciju Steinerovih 2-
dizajna.

Neka su zadani dopustivi parametri blok dizajna v, r, b, k, A i marginalni
vektori v = (v1,...,Vm), B = (B1,...,0n). Objekti na [-tom nivou stabla
su parcijalne orbitne matrice sa [ redaka. Toc¢nije, skup X; sadrzi sve [ X n
matrice A = [a;;] nad NU {0} sa svojstvima:

(1) Oﬁamgﬁ], Zanggl,lg]gn,

(2) Zaij:r, zal<i<lI
j=1

!
(3) Zﬁaijék, zal<j<n;

= P
"y A, ako je i # i’ o

(4) Zﬁaijailj - { My, —1)+r, akojei=1"" al<iisl
]_1 ' (2 Y
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U [55, Primjer 3.27] dokazano je da skup X, sadrzi orbitne matrice u smislu
Definicije 1.11, tj. da za [ = m vrijedi jednakost u (3). Skup svih objekata
neka je unija X = Xy U ---U X,,, a funkcija p : X — X brisanje zadnjeg
retka matrice. Red matrice ord A je broj njezinih redaka.

Neka su H; = {0 € S (Vo) = vy i =1,...,1} i K = {0 € S, | By =
Bi,i=1,...,n} grupe permutacija koje ¢uvaju marginalne vektore. Direk-
tan produkt G; = H; x K djeluje na X; permutiranjem redaka i stupaca, a
G = Gy X ... x Gy, djeluje na cijeli skup X: (go,---,9m)A = goraa A. Pri
takvom djelovanju ¢uva se red objekata, tj. ispunjen je Aksiom 0.

Matrice usporedujemo leksikografski [55, Definicija 3.7]. Kanonsko presli-
kavanje ¢ : X — X definiramo sa ¢(A) = max{gA|g € G}. U magistarskom
radu [55, Propozicija 3.18] dokazano je da odbacivanjem zadnjeg retka ka-
nonske matrice dobivamo matricu koja je takoder kanonska. Dakle, vrijedi
Aksiom 3.

Cesto unaprijed mozemo reéi kako izgleda prvih nekoliko redaka i stupaca
kanonske orbitne matrice. Tada ogranicavamo klasifikaciju samo na matrice
tog oblika. Tocnije, uzimamo neki podskup Y,, C X,, koji sadrzi sve kanon-
ske matrice, definiramo Y; = p™*(Y,,) i koristimo Algoritam 1.31 umjesto
Algoritma 1.29. Za takav izbor podskupova Y; o¢ito je ispunjen Aksiom 4.

Algoritmi 1.29 i 1.31 implementirani su programom orbmat.c. Program
na ulazu uzima datoteku koja sadrzi parametre v, k, A, dimenzije orbitnih
matrica m, n, marginalne vektore (v1,...,vp), (01, ..., Bn) i eventualno prvih
nekoliko redaka i/ili stupaca kanonske orbitne matrice. Na izlazu ispisuje
sve takve orbitne matrice. Ogranic¢enje programa je da marginalni vektori
moraju biti konstantni iznad nepoznatog dijela orbitne matrice. Razlozi za
ogranic¢enje su tehnicki i ono bi se moglo ukloniti.

Primjer 1.50 U Teoremu 2.9 konstruirani su svi S(2,4, 28) dizajni s auto-
morfizmom reda 7. Orbitne matrice su dimenzija 4 X 9, a marginalni vektori
suv = (7,7,7,7)1 6 =(7,7,7,7,7,7,7,7,7). Ulazna datoteka za program
orbmat. c izgleda ovako:

28 41
49

TTTT
TTTTTTTTT
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Upitnik na kraju znac¢i da ne zadajemo unaprijed oblik kanonskih orbit-

nih matrica, tj. koristimo Algoritam 1.29. Ime ulazne datoteke zadaje se u

komandnoj liniji kod poziva programa orbmat.c.

matrica:

Program ispisuje sedam

49

TTTT

TTTTTTTTT

222111000
210100221
010221102
002012121

222111000
210100221
010122201
002111022

222111000
210100221
011021202
001212021

222111000
200111220
020111202
002111022

311111100

121100022
011022120
001211202

311111100

121100022
011031111
001202211

311111100
111110031
021112002
6001111311
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Zakljucujemo da do na izomorfizam postoji tocno sedam orbitnih matrica
ove vrste.

Primjer 1.51 U Teoremu 2.10 konstruirani su svi S(2, 4, 28) dizajni s auto-
morfizmom reda 3. Javlja se pet vrsta orbitnih matrica, za koje navodimo
kanonski oblik:

(a)’g:()

rs 33 000000000O0O0O0O0O0O0O0O0O0DQO0T7

100 - - o o e

100

100

010

010

010

001

001

LO O 1 . ]
(a)ag:3

rit 113300000O00O0OO0O0O0D0O0OO0O0O0O0O0I]7
1000 0 - « « o v
01000

00100

00010

00010

00010

00O0O0T1

00O0O0OT1

LO O OO0 1 . i
(a),g=6
ri1111130000000O00O0O0O0O0O0O0O0O0O0T]7
1000000 - « - « « oo
0100O0O0O0O0

00100O0O

0001000

000O0O1O00O0

000O0O0T1D0O0

000O0OO0O0OT1

000O0O0OO0T1

LOOO0OO0OO0O0T1 . i
(a)’g:9
ri1111111100000000O0O0O0O0O0O0O0DO0OO0DQO0HT7
10000000 0 - « « « o o v
01 00O0O0OO0OO0ODO0

0010O0O0O0O0OO0

00010O0O0O0OO0

000O0O1O0O0O0OO0

000O0OO0O1O0O00O0

0000O0OO0O1O0O0

000O0O0OOT1DO0

LOOOOOOOO0T1 . ]
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=

1110000003300000000000000O0O0
1001100000033 0000000O0O0OO0OO0ODO0OO0O
1000011000000330000000000O0O
1000000110000003300000000O0O0
0100000 0 0 - - « « « o v e oL
0010000 0 0 - - « « « o v v
000100000 - - - - « « e
0000100 0 0 - - « « « o v v v e
0000010 0 0 « « « « « « o« e
000000 1 0 0 - - « « « o v v v v
000000 0 1 0 - - « « « o v v v v
0000000 0 1 - - « « « o v v v oo

Klasifikaciju provodimo Algoritmom 1.31. Za skup Y;, uzimamo sve orbitne
matrice zadanog oblika i stavljamo Y; = p™~¢(Y,,). Oblik matrica zadaje se
u ulaznoj datoteci programa orbmat.c. Na primjer, u slucaju (a), g = 0
ulazna datoteka izgleda ovako:

28 41

10 21

3
3

w w
w w

333333
333333

w

33333333333

000000000000O0O0O0O00O0OO
?

O OO, B Pk OO O W

3
0
0
0
0
0
0
1
1
1

O O OO OO K P KPP, W

U tom slucaju klasifikacija na procesoru od 1.5 GHz traje oko 15 minuta i do-
bivamo 13083 orbitnih matricama. U ostalim slucajevima klasifikacija traje
krace i dobivamo redom 9017, 267, 11 i 29 orbitnih matrica. U sluc¢aju (a),
g = 9 nefiksni dio orbitne matrice je incidencijska matrica (9,4, 3) blok di-
zajna. Broj pronadenih orbitnih matrica (11) odgovara broju (9, 4, 3) dizajna
u [24, Tablica 1.1.28].

Primjer 1.52 Svi 5(2,4,28) dizajni s automorfizmom reda 2 konstruirani

su u Teoremu 2.11. Takoder imamo pet vrsta orbitnih matrica, sljedeceg
kanonskog oblika:
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(b)
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Za ove matrice racunanje kanonskih predstavnika je sporije nego u prethod-
nim primjerima. Razlog je osim veli¢ine to Sto matrice u nepoznatom dijelu
sadrze isklju¢ivo nule i jedinice. Za klasifikaciju je potroseno oko mjesec dana
procesorskog vremena i dobiveno je redom 52281, 58538, 3513, 288351 16259

orbitnih matrica.

Primjer 1.53 U Teoremu 2.28 konstruirani su svi S(2, 5,45) dizajni s auto-

morfizmom reda 5. Imamo ¢etiri vrste orbitnih matrica, sljede¢eg kanonskog

oblika:

rrooo111111111100000000 017
01001111100000111110000

O—=H O OO OO
— O OO0 O OO
SO OO O OO
[=NeoloNoeloNo)

1.
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2.

3.

4.

U trec¢em slucaju nefiksni dio orbitne matrice je incidencijska ma-

trica (9,5,5) blok dizajna, komplementarnog (9,4, 3) blok dizajnu. Ponovo
smo dobili o¢ekivan broj matrica, jednak broju (9,4, 3) dizajna u [24, Tab-

matrica. U prvom slucaju klasifikacija na procesoru od 1.5 GHz traje oko
lica 1.1.28].

Pomocéu programa orbmat.c dobili smo redom 574985, 1, 11 i 1 orbitnih

38 sati.

Program orbmat.c koristimo i u dokazima drugih teorema i propozicija

u drugom poglavlju.
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2 Kilasifikacija uz dodatne pretpostavke

2.1 Steinerovi 2-dizajni i njihovi automorfizmi

Istaknutu klasu 2-dizajna ¢ine oni s parametrom A = 1. Takvi dizajni
nazivaju se Steinerovim, a parametri se umjesto (v, k, 1) obi¢no zapisuju u
obliku S(2,k,v). Ime je donekle nepravedno vezano uz Svicarskog geome-
tricara Jacoba Steinera, jer ih je prije njega proucavao engleski matematicar
Thomas P. Kirkman. On je 1847. u [51] rijesio problem egzistencije “Steine-
rovih” sistema trojki S(2, 3, v): nuzdan i dovoljan uvjet jev = 1ili 3 (mod 6).
Sest godina nakon Kirkmana, Steiner je u [96] samo postavio pitanje o
postojanju S(2,3,v) dizajna (ne znajuéi za Kirkmanov rad).

Dizajni ponovo postaju aktualni sredinom 20. stoljeca, zbog primjena u
statistici i planiranju eksperimenata. H.Hanani [40] je 1961. kombinacijom
rekurzivnih i direktnih konstrukcija dokazao da su nuzni uvjeti ujedno do-
voljni za k = 4, a kasnije u [41] i za k = 5. Tocnije, 5(2,4,v) dizajni
postoje ako i samo ako je v = 1ili 4 (mod 12), a S(2,5,v) dizajni ako i samo
ako je v =11li 5 (mod 20). Za k = 6 tvrdnja ne vrijedi: S(2,6,36) di-
zajn (afina ravnina reda 6) ne postoji iako v = 36 zadovoljava nuzdan uvjet
v=11li 6 (mod 15).

Jedan od najvaznijih rezultata na ovom podrucju je R.M.Wilsonov [102],
prema kojem su za ¢vrsti k nuzni uvjeti ujedno “asimptoticki dovoljni”.
Tocnije, za svaki k postoji v takav da S(2, k, v) dizajni postoje za sve v > vy
koji zadovoljavaju nuzne uvjete. Dokaz nazalost nije konstruktivan, a spo-
menuti vy raste hipereksponencijalno kao funkcija od k [22].

Konstruktivni dokazi egzistencije zasnivaju se, slicno kao u Hananije-
vim radovima, na rekurzivnim konstrukcijama i dovoljnom broju malih di-
zajna. Na primjer, Wilsonov teorem prema ocjeni u [22| garantira egzis-
tenciju S(2,6,v) dizajna tek za v > exp(exp(63°)), ali u ovom trenutku
upitne su samo 32 dopustive vrijednosti v, od kojih je najveca 801. Naj-
noviji rezultati nalaze se na web stranici knjige Handbook of combinato-
rial designs [24] (http://www.emba.uvm.edu/"dinitz/newresults.html),
a opsezan pregled rezultata o S(2, 6,v) dizajnima dan je u [75]. Zbog ovakvog
stanja teorije proizlazi vaznost direktnih konstrukcija Steinerovih 2-dizajna
za zadane parametre.

Potpuna klasifikacija moguca je samo za vrlo male parametre. Najbolje
su proucene projektivne i afine ravnine, S(2,n + 1,n?> +n+ 1) i S(2,n,n?).
Klasificirane su za n < 10, a poznat je i jedini netrivijalni uvjet na parametre,
Bruck-Ryserov teorem (ako postoji ravnina reda n = 1ili 2 (mod 4), onda se
n moze prikazati kao zbroj dva kvadrata). Vise o klasifikaciji projektivnih i
afinih ravnina moze se procitati u diplomskom radu [54]. Toc¢an broj ostalih
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Parametri Broj Referenca

5(2,3,13) 2

S(2,3,15) 80 R.Mathon i dr. [68], 1983.
S(2,4,25) 18 E.Spence [94], 1996.
S(2,6,46) 0 S.K.Houghten i dr. [43], 2001.
5(2,3,19) | 11084874829 | P.Kaski, P.R.J.Ostergard [49], 2003.

Tablica 6: Broj Steinerovih 2-dizajna do na izomorfizam.

Steinerovih 2-dizajna poznat je samo za nekoliko parametara, navedenih u
Tablici 6.

[zuzevsi Bruck-Ryserov teorem, potpuna klasifikacija danas je jedini po-
znati nacin za dokazati nepostojanje Steinerovog 2-dizajna s dopustivim
parametrima (kao u [43]). Medutim, ako dizajni postoje Cesto je mogucée
konstruirati odreden broj primjera i bez potpune klasifikacije. Algoritamske
tehnike konstrukcije mogu se ugrubo podijeliti u dvije skupine. U prvoj se
postavlja dodatni zahtjev na dizajne koje trazimo (najcesée djelovanje neke
grupe automorfizama), pa se potpuno klasificiraju takvi dizajni. Sto je do-
datni zahtjevi jaci, smanjuje se broj moguénosti koje treba ispitati, ali se
moze dogoditi da trazeni dizajni ne postoje. Druga tehnika je ogranicavanje
prevelikog broja moguc¢nosti koje treba ispitati pseudoslucajnim izborom. U
ovom poglavlju bavimo se konstrukcijom Steinerovih 2-dizajna i TSC pro-
stora sa zadanom grupom automorfizama, a u idué¢em poglavlju koristimo
algoritme koji spadaju u drugu skupinu.

Metoda konstrukcije blok dizajna sa zadanom grupom automorfizama
intenzivno se koristi od 80-tih godina 20. stoljeca (rani poceci nalaze se u radu
R.C.Bosea [16] iz 1939.). Posljednji Steinerov 2-dizajn ¢ija je egzistencija
utvrdena na taj nacin nasli su Z.Janko i V.D.Tonchev [44], matematicari koji
su vjerojatno najzasluzniji za razvoj i sirenje metode. U [44] je konstruiran
S(2,7,175) dizajn na kojem djeluje grupa reda 4200.

U ovoj disertaciji ogranicavamo se na grupe prostog reda. Za njih je rela-
tivno lako utvrditi red i djelovanje na tocke i pravce dizajna, ali ra¢unalni dio
konstrukcije moze biti vrlo zahtjevan. Pretpostavimo da su zadani parametri
S(2,k,v). Zelimo vidjeti koji prosti brojevi mogu biti redovi automorfizama
dizajna s tim parametrima.

Lema 2.1 Ako S(2,k,v) dizajn ima pravi S(2,k,v") poddizajn, onda je
v > k(k? — 2k + 2).

Dokaz. Neka je P tocka koja ne pripada poddizajnu. Pravci kroz P sadrze
najvise jednu tocku poddizajna, pa je r > v'. Iz Fisherove nejednakosti
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primijenjene na poddizajn slijedi v > k* — k + 1 i time r > k% — k + 1.

Nejednakost dobivamo iz r = Zj

O

Lema 2.2 Neka je a automorfizam prostog reda p dizajna S(2,k,v). Ako je
v < k(k*—2k+2) ip > k—1, onda a nema fiksnih tocaka, ili ima jedinstvenu
fiksnu tocku, ili fiksira k tocaka nekog pravca.

Dokaz. Ako pravac sadrzi dvije fiksne tocke, sve tocke tog pravca su fiksne
(jer nefiksne tocke leze u orbitama duljine p > k —2). Kad bi imali tri neko-
linearne fiksne tocke, skup svih fiksnih tocaka ¢inio bi S(2, k,v’) poddizajn.
To nije moguce zbog Leme 2.1, pa su sve fiksne tocke automorfizma o ko-
linearne. Jasno je da ih ima 0, 1 ili k. 0

Pomoc¢u Leme 2.2 dobivamo odgovor na pitanje o prostim redovima auto-
morfizama Steinerovih 2-dizajna koji zadovoljavaju v < k(k? —2k+2). Osim
prostih brojeva manjih od k£ — 1, jedini kandidati su prosti faktori od v, v—1
iv—k. Kad znamo red i strukturu grupe automorfizama, treba ispitati na
koji na¢in ona djeluje na tocke i pravce dizajna. U sluc¢aju grupe prostog
reda p dovoljno je odrediti broj fiksnih tocaka i pravaca, jer ostale tocke
i pravci leze u orbitama duljine p. Broj fiksnih tocaka automorfizma reda
p > k — 1 slijedi iz Leme 2.2, a lako se odredi i broj fiksnih pravaca (kao u
dokazima Propozicija 2.6, 2.7 i 2.17). Medutim, Lema 2.2 ne odnosi se na
automorfizme reda p < k—1 (fiksne toc¢ke ne moraju biti kolinearne). U tom
slucaju broj fiksnih tocaka i pravaca i njihove incidencije mozemo odrediti
slicno kao u [55, Propozicija 5.32]. Rezultat se odnosi na automorfizme reda 3
dizajna S(2,5,41), a ovdje radi ilustracije tehnike dokazivanja promatramo
automorfizme reda 2.

Propozicija 2.3 Automorfizam reda 2 dizajna S(2,5,41) fiksira jedan od
sljedecih skupova tocaka i pravaca.

(a) Jedna tocka i deset pravaca kroz nju.
(b) Tri tocke na pravcu i jos devet pravaca kroz neke od fiksnih tocaka.

Dolaze w obzir tri rasporeda tih devet pravaca: 7+ 1+ 1, 54+3+1 14
3+3+3.

(c) Pet tocaka na praveu i jos devet pravaca kroz neke od fiksnih tocaka.
Dolaze u obzir dva rasporeda tih devet pravaca, 5+ 1+ 1+ 1+ 1 4
3+3+1+1+1.

(d) Devet tocaka i dvanaest pravaca koji éine afinu ravninu reda 3, te jos
dva pravca kroz jednu od fiksnih tocaka.
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(b)

A

s
0 @

Slika 1: Fiksne strukture automorfizma reda 2 dizajna S(2,5,41).

Dokaz. Oznacimo broj orbita duljine 2 na tockama i pravcima redom sa m
i n. Tada je broj fiksnih tocaka f = 41 — 2m, a broj fiksnih pravaca g =
82 — 2n. Neka je B; skup pravaca incidentnih s i fiksnih tocaka i b; = |B],
za i =0,...,5. Skupovi By i By oCito su prazni. Pravci u Bs i Bj su fiksni,
pravci u By nisu fiksni, a pravei u B; mogu biti jedno i drugo. Oznaéimo sa
B} skup svih fiksnih, a B} skup svih nefiksnih pravaca u By, te b} = |B]| i
b] = |B}|. Ukupan broj pravaca i broj fiksnih pravaca mozemo izraziti na
sljedec¢i nacin:

bo + by + b} + by + b5 = 82

b +bs+bs=9=82—2n
Praveci iz skupa B] sadrze dvije orbite tocaka duljine 2, a pravci iz B jednu.

2b/1 + b3 =1m

Iduce dvije jednadzbe dobivamo prebrojavanjem parova fiksnih tocaka i
parova nefiksnih tocaka.

3bs + 10bs = (g) = (20 — m)(41 — 2m)
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2m

) = miem 1)

Ovih pet jednadzbi imaju jedinstveno rjesenje za dane m i n:

10by + 6(8, + B) + b — (

by = 18m —8n

— 37
b, = —m(m2 ) +5n
b = —18m+ 10n
bs = m(38 —m)—10n
-39
by = 82+ % + 3n
Komponente rjesenja su nenegativne za sedam parova (m,n) € {1,...,20} x

{1,...,41}, navedenih u sljedecoj tablici.

Rbr.|m n by b b b3 bs| f g
1 20 36172 10 0 O O 1 10
2 19 36|54 9 18 1 0] 3 10
3 18 36136 9 36 0 1|5 10
4 17 35126 5 44 7 0| 7 12
5 16 35| 8 7 62 2 3|9 12
6 16 34|16 2 52 12 0|9 14
7 15 33,6 0 60 15 1|11 16

Prva tri retka tablice odgovaraju fiksnim strukturama (a), (b) i (c), a Sesti
redak strukturi (d). Cetvrti, peti i sedmi redak opisuju nemoguée fiksne
strukture. Struktura opisana petim retkom ima tri pravca iz skupa Bs. Za to
bi nam trebalo bar 12 fiksnih tocaka, a imamo f = 9. Preostaje eliminirati
cetvrti i sedmi redak tablice.

Primijetimo najprije da broj fiksnih pravaca kroz fiksnu tocku mora biti
paran, jer su nefiksni pravci grupirani u orbite duljine 2. Sedam tocaka i
sedam Bs-pravaca strukture opisane ¢etvrtim retkom ¢ine projektivnu rav-
ninu reda 2. U njoj su stupnjevi tocaka 3, pa bi morali imati bar jos jedan
fiksni pravac kroz svaku od sedam fiksnih tocaka. Medutim, u ¢etvrtom retku
imamo samo pet pravaca u B;. Konac¢no, sedmi redak opisuje linearni prostor
sa 11 tocaka i 16 pravaca, od kojih je jedan stupnja 5, a ostali su stupnja 3.
U Primjeru 1.33 utvrdeno je da postoji samo jedan takav linearni prostor,
koji ima 6 tocaka stupnja 5. Zato ne moze biti fiksna struktura involutornog
automorfizma S(2,5,41) dizajna (u sedmom retku tablice je b} = 0).

O
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Poznato je ukupno 15 dizajna S(2, 5,41), od kojih su 9 pronadeni u magi-
starskom radu [55, Teorem 5.33], a jedan u [56]. U njihovim grupama auto-
morfizama javljaju se involucije tipa (a), (b) i (¢). Pritom su Bj-pravci kod
tipa (b) uvijek rasporedeni na nacin 3 + 3 + 3, a kod tipa (c¢) na naéin
5+1+14+1+1.

Dokaz sljedece leme o involutornim automorfizmima S(2,4,v) dizajna
slican je prvom dijelu dokaza Propozicije 2.3.

Lema 2.4 Neka je o automorfizam reda 2 dizajna s parametrima S(2,4,v).
Oznacimo sa f i g broj tocaka i pravaca koje « fiksira, a sa m in broj orbita
duljine 2 na tockama i pravcima. Neka je b; broj pravaca koji sadrZe toéno 1
fiksnih tocaka, a by i by broj fiksnih, odnosno nefiksnih pravaca koji ne sadrze
fiksnu tocku. Tada vrijedi:

f = v—2m by = 8n— %_4)
-1
g = —0(1)12 ) _ 2n by = m(v—m—2)—06n
- M +an by — 0
2m(v — 4) v(v—1) m(m—v+1)
/! _ _ —
by = — 3 6n ba B + 5 +n

Dokaz. Ocito je f = v — 2m, a druga jednakost slijedi iz b = U(Ul;l). Ako
pravac sadrzi tri fiksne tocke, Cetvrta tocka tog pravca takoder je fiksna.
Dakle, b3 = 0. Ostale velicine s lijeve strane zadovoljavaju sljedeéi sustav

jednadzbi:

bg+bg’+bl+bQ+b4ZbZ—U(Ulg1>
v(v—1)

12
2by + by =m
A\ (w—=2m)(v—2m—1)
2) 2

bg+6b4:(

2
6(by + by) +3b1 + by = ( ?) =m(2m —1)

Prve tri jednadzbe dobivamo izrazavanjem preko b;-ova ukupnog broja pra-
vaca, broja fiksnih pravaca i broja orbita duljine 2 na tockama. Iducée dvije
jednadzbe dobivamo dvostrukim prebrojavanjem parova fiksnih tocaka i pa-
rova nefiksnih tocaka. Formule za b)), bf, b1, by 1 by slijede rjesavanjem ovog

sustava jednadzbi. C
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Lemu 2.4 koristimo u dokazima Propozicija 2.8 i 2.18. Za zadani v lako
nalazimo parove (m,n) za koje su b;-ovi nenegativni cijeli brojevi. Tako
dobivamo sve mogucénosti za broj fiksnih tocaka i pravaca i njihove medusobne
incidencije.

2.2 Dizajni 5(2,4,28) s netrivijalnim automorfizmima

Dizajni S(2,4,28) pripadaju jednoj vaznoj familiji, unitalima. Prema
najopcenitijoj definiciji, unitali su Steinerovi 2-dizajni s parametrima oblika
S(2,q+1,¢*+1). Poznate su dvije beskonacne serije takvih dizajna. Klasi¢ni
(ili hermitski) unitali dobivaju se kao skup apsolutnih toc¢aka i neapsolutnih
pravaca unitarnog polariteta projektivne ravnine PG(2,¢%). Druga serija
dobiva se pomocu jednostavnih Reeovih grupa (vidjeti [66]). Na oba nacina
moguce je konstruirati S(2,4,28) dizajne, s punom grupom automorfizama
reda 12096 1 1512.

U ovoj cjelini konstruiramo sve S(2,4,28) dizajne s netrivijalnim auto-
morfizmima. Rezultati su ve¢ objavljeni u ¢lanku [58]. Prvo trebamo vidjeti
koji prosti brojevi mogu biti redovi automorfizama S(2, 4, 28) dizajna i odre-
diti fiksne strukture.

Propozicija 2.5 Ako S(2,4,28) dizajn ima automorfizam prostog reda p,
onda jep=2, 3 ili 7.

Dokaz. Slijedi iz Leme 2.2.
O

Propozicija 2.6 Automorfizam reda 7 dizajna S(2,4,28) nema fiksnih tocaka,
niti pravaca.

Dokaz. Ponovo koristimo Lemu 2.2. Fiksne tocke ne postoje jer v — 1 = 27
i v —k = 24 nisu djeljivi sa 7. Fiksni pravci morali bi sadrzati cetiri fiksne
tocke.

4

Propozicija 2.7 Automorfizam reda 3 dizajna S(2,4,28) fiksira jedan od
slgedecih skupova tocaka i pravaca.

(a) Jedna tocka i g pravaca kroz nju, za g =0, 3, 6 ili 9.

(b) Cetiri tocke na praveu i jos dva pravca kroz svaku od fiksnih tocaka.
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Dokaz. Kroz svaku fiksnu tocku ocito prolazi 0, 3, 6 ili 9 fiksnih pravaca.
Prema Lemi 2.2, automorfizam ima jedinstvenu fiksnu tocku, ili 4 fiksne
tocke na nekom pravcu ¢. Prvi slucaj opisan je pod (a). U drugom slucaju
kroz svaku od fiksnih tocaka prolazi fiksni pravac £ i prema tome bar jos dva
fiksna pravca. Osam fiksnih pravaca i £ pokrivaju svih 28 tocaka dizajna.
Zato kroz svaku od 4 fiksne tocke osim ¢ prolaze jos tocno dva fiksna pravca,

kao §to se tvrdi pod (b).
U

Propozicija 2.8 Automorfizam reda 2 dizajna S(2,4,28) fiksira jedan od
slyedecih skupova tocaka i pravaca.

(a) Sedam pravaca i f tocaka na jednom od njih, za f =0, 2 ili 4.

(b) Cetiri tocke u opéem polozaju (nikoje tri kolinearne), Sest spojnica fiks-
nih tocaka i jos tri pravca koji ne prolaze kroz fiksne tocke.

(c) Sest tocaka, od kojih su éetiri na praveu; devet spojnica po dvije fiksne
tocke i jos jedan pravac koji ne prolazi kroz fiksne tocke.

Fiksne strukture (b) i (¢) prikazane su na Slici 2.

(b) (c)

Slika 2: Fiksne strukture automorfizma reda 2 dizajna S(2,4, 28).

Dokaz. Osim oznaka iz Leme 2.4 koristimo B; za skup pravaca koji sadrze i
fiksnih tocaka, a B{ i Bj za skup fiksnih, odnosno nefiksnih pravaca iz By.
Uvrstavanjem v = 28 u Lemu 2.4 dobivamo sljedec¢e formule.
—25
by = —m(m2 ) 1 3n
by = 16m —6n

by = 8n—16m
by = m(26 —m)—6n

o7
by = 63+%+n
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Ovi brojevi su nenegativni za devet parova (m,n) € {1,...,14} x{1,...,31},
navedenih u tablici:

~

Rbr.|m n [b by b by by| f g
1 14 287 56 O O 0|0 7
2 13 28016 40 16 1 0|2 7
3 12 2806 24 32 0 1|4 7
4 |12 2713 30 24 6 0|4 9
5 11 261 20 32 9 1|6 11
6 11 274 14 40 3 2,6 9
7 10 26 3 4 48 4 4|8 11
8 10 2510 10 40 10 3 |8 13
9 9 240 0 48 9 6|10 15

Prva tri retka odgovaraju fiksnim strukturama (a), ¢etvrti redak strukturi (b),
a peti strukturi (c). Treba dokazati da ostali reci opisuju nemoguée konfigu-
racije. U Sestom retku imamo dva fiksna pravca sa po cetiri fiksne tocke. Oni
se sijeku najvise u jednoj tocki, pa bi trebali imati bar sedam fiksnih tocaka.
Medutim, u Ssestom retku je f = 6. Analogno, za tri ili viSe Bs-pravaca trebali
bi bar 9 fiksnih tocaka, a u sedmom i osmom retku imamo f = 8.

Na kraju razmotrimo incidencijsku strukturu sastavljenu od 10 fiksnih
tocaka i Sest B,-pravaca koja odgovara devetom retku tablice. Neka su stup-
njevi tocaka u toj strukturi r1,...,r9. Ukupan broj incidencija je 24, pa je
1+ ...+ 110 = 24. Prebrojimo trojke (P, ¢y, /s), gdje su ¢ i {5 dva pravca

kroz tocku P:
10 10
>(5)=-x5
2 2

i=1 i=1

Ova kvadratna funkcija uz uvjet m + ... + r1p = 24 poprima minimalnu
vrijednost 16.8 za r; = ... = rp = 2.4. Prema tome, imamo bar 17 trojki.
S druge strane, trojki ne moze biti vise od (g) = 15 jer se parovi pravaca
sijeku najvise u jednoj tocki. Time je dokazano da struktura opisana devetim

retkom tablice nije moguca.
O

Za konstrukciju dizajna sa zadanom grupom automorfizama koristimo
poznatu metodu, koja se sastoji od tri koraka:

1. potpuna klasifikacija orbitnih matrica,

2. indeksiranje (transformacija orbitnih matrica u incidencijske matrice
dizajna) i

3. provjera izomorfnosti dobivenih dizajna.
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U prvom koraku koristimo program orbmat.c, zasnovan na Algoritmu 1.31.
Za indeksiranje koristimo program index1.c, koji radi brze od verzije iz
magistarskog rada [55]. U tre¢em koraku koristimo incfilter.c, bez vecih
promjena u odnosu na verziju iz [55]. Metoda je detaljno opisana u petom
poglavlju magistarskog rada, a u dokazima iducih teorema ograni¢avamo se
na kratak opis provedenih racuna i pregled medurezultata.

Teorem 2.9 Postoji tocno 11 neizomorfnih S(2,4,28) dizajna s automorfiz-

mom reda 7.

Dokaz. Prema Propoziciji 2.6 automorfizam reda 7 sastoji se iskljucivo od cik-
lusa duljine 7. Odgovarajuce orbitne matrice klasificirane su u Primjeru 1.50.
Ima ih 7, od ¢ega je 5 moguce indeksirati (koristen je program index1.c).
Dobiva se ukupno 288 incidencijskih matrica S(2,4,28) dizajna, a filtrira-
njem (pomoc¢u programa incfilter.c) vidi se da medu njima ima 11 neizo-
morfnih.

O

A.E.Brouwer [19] navodi 8 kao broj S(2,4,28) dizajna s automorfizmom
reda 7. Usporedbom Tablice 7 s tablicom u [19, odjeljak C] zaklju¢ujemo da
je propustio dva dizajna s punom grupom automorfizama reda 21 i jednog s
punom grupom automorfizama reda 7.

Teorem 2.10 Postoji 1978 dizajna S(2,4,28) s automorfizmom reda 3.

Dokaz. Prema Propoziciji 2.7 imamo pet moguénosti za fiksne strukture
automorfizma reda 3. Fiksnim strukturama odgovaraju razli¢ite orbitne ma-
trice, klasificirane u Primjeru 1.51. Broj orbitnih matrica i neizomorfnih
dizajna dobivenih indeksiranjem dan je u sljedecoj tablici (koristeni su pro-
grami index1.c i incfilter.c).

Tip automorfizma | Broj orb. matrica | Broj dizajna
(a),g=0 13083 1635
(a),g=3 9017 297
(a), g =06 267 0
(a),g=9 11 8

(b) 29 43

Jedan dizajn moze imati vise automorfizama reda 3 s razlic¢itim fiksnim struk-
turama. Zato ukupan broj dizajna ne dobivamo zbrajanjem brojeva u zad-
njem stupcu tablice, nego je potrebno ponovo filtrirati sve konstruirane inci-

dencijske matrice. Medu njima ima ukupno 1978 neizomorfnih.
O
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Teorem 2.11 Postogi 2590 dizajna S(2,4,28) s automorfizmom reda 2.

Dokaz. Automorfizam reda 2 takoder dopusta 5 moguénosti za fiksne struk-
ture (Propozicija 2.8). Odgovarajuce orbitne matrice klasificirane su u Pri-
mjeru 1.52. Rezultati klasifikacije i indeksiranja sazeto su prikazani u tablici:

Tip automorfizma | Broj orb. matrica | Broj dizajna
(a), f=0 52281 121
(a), f=2 58538 226
(a), f=14 3513 788
(b) 28835 473
(c) 16259 1333

Ukupan broj dizajna s automorfizmom reda 2 utvrden je filtriranjem svih
konstruiranih incidencijskih matrica.

l

Teorem 2.12 Ukupan broj S(2,4,28) dizajna s netrivijalnom grupom auto-
morfizama je 4466.

Dokaz. Slijedi primjenom programa incfilter.c na dizajne konstruirane u

prethodna tri teorema.
O

U Tablici 7 dana je distribucija S(2,4,28) dizajna s netrivijalnim auto-
morfizmima prema redu pune grupe automorfizama. Ovdje se jo§s bavimo
poddizajnima konstruiranih S(2,4, 28) dizajna. U ¢lanku [58] osim toga raz-
matramo rjesivost i binarne kodove razapete incidencijskim vektorima pra-
vaca.

Propozicija 2.13 Pravi poddizajn S(2,4,28) dizajna ima parametre S(2, 3,v),
zav="T1li9.

|Aut| Br. diz. | |[Aut| Br. diz. | |[Aut| Br. diz. | |[Aut| Br. diz.
12096 1 48 12 18 1 6 60
1512 1 42 1 16 10 4 374
216 1 32 2 12 12 3 1849
192 2 27 1 9 18 2 2028
72 1 24 12 8 71
64 1 21 6 7 2

Tablica 7: Distribucija S(2,4,28) dizajna prema redu pune grupe automor-
fizama.
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Dokaz. Prema Lemi 2.1, dizajni S(2,4,28) ne mogu imati prave S(2,4,v)
poddizajne. Dolaze u obzir jedino S(2,3,v) poddizajni, za koje iz [55,
Lema 2.6] dobivamo ocjene v < 19 i v? — 28v + 189 > 0. Nejednakosti
zadovoljavaju tri dopustive vrijednosti, v = 7, 91 19. Preostaje dokazati da
S(2,3,19) poddizajni nisu mogudi. Za parametre S(2,4,28)1.5(2,3,19) broj
pravaca kroz danu tocku je r = 9. Zato svi pravci kroz neku tocku poddizajna
pripadaju poddizajnu i sadrze ukupno tri tocke poddizajna. Promotrimo li
pravce kroz tocku izvan poddizajna, dobivamo particiju tocaka poddizajna
na troclane podskupove. To nije moguce jer 19 nije djeljiv s 3.

O

Pomocu programa subsearch.c prebrojili smo koliko od 4466 konstrui-
ranih dizajna zaista ima poddizajne. To¢no 39 ima obje vrste poddizajna,
1511 ima samo S(2, 3, 7) poddizajne, a 89 samo S(2, 3,9) poddizajne. M.Mes-
zka i A.Rosa [74] bave se problemom ulaganja S(2,3,7) i S(2,3,9) dizajna
u S(2,4,v) dizajne. Koristeéi dizajne iz Teorema 2.12 (tocnije, iz [58, Te-
orem 3.4]) dokazali su da je u prvom slucaju ulaganje moguce za sve dopus-
tive v, a u drugom eventualno uz jedan izuzetak. Primjer za taj otvoreni
slucaj pronaden je u iducoj cjelini disertacije.

A.E.Brouwer [19] bavi se problemom ulaganja unitala S (2,4, 28) u projek-
tivne ravnine reda 9. Konstruirao je ukupno 138 primjera, od kojih se 12
ulazu (medu njima je, naravno, klasi¢ni S(2,4,28)). Problem su potpuno
rijesili T.Pentilla i G.F.Royle [82]. Pokazali su da ima ukupno 18 unitala u
projektivnim ravninama reda 9: dva u PG(2,9), ¢etiri u Hallovoj ravnini i
isto toliko u dualnoj, te osam u Hughesovoj ravnini reda 9. Svih 18 imaju
netrivijalne grupe automorfizama (redovi su navedeni u [82, Tablica 5]).

A Betten, D.Betten i V.D.Tonchev [12] konstruirali su 909 dizajna S(2, 4,
28) razmatrajudi pridruzene dualne kodove i njima definirane takticke dekom-
pozicije. Medu tim dizajnima 187 ima trivijalnu punu grupu automorfizama.
Zakljuéujemo da postoji barem 4653 neizomorfnih S(2, 4, 28) dizajna. Brou-
wer [19] je takoder nasao 26 primjera s trivijalnom grupom automorfizama,
ali nije jasno jesu li izomorfni onima iz [12]. Ukupan broj S(2, 4, 28) dizajna
bez ikakvih ogranic¢enja za sada je nepoznat.

2.3 Neki novi S(2,4,37) dizajni

U ovoj cjelini prouc¢avamo automorfizme S(2,4,37) dizajna i koristimo ih
za konstrukciju velikog broja novih primjera. Rezultati su takoder izlozeni
u [60]. Iduée tri propozicije slijede direktno iz Leme 2.2.

Propozicija 2.14 Ako S(2,4,37) dizajn ima automorfizam prostog reda p,
onda je p =2, 3, 11 li 37.
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Propozicija 2.15 Automorfizam reda 37 dizajna S(2,4,37) djeluje bez fiks-
nih tocaka i pravaca.

Propozicija 2.16 Automorfizam reda 11 dizajna S(2,4,37) fiksira cetiri
tocke na jedinstvenom fiksnom pravcu.

Fiksne strukture automorfizama reda 3 takoder mozemo odrediti pomoc¢u
Leme 2.2, a za automorfizme reda 2 koristimo Lemu 2.4.

Propozicija 2.17 Automorfizam reda 3 dizajna S(2,4,37) fiksira jedan od
sljedecih skupova tocaka i pravaca.

(a) Jedna tocka i g pravaca kroz nju, za g =0, 3, 6, 9 ili 12.
(b) Cetiri tocke na praveu i jos dva pravea kroz svaku od fiksnih tocaka.

(c) Cetiri tocke na praveu i jos pet pravaca kroz jednu od fiksnih tocaka, a
dva pravca kroz ostale fiksne tocke.

Dokaz. Broj fiksnih tocaka (1 ili 4) slijedi iz Leme 2.2. Broj fiksnih pravaca
kroz fiksnu tocku djeljiv je s 3, pa (a) opisuje sve fiksne strukture s jednom
fiksnom tockom. Iz istog razloga u drugom slucaju, kad imamo cetiri fiksne
tocke na fiksnom pravcu ¢, kroz svaku od tocaka prolaze bar jos dva fiksna
pravca. Jedanaest fiksnih pravaca i ¢ pokrivaju svih 37 tocaka. Zato su

strukturama (b) i (c¢) iscrpljene sve mogucénosti u drugom slucaju.
4

Propozicija 2.18 Automorfizam reda 2 dizajna S(2,4,37) fiksira jedan od
sljedecih skupova tocaka i pravaca.

(a) Jedna tocka i devet pravaca bez incidencija.

(b) Cetiri tocke na praveu i jos jedna tocka izvan tog pravca. Spojnice
fiksnih toc¢aka i dodatnih Sest pravaca bez incidencija.

(c) Pet tocaka u opéem poloZaju (nikoje tri kolinearne), deset spojnica fiks-
nih tocaka v jos tri pravca bez incidencija.

(d) Jedinstveni linearni prostor s 13 toc¢aka i 23 pravaca, od kojih su 11
incidentni s cetiri tocke, a preostalih 12 s dvije tocke.
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Slika 3: Fiksne strukture automorfizma reda 2 dizajna S(2,4, 37).

Fiksne strukture (b) i (c¢) prikazane su na Slici 3. Linearni prostor (d)
dobiva se od projektivne ravnine reda 3 tako da se dva pravca zamijene
dvoclanim podskupovima tocaka.

Dokaz. Koristimo iste oznake kao u dokazu Propozicije 2.8. UvrStavanjem
v =37 u Lemu 2.4 slijedi

— 34

by = 22m —6n

bl = 8n—22m

by = m(35—m)—6n
m(m — 36)

by = 111+T+n

Sedam parova (m,n) € {1,...,18} x{1,...,55} daju nenegativne vrijednosti
za b;-ove:

Rbr.|m n b b b by by | f g
1 18 5119 90 12 O O] 1 9
2 16 50| 6 52 48 4 1|5 11
3 16 4913 58 40 10 0| 5 13
4 14 49| 7 14 &8 0 6 ]9 13
5 14 48|14 20 76 6 5|9 15
6 14 47|11 26 68 12 4 | 9 17
7 12 4410 0 &8 12 11|13 23

Prva tri retka tablice odgovaraju fiksnim strukturama (a), (b) i (c). Strukture
opisane Cetvrtim, petim i Sestim retkom nisu mogucée. Imaju devet tocaka
(f =9), sto to je premalo za cetiri ili vise By-pravca (by > 4). Sedmi redak
odgovara linearnom prostoru (d). Jedinstvenost takvog linearnog prostora

utvrdena je u Primjeru 1.34.
O
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U knjizi Handbook of combinatorial designs [24, Tablica 1.1.28] navodi
se da su poznata tri S(2,4,37) dizajna. Daljnji primjeri konstruirani su u
radovima [34], [63] 1 [74]. Dva od tri primjera iz [24] su ciklicki, i to su
jedini S(2,4,37) dizajni s automorfizmom reda 37. Dobivaju se od sljedecih
diferencijskih familija u grupi Zs;:

Dy ={0,1,3,24} D, =1{0,4,9,15} D; ={0,7,17,25}
Dy ={0,1,3,24} D, ={0,4,26,32} D;={0,7,17,25}

Vise o diferencijskim familijama moze se procitati u cetvrtom poglavlju magi-
starskog rada [55].

M.Meszka i A.Rosa su u sklopu rada [74] klasificirali S(2,4,37) dizajne s
automorfizmom reda 11, ali o rezultatima ne navode nikakve detalje. Ovdje
ponavljamo klasifikaciju.

Teorem 2.19 Postoji 284 dizajna S(2,4,37) s automorfizmom reda 11.

Dokaz. 1z Propozicije 2.16 slijedi format orbitnih matrica i marginalni vektori
v=(1,1,1,1,11,11,11) i g = (1,11,...,11). Pomocu programa orbmat.c
ustanovili smo da postoji samo jedna takva orbitna matrica:

111 0 0 0 00O OO0 O
10 11 0 0 0 0 0 0 0 O
10 0 11 0 00 0 0 0 O
10 0 0 11 0 0 0 0 O O
01 1 1 1 3100 2 2
01 1 1 1 03120 2
o1 1 1 1 103 2 2 0]

Indeksiranjem i filtriranjem dobiva se 284 neizomorfnih S(2,4,37) dizajna.

Orbitnih matrica koje odgovaraju automorfizmima reda 2 i 3 ima previse
za potpunu klasifikaciju. Ograni¢avamo se na slucaj (a), ¢ = 12 iz Pro-
pozicije 2.17 i slucaj (d) iz Propozicije 2.18, koji su povezani sa (12,4,3) i
(12, 3,2) blok dizajnima.

Automorfizam reda 3 dizajna S(2,4,37) koji fiksira jednu tocku i sve
pravce kroz nju definira orbitnu matricu sljedec¢eg oblika:

Jia O3
I, M

Ovdje su 0,, i j, oznake za n-vektor popunjen nulama, odnosno jedinicama,
a I, je jedinicna matrica reda n. Koristeé¢i svojstva iz Definicije 1.11 moze
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se dokazati da je M incidencijska matrica (12,4, 3) blok dizajna, tj. 12 x 33
matrica nad {0, 1} koja zadovoljava M - M = 8 I15 + 3 J1o i M" - j1o = 4 j33
(Jn oznacava kvadratnu matricu reda n popunjenu jedinicama). Prema [24,
Tablica 1.1.28], postoji vise od 17 milijuna neizomorfnih (12,4,3) dizajna.
Tocan broj nije poznat, ali i to je previse za indeksiranje svih odgovarajucih
orbitnih matrica. Indeksirali smo manji broj orbitnih matrica, dobivenih na
nekoliko nacina.

Najprije smo promatrali orbitne matrice koje odgovaraju (12,4, 3) blok
dizajnima s nekim dodatnim svojstvima. L.B.Morales i C.Velarde [78] kla-
sificirali su rjesive (12,4,3) dizajne. Ima ih pet, a indeksirati je moguée
orbitne matrice dobivene od prva tri (prema numeraciji u [78]). Dobiva se
devet S(2,4,37) dizajna, od kojih jedan ima automorfizam reda 11 i veé je
konstruiran u Teoremu 2.19.

Prvi i peti rjesivi (12,4, 3) dizajn imaju automorfizam reda 3 bez fiksnih
tocaka i pravaca. Konstruirali smo sve takve blok dizajne i ispitali koji medu
njima generiraju Steinerove 2-dizajne S(2,4,37).

Propozicija 2.20 Postoji tocno 1197 blok dizajna (12,4, 3) koji imaju auto-
morfizam reda 3 bez fiksnih tocaka i pravaca.

Dokaz. Pomocu programa orbmat . c brzo se dobiva 11 orbitnih matrica. Sve
osim jedne moguce je indeksirati (koristen je program fpfindex.c). Nakon

filtriranja ostaje ukupno 1197 neizomorfinih dizajna.
O

Od 1197 orbitnih matrica koje odgovaraju blok dizajnima iz prethodne
propozicije, samo je 182 moguce indeksirati. Dobiva se 217 neizomorfnih
S(2,4,37) dizajna, od kojih su Sest veé¢ konstruirani (pomocéu prvog rjesivog
(12,4, 3) dizajna). Zanimljivo je da veéina konstruiranih dizajna (214 od 217)
ima punu grupu automorfizama reda 9 ili vise, iako pri indeksiranju nismo
uzimali u obzir automorfizme orbitnih matrica.

Na kraju smo pomocu programa tabubibd.c iz treceg poglavlja diser-
tacije konstruirali otprilike 500000 blok dizajna (12,4,3), pretezno s trivi-
jalnom punom grupom automorfizama. Oko 1700 odgovarajué¢ih orbitnih
matrica bilo je moguce indeksirati i dobili smo 1745 neizomorfnih S(2, 4, 37)
dizajna. Svi imaju punu grupu automorfizama reda 3 i nijedan nije izomorfan
prethodno konstruiranim dizajnima.

Bavili smo se iskljuc¢ivo automorfizmima reda 3 koji fiksiraju jednu tocku
i 12 pravaca, ali neki od 2250 do sada konstruiranih S(2,4,37) dizajna
(ukljucéujuéi ciklicke) imaju automorfizme reda 3 s drugim fiksnim struk-
turama. Osim tipa (a), g = 12 javljaju se automorfizmi tipa (a), g = 0 i
tipa (b). Ostali tipovi automorfizama iz Propozicije 2.17 nisu se pojavili.
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Za automorfizme reda 2 najzanimljiviji je slucaj (d) iz Propozicije 2.18.
D.L.Kreher, D.R.Stinson i L.Zhu dokazali su u [63] ovaj teorem.

Teorem 2.21 Neka je f broj fiksnih tocaka automorfizma prostog reda p
Steinerovog 2-dizajna S(2, k,v). Tada vrijedi

< { ri—/;;—lp—l, zapii—l,

= zap>k.

Ako se nejednakost dostize, dizajn se naziva p-MFP (v, k) (prema engleskom
“maximum fixed point”). Dizajni S(2,4,37) s involutornim automorfizmom
tipa (d) su 2-MFP(37,4). Primjer takvog dizajna konstruirali su Kreher,
Stinson i Zhu u [63]. Ukratko ¢emo opisati njihovu konstrukciju i usporediti
je s konstrukcijom pomocu orbitnih matrica.

Nefiksne tocke i pravci 2-MFP (37, 4) dizajna ¢ine strukturu GDD(3, 2, 24)
[55, Definicija 2.25]. Radi se o incidencijskoj strukturi ekvivalentnoj S(2, 3, 25)
dizajnu iz kojeg je izbacena jedna tocka i pravci kroz nju. U [63] prvo se kon-
struiraju takve strukture, a zatim se dodaju fiksne tocke i pravei (tj. linearni
prostor iz Primjera 1.34). Nedostatak ovog pristupa je sto dijelovi koji se
spajaju moraju biti uskladeni da bi tvorili S(2,4,37) dizajn. Nije mogucée
nadopuniti svaki GDD(3, 2, 24), nego on mora zadovoljavati komplicirane do-
datne uvjete (precizan opis dan je u [63]).

Nas pristup preko orbitnih matrica razlikuje se u dva aspekta. Kao prvo,
nefiksni dio orbitne matrice sadrzi samo informaciju o incidencijama orbita
duljine dva, ne o incidencijama pojedina¢nih toc¢aka i pravaca (kao u strukturi
GDD(3,2,24)). U ovom sluc¢aju nefiksni dio orbitne matrice je incidencijska
matrica (12,3, 2) blok dizajna. Tek nakon indeksiranja dobivamo incidencij-
sku matricu strukture GDD(3,2,24). Druga razlika je Sto orbitne matrice
ne konstruiramo spajanjem potpunih (12,3,2) dizajna s fiksnom struktu-
rom (d), nego ih izgradujemo postepeno, redak po redak. Koristimo program
orbmat . c, koji u svakom koraku uzima u obzir potrebne veze izmedu fiksnog
i nefiksnog dijela orbitne matrice.

P.R.J.Ostergard [81] potpuno je klasificirao (12,3,2) blok dizajne. Pos-
toji tocno 242995846 dizajna, od kojih 88616 310 nema visestruke blokove.
Veza s orbitnim matricama koje proucavamo nije jednostavna. Neke od in-
cidencijskih matrica (12, 3,2) blok dizajna ne mogu se prosiriti do orbitne
matrice, a druge se prosiruju na vise neekvivalentnih nacina. Nismo uspjeli
potpuno klasificirati orbitne matrice, ali smo pomoc¢u programa orbmat.c
brzo dobili vise od 5000 neizomorfnih primjera. Orbitne matrice ¢iji nefiksni
dio odgovara (12, 3,2) dizajnu s visestrukim blokovima nije moguée indeksi-
rati. S druge strane, sve ispitane orbitne matrice kojima odgovara (12,3, 2)
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|Aut| Br. diz. | |[Aut| Br. diz. | [Aut| Br. diz. | [Aut| Br. diz.
111 1 33 4 11 280 2 49152
54 27 2 9 203
37 1 18 7 3 1748

Tablica 8: Distribucija konstruiranih S(2,4,37) dizajna prema redu pune
grupe automorfizama.

dizajn bez visestrukih blokova bilo je mogucée indeksirati i dobili smo uvi-
jek 212 ili 213 dizajna S(2,4,37). Ve¢ina od preko 12 milijuna konstruira-
nih S(2,4,37) dizajna vjerojatno su neizomorfni, ali provjera bi zahtijevala
previse procesorskog vremena i memorije. Filtrirali smo 49152 dizajna do-
bivenih indeksiranjem prvih 12 konstruiranih orbitnih matrica. Medu njima
nema izomorfnih i svi imaju punu grupu automorfizama reda 2, pa ne mogu
biti izomorfni niti prethodno konstruiranim dizajnima. Neki od dizajna s
automorfizmima reda 3 ili 11 takoder imaju involutorne automorfizme. Oni
su tipa (a) i (c), a tip (b) iz Propozicije 2.18 se ne pojavljuje.

Primjeri konstruirani u ovoj cjelini daju novu ocjenu za broj neizomorfnih

S(2,4,37) dizajna.
Propozicija 2.22 Postoji barem 51402 Steinerovih 2-dizajna S(2,4,37).

Medutim, tocan broj oc¢ito je znatno veci. Distribucija konstruiranih dizajna
prema redu pune grupe automorfizama dana je u Tablici 8. Proucit ¢emo
njihove poddizajne i skoro-rjesivost.

Parametri S(2, 4, 37) ne zadovoljavaju nuzdan uvjet za rjesivost, ali zado-
voljavaju za skoro-rjesivost. Dizajn je skoro-rjesiv ako se izbacivanjem jedne
tocke i pravaca kroz nju dobiva rjesiva incidencijska struktura [55, Defini-
cija 2.20]. Pomoé¢u programa nrsearch.c ustanovili smo da je totno 10 od
51402 konstruiranih dizajna skoro-rjesivo. Medu njima su devet S(2,4,37)
dizajna dobivenih od rjesivih (12,4, 3) blok dizajna.

Propozicija 2.23 Pravi poddizajn S(2,4,37) dizajna ima parametre S(2,3,v),
zav="7,9 il 13.

Dokaz. Iz Leme 2.1 u disertaciji i iz Leme 2.6 u [55] slijedi da su jedine
moguénosti za parametre poddizajna S(2,3,v), v =7, 9, 13, 151 25. Pod-
dizajni S(2,3,15) nisu moguéi zbog Leme 16 u [74]. U prvom slucaju te
leme tvrdi se da je nuzdan uvjet za postojanje S(2, 3,24t + 15) poddizajna u
S(2,4, 36t + 25+ 12s) dizajnu s > 01 12¢% + (4 — 24s)t + 12s? — 145 > 3. Za
t =0, s = 1 dobivamo nase parametre, a uvjet nije zadovoljen. Za parametre
S(2,3,25) svih 12 pravaca kroz tocku poddizajna pripada poddizajnu. Prema
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tome, pravci kroz tocku izvan poddizajna sadrze 0 ili 3 tocke poddizajna, a
to nije moguce jer 25 nije djeljiv s 3. -

M.Meszka i A.Rosa [74] definiraju spektar ulaganja E(v) kao skup svih w
za koje postoji S(2,4,w) dizajn sa S(2,3,v) poddizajnom. Dokazali su da
je B(7) ={w]|w = 1,4 (mod 12), w > 25}, a jedini slucaj za E(9) koji nisu
rijesili je w = 37. Potraga za poddizajnima nasih 51402 dizajna (pomoéu
programa subsearch.c) pokazala je da 84 ima obje vrste poddizajna, 49595
ima samo S5(2,3.7) poddizajne, a 160 samo S5(2,3,9) poddizajne. Jedan
primjer dobiva se razvojem sljedeé¢ih blokova nad Zg.

{oo,ao,ag,a6}, {OO,bo,bg,bf;}, {OO,Co,Cg,C6}, {OO,do,dg,d6},
{ao,al,bg,CO}, {ao,a5,b6,cﬁ}, {(lo,a7,d0,d1}, {ao,bo,b4,03},
{CLl,Cg,Cg,do}, {a2,06,07,d0}, {a37b8,d0,d7}, {a4,b2,b3,d0},
{bo, c1,do,ds},  {bs, by, co,do},  {bs, 2, casdo}

Tocke {ao, as, ag, by, bs, bg, co, c3, cg} tvore S(2,3,9) poddizajn. Prema tome,
[74, Teorem 21] moze se osnaziti:

Teorem 2.24 Steinerov 2-dizajn S(2,4,w) s poddizajnom S(2,3,9) postoji
ako i samo ako je w = 13, ili je w > 28, w = 1,4 (mod 12).

Niti jedan od 51402 konstruiranih S(2,4,37) dizajna nema S(2,3,13)
poddizajn. Postojanje takvog poddizajna za sada je otvoreno, i to je najmanji
otvoren slucaj u spektru ulaganja F(13).

2.4 Jos neki rezultati o Steinerovim 2-dizajnima

U ovoj cjelini nadopunjujemo nekoliko rezultata iz magistarskog rada [55]
i primjenjujemo metodu konstrukcije pomoc¢u orbitnih matrica na jos neke
Steinerove 2-dizajne. U [55, Propozicija 5.35] dokazano je da su jedini kan-
didati za proste redove automorfizama S(2,6,61) dizajna p = 2,31 5. U
Propoziciji 5.36 dokazano je da automorfizam reda 5 fiksira jednu tocku i
2, 7 ili 12 pravaca kroz nju. Iduca propozicija eliminira slucaj 12 fiksnih
pravaca.

Propozicija 2.25 Automorfizam reda 5 Steinerovog 2-dizajna S(2,6,61) fik-
sira jednu tocku 1 2 ili 7 pravaca kroz nju.

Dokaz. U slucaju 12 fiksnih pravaca orbitne matrice su sljedec¢eg oblika:
iz 03
Ly, M
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Pritom je M incidencijska matrica (12,6, 5) blok dizajna, tj. 12 x 22 matrica
nad {0, 1} sa svojstvima M - M* = 61 +5J, M" - j15 = 6ja. Takve orbitne
matrice klasificirali smo pomoc¢u progama orbmat.c. Dobiveni broj, 11603,
slaze se s brojem (12,6, 5) dizajna u [24, Tablica 1.1.28]. Indeksiranjem smo
ustanovili da niti jednu orbitnu matricu nije moguce transformirati u inci-
dencijsku matricu S(2,6,61) dizajna. Zaklju¢ujemo da automorfizmi s 12
fiksnih pravaca nisu mogudi.

4

U magistarskom radu nismo mogli provesti indeksiranje 11603 orbitnih
matrica [55, Napomena 5.37]. Napredak je omoguéen ubrzanjem programa
index1.c. To nam je takoder omoguéilo eliminaciju automorfizama reda 17
dizajna S(2,7,85) (vidjeti [55, Napomena 5.40]).

Propozicija 2.26 Ako Steinerov 2-dizajn S(2,7,85) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p =2, 3, 5 ili 7.

Dokaz. U [55, Propozicija 5.39] dokazano je p € {2,3,5,7,17}. Ovdje doka-
zujemo p # 17. Automorfizam reda 17 djeluje bez fiksnih tocaka i pravaca
(Lema 2.2). Odgovarajuce orbitne matrice su formata 5 x 10. Pomocu pro-
grama orbmat . c brzo se vidi da ih do na izomorfizam ima 313. Nakon duzeg
racuna pokazalo se da niti jednu orbitnu matricu nije moguce indeksirati do
incidencijske matrice S(2,7,85) dizajna. -

Slijedi nekoliko rezultata za parametre koji nisu razmatrani u magistar-
skom radu.

Propozicija 2.27 Ako Steinerov 2-dizajn S(2,5,45) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p =2, 3 ili 5.

Dokaz. 1z Leme 2.2 direktno slijedi p € {2,3,5,11}. Automorfizam reda 11
fiksirao bi samo jednu tocku. Postoji 13 odgovarajuéih orbitnih matrica, ali
nije ih moguce indeksirati.

0

Teorem 2.28 Automorfizam reda 5 Steinerovog 2-dizajna S(2,4,45) nema
fiksnih toc¢aka i fiksira 4 ili 9 pravaca. Postoji samo jedan S(2,4,45) dizajn
s automorfizmom reda 5 koji fiksira 4 pravca, a dva s automorfizmom reda 5
koji fiksira 9 pravaca.

Dokaz. Prema Lemi 2.2 automorfizam reda 5 mogao bi djelovati bez fiksnih
tocaka ili s 5 fiksnih toc¢aka na pravcu. U jednom i u drugom slucaju fiksni
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pravci se ne sijeku i ima ih 4 ili 9. Ima ih barem toliko jer je b = 99 =
4 (mod 5), a ne moze ih biti vise jer 9 paralelnih pravaca pokriva svih 45
tocaka. Prema tome, treba razmotriti cetiri slucaja. Orbitne matrice su
klasificirane u Primjeru 1.53.

1. Cetiri fiksna pravca bez fiksnih toéaka. Postoji 574985 orbitnih matrica,
ali samo je jednu moguce indeksirati. Dobiva se jedan S(2,5,45) dizajn.

2. Cetiri fiksna pravea i pet fiksnih tocaka. Orbitna matrica je jedinstvena
i ne moze se indeksirati.

3. Dewvet fiksnih pravaca bez fiksnih to¢aka. Postoji 11 orbitnih matrica od
kojih je dvije moguée indeksirati. Dobivaju se dva S(2,5,45) dizajna.

4. Devet fiksnih pravaca i pet fiksnih tocaka. Orbitna matrica je jedin-
stvena i ne moze se indeksirati.

O

Dizajni iz prethodnog teorema imaju pune grupe automorfizama reda 160,
40 i 360 (redom kojim se spominju u dokazu). Ova tri dizajna vjerojatno su
medu 16 poznatih S(2,4,45) dizajna iz [24, Tablica 1.1.28]. Daljnje primjere
s automorfizmom reda 2 koji fiksira maksimalan broj tocaka konstruirao je
C.J.Colbourn [23] (prema oznaci iz [63] radi se o 2-MFP(45,5)).

Propozicija 2.29 Ako Steinerov 2-dizajn S(2,6,66) ima automorfizam pros-
tog reda p, onda je p =2, 3, 5, 11 4l 13.

Dokaz. Slijedi direktno iz Leme 2.2.
O

Teorem 2.30 Postoje tocno tri dizajna S(2,6,66) s automorfizmom reda 13.

Dokaz. Automorfizam reda 13 fiksira samo jednu tocku. Pomocu programa
orbmat . c pronadeno je 197 orbitnih matrica, od ¢ega je dvije moguce indek-
sirati. Od prve se dobiva jedan dizajn, a od druge dva.

O

Tri dizajna iz prethodnog teorema imaju punu grupu automorfizama
reda 39. U [24, Tablica 1.1.28] spominje se samo jedan S(2,6,66) dizajn,
kojeg je nasao R.H.F.Denniston [29].
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2.5 TSC prostori

Rezultati u ovoj cjelini prethodno su izlozeni u radu s J.Siftarom [61].
TSC prostori su konacni linearni prostori ¢iji se skup pravaca moze rastaviti
na dva podskupa, od kojih svaki ¢ini simetri¢nu konfiguraciju (Definicija 1.8).
Duljine pravaca u tim konfiguracijama (k i l) jednoznaéno odreduju ukupan

broj tocaka i pravaca.

Propozicija 2.31 Broj tocaka TSC(k,l) prostora jev = k(k—1)+I1(l—1)+1,
a broj pravaca dvostruko veéi, b = 2v.

Dokaz. Za danu tocku py prebrojimo parove (L, p), gdje je L pravac kroz py,
a p # po tocka na L. Tocke p i py jednoznaéno odreduju pravac, pa parova
ima v — 1. S druge strane, kroz py prolazi k£ pravaca duljine k i [ pravaca
duljine [, pa je broj parova k(k—1)+1(l—1). Izjednacavanjem slijedi izraz za
broj tocaka. Broj pravaca je dvostruko vedi jer pravci ¢ine dvije simetricne

konfiguracije s v tocaka.
O

Najmanji netrivijalni primjer TSC prostora ima parametre (2,3). Dobiva
se od (93) konfiguracije dodavanjem pravca duljine 2 za svaki par tocaka
koje nisu spojene pravcem konfiguracije. Na isti nacin moze se nadopuniti
simetri¢na (v;) konfiguracija, v = [ — [ + 3, do TSC(2,1) prostora.

Propozicija 2.32 Linearni prostori TSC(2,1) ekvivalentni su simetricnim
konfiguracijama deficijencije d = 2.

Dokaz. Deficijencija (v, by) konfiguracije je d = v—r(k—1)—1. Za simetri¢ne
konfiguracije (r = k = 1) uvjet d = 2 ekvivalentan je sa v = 1> — [ + 3.

]

Poznato je da osim Papusove konfiguracije postoje jos tocno dvije sime-

triéne (9;) konfiguracije (Slika 4). Postoje toéno ¢etiri (15,) konfiguracije [10],

i prema tome isto toliko TSC(2, 4) prostora. Nije nam poznat tocan broj (235)

Slika 4: Simetri¢ne konfiguracije (93).
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konfiguracija, ali one se mogu konstruirati pomocu tabu search algoritma iz
treceg poglavlja (Primjer 3.6). Zal > 6 taj pristup ne daje rezultate, a prema
[24, Tablica IV.6.10] pitanje egzistencije (33¢) konfiguracija je otvoreno.

Ako parametri (k, ) zadovoljavaju 2 < k < [, kazemo da se radi o pravom
TSC prostoru. Najmanji slucaj, TSC(3,4), potpuno je klasificiran u Pri-
mjeru 1.36. Postoji to¢no 56 takvih linearnih prostora i njihova svojstva su
navedena u Tablici 9. Tablica sadrzi red pune grupe automorfizama (|Aut|),
broj potpunih ¢etverovrha sastavljenih od pravaca duljine ¢etiri (4-Q), uku-
pan broj potpunih cetverovrha (Q) i maksimalan broj paralelnih pravaca
duljine tri i cetiri (3-P i 4-P).

Za veCe parametre nije bilo moguce provesti potpunu klasifikaciju, a ni
pristup pomoc¢u tabu search algoritma nije dao rezultate. Primjere kons-
truiramo uz pretpostavku djelovanja odredenih grupa automorfizama. Prvo
promatramo slucaj u kojem grupa automorfizama djeluje regularno na tocke
TSC prostora. Takve incidencijske strukture konstruiraju se pomocu dife-
rencijskih familija. Osnovne definicije i neki rezultati za Steinerove 2-dizajne
navedeni su u ¢etvrtom poglavlju magistarskog rada [55]. Ovdje prilagoda-
vamo pojam diferencijske familije TSC prostorima.

Definicija 2.33 Neka je G aditivno zapisana grupa i K, L C G dva njezina
podskupa sa k = |K| il = |L| elemenata. Za {K,L} kaZemo da je (k,lI)-
diferencijska familija v G, ako vrijedi:

(1) K i L imaju trivijalne stabilizatore i nisu ekvivalentni pod djelovanjem
grupe G lijevim translacijama;

(2) svaki element g € G\ {0} moZe se na jedinstven nacin prikazati kao
g=(—x)+vy, pri cemu sux,y € K ili x,y € L.

Propozicija 2.34 Ako imamo (k,1)-diferencijsku familiju { K, L} u grupi G,
onda je dev{K,L} ={g+ K|g € G}U{g+L|g € G} TSC prostor za (k,I)
na kojem G djeluje kao grupa automorfizama regularno na tocke.

Dokaz. Skup pravaca dev{K, L} podijeljen je na skup lijevih translata od K
i skup lijevih translata od L. Ta dva skupa su disjunktni zbog pretpostavke
da K i L nisu ekvivalentni pod lijevim translacijama.

Promotrimo proizvoljnu tocku a € G. Kroz a prolazi translat od K ako i
samo ako postoji g € G takav da je a € g+ K, tj. (—g) +a € K. Vidimo da
je to ispunjeno toc¢no za k elemenata ¢, a njima odgovara k razlicitih pravaca
u dev{K, L} jer K ima trivijalan stabilizator. Analogno se vidi da kroz a
prolazi tocno [ lijevih translata od L.
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Br. |Aut| 4-Q Q 3-P 4-P|Br. |Aut|] 4Q Q 3-P 4-P
1 o7 19 99 4 3 29 1 29 108 5 4
2 o7 19 93 4 3 30 1 29 91 6 3
3 12 22 114 5 3 31 1 28 97 6 3
4 12 22 107 6 3 32 1 28 94 6 4
5) 12 g8 101 5 4 33 1 27 102 6 4
6 4 30 116 6 3 34 1 27 100 6 3
7 4 24 102 6 3 35 1 27 98 6 4
8 4 24 95 6 3 | 36 1 27 95 6 3
9 4 22 102 6 3 37 1 27 94 ) 3
10 4 10 107 5 3 38 1 27 92 6 4
11 3 32 111 6 4 39 1 27 89 6 3
12 3 31 98 6 3 40 1 26 104 6 4
13 3 29 106 6 4 | 41 1 26 98 6 4
14 3 28 104 5 4 | 42 1 26 98 6 3
15 3 28 83 5) 3 43 1 26 96 ) 3
16 3 26 116 6 4 | 44 1 26 95 6 3
17 3 26 101 5 3 45 1 26 92 6 3
18 3 26 91 6 4 | 46 1 25 108 5 4
19 3 25 105 6 4 | 47 1 25 102 6 4
20 3 25 101 6 4 | 48 1 25 97 6 4
21 3 25 101 6 3 49 1 25 97 ) 4
22 3 25 94 5) 3 50 1 25 94 5 4
23 3 25 88 5 3 | b1 1 24 98 6 4
24 3 22109 5 3 52 1 23 102 5 4
25 3 22 101 5 4 53 1 23 101 6 4
26 3 19 100 5 4 54 1 23 91 ) 4
27 1 31 94 6 3 959 1 21 100 5 4
28 1 31 88 6 3 56 1 21 98 6 4

Tablica 9: Svojstva TSC(3,4) prostora.

Treba jos dokazati da je dev{K, L} linearni prostor. Neka su a,b € G
dvije tocke. One su spojene lijevim translatom od K ako i samo ako postoje
r,y € K takvida je a —x = b—y, tj. (—a) +b = (—z) + y. Analogno,
tocke a i b spojene su lijevim translatom od L ako i samo ako se (—a) + b
moze prikazati kao razlika elemenata iz L, tj. (—a) + b = (—x) + y za neke
z,y € L. Prema definiciji diferencijske familije (—a) + b se na jedinstven
nacin prikazuje kao razlika elemenata iz K ili L. Zaklju¢ujemo da su tocke a

62



i b spojene jedinstvenim pravecem u dev{K, L}.

Vidjeli smo da je dev{ K, L} linearni prostor TSC(k, ) sa skupom tocaka G.
Grupa G djeluje regularno na samu sebe lijevim translacijama. Pritom se
¢uva skup pravaca, pa je ona ujedno grupa automorfizama od dev{K, L}.

Korolar 2.35 Ako postoji (k,l)-diferencijska familija w grupi G, onda je red
grupe v =k(k —1)+1(l—1) + 1.

Slucaj k = [ detaljno je obraden u cetvrtom poglavlju magistarskog
rada [55]. Tamo je razvijen program koji sustavno trazi diferencijske familije
za Steinerove 2-dizajne u ciklickim grupama. Pomoc¢u prilagodene verzije
programa (tscdf.c) pronadene su sve ciklicke diferencijske familije za TSC
prostore s parametrima 2 < k < [ < 10. One postojeza k =2, 1 =3,4,51 za
k=3,1=4,506,7,8. Primjeri iz kojih dobivamo neizomorfne TSC prostore
navedeni su u Tablici 10.

(k,1) | Grupa | Diferencijske familije

(2, Z, | K =1{0,1}, L ={0,2,5}

(2, Z15 | K ={0,1}, L ={0,2,5,9}
K =1{0,3}, L ={0,1,5,7}
K =1{0,5}, L ={0,1,3,7}

(2, Zos | K ={0,1}, L ={0,2,6,15,18}

(3,4) | Zy | K =1{0,1,8}, L =1{0,2,5,15}

K =1{0,1,8}, L ={0,2,6,16}

(3,5) | Zy | K=1{0,1,5}, L =1{0,2,8,15,18}

K ={0,1,5}, L = {0,2,11,14,21}

(3,6) | Zsr | K =1{0,1,11}, L = {0,2,5, 18,25, 33}

K ={0,1,11}, L = {0,2,6, 14,21, 34}

K ={0,1,11}, L = {0,2,6,22,25,30}

K =1{0,1,11}, L = {0,2,9, 14,17, 33}
(3,7) | Zs | K=1{0,1,19}, L ={0,2,8,12,15,35,40}
K ={0,1,19}, L = {0,2,11, 16, 36, 39, 43}
(3,8) | Ze | K =1{0,9,27}, L =1{0,1,3,7,15,20,31,41}
K ={0,9,27}, L = {0, 1,11, 35,41, 43, 48,60}

Tablica 10: Ciklicke diferencijske familije za TSC prostore.
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TSC prostori dobiveni od (3, 8)-diferencijskih familija posebno su pra-
vilni. Imaju grupu automorfizama reda 10584 koja se ulaze u punu grupu
automorfizama afine ravnine reda 8 (za analizu je koristen programski pa-
ket GAP [36]). Generalizacijom tog primjera dobivena je sljedec¢a opéenita
konstrukcija TSC prostora.

Teorem 2.36 Ako postoje projektivne ravnine reda m i reda n, zan = m?+
m+ 1 ili n =m?+m+ 2, onda postoji linearni prostor TSC(m + 1,n).

Dokaz. Neka je P projektivna ravnina reda n i B zatvoren gust podskup od P
koji nije podravnina. Skup B se sastoji od svih toc¢aka nekog pravca i svih
pravaca kroz jednu od njih, ili od svih toc¢aka nekog pravca, jedne tocke van
tog pravca i spojnica odabranih tocaka. Izbacivanjem skupa B iz P dobivamo
strukturu GDD(n, n,n?), odnosno GDD(n,n—1,n%—1) [55, Definicija 2.25].
Veli¢ina grupa (skupova tocaka koje nisu spojene pravcima) u prvom slucaju
je n, a udrugom n — 1. Red n odabran je tako da je veli¢ina grupa jednaka
broju tocaka projektivne ravnine P’ reda m. Ako grupe pokrijemo kopijama
ravnine P’, dobivamo linearni prostor s pravcima duljine m + 1 i n. Kroz
proizvoljnu tocku prolazi m + 1 pravaca duljine m + 1 i n pravaca duljine n.

Dakle, dobili smo TSC(m + 1,n).
U

Napominjemo da konstrukcija nije moguca ako se za B izabere Baerova
podravnina ravnine P. Uklanjanjem takve podravnine ostaje struktura GDD
s grupama veli¢ine n — y/n. Taj broj je paran, a broj tocaka projektivne
ravnine neparan, pa ne mozemo pokriti grupe kao u dokazu Teorema 2.36.

Redovi svih poznatih projektivnih ravnina su prim potencije. Prema
tome, da bismo pomoc¢u Teorema 2.36 zaista dobili TSC prostore, m i n
moraju biti potencije prostih brojeva. Poznata je hipoteza dasumin = m?+
m + 1 oba prosti beskonatno mnogo puta (opcenitija hipoteza postavljena je
u [90]). Ako je to tocno, u prvom sluc¢aju dobivamo beskonaénu seriju TSC
prostora, koja zapocinje parametrima (3,7), (4,13), (6,31), (9,73) itd.

U drugom sluéaju n = m? + m + 2 je paran, pa za naSe potrebe mora
biti potencija od 2. Jednadzba m? +m + 2 = 2" supstitucijom z = 2m + 1,
y = r + 2 prelazi u Nagell-Ramanujanovu diofantsku jednadzbu z? 4+ 7 = 2v.
Ona ima tocno pet rjesenja: (x,y) = (1,3), (3,4), (5,5), (11,7) i (181, 15)
(elementaran dokaz dan je u [45]). Njima odgovaraju brojevi m =0,1,2,5 i
90, medu kojima su 2 i 5 prosti, a ostali nisu prim potencije. Dakle, m i n su
oba prim potencije jedino za m = 2, n = 8 im = 5, n = 32. Zaklju¢ujemo da
u drugom slucaju od ravnina ¢iji su redovi prim potencije dobivamo jedino
TSC(3,8) i TSC(6,32) prostore.
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Dokaz Teorema 2.36 ostavlja puno slobodnog izbora, sto omogucuje kon-
strukciju mnogih neizomorfnih TSC prostora s istim parametrima. Ako po-
stoji viSe neizomorfnih projektivnih ravnina odgovaraju¢eg reda, mozemo
izabrati bilo koju. Nadalje, izborom razli¢itih podskupova B opcenito dobi-
vamo neizomorfne strukture GDD (osim ako je P Desarguesova projektivna
ravnina, u kojoj se svaka dva zatvorena gusta podskupa istog tipa mogu pre-
slikati jedan na drugi kolineacijom). Cak ako imamo samo jednu strukturu
GDD, ipak mozemo dobiti neizomorfne TSC prostore promjenom redoslijeda
tocaka ravnine P’ u jednoj ili viSe grupa. Na primjer, mozemo konstruirati
mnogo neizomorfnih TSC(3, 7) prostora iako su projektivne ravnine reda 217
jedinstvene i sve strukture GDD(7,7,49) medusobno izomorfne. Zanimljivo
je da niti jedan nije izomorfan ciklickim TSC(3,7) prostorima, jer njihove
(497) konfiguracije nisu GDD(7,7,49). Nasuprot tome, ciklicki TSC(3,8)
prostori mogu se konstruirati i pomoc¢u Teorema 2.36.

Sljededi cilj je prilagoditi metodu konstrukecije pomoc¢u orbitnih matrica
TSC prostorima. Neka na TSC(k, 1) prostoru, k < [, djeluje grupa automor-

fizama G. Oznac¢imo orbite tocaka Py, ..., Py, a orbite pravaca Ly,...,L,.
Bez smanjena opcenitosti mozemo pretpostaviti da orbite Ly, ..., L, sadrze
kratke pravce (duljine k), a orbite L4.1, ..., £, duge pravce (duljine /). Kom-
ponente marginalnih vektora v = (v1,...,vy), 6 = (61,...,5,) su duljine

orbita, Vv, = ’Pl‘ i 6]' = |[’j’ Ocito je vi+ ...+, = ﬂl 4+ ... +ﬁs =
Bst1+ ...+ B =v.

Orbite ¢ine takticku dekompoziciju [55, Propozicija 5.2]. Zato su sljedece
definicije dobre:

a;; = |{€ € L;|T1¢}], za bilo koju tocku T" € P;
bij = |{T € P;|T 1}, za bilo koji pravac £ € L;

U iduc¢ih nekoliko rezultata prou¢avamo svojstva matrica A = [a;;] 1 B = [b;j].
Lema 2.37 Vi Q45 :ﬁjbijy zal <1< m, 1 S] <n.

Dokaz. Slijedi dvostrukim prebrojavanjem incidentnih parova iz P; x L;.

U
Lema 2.38 Zaij =k, Z a;; =1, zal <i<m.
j=1 j=s+1
Dokaz. Vrijedi zato sto kroz tocku T prolazi k kratkih i [ dugih pravaca.
O

Lema 2.39 Zbij =

{k, 261 <j5<s
i=1

l, zas+1<j<n.
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Dokaz. Vrijedi zato $to orbite Ly, ..., L, sadrze kratke, a L,1,..., L, duge
pravce.

O

= v; ako je 1 # i’ o
Lema 2.40 E ai/jb,-j:{ ’ T el < g <.
s k+1l+4+v,—1, akojei=1

Dokaz. Neka je zadana tocka T' € P;. Prebrojavamo na dva nacina parove
{(P0)|P € P;, T,PIl}. Totku P mozemo izabrati na v; na¢ina. Ako je
i #1', tocke T' 1 P sigurno su razlicite i odreduju jedinstven pravac £. Ako je
i =1, imamo k + [ izbora pravca za P = T i jedan izbor pravca za svaku od
v; — 1 tocaka P # T. Prema tome, broj parova je v; zat1 # i, ak+14+v;—1
za i =1,

Kad prvo biramo pravac ¢, broj izbora tocke P ovisi o orbiti kojoj pripada
izabrani pravac. Kroz tocku 7" prolazi ay; pravaca ¢ € L;, ana svakom od njih
leZi b;; tocaka P € P;. Prebrojavanjem na ovaj nacin dobivamo 2?21 a;r;bi;

za broj parova (P, (). Izjednacavanjem slijedi tvrdnja leme.
U

Propozicija 2.41 Matrica A = [a;;] ima sljedeca svojstva:

(1) 0<a; <Bj, 2al<i<m, 1<j5<n;

(2) zs:aij:k, Zn: aij =1, zal<i<m;

J=1 j=s+1
Uy ko 2al1 <5 <s,

(3) Zﬁ_jaij_{l, zas+1<j<m;
=1

"Ly Vi, ako je i # i’ o
(4) Zﬁaijai/j:{kﬂntu—l ako jei=y » FeTSHTSM
]:1 ' (2 )

Dokaz. Slijedi iz prethodne cetiri leme.

4

Definicija 2.42 Svaka m x n matrica A = |a;j] nad NU {0} sa svojstvima
iz Propozicije 2.41 naziva se orbitna matrica za TSC(k,l) s marginalnim

vektorima v = (vy,...,Um) i 0= (01,...,0n).
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Indeksiranje ovakvih orbitnih matrica do incidencijskih matrica TSC(k, 1)
prostora potpuno je analogno odgovaraju¢em postupku za Steinerove 2-di-
zajne. Koristimo program tscindex.c, koji je jednostavna modifikacija pro-
grama index1.c (razlika je samo u zadavanju parametara). Medutim, klasi-
fikacija orbitnih matrica za TSC prostore moze se organizirati na vise nacina.

Prirodno je kod parcijalnih orbitnih matrica takoder razlikovati kratke
i duge pravce. Za skup X; objekata reda t uzimamo sve t X n matrice sa
svojstvima iz Propozicije 2.41, osim §to u (3) zamijenimo jednakost s ne-
jednakosti. Grupa H; = {0 € S¢|vsq) = v, @ = 1,...,1} permutira retke
matrica iz Xy, a grupa K = {0 € S,|o({1,...,s}) = {1,...,s}, Bopp) =
Bi,i = 1,...,n} permutira stupce. Razlika u odnosu na klasifikaciju blok
dizajna je Sto ne dozvoljavamo permutacije stupaca koje preslikavaju prvih s
stupaca (koji odgovaraju kratkim pravcima) na iduéih n — s stupaca (koji
odgovaraju dugim pravcima). Sve ostalo je analogno kao u cjelini 1.7. Kla-
sifikacijski Algoritam 1.29 implementiran je programom tscorbmat. c.

Nedostatak ovog pristupa je sto na nizim nivoima stabla dobivamo puno
viSe neizomorfnih parcijalnih orbitnih matrica nego kod problema odgova-
rajuce veli¢ine za Steinerove 2-dizajne. To mozemo otkloniti tako da kod
parcijalnih orbitnih matrica ne razlikujemo orbite kratkih i dugih pravaca,
sliéno kao kod klasifikacije TSC(3, 4) prostora u Primjeru 1.36. Skup X; neka
sadrzi ¢ x n matrice A = [a;;] nad NU {0} sa sljede¢im svojstvima:

(1) 0<a;<p;, zal<i<t 1<j<nm

(2) Y ay=k+1l, zal<i<t

7j=1
(3) Zﬁaijgl, zal<j<m;
i=1 J

!/

n Vi V; akOJeZ%Z o
3, = N < I < ¢,
(4> Zﬁja”a” {kﬁ—l—lﬂ-m—l, akojei:i” Zal_zjz_t

Za t = m takve matrice zovemo generalizirane orbitne matrice za TSC(k,1).
Klasifikaciju organiziramo isto kao u cjelini 1.7 (dozvoljavamo sve permu-
tacije stupaca koje ¢uvaju vektor ). Klasifikacijski Algoritmi 1.29 i 1.31
implementirani su programom tscgorbmat.c.

Kod drugog pristupa problem je sto indeksiranjem generaliziranih orbit-
nih matrica mozemo dobiti incidencijske strukture koje nisu TSC prostori.
Pod (3) zahtijevamo samo da nema pravaca duljine veée od [. U specijalnom
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slucaju | = k + 1 iz toga slijedi da su pola pravaca duljine k, a druga po-
lovica duljine [, ali opc¢enito to ne mora vrijediti. Na kraju je lako izabrati
generalizirane orbitne matrice sa svojstvima iz Propozicije 2.41, ali to moze
znaciti da smo klasificirali puno veéi skup objekata od onog koji nas zanima.

Koji je od ova dva pristupa efikasniji ovisi o parametrima. Usporedujemo
ih na nizu primjera za TSC prostore s automorfizmom prostog reda p bez
fiksnih tocaka i pravaca. Marginalni vektori v, 4 su u svim primjerima oblika
(p,p,...,p) 1duljine m =v/p, n =2m,.

Primjer 2.43 Klasificiramo orbitne matrice koje odgovaraju TSC(4,5) pros-
torima s automorfizmom reda p = 11 bez fiksnih tocaka i pravaca. Pomocu
oba programa (tscorbmat.c i tscgorbmat.c) dobivamo u vrlo kratkom vre-
menu tocno 4 matrice. Dakle, u ovom slucaju sve generalizirane orbitne
matrice imaju svojstva iz Propozicije 2.41 (ako stupce koji odgovaraju orbi-
tama kratkih pravaca stavimo na pocetak).

Primjer 2.44 Klasificiramo orbitne matrice za TSC(4,5) s automorfizmom
reda p = 3. Ovo je znatno veci problem i nije svejedno kako organizirati
klasifikaciju. Pomocu oba programa dobili smo jednak broj matrica, 29712.
Programi su izvodeni paralelno na vise racunala. Ukupno vrijeme izvodenja
programa tscgorbmat.c na procesorima od 1.5 GHz iznosi priblizno mjesec
dana, a programa tscorbmat.c oko tri puta vise. Dakle, u ovom slucaju
pristup preko generaliziranih orbitnih matrica je efikasniji.

Primjer 2.45 Za TSC(4,7), p = 11 postoje generalizirane orbitne matrice
koje nemaju svojstva iz Propozicije 2.41. Pomoc¢u programa tscorbmat.c
dobivamo 65 matrica, a pomoc¢u programa tscgorbmat . c dobivamo 390. Od
tih 390 matrica toéno 65 su orbitne matrice za TSC(4,7) (to smo provjerili
pomocu programa tsctest.c). Klasifikacija je nesto brza na prvi nacin, ali
vrijeme izvodenja oba programa iznosi svega nekoliko sekundi.

Primjer 2.46 Za TSC(4,8), p = 23 postoje tri generalizirane orbitne ma-
trice, od cega su dvije “dobre”.

Primjer 2.47 Za TSC(4,9), p = 17 postoji 142 orbitnih matrica i 1125 ge-
neraliziranih orbitnih matrica. Na procesoru od 1.2 GHz vrijeme izvodenja
programa tscorbmat.c je oko 2 sekunde, a programa tscgorbmat.c oko
jednu minutu.

Primjer 2.48 Za TSC(5,6), p = 17 nema razlike izmedu orbitnih matrica i
generaliziranih orbitnih matrica. Pomoc¢u oba programa dobivamo 6 matrica.
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Primjer 2.49 Za TSC(5,8), p = 11 prvi nacin klasifikacije ima najvecu
prednost. Postoji ukupno 1347 779 generaliziranih orbitnih matrica, a medu
njima su 84 256 orbitne matrice za TSC(5,8). Program tscgorbmat.c izvo-
dio se na procesoru od 1.5 GHz oko 14 dana, a tscorbmat.c oko 20 sati.

Primjer 2.50 Za TSC(5,9), p = 31 postoje 4 orbitne matrice i 7 generali-
ziranih orbitnih matrica.

Primjer 2.51 Za TSC(6,8), p = 29 postoje 4 orbitne matrice i 6 generali-
ziranih orbitnih matrica.

Pomoc¢u programa tscindex.c proveli smo indeksiranje svih konstruira-
nih orbitnih matrica, osim onih iz Primjera 2.49 (za koje bi trebalo previse
procesorskog vremena). Tako su dobiveni sljedeéi rezultati.

Teorem 2.52 Postoji tocno 12 prostora TSC(4,5) s automorfizmom reda 3
bez fiksnih tocaka i pravaca.

Dokaz. Slijedi indeksiranjem orbitnih matrica iz Primjera 2.44 i izbaciva-
njem izomorfnih incidencijskih matrica (pomoéu programa incfilter.c).

Od 29712 orbitnih matrica samo je 12 moguce indeksirati.
O

Teorem 2.53 Za sljedeée parametre ne postoje TSC(k,l) prostori s auto-
morfizmom reda p bez fiksnih tocaka i pravaca:

1. TSC(4,5), p =11
2. TSC(4,7), p = 11
3. TSC(4,8), p = 23
4. TSC(4,9), p=17
5. TSC(5,6), p = 17
6. TSC(5,9), p=31
7. TSC(6,8), p =29

Dokaz. Odgovarajuce orbitne matrice, klasificirane u prethodnim primje-
rima, nije moguce indeksirati.

O
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3 Nepotpuna potraga

3.1 Egzistencija blok dizajna kao optimizacijski problem

U ovom poglavlju formuliramo pitanje egzistencije blok dizajna kao pro-
blem kombinatorne optimizacije i koristimo heuristicke algoritme za njegovo
rjesavanje. Dio rezultata opisan je i u [59].

Neka je X konacan skup i ¢: X — NU {0} funkcija. Elemente skupa X
zovemo rjesenja, a elemente u kojima je vrijednost funkcije jednaka nuli opti-
malna rjesenja. Cilj je pronaci optimalno rjesenje, ako postoji. Dakle, imamo
problem kombinatorne optimizacije s jednostavnim kriterijem za optimal-
nost, ali su u problemima koji nas zanimaju optimalna rjesenja vrlo rijetka i
tesko se nalaze.

Neka je zadana funkcija susjedstva N : X — 2%, Algoritam lokalne
potrage krec¢e od nekog pocetnog rjesenja xry € X i sukcesivnho ga zamje-
njuje rjesenjem iz njegovog susjedstva. Heuristika je pravilo prema kojem
se bira rjesenje iz susjedstva N(xo). Izbor ne mora biti deterministicki i
nema garancije da ¢e algoritam pronaci optimalno rjesenje. Medutim, za
dobre heuristike u praksi se pokazuje da algoritam ¢esto pronalazi optimalna
rjeSenja, ili barem dobre aproksimacije. Primjeri heuristickih algoritama su
hill-climbing, simulated annealing, tabu search i geneticki algoritmi (koji se
donekle razlikuju od prethodnih jer umjesto s jednim rjesenjem rade s popu-
lacijom rjesenja). Uvod u heuristicke algoritme nalazi se u petom poglavlju
knjige [62].

U zadnje vrijeme objavljeno je nekoliko radova u kojima su pomoc¢u heu-
risticke lokalne potrage konstruirani blok dizajni. U [13], [76] i [77] na ta]
nacin su konstruirani blok dizajni s ciklickim, regularnim i 1-rotacijskim gru-
pama automorfizama. Ovdje objasnjavamo kako pomocu lokalne potrage
mozemo konstruirati blok dizajne bez ikakvih dodatnih pretpostavki.

Sjetimo se da je incidencijska matrica (v, k, A) blok dizajna v x b matrica A
nad {0,1} sa svojstvima A - A" = (r — A\)I, + A\J, 1 A* - j, = kj,. Vrijedi i
obrat, tj. svaka matrica s tim svojstvima reprezentira (v, k, A) blok dizajn.
Za skup X uzimamo skup svih v x b matrica nad {0,1} kojima su sume
redaka r i sume stupaca k:

v b
X:{A:[aw] |Zaij:k,2aij:7“}
i=1 j=1
Skup sadrzi sve incidencijske matrice (v, k, A) blok dizajna, ali to nisu jedine
matrice u X. Nedostaje svojstvo da su skalarni produkti razli¢itih redaka

matrice jednaki A\. Funkciju ¢ : X — N U {0} definiramo tako da “mjeri
odstupanje” od tog svojstva:
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c(A) = Z (é @iy — )\)

1</

Ocito je ¢(A) = 0 ako i samo ako je A = [a;;] incidencijska matrica (v, k, \)
blok dizajna. Za lokalnu potragu treba nam funkcija susjedstva N : X —
2%, Koristimo sljede¢i teorem H.J.Rysera iz 1957, koji je u [87] dokazan
indukcijom, a ovdje dokaz formuliramo kao algoritam.

Teorem 3.1 Neka su A i B matrice dimenzija vxb nad {0,1}. Sume redaka
1 stupaca v matrici A jednake su odgovarajucim sumama u matrici B ako i
samo ako se konacnim nizom zamjena podmatrica

10 . 0 1 . 0 1 . 10
0 1 1ol " |10 0 1
matrice A © B mogu transformirati jedna u drugu.

Dokaz. Zamjene podmatrica oCito ne mijenjaju sume redaka i stupaca. Zato
matrice koje se mogu transformirati jedna u drugu imaju jednake sume re-
daka i stupaca. Za obrat pretpostavimo da matrice A = [a;;] 1 B = [b;;] imaju
jednake sume redaka i stupaca. Opisat ¢emo kako se zamjenama podmatrica
moze postiéi da A i B postanu jednake.

Pretpostavimo da se matrice razlikuju u prvom retku. Na primjer, neka
je a;; = 1, by; = 0 za neki 7. Zbog jednakosti sume prvog retka po-
stoji j takav da je a;; = 0, by; = 1. Dokazujemo da postoji k > 2 ta-
kav da je (ak;,ar;) = (0,1) ili (bi,bx;) = (1,0). Oznacimo sa A(z,y)
broj elemenata skupa {k[2 < k < v, (ar,ar;) = (x,y)} i analogno za
B(z,y). Izjednacavanjem sume i-tog stupca dobivamo 1+ A(1,0)+A(1,1) =
B(1,0) + B(1,1), a j-tog stupca A(0,1) + A(1,1) = 1+ B(0,1) + B(1,1).
Oduzimanjem slijedi A(0,1) + B(1,0) = 2 + A(1,0) + B(0,1) > 2, pa je
A(0,1) > 0ili B(1,0) > 0. U prvom slu¢aju mijenjamo podmatricu od A, u
drugom slucaju podmatricu od B, i tako izjednacavamo dva unosa u prvim
recima matrica A i B. Analogno nastavljamo dok ne izjednac¢imo prve retke.
Zatim isti postupak ponavljamo s drugim, tre¢im, ¢etvrtim. ..recima dok ne
izjednac¢imo sve elemente matrica A i B.

O

Iz prethodnog teorema slijedi da od proizvoljne matrice iz skupa X ko-
na¢nim nizom zamjena podmatrica mozemo dobiti incidencijsku matricu
(v, k, \) blok dizajna, ako dizajni postoje. Prirodan izbor susjedstva N(A) je
skup svih matrica koje od A dobivamo zamjenom jedne podmatrice. Iduca
propozicija govori o veli¢ini tog skupa.
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Proporzicija 3.2 Za svaku matricu A € X wrijedi [N(A)] > (5)(r — \)2
Jednakost se dostize ako i samo ako je A incidencijska matrica (v, k, \) blok

dizajna.

0 1 1 0

zadani reci ¢, j u kojima biramo podmatricu, mozemo izabrati bilo koji stupac
koji na ¢-tom mjestu ima jedinicu, a na j-tom nulu, i bilo koji drugi stupac
u kojem je obratno. Izbora ima (r — A\;)?, gdje je \ij = ZZ=1 a;kaj broj
stupaca koji na i-tom i j-tom mjestu imaju jedinicu. Prema tome, |N(A)| =
> ici(r = Xij)?. Dvostrukim prebrojavanjem trojki {(i, j, k) | air = aj, = 1}
slijedi D, _; Aij = b- (’;) Uz taj uvjet izraz za |[N(A)| (shvaéen kao kvadratna
funkcija u varijablama \;;) poprima minimalnu vrijednost (3)(r — A)? kad je
Aij = A za sve 1 < j. Taj slucaj upravo odgovara incidencijskim matricama
(v, k, \) blok dizajna.

Dokaz. Prebrojavamo podmatrice od A oblika [ L0 ] ili [ 01 } Ako su

4

Nakon definicije skupa rjesenja X, funkcije susjedstva N i ciljne funkcije ¢
slijedi izbor heuristike. Hill-climbing heuristika ponasa se dobro za probleme
kod kojih su veé¢ina lokalnih minimuma ujedno globalni. Opisani optimiza-
cijski problem za (v, k, A) blok dizajne takav je samo za k = 3. Za k > 3
funkcija ¢ : X — NU{0} ima puno lokalnih minimuma koji nisu globalni, pa
se bolje ponasaju heuristike simulated annealing i tabu search.

R.Mathon [67] je u ovom kontekstu koristio simulated annealing. Prema
[67], pomoc¢u njegove implementacije mogu se konstruirati Hadamardovi di-
zajni (dm — 1,2m — 1,m — 1) za m < 6 i projektivne ravnine S(2,n +
1,n*+n+1) zan < 9. U nasoj implementaciji tabu search se pokazao
efikasnijim od simulated annealing heuristike. Program tabubibd.c lako
nalazi i Hadamardove dizajne za m = 6. Medutim, oba nasa programa nisu
nasli projektivne ravnine reda 7 i 8 niti nakon duze potrage (Primjer 3.5).
U iducoj cjelini opisujemo implementaciju tabu search algoritma i dobivene
rezultate.

3.2 Tabu search algoritam za blok dizajne i konfiguracije

Algoritmi lokalne potrage definiraju niz rjesenja (z;) tako da u svakoj ite-
raciji zamjenjuju trenutno rjesSenje x; nekim rjesenjem iz njegovog susjedstva
zir1 € N(x;). Kod hill-climbing algoritma novo rjesenje ne smije povecati
vrijednost ciljne funkcije, tj. mora vrijediti ¢(x;11) < c(z;). Tabu search
je jednostavna generalizacija tog pravila. Kad algoritam zapne u lokalnom
minimumu (u kojemu je 0 < ¢(z;) < ¢(x) za sve x € N(z;)), dozvolja-
vamo potez koji povecava vrijednost ciljne funkcije. Algoritam ¢e se u iduéih
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nekoliko iteracija vjerojatno vratiti u isti lokalni minimum i nakon toga se
niz pocinje ponavljati. Da bi se to izbjeglo, zadnjih nekoliko rjesenja (ili
poteza koji su do njih doveli) pamte se u tabu listi. Rjesenja u tabu listi su
zabranjena, a u svakoj iteraciji najstariji ¢lan liste zamjenjuje se trenutnim
rjesenjem (tabu lista je red, tj. FIFO lista).

Program tabubibd.c pocinje potragu od pseudoslucajne matrice A € X.
Generira se ciklicka matrica iz X i primjenjuje odreden broj pseudoslucajnih
zamjena podmatrica kao u Teoremu 3.1. Iteracija se sastoji od promjene
jedne podmatrice. Bira se podmatrica koja najvise smanjuje ciljnu funkciju,
ako je to moguce. U tabu listi se pamte podmatrice koje su se mijenjale u
zadnjih nekoliko iteracija i njih se ne smije izabrati.

Optimalnu veli¢inu tabu liste odredujemo eksperimentiranjem. U [76]
i [77] preporucuju se tabu liste od 3 do 7 unosa, ali nas program se najbolje
ponasa s tabu listom od 20 do 30 unosa. Razlika se moze objasniti time
sto su kod nas skupovi susjednih rjesenja N(A) puno veéi nego u [76] i [77]
(Propozicija 3.2).

Tabu lista ne moze potpuno sprijeciti ciklicko ponavljanje rjesenja. Ako
algoritam ne pronade optimalno rjesenje nakon nekoliko tisuca iteracija,
obi¢no se isplati ponovo zapoceti potragu od pseudoslucajne matrice. Ko-
ristimo jos jedno pravilo koje poboljsava performanse programa. Moze se
dogoditi da tabu lista sprjecava pronalazenje optimalnog rjeSenja, jer sadrzi
indekse podmatrice koju treba promijeniti da bi se dobila incidencijska ma-
trica blok dizajna. U takvim sluc¢ajevima dozvoljavamo “tabu iznimke”. Ako
zamjenom podmatrice dobivamo matricu u kojoj je vrijednost ciljne funkcije
manja nego u svim prethodnim iteracijama, takva zamjena je dozvoljena
bez obzira na tabu listu. Zbog ovog pravila o¢ito ne moze doé¢i do ciklickog
ponavljanja rjesenja.

Program tabubibd.c koristen je u cijelini 2.3 za konstrukciju (12,4, 3)
blok dizajna. U iduca tri primjera detaljnije analiziramo njegovo ponasanje.

Primjer 3.3 U ovom primjeru cilj je poboljsati neke od donjih ocjena za
broj neizomorfnih blok dizajna u [24, Tablica 1.1.28]. Pomoé¢u programa
tabubibd.c konstruiramo niz incidencijskih matrica, zatim pomocu pro-
grama incfilter.c ispitujemo izomorfnost. Za ¢vrste parametre koristimo
najviSe jedan dan procesorskog vremena i konstruiramo najvise 10000 ne-
izomorfnih dizajna. U Tablici 11 navedeni su parametri za koje je na taj
nacin bitno poboljsana ocjena iz [24]. Stupci sadrze redni broj dizajna iz [24,
Tablica 1.1.28], parametre, staru i novu ocjenu za broj neizomorfnih dizajna.
Zanimljivo je da se medu konstruiranim blok dizajnima nije pojavio niti jedan
par medusobno izomorfnih. To znac¢i da je stvarni broj dizajna s parame-
trima iz Tablice 11 izuzetno velik i da su nove ocjene takoder vrlo grube.
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R.br.  (v,k,A) Handbook Novo | R.br. (v,k,A\) Handbook Novo
69  (19,4,2) 423 10* 361 (19,4,4) 424 5000
70 (13,4,3) 3702 10* | 416 (11,5,10) 3337 10*
102 (15,5,4) 207 100 | 447 (14,4,6) 4 2500
123 (16,5,4) 11 100 | 520 (29,4,3) 1 200
124 (13,5,5) 30 10 525 (15,5,8) 104 10*
128 (16,6,5) 15 300 529 (15,6, 10) 118 10
147 (25,4,2) 17 1000 | 606  (16,5,8) 12 5000
148 (17,4,3) 1 104 | 607 (13,5,10) 31 10°
149 (13,4,4) 2462 10° | 688 (17,4,6) 1 250
220 (20,4,3) 1 2500 | 742 (16,6,11) 1 10*
221 (20,5,4) 1 400 | 785  (18,4,6) 1 100
238  (31,4,2) 1 50 7838 (18,6, 10) 4 1000
239 (21,4,3) 1 2500 | 825 (15,5,10) 1 1000
242 (11,4,6) 1 100 | 835 (16,7, 14) 1 1000
246 (17,5,5) 1 5000 | 1000  (20,5,8) 1 1000
247  (11,5,8) 4394 10 | 1036 (16,6, 13) 1 1000
284  (16,6,7) 1 5000 | 1037 (14,6, 15) 1 5000
340 (24,4,3) 1 1000 | 1094 (17,5, 10) 1 1000

Tablica 11: Nove donje ocjene za broj neizomorfnih blok dizajna.

Veéina konstruiranih dizajna ima trivijalnu punu grupu automorfizama (za-
pravo, netrivijalnu grupu imaju samo dizajni s viSestrukim blokovima, koji
se mogu permutirati). Prema tome, ovi dizajni ne bi se mogli konstruirati
metodom koristenom u drugom poglavlju disertacije.

Primjer 3.4 U ovom primjeru usporedujemo nas tabu search algoritam za
blok dizajne s dva slicna algoritma iz literature. P.Bofill i C.Torras [14], [15]
testirali su niz optmizacijskih algoritama za neuralne mreze na problemu
konstrukcije blok dizajna. Najuspjesniji se pokazao algoritam koji koristi
heuristiku simulated annealing (oznacavat ¢emo ga NN-SA). S.Prestwich [84]
usporeduje taj algoritam s randomiziranom verzijom backtrackinga kojeg na-
ziva “constrained local search” (CLS). Usporedba se vrsi za sve parametre
iz [24, Tablica 1.1.28] koji zadovoljavaju vb < 1000. To su ujedno svi dopus-
tivi parametri za 2k < v, r < 41 i vb < 1000. Ima ih 129, ali u cetiri slucaja
dizajni ne postoje: (15,5,2), (22,7,2), (21,6,2) 1 (29, 8,2). Za preostalih 125
parametara NN-SA nalazi dizajne u 54 slucaja (43.2 %), a CLS u 93 slucaja
(74.4%). Za svaki od 125 parametara pozivali smo program tabubibd.c pe-
deset puta, pri cemu je maksimalan broj iteracija bio 1000, a duljina tabu
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(v,k,A) Br. | (v,k,A\) Br. | (v,k,A) Br.| (v,k,A) Br.| (v,k,A) Br
(7,3,1) 50 | (10,4,4) 50 | (6,3,16) 50 | (25,9,3) 11| (12,4,6) 46
(6,3,2) 50| (16,4,1) 42 | (16,8,7) 0] (15,5,4) 48| (12,6,15) 50
(7,3,2) 50| (9,3,3) 50| (11,5,8) 50| (21,7,3) 0 (9,4,15) 50
(9,3,1) 50| (9,4,6) 47| (9,4,9) 50| (7,3,13) 50 | (13,4,5) 48
(8,4,3) 50| (8,4,9) 50| (7,3,10) 50 | (16,4,2) 49 | (11,5,14) 45
(6,3,4) 50 | (13,3,1) 50 | (13,4,3) 50 | (16,6,5) 6 |(9,3,8) 50
(11,5,2) 50 | (13,4,2) 50 | (13,5,5) 50| (9,3,6) 50| (21,5,2) 0
(7,3,3) 50| (13,6,5) 40 | (16,6,4) 0] (9,4,12) 50 | (21,6,3) 0
(10,4,2) 50 | (7,3,7) 50| (15,3,1) 50| (15,7,9) 32| (21,10,9) 0
(9,4,3) 50 | (6,3,12) 50 | (15,6,5) 11 |(13,3,2) 48 |(16,6,7) 41
(13,4,1) 50 | (10,5,8) 49 | (12,3,2) 49 | (13,4,4) 46 | (10,3,6) 50
(6,3,6) 50 | (19,9,4) 24 | (12,6,10) 50 | (13,6,10) 50 | (10,4,12) 49
(10,5,4) 50 | (11,5,6) 50 | (23,11,5) 6| (10,5,16) 48 | (15,7,12) 47
(7,3,4) 50 | (14,7,6) 10| (7,3,11) 50 | (19,9,8) 0| (18,6,5) 0
(9,3,2) 50 | (16,6,3) 49 | (9,3,5) 50 | (11,5,12) 48 | (22,11,10) 0
(8,4,6) 49| (7.3,8) 50| (10,5,12) 45 | (22,8,4) 0| (15,5,6) 50
(15,7,3) 28 | (12,4,3) 50 | (8,4,15) 50 | (14,7,12) 50 | (16,4,3) 50
(6,3,8) 50| (6,3,14) 50 | (17,8,7) 0] (27,13,6) 0| (16,8,14) 29
(11,5,4) 50 | (9,3,4) 50| (7,3,12) 50| (21,9,6) 0| (31,6,1) 26
(7,3,5) 50| (7,3,9) 50| (10,3,4) 49 | (10,4,10) 47 | (31,10,3) 0
(16,6,2) 20 | (21,5,1) 41 | (10,4,8) 49 | (25,5,1) 35| (31,15,7) O
(12,6,5) 50 | (8,3,6) 49| (11,3,3) 48 |(9,3,7) 50 | (11,5,16) 45
(7,3,6) 50 | (8,4,12) 50 | (11,4,6) 49| (20,10,9) 0| (22,7,4) 0
(6,3,10) 50 | (10,4,6) 50 | (11,5,10) 49 | (16,5,4) 43| (9,3,9) 50
(10,3,2) 50 | (15,7,6) 1|(18,9,8) 0| (16,6,6) 23| (25,10,6) 0

Tablica 12: Broj konstruiranih dizajna u 50 poziva tabu search algoritma.

liste 30. Rezultati su navedeni u Tablici 12. Bar jedan dizajn pronaden
je u 106 slucaja (84.8%). Za preostalih 19 parametara program je izvoden
1000 puta s maksimalnim brojem iteracija 2000 (u [84] se takodjer dozvo-
ljava maksimalno 2 000 000 iteracija algoritma CLS). Pronadeni su (16,8, 7),
(16,6,4) i (18,6,5) blok dizajni. Medu 16 parametara za koje ni tada nije
pronaden dizajn nalaze se i parametri (22,8, 4), za koje je problem egzisten-
cije otvoren.

Glavna prednost naseg algoritma je Sto pretrazuje samo matrice sa su-
mama redaka r i sumama stupaca k (naruSen je jedino uvjet na skalarne
produkte redaka). Algoritmi NN-SA i CLS pretrazuju vece skupove matrica,
u kojima svi uvjeti mogu biti naruseni.
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Primjer 3.5 U ovom primjeru primjenjujemo program tabubibd.c na Stei-
nerove 2-dizajne. PonasSanje se jako razlikuje za k = 3 i za k£ > 3. Program
lako nalazi S(2, 3,v) dizajne cak i za velike v. Poznato je da se Steinerovi sis-
temi trojki mogu uspjesno konstruirati hill-climbing algoritmom, koristenim
na primjer u [95] (opis algoritma nalazi se u petom poglavlju knjige [62]).
Medutim, za k£ > 4 na ovaj nacin dobili smo jedino projektivne i afine rav-
nine reda n < 5 (5(2,4,13), S(2,4,16), S(2,5,21), S(2,5,25) i S(2,6,31)).
Za sve ostale parametre koje smo testirali nije pronaden niti jedan dizajn. Po-
troseno je nekoliko dana procesorskog vremena za projektivne i afine ravnine
reda n = 7, 8 i za svaki od parametara S(2,4,25), 5(2,4,28) i S(2,4,37).
Zaljucujemo da za Steinerove 2-dizajne ovaj pristup ne moze biti alterna-
tiva metodi konstrukcije pomoc¢u grupa automorfizama, koristenoj u drugom
poglavlju disertacije.

Tabu search algoritam uz male preinake mozemo koristiti i za konstrukciju
drugih incidencijskih struktura. Na primjer, za konstrukciju konfiguracija
(Definicija 1.6) dovoljno je promijeniti ciljnu funkciju:

2
b b
c(A) = Z <]21 aijai’j> - ; Aij Qg

1<4/

Izraz u uglatoj zagradi jednak je nuli ako je skalarni produkt redaka 4, ¢’ nula
ili jedan, a inace je pozitivan. Prema tome, ¢(A) = 0 ako i samo ako je A
incidencijska matrica (v, b) konfiguracije. Prilagodeni program tabuconf .c
koristimo za konstrukciju konfiguracija u Primjeru 3.6 i u iducoj cjelini.

Primjer 3.6 U ovom primjeru konstruiramo simetricne (v;) konfiguracije
pomocu programa tabuconf.c. Nuzdan uvjet za postojanje konfiguracija je
v > k? —k+1, a program smo testirali za v < 100. Za k = 3i k = 4 program
vrlo brzo nalazi konfiguracije za sve parametre v koji zadovoljavaju uvjete.
Za k = b jedina iznimka je v = 22, ali poznato je da (225) konfiguracija
ne postoji [24, Tablica IV.6.10]. Medu ostalim primjerima konstruirane su
(235) konfiguracije, ekvivalentne linearnim prostorima TSC(2,5) (Propozi-
cija 2.32).

Prema [24, Tablica IV.6.10] konfiguracije s k = 6 ne postoje za v = 32,
a za v = 33 1 34 pitanje egzistencije je otvoreno. Nas§ program brzo nalazi
(316) konfiuraciju (projektivnu ravninu reda 5), a uz malo vise ra¢unanja
(346) 1 (3bg) konfiguracije. Svi konstruirani primjeri za (34¢) izomorfni su
konfiguraciji koju ovdje navodimo.
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{1, 6,10, 15,23, 27} {19, 25, 27, 29, 30, 33} {9, 13, 14, 22, 23, 29}
{7,8,17, 19, 23, 32} {11, 14, 17, 20, 27, 31} {10, 12, 13, 19, 20, 26}
{3,4,5,14, 15,19} {4,8,9, 16, 18, 27} {2, 11, 13, 15, 18, 33}
{4,6, 13,17, 21, 30} {1, 2, 4, 12, 25, 32} {6, 8, 14, 25, 26, 34}
{4,7,10, 11,29, 34} {2, 6,9, 19, 24, 31} {1, 18, 19, 21, 28, 34}
{1,5,9, 11,26,30} {6, 11, 12, 16, 22, 28} {2, 7, 21, 22, 26, 27}
{5, 10, 17, 18, 22, 25} {1, 8, 20, 22, 24, 33} {15, 16, 17, 24, 26, 29}
{2,3,8,10,28,30}  {7,12, 14, 18, 24, 30} {15, 22, 30, 31, 32, 34}
(3,6, 18, 20, 29, 32} {1, 3, 7, 13, 16, 31} {2, 5, 16, 20, 23, 34}
{5,8,12, 21,29, 31} {10, 14, 16, 21, 32, 33} {7, 9, 15, 20, 25, 28}
{3,9,12, 17,33, 34} {5, 13,24, 27, 28, 32} {3, 11, 21, 23, 24, 25}
{4, 23, 26, 28, 31, 33}

Za v =331 36 < v <42 nije pronadena niti jedna konfiguracija s k = 6,
ali ih program lako nalazi za v > 43. PonaSanje programa je slicno za
k = 7. Lako se nalaze konfiguracije sa v > 68, a nije pronadena niti jedna
konfiguracija s manjim v. Na temelju ovih primjera ¢ini se da za ¢vrsti k
postoji vy za kojeg program lako nalazi (v;) konfiguracije za sve v > vy.

3.3 Dizajni S(2,k,2k* — 2k + 1) kao TSC prostori

Prema Definiciji 1.8, svaki TSC(k, k) prostor je Steinerov 2-dizajn s dvo-
struko vise pravaca nego tocaka (b = 2v). Takvi Steinerovi 2-dizajni imaju
parametre oblika S(2, k,2k* — 2k + 1) i bili su tema magistarskog rada [55].
Postavlja se pitanje je i svaki takav dizajn ujedno TSC(k, k) prostor, tj.
moze li se skup pravaca rastaviti na dvije simetri¢ne (v;) konfiguracije? U
slucaju k < [ particija TSC(k, () prostora na dvije simetri¢ne konfiguracije je
jedinstvena i dobiva se razdvajanjem “kratkih” i “dugih” pravaca. Medutim,
ako su svi pravci jednake duljine particija ne mora biti jedinstvena i nije jasno
da li postoji. U ovoj cjelini ispitujemo poznate primjere S(2, k, 2k* — 2k +1)
dizajna.

Postoje to¢no 2 dizajna S(2, 3,13) [55, Primjer 3.21] i 18 dizajna S(2, 4, 25)
[94]. Pomocu programa tscpartition.c prebrojili smo sve moguce rastave
na dvije simetricne konfiguracije. Rezultati su navedeni u Tablici 13, u kojoj
su dizajni oznaceni isto kao u [55, Tablica 1]. Svaki dizajn dopusta bar dva
rastava, pa zakljucujemo:

Propozicija 3.7 Svi dizajni S(2,3,13) i S(2,4,25) su TSC prostori.

Dizajni S(2,5,41) nisu potpuno klasificirani. R.Mathon i A.Rosa [24,
Tablica 1.1.28] konstruirali su 4 primjera s automorfizmom reda 5 i jos je-
dan primjenom odredene transformacije. U magistarskom radu [55, Teo-
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http://lnr.math.hr/~krcko/dis/prog/tscpartition.c

Dizajn  Br. | Dizajn Br. | Dizajn Br. | Dizajn Br.
S3.1 14 S4.4 140 | S4.9 5 | S4.14 23
S3.2 14 S4.5 23 | S4.10 14 | S4.15
S4.1 1064 | S4.6 1] S411 2 | S4.16
S4.2 26 S4.7 9| 5412 5 | S4.17
S4.3 98 S4.8 5 | S4.13 26 | S4.18

Ot =

S W Ot 0o

Tablica 13: Broj rastava na dvije simetri¢ne konfiguracije.

rem 5.33] konstruirani su S(2,5,41) dizajni s automorfizmom reda 3 (rezul-
tat je takoder objavljen u [57]). Postoji 12 takvih dizajna, od kojih su 9 bili
novi. Jos jedan primjer s punom grupom automorfizama reda 2 konstruiran
je u [56]. Tih 15 dizajna su jedini poznati primjeri za S(2,5,41).

Program tscpartition.c nalazi particije na dvije simetricne konfigura-
cije ispitujuéi sve moguénosti. Zbog “backtrackinga” ispituje se puno manje
od (2:) podskupova pravaca, ali ipak previse u slucaju S(2,5,41) dizajna.
Za njih particije nalazimo nepotpunom lokalnom potragom, pomocu hill-
climbing programa tschillpart.c. Ukratko opisujemo algoritam pomocu
oznaka iz prethodne cjeline.

Skup rjesenja X sadrzi v-¢lane podskupove pravaca. Susjedni su podsku-
povi koji se razlikuju samo u jednom pravcu (dakle, podskupove u N(zx)
dobivamo izbacivanjem jednog pravca iz x i dodavanjem nekog drugog).
Oznacimo sa rp(x) broj pravaca iz z incidentnih s tockom P. Tada funkciju
cilja definiramo sa c¢(z) = > p(rp(x) — k). Incidencijske strukture sastav-
ljene od pravaca iz skupa x i njemu komplementarnog skupa su konfiguracije
ako i samo ako je ¢(z) = 0.

Program pocinje od pseudoslucajno izabranog skupa pravaca xr € X. U
svakoj iteraciji pseudosluc¢ajnim izborom bira se pravac iz skupa x i drugi
pravac koji ne pripada skupu x. Pravci se zamjenjuju ako se time smanjuje
vrijednost ciljne funkcije, a u suprotnom se prelazi na sljede¢u iteraciju bez
zamjene. Na taj nacin vrlo brzo smo dobili particije 15 poznatih S(2,5,41)
dizajna na dvije simetri¢ne (415) konfiguracije.

Na ovom problemu vidi se prednost nepotpune heuristicke potrage nad
potpunom potragom s backtrackingom. Za particioniranje 18 dizajna S(2, 4,
25) pomoc¢u programa tscpartition.c potroseno je nekoliko tjedana proce-
sorskog vremena, a pomocu programa tschillpart.c mogu se particionirati
u svega nekoliko sekundi. Nedostatak je, naravno, Sto dobivamo samo jednu
particiju za svakog, a kod potpune potrage sve moguce particije.

Egzistencija S(2,k, k* — 2k + 1) dizajna je za k > 6 otvoren problem.
Zakljuéujemo da su svi poznati primjeri S(2, k, 2k* — 2k + 1) dizajna ujedno
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TSC prostori, ali primjera ima premalo da bi na osnovu toga formulirali
op¢enitu hipotezu. “Protuprimjere” nalazimo medu bliskim incidencijskim
strukturama, konfiguracijama s dvostruko vise tocaka nego pravaca. Pomoc¢u
programa tabuconf.c konstruirali smo 100 konfiguracija (14¢,283), zatim
smo primjenjivali program tscpartition.c. Tako je pronadena sljedeca
(144, 283) konfiguracija koju nije moguée rastaviti na dvije simetri¢ne (143)
konfiguracije:

{1,2,12} {1,3,5}  {1,6,10}  {1,7,13} {18, 9}
{1,11,14} {2,313} {2, 4,6} {2,577 {2,810}
{2,9,11} {3,4,8 {3,710}  {3,9,14} {3,11,12}
{4,5,13} {4,711} {4,9,12} {4, 10,14} {5,6, 11}
{5,8,14} {5,9,10} {6, 7,9} {6,812} {6, 13, 14}
{7,12,14} {8, 11,13} {10, 12, 13}

Za primjer nerastavljive (156, 303) konfiguracije bilo je potrebno pretraziti
oko 10000 konfiguracija konstruiranih programom tabuconf.c. Pomoc¢u pro-
grama tschillpart.c brzo smo izdvojili one koji se mogu rastaviti, a na
ostale smo primjenjivali sporiji program tscpartition.c. Pronadena je
sljedeca (154, 303) konfiguracija koju nije moguée rastaviti na dvije simetricne
(153) konfiguracije:

{1,2,11} {1,3,14} {1,4,5}  {1,6,15}  {1,7,8}
{1,9,10} {2,4,14} {2,512} {2,6,9} {2, 8, 10}
{2,13,15} {3,4,10} {3,5,15} {3,6,7} {3,9, 12}
{3,11,13} {4,6,11} {4,7,13} {4,812} {5 6,8}
(5,79} {5,10,13} {6,12,13} {7, 10,14} {7, 11, 12}
{8,9,15} {8, 11,14} {9, 13,14} {10, 11,15} {12, 14, 15}

Istom tehnikom pronadena je sljedeca nerastavljiva (16¢,323) konfiguracija:

{1,2, 6} {1,3,16}  {1,4,14} {1,512} {1,7, 8}
{1,9,10}  {2,3,8} {2,4,13} {2,515} {2,711}
{2,10, 16}  {3,5,14}  {3,6,12} {3,7,9} {3, 11, 15}
{4,6,16}  {4,8, 11}  {4,9,12} {4,10, 15} {5, 7, 16}
{5,8,10}  {5,11,13} {6,8,13} {6,9,11} {6, 14, 15}
{7,10,14} {7,13,15} {8,12, 14} {9, 13,14} {9, 15, 16}
{10, 11, 12} {12, 13, 16}

Dakle, ako se moze dokazati da se svaki S(2,k,v) dizajn s v = 2k* —
2k + 1 rastavlja na dvije simetri¢ne (vy) konfiguracije, u dokazu se mora
koristiti svojstvo da su svake dvije tocke spojene jedinstvenim pravcem (koje
nedostaje u definiciji konfiguracije). S druge strane, ako tvrdnja ne vrijedi,
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za dokaz je potrebno naci primjer nerastavljivog S(2, k, 2k* — 2k +1) dizajna.
Vidjeli smo da se svi poznati primjeri mogu rastaviti, a procjenjujemo da e
nove primjere biti vrlo tesko konstruirati.
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4 Dodatak

Proviera rezultata klasifikacije 1 prebrojavanja

frekvencijskih kvadrata

® Broj (reduciranih) frekvencijskih kvadrata

A

{5, 1}

{4, 2}

{4, 1, 1}

{3, 3}

{3,2,1}
3,1,1, 1}

{2, 2,2}
2,2,1,1}
(2,1,1,1,1}
{1,1,1, 1,1, 1}

{6, 1}

{5, 2}

{5, 1,1}
{4, 3}

{4, 2,1}
{4,1,1,1}
{3,3,1}

{3, 2,2}
{3,2,1,1}
{3,1,1,1,1}
(2,2, 2,
2,2,1,1, 1}
(2,1,1,1,1, 1}
(1,1,1,1,1, 1, 1}

—_ =

| £(6;0)
24
453
318
1486
3028
2128
13185
9282
6552
9408

Lf(75 )]
120

9876
7416
98484
285948
214752
1185336
4582740
3442464
2586432
19969380
14998608
11270400
16942080

|F(6; V)]

720

67950
190800
297200
5450400
15321600
35599500
100245600
283046400
812851200

[F(7; M)

5040

3110940
9344160
68938800
1801472400
5411750400
9956822400
86613786000
260250278400
782137036800
2264527692000
6803368588300
20449013760000
61479419904000
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A

{7, 1}

{6, 2}

{6,1, 1}
{5, 3}

(5,2, 1}
{5, 1, 1,
{4, 4}

{4, 3,1}
{4, 2,2}
{4.2, 1,
(4,1, 1,
{3, 3,2}
(3,3, 1,
{3,2,2
{3.2,1,
(3,1, 1,
{2,2,2,
{2,2,2,
(2,2,1
(2,11
{1,1,1

Y

Y

Y

1}

1}
1,1}

1}

1}

1, 1}
1,1, 1}

2}

1, 1}

1,1, 1}
1,1,1,1}
1,1,1, 1,1}

| £(8; )]

720

318930
9254280
12268464
50377968
40171008
47740325
771067692
3971210355
3166707276
92525457024
20826177696
16608228480
85538838240
68220465792
54413316096

660892740516
527062142160
420413623488
335390189568
535281401856

[F'(8; \)]

40320

187530840

598066560
24046189440
888667355520
2834466324480
116963796250
30225853526400
350260753311000
1117214326972800
3563924952268800
2449158497049600
7812510676992000
90534306393216000
288818163977011200
921456860096102400
1049233314843201600
3347055427572864000
10679178698392780800
34077789757322035200
108776032459082956800

m Klasifikacija frekvencijskih kvadrata obzirom na

izotopiju
n= A={5,1}
|Aut| Br.klasa
720 1
L= 1
720 True
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n=

|Aut|

|Aut|

297200

A={4, 2}

Br.klasa

A={4,1 1}

Br.klasa

A= 13, 3}

Br.klasa
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15321600

A={3,2 1}

Br.klasa

o= == R W= OO

A={3,1,1,1}

Br.klasa
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T =

100245600

A={2, 2, 2}

Br.klasa

HF NN WHR WER WWO OoOWw

A= {2, 2,1, 1}
Br.klasa

22
37
1
19
3
12
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n= A=1{2,1,1,1, 1}

|Aut| Br.klasa
1 10
2 17
4 9
6 3
8 7
12 5
18 1
24 3
36 1
= 56

283046400  True

n = A={1,1,1,1,1,1}
|Aut| Br.klasa
4 5
8 4
12 3
24 1
36 3
72 1
108 1
120 3
216 1
= 22

812851200  True

n= A={6,1}
|Aut| Br.klasa
5040 1

= 1
5040 True
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3110940

n—=—

|Aut|

68938300

A= {52}

Br.klasa

A={5,11}

Br.klasa
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Y=

5411750400

A= {421}

Br.klasa

A={4,1,1,1}

Br.klasa
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n=

|Aut|

— 00 1 O = Wi+

86613786000

A={3,3,1}

Br.klasa

A= {3, 2, 2}
Br.klasa

1512
353
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Y=
782137036800

A:::{3,2,1,1}
Br.klasa

4951
341

5300
True

A:Z:{B,l,l,l,l}
Br.klasa

1185
178
15
13
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2264527692000

n—

|Aut|

— 00 =1 & N

6803368588800

A ::{2,2,2,1}
Br.klasa

14473
747
18

15

A ::{2,2,1,1,1}
Br.klasa

21836
960
11
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n= A={2,1,1,1,1,1}

|Aut| Br.klasa
1 6491

2 425

4 16

) 1

8 4

10 3

14 1

L= 6941

20449013760000  True

n= A={1,1,1,1,1,1,1}
|Aut| Br.klasa
1 415
2 118
3 7
4 6
) 5
6 3
8 6
12 1
24 1
168 1
294 1
= 564

61479419904000  True

n= A={7,1}
|Aut| Br.klasa
40320 1

= 1
40320  True
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T =
187530840

n—

|Aut|

598066560

Br.klasa
1

1

1

1

1

1

1

7

True
A:::{G,l,l}
Br.klasa
1

1

1

2

1

1

7

True
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Y=
888667355520

A= {5,3}
Br.klasa

)
11
10

Ne}

o= = NN O

A= {521}
Br.klasa

495
90

—_

— == N = NW NN

94



n=

|Aut|

O =W N

2834466324480

A= {5, 1,1, 1}
Br.klasa

236
97
2

Ut =
ot

— o = N O N

95



96
128
192
256
288
384
1024
4096
4608
5184
1327104

116963796250

A= {4,4}
Br.klasa

11
22
37
22
5

13
1

N =
(@)

RF RPN NERFRPFDNDNDNNDDNDD

156
True

96



350260753311000

A ::{4,3,1}
Br.klasa

18225
678
10

A ::{4,2,2}
Br.klasa

104196
6508
954

112043
True
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1117214326972800

n=

|Aut|

O = W N

3563924952268800

A ::{4,2,1,1}
Br.klasa

340250
6492
406

87

18

347263

True

A ::{4,1,1,1,1}
Br.klasa

89481
3446
62
405

0 =
O ©

[\)

— = =N =W WD

93561

True
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7812510676992000

A= {3,3,2}
Br.klasa

741377
22754
1

1891

4

215

17

766361
True

A= {3,3,1,1}
Br.klasa

1191820
18577

)

1088

19

127

20

28

1211710
True
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n= A ={3,2,2,1}

|Aut| Br.klasa
1 27824782
2 39397
4 717
8 102
16 21
32 2
64 1
128 2
= 27865024

90534306393216000  True

n— A=1{3,2,1,1,1}
|Aut| Br.klasa
1 29587375
2 43910

3 63

4 823

6 27

8 107

12 4

16 32

24 1

32 4

48 2

L= 29632348

288818163977011200  True
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n=

|Aut|

O =W N

921456860096102400

A ::{3,1,1,1,1,1}
Br.klasa

4711984
22370
155

047

48

73
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n= A={2,2,22}

|Aut| Br.klasa
1 26807345
2 163022
3 231
4 10385
6 132
8 1674
12 52
16 375
24 29
32 123
48 13
64 38
96 6
128 19
192 1
256 11
768 2
1024 4
1536 2
8192 1
24576 1
= 26983466

1049233314843201600  True
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10679178698392780800

A::{2,2,2,1,1}
Br.klasa

171432492
271401
647

4841

203

359

35

108

7

15

171710120
True

A:::{2,2,1,1,1,1}
Br.klasa

136712035
277816
9180

1124

199

60

137000435
True
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n=

|Aut|

O U W N~

34077789757322035200

A:::{2,1,1,1,1,1,1}
Br.klasa

29066158
93679
114

2511

24

105

296

6

25

29163047
True
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n=

|Aut|

N O U W N+~

108776032459082956800

A ::{1,1,1,1,1,1,1,1}
Br.klasa

1644434
28767
310
1854

12

136

2

397

12

W

HH[\DOJGDBOO)—‘\IO‘!

1676267

True
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m Klasifikacija petlji obzirom na izomorfizam

n=38
|Aut| Br.klasa
1 106185390
2 41088
3 1574
4 411
5 156
6 175
7 2
8 28
10 12
12 4
24 3
42 2
168 1
= 106228849

535281401856  True
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Sazetak

U ovoj disertaciji proucavaju se algoritamske tehnike konstrukecije i klasi-
fikacije kona¢nih matematickih struktura kao Sto su blok dizajni, konacni
linearni prostori, konfiguracije, latinski i frekvencijski kvadrati te orbitne
matrice. Disertacija je podijeljena u tri poglavlja i dodatak.

U prvom poglavlju cilj je potpuno klasificirati promatrane strukture obzi-
rom na neku relaciju ekvivalencije. Dan je opcéenit opis cetiri klasifikacijska
algoritma i dokazana je njihova valjanost. Najvazniji rezultati ovog poglavlja
su klasifikacija nekih kona¢nih linearnih prostora, prebrojavanje i klasifikacija
frekvencijskih kvadrata reda 7 i 8 i klasifikacija niza orbitnih matrica koje se
kasnije koriste za konstrukciju Steinerovih 2-dizajna.

U drugom poglavlju primjenjuje se poznata tehnika konstrukcije blok di-
zajna sa zadanim grupama automorfizama na Steinerove 2-dizajne. Tehnika
se prilagodava jednoj novoj klasi incidencijskih struktura, TSC prostorima
(kona¢nim linearnim prostorima sastavljenim od dvije simetri¢ne konfigura-
cije). Rezultati o Steinerovim 2-dizajnima su konstrukcija svih S(2,4,28)
dizajna s netrivijalnim automorfizmima, konstrukcija velikog broja novih
S(2,4,37) dizajna s automorfizmima reda 2, 31 11 i jos neki rezultati o gru-
pama automorfizama dizajna S(2,5,45), S(2,6,61), S(2,6,66) i S(2,7,85).
Pomoéu diferencijskih familija konstruirani su linearni prostori TSC(3, k) za
k =15,6,7,8, a spomenutom tehnikom TSC(4,5) prostori s automorfizmima
reda 3. Za nekoliko drugih parametara dokazano je nepostojanje TSC pros-
tora s odredenim automorfizmima. Osim toga dokazana je jedna opcenita
konstrukcija TSC prostora, zasnovana na konacnim projektivnim ravninama.

U tre¢em poglavlju pitanje egzistencije blok dizajna i drugih incidencij-
skih struktura postavlja se kao problem kombinatorne optimizacije i koristi se
tabu search algoritam za njegovo rjesavanje. Usporedbom s nekoliko sliénih
algoritama iz literature pokazuje se da algoritam efikasnije nalazi blok dizajne
s vb < 1000. Rezultati dobiveni pomocu algoritma su poboljsanje 36 do-
njih ocjena za broj neizomorfnih blok dizajna i konstrukcija simetricne (34¢)
konfiguracije, ¢ija je egzistencija bila nepoznata. Slicna tehnika primjenjuje
se na jedan drugi kombinatorni problem, pitanje je i svaki S(2,k,v) dizajn
s dvostruko vise pravaca nego tocaka ujedno TSC(k, k) prostor. Dokazano
je da tvrdnja vrijedi za sve poznate primjere S(2,k,v) dizajna s b = 2wv.
Pronadeni su primjeri srodnih kombinatornih struktura za koje analogna
tvrdnja ne vrijedi.

U dodatku su navedene distribucije klasa izotopije frekvencijskih kva-
drata s obzirom na red pune grupe autotopija. Podaci omoguéuju usporedbu
rezultata klasifikacije s rezultatima prebrojavanja frekvencijskih kvadrata,
dobivenih pomocu nezavisnih programa. Rezultati se u cijelosti slazu.
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Summary

In this thesis algorithmic construction and classification techniques for
finite mathematical structures such as block designs, finite linear spaces,
configurations, Latin and frequency squares and orbit matrices are studied.
The thesis is divided into three chapters and an appendix.

In the first chapter the goal is complete classification of certain structures
with respect to some equivalence relation. Four classification algorithms are
described and proved in a general setting. The main results in this chapter
are classification of some finite linear spaces, enumeration and classification
of frequency squares of order 7 and 8, and classification of various orbit
matrices, used in the sequel for the construction of Steiner 2-designs.

In the second chapter the well-known construction technique for block de-
signs with a prescribed automorphism group is applied to Steiner 2-designs.
The technique is also adapted to a new class of incidence structures, TSC
spaces (finite linear spaces consisting of two symmetric configurations). Re-
sults about Steiner 2-designs are construction of all S(2,4,28) designs with
nontrivial automorphisms, construction of many new S(2, 4, 37) designs with
automorphisms of order 2, 3 and 11, and some other results about automor-
phism groups of S(2,5,45), S(2,6,61), S(2,6,66) and S(2,7,85) designs.
Linear spaces TSC(3,k), k = 5,6,7,8 are obtained from difference families
and TSC(4,5) with automorphisms of order 3 by the aforementioned con-
struction technique. For some other parameters nonexistence of TSC spaces
with certain automorphism groups is proved. Furthermore, a general con-
struction of TSC spaces based on finite projective planes is proved.

In the third chapter the existence of block designs and some other inci-
dence structures is formulated as a combinatorial optimization problem and
a tabu search algorithm is used to solve it. The algorithm is compared to
several similar algorithms from the literature and shown to be more efficient
for block designs with vb < 1000. Results obtained with the algorithm are
improvement of 36 lower bounds on the number of nonisomorphic block de-
signs and construction of a symmetric (34¢) configuration, whose existence
had previously been unknown. A similar technique is applied to another com-
binatorial problem, the question whether every S(2, k, v) design with twice as
many lines as points is necessarily a TSC(k, k) space. This is shown to be true
for all known examples of S(2, k,v) designs with b = 2v. Counterexamples
are found amongst related combinatorial structures.

In the appendix distributions of isotopy classes of frequency squares by
full automorphism group order are given. The data enables comparison of
enumeration and classification results about frequency squares, obtained by
independent computer programs. The results are consistent with each other.
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