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1. UVOD

Gledaju¢i daleko u proslost pa sve do danas smatralo se da je najbolji nacin
svladavanja Skolske aritmetike kroz poucavanje i vjezbu. Primjerice, bilo da su osnovni
matematicki pojmovi prezentirani na glinenoj plo¢i ili u tiskanoj tablici, cilj
tradicionalnog poucavanja bio je isti, a to je nauciti ih "napamet".

Tijekom povijesti kriticari tradicionalnog pristupa predlazuc¢i nove reforme naisli su na
otpor. Neke od predloZenih reformi bile su da ucitelji podupiru djecu u otkrivanju i
razumijevanju veza medu razli¢itim zadacima te smiSljanju razli¢itih postupaka za
rjeSavanje zadataka. No medutim, kriticari modernog pristupa postavljaju pitanje: "Zasto
je to vazno kad ucenici jednostavno mogu nauditi "napamet" standardne i ve¢ poznate

efikasne metode?" Tako je npr. kolumnist Thomas Sowell rekao: "...Vecina nas nece
otkriti niSta znacajno Sto dosad ve¢ nije otkriveno..." Postavlja se pitanje koji je od
navedena dva pristupa valjaniji ?!

Koja je osnova aritmetickog znanja i koji je najbolji na¢in poucavanja aritmetike predmet
je rasprave medu zagovornicima tradicionalnog i modernog pristupa, no odgovor je ocito

slozen.

1.1.  INTEGRACIJA PROCEDURALNOG I KONCEPTUALNOG
ZNANJA

Stru¢njaci zainteresirani za usavr$avanje poucavanja matematike dugo su bili zabrinuti
neucinkovitim, 1ako ne Stetnim nacinima kojima su zagovornici tradicionalnog pristupa
poucavali matematiku. Primjeri pouCavanja matematike sa izrazito razli¢itim

posljedicama kroz koje se ocituje razlika izmedu tradicionalnog i modernog pristupa su:



Primjer 1: nefleksibilno mehanicko ucenje

Wertheimer (1949/1959, prema Baroody i Dowker, 2003) opisao je posjet jednom
razredu koji su upravo ucili kako odrediti povrSinu paralelograma. Ucenicima je receno
da to mogu odrediti na na¢in da izmjere Sirinu i visinu baze paralelograma, te pomnoze
te dvije vrjednosti.

Gledaju¢i kako su uspje$no rjeSili nekoliko vrlo slicnih zadataka, Werthaimer je uz
dopustenje ucitelja postavio ucenicima zadatak sli¢an prethodnim, samo Sto je
paralelogram nacrtan okomito, a ne vodoravno kao §to su oni dotad rjesSavali. Nekoliko
ucenika je bezuspjesSno pokuSavalo rjeSiti zadatak, dok su ostali rekli kako to jo§ nisu
ucili.

Ukratko, opisani nac¢in poucavanja nije omogucio ucenicima da primjene svoje znanje na
djelomice drugacijim zadacima.

Primjer 2: fleksibilno primjenjeno znanje

Ana, ucenica Cetvrtog razreda imala je zadatak podijeliti 901 sa 2. Nakon Sto je to ucinila,
dobila je da rezultat iznosi 450 i ostatak 1. Iako joS nisu ucili kako provjeriti je li dobiveni
rezultat to€an, ona je to uspjela provjeriti. S obzirom da su nekoliko mjeseci ranije ucili
da se oduzimanje moze provjeriti tako da dobivenoj razlici dodaju umanjitelja, te njihov
zbroj treba odgovarati umanjeniku, ona je upotrijebila princip za provjeru oduzimanja na
provjeru u zadatku dijeljenja. Umjesto da koristi inverznu operaciju mnoZenja (450x2),
ona je svoj rezultat provjerila koriStenjem njegovog matematickog ekvivalenta odnosno
zbrojila je 450 + 450 1 dobila 900, te imala joS ostatak 1.

S obzirom da je Ana shvatila racionalu za provjeru oduzimanja, uocila je da se taj princip
moZe primjeniti i na povezane, ali razli¢ite zadatke za provjeru rezultata dijeljenja.
Ukratko, njeno razumijevanje omogucuje joj fleksibilno koriStenje naucenog postupka,
stoga on moze biti koriSten i u novom kontekstu.

Primjer 1. ilustrira ono $to Hatano (1988, prema Baroody i Dowker, 2003) naziva
"rutinskim znanjem", znanjem naucenim "napamet”, odnosno znanjem koje moze biti
efikasno primjenjeno samo na vrlo sli€nim, ali ne i na novim zadacima. Dok primjer 2.
ilustrira ono S§to on naziva "adaptivnim znanjem", odnosno znanjem koje moZe biti
primijenjeno ne samo na sli¢ne, ve¢ i na razliite zadatke. U suprotnosti sa rutinskim

znanjem koje je nauceno i pohranjeno odvojeno od drugih znanja, adaptivno znanje je



nauceno i pohranjeno povezivanjem sa drugim znanjima.
Istrazivaci koji su zainteresirani za poucavanje aritmetike prave razliku izmedu rutinskog
i adaptivnog znanja. U pocetku je poucavanje bilo izjednaceno sa vjeStinama racunanja i

proceduralnim znanjem, a kasnije viSe sa razumijevanjem i konceptualnim znanjem.

1.1.1. RAZVOJ PROCEDURALNOG I KONCEPTUALNOG ZNANJA

Krajem dvadesetog stoljeca raspravljalo se o razvojnom slijedu proceduralnog i
konceptualnog znanja. Cetiri su pristupa kako vjestine i koncepti mogu biti povezani.
Bihevioristicki orijentirani istraZiva¢i smatrali su da razvoj matemati¢kih vjeStina
prethodi i leZi u osnovi razvoja koncepata. Kroz primjenu tih vjestina djeca otkrivaju
pravila i koncepte aritmetike. Tako primjerice, ucitelj moZe nauciti dijete da po¢ne brojati
od veceg brojnika (npr. 24+4:"4,5,6"), a dijete koristeci tu metodu da izraCuna zbroj moZze
otkriti da 1 2+4 1 442 imaju jednak zbroj te da redoslijed pribrojnika ne utjeCe na krajnji
rezultat (princip komutativnosti). Za razliku od biheviorista, kognitivno orijentirani
istraZzivac¢i smatrali su da konceptualno znanje prethodi proceduralnom znanju te dovodi
do ucenja vjestina. Tako primjerice, razumijevanje komutativnosti omogucuje djeci da
otkriju neku od strategija zbrajanja. Jo§ jedan od pristupa predlozili su Baroody i
Gingsburg (1986), oni su smatrali da postoji interakcijsko djelovanje izmedu vjestina i
koncepata. Prema njithovom shvacanju, konceptualno znanje moZze dovesti do boljeg
razumijevanja proceduralnog znanja, a primjena proceduralnog znanja moze dovesti opet
do boljeg shvacanja koncepata, i tako dalje. Primjerice, djeca koriste svoje konceptualno
znanje kako bi konstruirala konkretne strategije zbrajanja, zatim iskustvo racunanja
koriStenjem osnovnih strategija zbrajanja moZe dovesti do uvida o razvoju nekih
naprednijih strategija, a njihovo koriStenje zatim moZe dovesti do razumijevanja principa
komutativnosti... I na kraju, Rittle-Johnson 1 Siegler (1998) smatraju da se proceduralno i
konceptualno znanje razvijaju paralelno. Tako primjerice, razvoj neke konkretne

strategije zbrajanja isprepleten je i nedjeljiv od razvoja principa komutativnosti.



1.1.2. ZAKLJUCCI O POVEZANOSTI KONCEPTUALNOG I PROCEDURALNOG
ZNANJA

Rittle-Johnson i Siegler (1998) uocili su da rezultati dosadaSnjih istraZivanja velikim
dijelom idu u prilog pristupima koji smatraju da se prvo razvija ili proceduralno ili
konceptualno znanje. A razlog tomu su teSkoce u ispitivanju pristupa koji smatraju da se
radi o interakcijskom ili simultanom razvoju vjesStina i koncepata.

Hiebert 1 Lefevre (1986, prema Baroody i Dowker, 2003) definirali su proceduralno
znanje kao znanje "kako da", a konceptualno znanje kao znanje "zasto", te iznijeli tri
zakljucka koja se odnose na povezanost vjeStina i koncepata, a idu u prilog
interakcijskom ili simultanom pristupu:

1. Buduéi da prema definiciji konceptualno znanje uklju¢uje medusobno povezano i
smisleno znanje, proceduralno znanje moZe i ne mora biti povezano s drugim znanjima
odnosno moZze, a i ne mora imati smisao.

2. U nekim slucajevima razlika izmedu navedena dva tipa znanja mozZe biti nejasna.

3. Povezivanje konceptualnog i proceduralnog znanja moze imati velike koristi na

stjecanje i primjenu kako konceptualnog, tako i proceduralnog znanja.

1.2. PROMJENE U ZNANJU KOMBINACIJA, STRATEGIJA 1
PRINCIPA ZBRAJANJA KOD DJECE

U posljednjoj cetvrtini  20.stolje¢a dramaticno se promijenio pristup psihologa
matematickim sposobnostima djece. Prema tradicionalnim shvacanjima predskolska
djeca imaju vrlo malo matematickog znanja i sposobnosti. Tako je poznati teoretiar
ucenja Thorndike smatrao da su djeca prije sedme godine sposobna ste¢i samo malo vise
od rutinskog znanja u tom podruc¢ju. No medutim, nedavna istrazivanja pokazala su da
usvajanje matemati¢kih pojmova pocinje vrlo rano. Ve¢ u ranoj predskolskoj dobi djeca
stjeCu znanja vezana uz skupove, zbrajanje 1 oduzimanje, mjerenje. Neka istraZivanja
govore i o uocavanju jednakosti ili razlika medu malim skupovima ve¢ kod
Sestomjesec¢nih beba (Klein i Starkey, 1987; prema Vizek-Vidovi¢ i sur., 2003). U

nastavku ¢e biti opisane tri klju¢ne komponente zbrajanja:



osnovne kombinacije zbrajanja, srategije zbrajanja, te principi zbrajanja.

1.2.1. OSNOVNE KOMBINACIJE ZBRAJANJA

U pocetku je cilj u€enja osnovne aritmetike bio razviti brzo i1 to¢no rjeSavanje zadataka iz
tog podruc¢ja. Ucitelji matematike smatrali su da to ovisi o koli€ini ¢injeni¢nog znanja iz
podrucja aritmetike (npr. znanje zbrojeva znamenki od 0 do 9).
Rana istrazivanja bila su usmjerena na odredivanje razumiju li se neke ¢injenice bolje od
drugih i zaSto. U okviru toga rani istrazivac¢i utvrdili su da teZina zadatka zbrajanja raste
sa veli¢inom zbroja. Wheeler i Murray (1935, prema Baroody i Dowker, 2003) u svojim
su studijama utvrdili da kako raste veli¢ina manjeg pribrojnika u nekom zbroju tako ti
zadaci postaju djeci sve tezi. Primjerice, djeci ¢e biti lakSe izracunati zbroj 8 + 3, nego 8
+ 6. No, treba istaknuti da se kod zbrajanja istih pribrojnika (npr. 5 + 5) takoder pokazuje
taj efekt veliCine, ali generalno gledajuci takve kombinacije su lakSe nego Sto bi se
ocekivalo s obzirom na njihovu veli¢inu. Istrazivanja nisu pokazala dosljedne rezultate o
utvrdivanju teZine zadatka zbrajanja nekog pribrojnika sa 0. Drugim rije¢ima, neka
istrazivanja su pokazala da je zbrajanje sa nulom kombinacija koja se najlaksSe pamti, dok
su druga istrazivanja pokazala suprotno.
Baroody (1985) je utvrdio da teZina kombinacija zbrajanja moZe biti pod utjecajem
nekoliko razlicitih faktora 1 to:

a) metodoloskih razlika, b) razlika u poucavanju, c) koli¢ine vjezbe, d) asocijativnog

olakSanja ili interferencije te e) raCunskih pogreSaka.
A ako postoje razlike u svladavanju kombinacija zbrajanja medu djecom, ¢ak i onda kada
je kontrolirana koli¢ina vjezbe, tada to moZemo pripisati nekom od sljedec¢ih kognitivnih
faktora:
a) radnom pamcenju - Geary (1993, prema Baroody i Dowker, 2003) je smatrao da
prilikom ucenja operacije zbrajanja vjezba moZze biti neefikasna ako dijete zaboravi
pribrojnike prije nego dode do rjeSenja. To moZe ukazivati na mali kapacitet radnog
pamcenja, odnosno da ili sporo rjeSavanje zadatka ili neefikasne strategije postavljaju
prevelike zahtjeve na njihovo radno pamcenje.

b) numerickim pravilima — jo§ jedan od faktora koji ukazuje da vjezba moZe biti



neefikasna prilikom ucenja zbrajanja je neuspjeh u prepoznavanju zakonitosti i veza
medu razli¢itim zadacima, a to moZe biti pod utjecajem koliine postojeceg
konceptualnog znanja. Sto dijete ima vise konceptualnog znanja imati ¢e vise uspjeha u

prepoznavanju zakonitosti i veza medu razli¢itim zadacima.

1.2.2. STRATEGIJE ZBRAJANJA

Pod pojmom strategije podrazumijevamo namjerni postupak pomocu kojeg Zelimo
ostvariti neki cilj, odnosno rjesiti problem (prema Siegler i Jenkins, 1989). Za razliku od
nestrateSkog ponasanja, kao Sto je nasumi¢no pogadanje rjeSenja, ili pak automatsko
dozivanje neke Ccinjenice iz dugorocnog pamcenja, strateSko ponaSanje ukljucuje
prepoznavanje cilja, te izbor sredstava kojima se taj cilj moZe ostvariti.

Razvoj strategija zbrajanja krece se u dva pravca. S jedne se strane povecava ¢injeni¢no i
pojmovno znanje. Mi znamo da je 6 + 3 =9 1 s vremenom postajemo sigurniji 1 to¢niji pri
dosjecanju ili pak postajemo sve sigurniji u princip komutativnosti zbrajanja. Pokazalo se
da se ¢injeni¢no znanje utvrduje ovisno o mehanizmima koji u¢vrscuju asocijativnu vezu
medu cinjenicama. Tako ¢e dijete, buduci da se ¢eSCe sreCe sa zadacima tipa n+l, jer
pocivaju na brojenju, bolje zapamtiti rezultate takvih zadataka. Kao S$to je ve¢ spomenuto
isto se tako lakSe pamti zbrajanje istih pribrojnika.

Povecanje Cinjeninog znanja smanjuje potrebu za uporabom strategija. Jednom kad
dijete zapamti da je 2 + 2 = 4, nema viSe potrebu koristiti strategiju prebrojavanja prstiju.
S druge strane u zadacima koje ne moze rjeSiti dozivanjem rezultata iz dugoro¢nog
pamcenja uocavaju se promjene u postupcima kojima se do rezultata dolazi u smislu sve
vece ekonomicnosti. Pri tom se pokazalo da ni djeca ni odrasli sustavno ne rabe samo
jednu strategiju.

Primjerice, ako ra¢unamo pod vremenskim pritiskom viSe ¢emo se oslanjati na dosje¢anje
gotovih Cinjenica riskiraju¢i pogresku uslijed moguceg zaboravljanja to€nog odgovora.
Ako nam je pak vazno da dodemo do Sto tocnijeg rezultata ponasati ¢emo se drukcije —
uporabit ¢emo strategiju racunanja za koju smo posve sigurni da ¢e nas dovesti do to¢nog
rezultata, iako je vremenski neekonomic¢na.

Budu¢i da je Cinjenicno znanje predSkolske djece ogranieno, ona se pri brojenju i



jednostavnom racunanju moraju koristiti jednostavnim strategijama koje pocivaju na

brojenju unaprijed. Strategije zbrajanja kod djece predskolske i rane Skolske dobi su

sljedece:

I.

Prebrojavanje svih ¢lanova u skupu. Da bi rijeSilo zadatak 3 + 5 dijete podiZe tri
prsta, zatim pet i broji izgovaraju¢i : “1,2,3,4,5,6,7,8”.

Nastavljanje brojenja od prvog pribrojnika. Dijete rjeSava isti zadatak (3 + 5) tako
da odmah digne tri prsta i nastavi podizati joS pet prstiju po jedan uz
odbrojavanje: “4,5,6,7,8”

Strategija pribrajanja manjeg. Ova strategija predstavlja znatan napredak u smislu
sve vece ekonomicnosti ratunanja. Zadatak 3 + 5 dijete koje rabi ovu strategiju
rijeSit ¢e tako da digne pet prstiju, tj. poCinje od veceg pribrojnika i nastavlja
dodavati jo§ tri prsta odbrojavajuci: “6,7,8”. Primjena ove strategije pokazuje da
je dijete shvatilo nacelo kardinalnosti i reverzibilnosti.

Kombinacija dosjecanja i strategije. Kad se prijede na racunanje s veéim
brojevima, istodobno se koriste i ¢injeni¢no znanje i strategije. Primjerice, djeca i
odrasli ponekad zbrajaju 7 + 9 tako da jedan pribrojnik rastave na 7 + 2,
automatski iz sje¢anja povuku razultat 7 + 7 = 14 i zatim, rabeéi strategiju
pribrojavanja manjeg, dodaju 2.

Strategija dosjecanja u kojoj se dozove informacija iz dugorofnog pamcenja.

Primjerice, dijete odmah odgovori da je 7+ 9 = 16.

IstraZzivanja su pokazala da se vecina djece do 9 godina najceS¢e pri zbrajanju sluzi

strategijama pribrojavanja manjeg broja. Strategija pribrojavanja manjeg ovisi i 0

shvacanju principa aditivnosti i komutativnosti.

Vecini djece su ove strategije pri ulasku u Skolu dostupne, $to znaci da ih rabe spontano

ili ih mogu bez vecih poteSkoca primijeniti kad ih se na to upozori (Aschkraft, 1990;

prema Vlahovié-Steti¢ i Vizek-Vidovid, 1998).
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1.2.3. PRINCIPI ZBRAJANJA

Zbrajanje ukljucuje principe razli¢itih dosega. Jedan generalan i vrlo jednostavan princip
je da "zbrajanje Cini viSe". Taj princip se odnosi i na prirodne brojeve (pozitivne cijele
brojeve 1,2,3,4,5...) 1 na zbrajanje bilo kojih opseznijih koli¢ina (npr. koli¢ina koje
predstavljaju mjeru dimenzija kao $to su duZina, masa i volumen). Na apstraktnoj razini
brojevni sustav odreden je svojstvima kao Sto su aditivnost, komutativnost i
asocijativnost. Principi kao Sto su aditivnost, komutativnost i asocijativnost osnovna su
svojstva zbrajanja. Glavni cilj dosadaSnjih istrazivanja bio je ispitati da li rjeSavanje
zadataka zbrajanja kod djece podrazumijeva shvacanje tih principa. Imaju¢i u vidu ta
istrazivanja treba imati na umu da djeca mogu a) usvojiti postupke koji postuju te
principe bez njihova razumijevanja i b) mogu poznavati te principe, a da ih ne mogu
primjeniti u odredenom kontekstu. Osim navedenog, istrazivanja redoslijeda po kojem
djeca uce o principima omogucuje bolje razumijevanje razvoja dio-cjelina znanja (znanje
koje se odnosi na to da se bilo koja koli¢ina (dakle cjelina) moZe razdijeliti u dijelove) .
Takoder su potrebna istrazivanja o razumijevanju tih principa kod djece s ciljem da se
razumije vaznost i razvoj konceptualnog znanja zbrajanja. No, unatoC istaknutosti tih
principa u kljucnim teorijama o matemati¢Ckom razvoju, malo se zna o tome kako djeca

uce o njima.

“ZBRAJANJE CINI VISE”

Dokazi za ranu sposobnost

Starkey (1992) je ispitao razumijevanje zbrajanja 1 oduzimanja kod predSkolske djece
koriste¢i neverbalne odgovore. Ispitanici su bila djeca u dobi od 18 mjeseci do 5 godina.
Prvi zadatak ispitanika bio je staviti lopte u jednu neprozirnu kutiju, zatim su gledali je li
eksperimentator dodavao ili oduzimao lopte od pocetnog broja lopti koje je sam ispitanik
stavio u kutiju. Nakon toga ispitanik je trebao izvaditi jednu po jednu loptu iz neprozirne
kutije, a broj pokuSaja kojim je on posegnuo za loptom u kutiji pokazivao je koliko je
lopti ocekivao da se nalazi u kutiji. Vecina dvogodiSnje djece visSe je puta posezala za
loptom nakon dodavanja, a manje nakon oduzimanja. Uglavnom, broj puta kojim je dijete

pokusSalo posegnuti za loptom to¢no je odgovaralo broju lopti koliko ih je bilo u kutiji.

10
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Uspjeh u zadacima se smanjivao kako se pocetna koli¢ina lopti povecavala. Za zadatke
zbrajanja postotak tocnih odgovora je pao sa 55% za 2+1 (dvije lopte na pocetku + jedna
lopta koju je dodao eksperimentator) na 15% za 3+1 (tri lopte na pocetku + jedna lopta
koju je dodao eksperimentator). Osim toga, istraZivanje je pokazalo da su zadaci sa
oduzimanjem bili lakSi od onih sa zbrajanjem, ali je uspjeh u zadacima oduzimanja
takoder pao sa 91% za 2-1 (dvije lopte na pocetku — jedna lopta koju je eksperimentator
oduzeo) na 52% za 3-1 (tri lopte na pocetku — jedna lopta koju je eksperimentator
oduzeo). S obzirom da rezultati ovog i sli¢nih istrazivanja (Starkey, Spelke i Gelman,
1990; prema Baroody i Dowker, 2003) nisu konzistentni, potrebna su daljnja istraZivanja
kako bi se mogli donijeti neki zakljucci.

Dokazi za stariju predskolsku djecu

Postoje dokazi da kod neke starije predSkolske djece sposobnost neverbalnog zbrajanja
odnosno zbrajanja koriStenjem neverbalnih odgovora kao primjerice u prethodno
opisanom istraZivanju Starkeya (1992) reflektira princip "zbrajanje cini viSe"
(Huttenlocher 1 sur.,1994; prema Baroody 1 Dowker, 2003). Opcenito, te studije ukazuju
da su mlada djeca puno uspjesnija na neverbalnim zadacima zbrajanja nego na verbalno
prezentiranim problemskim zadacima (npr. Petar ima tri jabuke. Ana je Petru dala jo$ pet
jabuka. Koliko sada Petar ima jabuka?) ili na simbolicki izraZenim zadacima (Koliko je 3
+57).

Dowker i Cowan (prema Baroody i Dowker, 2003) pronasli su dokaze koji su u skladu sa
pristupom da se verbalno zbrajanje razvija kasnije od neverbalnog zbrajanja te da ovisi o
vjeStinama brojanja. Rezultati nekih istrazivanja pokazali su da oni koji nisu vjesti u

brojanju pokazuju i slabiji uspjeh u zadacima zbrajanja.

ZATVORENOST I ADITIVNOST

Zbrajanje prirodnih brojeva ima svojstvo zatvorenosti jer je zbroj bilo kojeg skupa
prirodnih brojeva i sam prirodan broj. Jasna posljedica toga je da je bilo koji prirodan
broj, osim broja 1, zbroj drugih prirodnih brojeva. Resnick (1986, prema Baroody i
Dowker, 2003) smatrala je da djeca ve¢ u ranoj dobi shvacaju to svojstvo zatvorenosti
odnosno shvacaju princip aditivnosti koji se simbolicki moZze izraziti kao (a+b)+c=a+b-+c.

Znanje aditivnosti podrazumijeva se pri koriStenju strategije razdvajanja za rjeSavanje
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zadataka zbrajanja (npr. rjeSavanje zadatka 28 + 15 rjeSavanjem 20 + 8 + 10 + 5).
KoriStenje strategije razdvajanja kod djece nije uobi€ajeno, ali to ne mora biti rezultat
nerazumijevanja principa aditivnosti. Djeca koriste niz valjanih strategija za rjeSavanje
zadataka zbrajanja. KoriStenje jedne, ne iskljucuje sposobnost koriStenja druge. Renton
(1992, prema Baroody i Dowker, 2003) je pokuSala utvrditi koje sve strategije zbrajanja
djeca koriste, tako da je trazila od djece (u dobi od 6-10 god.) nakon Sto su rijeSili neke
zadatke zbrajanja, da objasne koje strategije su koristili tijekom rjeSavanja tih zadataka.
Rezultati su pokazali da je samo jedno dijete mlade od 8 godina i nekoliko starijih
koristilo strategiju razdvajanja. No medutim, potrebna su dodatna istrazivanja kako bi se
utvrdilo da li dobiveni rezultati ukazuju da li je problem sa razumijevanjem principa
aditivnosti povezan sa razumijevanjem strategije razdvajanja ili samo sa primjenom te
strategije.

Putnam, deBettencourt i Leinhardt (1990, prema Baroody i Dowker, 2003) ispitali su
razumijevanje strategije razdvajanja tako da su trazili od djece da dopune objasSnjenje
lutke o nacinu na koji je lutka rjeSavala zadatke, a rjeSavala je zadatake zbrajanja i
oduzimanja koriste¢i strategiju razdvajanja. To ukazuje mogu li djeca operacionalizirati
strategiju razdvajanja za odredene zbrojeve, odnosno imaju li implicitno znanje o
aditivnosti. Potrebno je istraziti da li se to implicitno znanje principa razvija prije,
istovremeno ili kasnije od eksplicitnog znanja aditivnosti.

Osim strategije razdvajanja, znanje principa aditivnosti ispitano je joS uz pomoc¢
sloZenijih problemskih zadataka kao npr. Petar ima nekoliko pikula. Ivan je dao Petru jo$
5 pikula. Sada Petar ima 8 pikula. Koliko je pikula imao Petar na pocetku? Ovu vrstu
zadataka nije uspjela savladati vecina djece prije drugog razreda, ali naprotiv ¢ak su i
djeca u vrti¢u uspjesno rjesavala jednostavnije zadatke kao Sto su npr. Petar ima 3 pikule.
Ivan je Petru dao jo$ 5 pikula. Koliko pikula sada ima Petar?

Jo$ jedna od metoda za ispitivanje razumijevanja aditivnosti je zadatak "kupovanja" u
kojem 1ispitanik treba stvoriti odredeni iznos koriste¢i kovanice razli€itih vrjednosti. Ovi
zadaci su bili koriSteni u ispitivanju djece 1 nepismenih odraslih u nekoliko zemalja. U
nekim jezicima je kompozicija viSeznamenkastih brojeva ve¢ izvedena iz izgovora
brojeva (npr. na kineskom i japanskom jeziku broj 12 se ¢ita kao "deset-dva"). Da bi

sprijeCili rjeSenja koja se osnivaju samo na koriStenju verbalnih oznaka za kovanice,
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zadatak "kupovanja" ukljucivao je zadatke sa kovanicama od 5 centi i 1 centa te one sa
kovanicama od 1 1 10 centi. Usporedivanjem rezultata engleskih ispitanika sa rezultatima
kineskih ispitanika, pokazalo se da su Kinezi bolji u oba zadatka.

Iako jo$ nije utvrdeno postoji li kakva povezanost izmedu koriStenja strategije
razdvajanja, rjeSavanja sloZenijih problemskih zadataka te uspjeha u zadacima
«kupovanja», neka istraZivanja su pokazala da djeca mogu prije usvojiti zadatke
«kupovanja» nego rjeSavanje sloZenijih problemskih zadataka. Primjerice, Martin-
Mourao i Cowan (1998) ispitivali su uspjeh u rjeSavanju sloZenijih problemskih zadataka
i zadataka «kupovanja» kod djece tijekom prva tri razreda osnovne Skole te dobili da su
djeca uspjesSnija u rjeSavanju zadataka «kupovanja» nego u sloZenijim problemskim

zadacima.

KOMUTATIVNOST

Zbrajanje je komutativno, $to zna¢i da ukupan rezultat ne ovisi o redoslijedu pribrojnika,
simboli¢ki izrazeno a+b=b+a. Razumijevanje komutativnosti se podrazumijeva u
strategijama zbrajanja koje zanemaruju redoslijed pribrojnika (npr. strategija
pribrojavanja manjeg), Sto su neka istraZivanja i pokazala (Baroody, 1987; Siegler i
Jenkins, 1989).

Dva su pristupa prema kojima se komutativnost razvija kroz nekoliko faza:

1) Baroody i Gannon (1984) smatraju da postoje cCetiri razine razumijevanja
komutativnosti:

a) razina 0 - djeca imaju unarnu koncepciju zbrajanja, ali ne razumiju princip
komutativnosti (npr. oni vide 4+2, kao 4 1 2 viSe, a naprotiv 2+4 vide kao 2 1 4 viSe, ali ne
vide da je 4+2 isto Sto i 2+4).

b) razina 1 (protokomutativnost) - djeca mogu zanemariti redoslijed pribrojnika da bi im
racunanje bilo lakSe, no unato¢ tome nisu sigurni da li je zbroj 2+4 isti kao i zbroj 4+2.

¢) razina 2 (pseudokomutativnost) - djeca jo$ uvijek imaju unarnu koncepciju zbrajanja,
ali znaju da zadaci s istim pribrojnicima imaju isti zbroj.

d) razina 3 (prava komutativnost) - djeca imaju binarnu predodzbu zbrajanja i pravo

matematicko razumijevanje komutativnosti (a+b=b-+a)
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2) Resnick (1992) je smatrala da ne postoji razlika u razvoju izmedu unarne i binarne
koncepcije zbrajanja. Za razliku od prethodno navedenog pristupa ona je kao osnovu
komutativnosti istaknula nenumericko kvalitativno razumijevanje. U nastavku c¢e biti
opisan model razvoja matematickog miSljenja kod djece koriStenjem osnovnih
aritmetickih koncepata, kao primjerice, principa komutativnosti. Taj model je potaknuo
pazljivo analiziranje istraZzivanja o komutativnosti i povecao interes za istraZivanjem tog
podruc¢ja. No prije toga treba navesti da je Resnick (1992) smatrala da u bilo kojem
podru¢ju matematike djeca pocinju sa konkretnim misljenjem dodajuéi zatim tri razine
sve apstraktnijeg misljenja:
a) razina 1 - Protokvantitativna matematika: na toj razini djeca zakljucuju o konkretnim
objektima bez osvrtanja na specifi¢ne koli¢ine, odnosno radije koriste kvalitativne (npr.
jabuke + kruske), neko kvantitativne termine (5+3). Kvalitativno rezoniranje omogucuje
predvidanje smjera odgovora, dok kvantitativno rezoniranje omogucuje odredivanje
tocnog odgovora. KoriStenjem kvalitativnog rezoniranja, djeca mogu otkriti da
dodavanjem elemenata nekom skupu njegova veli¢ina raste, a da se oduzimanjem
elemenata njegova veli¢ina smanjuje.
b) razina 2 - Kvantitativna matematika: na ovoj razini djeca mogu zakljucivati o
brojevima koji su povezani sa odredenim i smislenim kontekstom. Primjerice, djeca
mogu utvrditi da ako djetetu koje ima tri keksa damo joS dva keksa, imati ¢e ukupno pet
keksa. A osim toga, jo§ mogu utvrditi da uzimanjem dva keksa koja smo dali djetetu,
dijete opet ima tri keksa kao na pocetku.
c¢) razina 3 - Numericka matematika: na ovoj razini djeca mogu zakljucivati o specifi¢énim
brojevima u apstraktnom kontekstu, tako primjerice, dijete moze izacunati koliko je 3+2,
bez smislenog konteksta.
d) razina 4 - Operativna matematika: na ovoj razini djeca usvajaju opée aritmeticke
principe odnosno mogu tretirati operacije sa brojevima kao konceptualne entitete o
kojima se moZze zakljucivati u apstraktnom kontekstu. Primjerice, sada dijete mozZe
prepoznati princip inverzije tj. da dodavanje bilo kojeg broja moze biti vrateno u
prethodno stanje oduzimanjem tog broja ili obrnuto (npr. 2+5=7, a 7-5=2).

Resnick (1992) je smatrala da korijeni komutativnosti dosezu unatrag do

protokvantitativne razine i potje¢u iz opéeg razumijevanja principa aditivnosti. Cak i prije
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nego djeca mogu pouzdano odrediti koli¢inu konkretnih objekata, oni znaju da cjelina
moZe biti podijeljena na dva ili viSe dijelova i da se od dijelova moZe ponovno sastaviti
cjelina te da redoslijed kojim su dijelovi kombinirani ne mijenja cjelinu.
Protokvantitativna razina i sljedece tri razine razvoja principa komutativnosti u okviru

Resnickinog modela opisane su u tablici br.3.

Tablica 3. Razine razvoja komutativnosti (prema Resnick, 1992)

razina komutativnosti primjer

protokvantitativna (prenumericka) jabuke + kruske = kruske + jabuke

(dio 1.+ dio 2. =dio 2. + diol.)

kvantitativna (specificni brojevi u smislenom | 3 jabuke + 5 kruSaka = 5 kruSaka + 3

kontekstu) jabuke

numericka (specificni brojevi u apstraktnom |3 +5=5+3

kontekstu)

razina operacija (op¢i aritmeticki principi) a+b=b+a

Usporedivanjem navedena dva pristupa moze se zakljuciti da su se Baroody i Gannon
(1984) usmjerili na jedan tip komutativnosti, i to komutativnost na numeric¢koj razini
prema Resnickinom modelu (3.razina), dok su jednostavnije razine komutativnosti koje
su opisali samo ogranicene verzije te numericke razine.

U nastavku slijedi opis nekih od istraZivanja razumijevanja principa komutativnosti.
Sophian, Harley 1 Martin (1995) ispitali su protokvantitivhu komutativnost kod djece u
dobi od 4 1 5 godina. Zadatak djeteta bio je da procijeni da li su skupovi igracaka koji su
bili sastavljeni od specifi¢nih i nespecifi¢nih koli¢ina jednaki. Kao nespecifi¢nu koli¢inu
koristili su kutiju 1 zdjelu sa ribicama te kutiju i1 zdjelu sa pticama, a kao specificnu
koli¢inu koristili su brojeve 2 i 3 odnosno dvije ili tri ribice i dvije ili tri ptice. Djeca su
rjeSavala zadatke komutativnosti i zadatke nejednakosti, pri ¢emu je njihov zadatak bio
da procijene jesu li dvije lutke dobile jednaki broj igracaka. Primjerice. u zadatku
komutativnosti jedna lutka je mogla imati zdjelu crvenih ribica i dvije ptice, dok je druga
imala dvije crvene ribice 1 zdjelu sa pticama. U ovim zadacima koli¢ine su bile jednake,

ali su se odnosile na razlicite vrste igracaka i koriSten je razlicit redoslijed. Na zadacima
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nejednakosti lutke su imale ili iste nespecificne koli¢ine i razliCite specificne koli¢ine
(npr. kutiju sa crvenim ribicama i dvije ptice trebalo je usporediti sa tri crvene ribice i
kutijom sa pticama) ili iste specifi¢ne koli¢ine i razlicite nespecifi¢ne koli¢ine (npr. kutiju
sa ribicama i dvije ptice trebalo je usporediti sa dvije ribice i zdjelom sa pticama).
Polovica ispitanika je mogla vidjeti igratke u zdjelama i kutijama, a polovica nije. Cak i
kad su igracke u kutijama i zdjelama bile vidljive, pa su ih ispitanici mogli prebrojati, to
nije utjecalo na na to¢nost odgovora, §to ukazuje da uspjeh ne ovisi o brojanju. Vise od
polovice djece u svakoj dobnoj skupini rjesilo je to¢no i zadatke komutativnosti i zadatke
nejednakosti. Rezultati navedenog istrazivanja nisu jednoznacni zato jer su zadaci
ukljucivali i specificne i1 nespecificne koli¢ine, a to ne omogucuje jednostavno
kvalitativno rezoniranje. Drugim rjeCima, kvalitativno rezoniranje o dvije nespecifi¢ne
koli¢ine moze prethoditi kvalitativnom rezoniranju kombinacije nespecificnih 1
specific¢nih koli¢ina.

Cowan 1 Renton (1996) usporedili su rezultate djece u dobi od pet do sedam godina na tri
vrste zadatka. Zadaci koji su se sastojali iskljuc¢ivo od nespecifi¢nih koli¢ina (npr. kutija
sa puno bombona), prebrojanih koli¢ina (ispitanik je imao mogucénost prebrojati
predmete) i simbolicki izraZeni zadaci (npr. 5+3). U jednom drugom istrazivanju,
ispitanicima u dobi od 5 godina dali su zadatke nespecifi¢ne koli¢ine i zadatke prebrojane
koli¢ine. Rezultati obje studije nisu pokazali znacajno bolju izvedbu na zadacima
nespecificne koli¢ine. Ukratko, dobiveni rezultati nisu bili konzistentni sa Resnickinim
(1992) shvacanjem da protokvantitativno razumijevanje komutativnosti prethodi
kvantitativnom ili numeri¢kom razumijevanju tog principa.

Ioakimidou (1998, prema Baroody i Dowker, 2003) je u svojim istraZivanjem takoder
pokazao da se protokvantitativna komutativnost ne javlja prije kvantitativne
komutativnosti.

Neka istrazivanja (Wynn’s, 1990; prema Baroody i Dowker, 2003) pokazala su da znanje
1 razumijevanje brojanja moZe odrediti uspjeh u zadacima prebrojanih koli¢ina, ali moze
biti nebitno za uspjeh u zadacima nespecificne koliCine.

Iako neki (npr. Baroody,1984) smatraju da je razumijevanje principa ‘“‘nevaznosti
redoslijeda” u brojanju nezavisno od komutativnosti, Gelman i Gallistel (1978) smatrali

su da “nevaznost redoslijeda” u brojanju moze prethoditi razumijevanju komutativnosti.
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Ioakimidou (1998, prema Baroody i Dowker, 2003) je proveo istraZivanje ¢iji rezultati su
pokazali da razumijevanje principa “nevaznosti redoslijeda” u brojanju ne prethodi
razumijevanju komutativnosti u zadacima prebrojanih koli¢ina.

Ukratko, s obzirom da rezultati dosada$njih istraZivanja nisu konzistentni, naSe znanje o

razvoju principa komutativnosti jo$ uvijek ostaje rascjepkano.

ASOCIJATIVNOST

Kao tre¢i osnovni princip zbrajanja u literaturi se navodi asocijativnost. Asocijativnost
moZemo definirati kao princip po kojem zadaci u kojima su skupovi razdvojeni te
ponovno kombinirani drugacijim redoslijedom imaju isti odgovor, simbolicki izraZeno
(a+b)+c = a+(b+c). Teorijska osnova 1 istraZivanja vezana isklju¢ivo uz princip

asocijativnosti za sada nisu poznata.

Rezultati istrazivanja koja ispituju odnos izmedu aditivnosti, komutativnosti i

asocijativnosti

Cini se da se razumijevanje principa zbrajanja pojavljuje kroz uocavanje pravila u
nac¢inima na koji konkretni objekti (npr. bomboni) mogu biti kombinirani. Stoga se
uvazavanje osnovnih pravila principa zbrajanja u interakciji sa skupovima konkretnih
objekata smatra vaznim za razvoj koncepata (Gelman i Gallistel,1978; Resnick,1992). S
obzirom da su principi zbrajanja vaZzni za konceptualno znanje, postavlja se pitanje kojim
redoslijedom djeca uce o njima. No, medutim, nisu sva istrazivanja pokazala nezavisnost
principa zbrajanja. Tako primjerice, Resnick (1992) tvrdi da se kod djece ne razlikuje
razumijevanje asocijativnosti i komutativnosti. Pritom se pozvala na longitudinalnu
studiju Pitta, sedmogodiSnjaka koji je smatrao da razumijevanje komutativnosti i
asocijativnosti proizlazi iz razumijevanja aditivnosti. lako je Pitt prepoznao
meduzavisnost principa moguce je da se radi o razumijevanju principa na razliitim
razinama. No, postoje neki dokazi da se komutativnost moZze usvojiti prije asocijativnosti.
Tako su Close 1 Murtagh (1986, prema Canobi i sur.,2002) pronasli da su djeca uspjeSnija
u rjeSavanju racunskih zadataka koji odraZavaju princip komutativnosti, nego onih koji

odrazavaju princip asocijativnosti, ali ta razlika moZe biti povezana viSe sa racunskim
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nego sa konceptualnim zahtjevima ukljuenim u rjeSavanje zadataka sa tri pribrojnika.
Canobi i sur. (1998) ispitali su konceptualno znanje zasebno od rjeSavanja zadataka i
pronasli da su djeca puno uspjesnija u prepoznavanju i objasnjavanju povezanosti medu
zadacima komutativnosti, nego u opisivanju aspekata aditivnosti i asocijativnosti. Svi
navedeni rezultati odnose se na studije koje su u ispitivanju koristile simbolicke zadatke
kao npr. 2+3=3+2, ali nije poznato kakvi bi se rezultati dobili ispitivanjem razumijevanja
principa kod djece, ali u kontekstu konkretnih objekata (npr. 3 jabuke + 2 jabuke = 2
jabuke + 3 jabuke).

Langford (1981, prema Canobi i sur.,2002) je longitudinalnom studijom ispitao
razumijevanje principa u kontekstu konkretnih objekata. U tom su istraZivanju djeca
trebala dati odgovor na osnovu eksperimentatorova opisa akcije odnosno onoga §to ¢ini u
kutijama sa graSkom koje su bile prekrivene. Rezultati su pokazali da razumijevanje
komutativnosti prethodi razumijevanju asocijativnosti. No medutim, u tom istraZivanju
su se djeca morala sjecati opisa akcije eksperimentatora kako bi dali to¢an odgovor, a
osim toga zadaci asocijativnosti su ukljucivali viSe elemenata i dulji opis od zadataka
komutativnosti. Stoga, potrebna su dodatna istraZivanja o prepoznavanju principa
zbrajanja u kontekstu konkretnih objekata.

Osim navedenog, jos$ jedna poteSkoca u interpretaciji ranijih istraZivanja je to da ostaje
nejasno zasSto je djeci asocijativnost teza od komutativnosti. Primjerice, u gore
navedenom istraZivanju Langforda, zadatak asocijativnosti bio je isti kao i zadatak
komutativnosti samo S§to je ukljucivao tri kutije graSka umjesto dvije. Simbolicki
izrazeno, zadatak asocijativnosti je bio blizi jednakosti a+b+c=b+a+c, nego jednakosti
(a+b)+c=a+(b+c). Stoga, Zelimo li ispitati razumijevanje asocijativnosti nuzno je ispitati
znanje razdvojenih i kombiniranih skupova. Tako su Resnick i Omanson (1987, prema
Canobi i sur.,2002) ispitivanjem principa zbrajanja kod Skolske djece smatrali da princip
asocijativnosti razumiju ona djeca koja su usvojila zadatke kao $to su 23+8, razdvajanjem
23 na 20+3 te rekonstruiranjem zadatka u (20+8)+3. Djeca su razdvojila jedan pribrojnik
1 zatim slozila brojeve novim redoslijedom. Time je ispitan i jedan aspekt principa
asocijativnosti koji Langford (1981) nije ispitao.

Odgovori djece u zadacima koji ispituju principe zbrajanja omogucuju identifikaciju

profila dio-cjelina znanja. U prilog tome Canobi i sur. su prouc¢avanjem individualnih
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razlika u konceptualnom znanju pronasli da kod djece postoji tendencija da:

a) razumiju i komutativnost i asocijativnost, b) razumiju samo komutativnost, c) ne
razumiju niti jedan od principa.

Da bi se pomoglo u objasnjenju individualnih razlika u zbrajanju kod djece, istraZivanje
razvoja znanja principa zbrajanja moze "osvijetliti" veze koje djeca stvaraju izmedu
neformalnog matematickog znanja i Skolske matematike. U skladu s time bilo bi korisno
usporediti koncepte zbrajanja predSkolske djece s onom djecom koja su pocela uciti
matematiku. Canobi 1 sur. (1998) utvrdili su da je kod djece u dobi od 6 do 8 godina
uspjeh u objasnjenju povezanosti zadataka koji se osnivaju na aditivnosti, komutativnosti
i asocijativnosti povezan sa njihovim vjeStinama rjeSavanja zadatka. Konkretno, djeca
koja su bila naprednija u razumijevanju principa zbrajanja, puno su brZe, to¢nije i
fleksibilnije rjeSavala Skolske zadatke zbrajanja od druge djece. Djeca sa boljim
konceptualnim znanjem izvjestila su kako su prilikom odgovaranja na ponovljene zadatke
koristili strategiju dosjeCanja kao i druge naprednije strategije zbrajanja. lako rezultati
ovih istrazivanja ukazuju na to da je rjeSavanje zadataka kod starije djece povezano sa
znanjem principa u apstraktnom kontekstu, malo se zna o znanju principa u smislenom
kontekstu, brojanju i vjeStinama rjeSavanja zadataka kod mlade djece. Jedno od takvih
istraZivanja je istraZivanje Sophian, Harley i Martina (1995) koje je pokazalo da i djeca u
dobi od tri godine razumiju principe zbrajanja u smislenom kontekstu, ¢ak 1 kad ne znaju
prebrojati skupove kako bi ih usporedili. Baroody 1 Gannon (1984) ispitali su djecu u
dobi od 5 i1 6 godina te dobili da da koriStenje strategije pribrajanja manjeg pribrojnika
nuzno ne odrazava znanje komutativnosti. Navedene dvije studije ukazuju da brojanje i
vjeStine rjeSavanja zadataka kod mlade djece ne moraju biti povezane sa njihovim
znanjem principa zbrajanja.

No ipak, druge studije predlazu da konceptualno znanje kod djece predstavlja osnovu za
koristenje naprednih strategija zbrajanja (Cowan & Renton, 1996; Fuson, 1982; Martins-
Murao & Cowan,1998). Tako primjerice, neka istraZzivanja ukazuju na to da koriStenje
strategije zbrajanja koja ne ovisi o redoslijedu kao Sto je strategija pribrajanja manjeg
odrazava razumijevanje komutativnosti (Canobi i sur., 1998; Cowan i Renton, 1996).

A Martins-Mourao 1 Cowan (1998) pronasli su da brojanje od manjeg ili veceg

pribrojnika moze biti posljedica razumijevanja aditivnosti. Osim toga, konceptualno
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razumijevanje onoga Sto €ini valjanu strategiju zbrajanja prethodi sposobnosti djeteta da
pocne brojati od veceg pribrojnika umjesto da prebroji sve pribrojnike pocevsi od jedan.
Brojanje od veceg ili manjeg pribrojnika puno je efikasnija strategija. Djeca dobiju
konaéni zbroj dva pribrojnika tako da po¢nu brojati od jednog, umjesto da po¢nu od nule.
Iako je ovo, a1 sli¢na istraZivanja pokazalo da konceptualno znanje moZe biti povezano
sa koriStenjem odredenih strategija zbrajanja, viSe su usmjerena na povezanost izmedu
konceptualnog znanja i vjeStina rjeSavanja zadataka kod starije djece. Stoga su potrebna
istrazivanja o povezanosti izmedu razvoja dio-cjelina znanja kod djece i ranog rjesavanja

problema.

S obzirom da je mali broj istraZivanja koja ispituju razumijevanje principa zbrajanja u
konkretnom kontekstu, cilj ovog istraZivanja bio je upravo ispitati razumijevanje
osnovnih principa zbrajanja (aditivnosti, komutativnosti i asocijativnosti) u konkretnom

kontekstu kod predSkolske djece 1 uc¢enika prvog razreda osnovne Skole.
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2. PROBLEMI

Kako bismo ispitali razumijevanje osnovnih principa zbrajanja kod predskolske djece 1

ucenika prvog razreda osnovne Skole postavljeni su sljede¢i problemi:

1. Ispitati postoji li razlika u razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja:

aditivnosti, komutativnosti i asocijativnosti?

U skladu sa navodima u literaturi (Canobi i sur.,2002) pretpostavili smo da
razumijevanje komutativnosti prethodi razumijevanju asocijativnosti odnosno da su

neki principi (kao Sto je asocijativnost) sloZeniji od drugih (kao Sto je komutativnost).

2. Ispitati postoji li razlika u razumijevanju principa zbrajanja izmedu predskolske

djece i u¢enika prvog razreda osnovne $kole?

U skladu sa navodima u literaturi (Canobi 1 sur., 2002) pretpostavili smo da ne postoji
statisticki znaCajna razlika u razumijevanju principa komutativnosti 1 asocijativnosti
izmedu predskolske djece i one koja su krenula u Skolu, ali da postoji statisticki
znacajna razlika u razumijevanju principa aditivnosti izmedu te dvije skupine

ispitanika.
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3. METODOLOGIJA

3.1. SUDIONICI

Kako bismo odgovorili na postavljene probleme istrazivanje je provedeno na dvije
skupine djece. Ukupno je u istrazivanju sudjelovao 241 ispitanik, a od toga je 148
ispitanika pripadalo skupini predSkolske djece (87 djecaka i 61 djevojcica), a 93
ispitanika skupini ucenika prvog razreda osnovne Skole (47 djecaka i 46 djevojCica).
Skupinu predskolske djece €ini 62 ispitanika iz djecjeg vrtica "Travno" u Zagrebu i 86
ispitanika iz djecjeg vrti¢a "Jarun" u Zagrebu, dok skupinu ucenika prvog razreda c¢ini 53
ispitanika iz osnovne Skole "Ivan MeStrovi¢" u Zagrebu 1 40 ispitanika iz osnovne Skole
"Gustav Krklec" u Zagrebu. Ispitanici su bili u dobi od pet do osam godina.

Za sudjelovanje u istraZzivanju zatraZena je pismena dozvola od strane roditelja.

3.2. PRIBOR

U istraZivanju je koriSten sljedeci pribor:

1. Dva vrlo slicna medvjedica (bijeli medvjedeci visoki 40 cm sa kapicama u razli¢itim
bojama)

2. Sest bijelih kutija dimenzija 22x13x4 cm

3. Dvije plave, dvije crvene, te dvije zelene kutije dimenzija 11,5x7x2,5 cm

4. Sest plavih bombona, osam crvenih bombona i dvadeset zelenih bombona

5. diktafon

6. zadaci za ispitivanje tri principa zbrajanja: probni i testni zadaci (prilog 3.14.)

7. individualni protokoli (prilog 5.)
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3.3. POSTUPAK

Sa svakim djetetom provedeno je individualno ispitivanje u trajanju od otprilike
petnaestak minuta. Ispitivanje su provodili studenti psihologije koji su prethodno
posebno za to educirani. Tijekom ispitivanja svaki ispitanik dobio je kombinaciju tri vrste
zadataka rasporedenih po slucajnom rasporedu (9 zadataka za ispitivanje tri principa
zbrajanja (po tri zadatka za svaki princip), 3 zadatka identiCnosti 1 3 zadatka
nejednakosti) koji ¢e detaljnije biti opisani u nastavku (prilog 4)

Prije samog pocetka mjerenja zadatak eksperimentatora bio je da postavi dva
medvjedica koja ¢e biti nasuprot ispitaniku i ispred svakog medvjedica stavi po tri bijele
kutije, svaku u razmaku od 4-5cm. (napomena: bijele kutije imaju funkciju zagrada, tako
ako se dvije kutije u boji nalaze u jednoj bijeloj kutiji, kao da su u zagradi). Nakon toga
u obje plave kutije trebao je staviti po tri plava bombona, u obje crvene kutije po Cetiri
crvena bombona i u obje zelene kutije po deset zelenih bombona (poslaganih jedni na
druge), te odloziti ih sa strane.

Nakon $to je ispitanik sjeo nasuprot medvjedi¢a eksperimentator mu je objasnio
kako ¢e se oni sada igrati igricu u kojoj dva medvjedi¢a po imenu Tin i Tina dobivaju
neke bombone, a njihov zadatak je da kaZu jesu li Tin i Tina dobili jednaki broj bombona.
Sljedeci korak je da eksperimentator ispitaniku pokaze dvije plave kutije sa po tri plava
bombona i kaze: "Pogledaj, ove dvije kutije su jednake. U svakoj se nalazi po tri plava
bombona!" Zatim mu pokaZe dvije crvene kutije sa po Cetiri crvena bombona i1 kaZe:
"Pogledaj, ove dvije kutije su jednake. U svakoj se nalazi po Cetiri crvena bombona!" I na
kraju mu pokaze dvije zelene kutije sa po deset zelenih bombona poslaganih jedni na
druge, kako ih ispitanik ne bi mogao prebrojati i kaze: "Pogledaj, ove dvije kutije su
jednake. U obje se nalazi jednaki broj zelenih bombona!". Kod zelenih bombona nisu
spominjali koliki je broj bombona u kutiji s ciljem da se kod ispitanika sprijeci raCunanje
u sebi 1 brojanje (u sluaju da je ispitanik pitao koliko ima zelenih bombona,
eksperimentator je odgovorio da ima puno zelenih bombona). Eksperimentator je zatim
napomenuo ispitaniku da bombone ne treba brojati.

Nakon toga eksperimentator je dao ispitaniku 3 probna zadatka (Prilog 3.) ¢ija je

svrha bila da se ispitanici prilagode zadacima i da se provjeri sjecaju li se da kutije u boji
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sadrze jednaki broj bombona. Eksperimentator je sjedio sa desne strane djeteta i stavljao
bombone s lijeva na desno, na taj nacin da sve grupe ostanu vidljive ispitaniku tako da se
ne moraju oslanjati na pamcenje akcija ili rije¢i eksperimentatora kako bi procijenili
jednakost dvaju problema. Istovremeno kako je eksperimentator stavljao bombone, tako
je 1 opisivao Sto radi. (napomena: kad je eksperimentator stavljao kutije u boji u bijele
kutije one nisu smjele biti ravno posloZene jedna do druge, ve¢ "razbacane").

Primjer probnog zadatka: "Tin dobije Cetiri crvena bombona (stavlja se u prvu bijelu
kutiju ispred medvjedica). Tina dobije Cetiri crvena bombona (stavlja se u prvu bijelu
kutiju ispred medvjedica).»

Nakon $to je eksperimentator stavio bombone ispred medvjedica, upitao je ispitanika :
"Imaju li Tin i Tina jednaki broj bombona?" Odgovor ispitanika zabiljeZio je u
individualni protokol (Prilog 5) i zatim dao ispitaniku povratnu informaciju i objasnjenje
o tome je li njegov odgovor tocan ili netoCan. Npr. ako je odgovor ispitanika to¢an rekao
je: " Da, Tin je dobio cetiri crvena bombona i Tina je dobila Cetiri crvena bombona.
Znaci, oni imaju jednaki broj bombona!" Ako je odgovor ispitanika netoCan rekao je:
"Nije to¢no, Tin je dobio cetiri crvena bombona i Tina je dobila cetiri crvena bombona.
Oboje imaju po cCetiri crvena bombona. Znaci, oni imaju jednaki broj bombona!" Nakon

Sto su ispitanici rijesili tri probna zadatka zapocelo se sa testnim zadacima.

Svaki ispitanik dobio je kombinaciju tri vrste zadataka rasporedenih po slu¢ajnom
rasporedu (9 zadatka za ispitivanje tri principa zbrajanja, 3 zadatka identi¢nosti 1 3
zadatka nejednakosti) (Prilog 4). Eksperimentatori su ve¢ unaprijed dobili tri kombinacije
zadataka (A,B,C) rasporedene po slu¢ajnom rasporedu. Zadaci identi¢nosti (a+b=a+b) i
nejednakosti (a+b=b+c) koristili su se kako bi se utvrdilo nemaju li mozda ispitanici
sklonost ka odredenoj vrsti odgovora (npr. na sve zadatke daju odgovor jednako ili
nejednako). Prije testnih zadataka eksperimentator je ukljucio diktafon i snimao odgovore
ispitanika.Testni zadaci su bili sli¢ni probnim zadacima, osim Sto se kod testnih zadataka
daje po tri kutije bombona svakom medvjedi¢u. Postupak izvodenja zadatka bio je isti
kao 1 kod probnih zadataka.

Primjer za ispitivanje komutativnosti: "Tin dobije kutiju sa zelenim bombonima (stavlja

se u prvu vecu kutiju ispred medvjedica), zatim dobije Cetiri crvena bombona (stavlja se u
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drugu vecu kutiju ispred medvjedica) i zatim dobije tri plava bombona (stavlja se u tre¢u
vecu kutiju ispred medvjedi¢a). Tina dobije Cetiri crvena bombona (stavlja se u prvu vecu
kutiju ispred medvjedic¢a), zatim dobije kutiju sa zelenim bombonima (stavlja se u drugu
vecu kutiju ispred medvjedi¢a) i zatim dobije tri plava bombona (stavlja se u trecu vecu
kutiju ispred medvjedi¢a). Imaju 1i Tin 1 Tina jednaki broj bombona?" Nakon Sto je
ispitanik odgovorio, eksperimentator je zabiljeZio odgovor u individualni protokol 1
zatrazio od ispitanika kratko objasnjenje odgovora. Za razliku od probnih zadataka, kod
testnih zadataka ispitanici nisu dobili povratnu informaciju o odgovoru. Procjene
ispitanika su oznacene kao toc¢ne ako je ispitanik izjavio da su zadaci koji sadrZe iste
grupe bombona jednaki, a zadaci koji sadrze razli¢iti broj bombona nejednaki. U slucaju
da je ispitanik od pocetka davao odgovore neznam, ispitivanje se prekinulo nakon cetiri
takva uzastopna odgovora u testnim zadacima, dok se kod probnih svejedno dala
povratna informacija. Ako je ispitanik od pocetka pogreSno odgovarao, ispitivanje se nije
prekinulo, ve¢ se iSlo do kraja. Na individualnom protokolu se nalazi i kategorija
"objasnjenje ispitanika", u koju nije bilo potrebno niSta zapisivati, osim ako ispitanik nije
dao neki neuobicajeni odgovor (npr.neznam, meni se to ne da i sl.). U okviru ovog

diplomskog rada u obradu su uzeti samo odgovori ispitanika, ali ne i objasnjenja.
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4. REZULTATI

Zadatak ispitanika koji su sudjelovali u ovom istrazivanju bio je procijeniti jednakost
dvaju zadataka zbrajanja u smislenom kontekstu odnosno trebali su procijeniti imaju li
dva medvjedi¢a jednaki broj bombona. Svaki zadatak odrazavao je jedan od tri principa
zbrajanja: aditivnost, komutativnost ili asocijativnost.

Tijekom istraZivanja ispitan je ukupno 241 ispitanik, a obradeni su podaci 182 ispitanika.
Iz obrade je zbog nevaljanih rezultata izbaceno 23 ispitanika (17 ispitanika koji su
nasumce odgovarali na pitanja 1 6 ispitanika s kojima je prekinuto ispitivanje jer su nakon
Cetiri zadatka izjavili da neznaju odgovor). A kako bi izjednacili broj ispitanika
predskolske skupine (N=127) i1 skupine ucenika prvog razreda (N=91) po slucaju je
izbaceno 36 ispitanika iz predSkolske skupine.*

S obzirom da je testiranje normaliteta distribucija Kolmogorov-Smirnovljevim testom
pokazalo da se one statistiCki znacajno razlikuju od normalne distribucije podaci su
obradeni neparametrijskim testovima. U prilogu 6. prikazane su distribucije rezultata
dobivenih ispitivanjem principa zbrajanja te prosjecne vrijednosti i indeksi rasprSenja za

svaki princip.

1. Kako bismo odgovorili na prvi problem i ispitali postoji li razlika u razumijevanju tri
osnovna principa zbrajanja podaci su obradeni Friedmanovim testom (neparametrijski
test za viSe zavisnih uzoraka). Rezultati su prikazani u tablicama 1. 1 2.

TABLICA 1. Srednji rangovi za princip aditivnosti, komutativnosti i asocijativnosti.

princip zbrajanja | srednji rang
aditivnost 2,01
komutativnost 2,01
asocijativnost 1,98
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TABLICA 2. Rezultati obrade Friedmanovim testom za ispitivanje razlike u
razumijevanju tri principa zbrajanja kod predskolske djece i ucenika prvog razreda

osnovne Skole.

Hi-kvadrat df broj ispitanika p
1,156 2 182 0,56

Rezultati Friedmanovog testa pokazali su da ne postoji statisticki znaCajna razlika
(p=0,56) u razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja kod predskolske djece i uc¢enika
prvog razreda osnovne $kole.

Treba napomenuti da je takoder ispitano postoji li razlika u razumijevanju tri principa
posebno kod predskolske djece i posebno kod ucenika prvog razreda, ali ni u tom slucaju

nije dobivena statistiCki znacajna razlika.

2. Kako bismo odgovorili na drugi problem provedenog ispitivanja i ispitali postoji li
razlika u razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja izmedu predSkolske djece i
ucenika prvog razreda koriSten je Mann-Whitneyev test za svaki od principa. Mann-
Whitneyev test je neparametrijski test za ispitivanje razlika izmedu dviju nezavisnih

skupina. Rezultati su prikazani u tablicama 3. 1 4.

TABLICA 3. Rangovi za svaki od tri principa kod predskolske djece i uCenika prvog

razreda.
princip institucija broj ispitanika srednji rang suma rangova
aditivnost vrti¢ 91 87,04 7921,00
Skola 91 95,96 8732,00
komutativnost vrti¢ 91 87,63 7974,00
Skola 91 95,37 8679,00
asocijativnost vrti¢ 91 87,97 8005,05
Skola 91 95,03 8647,05
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TABLICA 4. Rezultati obrade Mann-Whitneyevim testom za ispitivanje razlike u

razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja izmedu predskolske djece i u¢enika prvog

razreda.

princip zbrajanja aditivnost komutativnost asocijativnost
Mann-Whitney 3735,000 3788,000 3819,500

z -2,151 -1,828 -1,629

p 0,03 0,07 0,10

Dobiveni rezultati pokazuju da postoji statisticki znacajna razlika (z=-2,151; p=0,03) u
razumijevanju principa aditivnosti izmedu predskolske djece i ucenika prvog razreda.
Razlika u razumijevanju principa komutativnosti i asocijativnosti izmedu predSkolske
djece 1 uCenika prvog razreda nije se pokazala statisticki znacajnom (z=-1,828; p=0,07 1

z=-1,629; p=0,10).

*Napomena: Broj ispitanika u vrti¢u i Skoli nije izjednacen jer je provodenje ispitivanja u
vrti¢ima i Skolama unaprijed dogovoreno u to¢no odredene dane, te se nije moglo znati
koliko ¢e ispitanika taj dan biti prisutno. Ispitan je prili¢no velik broj ispitanika iz razloga
Sto Ce isti ispitanici sudjelovati u longitudinalnom istrzivanju. Kako bi bili sigurni da
dobiveni rezultat nije pod utjecajem razlike u broju ispitanika po slucaju je izbaceno 36
ispitanika iz vrticke skupine, pa su obradeni podaci 91 ispitanika iz predskolske skupine i
91 ispitanika iz prvog razreda osnovne Skole. Kako bi izjednacili broj ispitanika dviju
skupina, ispitanici su selekcionirani na nekoliko nacina (izbaceno je prvih 36, zadnjih 36,
prvih 18 1 zadnjih 18, 36 ispitanika u sredini...). Rezultati obrade naparametrijskim
testovima za svaku od kombinacija iSli su u istom smjeru odnosno nisu se bitno
razlikovali. Osim toga, podaci su obradeni i parametrijskom statistikom (sloZzenom
analizom varijance za djelomi¢no zavisne uzorke) pri ¢emu nije dobivena niti jedna
statisticki znaCajna razlika. Takoder su neparametrijskom statistikom obradeni i svi
rezultati (N= 218), bez izjednaCavanja broja ispitanika u predskolskoj 1 Skolskoj skupini,

ali ni u tom slucaju nije dobivena niti jedna statisti¢ki znaCajna razlika.
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5. RASPRAVA

Cilj provedenog istraZivanja bio je ispitati razumijevanje osnovnih principa
zbrajanja: aditivnosti, komutativnosti 1 asocijativnosti u kontekstu konkretnih objekata (u
naSem ispitivanju su to bili medvjedi¢i 1 bomboni), kako bi bolje razumijeli vaznost i
razvoj dio-cjelina znanja. Prepoznavanjem nacina na koji je cjelina sastavljena od
razlicitih dijelova predstavlja smisao broja i leZi u osnovi mnogih veza medu zadacima
zbrajanja. Primjerice, ako zbrojimo dijelove razlicitim redoslijedom, oni 1 dalje Cine istu
cjelinu, stoga slijedi da je a+b=b+a (komutativnost). Principi kao $to su aditivnost,
komutativnost i asocijativnost osnovna su svojstva zbrajanja, a istrazivanje redoslijeda po
kojem djeca uce o njima otvara put za razumijevanje razvoja dio-cjelina znanja.

U provedenom ispitivanju, zadatak ispitanika bio je procijeniti jednakost dvaju zadataka
zbrajanja u kontekstu konkretnih objekata. Zadaci zbrajanja su varirali s obzirom na
redoslijed u kojem su grupe bombona bile kombinirane i s obzirom na kompoziciju. S
ciljem da se ispita znanje povezano sa razliitim principima, odnosno razumijevanje tri
osnovna principa zbrajanja, ispitanici su procijenjivali sljedece jednakosti:

a) za ispitivanje razumijevanja komutativnosti: a+b+c = a+c+b

b) za ispitivanje razumijevanja aditivnosti: (a+b)+c = a+b+c

) za ispitivanje razumijevanja asocijativnosti: (a+b)+c = a+(b+c)

Za svaki od tri principa bilo je postavljeno po tri zadatka, tako da je maksimalni rezultat
za pojedini princip bio 3, a minimalni 0. Kao S$to je u postupku navedeno postavljeno je
jos 6 zadataka koji su imali kontrolnu funkciju, 1 to tri zadatka identi¢nosti (a+b=a+b) i tri

zadatka nejednakosti (a+b=a+c).

Kao $to je ve¢ spomenuto jedan od problema u ovom ispitivanju bio je provjeriti postoje
li razlike u razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja: aditivnosti, komutativnosti i
asocijativnosti. U okviru postavljenog problema rezultati su obradeni Friedmanovim

testom (neparametrijski test za ispitivanje razlike izmedu vise zavisnih uzoraka). Provjera
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tim testom pokazala je da ne postoji statisticki znacajna razlika (x2=1,156; p=0,56) u
razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja odnosno ispitanici podjednako dobro
razumiju svaki od principa. Treba naglasiti da je takoder ispitano postoji li razlika u
razumijevanju principa u podskupinama tj. posebno kod predskolske i posebno kod
Skolske djece, ali ni u tom slu€aju nije dobivena statisti¢ki znacajna razlika. Dobiveni
rezultati nisu u skladu sa ocekivanjima, ali se ipak mogu objasniti u okviru nekih
teorijskih pristupa. Vecina provedenih ispitivanja pokazala je da razumijevanje
komutativnosti prethodi razumijevanju asocijativnosti (Canobi i1 sur., 1998; Close i
Murtagh, 1986; Langford, 1981; prema Baroody i Dowker, 2003), odnosno da su neki
principi (kao Sto je asocijativnost) sloZeniji od drugih (kao S§to je komutativnost) i da
mogu biti steCeni kasnije od drugih. U skladu sa navedenim Close i Murtagh (1986,
prema Canobi i sur., 2003) pronasli su da su djeca uspjeSnija u rjeSavanju racunskih
zadataka koji odrazavaju znanje komutativnosti, nego onih koji odrazavaju znanje
asocijativnosti, ali ta razlika moze viSe biti povezana sa racunskim nego sa
konceptualnim zahtijevima zadataka. Canobi 1 sur. (1998) ispitivali su konceptualno
znanje odvojeno od rjeSavanja zadataka i pronasli da su djeca uspjesnija u prepoznavanju
i objaSnjavanju veza izmedu zadataka komutativnosti od onih zadataka koji odraZavaju
aspekte aditivnosti i asocijativnosti. Ali treba istaknuti da se dobiveni rezultati odnose na
simboli¢ki prezentirane zadatke (2+3=3+2), pa se postavlja pitanje kakvi rezultati bi se
javili koriStenjem zadataka u smislenom kontekstu. Stoga je Langford (1981, prema
Canobi i sur., 2003) longitudinalnom studijom ispitao razumijevanje principa u
smislenom kontekstu, pri cemu su odgovori ispitanika na eksperimentatorov opis akcija u
kutijama sa graskom koje su bile prekrivene, pokazali da znanje komutativnosti prethodi
znanju asocijativnosti. No, nedostatak navedenog ispitivanja bio je to $to su se ispitanici
morali prisjecati eksperimentatorovih opisa kako bi dali tocan odgovor, a zadaci
asocijativnosti bili su bili su duZi te samim time zahtijevali duZi opis akcija od zadataka
komutativnosti. Uzimaju¢i u obzir nedostatke u dosadasnjim ispitivanjima Canobi i sur.
(2002) proveli su istrazivanje analogno nasem odnosno ispitali su razumijevanje principa
zbrajanja u kontekstu konkretnih objekata (postupak je bio isti kao u naSem ispitivanju,
osim §to su oni koristili zadatke sa dvije (npr. a+b = b+a) i tri grupe bombona (npr. a+b+c

= a+c+b), ali s obzirom da nisu dobili statisticki znacajnu razliku izmedu te dvije vrste
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zadataka, mi smo koristili zadatke samo sa tri grupe bombona). Oni su dobili da je
razumijevanje asocijativnosti u kontekstu konkretnih objekata teZe od razumijevanja
komutativnosti. Drugim rjeima potvrdili su rezultate prethodnih ispitivanja i zakljucili
da razumijevanje komutativnosti prethodi razumijevanju asocijativnosti u smislenom
kontekstu. Provedeno istraZivanje sugerira da razlike u rjeSavanju zadataka
komutativnosti 1 asocijativnosti kod djece nisu ograni¢ene na simboliCke zadatke i ne
mogu biti objasnjene naglaSavanjem nekonceptualnih faktora kao $to su ukljucivanje
tezih racunskih, verbalnih ili zahtjeva pamcenja. Rezultati dobiveni tim istraZivanjem
ukazuju da je moguce da se znanje principa pojavljuje kroz uocavanje pravila u nacinima
na koji konkretni objekti mogu biti kombinirani. UvaZavanje osnovnih pravila principa u
interakciji sa skupom konkretnih objekata smatra se vaznim za konceptualni razvoj. Tako
primjerice, Resnick (1992) naglaSava da se konceptualno znanje kod djece razvija
nadovezivanjem novih oblika razumijevanja na pocetnu protokvantitativhu dio-cjelina
shemu. Konkretno, u pocetku djeca mogu razumijeti komutativnost i asocijativnost u
okviru toga kako konkretni objekti mogu biti spojeni zajedno, a krucijalni razvoj se javlja
kada je znanje brojanja kombinirano sa dio-cjelina shemom, tako da djeca mogu
rezonirati pomoc¢u jednakosti kao Sto je 2 jabuke + 3 jabuke = 3 jabuke+ 2 jabuke. Zatim,
Resnick smatra da u sljedecoj fazi djeca poCinju rezonirati sa brojevima neovisno o
njihovom referentnom kontekstu, npr. 2+3 = 342. I nakon toga po€inju razumijevati
principe kao apstraktna pravila (a+b=b+a). Treba naglasiti da iako je vecina ispitivanja o
redoslijedu razvoja principa pokazala da razumijevanje komutativnosti prethodi
razumijevanju asocijativnosti, postoje i nalazi koji nisu konzistentni sa navedenima. Tako
primjerice, Resnick tvrdi da se asocijativnost i komutativnost ne razlikuju u
razumijevanju kod djece, a proizlaze iz razumijevanja aditivnosti. No, dosadasnji
rezultati vezani uz ispitivanje predstavlja li aditivnost osnovu za razumijevanje ostalih
principa i jesu li djeca uspjeSnija prvo u rjeSavanju zadataka na konkretnoj, a kasnije na
apstraktnijim razinama, daju nekonzistentne rezultate. Rezultati dobiveni naSim
ispitivanjem mogu se objasniti u okviru Resnickinog modela. Rezultati ukazuju na to da
ne postoji razlika u razumijevanju tri principa zbrajanja odnosno da djeca podjednako
dobro razumiju svaki od principa, stoga su u skladu sa tvrdnjama Resnick (1992). No,

treba naglasiti da je naSe ispitivanje principa provedeno u konkretnom kontekstu, $to bi
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prema Resnick odgovaralo kvantitativnoj razini, te je moguce da bi se pojavila razlika u
tezini tri principa da je ispitivanje provedeno na apstraktnijim razinama koje se prema
Resnick javljaju kasnije (numerickoj razini ili razini operacija). Jo§ jedan od mogucih
razloga za dobivene rezultate je dob ispitanika. Canobi i sur. (2002) proveli su ispitivanje
na djeci u dobi od cetiri do Sest godina, dok su najmladi ispitanici ovog ispitivanja imali
pet godina odnosno moguce je da djeca u dobi od pet godina podjednako dobro razumiju
svaki od principa na konkretnoj razini.

Zaklju¢no, mozemo reci da su rezultati naSeg ispitivanja pokazali da ne postoji statisticki
znacajna razlika u razumijevanju tri osnovna principa zbrajanja odnosno i predskolska
djeca i ucenici prvog razreda podjednako dobro razumiju i aditivnost i komutativnost i

asocijativnost u smislenom kontekstu.

Drugi problem provedenog ispitivanja bio je provjeriti postoji li razlika u razumijevanju
tri osnovna principa zbrajanja izmedu predskolske djece i ucenika prvog razreda.
Ispitivanjem razlika izmedu te dvije skupine ispitanika ocekivalo se da mozemo dobiti
uvid u to kako se konceptualno znanje razvija kod predskolske djece i one koja su
krenula u Skolu. Kako bismo odgovorili na drugi problem rezultati su obradeni Mann-
Whitneyevim testom (neparametrijski test za ispitivanje razlike izmedu dva nezavisna
uzorka) za svaki od tri principa. Dobiveni rezultati pokazali su da postoji statisticki
znacajna razlika (z=-2,151; p=0,03) u razumijevanju principa aditivnosti u smislenom
kontekstu izmedu predskolske djece i ucenika prvog razreda odnosno ucenici prvog
razreda pokazuju bolji uspjeh u rjeSavanju zadataka koji odraZavaju princip aditivnosti.
Istim testom ispitana je razlika izmedu te dvije skupine ispitanika za princip
komutativnosti. Dobiveni rezultati pokazali su da ne postoji statisti¢ki znacajna razlika
(z=-1,828; p=0,07) u razumijevanju principa komutativnosti izmedu predskolske djece i
ucenika prvog razreda. Ispitivanjem razlike izmedu te dvije skupine djece u
razumijevanju principa asocijativnosti takoder nije dobivena statisticki znacajna razlika
(z=-1,629; p=0,10), stoga ni u ovom slucaju Skolska djeca nisu znacajno uspjeSnija u
rjeSavanju zadataka koji odrazavaju princip asocijativnosti. No medutim, uvidom u

stvarne rezultate (prilog 6.) moZe se uociti da ipak Skolska djeca pokazuju nesto bolji
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uspjeh i u zadacima komutativnosti i asocijativnosti, ali ne treba zanemariti to da su obje
skupine ispitanika pokazale iznimno dobro razumijevanje principa. Dobiveni rezultati u
skladu sa ocekivanjima. Kao $to je ve¢ spomenuto Canobi i sur. (2002) proveli su
istrazivanje analogno ovome i dobili sljedece rezultate: nije bilo statisticki znacajne
razlike u toCnosti rjeSavanja zadataka koji su ispitivali znanje komutativnosti 1
asocijativnosti izmedu predskolske i Skolske djece, iako se i kod njih uvidom u rezultate
moze utvrditi da Skolska djeca pokazuju nesto bolje razumijevanje ta dva principa. No
medutim, kao i kod nas dobivena je statisticki znacajna razlika u zadacima koji su
ispitivali znanje aditivnosti, odnosno pokazalo se da je razumijevanje aditivnosti u
konkretnom kontekstu bolje kod starije nego kod mlade djece. Drugim rje€ima, iako se
razumijevanje principa aditivnosti u konkretnom kontekstu poboljSava "ulaskom" u
Skolu, mnoga predskolska djeca vrlo dobro razumiju zadatke koji odraZavaju princip
komutativnosti 1 asocijativnosti. Rezultati njithovog 1 naSeg istraZivanja konzistentni su sa
argumentima da mala djeca razvijaju razumijevanje osnovnih principa zbrajanja u
kontekstu konketnih objekata (Gelman 1 Gallistel, 1978 1 Resnick, 1992). U postupku je
navedeno da su osim zadataka za ispitivanje principa zbrajanja, koriSteni 1 zadaci
identi¢nosti (a+b=a+b) i nejednakosti (a+b=a+c). Svrha uvodenja tih zadataka bila je da
provjeri odgovaraju li ispitanici nasumce odnosno razumiju li stvarno zadatke, tako npr.
ako je neki ispitanik odgovarao nasumce, te na svaki odgovor rekao «jednako», to se
moglo otkriri na osnovu zadataka nejednakosti. Rezultati ispitanika koji su nasumce
odgovarali, mogu ukazivati na nerazumijevanje principa zbrajanja, te su izbaceni iz
obrade. Osim navedenih ispitanika iz obrade je izbaceno i nekoliko ispitanika koji su
izjavili da ne znaju odgovor na prva Cetiri zadatka, pa je ispitivanje prekinuto. Zbog
opisanih razloga iz obrade je izbaceno 23 ispitanika. Tu treba napomenuti kako su ti
ispitanici vecinom pripadali skupini predskolske djece (od 23 ispitanika, 18 ispitanika je
pripadalo predskolskoj skupini). Sve to ukazuje da mladi ispitanici ipak pokazuju neSto
slabije razumijevanje osnovnih principa zbrajanja, Sto i je u skladu sa ocekivanjima, a
omogucuje nam uvid u razvoj dio-cjelina znanja. Neka od dosada$njih istraZivanja
pokazala su da vecina djece u dobi od tri do Cetiri godine razumije komutativnost na
kvantitativnoj razini (Sophian 1 sur., 1995), Sto je u skladu sa tvrdnjama Resnick (1992)

da je kod vrlo male djece razumijevanje principa nezavisno o mentalnoj reprezentaciji
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koja lezi u osnovi brojanja i odredivanja koli¢ine. Suprotno tomu istrazivanje Sophian i
Vong (1995) pokazalo je da djeca u dobi od Cetiri godine ne razumiju dio-cjelina veze na
kvantitativnoj razini. Stoga bi u buducnosti bilo dobro provesti ispitivanje sli¢cno nasem
na ispitanicima mlade dobi, te vidjeti u kojem smjeru bi iSli rezultati. Mali je broj
istrazivanja koji su se bavili ispitivanjem razumijevanja principa zbrajanja u kontekstu
konkretnih objekata. Osim prethodno navedenih, veclina dosadaSnjih istraZivanja
provodena je na starijoj djeci i u kontekstu simbolickih zadataka.

U postupku je ve¢ navedeno kako je od ispitanika trazeno da osim odgovora na pitanje
imaju li medvjedi¢i jednaki broj bombona, daju objasnjenje za svoj odgovor. lako taj dio
ispitivanja nije u okviru ovog diplomskog navesti ¢u neke od objaSnjenja koja su dali
ispitanici. Ispitanici vrticke dobi davali su objaSnjenja sli¢na ovima: "Tin i Tina imaju
jednaki broj bombona jer im je tako mama dala da se ne svadaju”, "Tin i Tina imaju
jednaki broj bombona da bi se isto udebljali”, dok su ispitanici prvog razreda davali
odgovore kao $to su: "Oni imaju jednaki broj bombona jer imaju i plave, i crvene i

zelene, nema veze §to su drugacije sloZzeni" ili "Oni imaju isti broj bombona".

Ukratko, rezultati dobiveni ispitivanjem razumijevanja principa zbrajanja u kontekstu
konkretnih objekata kod predSkolske djece i u€enika prvog razreda pokazali su da ne
postoji razlika u teZini procjenjivanja tri principa odnosno djeca podjednako dobro
razumiju i aditivnost 1 komutativnost 1 asocijativnost. Ispitivanjem postoji li razlika u
razumijevanju aditivnosti, komutativnosti 1 asocijativnosti u kontekstu konkretnih
objekata izmedu predskolske djece i ucenika prvog razreda pokazalo se da ne postoji
statisticki znacCajna razlika izmedu te dvije skupine ispitanika u razumijevanju principa
komutativnosti i asocijativnosti, no medutim “ulaskom™u Skolu djeca pokazuju bolji
uspjeh u zadacima koji odrazavaju princip aditivnosti. To podrZzava tvrdnju da
matematicka svojstva zbrajanja cijelih brojeva pruZaju koristan okvir za istraZivanje
konceptualnog razvoja kod djece. Uvidom u rezultate moZe se uociti da su 1 predSkolska
djeca iako neSto slabije od Skolske djece pokazala prilicno dobro razumijevanje sva tri
principa. Tocnost s kojom su Cak i predSkolska djeca rjeSavala te zadatke sugerira da 1
mala djeca imaju bogato znanje pravila u nacinima na koji su grupe objekata spojene

zajedno i razdvojene. Ovi nalazi u skladu su sa teorijskim pretpostavkama da se djecje
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razumijevanje dio-cjelina koncepata, krucijalnih za Skolsku aritmetiku pojavljuje u
smislenom kontekstu ve¢ prije Skole te imaju vazne teorijske i edukacijske implikacije.
Moze se zakljuciti da su principi zbrajanja koji su prezentirani u smislenom kontekstu
prili¢no jasni predskolskoj djeci i da iznenadujuce velik broj djece razumije principe i

prije nego krenu u Skolu.

Kako predskolska neformalna matematicka znanja mogu pomo¢i u poucavanju

matematike u Skoli

Kad se pogledaju pocetni udzbenici iz matematike za osnovnu Skolu stjece se dojam da
djecu uvode u neko za njih potpuno novo podrucje. Ucenje aritmetike najcesce pocinje
broj¢anim zadacima u kojima se djeca susre€u sa izrazima poput “3+5="". Naglo se ulazi
u apstraktan svijet brojki 1 nacina obiljezavanja odnosa (+ 1 =). Razgovori sa
prvoskolcima pokazuju da se oni pri susretu s takvim zadatkom najceSce pitaju “Cega dva
i Cega tri”. S druge strane njihovo predSkolsko iskustvo u rjeSavanju svakodnevnih
problema omogucava im da bez mnogo teSko¢a odgovore na pitanja poput: “Ima$ pet
bombona, prijateljica ti da joS dva. Koliko sad ima§ bombona?” . No, zadatak poput
“5+2” ih zbunjuje. Jasno se pokazalo da djeca u dobi od tri ili Cetiri godine ve¢ pokazuju
osjetljivost za baratanje sa veli¢inama kao i razmjerno razvijeno intiuitivno matematicko
razmiSljanje (koje se u slabo obrazovanih kasnije razvija u tzv. “prakti¢cnu matematiku™ ).
Ucenje aritmetike koje polazi od zadataka vrste “3+2” ne nadograduje se na temelje
matematickog razmisljanja postavljene u ranom djetinjstvu. Pocinje se graditi posve novi
sustav, a pritom se Cesto odaSilje poruka kako je matematika izvan Skolske ucionice
“nesto drugo”, ponekad i “manje vrijedno” od matematike u $koli.

IstraZivanja su pokazala da se temeljne matematicke spoznaje razvijaju kroz neposredan
dodir s predmetima u djetetovoj okolini ili promatranjem modela koji manipuliraju
veli¢inama (Wood, 1995; prema Vlahovié-Steti¢ i Vizek-Vidovi¢, 1998). Tako to iskustvo
omogucava djeci da bez vecih teSkoca rjeSavaju neke matematicke probleme i da izvode
neke racunske radnje s prirodnim brojevima, isto je tako uo¢eno da medu djecom postoje
znatne razlike u nacinu na koji su dosla do odredenih matematickih spoznaja. Upravo

zbog tih individualnih razlika potrebno je djeci, pri uvodenju u svijet apstraktne
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matematike, omoguciti Sto raznovrsniji dodir s konkretnim materijalima, kako bi
uspredujudi razlicita iskustva mogla do¢i do opcenitijih pojmova i spoznaja o prirodi
matematike. Matematicki postupci i vjesStine koje se uce izdvojeno iz smislenog konteksta
ne mogu se lako primjeniti u stvarnim Zivotnim situacijama koje zahtijevaju
matemati¢ko-logi¢ko rezoniranje. Primjerice, Huges (1986, prema Vlahovié-Steti¢ i
Vizek-Vidovi¢, 1998) je pokazao da 1 cetverogodiSnjaci mogu uspjeSno rabiti

T 66 ¢
l -

matematicke simbole “+” ako shvacaju svrhu i razlog za uporabu simbola.

Nase istrazivanje takoder je pokazalo da predSkolska djeca i ucenici prvog razreda
pokazuju priliéno dobro razumijevanje osnovnih principa zbrajanja u smislenom
kontekstu $to znaci da i prije Skole djeca imaju odredena matematicka znanja, te bi to

trebalo uzeti u obzir pri uvodenju djece u svijet apstraktne matematike.
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6. ZAKLJUCAK

1. Ispitivanje je pokazalo da ne postoji statisticki znacajna razlika u razumijevanju tri
osnovna principa zbrajanja: aditivnosti, komutativnosti i asocijativnosti u smislenom
kontekstu kod predSkolske djece i ucenika prvog razreda osnovne Skole, §to je ispitano
Friedmanovim testom (x2=1,156; p=0,56).

Dobiveni rezultati nisu u skladu sa navodima u literaturi. Vec¢ina dosadasnjih istraZivanja
pokazala je da razumijevanje komutativnosti prethodi razumijevanju asocijativnosti

(Close 1 Murtagh, 1986; Canobi i sur, 1998; Canobi i sur., 2002).

2. U okviru drugog problema Mann-Whitneyev test pokazao je da postoji statisticki
znacajna razlika (z=-2,151;p=0,03) u razumijevanju principa aditivnosti u smislenom
kontekstu izmedu predskolske djece i u¢enika prvog razreda. No, razlika u razumijevanju
principa komutativnosti i asocijativnosti izmedu te dvije skupine ispitanika nije se
pokazala statisti¢ki zna¢ajnom. (z=-1,828;p=0,07 i z=-1,629;p=0,10).

Dobiveni rezultati u skladu su sa ocekivanjima. Canobi i sur. (2002) proveli su
ispitivanje analogno nasem i dobili da ne postoji razlika u razumijevanju principa
komutativnosti i asocijativnosti u smislenom kontekstu izmedu predskolske (4-5 godina)
i Skolske (5-6 godina) djece, ali se pokazala statisticki zna€ajna razlika u razumijevanju

principa aditivnosti izmedu te dvije skupine ispitanika.
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7. SAZETAK

Cilj provedenog istrazivanja bio je ispitati razumijevanje osnovnih principa zbrajanja:
aditivnosti, komutativnosti 1 asocijativnosti u kontekstu konkretnih objekata (u naSem
ispitivanju su to bili medvjedici i bomboni), kako bi bolje razumijeli vaznost 1 razvoj dio-
cjelina znanja. Prepoznavanjem nacina na koji je cjelina sastavljena od razli¢itih dijelova
predstavlja smisao broja i lezi u osnovi mnogih veza medu zadacima zbrajanja. Principi
kao Sto su aditivnost, komutativnost i asocijativnost osnovna su svojstva zbrajanja, a
istrazivanje redoslijeda po kojem djeca uce o njima otvara put za razumijevanje razvoja
dio-cjelina znanja. Ispitivanje je provedeno na dvije skupine ispitanika, skupini
predskolske djece i1 skupini ucenika prvog razreda osnovne Skole. Prvi problem
istrazivanja bio je ispitati postoji li razlika u razumijevanju tri osnovna principa
zbrajanja. Rezultati su pokazali da ne postoji statisticki znacajna razlika u razumijevanju
principa u smislenom kontekstu odnosno ispitanici su podjednako dobro razumijeli svaki
od principa. Drugi problem istraZivanja bio je ispitati postoji li razlika u razumijevanju
principa zbrajanja izmedu predsSkolske djece i ucenika prvog razreda osnovne S$kole.
Dobiveni rezultati pokazali su da postoji statistiCki znacajna razlika u razumijevanju
principa aditivnosti u smislenom kontekstu izmedu te dvije skupine djece, dok za
principe komutativnosti i asocijativnosti nije dobivena statisticki znacajna razlika. No,
treba naglasiti da su obje skupine bile prili€no uspjeSne u rjeSavanju zadataka koji su

odrazavali razumijevanje osnovnih principa zbrajanja.
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