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Jedan sustav obiljezene prirodne dedukcije za
Kangerovu teoriju prava

Sazetak

U radu se Basin-Matthews-Vigano pristup [4][5] izgradnji sustava obiljeZzene prirodne
dedukcije za normalne modalne logike prilagodava ,,Fitch-formatu® dokaza i primjenjuje
na jezik deonticko-prakseoloske logike. Formalizira se Segerbergova [22] sugestija o
nacinu odredivanja primjerenosti neke logike za Kangerovu teoriju prava i dokazuje se da
ovdje predlozeni sustav obiljezene prirodne dedukcije zadovoljava Segerbergove uvjete
primjerenosti. U dokazu se gradi semantika koja povezuje ,,najjednostavniju semantiku
¢ina“ [9] i standardnu semantiku deonti¢ke logike [2]. Pouzdanost i potpunost
predloZenog sustava obiljezene prirodne dedukcije dokazana je u odnosu na spomenutu
semantiku.

Kljuéne rijeci

Kanger, teorija prava, logika, prirodna dedukcija

1. Uvodne primjedbe o Kangerovoj teoriji prava

U filozofskoj logici mozemo naéi plodonosnu jezgru logike prava'. Ona
nasljeduje klasifikaciju prava koju je u drugom desetljecu 20. stoljeca
izlozio ameriCki pravni teoreticar Wesley Hohfeld [11] 1 Ciju je
formalno-semanticku eksplikaciju u drugoj polovini 20. stolje¢a izgradio
Stig Kanger. Kanger® je eksplicirao pojam prava kao tro¢lani odnos
izmedu 1. ”nositelja prava“ i 2. protustranke prava“ s obzirom na 3.
“predmet pravay, gdje jedan od subjekata pravnog odnosa ima prema
drugome’ obvezu ili dopustenje izvedbe radnje koja je predmet prava. U
formalnom smislu Kanger razlaze pojam prava koriStenjem kombinacije
deontickog operatora i prakseoloskog operatora® (operatora radnje). Na
primjer, pravo trazenja (zahtjev) kao jedna vrsta prava dobiva sljedece

' U ovom radu termin 'pravo' koristi se u onom smislu u kojem se u engleskom jeziku
koristi naziv 'right' (za razliku od 'law'), u slovenskom 'pravica' (za razliku od 'prava').
Neki domaci autori [24] koriste termin 'subjektivno pravo'.

2 U ovom radu pretpostavlja se upoznatost s osnovama Hohfeldove i Kangerove teorije
prava. Na hrvatskom se jeziku iscrpan prikaz i kriticka analiza spomenutih teorija moze
naci u [19]. Takoder , od pomo¢i moze biti i [26].

3 Usmijerenost obveze ili dopustenja nije zahvaéena u Kangerovoj teoriji. Analiza tog
nedostatka s prijedlogom ispravke dana je u [1]. Alternativno rjeSenje spomenute slabosti
dano je u [8].

* Sligno povezivanje deontidkog operatora i operatora radnje nalazimo i u radu F. Fitcha
[7] iz 1965. gdje se oni koriste za razjasnjenje pojma ‘obvezatne radnje’: «(should do p) =
O(does p)». Imajuéi u vidu da je Kangerov rad iz 1957. u kojemu su povezuju dva
spomenuta operatora objavljen u skromnoj nakladi za pretpostaviti je da je rije¢ o
istodobnim i neovisnim otkri¢ima.
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razjasnjenje: nositelj prava X ima pravo trazenja u odnosu na
protustranku Y obzirom na stanje stvari ¢ ako i samo ako mora biti tako

da Y ¢inidabude slucaj ¢.

U Rights and Parliamentarism [15] Kanger navodi pet nacela’ za
modalne operatore O (u izvorniku: Shall) i Jx (u izvorniku®: X sees to
it that).

Kangerova nacela <1.1>
(*sRC) — L2V

F Op — Oy
(*s2) (Op AOy )= O(p Ay)

(dRC) — L2V
F op <> oy

dT) 6p —> ¢

Gornja nacela trebaju omoguciti dokazivanje implikacijskih odnosa
izmedu jednostavnih prava, to jest izmedu prava koja se mogu iskazati u
shemi:

+/-[obvezatnost] +/-[radnja] nositelj prava/protustranka prava 7/~ [r€Zultirajuce stanje

stvari], to jest,
Ay AR
1. 2. 3. 4.

Budu¢i da moZzemo mijenjati Cetiri vrijednosti, njihove kombinacije daju
4> = 16 formula. S obzirom na isto stanje stvari isti nositelj moze imati
Cetiri vrste jednostavnih prava.

* Oznake pravila dodijelili smo tako da sadrze upuéivanja na sli¢na dobro poznata nadela:
*sRC oznacava oslabljeno pravilo kongruencije, *s2 oznafava oslabljeni aksiom 2, oD
oznacava deonticku interpretaciju aksioma D, dRC oznacava prakseolosko Citanje pravila
kongruencije, dT oznacava prakseolosku interpretaciju T aksioma.

% Simbol x ovdje koristimo kao operator radnje koji se primjenjuje na recenice. Kanger
koristi oznaku Do i dopisuje unutar zagrada term za djelatnika i recenicu. Recenica
‘djelatnik o je ucinio da bude F’ u Kangerovom zapisu prikazuje se o obliku: Do(a,F),
ovdje se koristi: zapis §, F. Simbol  koristi se u logici ¢ina. Segerberg [23] ga koristi na
druk¢iji nain: za tvorbu terma; dA oznacava onu vrstu radnje koja rezultira sa stanjem
stvari A. Nasuprot tome a sliéno naSem pristupu, Walton [25] koristi simbol & za
oznacavanje modalnog operatora radnje.
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Slika <1.2> «Dijagram snage» jednostavnih prava. 'Z' stoji za 'zahtjev' (claim),
'S' stoji za 'sloboda’ (freedom), 'I' stoji za 'imunitet’ (immunity), 'M' stoji za
'mo¢' (power). Slova bez zvjezdice oznacavaju prava subjekta X , slova sa
zvjezdicom oznaavaju prava subjekta Y .

Slike <1.2> i <1.3> prikazuju Kangerovu odredbu implikacijskih odnosa’
izmedu osam jednostavnih prava odnosno osam deonticko-prakseoloskih
formula, koje ekspliciraju ta prava. Strelice na dijagramima pokazuju na
vrstu prava (odnosno na formulu) koje je posljedica prava (odnosno
formule) koje se nalazi na ishodistu strelice. Druga dva® «dijagrama
snage» za preostalih osam prava odnosno osam formula dobili bismo
kada bismo svugdje zamijenili ¢ s —¢ te obratno, —¢ s .

Oovp Ooxp

L SRRy PR

\

—|O§Y —Q ﬁO&Xﬁ@

Slika <1.3> «Dijagram snage» za deonti¢ko-prakseoloske formule. Osjenjeni

7 Slika <1.3> je modificirani prikaz Kangerovog “dijagrama snage”; s deonticko-
prakseoloskim formulama umjesto “jednostavnih tipova prava”.

¥ Nedostaju¢i dijagram za jednostavna prava sadrzavao bi ,,protuprava“. Na njemu bi se
nasla prava subjekta X iz osjenjenih redaka Tablice <1.6> i takva prava za subjekta Y .
Implikacijski odnosi izmedu prava zadrzavaju se ako prava zamijenimo odgovaraju¢im
protu-pravima (zahtjev s protu-zahtjevom, slobodu s protu-slobodom, imunitet s protu-
imunitetom, mo¢ s protu-moci).
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dio sadrzi formule koje opisuju deonticki status radnji kojima je subjekt X .
Jednako tome, neosjencani dio sadrzi deontiCko-prakseoloske formule za
subjekta Y . Dvije strukture, jedna opisana punim strelicama, druga
isprekidanima, razlikuju se samo po subjektu radnje.

Odnosi posljedice za formule s istim subjektom radnje odgovaraju
odnosima znacenja medu modalnim izrazima prirodnog jezika, Sto
mozemo prikazati ako ih poslozimo u poredak u kojemu je reCenica u
nizem retku posljedica recenice u visem:

Y mora uéiniti da bude ¢

Y ne smije uciniti da ne bude Y smije uciniti da bude ¢

4

Y ne mora uciniti da ne bude ¢

Posebno je zanimljiv onaj dio «dijagrama snage» koji pokazuje logicke
odnose deonticko-prakseoloskih formula s razli¢itim subjektima. Dvije
od Cetiri takve formule navodimo dolje, koriste¢i oznaku Y za
protustranku i X za nositelja prava:

<1.4> O5Y¢ = O—|5X—|(0
<1.5> —|0—|5X¢ = ﬁOé‘Yﬁ(D

Implikacija <1.4> pokazuje da ako nositelj prava X ima pravo
zahtijevati da protustranka Y ucini da bude slu¢aj da ¢, onda sam X

ne smije uciniti da bude slucaj da —¢. Implikacija <1.5> pokazuje da
ako X ima permisivnu moguénost uciniti da bude ¢, onda ¥ ne mora
uciniti da bude —¢@. U svjetlu ovih «transverzalnih» implikacija ispitat
¢emo Lindahlov [17] nacin podjele prava na protustrankine obaveze i na
nositeljeva dopustenja.

Explicandum: Explicans:
[s obzirom na Y i

Pl

[O-prava] Duznosti X ima pravo Oo6ve
protustranke Y : zahtjeva
X ima imunitet O—-06v—@

X ima protuzahtjev O6v—@

X ima O—-06vp
protuimunitet

[P-prava] X ima slobodu —06x—@
Dopustenja za

X ima mo¢ —0—-0
nositelja X : ¢

X ima protuslobodu | —O&x¢

X ima protumo¢ —0—0x—@

Tablica <1.6> Lindahlova klasifikacija Kangerovih «jednostavnih pravay.

U povijesti analize prava, postoji tradicionalno razlikovanje izmedu, s
jedne strane, «pasivnih pravay ili prava da nam nesSto bude ucinjeno i, s
druge strane, «aktivnih pravay ili prava da nesto uc¢inimo. U Kangerovoj
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teoriji jednostavnih tipova prava, prva skupina, O-prava, eksplicira se
«obvezama protustranke», dok se druga skupina, P-prava, eksplicira
pomocu «nositeljevih dopustenja».

Lindahl [17] str. 153

«Transverzalna implikacija» <1.4> pokazuje da postoje prava tipa
«duznost protustranke» (to jest, zahtjev i protuzahtjev) koja ukljucuju i
duznost nositelja (ako zabrane, O— shvatimo kao duznosti). S druge
strane, implikacija <1.5> pokazuje da postoje pravo tipa «nositeljeva
dopustenja» (mo¢ i protumoc) koje uklju¢uju dopustenje za protustranku.

Kangerovih pet deontickih i prakseoloskih nacela uz dodatak
propozicijske logike dovoljna su za dokazivanje svih implikacija
prikazanih na ,dijagramu snage“. Kao primjere navodimo dokaze
navedenih ,transverzalnih implikacija“. Dokaze ¢emo izvesti u ad hoc
modificiranom ,.Lemmon formatu“ prirodne dedukcije s pridodanim
pravilima oslabljene kongruencije (*sRC) i pune kongruencije (dRC).
Neka je recenica teorem akko jedine pretpostavke o kojima ovisi jesu
instance aksiomskih oblika (*s2), (oD) i (dT).

Primjer <1.7> O0vp = O—-0x—¢

1 1) Odbve Pretpostavka

2 @) ovp—e@ Aksiom (dT)

3 B) Ox—p > Aksiom (dT)

3 @ 9> -=0x—@ Kontrapozicija: 3

23 (5 Orp—>—-0x—@ Hipoteti¢ki
silogizam:2, 4

23 (6) O06vp —> O0—-6x—¢ Pravilo (*sRC): 5

1,23 () O-9o X Modus ponens: 1, 6

23 8 O06vp —>O0-6x—¢ Uvodenje

kondicionala: 1, 7

Primjer <1.8> —|0—|§X(D = —|O5Y—|(D

1 1) —=0-0xp Pretpostavka

2 @  O6v—gp Pretpostavka

3 3)  O6v—p > 0-xp Teorem’

23 D O-oxp Modus ponens: 2,3
23 (5 —0-06xpAO—-06x@ A Intro: 2, 4

3 6)  —06v—@ — Intro: 2,5

3 (N =0-6x¢p - —08r—@ — Intro: 1, 6

° Dokaz uporabljenog teorema dobivamo preinakom dokaza iz Primjera <1.7>: potrebno
je uvrstiti —¢) na mjestima na kojima se javlja ¢ i obratno. Cinjenica da re¢enica

—-0—-6 xQ —> -06 Y/ ovisi jedino o tome teoremu pokazuje da ona ovisi samo o

instancama aksiomskih shema.



198

2. Obiljezeni sustavi prirodne dedukcije za normalne modalne
logike

U novije vrijeme Basin, Matthews i Vigano [4] [5] razvili su zanimljiv'’
sustav obiljezene prirodne dedukcije («labelled deduction») za
normalne'’ modalne logike. U takvom se sustavu normalne modalne
logike dijele na dva povezana dijela: na osnovnu logiku, koja je
zajednicka razli¢itim modalnim logikama te na relacijsku teoriju, koja
uspostavlja razlike medu njima. U osnovnoj logici zakljucuje se o
formulama koje nose svoju oznaku. Da bismo dokazali da je formula ¢

valjana u nekom razredu okvira dokazivat ¢emo obiljezenu
formuluwi: @, gdje je, intuitivno gledaju¢i, w: indeks koji oznacava
proizvoljni moguéi svijet proizvoljnog okvira <W,R> unutar ispitivanog
razreda okvira. U relacijskoj teoriji opisuju se svojstva relacije
dostupnosti i time se odreduje vrsta okvira. Radi jednostavnosti prikaza,
autori relacijsku teoriju ne izlazu kroz recenice logike prvog reda ili, gdje

bi to bilo potrebno'’, kroz re¢enice logike viseg reda. Umjesto toga,
autori modalnim aksiomima pridruzuju odgovarajuée pravilo

R(tl,SI)...R(tm,Sm)
R(t0,50)
Wi,...,Wn 1 simbola za Skolemove funkcije. Na primjer, modalnom

,m>0, gdje su i i 5 termi sastavljeni od oznaka

aksiomskom obliku (D) 0@ — 0@ korespondira aksiom prvoga reda
Vx3yR(x,y). Relacijska teorija za logiku koja ukljucuje (D) umjesto
iskaza o serijalnosti odnosa dostupnosti sadrzavat ¢e pravilo:

R(wi, f(wi))
Basinov, Matthewsov i Viganov sustav obiljezene prirodne dedukcije

prikazujemo u modificiranom obliku. U prikazu se oslanjamo na
Makinsonovo [18] razlikovanje deduktivnih pravila prve razine, koja

1% Po pohvalnoj ocjeni Stephena Reada, predlozeni sustav obiljezene prirodne dedukcije
pruza “harmoni¢na” modalna pravila, to jest pravila takva da eliminacijska pravila ne
dodaju niSta novo veé samo razlazu ono $to se moze izvesti iz konkluzije introdukcijskog
pravila kada su dane njezine premise, [20] str.6.

'! Modalna logika L naziva se normalnom ako ona sadri sve instance aksiomskog
oblika (K') El((p - l//) — (0@ >0Oy) i zatvorena je pod (RN) pravilom
necesitacije (modalne generalizacije): ako §0€L, onda I:I(DEL. Postoje uvjeti
ekvivalentni spomenutom, (K+RN). Jedan medu takvim uvjetima je zatvorenost pod

(Pon.cA@u-1) >y
(O@oA...AD@n 1) SOy

normalnom modalnom logikom naziva se logika koja sadrzi sve tautologije, sve instance
K aksiomske sheme, sve instance aksioma dualnosti te koja je zatvorena pod pravilom
modus ponens, pravilom necesitacije i pravilom jednolike supstitucije.

, >0 . Prema [21] str. 8. U [6]

Scottovim pravilom:

12 Na primjer, korespondentni aksiom za McKinseyev aksiom D<>¢ - <>E|¢ ne moze
se iskazati u logici prvoga reda.



199

omogucéuju prijelaz s recenice (reCenica) na reCenicu i deduktivnih
pravila druge razine, koja omogucuju prijelaz s dokaza na dokaz.

Uvodenje modalnog O operatora (O/ntro)

LLR(wi,wi) = wi
I'wi: oy

[wi je novi indeks]

Iskljudivanje modalnog O operatora (OE/im)
R(wi,wy),wi: op +wj:@

Uvodenje modalnog ¢ operatora (O/ntro)
R(wi,wj),wi: @ +-wi: 0@

Isklju¢ivanje modalnog ¢ operatora (OElim )

I, R(wi, wj),wj: @ = wik:

Cowi: 0@ - wiiy
[w/ je novi indeks]
Uz jednu vaznu iznimku, pravila prirodne dedukcije za propozicijsku
logiku ostaju nepromijenjena ali lokalizirana u primjeni na recenice

obiljezene istom oznakom. Na primjer, pravila za pogodbu (kondicional)
su:

— Intro

CowitpFwity

'Fwi:poyw
— Elim
Wii@ >WY Wil = Wiy

Basin i ostali [5] ispituju svojstva razli¢itih nacina na koji se pojava
neistine (falsum, 1) u sustavu obiljezene dedukcije moze pojmiti.
Pojava neistine na jednom mjestu (svijetu) moze pokazivati neistinitost
tvrdnje na nekom drugom mjestu. Tako shvacenu neistinu autori nazivaju
globalnom i ona je dovoljna za implementaciju «logika u Geachovoj
hijerarhiji'*», izmedu ostalih. Ako se dopusti da k tome neistina utjece i
na relacijske tvrdnje, onda takvu neistinu mozemo nazvati univerzalnom.
Tako pojmljena neistina dovoljna je da bi se izgradili sustavi za svaku
modalnu logiku koja se moze aksiomatizirati u jeziku logike prvoga reda

" Logikama u Geachovoj hijerarhiji autori nazivaju logike koje pored aksiomskog oblika
K sadrze aksiome koji potpadaju pod opcenitu Geachovu aksiomsku shemu:

O'a" e -’ 0", i, j,mn>0.
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[5]. Za razliku od toga, lokalna neistina ne «putuje» kroz svjetove niti
utjeCe na relacijske tvrdnje. Pojam lokalne neistine nije dovoljan za
formalizaciju modalnih logika.

Izgleda da je K s globalnom neistinom najslabija osnovna logika koja se
moze prosiriti tako da obuhvati jedan koristan raspon modalnih logika.

Basin, Matthews i Vigano [5]

Pravilo za globalnu neistinu autori iskazuju na sljedeci nacin.

1 Elim

[Wi :A —)L]

wj L

wi: A
Budu¢i da ¢emo dalje koristiti dokaze u Fitch formatu i dopustiti uporabu
pravila za istinitosno-funkcionalne poveznike te neistinu prema

Barwiseovom i Etchemendyjevom pristupu [3], pojam globalne neistine
ugradit ¢emo u sljedece pravilo:

—Intro

IwitdA+w: L
I'-wi—4

3. Sustav obiljezene dedukcije za Kangerovu deonti¢ko-
prakseolosku logiku

Nacela <1.1>, koja Kanger navodi u Rigths and Parliamentarism [15],
ne osiguravaju svojstvo normalnosti'* za logiku koja bi obuhvatila dva

'* Promotrimo slu¢aj O operatora. Koriste¢i *sRC, *s2 i propozicijsku logiku mozemo
dokazati deonticku varijantu K aksioma. Ali pravilo necesitacije ne mozemo dokazati jer

ono omogucuje nastanak “modalnog konteksta”, to jest formule oblika O(p.

Pretpostavimo da je to ipak moguce u nekom hilbertovskom sustavu propozicijske logike
proSirenom sa *s2 i oD koji sadrzi kao pravila dokaza: modus ponens, jednoliku

supstituciju i *sRC. Neka je dan neki dokaz u takvom sustavu i neka je O(p prva pojava
formule s modalnim kontekstom. Budu¢i da nijedan aksiom nije formula s modalnim
kontekstom, O¢ je morao biti izveden. Pravilo *sRC ne omogucuje dokaz takve
formule, pa preostaju ostala dva. Jednolika supstitucija moze dati 0(0 samo ako je
dobivena zamjenom propozicijskih slova u nekoj formuli Ol// , ali onda 0(0 nije prva
formula s modalnim kontekstom. Preostaje modus ponens primijenjen na nekoj formuli
v —> O(p . I/ ne smije biti formula modalnog konteksta jer onda 0@ ne bi bila prva
takva formula u dokazu. Dakle, ¥/ nije formula modalnog konteksta. Sada trebamo

ispitati je li formula oblika ¥/ —> 0¢ izvediva. Dolazimo do toga da je i ona ili njezin
supstitucijski prethodnik dobivena primjenom modus-a ponens iz o—> (W —> 0§0) .
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operatora, deonticki i prakseoloski. Budu¢i da Kanger piSe da su
spomenuta nacela samo neka medu nacelima koje bi operatori trebali
zadovoljavati ([15] str. 123), pretpostavit ¢emo da su pripadajuée logike
normalne. Time smo osigurali K logiku kao osnovnu. K njoj ¢emo
pridodati odgovarajuce relacijske teorije za aksiomske oblike oD i dT .

Sintaksa jezika deonti¢ko-prakseoloske logike

Definicija <3.1> Neka je Lrz jezik propozicijske logike. Ako ¢ € Lrz,
onda @€ Lsrr, ox@, Ovp € Lspe i —Ox@p, —Ov@ € Lspr te nijedna

druga reCenica osim onih koje imaju jedan od navedenih oblika nije
recenica jezika Lsrr .

Definicija <3.2> Jezik Losrr najmanji je skup koji zadovoljava sljedece
uvjete:
(i) ako @ € Lsrr, onda @,O@, Pop € Losrr,
(ii) ako Qv € Loser onda
—Q, PAY, VY, ¢ >y € LosrL .

Jezik obiljeZzenih re¢enica Lw:ospc dobivamo kada signaturi (skupu
nelogickih simbola) jezika Lospr pridodamo skup I oznaka.

Definicija <3.3> Skup [ oznaka ili skup indekasa:

1= {wo,wieee, f(W0), £ (f (WO)),econ f (W), £ (£ (1))},

Definicija <3.4> Jezik Lw:osrrnajmanji je skup koji zadovoljava
sljedece uvjete:
[uvjet za relacijske recenice] ako w,v € I, onda su Ro(w,V),
Rsx(w,v), Rsv(w,v)reéenice jezika Lw: osrL ,
[uvjet za obiljezene reCenice] ako @ € Lose. i we [, onda je
w: @ reCenica jezika Lw: osrL .

Primjedba <3.5> U jeziku Losr. iteracije operatora nisu dopustene
iako postoji smisleno Eitanje za takve redenice. Na primjer, O0xdoz¢ bi
se moglo protumaciti kao 'X se mora pobrinuti da bude slucaj da je Z
ucinio da ¢ bude slucaj'.

Primjedba <3.6> Jezik Losrr, a time i nad njime izgradeni jezik
Lw:ospe, prosirili smo jo§ jednim deontickim operatorom P, koji je
dual za O:

Prethodno zakljucivanje, uz potrebne izmjene, ponavljamo i zapadamo u beskonacno
posezanje unatrag koje pokazuje da pravila dokaza ne omogucuju nastanak trazene

formule Y1 —> (...(Wn -1—> (l//n —> 0§0))) u kojoj je 0(0 jedina formula s

modalnim kontekstom.
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Pravila obiljeZene dedukcije za Lw : osrr

Pravila obiljezene dedukcije za deonti¢ko-prakseolosku logiku iskazat
¢emo za svaki operator na dva nacina: najprije u zapisu koji slijedi
Makinsonovo razlikovanje dviju vrsta pravila a potom u ,,Fitch formatu*
dokaza'.

Pravilo uvodenja operatora obligacije (O Intro)

I, Ro(wi,wj) - wj
I'-wi: Oy

[wi je novi indeks]

sk

L owie
m. wi: Op O Intro: k-1

[Wi je novi indeks i on se ne smije pojaviti izvan poddokaza u kojemu je
uveden]

Pravilo isklju¢ivanja operatora obligacije (O Elim )

skskek

Ro(wi,wy),wi: Op +wj:@

*okok
k. RO(Wia W/)

L wi:Op

m W O Elim: k, 1

Pravilo uvodenja operatora permisije ( P Intro)

skoksk

Ro(wi,wj),wj: ¢+ wi: Pp

fookok
k. Ro(wi,w))
L Wi

m. wi:Pp P Intro: k, 1

Pravilo isklju¢ivanja operatora permisije (P Elim)

kkk

'S Na hrvatskome jeziku sustave je prirodne dedukcije za normalne modalne logike u
,,Fitch formatu® izlozio i ispitao S. Kovac [16]. Za razliku od ovdje predlozenog pristupa,
u tim se sustavima koriste razli€ita pravila za modalitete u razli¢itim logikama.
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I, Ro(wi,wj),wj: @ = wk 1y

Lowi: Po = wi:y

[Wj je novi indeks]
sk

L wi:Pp

m.  Ro(wi, W)

n W:Q
0. .M/k 4
p. Wkiy P Elim: 1, m-o

[Wi je novi indeks i on se ne smije pojaviti izvan poddokaza u kojemu je
uveden]

Relacijska teorija za deonti¢ke operatore: O serijalnost

sk

+Ro(wi, f(wi))

kkk

k. .RO(Wi, f(wi)) O serijalnost

Pravilo uvodenja prakseoloskog operatora (0 Intro)

sksksk

I, Rsx(wi,wj) = wj i

I'-wi: oxy

[Wj je novi indeks]
sk

k. Rsx(wi,w))

. wWip
m. wi:oxe 8 Intro: k-1
[w; je novi indeks i on se ne smije pojaviti izvan poddokaza u kojemu je
uveden]
Pravilo iskljucivanja prakseoloskog operatora (0 Elim)
sk
Rs(wi,wj),wi: op +wj:@
skskek

k. Rsx(wi,wy)
L wiidxe

m. Wi.@Q S Elim: k, 1
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Relacijska teorija za prakseoloski operator: O refleksivnost

sksksk

FRs(wi, wi)

sk

k. Rsx(wi,wi) & refleksivnost

Pravila dedukcije za propozicijsku logiku

Pravila za istinitosno-funkcionalne veznike u potpunosti odgovaraju
pravilima prirodne dedukcije za propozicijsku logiku, poput one izlozene
u [3], pod uvjetom da su sve recenice koje se koriste u izvodu obiljezene
istim indeksom. Jedina iznimka jest pravilo za uvodenje negacije.

Pravilo uvodenja globalne negacije (— Intro)

sk

FowitpFwiiL

I'Fwi: —gp

skeksk

. wiil
m Wii—@Q — Intro: k-1

4. Primjerenost sustava obiljeZene prirodne dedukcije za
Kangerovu logiku prava

Primjerenost sustava obiljezene prirodne dedukcije za Kangerovu teoriju
prava ispitat ¢emo slijede¢i Segerbergovo razlikovanje minimalnog i
maksimalnog uvjeta, koje taj sustav treba zadovoljiti.

Zapravo, Kanger ne vezuje svoje izlaganje uz jednu jedinstvenu
pozadinsku logiku. Radije, on biljezi uvjete koje neka logika mora
zadovoljiti da bi odgovarala njegovoj teoriji. [...] takva logika mora
podupirati logicke odnose oslikane u gornjim dijagramima. To znadi,
minimalni je uvjet taj da logika mora biti dovoljno jaka da omoguéi
izvodenje logickih implikacija u dijagramima; maksimalni je uvjet taj da
logika ne smije biti toliko jaka da bi omogucila dodavanje novih
implikacija u dijagramima.

Segerberg [22] str. 367

Na temelju Segerbergove ideje [22] predlazemo sljedece definicije.

Definicija <4.1> Skup RP™ implikacija je najmanji skup re¢enica
takav da za svaki X,Y,ZE{Z,I,M,S,Z*,I*,M*,S*} (i) RP™

ukljuéuje sve implikacije oblika X = X, (ii) RP™ ukljuduje X = Z
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kad god ukljutuje X =Y i Y =7 te (ili) RP™ ukljutuje sve
implikacije «dijagrama snage»:

=1, Z*¥*=1,
Z=>M*  7*= M,
Z =1, 7%= I*,
M*=S§*, M = S*,
M*=S, M=S,
I = §*, I*= 8.

Definicija <4.2> Skup RPC implikacija'® je skup recenica takav da za
svaki X,Y € {Z,I,M,S,Z*,I*,M*,S*} : RP€ ukljucuje sve recenice
oblika X =Y upravo u slucaju kada RP™ ne ukljucuje X =Y, to
jest, X =Y € RPC akko X =Y ¢ RP™ .

Primjedba <4.3> Kolikoce skupova: ‘RP""p‘ =24 i ‘RPC‘ =40.

Definicija <4.4> Skup a c RPCnazivamo predstavnikom skupa
RP€ ako za svaku implikaciju @ € RPC vrijedi: RP"™ a" + —¢, gdje
—wea" akkoyea.

Odvp-, :00xp

&---°" ..
O—0r—@ <----- —0-0vp <----> —O—=0x@------> O—|5xﬁ(p',

. by 4
.

tA

Slika <4.5> Skup m , predstavnik skupa RPS (skupa 'nepozeljnih implikacija')
prikazan na strukturi koja sadrzi eksplikanse prava. Tockaste, deblje strelica
pokazuju od antecedensa prema konzekvensu implikacije koja je ¢lan skupa m .

U pozadini, tanje strelice pokazuju implikacije iz RP™ .

16 Nadznak “C’ treba sugerirati da je rije¢ o relativnom komplementu skupa RP P 7a

JP: {Z,I,M,S’Z*’[*,M*’S*},
RPC ={p:IxAy(xe JPAye JPAp=x=>y}—RP™.
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Primjedba <4.6> Skup ‘'neZeljenih implikacija''’ naveden kod
Segerberga [22] nije predstavnik skupa RPC i redundantan je. Ispitivanje
redundantnosti uklju¢ivanja implikacije X =Y u m moZemo provesti
na sljede¢i nacin. Ako ne postoji par implikacija: ¥ = Z € RP™ i
X =>Zem, onda X =Y treba ukljuciti u m . U protivnom sluéaju,
njezino ukljucivanje je redundantno.

Definicija <4.7> Logika L ispunjava uvjet minimalnosti za Kangerovu
teoriju prava akko se svaka implikacija iz RP"™ moze dokazati u L.

Definicija <4.8> Logika L ispunjava uvjet maksimalnosti za Kangerovu
teoriju prava akko se niti jedna implikacija iz RP® ne moze dokazati u L.

Uvjet minimalnosti

Poucak <4.9> Sustav l—”o”; obiljezene prirodne dedukcije za PR
deonticko-prakseolosku logiku ispunjava wuvjet minimalnosti za

Kangerovu teoriju prava; to jest, za svaku implikaciju @ € RP™” vrijedi
opd
Fos @ -

Dokaz ¢emo izvesti ako pokazemo postojanje dokaza u sustavu I—UOP; za
svaku pojedinu implikaciju iz RP™ . Ovdje dajemo dokaze samo za
dvije ,transverzalne® implikacije: Primjer <4.10> i Primjer <4.11>.
Dokazi ostalih implikacija izvode se na sli¢an nacin; rutinski su te ¢e biti
izostavljeni.

Primjer <4.10>. =% wo: OSyp —> O—Sx—¢
1.
2. wo: OOy
3. Ro(wo, wr)
4 Wi v O Elim: 2, 3
5. Ray(wi, wr) O refleksivnost
6. Wi OY Elim: 4, 5
Wi Ox—@
8. Rsx (w1, wr) O refleksivnost
9. W@ OX Elim: 7, 8
10.  wi:l 1 Intro: 6,9
1. W:=0x—@ — Intro: 7-10
12. wo:O0—=0x—@ O Intro: 3-11
13.  wo:00v@p = O—-0x—¢@ — Intro: 2-12

17 «“Nezeljenim implikacijama” nazivamo implikacija iz RP© . Segerberg ih navodi 14.
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Primjer <4.11> +%7 wo: =0—5v@ — =05 x—¢
1.
2 e —0—-0vp
3. wo:00x—@
4. Ro(wo, wr)
5 Wi Ox—@ O Elim: 3,4
6. Rsx(wi,wr) d refleksivnost
7 Wii—@ S Elim: 5, 6
8. wi:iove
R - '
9. or(w, w d refleksivnost
10. W@ S Elim: 8, 9
11. wi:l 1 Intro: 7, 10
12.  wi:=0rp — Intro: 8-11
13.  wo:0—0vp O Intro: 4-12
14.  wo:lL 1 Intro: 2, 13
15. WO:—|O5X—|¢ — Intro: 3-14
16.  wo:=0—-0vp > —-00x—@ — Intro: 2-15

Uvjet maksimalnosti

Poutak <4.12> Sustav 2 obiljeZene prirodne dedukcije za deonticko-

prakseolosku logiku ispunjava uvjet maksimalnosti za Kangerovu teoriju

prava; to jest, za svaku implikaciju ¢ € RP€ vrijedi H”Op; o .

Strategija dokaza

Dokaz tvrdnje o nemoguénosti dokazivanja ,nezeljenih implikacija®
provest ¢emo u nekoliko koraka. Prvo, postulirat ¢emo jednu

pojednostavljenu semantiku =, za deonticki i prakseoloSki modalitet,

Definicija <4.13> i Definicija <4.14>. U prvom koraku zaobi¢i ¢emo
pitanje realistiCnosti predlozene semantike. S obzirom na svrhu ovog
dokaza, to pitanje nije vazno jer je u ovom slucaju semantika tek
sredstvo. Ipak, time ne zelimo re¢i da ¢e predlozena semantika biti
bezvrijedna. U drugom koraku dokazat ¢emo pouzdanost sustava
obiljezene prirodne dedukcije s obzirom na uvedenu semantiku, Poucak
<4.18>:

F'_oop;¢7 = T'Ey @
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U tre¢em koraku, promatramo poseban slucaj praznog skupa premisa i
kontrapozicijom prethodnog poucka dobivamo:

opd
Hos ¢ = Hos @

To znaci da se reCenica za koju ne vrijedi da je istinita u svakom modelu
(reCenica koja je osporiva, za koju postoji protuprimjer) ne moze
dokazati. Na kraju u Cetvrtom koraku, preostaje za svaku ,,nepozeljnu
implikaciju iz predstavnika skupa RPC izgraditi protuprimjer, Primjer
<4.19>.

Semantika jezika deonticko-prakseoloske logike

Definicija <4.13> Model za deonticko-prakseolosku logiku.
W je neprazni skup (skup ,,mogucih svjetova‘).
Relacije dostupnosti su:
Ro W xW , koja je serijalna relacija: Vx3yRo(x,y),
Rsx cW xW, Rsy cW xW , koje su refleksivne

relacije.
Istinitosno vrednovanje je funkcija

V : Atomarne recenice xW + {T,L} .

Interpretacija relacijske teorije je funkcija
[-]: 1 U{Ro,Rsx,Rsv} > W (W xW) takva da:

za svaki indeks w: [[w]] ew i
[[f(w)]] € {v : Ro(w, v)} ,
za relacijske predikate Ro:

[Ro]=Ro, ©€{0,6X,6Y}.
Okvir je relacijska struktura F' = <W,RO,R5X,R5Y> .

Model 97 povezuje okvir s istinitosnim vrednovanjem i
interpretacijom relacijske teorije:

M = <<W,R0,R5x, Rsv), V,[[-]]> .

Definicija <4.14> Istinitost u modelu:
MEw: P akko V(P,[[w]]) =T, ako je P propozicijsko
slovo,
M = Ro(w,v) akko <[[w]],[[v]]> € [[Ro]] ,
M = Rsx(w,v) akko <[[w]],[[v]]> € [[Rax]] ,
M = Rsv(w,v) akko <[[W]],[[v]]> € [[Ray]] ,
M = w:—¢@ akko nije slucajda M E=w: @,
MEw: oAy akko MEW: @i MEWw: Y,
MEw:pvy akko MEw: @ ili ME=w: vy,
MEw:p >y akkoako M =w:@p,onda M E=w:y,
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M = w:oxp akko Vv:Rax([[w]],v)—)im Ev:p,
M = w:Srp akko Vv: Rar([w],v) > ME=v: e,
M = w:Op akko Vv:Ro([[w]],v)—)ﬂﬁ Ev:ip,
M = w: Pp akko Iv: Ro([w],v) AMEv:@.

Definicija <4.15> Recenica @ € Lw: ostp posljedica je skupa reCenica
I'c Lv:ostp akko je ¢ istinita u svakom modelu 90 u kojem su
istinite sve recenice iz I', to jest, I F=os ¢ akko za svaki 9 takav da

Vy:yel 5> IME osy vrijedi M = osp .

Primjedba <4.16> Dalje u tekstu pored punih koristit ¢emo i skracene
zapise: = za Fos, - za 7. Znalenje simbola @ ovisit ¢e o
kontekstu'®. Na pojedinim mjestima © se koristi kao varijabla koja
moze dobiti vrijednost jednog od tri ovdje razmatrana univerzalna
modaliteta, to jest, © € {0,5X,5y} .

S obzirom na logiku c¢ina ovakva semantika opravdava mnoga
prihvatljiva nacela, poput onih koje navodi Kanger, to jest, (dRC) i (dT).
Nu, ona opravdava i neprihvatljivo nacelo

OAT

po kojemu je bilo koji djelatnik A ucinio da bude slucaj da vrijedi bilo
koja logicka istina. Hilpinen [9] naziva ovakvu semantiku Ccina
,najjednostavnijom modalnom logikom &ina“ i pripisuje ju Chellasu'’.
Hilpinen daje sljede¢e tumacenje.

[...]'a je ucinio da bude slucaj da p' jest istinito u svijetu u ako i samo ako
je p istinito u svakoj alternativi za u. Alternative danom svijetu u koje se
ovdje promatraju jesu njegove 'prakticne' alternative: to su svjetovi u
kojima se djelatnik @ ponasa jednako kao u svijetu u.

Hilpinen [9] str. 3

Unato¢ njezinim slabostima, a s obzirom na znacenje reCenica o
radnjama, ova semantika ¢e imati i analiticku 1 hermeneuticku vrijednost.
Analiticka vrijednost iskazuje se u negativnom smislu, pokazujuéi koje
posljedice ne zelimo u formalnoj semantici logike Cina. Hermeneuticka
vrijednost pokazuje se u tumacenju Kangerovog teksta. Ova semantika
objasnjava dvojno Citanje za 'Shall — Do ¢' koje nalazimo u Kangerovim
radovima. On daje sljede¢a neformalna tumacenja: (i*’) X ne smije uéiniti
¢ te (ii*") X se mora suzdrZati od &ina ¢. Citanje* 'It shall be that not: X

'8 Ako se @ javlja bez operatora i indeksa, onda @ € Lw:ospL ; ako se @ javlja u

formuli W: @ ,onda @ € Lospr ;i tako dalje.

' Rije¢ je njegovoj disertaciji The Logical Form of Imperatives iz 1969.

2 U Law and Logic, [12] str. 163.

2l U On Realization of Human Rights, [12] str. 181 Kanger pise: “[...] pravilo R moze
implicirati, ovisno o vrsti (prava op. p.) T o kojemu je rije¢, da se (na primjer) Y mora
pobrinuti ili suzdrzati se od toga da se pobrine za nesto.”
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sees to it that ¢', koje nalazimo u ranijim radovima dvosmisleno je jer
dopusta oba tumacenja, (i) i (ii). Tumacenje (i) vezuje negaciju uz
deonticki operator. Tumacenje (ii) vezuje negaciju uz prakseoloski
operator i sugerira postojanje dualnog egzistencijalnog prakseoloskog
modaliteta —J . Nu, slozeno semanticko pitanje o odnosu ¢injenja,
suzdrzavanja od Cinjenja i ne-Cinjena ovdje ne¢emo razmatrati.

Lema <4.17> Neka su 9T = <F,V,[[~]]> i 9M' = <F,V',[H]'> dva modela

izgradena nad istim okvirom F te koja se poklapaju u vrednovanju svih
propozicijskih slova, indeksa i relacija koja se javljaju u skupu nelogickih
simbola X . Tada za svaku reenicu @ koja od nelogickih simbola koristi

jedino simbole iz X vrijedi: 9 =os @ ako i samo ako IM'f=os @.

Dokaz se izvodi indukcijom. Trebamo dokazati da ma koji oblik imala
reCenica ¢ izgradena nad signaturom X, njezina istinitosna vrijednost

bit ¢e jednaka u oba modela. U osnovnom slucaju, za atomarnu
obiljezenu recenicu w:P vrijedi [[w]] = [[w]]' i
V(P,[[w]])zV'(P,[w]]'). Sliéno vrijedi i za relacijske reCenice. Za
slucajeve slozenih reCenica, induktivna hipoteza jamci poklapanje
istinitosti u modelima kod manje slozenih reCenica. Ispitajmo dva
primjera: (i) w:—=¢@ i (ii)) w:O¢. Kod (i) u smjeru s lijeva na desno
pretpostavimo 9 [=os w:—@. Po definiciji istinitosti, prethodno znadi
da nije sluéaj da 9 =os w: ¢ . Bududi da je slozenost potonje reenice

manja od slozenosti poCetne, induktivna hipoteza jam¢i da nije slucaj da
M =os w:ep. Po definiciji  istinitosti, —dobivamo  traZeno:

IM' =05 w:—@. U suprotnom smjeru dokaz se provodi na isti naéin.
Za (ii) u smjeru s lijeva na desno, pretpostavimo 9 E=os w:O@ . Neka
je v proizvoljni indeks takav da Ro(w,V). Po definiciji istinitosti, tada
vrijedi M=osv:@. ReCenica v:@ manjeg je stupnja sloZenosti od
pocetne pa zato IM'=osv: @ . Univerzalna generalizacija daje trazeno:
M'=os w:O@ . U smjeru s desna na lijevo dokazujemo na isti nadin.
Dokazi za preostale reCeni¢ne oblike takoder su rutinski.

Pouzdanost
Poucak <4.18> Sustav obiljezene prirodne dedukcije I—"OP; pouzdan je
u odnosu na semantiku =, :

r'_gp; p => 'y 0.

Dokaz treba pokazati da je svaka recCenica posljedica pretpostavki koje su
na snazi u retku u kojem se ta reCenica nalazi. Tvrdnja ¢e onda slijediti

22U Rights and Parliamentarism, [12] str. 122.
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kao poseban slucaj, u kojemu se razmatrana reCenica nalazi na glavnoj
crti dokaza (a tada su premise jedine pretpostavke na snazi u retku te
reCenice). U Fitch-formatu dokaza pretpostavke koje su na snazi u
pojedinom retku su sve one recenice koje su zapisane iznad vodoravne
crte te koje leze na istoj okomitoj crti ili leze na okomitoj crti koja se
nalazi lijevo od crte na kojoj se nalazi reCenica pod razmatranjem.
Svojstvo 'biti re€enica u dokazu' definirat ¢emo induktivnim nacinom: (i)
pretpostavke su recenice u dokazu, (ii) ako su @i,...,n prethodne

recenice u dokazu i ako je ¥ dobiven primjenom pravila dokaza iz
@1,...,¢0n, onda je i reCenica u dokazu. Primijenimo induktivni dokaz.
U osnovnom koraku trebamo pokazati da bilo koja pretpostavka ¢ slijedi
iz pretpostavki I' na koje su na snazi u njezinom retku, to jest:
pel =T kE, ;¢ . Pod pretpostavkom antecedensa, primjena definicije
slijeda odmah daje trazeno; ako 91 verificira svaku recenicu iz I' a ¢
je jedna medu njima, onda 9N verificira ¢ . U induktivhom koraku za

svako pravilo dokaza moramo pokazati da ako su prethodne reCenice u
dokazu posljedice svojih pretpostavki, onda je reCenica dobivena
primjenom pravila na tim recenicama, takoder posljedica pretpostavki
koje su na snazi u njezinom retku. Buduéi da su za sva pravila osim
—lIntro jednaka pravilima za istinitosno-funkcionalne veznike pod
uvjetom istovjetnosti indeksa kojim su recenice obiljezene, dokaz njihove
pouzdanosti ¢éemo izostaviti>. Pravilo ,,globalne negacije* razlikuje se od
ostalih pravila za istinitosno-funkcionalne veznika jer na ,,ulazu“ ima
recenice s razli¢itim indeksima.

Induktivni korak za pravilo —Intro

Pretpostavke na snazi

Fwite Lowl
r m. Wii—a@Q 6 Intro: k-1

Trebamo dokazati: ['F=oswi:—¢@. Za svrhu izravnog dokaza,
pretpostavimo da proizvoljni model D)1 verificira svaku reCenicu iz
skupa I pretpostavki na snazi u koraku m, to jest, (*) 9M=os .
Induktivna hipoteza jam¢i pouzdanost koraka I: I',wi: @ =os wy:L.
Neistina (falsum) ne moze biti istinita ni u kojoj tocki, zato IMMrosw; : L .
Budu¢i da falsum jest posljedica pretpostavki na snazi u koraku /, mora
biti slucaj da: (1) 9MK w za neki wel ili (i) M wi:@.
Pretpostavka (*) iskljucuje disjunkt (i). Preostaje (ii), iz cega, po
definiciji istinitosti, dobivamo trazeno: M = os wi: —@.

3 Izostavljene dokaze za sustav neobiljeZene prirodne dedukcije &itatelj moZe naéi u [3].
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Induktivni korak za relacijsku teoriju

L. .. .. ] .- .
Buduéi da relacijska teorija za sustav gy sadrzi samo pravila bez

premisa, treba pokazati da su njezine recenice istinite u svakom modelu
M, to jest (i) ERo(w, f(w)) i (ii) =Rs(w,w) . Serijalnost relacije Ro

i definicija za [[]] jamce istinitost za (i). Refleksivnost relacije

Rs osigurava istinitost za (ii).

Induktivni korak za univerzalne modalitete

Oblik pravila uvodenja za modalitete O, ox i Ov jednak je u sva tri
sluc¢aja. Neka je Oe{O,éx,&v} . Opceniti oblik pravila uvodenja
univerzalnih modaliteta je sljede¢i:

Pretpostavke na snazi
kK. Ro(wi,w)

IR o (wi,w)) L. wi:@
r m. wi: Q@ Olntro : k-1

Pretpostavimo da je 9 = <<W,R0,R5X,R6Y>,V,[[']]> proizvoljni model
koji verificira I'. Neka je ze€W proizvoljno odabran i takav da
R([[w,-]],z). Definirajmo model 9)?':<<W,R0,R5X,R5Y>,V',|I~]]'> na
sljede¢i nacin: (i) 91" je izgraden nad istim okvirom kao i 91, (ii) 9N’
se poklapa s 91 s obzirom na interpretaciju propozicijskih slova, relacija
i indeksa koji se javljaju u reCenicama iz Fu{Wi:O(p}, (iii) M’
dodjeljuje indeksu w; svijet z, to jest [[Wj]]:Z. Koriste¢i ,,lemu
ograni¢enog izomorfizma®“ <4.17>, iz pocetne pretpostavke dokaza te
na¢ina kako je definiran ' dobivamo da za svaki
l//EFU{RO(Wi,Wj)} vrijedi 9M'=os . Po induktivnoj hipotezi:
I, Ro(wi,w)) Eos wj: @ . Zato vrijedi IM'=os w;j: @ . Bududi da je z
bio proizvoljno odabran, univerzalnom generalizacijom dobivamo
Vv(Ro([[Wi]],v) —)v:(D). Po definiciji  istinitosti, dobivamo
M'=0s wi:O@. Lema <4.17> jaméi da tada vrijedi traZeno:
Mi=os wi: Q@ .

Posljednji ,,sastojak™ potreban u dokazu maksimalnosti zahtijeva
izgradnju protuprimjera za implikacije iz skupa m , prikazane na Slici
<4.5>. Ovdje navodimo samo jedan primjer; ostali su sli¢ni.

Primjer <4.19> Protuprimjer za OOy = —0—0x@ . Definirajmo
m=<<W,RO,R5X,R6Y>,V,|I'I|> na sljede¢i naéin: W:{WO,Wl,wz},
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Roz{<Wo, W1>,<W1,W2>} , Rsy = {<x,x>:xe W} ,
Réx = {<W1, wz>} U {(x, x> ‘X € W} , Vipow)=T, V(p,w2)=L,
[wi]=wi, [Re]=Ro.  Vrijedii  9ME wo:Osrp i

M wo: —|0—|§X(0.

5. Dodatak: dokaz potpunosti

Kontekstom dokaza nazivamo skup I'UA, gdje je I skup obiljezenih
reCenica a A je skup relacijskih re¢enica.

Definicija <5.1> Skup recenica I < Lw:osprnazivamo formalno

konzistentnim akko I" H"OP; u:l,zasvaki uel.

Definicija <5.2> Zatvaranje skupa (A)” pod deduktivnim sustavom

opd
F 0o

(A ={p: A2}

je skup svih reCenica koje se mogu dokazati iz A

Primjedba <5.3> Za relacijsku teoriju u sustavu I—(gf koriste se jedino

pravila bez premisa. Zbog toga: (A)”’ = AU {(p D (p} .

Definicija <5.4> Skup ['\U A nazivamo maksimalno konzistentnim akko

(i) on jest formalno konzistentan: za svaki u € I vrijedi 'UA H”Op; u:l

, (ii) njegova relacijska teorija jest deduktivno zatvorena: A = (A)w ,
(ii1) njegov skup indeksiranih recenica je potpun: za svaki indeks w i
svaku reéenicu @ € Lw: ospe vrijediili w:ep € I'ili w: =@ € I'.

Definicija <5.5> Skup [ * jest proSirenje skupa I takvo da:

@€ LospAnwel
I*=TUiws:Jpaw| A
(S=w:=0pvS=w:-5p)

Drugim rije¢ima, skup indeksnih slova proSirit ¢emo indeksima koji
nastaju kada im se u podznaku upiSe niz simbola koji prepisuje reCenice
jezika deonti¢ko-prakseoloske logike. Svaka reenica naznacene vrste na
taj ¢e nacin dobiti ,,svjedoka®, svijet koji jamci njezinu istinitost.

Definicija <5.6> Neka je skup I"\UA konzistentan skup rec¢enica jezika
Ly ospr izgradenih nad indeksnim skupom 7 ; neka je S1,S>,... popis
svih obiljezenih reCenica jezika Lw:oser izgradenih nad indeksnim
skupom 7 *. Skup reCenica MAX(I" U A) je skup recenica konstruiran
na sljedec¢i nacin:
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FNnuAo=TUA
iA1=
iU A ako riU{Si+1}UAi|— u:l za neki ue I*,
F[U{Si+1}UA[ ako Si-1#£w: =0,
inace {TiU{w:=OQ@,w-00: =0} UAU{Ro (W, W-00)}
ako Si-1=w:—=0@.
0o
MAX(FUA):UFI.U[UAJ

i20 i0

Tvrdnja <5.7> Svaki skup I'''\U A; dobiven konstrukcijom opisanom u
Definiciji <5.6> jest konzistentan.

Dokaz provodimo indukcijom. U osnovnom slucaju: I'o U Ao je
konzistentan skup jer je istovjetan skupu ['U A, koji jest konzistentan. U
induktivnom koraku trebamo dokazati: ako je I'i\U A: konzistentan, onda
je Ti+1UAi+1 konzistentan. Ispitajmo slucajeve. Prvo, (i) ako
iuSi+1tUAi+ u:l, onda je skap Tic1UA1=11UA
konzistentan (jer je po induktivnoj hipotezi iU Ai konzistentan skup).
U drugom slucaju, (ii) Fiu{Si+1}uAiH u:l,zasvaki uel*. U
prvom »pod-slucaju®, ako Sis12w:=0Q0@, onda
Fiv1iUAi+1= FiU{Sz‘+1}UAi , a potonji skup je konzistentan po
pretpostavci (ii). Za drugi ,,pod-sluéaj“ Si+1=w:—=0O ¢ pretpostavimo
suprotno:

Liu{w: =0 @, w-00: =@} UAU{Ro(W,Wv:-00)} Fu:l
,zaneki uel*.

Zahvaljuju¢i Cinjenici da je ww: -0 novi indeks, to jest, indeks koji se
ne javljau I'' U Ai, znamo da postoji sljede¢i dokaz:

}Fi U A
N m. Ro(W,Ww:ﬁOgo)

n w:=0Q@
0. u 1

p. w:—=—Qo —lIntro : n-o

. w:0@ —Elim : p

S. Ww:=0p!Q @Elim:m,r

t. w:Og@ OlIntro : m-s

Dakle, TiUAi- w:0O¢. Nu, tada FiU{SiJrl}UAil—W:J_ uel*

protivno pretpostavci (ii). Kontradikcija.



215

Tvrdnja <5.8> Skup MAX (I" U A) je maksimalno konzistentan.

Dokaz zahtijeva da pokazemo da su zadovoljeni uvjeti (i), (ii) i (iii) iz
Definicije <5.4>. Uyvjet (ii) je zadovoljen po Definiciji <5.6>. Uvijet (i)

05
zahtijeva da skup UFI. U(U Aij bude formalno konzistentan.
20 20

Pretpostavimo suprotno, to jest, pretpostavimo da postoji dokaz

0o
UFiU(UAiJ F vil, za neki vel*. Buduéi da su dokazi

i>0 i>0
»konacni predmeti®, prethodni dokaz koristi konac¢an broj premisa. Njih
mozemo oznaéiti s ["UA' i tada ¢e vrijediti: T"UA'- v:L, za neki
v e l*. Definirajmo funkciju du, koja odreduje ,datum usvajanja“
reCenice @ birajuc¢i najmanju oznaku medu oznakama skupova u kojima
se @ javlja: du((p):min{izgoeXi}. Za skup premisa ['UA'
izdvojimo oznaku ,,najkasnijeg* (,,najmladeg®) skupa koji ih obuhvaca:
. (pel'vpeA’) . -
m=max<i:3¢ . Budu¢i da po Definiciji <5.6>
Adu(p) =i
vrijedi: 1> j = [ UA c T UA;, odigledno jeda "'OUA' ' T'n U Am.
Tvrdnja <5.7> jam¢i konzistentnost skupa I'm\UAn. Budué¢i da
podskupovi nasljeduju konzistentnost svojih nadskupova, vrijedi

IMUA'# v:L, za svaki vel*. Kontradikcija. Preostaje dokazati
uvjet maksimalnosti (iii). Pretpostavimo suprotno. Neka vrijedi

wipeg MAX(TUA) i wi=peg MAX(I'UA), za neki wel*.
Recenica w: @ javlja se na nekom mjestu na popisu svih recenica jezika
L : osp. izgradenih nad indeksnim skupom 7 *. Oznalimo to mjesto s
i+1,i>0. Budu¢ida w: @ ¢ MAX(I' UA), tada po Definiciji <5.6>
vrijedi FiU{W : (p} UAi+v:l, za neki vel*. Prethodno jamci
postojanje dokaza koji omogucuje da se pod pretpostavkom w: @ izvede
falsum. Taj dokaz moZemo nastaviti koriste¢i pravilo —/ntro tako da
dobijemo w:—¢@. Dakle, ['UAi -Fw:—=¢. Skup [ UA: moze se
konzistentno prosiriti s w: —¢ . Definicija <5.6> jamc¢i postojanje takvog
prosirenja i+« U Ai+« ukojemu vrijedi w: =@ €l'i+x\UAi+«. Tada,
ponovo po Definiciji <5.6>, w:—@ e MAX(I" U A). Kontradikcija.

Lema <5.9> Svaki I—UO’? -konzistentni skup [''UA moze se prosiriti do

maksimalno konzistentnog skupa I * UA *.

Dokaz dobivamo ako postavimo I'* UA* = MAX(I"UA) i pozovemo
se na Tvrdnju <5.8>.

Tvrdnja <5.10> Za maksimalno konzistentni skup [*UA* i
@€ Lv:oseL:

IF'*UA*- @ akko @ e [ *UA*,
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Dokaz zahtijeva da pokazemo da tvrdnja vrijedi za sve oblike koje
reCenica ¢ moZze imati. Smjer s desna na lijevo ocigledno vrijedi za bilo

koji reeni¢ni oblik jer svaka reenica dokazuje sama sebe. U smjeru s
lijeva na desno ispitajmo slu¢aj O . Pretpostavimo suprotno:

F'*UA* Oy i Oy ¢ I’ * UA* . Tada, zbog potpunosti (Lema <5.9>)
vrijedi Oy el *UA*. Pravilo  LIntroomoguéuje dokaz
I'*UA*- 1. Dakle, I'* UA* nije konzistentan ali to nije moguce.
Ostali slucajevi su slicni.

Primjedba <5.11> Skup svih nelogic¢kih simbola koji se javljaju u skupu
formula ¥ oznacit ¢emo sa sig (‘P) .

Definicija <5.12> Kanonski model 20 * obzirom na maksimalno
konzistentni skup I'* UA * jest model:

W* = ((W*, Ro*, Rox*, Rov *) V%, [-]*).

gdje:

W* = {w cwesig(l* uA*)} ,

Ro* = {<[[x]]*,[[y]] *> :Ro(x,y)e A *} ,
Rsx*= {<[[x]]*,[[y]] *> tRsx(x,y) €A *},
Rsy* = {<[[x]]*,[[y]] *> :Rsv(x,y) €A *} ,
V*(p,[w]*) =T akko w:p el'*,
[]*=w.

Lema <5.13> ¢ e [ *UA* akko 20 *=¢ .

Dokaz se provodi indukcijom. U osnovnim sluCajevima ¢ je ili
relacijska regenica, Ro(w,v) ili indeksirano propozicijsko slovo,

w:P. Ispitajmo prvi sluéaj. Ako Ro(w,v)el *UA*, onda
[[R o]]* = {<[[x]]*,[[y]] *> :Ro(x,y)eA *} i [[w]]* =w, [[v]]* =v.
Dobili smo traZzeno: <|IW]]*’|IVI| *> € [[Ro]] * . U smjeru s desna na lijevo,

pretpostavka <[[W]] * [[v]] *> € [[Ro]] * odmah  daje  trazeno,
Ro(w,v)eI'* UA*. U induktivnom koraku ispitajmo samo slucaj
w:QOp . Pretpostavimo (i) w:Qw el *UA*. (ii) Neka je v
proizvoljno odabran svijet takav da R o (w,v). Po Tvrdnji <5.10> (i)
implicira I'* UA*~w: Oy . Prethodno i (ii) primjenom pravila O Elim
jam&e da I'* WA *-v : . Tada, po Tvrdnji <5.10> v:y e [ *UA*. Po
induktivnoj hipotezi, Lema <5.13> vrijedi za v:{ reCenice Cija je
slozenost manja od slozenosti za w:Qy . Zato, 20 *=v : . Bududi je

v bio proizvoljno odabran, mozemo generalizirati: za svaki v takav da
Ro(w,v) vrijedi da 20 *=v: . Prema tome, 20 *=w: Oy . U smjeru
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s desna na lijevo, dokazivat ¢emo kontrapoziciju. Pretpostavimo
w:Qy g *UA*. Tada, zbog potpunosti, vrijedi
w:aQu el *UA*, Definicija <5.6> jam&i da
Ro(w,ww:—0y)eT*UA* ida ww:-oy:— e *UA*. Koristeci
Definiciju <4.14> dobivamo trazeno: 20* ¥ w:Qy .

Teorem <5.14> Sustav obiljezene prirodne dedukcije |_gp;’ potpun je u

odnosu na semantiku =, :

opd

I'e=s =T )5 .

Dokaz izvodimo pokazuju¢i da vrijedi kontrapozicija. Pretpostavimo
I'UA® ¢@. Tada vrijedi FuAu{—wp} K L. Budu¢i da je taj skup

formalno konzistentan, on se u skladu s Lemom <5.9> moze prosiriti do

maksimalno konzistentnog skupa MAX (F UAU {—| (0}) . Zbog njegove
konzistentnosti, vrijedi tvrdnja MAX (F UA u{—.q)}) # ¢ . Koriste¢i
tu tvrdnju i Tvrdnju <5.10> dobivamo: ¢ %MAX(FUAU{—@}). Iz

potonjeg, pomoéu Leme <5.13> dobivamo da kanonski model

gy X (rosvi-o}) izgraden na osnovi skupa

MAX (F UAU {—| (p}) verificira sve recenice iz I' U A ali ne verificira

@ . Egzistencijalna generalizacija daje traZzeno: postoji model 2J takav
da WETUA i Wk @,tojest, TUAR ¢@.
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Berislav Zarnié
A Labelled Dudection System for Kanger's
Theory of Rights

Abstract

Basin-Matthews-Vigano [4][5] approach to construction of labelled deduction systems
for normal modal logics is adapted to ,Fitch proof-format“, and it is applied to the
language of deontic-praxeological logic. Segerberg's [22] suggestion on how to asses the
adequacy of a logic for Kanger's theory of rights is being formally explicated and it is
proved that herewith proposed system of labelled deduction satisfies Segerberg's criteria
of adequacy. For the purpose of building the proof a semantics is given, which connects
»the simplest semantics of action*[9] with standard semantics of deontic logic [2].
Soundness and completeness of the proposed labelled deduction with respect to
aforementioned semantics is proved.
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