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Uvod
U Povijesnom uvodu biti će govora o otkriću Brownova gibanja, njegovom značenju za modernu atomsku teoriju, te o mjerenju i teorijskom opisu istog.

U Eksperimentalnom postavu i tehnikama mjerenja opisat ćemo naš eksperiment i objasniti princip rada eksperimentalnog postava. Također će biti govora i o načinu mjerenja te o samoj obradi dobivenih podataka.

Pod Teorijom Brownovog gibanja, u poglavlju Pregled postojeće teorije, opisati ćemo predviđanja dinamike Brownove čestice uronjene u okolni fluid, te dinamike Brownove čestice uronjene u okolni fluid i zarobljene harmoničkim potencijalom. Do opisa međudjelovanja ovdje se dolazi na čisto fenomenološki način, te je samo međudjelovanje trenutno.

Pod Teorijom Brownovog gibanja, u poglavlju Pregled poboljšane teorije, opisati ćemo predviđanja dinamike Brownove čestice uronjene u okolni fluid, te dinamike Brownove čestice uronjene u okolni fluid i zarobljene harmoničkim potencijalom. Opis međudjelovanja dobiven je strogo, s time da je pri izračunu pretpostavljeno da je čestica sferičnog oblika. 

U Mjernom usuglašavanju i eksperimentalnoj prilagodbi biti će govora o načinu na koji smo mjerili ponašanje kretanja Brownove čestice. Mjerni uređaj se usuglašava za samo mjerenje nakon samog čina mjerenja, a istodobno sa provedbom eksperimentalne prilagodbe na teorijska predviđanja.

U Eksperimentu su prikazani eksperimentalni rezultati te koliko se dobro mogu opisati postojećim teorijama. 

U Zaključku je opisan rezultat našeg eksperimenta. Pokazuje se da se sa poboljšanom teorijom mogu dobiti vrlo dobra slaganja sa provedenim mjerenjima, te da postojeće teorija odstupa na malim vremenskim intervalima gibanja Brownove čestice.

Povijesni uvod
Brownovo gibanje dobilo je ime po svom otkrivaču, biologu Robertu Brownu 1827. godine. Brown je mikroskopom promatrao čestice peludi kako plutaju površinom vode. Uočio je kako te, mikroskopski male čestice, izvode prilično proizvoljno gibanje. Napravivši isti pokus s česticama prašine, isključio je mogućnost da su čestice peludi žive, ali je ostalo pitanje porijekla takvoga gibanja. Prvi koji je dao teoriju Brownova gibanja bio je Louis Bachelier. Teorija je objavljena 1900. godine, u njegovom Phd radu "The theory of speculation". 
Početkom dvadesetog stoljeća atomska priroda tvari je još uvijek bila kontroverzna ideja. Albert Einstein je prvi primijetio da, ako je kinetička teorija fluida ispravna, tada će se molekule vode gibati nasumično pa će i mala čestica, koja pluta u toj vodi, dobivati nasumični broj udaraca nasumičnog intenziteta i to iz nasumično odabranog smjera u bilo kojemu vremenskom intervalu. Takvo nasumično udaranje molekula vode na dovoljno malu česticu uzrokovalo bi upravo gibanje kakvo je opisao i Brown. Einstein je ujedno i prvi koji je dao matematički opis takvog gibanja, a on je publiciran zajedno sa ostalim radovima 1905. godine.
Jean Perrin je izvršio mjerenja kojima je testirao nove matematičke modele. Njegova mjerenja su napokon okončali stoljetnu raspravu o realnosti atoma i molekula. On sam je dobio Nobelovu nagradu za svoj rad.
Kasnijih godina bilo je još dosta rasprava o Brownovom gibanju. Sedamdesetih, osamdesetih i devedesetih godina dvadesetog stoljeća izvedeno je puno eksperimenata sa koncentriranim otopinama Brownovih čestica. Svi su oni napravljeni jer je porastom preciznosti mjernih uređaja nastajao sve veći razmak između dobivenih rezultata i tadašnje teorije (u ovom radu nazvane Pregled postojeće teorije). Kako su instrumenti mogli mjeriti sve manje i manje vremenske intervale razlika se više nije mogla uskladiti s eksperimentalnim mjerenjima. Neizbježno je trebala uslijediti korekcija postojeće teorije.
Nova, korigirana, teorija je našla svoje korijene u radovima L. D. Landaua [L. D. Landau and E. M. Lifshitz, Fluid Mechanics, Volume 6, 1987]. Opisavši ponašanje gibanja sferičnih čestica uronjenih u okolni fluid pokazao je razlike u odnosu na postojeću teoriju.
Prva teorija koja je uslijedila bila je korigirana teorija za slobodnu česticu u fluidu. Autori su bili Hinch and P. Mazur. Mazurov rad je bio opis čestice u Fourierovu prostoru (frekvencijska domena), a Hinchov rad je bio opis čestice u realnom prostoru (vremenska domena). Eksperimentalna provjera jedne slobodne čestice u okolnom fluidu je došla od B. Lukića [B. Lukić and Sylvia Jeney, PRL, 2005].
Kasnije napravljena korigirana teorija čestice, zarobljene harmoničkim potencijalom i uronjene u okolni fluid, bio je rad P. Mazura [D. Bedeaux and P. Mazur, Physica 76 (1974) 247-258]. To je bio opis gibanja čestice u u frekvencijskoj domeni. Opis gibanja čestice u vremenskoj domeni bio je rad P. P. J. M. Schrama [P. P. J. M. Schram, Phys. Rev. A, Volume 46,1992], (u ovom radu dan u poglavlju Pregled poboljšane teorije). Eksperimentalna potvrda očekuje se ovim radom.
Eksperimentalni postav i tehnike mjerenja
Eksperimentalni postav opisan ovdje imao je vrlo veliku vremensku rezoluciju, tj. mjerio je vremenske intervale manje od 1 µs. Ovakav postav bio je dovoljan da pokaže razliku između stare teorije i aktualnih mjerenja, što će biti pokazano kasnije.
(Odavdje pa nadalje ćemo staru teoriju zvati Langevinova teorija, jer je glavna jednadžba u njoj Langevinova.)

Instrument opisan ovdje poznat je pod nazivom PFM (photonic force microscope). To je optička pinceta (optical tweezer), koja koristi laserski snop da bi uhvatila i zarobila česticu. Tim istim laserskim snopom moguće je promatrati i samu poziciju te iste čestice.

Shematski prikaz aparata prikazan je na slici 4.1.
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slika 4.1: Shema i optički put PFM-a.

Shematski prikaz na slici 4.1 nije baš egzaktno naš eksperimentalni postav, nego je prikazan samo kao ideja kako je naš postav funkcionirao. On se razlikovao vrlo neznatno, u eksperimentalnoj adaptaciji na druge mjerne uređaje i postave, ali nama interesantni dijelovi, koje ću opisati u nastavku, su egzaktno identični.
Označeno područje na slici 4.1 je uvećano i prikazano na slici 4.2. Pojednostavljeno, laserska svjetlost ide od izvora kroz komoru s uzorkom i završava u kvadratnoj fotodiodi, koja služi kao detektor.
Prije držača uzorka laserska svjetlost je bila fokusirana kroz optičke leće, s fokusom unutar uzorka. Takvim fokusiranjem omogućavamo čestici da se giba unutar vrlo malog područja. Zarobljavanje, tj. uhvat čestice, će biti opisan kasnije. Kada svjetlost prođe kroz uzorak, slika 4.3, ona se rasprši na čestici koju je zarobila. Tako raspršena svjetlost interferira s ostatkom snopa, te dolazi do kvadrantne fotodiode gdje se konvertira u izlazni napon. Napon se kasnije računalno obrađuje.
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slika 4.2: Povećano označeno područje sa slike 4.1.
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slika 4.3: Pojednostavljeni svjetlosni put i princip detekcije.

Kvadrantna fotodioda je sastavljena od četiri kvadranta, redom 
[image: image5.wmf]a

, 
[image: image6.wmf]b

, 
[image: image7.wmf]c

 i 
[image: image8.wmf]d

,( slika 4.3), kojima se mjere četiri svjetlosna intenziteta, redom 
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,
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Mi ćemo mjeriti pripadne x, y i z intenzitete kao: 
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 (4.1)

Zanimaju nas samo relativne razlike u intenzitetu, jer će biti pokazano da su one proporcionalne relativnim pomacima naše čestice.
Znamo da su relativne razlike u intenzitetu jednake:
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 (4.2)

Može se pokazati, [Prale et al., 1999], da intenziteti izgledaju kao na slikama 4.4a i 4.4b. Sada možemo vidjeti da je normiran intenzitet proporcionalan pomaku čestice sve dok god se ona nalazi unutar ±200nm od točke centra zarobljavanja u x-y smjeru, slika 4.4a, ili unutar ±500nm od točke centra zarobljavanja u z smjeru, slika 4.4b. Ovo područje korištenja intenziteta za detekciju položaja se pokazalo dovoljno, budući su pomaci naše čestice bili red veličine manji.
[image: image15.png]205





slika 4.4a: Promjena intenziteta - 
[image: image16.wmf]x

I

d

 (gdje je
[image: image17.wmf]I

ukupni intenzitet) linearno je proporcionalna 

pomaku u x - smjeru (dok god taj pomak ostaje unutar x=-200nm do x=+200nm). Sličan graf bi se dobio za intenzitet
[image: image18.wmf]y

I

d

i za pripadni y – pomak.
Uzeto iz [Pralle et al., 1999] i [6].
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slika 4.4b: Promjena intenziteta - 
[image: image20.wmf]z
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 (gdje je
[image: image21.wmf]I

ukupni intenzitet) linearno je proporcionalna 

pomaku u z - smjeru (dok god taj pomak ostaje unutar z=-500nm do z=+500nm).

Uzeto iz [Pralle et al., 1999] i [6].
Fizikalni opis uhvata čestice prikazan je na slici 4.5. Ako je radijus čestice puno veći od valne duljine lasera, tj. ako je 2r>>λ, tada se zarobljivanje može objasniti geometrijskom optikom. Laserska svijetlost dolazi iz objektiva gdje se fokusira. Čestica tada lomi svjetlost (a i b zrake) i tako im mijenja pripadni impuls. 
Promjena impulsa zraka rezultira reakcijskom silom nazad na česticu. Zraka 
[image: image22.wmf]a

 daje reakcijsku silu
[image: image23.wmf]a

F

v

,a zraka 
[image: image24.wmf]b

daje reakcijsku silu
[image: image25.wmf]b

F

v

, pa je totalna reakcijska sila jednaka sili
[image: image26.wmf]F

v

. Ta sila gleda u suprotnom smjeru od smjera upadne svjetlosti. Druga sila dolazi od toga što se dio svjetlosti odbio od čestice unazad. Ta sila izaziva silu koja na česticu djeluje u smjeru upadne svjetlosti. 

Te dvije sile generiraju stabilni položaj za našu česticu, gdje je taj položaj određen točkom poništavanja tih dviju sila. Za takvu čestisticu kažemo da je zarobljena oko položaja stabilne ravnoteže. U praksi je taj položaj samo malo udaljen od pozicije fokusa na optičkoj osi.
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slika 4.5: Princip zarobljavanja čestice.

Ako je valna duljina puno veća od radijusa čestice, tj. ako je 2r<<λ, tada više ne možemo govoriti o geometrijskoj optici. To područje je nazvano Rayleigh-jev režim, a čestica je tretirana kao točkasti dipol unutar raspodjele elektromagnetskog polja. Tako možemo izračunati efektivnu silu na taj dipol, [Visscher and Brakenhoff, 1992], a rezultat je kvalitativno vrlo sličan prijašnjem rezultatu za puno manje valne duljine. Čestica je ponovo zarobljena malo iza pozicije fokusa na optičkoj osi.

U našem slučaju čestica ima radijus usporediv s valnom duljinom lasera, tj. 2r ~ λ. Teorijski pristup je razrađen u Wohland et al. [Wohland et al., 1996]. Ono što je nama važno jest da u tom računu sve ostaje kvalitativno isto kao i u proteklima. Čestica je još uvijek zarobljena malo iza pozicije fokusa na optičkoj osi. Ono što je još bitno jest da račun pokazuje da je čestica zarobljena i u x i u y smjeru. Wohland et al. je računao potencijal uhvata za čestice radijusa  r = 0.5µm, te laser valne duljine λ = 1064 nm i snage 

P = 160mW čiji w0 (beam waist diameter) iznosi w0=0.43µm. Mi smo kombinirali isti takav laser sa sličnim česticama. 
Wohland et al. je pokazao da potencijal za uhvat čestica ima Gaussov oblik (gausijan). Taj potencijal je simetričan obzirom na položaj stabilne ravnoteže, pa može biti smatran, u prvom približenju, harmoničkim (kvadratnim). Ovakva vrsta aproksimacije može se opravdati velikim uspjehom kojim nova poboljšana teorija (koristeći harmonički potencijal) opisuje dobivene rezultate.
Naš eksperiment sada se sastoji od uhvata čestice te snimanja konvertiranog izlaznog napona (signala) sa kvadrantne fotodiode (detektora). Konvertiran je u smislu da postoji elektronika na izlazu kvadrantne fotodiode koja „računa“ naše 
[image: image28.wmf]x
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 intenzitete preko stvarnih izlaznih intenziteta
[image: image31.wmf]a

I

,
[image: image32.wmf]b

I

,
[image: image33.wmf]c

I

 i 
[image: image34.wmf]d

I

. 

Tako su snimane naše x, y i z pozicije, tj. nisu snimane u mikrometrima (µm) nego u voltima (V). Isto tako možemo govoriti o proizvoljnim jedinicama (a.u.), npr. možemo uzeti 16-bitni zapis našeg napona koji je izražen u prirodnim brojevima umjesto u voltima. Takav postupak ništa ne mjenja jer i tako još moramo naći način kako da konvertiramo izlazne jedinice ( bilo volte ili a.u.-ove) u  mikrometre. Postupak konverzije je opisan u poglavlju Mjerno usaglašavanje i eksperimentalna prilagodba.
Nakon procesa snimanja moramo izračunati naš usrednjeni kvadrat pomaka (MSD – mean square displacement). 

MSD za x poziciju se računa kao: 
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(4.3)

gdje je
[image: image36.wmf])

(

j

x

naša x pozicija snimljena u vremenu 
[image: image37.wmf]t
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×
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, gdje je 
[image: image38.wmf]t

D

vremenski interval između dva uzastopna snimanja položaja. U našem mjerenju ∆t = 1µs. 
[image: image39.wmf]N

 je ukupni broj točaka dobiven snimanjem, a 

[image: image40.wmf]m

je sigurnosni broj par redova veličine manji od 
[image: image41.wmf]N

. Uglavnom mora biti 
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 gdje je 
[image: image43.wmf]max
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 maksimalni 
[image: image44.wmf]i

u jednadžbi 4.3. U našem eksperimentu imali smo N = 106.
MSD za y i z se određuje slično, tj. u jednadžbi 4.3 zamijeni se x sa y ili sa z. 

Pripadna srednje kvadratno odstupanje MSD-a za x poziciju računa se kao:
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(4.4)

i slično za MSD y i z pozicija.
MSD izračunat ovim načinom daje nam vrijednost izraženu u proizvoljnim jedinicama, tj. 
[image: image46.wmf]2
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, a pripadno kvadratno odstupanje, 
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, vrijednost izraženu u 
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Teorija Brownovog gibanja
Pregled postojeće teorije
Slobodna čestica
U starim radovima Einsteina Brownova čestica bila je opisana drugim Newtonovim zakonom:
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(5.1)

gdje je sila na desnoj strani jednadžbe došla od okolnog fluida.

Znamo da je ova sila uzrokovana nasumičnim udaranjem molekula fluida. Dakle sila se mijenja u nekom vremenu koje je karakteristično za gibanje tih molekula, te pretpostavljamo da je to vrijeme puno manje nego vremenski intervali u kojima mi gledamo ponašanje naše čestice. S druge strane, ako je naša čestica u pokretu, sigurno će osjećati neku efektivnu silu koja se protivi tom gibanju i koja se ne mijenja toliko brzo. Vidimo da se sada naša sila može rastaviti na dva dijela, jedan koji se mijenja brzo, a drugi koji se ne mijenja brzo, usporedivo s vremenskim intervalima u kojima mi pratimo to gibanje.
Sada ukupnu silu možemo pisati kao:
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(5.2)

brzi i spori dio, redom.
Ako sada napravimo vremensko usrednjenje jednadžbe 5.2, imamo
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(5.3)
(gdje < u(t) > označava usrednjenje po vremenu  veličine u(t) )

Pošto prva sila na desnoj strani jednadžbe 5.3 varira vrlo brzo, u „odnosu“ na operator usrednjenja, a pretpostavljamo da je potpuno nasumična, možemo reći da je
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(5.4)

a pošto druga sila na desnoj strain jednadžbe 5.3 varira puno sporije, u „odnosu“ na operator usrednjenja, možemo reći da vrijedi
[image: image640.wmf])]
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(5.5)

tako da, napokon, dobijemo:
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(5.6)

Sa objašnjenjem, danim gore, možemo modelirati našu usrednjenu silu kao
[image: image642.wmf]2
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(5.7)
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(gdje je      koeficijent trenja, a            je brzina čestice).
Kombinirajući jednadžbu 5.7 sa jednadžbom 5.6 imamo
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 (5.8)

i naša ukupna sila u 5.1 sada izgleda kao:
[image: image646.wmf]>
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Pretpostavili smo da je prva sila na desnoj strani u jednadžbi 5.9 nasumična i nekorelirana veličina, tj.:

    
[image: image49.wmf])

(

)

(

)

(

t

t

const

t

f

t

f

ij

j

i

¢

-

´

>=

¢

<

d

d

        





 (5.10)

(i i j su i-ta i j-ta komponenta pripadne vektorske veličine)

Kombinirajući jednadžbe 5.1 i 5.9, imamo:
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 (5.11)

što je prva jednadžba napisana za Brownovo gibanje, originalno znana kao Langevinova jednadžba.
Mi još uvijek ne možemo precizno opisati gibanje čestice, jer ne znamo ništa više o našoj nasumičnoj sili. Kada bismo čak i bili u stanju opisati našu nasumičnu silu, vidimo, slika 5.1 dolje,
da bi sam opis trajektorije čestice bio vrlo kompliciran.

Od sada pa nadalje gledat ćemo samo jednu komponentu našeg vektora položaja 
[image: image50.wmf]r

v

. Ako nazovemo ovu komponentu 
[image: image51.wmf]x

, vidimo da je njeno gibanje također prilično nasumično, slika 5.2. 
Moramo, dakle, definirati neku veličinu čije ponašanje u vremenu je jednostavnije za opisati. Očito takva veličina može ovisiti samo o usrednjenoj vrijednosti položaja ili kvadrata položaja.
Definicija takve veličine je nužna, ali nas nažalost ostavlja sa malo manjim uvjerenjem da naša teorija opisuje fenomen dovoljno precizno.
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Slika 5.1: Plave linije su simulacija gibanja slobodne čestice. Čak i kroz simulaciju 

možemo vidjeti da ne možemo predvidjeti kako će se čestica ponašati u vremenu.
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 Slika 5.2: Vremenski snimak x – položaja čestice. Vremenska o side linearno od 1 do 1000 µs. 

 Čestica je od polistirena radijusa R=0.435 µm, a okolni fluid je H2O. Snimak je numerički usklađen i baždaren.
Očekujemo da je srednja vrijednost vektora položaja uglavnom nula, pa tu veličinu moramo odbaciti. U potrazi za našom veličinom možemo probati sa 
[image: image54.wmf]>
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, gdje je 
[image: image56.wmf]0

x

srednja vrijednost položaja na x osi. Ali problem s njima je što su neovisne o vremenu, pa nisu baš podobne za naš eksperiment. Ako ih, pak, pustimo da ovise o vremenu unijet ćemo dodatnu grešku u naša mjerenja. Greška bi proizašla iz činjenice da ako želimo odrediti vrijednost našeg usrednjenog kvadrata položaja na sve manjim vremenskim intervalima, proporcionalno manji bit će i broj točaka koji ćemo koristiti za njegovo usrednjenje. Manji broj točaka rezultirati će u većoj neodređenosti usrednjene veličine i time povečati grešku mjerenih podataka.
Da bismo minimizirali grešku, definiramo standardno korištenu veličinu,

MSD (mean square displacement):
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(
[image: image58.wmf]t

 i 
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su vremenske varijable. Uvjet da vrijeme 
[image: image60.wmf]t

 bude vrlo veliko uveden je da bismo bili što dalje od početnog položaja i početne brzine naše čestice.)
Istodobno računanje nasumične sile i korelacijske funkcije brzine
Kako komponente naše nasumične sile nisu u međusobnoj korelaciji, možemo jednadžbu 5.11 napisati u samo jednoj dimenziji:
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(5.13)

 (jednadžba 5.11 može se riješiti, ali mi ćemo se bazirati na jednodimenzionalan problem).
Ako sada, u 5.13, stavimo supstituciju
[image: image61.wmf])
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, dobit ćemo diferencijalnu jednadžbu prvog reda čije rješenje je jednako
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(5.14)

Sada možemo izračunati auto-korelacijsku funkciju brzine
[image: image650.wmf])
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(5.15)      

i njen limes za velika vremena, 
[image: image63.wmf]+¥
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.
Jedan od načina dobivanja limesa je da pretpostavimo da će brzine, za velika vremena, tj. daleko od početnih uvjeta, biti raspoređene prema Boltzmanovoj raspodjeli:
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(5.16)

iz čega se lako vidi da je:
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(5.17)
što je isto kao i tvrdnja 



[image: image65.wmf]T
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koja kaže da nakon dovoljno vremena između nasumične sile i sile trenja postoji ravnoteža. To je istina jer sila trenja stalno smanjuje kinetičku energiju čestice, dok je nasumična sila i smanjuje i povečava.
Vratimo se sada na relaciju 5.14 i uvrstimo je u relaciju 5.15, pa pri velikim vremenima imamo:
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(5.18)

Pisati ćemo
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Sada, uz pomoć relacije 5.10 dobivamo
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(5.19)

te za velika vremena slijedi
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(5.20)

Usporedbom jednadžbe 5.20 i 5.17 možemo dobiti vrijednost naše konstante
[image: image655.wmf])
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(5.21)

Možemo se sada vratiti u našu relaciju 5.19 pri čemu ona sada izgleda kao
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(5.22)

a relacija 5.10 kao

[image: image68.wmf])
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(5.23)

Obje relacije će nam biti od velike pomoći u kasnijim razmatranjima.
Računanje korelacijske funkcije položaja i srednjeg kvadrata pomaka (MSD)
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Nadalje, možemo izračunati ponašanje položaja 
[image: image69.wmf])
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(5.24)

što kombinirano s 5.14 daje
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(5.26)

Poredak integracije u drugom integralu na desnoj strani u 5.26 može se lako zamijeniti, dovoljno je da pogledamo područje integracije, slika 5.3, i dobijemo 
[image: image660.wmf])
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(5.27)

[image: image661.wmf]ò

ò

¥

+

-

+¥

-

+¥

®

>=

>=<

<

0

2

1

0

2

1

2

2

2

2

2

)

(

lim

dv

e

dv

e

v

v

t

v

T

k

mv

T

k

mv

t

B

B


                  Slika 5.3: Sjenčana površina je područje integracije. 

iz 5.27 dalje imamo
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(5.28)

Relacija 5.28 je potpuni opis mijenjanja
[image: image70.wmf]x

 koordinate. Dalje možemo reći, iz naših eksperimentalnih opažanja, da gledamo položaj naše čestice u vremenu koje je puno veće od specifičnog u relaciji 5.28, tj. da je 
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(5.29)
ali ako položaj pišemo ovako, trebali bismo podrazumjevati da 
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Naš MSD sada možemo izračunati kao:
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(5.30)

tj. sve što trebamo jest izračunati korelacijsku funkciju položaja:
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gdje možemo, bez gubitka općenitosti, reći da je 
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, što vrijedi zbog
Koristeći relaciju 5.29 dobivamo 
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gdje smo podrazumjevali da je 
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 zbog relacije 5.4.

Dakle sada imamo, kombinirajući jednadžbe 5.31, 5.23 i uvjet 
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 (5.32)

što nam dalje daje
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(5.33)
i nadalje, puštajući 
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, naša korelacijska funkcija položaja postaje jednaka
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(5.34)                                                                                                                                   

MSD je sada jednostavno izračunati iz jednadžbi 5.30 i 5.34 i uvjeta 
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(5.36)

čiji graf je prikazan na  slici 5.4.

I ovo je naš veliki rezultat koji smo mogli postići puno jednostavnije, [8]. Ovaj process računanja je napravljen iz dva razloga. Prvi razlog je što smo MSD ovako izračunali sa punom matematičkom točnošću, tj. sa najmanjim mogućim brojem aproksimacija, a drugi razlog je taj da ćemo takav način računanja koristiti i u slijedećem računu. 
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 Slika 5.4: MSD/(2Dt) je prikazan u logaritamskoj vremenskoj skali. Vrijeme je mjereno u 

specifičnim vremenskim jedinicama. Ovaj grafički prikaz dobiven je koristeći podatke za 

čestice od polistirena radijusa R=0.435 µm, s vodom kao okolnim fluidom. 

Zarobljena čestica
Računanje korelacijske funkcije položaja i srednjeg kvadrata pomaka (MSD)
Sve što smo do sada izračunali bilo je za slobodnu česticu, ali u našemu eksperimentu mi zarobljavamo našu česticu laserskim snopom, čiji potencijal zarobljavanja je vrlo približno harmonički.

Moramo provjeriti što se dešava s našim MSD-om, tj. da li se on mijenja i kako. Da bi smo došli do odgovora krenuti ćemo opet od Langevinove jednadžbe, ali sada s dodatnim članom:
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(5.37)

gdje je 
[image: image79.wmf]k

 naša konstanta uhvata (harmonička konstanta). 

Ova jednadžba se može riješiti za 
[image: image80.wmf]x

 metodom varijacije koeficijenata.

Prvo riješimo homogenu jednadžbu
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(5.39)

Potpuno rješenje jednadžbe 5.37 sada možemo dobiti standardnim postupkom varijacije koeficijenata, tj. pretpostavkom da je 
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(5.40)  

te uvrštavanjem te pretpostavke natrag u jednadžbu 5.37. 
dobivamo da je
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(5.42)

lako se može provjeriti da je član u zagradi jednak 
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(5.43)

rješenje jednadžbe 5.42, gdje je C proizvoljna konstanta.

Integracijom 5.43 dobijemo[image: image683.wmf]z
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(5.44)

U prvom dijelu na desnoj strani u 5.44 možemo zamijeniti poredak integracije. Gledajući područje integracije prikazano na slici 5.3, dobivamo
[image: image684.wmf]w
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Sada smo u stanju napisati 
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gdje su 
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 i 
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 samo konstante.
Uvrštavajući početne uvjete u 5.46, 
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   (5.47)
te, putem dodatka 3, relacije d3.12 i uvrštavanjem 
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   (5.48)

Iz relacija 5.47 i 5.48 dobivamo
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  (5.50)

te, konačno, uvrštavajući 5.49 i 5.50 u 5.46, dobivamo
[image: image686.wmf]w
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a pošto opet gledamo slučaj kada 
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što je vrlo lijep izraz, i omogućava nam da napravimo korelacijsku funkciju položaja: 
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koja postaje, zbog jednadžbe 5.23, jednaka 
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Ako, sada, stavimo uvjet 
[image: image96.wmf]2
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 tada imamo područje integracije kao na  slici 5.5. 
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                           Slika 5.5: Sjenčana površina je područje integracije. 

Na  slici 5.5 vidimo kako moramo integrirati integral pod 5.53: 
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  (5.54)
gdje, integrirajući još jednom, dobijemo
[image: image692.wmf]))
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ali opet moramo koristiti uvjet 
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 tako da sada imamo da je naša korelacijska funkcija položaja jednaka:
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pri čemu je naš MSD, iz jednadžbi 5.30 i 5.55, s uvjetom 
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, tada jednak
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gdje, kad sumiramo sve članove koristeći 
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baš kao u člancima -  [2], [4] i [5]. Ova MSD ovisnost se može vidjeti na  slici 5.6.
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 Slika 5.6: MSD/(2Dt) predstavljena u logaritamskoj skali. Vrijeme je mjereno u specifičnim 
vremwnskim jedinicama. Ovaj grafički prikaz dobiven je koristeći podatke od čestica polistirena radijusa R=0.435µm koje su uronjene u vodu. Vrijednost harmoničke konstante je k = 7.3 10-6 N/m.

Granična vrijednost srednjeg kvadrata pomaka za malu harmoničku silu uhvata
Ovo je MSD naše zarobljene čestice, ili MSD kakav bi, uz sve pretpostavke koje smo uvažili, trebao biti. 

Poslije ćemo pokazati da trebamo promijeniti neke od pretpostavki da bi smo dobili dobro slaganje s eksperimentom. Ali za sada možemo vidjeti što nam ova teorija daje za male vrijednosti naše harmoničke konstante 
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. Možemo provjeriti dobivamo li isti MSD kakav piše u jednadžbi 5.36 za slobodnu česticu, (čestica je slobodna ako je 
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Unoseći relacije 5.57 i 5.58 u jednadžbu 5.56, dobivamo
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 izgleda isto kao i naša jednadžba 5.36, vidi  slika 5.7, 

(zato što kad 
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Slika 5.7: MSD/(2Dt) predstavljen u logaritamskoj skali. Crvena krivulja predstavlja slobodnu 
česticu, a plave zarobljenu. Vrijeme se mjeri u specifičnim vremenskim jedinicama.

Ovaj grafički prikaz dobiven je koristeći podatke od čestica polistirena radijusa 
R=0.435µm koje su uronjene u vodu. Vrijednost harmoničke konstante je mijenjana od
k = 7.3 10-6 N/m do k = 7.3 10-9 N/m. Može se primjetiti kako se plave krivulje približavaju crvenoj.
Granična vrijednost MSD-a za velika vremena

Pokazali smo da nema neočekivanog ponašanja kod zarobljene čestice. Ovdje bih htio objasniti jedan, možda i ne sasvim očigledan, rezultat. Taj rezultat je ponašanje MSD-a naše čestice za velika vremena, tj. za
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Pri tome limesu ne bi smjela postojati korelacija između dva položaja, 
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Ova pretpostavka je opravdana činjenicom da ako smo dovoljno daleko od početnih uvjeta, oni više ne utjeću na samo gibanje, kao što možemo i vidjeti iz jednadžbe 5.51. Dakle za veliki 
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, na položaj 
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Trebamo primijetiti da je to posljedica toga što se to gibanje odvija u ograničenom području, pa 
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 položaj uspije proći kroz sve moguće točke toga područja. Tada je vrlo logično pretpostaviti da početni uvjeti neče imati nikakvog utjecaja nakon dovoljno dugog vremena. 
To nije slučaj kada je čestica slobodna. Tada korelacija položaja
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 nije nula, čak niti za velika vremena, tj. za veliki 
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. To je zato što početni uvjeti, tj. eksplicitno početni položaj, bitni za određivanje pozicije čestice nakon vremena 
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. To se dešava jer, bez obzira koliko velik 
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bio, uvijek će postojati beskonačno veliko područje oko čestice gdje sama čestica još uvijek nije mogla biti, upravo zato što je bila na tom položaju prije vremena 
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. Ali isto tako je mogla biti u tom “zabranjenom” području da je nekim slučajem bila na nekom drugom početnom položaju prije tog vremena 
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. Naravno da se i za slobodnu česticu može vidjeti gore navedeno ako u jednadžbi 5.34 stavimo da je  
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Još jedna zanimljiva činjenica dobije se ako u jednadžbi 5.56 pustimo 
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, pri čemu dobijemo:
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što se može dobiti koristeći samo statističke argumente, tj. ako pretpostavimo da se položaj naše zarobljene čestica ponaša sukladno Boltzmanovoj raspodjeli pri velikim vremenima.
Ako ponovno pogledamo jednadžbu 5.30 
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i uvrstimo poznatu činjenicu da za 
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gdje nismo eksplicitno napisali da treba podrazumjevati da se pusti da 
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prije nego se izvrši bilo koja druga operacija. Zbog te činjenice možemo reći da su dva dijela na desnoj strani relacije 5.61 jednaki međusobno, što se može vidjeti i iz jednadžbe 5.55 stavljanjem 
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pa sada iz relacija 5.62 i 5.60 imamo relaciju
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(Treba napomenuti da je ova relacija valjana i moguća jedino za zarobljenu česticu.)

Sada, iz Boltzmanove raspodjele možemo izračunati usrednjeni kvadrat položaja:
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iz čega se lako vidi da je 
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od kuda je naš MSD jednak
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što je isto kao i u jednadžbi 5.59.
Pregled poboljšane teorije
Memorijski dio
Sve prethodne relacije za MSD bile su izračunate s pretpostavkom da i nasumična sila i trenje kojima fluid djeluje na česticu, djeluju trenutno, tj. da ne ovise o prethodnom gibanju te čestice. 
Precizniji opis ponašanja čestice u okolnom fluidu dobivamo rješavanjem pripadnih Navier-Stokesovih jednadžbi. Jednadžbu gibanja sferične čestice uronjene u okolni fluid prvi je izračunao L. D. Landau [7], a poslije i P. Mazur [3]. 
Pripadna jednadžba gibanja izgleda:
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(gdje su 
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Koeficijent trenja za sferičnu česticu izgleda kao 
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Korelacija “nasumične” sile je, u Fourierovu prostoru, jednaka
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pri čemu je
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Iz 3.2 možemo vidjeti da nasumična sila više nije potpuno nekorelirana, jer je
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Zbog činjenice da je 
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Iz 5.70 vidimo da korelacija nasumične sile više nije delta funkcija kao prije, vidi jednadžbu 5.10 i 5.23. Pretpostavljajući da je 
[image: image168.wmf]z

w

V

=

)

(

 možemo dobiti naš stari rezultat, vidi jednadžbu 5.23.

Vrlo je interesantno vidjeti kako izgleda jednadžba gibanja u realnom prostiru, tj. u vremenskoj domeni, i dobiti naš novi MSD.
Pije nego dođemo do toga, moramo reći nešto vezano uz koeficijent trenja.

Vrlo je važno, za daljnji račun, primjetiti da 
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 koji se pojavljuje u koeficijentu trenja 
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 , ima dva riješenja, tj. dva kvadratna korijena, ali samo jedan zadovoljava uvjet

[image: image173.wmf]0

)

Re(

>

a

  .              








(5.72)

To nas ograničava na izbor korijenskog reza na negativnoj imaginarnoj osi u 
[image: image174.wmf]w

 kompleksnoj ravnini, vidi npr. sliku 5.8.

Tim rezom smo odredili da će argument kompleksnog broja u
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pri čemu moramo definirati kvadratni korijen iz kompleksnog broja
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 će uvijek imati vrijednost na desnoj kompleksnoj polu-ravnini, te će biti zadovoljen uvjet 5.72.

Sada bi smo željeli transformirati funkciju 
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Sama funkcija 
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te je njezin Fourierov transformat moguće dobiti kao
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Uvrštavajući dodatak 5 , d5.10 u relaciju 5.74, dobivamo da je koeficijent trenja jednak
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Ako, dalje, definiramo 
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kao masu fluida istisnutog našom česticom, dobijemo:
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(5.77)

ili, koristeći dodatak 3, d3.10, 
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(5.78)

gdje se može pokazati da je prvi član na desnoj strani naš stari koeficijent trenja.
Možemo se vratiti našoj glavnoj jednadžbi, jednadžbi gibanja, 5.66,

te primjeniti Fourierov transformat da bi smo dobili jednadžbu gibanja u realnom prostoru:
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Vidimo da se u zadnjoj jednadžbi, u prvom članu na desnoj strani, pojavila sila koje ne proizlazi samo iz trenutne brzine čestice, nego i iz vrijednosti brzine u ostalim vremenima. Pošto znamo da je kauzalno nemoguće da na sila utjeće buduće gibanje čestice, moramo dodatno doraditi relaciju 5.79.

To možemo napraviti kao što je prikazano u dodatku 3, d3.14, iz čega slijedi:
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ili ako definiramo efektivnu masu 
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, jednadžba gibanja postaje jednaka
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kao što je prezentirana u [1].

Jednadžba 5.81 je integro – diferencijalnajednadžba koju nije moguće riješiti uobičajenim postupcima.
Elegantniji prikaz jednadžbe 5.81 dobijemo uvrštavajući jednadžbu 5.78 u 5.79:
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Čitav izraz u 5.82 sada može biti napisan, uz umetanje jednadžbi d3.15, d3.16 i d3.17, dodatak3, kao
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te ako definiramo
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možemo napisati relaciju 5.83, kao
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Napokon smo napisali jednadžbu gibanja koju možemo smisleno interpretirati. Na desnoj strani se pojavljuje član koji ovisi samo prošlom gibanju čestice, što je puno fizikalnije nego jednadžba 5.78. Možemo vidjeti da je ova jednadžbe slična staroj Langevinovoj jednadžbi, vidi jednadžbe 5.11, 5.13 i 5.37, samo što ima dodatni memorijski dio, vidi [1].

Memorijski član u jednadžbi 5.85 je vrlo interesantan, budući nam kaže da okolni fluid “pamti” proteklo gibanje naše čestice. Naši pokusi će pokazati da takva memorija traje oko 0.2 ms, čime daleko nadmašuje vremena postizanja termalnih ravnoteža tog fluida. Možemo reći da okolni fluid, u našem slućaju H2O, “pamti” na makroskopski velikim vremenima.
Način na koji se može objasniti memorijski efekt jest taj da čestica u svom pomicanju stavlja u gibanje i okolnu vodu. Svaki novi pomak znači stavljanje okolnih slojeva vode u novo stanje gibanja koje se tada prenosi na sve dalje slojeve. Što brže se mijenja stanje gibanja naše čestice to su bliže slojevi vode koji se kreću načinom uzrokovanim njenim prošlim gibanjem, te to jače utječu na njeno trenutno stanje kretanja.

Slobodna čestica
Računanje korelacijske funkcije brzine
Htjeli bi smo doći korak bliže našem
[image: image200.wmf])
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Ova korelacija se može napisati preko Fourierovih transformata pripadnih brzina. Stavimo li 
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jer je brzina realna veličina.

Račun čemo, zbog jednostavnosti, izvesti u Fourierovom prostoru. Krenuti ćemo od jednadžbe 5.66:
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te ćemo staviti, za harmonički uhvaćenu česticu, da nam je
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, gdje je 
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 harmonička konstanta, 
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Umetanjem relacije

[image: image209.wmf])

(

)

(

w

w

w

j

j

v

i

x

=


 u relaciju 5.88 dobivamo:
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pri čemu naša korelacijska funkcija, pod integralom u jednadžbi 5.87, postaje jednaka
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Naša korelacijska funkcija brzine u realnom prostoru sada postaje jednaka
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Ako definiramo funkciju
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Vrlo je jednostavno provjeriti da vrijedi 
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Izraz pod korijenom ovisi o odnosu gustoće čestice i okolnog fluida. Mi čemo pretpostaviti da je 
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Prvo čemo riješiti prvi integral na desnoj strani jednadžbe 5.96, integral 
[image: image241.wmf])

(

1

w

w

t

w

h

e

d

i

ò

¥

¥

-

, kojega možemo napisati, umetanjem relacije 5.98, kao

[image: image724.wmf]>

+

<

-

>

<

+

>

+

+

=<

)

(

)

(

2

)

(

)

(

)

(

)

(

t

x

t

x

t

x

t

x

t

x

t

x

t

t

t


[image: image242.wmf])

)(

(

1

)

(

1

b

i

a

i

M

e

d

h

e

d

i

i

+

-

+

-

=

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

w

w

w

w

w

t

w

t

w

 

Vrlo lako možemo provjeriti da se integral može izvrijedniti ako integriramo kao na  slici 5.8
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Važno je uočiti da su dva pola funkcije 
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Naš integral, integral 5.101, je tada jednak 
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Slika 5.8: Slika lijevo prikazuje put integracije u kompleksnoj ravnini za integral 5.101, a slika desno je isti 
taj put projiciran korijenskom funkcijom. Točke –a i –b na desnoj slici su polovi podintegralne 
funkcije ali topološki nisu prisutni na lijevoj slici.
Može se pokazati da se drugi integral na desnoj strani jednadžbe 5.96,
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može integrirati kako je prikazano na  slici 5.9.
Opet je važno primjetiti da su dva pola funkcije 
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, opet topološki izvan područja zatvorenog putem integracije, vidi  sliku 5.9. Bolji pregled je dan na  slici 5.9a.
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Slika 5.9: Slika lijevo prikazuje put integracije u kompleksnoj ravnini za integral 5.103, a slika desno je isti 
taj put projiciran korijenskom funkcijom. Točke –a i –b na desnoj slici su polovi podintegralne 

funkcije ali topološki nisu prisutni na lijevoj slici.
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Slika 5.9a: Slika prikazuje put integracije integrala 5.103 na Riemannovoj površini. Argument 
Kompleksnog broja  je iz intervala od 0 do 4π, zbog korijenske funkcije. Prikazana su oba pola podintegralne funkcije, 
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. Oba leže na doljnjoj ravnini te nisu topološki prisutni u integracijskoj proceduri.
Integral 5.103, se sada može napisati, koristeći sliku 5.9, kao
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Iz integracije po putu naznačenom na  slici 5.9 ili slici 5.9a , imamo
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Lako se vidi da su
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Slijedi da sve što preostaje u 5.105 zajedno daje
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što možemo lako riješiti, vidi dodatak 2 d2.5, te uvštavanjem u 5.94 imamo
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te naša korelacijska funkcija brzine, funkcija 5.95, također izgleda kao
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Ako želimo vidjeti kako nam se u poboljšanoj teoriji ponaša kinetička energija čestice, stavimo u jednadžbu 5.110 
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Vidimo da nakon dovoljno vremena između nasumične sile i sile trenja postoji ravnoteža. To smo znali i u prijašnjoj teoriji, no ova relacija nam dodatno kaže da čestica efektivno “nosi” dio okolnog fluida sa sobom, tj. 
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Računanje korelacijske funkcije položaja i srednjeg kvadrata pomaka (MSD)
Iz korelacijske funkcije brzine, funkcije 5.110, možemo dobiti korelacijsku funkciju položaja te naš MSD.

Kao što znamo, položaj je vezan s brzinom kao 
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te naša funkcija korelacije položaja postaje jednaka:
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gdje se integral na desnoj strani može lako izvrijedniti, vidi dodatak 2, d2.17 . 
Funkciju korelacije položaja postaje jednaka: 
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Da bi smo dobili naš MSD postupamo na slijedeći način,
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što je dobiveno u članku [1].

Zarobljena čestica
Računanje korelacijske funkcije položaja i srednjeg kvadrata pomaka (MSD)

Ponovno ćemo krenuti od relacije 5.66:
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Nadalje, zbog realnosti funkcije
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te, definirajući funkciju
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naša korelacijska funkcija položaja, kombinirajući 5.124 sa 5.123, postaje jednaka
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Zbog realnosti funkcije
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te naša jednadžba 5.126, umetanjem funkcije 5.127, izgleda kao
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Da bi smo mogli riješiti ova dva integrala, moramo prepisati funkciju 
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gdje se krajnji izraz, u jednadžbi 5.129, može faktorizirati kao
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Krenimo prvo izvrijedniti drugi integral na desnoj strani jednadžbe 5.128:

umetanjem izraza 3.81 u taj integral, dobijemo
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Što možemo integrirati po putu prikazanom na  slici 5.10.
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Slika 5.10: Slika lijevo prikazuje put integracije u kompleksnoj ravnini integrala 5.134, a slika desno je isti 
put projiciran korijenskom funkcijom. Koeficijenti –a, -b, -c, -d te z=0 na desnoj slici su polovi podintegralne funkcije, ali jedino su –c, -d te z=0 topološki prisutni na lijevoj slici. Oni su prisutni kao 
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Znamo da je krivuljni integral jednak
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a naš integral, integral 5.134, je, po definiciji, jednak
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te je, iz 5.135 jednak
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Integral
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 iz 5.136 je jednak nuli, tj.
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te naš integral, integral 5.136, postaje jednak
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ili njegov kompleksni konjugat, uz pomoć činjenica 5.132, postaje
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Drugi integral na desnoj strani jednadžbe 5.128 možemo izračunati po putu integracije koji je prikazan na slici 5.11, ili, preglednije, na slici 5.11a.
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Slika 5.11: Slika lijevo prikazuje put integracije u kompleksnoj ravnini integrala 5.140, a slika desno je isti 
put projiciran korijenskom funkcijom. Koeficijenti –a, -b, -c, -d te z=0 na desnoj slici su polovi podintegralne funkcije, ali jedino su –c, -d te z=0 topološki prisutni na lijevoj slici. Oni su prisutni kao 
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Integracija se provodi na slijedeći način, krivuljni integral, po putu prikazanom na slici 17, slika lijevo, je jednak
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gdje je prvi integral u jednadžbi 5.128, po definiciji, jednak
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odakle, koristeći jednadžbu 5.139, postaje jednak
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Slika 5.11a: Slika prikazuje put integracije integrala 5.140 na Riemannovoj površini. Argument 
kompleksnog broja z se nalazi u intervalu od 0 do 4π , zbog korištenja korijenske 

funkcije. Postoji pet polova podintegralne funkcije, koji su redom jednaki 
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topološki prisutni u integracijskoj proceduri.  
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dva reziduuma na desnoj strani jednadžbe 5.139 mogu se izvrijedniti kao
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te, slično, napravimo li zamjenu
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te ćemo sada moći najlakše integrirati ova dva integrala, integrale 5.146 i 5.147, ako ih prvo zbrojimo, vidi dodatak 2, d2.23.
Sada možemo, konačno, umetnuti jednadžbe 5.142, 5.143, 5.144, 5.145, 5.146 i 5.147 u desnu stranu jednadžbe 5.141 da bi smo dobili vrijednost našeg integrala, integrala 5.140, tj.
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te nam ukupna jednadžba 5.130, umetanjem integrala 5.138 i integrala 5.148, sada glasi
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Korelacijska funkcija položaja, postaje, umetanjem relacije 5.149, jednaka
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postaje, uz pomoć dodatka 1, d1.4 i d1.9, jednako
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a pošto jednadžba 5.151 vrijedi za svaku vrijednost vremena  
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          (5.152)
Naš MSD sada glasi, korištenjem jednadžbi 5.150, 5.151 i 5.152,
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gdje limes za 
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 ništa ne mijenja, (ali sam limes se mora izvrijedniti!),

te ako sada pretpostavimo da je 
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 , naš MSD se može pisati kao:
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kao i u [1].
Mjerno usaglašavanje i eksperimentalna prilagodba
Prije nego krenemo uspoređivati predviđanja naše nove teorije sa eksperimentalnim podacima, moramo reći nekoliko stvari o mjernom usuglašavanju naših mjernih uređaja. Sam postupak mjernog usuglašavanja i ne bi bio toliko interesantan da se ne provodi nakon samog mjerenja i usporedo s eksperimentalnom prilagodbom mjerenih podataka na teorijsku krivulju. 


Pod mjernim usuglašavanjem podrazumijevamo način dobivanja stvarnog položaja naše čestice u realnim jedinicama, mikrometrima, koristeći mjerne podatke, tj. podatke o položaju u proizvoljnim jedinicama, a.u., ili voltima, (uglavnom se radi o naponu koji dobivamo na izlazu kvadrantne fotodiode).

To radimo na takav način jer svaka čestica, koju zarobimo laserom, ima svoj vlastiti faktor refleksije i refrakcije, te se svijetlost lomi i odbija drugačije. Uz drugačije lomljenje i odbijanje svijetlosti različite čestice imale bi drugačije očitanje intenziteta na fotodiodi, te samim time i drugačije očitanje položaja. To nam govori da ne možemo koristiti univerzalno mjerno usuglašavanje, nego moramo svaku mjerenu česticu usuglasiti zasebno. Za različite čestice i konstanta uhvata, 
[image: image384.wmf]k

, će biti različita, tj. ovisiti će o veličini čestice.

Ono što mi radimo jest da izračunamo naš MSD iz eksperimentalnih podataka, kao što je opisano jednadžbom 4.3 u poglavlju Eksperimentalni postav i tehnike mjerenja, te na njemu prilagođavamo naš teorijski MSD, opisan jednadžbom 5.154. Pri tome je naš, eksperimentalno dobiveni, MSD dobiven u jedinicama a.u.2, a naš teorijski MSD u jedinicama µm2. 
Tom eksperimentalnom prilagodbom mi istodobno dobijemo konverziju, iz a.u. u µm, te vrijednost konstante uhvata
[image: image385.wmf]k

.

Postupak se provodi na slijedeći način:

 (vrijednost položaja mjerenog u proizvoljnim jedinicama označavamo sa 
[image: image386.wmf])
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  položaja u mikrometrima označavamo sa 
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definiramo konstantu proporcionalnosti, 
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, kao 
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, iz čega slijedi
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(6.1)

te, slično, pošto je 
[image: image391.wmf]b

 samo konverzijski parameter, slijedi da je i 
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(6.2)

Pošto sada MSD na desnoj strani jednadžbe 6.2 ovisi o konstanti uhvata, 
[image: image393.wmf]k

, sama jednadžba postaje dvoparametarska, te nam služi upravo za određivanje ta dva parametra, 
[image: image394.wmf]k

 i 
[image: image395.wmf]b

.

Ovdje ćemo prikazati kako izgleda process eksperimentalne prilagodbe za čestice od polistirena radijusa 2R=0.87µm, uronjene u okolni fluid – vodu. 

Na slici 6.1 vidimo kako izgleda funkcija 
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, gdje je 
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 parametar koji ćemo koristiti za konverziju naših jedinica. Parametri 
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se eksperimentalno prilagođuju tako da se minimizira kvadratna pogreška:
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Pri minimizaciji pogreške 
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, istodobno se variraju te odrede parametri 
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Vrijednost parametra 
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 može se, figurativno, pisati kao
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(6.3)

gdje je vrijednost
[image: image408.wmf]a

-e dobivena prilagodbom jednadžbe 6.2, slika 6.1. Srednji član u jednadžbi 6.3 je napisan samo kao kvalitativan opis, ali pošto mi tražimo konverziju jedinica, možemo ga koristiti da bismo dobili vrijednost parametra 
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.
Iz relacije 6.2 i 6.3 možemo pisati
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gdje je brojčana vrijednost prava vrijednost koju smo izračunali u našem eksperimentu.

Eksperimentalnom prilagodbom smo, istodobno, odredili i vrijednost naše konstante uhvata
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Treba napomenuti da se pri određivanju vrijednosti konstante uhvata 
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nismo koristili vrijednost 

parametra 
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. Vrijednost konstante 
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 automatski se određuje, iz jednadžbe 5.154 i 6.2, u standardnim jedinicama - N/m. To znači da se ne mora još dodatno koristiti vrijednost parametra konverzije
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, čime smo smanjili pogrešku u znanju konstante
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Slika 6.1: Graf prikazuje MSD/t [a.u.2/s] prikazan u ovisnosti o vremenu [µs]. Crvena krivulja 
predstavlja eksperimentalno dobiveni MSD, a plava teorijski. Ovaj grafički prikaz nastao 
je nakon procesa eksperimentalne prilagodbe, plave krivulje na crvenu, kao rezultat minimizacije kvadratnog odstupanja η(α,k). Vrijednosti konstante uhvata,

k=2.75 10-5N/m, te konstante α određene su istodobno. 
Eksperiment

U ovom eksperimentu koristimo vrlo slabo koncentriranu vodenu (H2O) otopinu polistirenskih (PS) čestica. Gustoća PS čestica je ρPS=1050 kg/m3, a njihov radijus r=0.435µm ili 2r=0.87 µm. Valna duljina laserskog snopa bila je λ=1064nm, te smo koristili četiri različita filtera za različiti intenzitet istog snopa. Promjenom intenziteta snopa mijenjamo i efektivnu konstantu uhvata 
[image: image418.wmf]k

, te konverzijske parameter 
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. Svakim filterom smo uhvatili jednu česticu i snimali njeno gibanje frekvencijom uzorkovanja od f=1MHz. 
Koristeći snimljeno gibanje računamo vrijednosti našeg MSD-a u diskretnim vremenskim intervalima, preciznije – svake 1µs. Svaki tako dobiveni MSD se dalje eksperimentalno prilagođuje na teorijski izračunat MSD, kao što je objašnjeno u poglavlju Mjerno usuglašavanje i eksperimentalna prilagodba. 
Iz tih prilagodbi dobivamo pripadne konstante uhvata i konverzijske faktore. Konverzijski faktori su korišteni da bi smo konvertirali eksperimentalno izračunate MSD-ove u pripadne MSD-ove u realnim jedinicama (nm2). 


Na slici 7.1 prikazana su sva četiri konvertirana eksperimentalna MSD-a, te četiri pripadna teorijska MSD-a s vrijednostima konstanti uhvata dobivenih pripadnim prilagodbama. Slika 7.1 ovdje nam služi da bi smo vremenski smjestili naš set mjerenih točaka u veći vremenski interval. Na slici 7.2 vidimo iste podatke ali u fizikalnijoj prezentaciji. Naše podudaranje između teorije i eksperimenta pokazano je samo u vremenskom intervalu za koji imamo mjerene podatke.
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Slika 7.1: Plave krivulje su teorijski dobiveni MSD/(2Dt) koje su fitane na eksperimentalni set 
podataka – crvene točkice. Vršna plava krivulja odnosi se na slobodnu česticu i ovdje 
služi samo kao usporedba. Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs. Mjereni 

podaci odnose se na PS u H2O. Redom, od vrha prema dnu, konstante uhvata su 
k1=1.42 10-5 N/m, k2=2.28 10-5 N/m, k3=4.95 10-5 N/m te k4=2.08 10-4 N/m. 
Eksperimentalne točke su obrađene za logaritamsko mjerilo.
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Slika 7.2: Plave krivulje su teorijski dobiveni MSD/(2Dt) koje su fitane na eksperimentalni set 
podataka – crvene točkice. Vršna plava krivulja odnosi se na slobodnu česticu i ovdje 
služi samo kao usporedba. Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs. Mjereni 
podaci odnose se na PS u H2O. Redom, od vrha prema dnu, konstante uhvata su 
k1=1.42 10-5 N/m, k2=2.28 10-5 N/m, k3=4.95 10-5 N/m te k4=2.08 10-4 N/m. Ovo je 
istovjetni prikaz kao na slici 7.1, ali prikazuje samo vremenski interval za koji imamo 
eksperimantalne podatke. Stvarna vremena su dodana na ovaj grafički prikaz. 
Eksperimentalne točke su obrađene za logaritamsko mjerilo.
Na slici 7.7 pokazali smo i teorijske krivulje stare teorije dodane na sliku 7.1, te na slici 7.8 dodane na sliku 7.2. Teorijske krivulje stare teorije nismo mogli prilagoditi dobivenim eksperimentalnim podacima u ukupnom vremenskom intervalu. Na relativno malim vremenima razlika postaje prevelika, vidi sliku 7.8. Utjecaj parametra 
[image: image423.wmf]k

na teorijsku krivulju, staru ili novu, je uglavnom na dio koji se odnosi na velika vremena, te se stara krivulja, za mala vremena, ne može oblikovati na oblik eksperimentalno dobivenih točaka.
Pogreške, pri određivanju naših parametara prilagodbom na eksperimentalne rezultate, su nastale zbog pogrešaka mjernih uređaja, zbog računanja MSD-a, (jednadžbe 4.3 i 4.4), zbog neznatno različitih PS čestica, zbog interakcije promatrane čestice s drugim česticama u otopini, te zbog samog laserskog snopa. 

Glavne greške dolaze od nesavršenosti naših čestica, tj. zato što nisu savršeno sferične. Njihov radijus bi trebao biti unutar greške od ±2% na površini čestice, po proizvodnim karakteristikama.

Da bi smo vidjeli koliko su velike greške pri mjerenju, uzeli smo otopinu PS čestica istog nazivnog radijusa, 2r=0.87 µm, te mjerili deset različitih čestica iz iste otopine. Intenzitet lasera bio je isti za svih deset čestica. Da su čestice bile identički jednake očekivali bi smo jednake rezultate mjerenja.
Mjereno je deset različitih čestica istog nazivnog radijusa, te su prikazani njihovi i eksperimentalno prilagođeni i mjereni MSD-ovi na slici 7.3 te slici 7.4. MSD svake čestice prilagođen je nezavisno. Totalna vrijednost i srednja kvadratna pogreška konstante uhvata dobivena je na skupu od svih deset prethodno prilagođenih različitih konstanata uhvata. Vrijednost koje je dobivena tim načinom je 
k=(1.75±0.20)10-5 N/m, ili, drugim riječima, pogreška je iznosila oko 11%, te je ovo smatrano najvećim izvorom pogreške u ovom mjerenju.
Drugi način procjene te pogreške je gledajući svih deset mjerenih MSD-ova istodobno. Tim postupkom smo dobili deset različitih vrijednosti MSD-a u svakom vremenskom trenutku. Tako dobivenim točkama,

u određenom vremenskom trenutku, izračunali smo njihovu statistički dobivenu srednju vrijednost i pripadnu kvadratnu pogrešku, te ih pridjeliti našem „efektivnom“ MSD-u, slika 7.5. Iz srednjih vrijednosti i pripadnih pogrešaka odredili smo i „gornje“ i „donje“ krivulje, zelene krivulje prikazane na slici 7.6. Gornja krivulja određene je za najgornja odstupanja vrijednosti MSD-a, a donja krivulja za najdonja odstupanja vrijednosti MSD-a od efektivnih srednjih vrijednosti u određenom vremenskom trenutku. Tako dobivenom efektivnom MSD-u, te „gornjoj“ i „donjoj“ krivulji, eksperimentalnom prilagodbom smo odredili pripadne konstante uhvata te parametre konverzije. Konstante uhvata i parametre konverzije dobivene iz efektivnog MSD-a uzeli smo kao srednju vrijednost tih veličina, a one dobivene iz „gornje“ i „donje“ krivulje kao odstupanja, tj. kao naše pogreške mjerenja tih veličina. Tako smo, opet, dobili da vrijednost konstante uhvata iznosi k=(1.75±0.20)10-5 N/m.
Time smo pokazali da pogrešku od nesavršenosti sferičnih čestica možemo smatrati pogreškom individualnih eksperimentalnih MSD vrijednosti. 

Pogreška koja dolazi od računanja našeg eksperimentalnog MSD-a, jednadžba 4.4, iznosila je 

oko 0.01% pri svakom zasebnom izračunu. Ta pogreška je ujedno i procjena ukupnih pogrešaka koji dolaze od mjernih uređaja, laserskog snopa te ostalih spomenutih faktora. One sama iznose par redova veličine manje nego pogreška zbog nesavršenosti naših čestica, te ih uopće nismo uzimali u obzir.
Pri određivanju ostalih pogrešaka mogli smo, naravno, zarobiti jednu česticu i snimiti njeno gibanje deset puta te svaki puta odrediti pripadnu konstantu uhvata. Iz tako dobivenih vrijednosti konstanti uhvata mogli smo, statistički, odrediti srednju vrijednost te našu pripadnu pogrešku. Vrijednost tako dobivene pogreške bila bi, nužno, reda veličine pogreške dobivene gornje navedenim izračunom, jednadžbom 4.4,

tj. oko 0.01%, čime smo obrazložili gornju tvrdnju.

Slika 7.3: Plave krivulje označavaju teorijski MSD/(2Dt) koje su fitane na eksperimentalne 
podatke – crvene točke. Svaka plava krivulja je prilagođena na vlastiti set podataka – crvenih točaka, pri čemu se različiti setovi odnose na različite čestice. Ovdje je prikazano deset krivulja prilagođenih na deset setova podataka. Dobivena srednja vrijednost konstante uhvata te pripadne kvadratne pogreške iznosi k=(1.75±0.20)10-5 N/m. Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs. Korištene su PS čestice radijusa 2r=0.87µm uronjene u okolni fluid - H2O. Eksperimentalne točke su obrađene za logaritamsko mjerilo.

Slika 7.4: Plave krivulje označavaju teorijski MSD/(2Dt) koje su fitane na eksperimentalne 
podatke – crvene točke. Svaka plava krivulja je eksperimentalno prilagođena na vlastiti set podataka – crvenih točaka, pri čemu se različiti setovi odnose na različite čestice. Ovdje je prikazano deset krivulja prilagođenih na deset setova podataka. Dobivena srednja vrijednost konstante uhvata te pripadne kvadratne pogreške iznosi 
k=(1.75±0.20)10-5 N/m. Korištene su PS čestice radijusa 2r=0.87µm uronjene u okolni fluid - H2O. Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs.  Ovo je istovjetni prikaz kao na slici 7.3, ali prikazuje samo vremenski interval za koji imamo eksperimantalne podatke. Stvarna vremena su dodana na ovaj grafički prikaz. Eksperimentalne točke su obrađene za logaritamsko mjerilo.

Slika 7.5: Mjereno je deset različitih čestica te su za svaki vremanski trenutak njihove MSD 
vrijednosti zamijenjene izračunatom pripadnom srednjom vrijednošću – crnim točkama i 
srednjom kvadratnom pogreškom – rasponom greške. Plava krivulja je prilagođena na tako dobivene vrijednosti MSD-a. Dobivena srednja vrijednost konstante uhvata te pripadne kvadratne pogreške iznose k=(1.75±0.20)10-5 N/m. Korištene su PS čestice radijusa 2r=0.87µm uronjene u okolni fluid - H2O. Vrijeme je prikazano logaritamski, 
sa t0=0.19µs.  Stvarna vremena su dodana na ovaj grafički prikaz. Eksperimentalne točke 
su obrađene za logaritamsko mjerilo.

Slika 7.6: Mjereno je deset različitih čestica te su za svaki vremanski trenutak njihove MSD 
vrijednosti zamijenjene izračunatom pripadnom srednjom vrijednošću – crnim točkama i 
srednjom kvadratnom pogreškom – rasponom greške. Plava krivulja je prilagođena na tako dobivene vrijednosti MSD-a. Zelene linije su teorijske krivulje dobivene za konstante uhvata jednake k=(1.75+0.20)10-5 N/m (zelena krivulja ispod plave) 
te k=(1.75-0.20)10-5 N/m (zelena krivulja iznad plave).  Tako dobivena srednja vrijednost 
konstante uhvata te pripadne kvadratne pogreške iznose k=(1.75±0.20)10-5 N/m. 
Korištene su PS čestice radijusa 2r=0.87µm uronjene u okolni fluid - H2O.
Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs. Ovo je istovjetni prikaz kao na slici 7.5, 
ali prikazuje samo vremenski interval za koji imamo eksperimantalne podatke. Stvarna 
vremena su dodana na ovaj grafički prikaz. Eksperimentalne točke su obrađene za 
logaritamsko mjerilo.
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Slika 7.7: Plave krivulje su teorijski dobiveni MSD/(2Dt) koje su prilagođene na eksperimentalni 
set podataka – crvene točkice. Ljubičaste krivulje su teorijske krivulje stare teorije sa istim vrijednostima konstanata uhvata kao i kod odgovarajućih plavih krivulja. Vršna
plava i ljubičasta krivulja odnosi se na slobodnu česticu, u novoj i staroj teoriji, te ovdje služe samo kao usporedba. Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs. Mjereni podaci odnose se na PS u H2O. Redom, od vrha prema dnu, konstante uhvata su 
k1=1.42 10-5 N/m, k2=2.28 10-5 N/m, k3=4.95 10-5 N/m te k4=2.08 10-4 N/m. 
Eksperimentalne točke su obrađene za logaritamsko mjerilo.
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Sliak 7.8: Plave krivulje su teorijski dobiveni MSD/(2Dt) koje su prilagođene na eksperimentalni 
set podataka – crvene točkice. Ljubičaste krivulje su teorijske krivulje stare teorije sa istim vrijednostima konstanata uhvata kao i kod odgovarajućih plavih krivulja. Vršna plava i ljubičasta krivulja odnosi se na slobodnu česticu, u novoj i staroj teoriji, te ovdje služe samo kao usporedba. Vrijeme je prikazano logaritamski, sa t0=0.19µs. Mjereni podaci odnose se na PS u H2O. Redom, od vrha prema dnu, konstante uhvata su 
k1=1.42 10-5 N/m, k2=2.28 10-5 N/m, k3=4.95 10-5 N/m te k4=2.08 10-4 N/m. 
Ovo je istovjetni prikaz kao na slici 7.7, ali prikazuje samo vremenski interval za koji 
imamo eksperimantalne podatke. Stvarna vremena su dodana na ovaj grafički prikaz. 

Eksperimentalne točke su obrađene za logaritamsko mjerilo.

Zaključak
Možemo reći da su krivulje stare teorije, slika 7.7 i slika 7.8, eksperimentalno prilagođene na eksperimentalne podatke, ali samo za vremena iznad, otprilike, t=0.2ms. Takvim prilagodbama dobili bismo iste vrijednosti naših konstanata uhvata, 
[image: image426.wmf]k

-ova, te nam u tom pogledu nova teorija i ne bi dala nešto novo. Možemo reći da dok god naši instrumenti nisu mogli mjeriti gibanje čestica u vremenskim intervalima ispod navedenih 0.2ms, nismo niti imali potrebu za novom poboljšanom teorijom. Tek kad se preciznost instrumenata povečala, postojeća teorija više nije mogla kompenzirati razlike koje vidimo da se dešavaju na vremenima ispod 0.2ms, slika 7.7 i slika 7.8, te smo bili prisiljeni potražiti poboljšanje teorije.

Eksperimentalnim prilagodbama smo vidjeli da nam naša nova teorija daje vrlo dobar opis ponašanja čestice na malim vremenima, te smo se time uvjerili u ispravnost pretpostavki koje su prethodile razvoju te teorije. Jedna od pretpostavki vodi na memorijski efekt, opisan u poglavlju Pregled poboljšane teorije, koji nam kaže da voda “pamti” ponašanje čestice čak i do 0.2ms. To je vrijeme poslije kojega se postojeća i poboljšana teorija počinju slagati u svojim predviđanjima, te više nema potrebe za korištenjem tog memorijskog člana, jednadžba 5.85, no prije tog vremena moramo ga koristiti da bismo bili u stanju precizno opisali gibanje naše čestice. Vrijeme od 0.2ms je makroskopsko vrijeme za bilo kakve termodinamičke efekte koji se mogu pojaviti u procesu, te se njima ne može objasniti. 

Način na koji se može objasniti memorijski efekt jest taj da čestica u svom pomicanju stavlja u gibanje i okolnu vodu. Svaki novi pomak znači stavljanje okolnih slojeva vode u novo stanje gibanja koje se tada prenosi na sve dalje slojeve. Što brže se mijenja stanje gibanja naše čestice to su bliže slojevi vode koji se kreću načinom uzrokovanim njenim prošlim gibanjem, te to jače utječu na njeno trenutno stanje kretanja. Efektivno se čini kao da čestica nosi komadić okolne vode sa sobom.

Takav opis nam kaže da se slobodna čestica u vodi ne ponaša kao čista Langevinova čestica, jednadžba 5.11, nego je opisana jednadžbom gibanja, jednadžbom 5.85, te da sila koja djeluje na nju nije totalno nasumična i nekorelirana, kao u jednadžbi 5.23, nego je opisana korelacijom, jednadžbom 5.67 ili jednadžbom 5.70. 


Ovdje smo razvili i nov način mjernog usuglašavanja i eksperimentalne prilagodbe, laserom uhvaćenih čestica, koji se provodi u vremenskoj domeni. Taj način je opisan u poglavlju Mjerno usuglašavanje i eksperimentalna prilagodba. On bi trebao pomoći u području staničnog proučavanja Bio-fizike.
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Dodaci
Dodatak 1
Generalna svojstva koeficijenata a, b, c i d

Vrlo se lako može provjeriti jednakost
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te produktom dva gornja izraza dobijemo:
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što nakon malog regrupiranja postaje jednako
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Jednadžba d1.3, umetanjem vrijednosti za 
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, postaje:
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Ako uzmemo jednadžbu 5.131 te razvijemo njenu desnu stranu:
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i pošto relacija d1.5 vrijedi za svaki
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, dobijemo, izjednačavajući prvi i zadnji izraz u njoj, neke interesantne jednakosti:
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(d1.6)
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(d1.9)
Dodatak 2
Rješenje određenih integrala potrebnih u teorijskom razmatranju
Integral 5.107
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rješavamo na dolje opisani način.
Za integral 
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Naš integral, 
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, se sada može pisati kao
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Za integraciju
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Ukupni integral d2.1, sa umetanjem zapisa d2.2 i d2.3, sada glasi
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te supstitucijom članova u zagradi
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 integral d2.1 postaje
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Integrali u uglatim zagradama mogu se riješiti analitički, vidi dodatak 4, d4.23a, pa možemo pisati 
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Integral tipa 
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može se izvrijedniti kao: 
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zamjenom poretka integracije u prvom integralu na desnoj strani jednadžbe d2.6,
vidi sliku as10.1, imamo
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radeći supstituciju 
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te supstituirajući 
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gdje se lako vidi da je 
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 Slika as10.1: Sjenćana površina označava područje integracije prvog integrala
 na desnoj strani jednadžbe d2.6.
Dva integrala u d2.9 mogu se dalje računati kao što slijedi.

Za proizvoljni 
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ili, daljnjim računom, vidi dodatak 4, d4.29,
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te je sada lako vidjeti da su naša dva integrala u d2.9, uz pomoć jednadžbe d2.11, jednaka
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pa slijedi da je, iz d2.12 i d2.13, opet uz pomoć dodatka 4, d4.29, integral
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Integral d2.15 može se dalje računati, vidi dodatak 4, d4.29, kao
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Integrale 5.146 i 5.147 možemo zbrojiti na slijedeći način:


[image: image475.wmf]]

)

)(

)(

)(

(

1

)

)(

)(

)(

(

1

[

1

1

0

147

.

5

146

.

5

d

z

i

c

z

i

b

z

i

a

z

i

d

z

i

c

z

i

b

z

i

a

z

i

z

e

z

d

M

I

I

Z

z

+

-

+

-

+

-

+

-

-

+

+

+

+

=

+

=

-

¥

ò

t


te, sada, u d2.18, umetnemo članove, (vidi dodatak 1, d1.3, sa izmjenom 
[image: image476.wmf]z

i

x

®

), 


[image: image477.wmf]d

z

i

c

d

b

d

a

d

c

z

i

d

c

b

c

a

c

b

z

i

d

b

c

b

a

b

a

z

i

d

a

c

a

b

a

d

z

i

c

z

i

b

z

i

a

z

i

+

-

-

-

-

+

-

-

-

-

+

-

-

-

-

+

-

-

-

-

=

+

+

+

+

1

)

)(

)(

(

1

1

)

)(

)(

(

1

1

)

)(

)(

(

1

1

)

)(

)(

(

1

)

)(

)(

)(

(

1


i članove (vidi dodatak 1, d1.3, sa izmjenom 
[image: image478.wmf]z

i

x

-

®

),


[image: image479.wmf]d

z

i

c

d

b

d

a

d

c

z

i

d

c

b

c

a

c

b

z

i

d

b

c

b

a

b

a

z

i

d

a

c

a

b

a

d

z

i

c

z

i

b

z

i

a

z

i

+

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

+

-

-

-

-

-

=

+

-

+

-

+

-

+

-

1

)

)(

)(

(

1

1

)

)(

)(

(

1

1

)

)(

)(

(

1

1

)

)(

)(

(

1

)

)(

)(

)(

(

1


dobijemo, nakon kratkog izvrjednjavanja, da je
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te, uz pomoć dodatka 4, d4.24a i d4.24b, i ograničenja 
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, koja su umetnuta jer odgovaraju eksperimentalnim činjanicama, relacija d2.22 postaje
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Dodatak 3
Definicija i primjeri korištenja Dirac-ove delta, sign i step funkcije
Mi koristimo definiciju Diracove delta funkcije kao
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pri čemu je prvi uvjet, relacija d3.1, potreban ako želimo biti u stanju računati stvari kao
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Signum funkcija je definirana na način:
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a Step funkcija na način:
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te je lako vidjeti vezu tih dviju funkcija:


[image: image492.wmf]1

)

(

]

1

)

(

[

2

1

-

Q

=

-

x

x

Sign


Nadalje, vidimo da Step funkcija, d3.5, ima diskontinuiranu derivaciju u 
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no, pošto je integral derivacije d3.7 konačan, tj.
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Slijedi da je, iz d3.7 te d3.8, derivacija Step funkcije jednaka
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Zaista, jednadžba d3.9, ne odgovara definiciji Delta funkcije spomenutoj na početku, jednadžbi d3.1, ali pošto je derivacija Step funkcije prepoznata kao jedna definicija Delta funkcije, ta ista derivacija može biti vrlo lako redefinirana da paše definiciji naše Delta funkcije.
Slijedeći izračun dobiva se, uz pomoć relacije d3.9, na način:
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Derivacija integrala oblika 
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          (d3.12)

Znajući gore navedena svojstva, možemo zapisati integral tipa

[image: image500.wmf])

'

'

(

)

'

'

(

'

'

t

v

t

t

dt

j

ò

¥

¥

-

-

z









         (d3.13)

i malo drugačije.

Pošto je
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te zbog znanih svojstava 
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funkcija, d3.1, d3.2, d3.5 te parcijalno integrirajući drugi integral na desnoj strani, imamo:
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Zbog svojstava d3.1, d3.2 i d3.5 slijedeći integrali postaju:
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Dodatak 4
Računanje nekih složenih integrala
Prvo čemo riješiti jedan standardni integral. Označimo ga sa
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Možemo ga riješiti integrirajući po putu naznačenom u kompleksnoj ravnini prikazanoj na slici as10.2,
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tako da smo sada dobili diferencijalnu jednadžbu
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Stavivši relaciju d4.20 u relaciju d4.19 dobivamo:
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što je jednako, uz pomoć relacije d3.6 (dodatak 3):
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U integralima,(integrali d4.24a i d4.24b), postoji član:
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te naš integral, integral d4.25 postaje, kombinirajući jednadžbe d4.26 i d4.28, jednak
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Dodatak 5
Izračun jednog dijela kod Fourierova transformata 
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Taj integral je poznat kao Fresnelov integral, te se može riješiti kao što je prikazano na slici as10.3.

     

Slika as10.3: Put integracije integrala d5.3 u kompleksnoj ravnini.
Vidimo, iz slike as10.3, da je zbroj integrala
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Ako iskoristimo
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Treba napomenuti da gornji izraz divergira u točki 
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pri čemu je komad u zagradi jednak d5.9, te imamo:
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(d5.10)

Dodatak 6

Prostorni prikaz gibanja zarobljene Brownove čestice (eksperiment)
[image: image614.jpg]



Slika as10.4: Sive linije prikazuju stvarno, snimljeno, gibanje čestice u prostoru.  Ovaj grafički 

prikaz je nastao konverzijom izlaznog položaja iz volti u nanometre putem konverzijskih 

parametara. Korištena je, i laserom zarobljena, PS čestica, radijusa 2r=0.87µm, 
uronjena u H2O. Snimak je obrađen te su određene i pripadne konstante uhvata, koje 
iznose, za x i y koordinatu - k=(2.16±0.24) 10-4 N/m, te za z koordinatu – 
k=(0.412±0.045) 10-4 N/m. Snimak je trajao ukupno t=2s, a uzorkovanje je bilo svakih 
∆t=1µs, pri čemu je snimljeno ukupno N=2 106 točaka. Ovdje smo prikazali položaj 
čestice tek svakih ∆t’=400µs, tj. prikazali smo “samo” N’=5000 točaka.
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Slika as10.2: Put integracije integrala a4.1.
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