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POPIS OZNAKA I KRATICA 
 
 
A �������� 

A0(f) �����	
���
������������������������������
��������	������� 

AC �����������
����� 

ADC analogno digitalna pretvorba 

Ai(f) �����	
���
���������������������encije prije filtriranja 

an koeficijent polinoma ili Fourierov koeficijent 

An normalizirana amplituda 

bn koeficijent polinoma ili Fourierov koeficijent 

C kapacitet 

CPU �����
������
���� 

DAC digitalno analogna pretvorba 

DAQ proces prikupljanja podataka (data acquisition) 

DC istosmjerni signal 

DFT diskretna Fourierova transformacija 

DMA �����������
	
��������������
�����������	������������

� 

DSP digitalna obrada mjerenih podataka (digital signal processing) 

E operator pomaka 

f frekvencija 

f(t) analogni signal u vremenskoj domeni 

f0 frekvencija elektroenergetskog sustava od 50 Hz 

fc ������������������������	��� 

FFT brza diskretna Fourierova transformacija 

FIFO �
����������
����������������������������
	��������
	��
	� 

fk vrijednost funkcije u trenutku k 

fn normalizirana frekvencija 

fs frekvencija uzimanja uzoraka 

FT Fourierova transformacija 

g(x) aproksimacija funkcije f(x) 

h ����������
������������	�������
������ 

I amplituda struje 

i i-	��	�����
������ 

i(t) vrijednost struje u trenutku t 

I0(•) modificirana Besselova funkcija 
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j j-	��	�����
������ 

K amplituda istosmjernog signala ili pojedinih harmonika 

k k-ti uzorak signala 

kmf m-ti binomni koeficijent 

L induktivitet 

L(x) Lagrangeov polinom 

La induktivitet faze a 

Lb induktivitet faze b 

Lc induktivitet faze c 

LED dioda koja emitira svjetlost 

Lm ���
���
�	���	�	��������� ����� 

MUX multipleksor 

n broj harmonika 

N �������������� �	����������������
������ 

P prigušnica 

Pn(x) polinom n-tog stupnja 

R otpor 

r ������������
�������
	������
�����������������	�����������
����la 

R(f) �����!�������������
����������	�������� 

Ra otpor faze a 

Rb otpor faze b 

Rc otpor faze c 

S sklopka 

S suma 

s(t) vrijednost signala u trenutku t 

T period signala 

t vrijeme 

TC vrijeme za koje se puni kondenzator 

TH vrijeme za koje se mora dogoditi AD pretvorba 

TS zbroj vremena TC i TH 

TTL tranzistor-tranzistor logika 

U1 napon na ulazu u sustav 

U2 napon na izlazu iz sustava 

V amplituda napona 

v(t) vrijednost napona u trenutku t 

Vc napon za kontrolnu sklopku 



 12 

VF visokofrekventne smetnje 

w(n) vrijednost fun�������������
�	������ 

Wx,j koeficijenti kod Fourierovog reda za realni dio 

Wy,j koeficijenti kod Fourierovog reda za imaginarni dio 

X reaktancija 

x(t) analogni signal u vremenskoj domeni 

x[a] ��������
	�
�������
�	������������������������� 

x0 prva izmjere���	�����
������ 

xn n-	������������	�����
������ 

xN �����������������	�����
������ 

y=f(x) vrijednost funkcije u trenutku x 

Z impedancija 

kf∆  ���������������������
�	��������
�������� 

k
n f∆  n-ta diferencija naprijed u t��������
�������� 

kf∇  ������������������
�	��������
�������� 

k
n f∇  n-	��������������������
�	��������
�������� 

kfδ  ���	�������������������
���������
�	������ 

k
n fδ  n-ta centralna d������������
���������
�	������ 

µ  operator prosjeka 

t∆  ������
�������������
������������	�������
������ 

iε  ���	�������
�������
	�	�������������������
��� 

0ω  ��
"��������������������
�����
������f0 

Θ  �����������������
�����
������ 

nF  prikaz Fourierovog reda u kompleksnom obliku 

ωd  ��
�����������������������
�������� 

( )ωF  Fourierova transformacija 

f∆  frekvencijska rezolucija 

β  parametar u Kaiser-Besslovom okviru 

τ  ������
������
	��	���
	�
������������
!
�
#���
������ 

VΘ  fazni pomak napona 

IΘ  fazni pomak struje 

x∆  ����������
�	�������������
������
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1 UVOD 
 
$����#�� �� ��
������ ����������� ����	���� � ��!	�	�� � 
������� 
� �����#��������� ���
�� ��
�����	�	�� �
������� � ������	���� ������ � 


	���� ������%� $����#�� �
������� �
algoritama o����
��� 
�� 	����!#
� ������������ ����
��� 	����!#
� ������������ 
	�
����
������� �� ��������������������
�
�����	��������	
����


	��
�� 	�����
��	�����!#
����
��
�������������
��� 
��	���� �� ��
�#����� 
	�
��� � 	���
�����	���%� &�"�!	�� ��������
����	������
�����������aštitu elektroenergetskog sustava, prema tome, usmjereno je 
��� ������� ���������
#��� �
��������� ������	��%� '��� ������
� ����	������ ��!	�	����

������� 	������� ������ ���	�� ���
�
�
��������	���
	�������������� ���	�� 
����� ��!	�	���
relej, a to su: selektivnost koj�� ��"�� ��	�� ��
��
	��� ���� ����	������ 
	������
	��
������������
#���������������������
��	�����
	�()*+%� 

,�
������������
���������������

���
	��
���������
�����	�������
��������
���������
���	�������� ���������� 
������� 
� ����	������ ������ ��	��� �����
��� ��!	�	ni relej te na 
�
����� 	�� ������� ����
��� ���� ��� ����
��%� &������� 

� ���������� �� ������ �
��������
��	���� ����� 
�
"�� ��� ������
� 
������� 
� ���
���
�� ���� ��� ��������� ��	���������
���
����
�����
�������� ��	���������� �����������������	������������ �������	���-�
���rova 
transformacija u diskretnom obliku i tehnike uokvirivanja i digitalnog filtriranja signala. 

.�����	�����������#
��
������� ���	����������������������	����������

�������������

���	������
�����	�/�
��

���������	����-�
��������������	����������	�������anjih kvadrata i 
������	��� ��� �������
� ������� !	�#����� ������	�%� 0����� ������	��� ��� 	�
	����� 
��
simuliranim signalom u programskoj podršci ALGORITAM koja je napravljena 
��
����� ��� 	
� 
�� 
� �� ����� ��������� 
������� 
	�
��� �� ������� �������	� � ��������
	�� ��
fr��������
���� 
���"���%� 1�� 
��
������� 

� 	���� ��������� �����	���
	���� �������� ��
����!�����������	����������
������������

�
�
����
���"������ ���������� �
	�
�������
��������	�� �� ��
����������	��� !
����%� 0����� 	��� 

� 
�� ��������� �������� ���
�
ponašanjem pojedi�� � ������	���� 	�� �������	�� �������� 	����������� ��� ���

	��
	�
harmonika, istosmjerne komponente i visokofrekventnog šuma. 

U drugoj fazi ispitivanja algoritama simulirana je struja i napon kratkog spoja te je 
�����	����������������	���
�����������������
��
, odnosno u trenutku kada nastane 
kvar i kada struja naglo poraste a napon padne. 

Nakon provedenih ispitivanja algoritama obavljeno je i ispitivanje algoritama sa 

	������� 
�������� 
� �������� ������
%� 2�� 	�� ��� ��
�
"���� �
����� ���
����� �� ����
������������#
������

�����
�������
������������

���	������������������#
�������	����

����
���
���	��
���������������
�	���
����	���
%�3����������
�	���������������
���
�
���
���
���������������������

�����������	��
������
���������������
% 

Kao zadnji dio rada izvedeni su pravi kratki spojevi na FER-u u Zagrebu u laboratoriju 
Zavoda za visoki napon i energetiku, koji su pušteni kroz algoritme kako bi se 
potvrdili rezultati o algoritmima dobiveni simuliranim kratkim spojem. 

Valja naglasiti da su svi programi koji su koriš	���� 
� ����� ���
� ��������� ����#
�
programskog paketa LabVIEW™ koji za programiranje koristi G jezik. Jedino 
odstupanje od toga je algoritam koji koristi brzu Fourierovu transformaciju u 
diskretnom obliku koji je napravljen u C-
�������	��������
�����"���	��se zatim koristi 
u LabVIEW™ programu kao dll. 
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2 SIGNALI 
 

U poglavlju 2 Signali se govori o tome što je to signal i o svrstavanju signala u pet 
��������	�
����
���
��
�������	�
�
���	�	�
���������
������
�������� 

�������
��
������
�
���������
���������
�
���italni signal te o putu koji signal prolazi 
��
��������
�	����	�
��
�������
�
��������� 

��������
 ��	�
 ��
�	���
 ������
 ��
 �������
 �������
 ������
 	�
 ������
 ����
 ��	�
 ���������

��������
��	�
���������
 �
 ����	���
������
�
 ��������
 ����
 ��	��
������
����	�����  
����!�
�������"�	�
�
��	
���������	
��������� 

#���
 ��!��
 ��	�
 ������
 ������
 ���	���
 	�
 ������
 ��	��������	�
 ������
 ������
 ������

�	����	��
$���
��
��
!���
 ����������
����	���
 �����������
�
�������
�����
����	��

oblik struje na nekom trošilu ili zatvoriti ventile nekog kotla kada mješavina plinova 
�������
 ����
 ���������
 ���	�������
 ���	���
 	�
 ���	��
 ��	����
 ������
 ���
 �������	��	�

podataka i kontroli sustava. Dakle, nije potrebno znati samo što se dogodilo nego i 
kada se dogodilo. 

Vremensko tempiranje je potrebno kada se dizajnira neki sustav za kontrolu i 
upravljanje iz dva razloga. Prvi je taj da je potrebno odrediti frekvenciju uzimanja 
�������
�����
�������
��	�
��
!���
�	������
�������
����
�����
��������
�	���
������

signala. Drugi razlog je taj što je
��������
����
��������
���	���
���"�����
�
��
�����

�������
 ���
 ��
 ����	��
 �������	�
 ���	������
 ��������
 �
 ���������
 �������	�

���������
����������
�
����
���	�� 

2.1 Svrstavanje signala  
 
���� 
�� ����� 
������ "���� ����
	�� ��� ���
����� 	���� ��� ��� ����� ��	������ ��etvoriti u 
����	������
����������!	��

�����������
	�
��%�2��	��
�
"������������	�������%�����
������
���������������	������	
���������
������	������������������������
	���	��������������

	�
���%� '�
	���� ���� 
����� ������� � 	������	
��� � ���	�������� ����� ���re 
	������	
�
�������
	��������������������������������������	
�	������	
�
����	�������
�
����	������
�����% 

$���� ��� ������� �������� ��������� ���	������� 
� ����	������ 
������ 	���� ��� 	��� 
������
���
#�� �����	�� ����#
� ���
����� ����� ��� 
�� ��� ������ ���
���� ����
�� informacija. 
1����������� �� 
�����
� 
�� ������� ��� 
������#� � ������	���/� 
	������ 
��
	���
	�� �����
������	
�����������������������
���
���"���()4+% 

Striktno gledano svi signali su analogni signali koji variraju s vremenom. No zbog 
raznih metoda mjerenja potrebno je signal svrstati u jednu od pet skupina. Ako se 

������"����
��
	�	�������������
���������������������
�����������
�	�������������
#��
��������	���������	����������������
�����%�����	�����������������
����������
�����������
#��
diskretna nivoa: visoko� ����� 
	����� ���� ��
��� ������ 
	����%� ��������� ���� 
������ 
���"��
informaciju u kontinuiranoj promjeni signala s vremenom. Digitalni se signali 
svrstavaju u još dvije skupine, a to su on-����
������� ���
�
����
#��
������%����������
��
svrstavaju u tri skupine: gotovo nepromjenljivi u vremenu (istosmjerni ili DC signali), 

������� 
� ������
���� ������� ��5� ���� ����������� 
�������� �� 
������� 
� ����������
����
domeni. Podjela signala je prikazana na slici 2-1. 
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0����� 	��� 
������� �����
�� 	����� �������� 	��� ������������ ��ja odgovara parametrima 
�����

�������������������	��

/�
	������
��
	���
	�������������	
�����������������������
���

���"��%  
 

0������

����	����

��������
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�����

�5
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���
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9���������
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Slika 2-1 Podjela signala 

 

2.1.1 Digitalni signali 
 
Prvi tip digitalnog signala je on-off signal ili stanje. On daje informaciju o digitalnom 
stanju signala pa je stoga instrument potreban za njegovo mjerenje jednostavni 
detektor digitalnog stanja. Izlaz tranzistor-tranzistor logike sklopke (TTL sklopka) je 
primjer on-off signala. Drugi primjer je stanje svjetle#���������)<��������� ����
����	��� ����
ne svijetli. 

��
��� 	��� ����	������ 
������� ��� �
�
����
#�� 
������ ���� 
������ 
��
	���
	�%�8���� 
������ 
��

�
	��������������������������������
	�����
���
��%�1��������������
������
"��
��
�
	����
u broju prijelaza iz jedno�� 
	����� 
� ��
���� 
��
	���
	�� ���������� ��� ������� 
	����� 
�
��
�������������������������
	��������������
������
������������
����
	����%�'�������
	������
������������	�����������������������������������
����
���	���������
����	�% 

 

2.1.2 Analogni DC signal 
 
Analogn���5�� ���� ����� 
������� ��� 
	�	����� ���� 
������������������ ��������� 
�����%�=������
�����	���
	�����5�
������� ��� 	����� ��� ����������������� �����"��������	
��� ��������� 	���

������� 
� ���������� ������
���� 	���
����%� 2���� 	���� !	�� 
�� �5� 
������ 
�����
mijenja s vr����������	��������	����
	����������������	
���
�������������������������
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�� 
�����
� 
������ 	��� 
������%� 0���������� ����� ������� 	��� 
������ 
� ���
����� ����� ���
�������
� ��������� ����	����� ���	������ ���5�� ����#
� ����� 
�� ��������� ����	������
signal pretvara u di��	����� ��������
	�� ����� ��� ��� ���
����� ������ ��	�����	���	�>�
detaljnije se govori o AD pretvorbi u poglavlju 2.2. 

'���������5�
�������

�	������	
������������	��������
	�	�������	���#����%�,�
������

�
���
� ������� ��� ��������� ��eri signal i daje podatke o njegovoj amplitudi u 
����������	���
����%�0

	���������������5�
������	����������������	��
�����#��
����	��
[L3]: 

• 3������	����
	�������
���������������������
������ 
• Uzimanje uzoraka signala niskom frekvencijom (vremensko tempiranje uzimanja 


��������������������������	������#
��������
�������!���
����
���
� 
 

2.1.3 Analogni AC signal 
 
Analogni AC signali, ili signali oblika, razlikuju se od ostalih signala u tome što daju 
ne samo informaciju o amplitudi nego i o tome kako se mijenja oblik signala sa 
��������%� $���� 
�� ������ ������ 
������� ����� 
�� ��!� ��
	�� �� ������� ������ ������� ���
interesa su i karakteristike koje proizlaze iz oblika, kao na primjer brzina porasta 
signala, mjesta i oblici maksimuma, nul-	�����
��������	�% 

Za mjerenje AC signala potrebno je precizno odrediti trenutke mjerenja pojedinih 
	������
������%�&����������������������������	�������������	��	�������������
�����	� �
	������ 
������ ������ ������	��� �����
	�
���	�%� ?�������� ������ ������	�� �� 
� 	�����
���������� 	���
	�
� ��������se snimio koristan dio signala (valnog oblika). Iz gore 
navedenog proizlazi da sustav za mjerenje AC signala mora imati AD pretvornik, sat 
����� �����
��� ����� 
�� ������� ��� ���	������ �� ������� ����� ���������� ��������� 
�
���������� 	���
	�
� ����� ��� ����������� ��ki uvjet. Primjera za AC signal ima 
bezbroj. S našeg gledišta su najzanimljiviji napon i struja u EES-u. Ono što je 
����������� 
���� �5� 
��������� ��� 	�� ��� ��� ���� �������
� ��� ��	���
�� ��� ��� ������
(promjena u vremenu). Iz svega gore navedenoga proizlazi da sustav koji mjeri AC 

����������������������	��
�����#��
����	��()@+/ 

• ,��������
�������
���������#����������������� 
• 3�����
��� 	���������� 
�������� 
������� ��� ��	������ �����
	�� ����#
�

sklopovlja, a ne programske podrške 
• Okidanje –�����	�����������
�	���������������	���
���� 

 

2.1.4 ���	
���
�����	�
�
������������
�
�
������ 
 
��������� 
������� 
� ����������
���� ����
��
� 

� 
������ ���������� �5� 
��������� 
�
������
��������
��
�����	����������
�����������
���	���������
��
��������������
��
��������%� .��� ���
	���� ������������ koja se dobiva iz signala u frekvencijskoj 
������� ������� 
�� ��� ����������
���� 
���"��
� 
������� ��� ������
� ��� ������� �� �
	��� �
�����	���
	���������
���������
������
��
�������������
�������
��������
��
%� 

$��� �� ���� 
������� 
� ������
���� ����
��
� 	���� ��� �� �� mjerenje u frekvencijskom 
����
��
���	���������	���������


	���
��������	����������
�	�����������
��������
��
������� ��� ���	������ �� ������� ����� �����
��� 	���
	��� 
�������%� 0

	��� ���������
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	������� ����� ���	�� �� ���
#��
	� �������� ����� ��� ������ ����������
� �� frekvenciji iz 

������%� &
� ��
	
� ����	����� ������� 
������� ��0'�� ��� ���
#�� �������	�� ����#
�
�������
��� ����!��� 
� 
����� ���
���
� ���� ����#
� ��
�������0'� 
���������� �����
����� �������
�������������
����������� 	���� ����������������!�����
� ���
��������������
�
ob���
%� '�������� �������� 
������� 
� ����������
���� ����
��
� 

� �������� �����������
akustika govora, prijenosne funkcije raznih sistema te što je posebno zanimljivo; 
rastavljanje struja (i napona) kvara na osnovne sinusne komponente (harmonike) 
kako bi se vidjelo od kojih je harmonika sastavljena struja (napon) kvara i kolika im je 
amplituda.  

1�� ����� ����������� ���������� 
������#�� 
���	�� ��� 


	��� ����� 
�� ����
	�	�� ������������
signala u frekvencijskoj domeni [L3]: 

• ,��������
�������
���������#���������������� 
• Vr����
��� 	���������� 
�������� 
������� ��� ��	������ �����
	�� ����#
�

sklopovlja, a ne programske podrške 
• Okidanje –�����	�����������
�	���������������	���
���� 
• ?��
#��
	� �������� – pretvoriti vremensku informaciju u frekvencijsku 

informaciju 
 
Jedan signal – pet ����������	���� 
 
'��	 �����
��
	�������
�������
���	���
	��������������
�����
������������������������
��
	��� ����
���� ������ 
������ ��"�� ��
"�	�� ��!�� 	������ ������������ ��� ��� ��� 
	����
���
#�� 
��
	�	�� 
� ��������� 	������ �� 
����� 	���� �����	�� ��� ��!�� ������%� ��kle, isti 

������ ��� ���
#�� �����	�� 
�� ������� �������� 


	������� ��� �����
	����� ����	�����
���������������������-����
	�����������
��"��� �


	������������������������
�
�������
�

������%�&� �������������������
�������������
����	�������
�����������
�
��"��� dobiti 
iz signala. 
 

2.2 Uzimanje uzoraka signala 
 
���� 
�� "���� ����!�	�� ����	����� ������� ������ 
������� 	���� ��� ��	������ ����� ���������
signal pretvoriti u digitalni oblik. U praksi se za to koriste analogno-digitalni (AD) 
pretvornici. Neka je x(t) analogni sign��� ����� 
�� 
������ 
�����
� 
���� � �� sekundi. 
Vremenski interval �� se naziva interval ili period uzimanja uzoraka. Njegova 
�������������������
	�%&��
se naziva frekvencija uzimanja uzoraka i jedinica joj je broj 
uzoraka/sekunda. Svaka diskretna vrijednost valnog oblika x(t) u trenucima t=0, ���

'���
 (���
)
se naziva uzorak signala x(t). Dakle x(0), x(�� , x(2��) i tako dalje, su 

������ 
������%� 1�� 	���� 
������� ��� ��� 
������ A�	�����
#�� �������	�� ����#
���
���	����
skupa uzoraka 
 
 [x(0), x(��), x('��), x((��), …, x(���), …] (2.1) 
 
Na slici 2-2 je prikazan analogni signal i verzija tog signala sa uzorcima. Period 
uzimanja uzoraka iznosi ��. Valja primijetiti da su uzorci definirani u diskretnim 
vremenskim trenucima. Ako postoji N uzoraka nekog signala x(t), tada�
��A�	����"��
prikazati kao  
 
 x={x[0], x[1], x[2], x[3], …, x[N-1]} (2.2) 



  2. SIGNALI 

 18 

 
Slika 2-2 Analogni signal prije i poslije mjerenja 

 
&��
����!������������	����������������������
�������A�	�����������������#
�
���aka. 
1������4%4����������
���������#
������� ����������*��4��@�B����
	�������
���"����
nikakvu informaciju o frekvenciji uzimanja uzoraka. Iz toga slijedi da ako su poznate 

���������������������
	��
��������������
����������������
#��
����	���������������� 
frekvencija uzimanja uzoraka. 

2.2.1 Rezolucija 
 
C��
����� 
������ ������������ ����������� ��
��� 
� ����	������ �����
� 
� ���������
���������	���%�0�����
����������������
�������
	���� 	��������	����	��
���������
����� ��	���� ������ ����� !	�� ��"�� �#�� ��� ������
� �����
� ����#
� ���
����%� &��
���	������ 
�� ��
	�"�� ����#
� ��������-digitalnog pretvornika (ADC) koji se 
������� 
� 
����
� ��� ��������� ����� 
�� ���� ������� ��� 
���
� 
� ���
����%� 3�"���
parametar ADC-a je njegova rezolucija [L4] odnosno broj bitova koji ADC koristi 
za prikaziva��������������
������%�9
�
#���������������	�������
�����	�����������
������������� ��������� �� ���	��
������ ��������� 
������ ��"�� ���	�� ��
��������
������ ��������
	��� 	���� ��� ��	������ ��������� ���� ��������
	�� ���������� 
�������
������	�� ��� �������
� ����������
� bitova. To je prikazano na slici 2-3 gdje je 
analogni signal (sinusni valni oblik), sa �peak-to-peak� amplitudom od 1V, 
prikazan u digitalnom obliku sa 3 bita. Prikaz sa 3 bita daje 23DE� ���
#� �
�����������%� ,� ����� �������
� ��������� ��������
	�� �����
� 7%7-0.125 Volti su 
���������� 
� ������������� ��	���� 777�� ��������
	�� �����
� 7%*4F-0.250 V su 
����������
��������������77*��� 	����������
��������������
	�� �����
�7%GF7-1.00 
V koje su prikazane sa 111. 

H	�� ��� ��#�� �����
����� ��5-�� 	�� ��� �� ��#�� ����� ����������� ��� ����� ��� ���
#��
mapirati pojedine vrijednosti signala, a samim time i detektirati manje promjene 
mjerenog signala. Kao što se i vidi 3-bitni digitalni signal ne predstavlja dobro 
originalni analogni signal zbog toga što se u pretvorbi izgubilo mnogo 
informa����%�.������
�������
�����������	������������#��
��@���	�����*I���	��	����
se broj kombinacija za prikaz signala penje sa 8 na 65536 (216), što je sasvim 
��������������
	������	����������������������
������%  
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Slika 2-3 Rezolucija AD pretvornika 

 

2.2.2 Nyquistov teorem  
 
3�"���������	�������
������
�
�������
����������������������
��������
�������������
�����
��� ����� ��
	�� 
���������������	�����%�H	�� ��� ������������
��������
�������
��#��	����
	��������!��	������
�����������������
����
�����	����������������
#��
	�
prikaza izmjerenog signal nego kada je frekvencija uzimanja uzoraka manja. Ako se 
uzorci signala uzimaju presporo tada se javlja loš ili potpuno krivi prikaz signala. Na 
slici 2-4 su prikazana dva signala od kojih su prvome uzimani uzorci dovoljno brzo i 

�����	������������������	������������������������
#�%�$�����
����
�������������������
uzimanja uzoraka nije bila dovoljno brza i zbog toga postoji izmjereni signal koji 
��������	�������������
����
�����������u od stvarnog signala. Krivi prikaz izmjerenog 
signala se naziva �alias�.  
 

 
Slika 2-4 Ovisnost izgleda snimljenog signala o fs 
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Prema Nyquistovom teoremu [L4], kako bi se izbjegao alias, potrebno je uzimati 
u������ ������������� ����� ��� ������ ���� �
	�� ��#�� ��� ���
������� ����������
���
��������	�����
�
���"��
������������
�������%�2���������
� ����������
�������
��

�����
�
����������
�������������������
������������
����"��	������������	��������
se ne javi alias, se naziva Nyquistova frekvencija i ona iznosi pola frekvencije 

�������� 
������%� -������������ ����� 
���"���������� ������ ������� �� ����� 
�� �������
������.�J
�
	���� ������������ ��	� #�� ���������� ���� ����
� �����
��5� ��.�J
�
	����
frekvencije. Frekvencija alias sign���� ��� ��
��
	��� ��������
	� �������� �����
�
���������������������
���������������"���������������������������!����	����������������
uzimanja uzoraka. Slike 2-5 i 2-6 to ilustriraju. Ako se pretpostavi da je frekvencija 
uzimanja uzoraka, fs, 100 Hz i da je kontinuirani signal koji se mjeri sastavljen od 
signala frekvencija 25 Hz, 70 Hz, 160 Hz i 510 Hz, tada je na slici 2-5 prikazan 

���	���	���
������������������!	��

��
�
���������
����	��
������������	�������#
�
���
����%  
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Slika 2-5 Frekvencijske komponente signala 
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Slika 2-6
�������������
�
��
�����
�����	�
���

��
����
������	
 

Sve frekvencije signala koje se nalaze ispod Nyquistove frekvencije (fs/2=50 Hz) su 
���������� 	�����������!	��

�
��	��
������
������%�-����������� ������.�J
�
	����

�
������������������
%�.����������� ������������
����������4F�K�� ������������� 	��������
frekvencije signala od 70 Hz, 160 Hz i 510 Hz su prikazane kao alias od 30 Hz, 40Hz 
i 10Hz. Originalne i alias komponente su prikazane na slici 2-I%�$�������
�������
�����
����
�����������������
	��
��
�����#������
���()F+/ 
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����
������������D�90�������"�����������������������:�s������"���
� fs – frekvencija 
signala)=ABS(fs puta int(f/fs)-f) 
 
Prema tome se dobiva 
 
Alias f2= Hz3070100 =−  

Alias f3= Hz40160100)2( =−  

Alias f4= Hz10510100)5( =−  

 
���� 
�� 
���� ����#�� ������������ 
�������� 
������� 	���� ��������	�� 
������� �����
nisu alias ostaju iste, dok se alias komponente mijenjaju jer su one funkcije 
frekvencije uzimanja uzoraka. Ako se fs�����#�����*F7�K��	�����2 više nije alias, a f3 
promijeni alias frekvenciju na 10 Hz, a f4 na 60 Hz. 

1�� ���������� ��� 
�� ������ �����
��	�� ��� ��� najbolje uzimati uzorke maksimalnom 
���
#��� ������������%� .�� 
� 	��� 
�
���
� 
�� ��"�� ������	�� ��� ������ ������
�������� ��#�� ��	�� ��
	�� ��������� 
� ���
���
� ���� ���
	�� ��� ��
�
� ��� 	������ �����
podataka. Na slici 2-G�

�����������
�����������������������
	���s.  
 

a) 

b) 

c) 

d) 

Slika 2-7 Izgled signala ovisno o fs 
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,�
�
���
�����
�����
��������
���������������
������������
	�
����������������������
������
�������������5�
�����%�����
���
�����#�����
�����
�������
���	�������������
�
��������
	���� �����
	�
������ ������ ������ ��#� ���� ���
� ����������
� ���� ��� ���� ��!� 
������ ����
� ��
������ ��� ��� 
	������ ������������ 
������%� '���#������ �
� ��� ���� 
������ ��� ������
�
signala, fs=2f (Nyquistova frekvencija), digitalni oblik snimljenog 
������� ���� 	���
�
����������
�����"��
�������
	�
���	�������������������������
��������������
�������������

������� ��!� 
������ ����� ������ �����
	�
����%� '���#����
#�� �
� ��������� ������ ��� ���
��������*7��������!	�����
�
���������������
��	�������������������� oblika po izgledu. 

3�������� ���� ������� ��� .�J
�
	��� 	������ 
�
"�� ���� �������� 	����� ���� ����������
� �
�
����������
	�
��������!	����������!������������
�����������	�����
�
���"�����������

������%�M�
	��.�J
�
	���
���	���������������
�����	��������������%�0	������
���������
	��

���"�� ����������
��� ��������	�� ����� 

� ������ .�J
�
	���� �����������%� &��
frekvencije se nakon uzimanja uzoraka javljaju kao alias i dodaju se komponentama 
signala koje su pravilno snimljene i tada se javlja neki rezultantni signal koji je u biti 
iskrivljeni prikaz stvarnog signala koji se mjerio. Zbog toga se u praksi frekvencija 

��������
�������
��������������������
	����#��������
�������������������
������>�
��	������
�	��
	�����	�������
������������������

	���
% 

 

2.2.3 Analogni filteri 
 
Frekvencija uzimanja uzoraka, kao što je prikazano u prethodnom poglavlju, mora biti 
������ ���� �
	�� ��#�� ��� ���
������� ������������ ���������� 
������� ����� 
�� �����%�
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�� ������� ��� ����� 	�� �
��
��	�� 
� ����	������ ��������%� M��� �� ���� 
�� ����
�������#����	�����
�������������������
������������
��"���������	��
������
�����
�����	��

��	���� ��� ���� � ������ � 
������� ���� �������� �������� �������
	����� ����� 
���"��
frekvencije koje su više od Nyquistove, a uhvate sa mjernom opremom. One se 
javljaju kao alias i tada se dobiva iskrivljena slika izmjerenog signala. 
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signala. Zbog toga što oni filtriraju analogni signal prije uzimanja uzoraka i AD 
pretvorbe tada su i ti filteri analogni. Idealna karakteristika antialias filtera je dana na 
slici 2-8a. Prema toj karakteristici on propušta sve frekvencije ispod f1 i to sa 
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Slika 2-8 Odziv idealnog i realnog filtera 
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Na slici 2-9 je prikazana šema jednog od niskopropusnih filtera [L6].  
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Slika 2-9 Analogni filter 
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step pobuda. 
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��� ������� #�� 
������ ��� �����
� ���	���� �����!�	��
vrijednost koju ima kada se filter smiri, pod uvjetom da je na ulazu pobuda 
bila u obliku step funkcije 

• vrijeme prigušenja – pokazuje koliko dugo treba filteru da izlazni signal 
��
�����������
�
	�	���
���������
	% 

0�����������������	���
	����

���"����������������������������������	��������������



	���%�'�
����������"��������


	��������������	�����
����������������������!	�	���
��������� ��� ��� ��
������

��� ���	��� ����������� 	���� ��� ��������� ������������ ��� 
	�����
velika kašnjenja. 

 

2.2.4 Decibeli 
 
Kada se crta graf ne���� 
������� ����� �������� 	���� 
�� �����	
��� ��"�� �������	��
����#
� ��������� 
����� ���� ����#
� ��������� ��9�%� ��������� 	���
��������
� �������
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skalu u logaritamsku. Razlog je taj da ako, na primjer, izmjereni valni oblik ima vrlo 
velike i vrlo male amplitude k����
��"�����������	���������
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�� �������� �
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male amplitude tog signala koje primjerice iznose 0,1 V. One bi tada zauzimale visinu 
od 0,1 cm što je jedva vidljivo. 



  2. SIGNALI 

 24 

$�������
����������
��������	
��������������� ���������#� �����A������=�� ���9�������
����
�����������
�9��������������������������������	
���������
"
�������%�'�što je Bell 
velika jedinica koristi se njezin deseti dio ili deciBell. On je definiran kao [L5] 
 
 )(log101 10 snagadB =  ili  )(log201 10 napondB =  (132) 
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logaritamske (dB) skale. Primjer se zove Decibeli.vi. 

 

2.2.5 Mjerni transformatori 
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lijed velikih struja [L8]. Stupanj 
iskrivljenosti signala i vrijeme nakon kvara u kojem nastaje iskrivljenje su najviše 
ovisni o teretu koji je spojen u primarnom krugu iz kojeg mjerni transformatori 
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2.2.6 Zaštitni krugovi 
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Slika 2-10 Zaštitni krug 

 

2.2.7 Analogni multipleksor 
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koji odabire signal sa jednog od mnogih ulaznih kanala i šalje ga na izlazni kanal i 
samim time dopušta serijski prijenos nekolika signala preko jednog 
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primjeni pravilno [L10]. Na slici 2-11 su prikazane dvije konfiguracije dijela mjerne 
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2.2.8 Krugovi za uzimanje uzoraka signala 
 
Na slici 2-12 je prikazan osnovni krug za uzimanje uzoraka. Ulaz je analogni signal 
��	�������
��
������
�����
��������������*:&s. Uzimanje uzoraka se kontrolira naponom 
Vc koji otvara i zatvara sklopku. Dok je sklopka zatvorena za vrijeme Tc, kapacitet se 
nabija na vrijednost f(t). Za vrijeme Ts-Tc=TH������������"������������	�	����
������"��
vrijednost uzorka dok ne uzmemo novi uzorak. U vremenu TH se mora dogoditi AD 
pretvorba uzorka na kondenzatoru i tada se on isprazni i spreman je uzeti novi 
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Slika 2-12 Šematski prikaz sklopa za uzimanje uzoraka 
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uzimanje uzoraka rade na navedenom principu, a njihove bitne karakteristike su 
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detaljna fizikalna objašnjenja njihovog rada. 

Ako se u praksi primjeni sve iz poglavlja dva, tada je mogu#�� �������	�� 
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mjerenje i obradu signala kao na slici 2-13. 

Na slici se vidi da se prvo mjereni signal dovodi u sustav za podešenje i prilagodbu 
signala. Nakon toga slijedi sustav za pretvorbu analognog signala u digitalni i kao 
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Sustav za podešenje i pilagodbu signala se sastoji od mjernih naponskih i strujnih 
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napone i struje. Nakon toga se signal dovodi do zaštitnih krugova koji ga dodatno 
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galvanski odvajaju ostatak mjernog sustava. Nakon njih se signal dovodi na 
niskopropusne analogne filtere i analogni multipleksor. S analognog multipleksora se 
analogni signal šalje u sustav za pretvorbu analognog signala u digitalni. Tu signal 
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Slika 2-13 Blok prikaz sustava za mjerenje i digitalnu obradu signala 
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Glavne teme su diferencijalna funkcija naprijed, diferencijalna funkcija nazad i 
centralna diferencijalna funkcija. 

 
.���� 
�� ���	��
	���� ��� 

� ��������� ��������
	� f(xk) neke funkcije y=f(x) dane za 
jednako udaljene vrijednosti x i to takve da vrijedi: x1=x0+h, x2=x0+2h, ..., xk=x0+kh. 
&����������������	��
	���	�����

���������
	��f(xk) dobivene uzimanjem uzoraka nekog 
stvarnog signala u trenutku xk%�0	������������
�����#�����x=xk 
 
 kk fkhxfxf =+= )()( 0  (3.1) 
 
0����������
#������#
��������� ���������
	�� fk�
��"�	�� 	�����
��������� �� 	�����"�������
���������n-tog reda. U tablic 3-1 je prikazan primjer za funkciju kk xf /1=   

Tablica 3-1. Tablica razlika petog reda 

kx  
kk xf /1=  kf∆  

kf2∆  kf3∆  kf4∆  kf5∆  

1 1,0000      
  -0,2929     
2 0,7071  0,1631    
  -0,1298  -0,1106   
3 0,5774  0,0525  0,0827  
  -0,0774  -0,0279  -0,0656 
4 0,5000  0,0246  0,0171  
  -0,0528  -0,0108   
5 0,4472  0,0138    
  -0,0390     
6 0,4083      
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prikupljenih uzoraka nekog signala. To su diferencijalna funkcija naprijed, 
diferencijalna funkcija nazad i centralna diferencijalna funkcija. Vrijednosti koje se 
�����
����	� ��
�������
�
"��
�����	��������!	�	������
����������������������������	��������
	���������
�
�����!�����������% 
 

3.1 Diferencijalne funkcije naprijed, nazad i centralna 
 
Diferencijalna funkcija naprijed je definirana kao [L11]: 
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Slijedi da za svaki n�����������#������
���n-ti red funkcije poprima oblik 
 
 k

n
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n
k

n fff 1
1

1 −
+

− ∆−∆=∆  (3.3) 
 
To je ilustrirano u tablici 3-1. za x=1, ..., 6 i k=1, ..., 6. 
��������������� �
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n-ti red tada poprima oblik 
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polovici intervala uzimanja uzoraka (h/2) i to sa svake strane u trenutku t. Prema 
	�����������
��������������
������#�����������()*4+/ 
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n-ti red funkcije tada glasi 
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#��
koristiti interpolaciju kako bi se procijenilo koliki bi bio uzorak u tom trenutku ili što je 
�����
	����������"��
������
	�	����	�������	����� ���������	�������
�������
��������������
poslije trenutnog uzorka (xk-1 i xk+1). Tada centralna diferencijalna funkcija poprima 
oblik 
 
 11 −+ −= kkk fff δδδ  (3.8) 
 
C������� �����
� 	��� �
������� ��� 
� 	���
	�
� 
� ������ � � ������
#�� ����
	�	�%� &���� ��� ���
��������� ��������������� �
������� ��������� ��
	
���� ��� ���
������ 
� 	���
	�
� ����� je 
dostupan k+prvi (k+1) uzorak signala, dok je diferencijalna funkcija nazad dostupna u 
trenutku kada je dostupan k-ti (k) uzorak signala. O obliku signala i funkciji koju se 
����
	�� ���
�� ������� #�� ��	�� 	����� ��������
	� �����
��	�� ������ ��
��� ���� ����� �-te 
derivacije signala koji se mjeri. 
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�� �� �����
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��������oji se prati. 
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3.2 ���	���	�����
���������	���	��	����
��� 
 
Operatori E i � su povezani sa operatorima diferencijalnih funkcija ∆ ,∇ iδ  i to tako 
��� ��� �����	��� ������� ���������� ���� �����	��� ����� ����#���� ��������
	� �
������� ���
mjestu uzimanja uzorka za jedan interval (h) odnosno [L7] 
 
 )()( hxffE kk +=  (3.9) 
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 kkkkkk fEfEffff )1(1 −=−=−=∆ +  (3.10) 
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Istom procedurom dobijemo da vrijedi 
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 11 −−=∇ E  (3.13) 
 
Centralna diferencijalna funkcija glasi 
 
 2/12/1 −+ −= kkk fffδ  (3.14) 
 
!	��
����"����
�	������#
������	����E kao: 
 
 kkkk fEEfEfEf )( 2/12/12/12/1 −− −=−=δ  (3.15) 
 
odnosno 
 
 2/12/1 −−= EEδ  (3.16) 
 
8����	������
���������������������
�����#��������()G+/ 
 
 )(2/1 2/12/1 −+ += kkk fffµ  (3.17) 
 
8��� !	�� ��� ����� ��� ��� ����
#���� ���������� ��������� ��������
	�� ����� �
�������
(mjerenog valnog oblika) iz uzoraka mjerenja uzetih u polovici intervala uzimanja 
uzoraka sa svake strane nekog trenutka t u kojem je potrebna ta procjena vrijednosti. 
Odnos operatora E i ��
������������
������#� ���������/ 
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 kkkk fEEfEfEf )(2/12/)( 2/12/12/12/1 −− +=+=µ  (3.18) 
 
odnosno 
 
 )(2/1 2/12/1 −+= EEµ  (3.19) 
 
Gore naveden�� �����	���� ����
	������
� ��������	� ������ ������������� ����
������ �

������� ������ ��������� ������� ������%� 8��� 
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�������	��
����������"�����
�����
��������
��������
�������
i stoga se koriste u razvoju programske podrške koju rabe digitalni zaštitni releji. 
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4 INTERPOLACIJSKE FORMULE 
 
U poglavlju 4 Interpolacijske formule prikazane su razne interpolacijske formule 
��	�
�����	�
���!�
��
���������
���������	�
���	������
������� 

Jedan od glavnih problema numeri��� ���	���� ��� ��� ����� ������ 	����� �����
�����	��
zadanu funkciju f(x)�����������������������������#
��
�������g(x) koja je prikladnija za 
�����
��������� 	�� ��	��� ������	�� �����!�
� ����� ��� 
�������� ���� 	������ �����
�������%�
,���������������������
���������� linearna kombinacija [L12] 
 
 )(....)()()( 1100 xgaxgaxgaxg nn+++=  (4.1) 
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Ako se uzme neki izmjereni valni oblik i ako su poznate vrijednosti f(xk)�
�	�������xk, 
k=0.....n, tada post�����
�����������������������	�
����������	��������!	����������	��

�
��������
	���
�������
�����������	�������xo...xn. 

&������� ������ ���	��
	���	�� ��� 

� 	����� x� ���

����� �������� 
�������� ��� ���
�
vrijednost h, ��
���� ��������� ���� 

� ������
	��	��%� 0���� 
�� postavlja pitanje 
�����
��������������"�� ���������
	���
�������f�� ������	������xi  odnosno za neki x koji 
nije jednak xi . To se radi tako da se nepoznata funkcija  f  zamijeni sa drugom, nama 
�����	����
�������������������
	����������
	��
���������	�����a kao i funkcija f. Od 
	
��� 
������� �������� �����
�������� ��	���������
���� ��������%� 8����� #�� ��	�� �������
samo o Newtonovom obliku interpolacijskog polinoma jer je on interesantan za 
������	������������ �������	���������
�
"��
�����	��������!	�	�% 

 

4.1 Newtonov interpolacijski polinom  
 
.�Q	����� ������ 
�� ������� ��� �������� �����������%� 2�� 	����� (x0, f(x0)) i (x1, f(x1)) se 
definiraju razlike diferencija funkcije f kao [L12] 
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&��������������������������
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Iz Lagrangeovog polinoma, koji ovdje nije prikazan, dobije se Newtonov 
interpolacijski polinom koji ima oblik s razlikama diferencija i on glasi: 
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� ���eva 
odnosno desna za neku udaljenost h (ekvidistantne su) tada se interpolacijski 
����������"������
�	��������#
����������������������������������	�����% 

 

4.1.1 Interpolacija naprijed  
 
Ako postoji neki valni oblik i njegova vrijednost fk=f(xk)� 	���� ��� ���
#�� �����
��	��
vrijednost fk+1=f(xk+h)���������� ���	������
��������
�����������������"����@%O����	�����

�����#�������/ 
 
 kkk Efhxff =+=+ )(1  (4.8) 
 
Isto tako je i vrijednost funkcije na mjestu x=xk+ph jednaka vrijednosti na mjestu xk 
pomaknutoj za interval koji je jednak p puta interval uzimanja uzoraka h� ��� �����
proizlazi 
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gdje n predstavlja red polinoma. Ako se pretpostavi da je p jednak nekom r za kojeg 
vrijedi 0*�*%, tada je fk+p=fk+r jednako vrijednosti funkcije na mjestu (argument) xk+rh i 
iz toga slijedi: 
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R�����"����L%*@��
�������=������-Newtonov interpolacijski polinom naprijed i on se 
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 kkrk frff ∆+≈+ , gdje je k=3 i r=0.5 (4.14) 
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Ako se sada sve vrijednosti iz tablice 3-1 uvrste u gore navedenu formulu (sada je 
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4.1.2 Interpolacija nazad 
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Za razliku diferencija drugog reda dobiva se 
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Ako se tako nastavi dalje dolazi se do Newtonovog interpolacijskog polinoma 
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analogno formuli (4.13) sada dobiva 
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Ako se sada u formuli (4.7) krene od xN do x0 tada se dobiva 
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Ako se u gornju formulu uvrsti izraz (4.20) i to za r=1,2,...,n tada  slijedi 
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=������ ������"��� �L%4@�� 
�� �����=������-Newtonov interpolacijski polinom nazad. 
8��� ������"��� 	������� 
�
"�� ��� !	�� 	������� ������������ ������cije nekog mjerenog 
valnog oblika (signala). 
 

4.1.3 Centralna interpolacija 
 
Postoje mnoge verzije centralnog interpolacijskog polinoma koje se mogu dobiti iz 
���	����������������������
������%�8�����#����	�����������
���������%�'�������.�Q	��-
Gaussova interpolacijska formula naprijed i ona glasi [L7]: 
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Druga je Newton-Gaussova interpolacijska formula nazad i ona glasi [L7]: 
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nekog mjerenog valnog oblika. To se m�"�� ��������	������
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���� ����
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dakle interpolacijski polinom naprijed, koji glasi  
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Ako se sada formula (5.1) derivira po r���������
��
�����#�/ 
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Ponovnim deriviranjem po r dobiva se: 
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�	������fk, xk��
����"������	������
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	����������r=0 pa tada slijedi da je 
prva derivacija 
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Isto tako kao što� 
�� ��
	
����� 
�� ����
���� �L%*@�� ��"�� 
�� �� ��
	
��	�� 
��
interpolacijskim polinomom nazad (4.23) koji se derivira po s pa se dobije: 
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Druga derivacija glasi 
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Ako se sada postavi da je s=0, dolazi se do izraza: 
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interpolacijske formule iz kojih se tada isto dobiju izrazi za procjenu derivacije 
mjerenog valnog oblika. 
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pokuša odrediti derivacija signala. Ako, na primjer, postoje dva izmjerena uzorka 
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kada je izmjeren drugi uzorak, tada se postupa tako da se pretpostavi da je zadnji od 
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R�����"����F%*F�����������������������"�
���������
	���
��������acije mjerenog valnog 
oblika u trenutku k, odnosno trenutku kada je izmjeren drugi od tri uzorka. 
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6.1 Newton-Cotesove formule 
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gdje je g(x) funkcija kojom se aproksimira nepoznata funkcija f(x), a R(f) je pogreška. 
Neka g(x) bude Lagrangeov interpolacijski polinom koji glasi [L12] 
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i za kojeg vrijedi Ln(xi)=f(xi)=yi�� �D7�� *�� 4�� B�� �%� 1�� ������"��� �I%*�� �� �I%4��� 
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gdje je 
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Valja primijetiti kako Ai ne ovisi o funkciji f(x). Neka sada granice integriranja budu 
����� �� ������� ���������� 	������ �DA0 i b=xn, i ako postoji jednolik (ekvidistantan) 
����������
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=−= , ihxxi += 0 , ( )ii xfy = , i=0, 1, …, n 

 
Ako se uvede novi parametar t za kojeg vrijedi 
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Valja naglasiti da i ide od 0 do n. Ako se sada uvede nova vrijednost Hi, tada se 
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Hi se nazivaju Cotesovi koeficijenti a formula (6.11) se zove Newton-Cotesova 
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Iz formule (6.14) se dobije trapezna formula, što je u biti primjena osnovne trapezne 
formule po dijelovima. Ona glasi 
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gdje su 
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ovdje nisu navedene jer se ne koriste u ovom radu. 
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poslovnim i drugim problemima gdje je potrebno analizirati dobivene mjerne podatke. 
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����opisa izmjerenih 
podataka. Ovdje su navedeni neki: 
 
Linearni opis: ii xaay 10 +=  (7.1) 
 
Eksponencijalni opis: ixa

i eay 1
0=  (7.2) 

 
Generalni polinomski opis: �+++= iii xaxaay 2

210  (7.3) 
 
Generalni linearni opis: �+++= )()( 22110 iii xfaxfaay  (7.4) 
 
Nelinearni Levenberg-Marquardtov opis: ),,,,( 210 �aaaxfy ii =  (7.5) 
 
Generalni linearni opis (7.4) se naziva linearnim jer je yi  linearna kombinacija 
parametara a0, a1, a2,.... Stoga je, na primjer, y=a0+a1*sin(x) ili y=a0+a1/x� 	�������
linearan opis jer je y u linearnoj ovisnosti s parametrima a0 i a1. Iz toga slijedi da su 
svi polinomski opisi uvijek linearni. S druge strane, postoji nelinearni Levenberg-
Marquardtov opis (7.5) gdje nije potrebno da su parametri ax u linearnoj ovisnosti o y. 
Levenberg-?��J
���	��� ���
� 
�� ��"�� ����
	�	�� ��� ��������� �� ����������� ����
����� ���
gotovo uvijek se koristi za nelinearne krivulje jer je generalni polinomski opis (7.3) 
bolji za linearni prikaz krivulja. Levenberg-Marquardtov opis ne garanti���
������	�����
rezultate pa ih je uvijek potrebno provjeriti [L5]. 
 

7.1 Metoda najmanjih kvadrata 
 
Iz prethodnog poglavlja je vidljivo da je u biti potrebno odrediti koeficijente krivulje koji bi 
najbolje opisivali mjerene rezultate. Glavni algoritam koji se koristi kako bi se to postiglo je 
algoritam najmanjih kvadrata. Neka  postoji N� ��������� � 	������ ����� 

� �����������
parovima brojeva: 
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gdje je xi�������
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	������������i-tog uzorka, a yi je zavisna 
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	� 
� i-tom trenutku. U digitalnoj zaštiti je 
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���������� ����
�� ��� 
�� �������� ���������� ���%� ������� ������ �
�����
� 
�� 
������� 
�
��
���	���� 	���
����� 
� ������
� ��� 
�� ��������
� ��������
	� ��"�� 
��	��	�� ���
����
va������������	���
	�����������	����������
	����������������
������������
����"��
��	��	��
�����
��������������%�0����������������	�� �
�����
�
�A�������#��������������
�	�� ����������
valni oblik tako da vrijedi 
 
 ( )ii xuy ≈ ,      i=1,2,...,N (7.7) 
 
&��� �
������� ����� ��� ��������� ���
���� ������ ������ ���
�� �� �������� ��������%� ,� ��#����
���������
��������
��


��#
�
���!	�	�������!#��
������
	�������������������
������
�
(7.3) oblika 
 
 m

m xaxaxaau ++++= �
2

210      (m<N) (7.8) 
 
Kako bi se u potpunosti definirala funkcija potrebno je odrediti vrijednosti konstanti ax 
tako da opisna funkcija najbolje odgovara izmjerenim rezultatima. Kriterij koji se 
�����!#�� ����
	�� ����� ��� 
�� ������� ��������� ������������ �� 	������ ��� 

��� ������	��

�������
	�� ��������� � 	������ ��� ����
���� ������ 
�� "���� �����
�����	�� ���������� ������
oblik (7.8) bude minimalna. Upravo to je metoda najmanjih kvadrata. Kada se govori 
�� 
�������
	�� ��
��� 
�� ��� ���	�����
� 
�������
	� �����
� ���������� 	����� yi i 
�����
��������	������������
����u(xi) kao što je i prikazano na slici 7-1.  
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Slika 7-1 Metoda najmanjih kvadrata 

3��	�������
�������
	�	������������
��������
� 
 
 )( iii xuy −=ε  (7.9) 
 
Suma kvadrata udaljenosti 
�� �	�������������� 
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Uvjet da S��
���������������
	�"����	�������
��S parcijalno derivira za svaki ak i 
	����
��	������������
��
���������� 
 

 0=
∂
∂

ka

S
 (k=0, 1, 2, ..., m) (7.11) 
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&�����


	���������"��������
����	������iješiti kako bi se dobili koeficijente a0, a1, ..., 
am. 

�������������������
	��������������	��������������
� 
 

x -1.0 -0.1 0.2 1.0 
y 1.0 1.099 0.808 1.0 

 
�������
��"��������#
���	������������ �������	�������
�����	���������������� 
 
 xaau 10 +=  (7.14) 
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$������
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N=4 
                                        1.012.01.01∑ =++−−=ix  (7.16) 

                                        25.0)1()2.0()1.0()1(
22222 =++−+−=∑ ix  (7.17) 

                                        ∑ =+++= 907.31808.0099.11iy  (7.18) 

                                        ∑ = 0517.0ii yx  (7.19) 

 
���� 
�� 	�� ���
	��	�� 
��
	�� 
� ��	���
� �G%*F�� 	���� ��� ���
#�� �����
��	�� ��������
	��
parametara a0 i a1 koje iznose: 
 

9773.00 =a         0224.01 −=a  
 
Iz toga slijedi jedn��"���������������������������

����������������������������
�/ 
 
 xu 0224.09773.0 −=  (7.20) 
 
U gore provedenoj analizi se pošlo od pretpostavke da varijabla y ovisi samo o 
varijabli x%�,���#���	���
�
���
�y���"�����
�	������!��������������������
���� �ednoj. 
'����������	�����
�
�����������
	����	����������
���	������


	���
�������������
���������
va, ovisi o strujama u sve tri faze ia, ib i ic%�0	�������������������va trebaju struje u sve 
tri faze koje se dobiju mjerenjem. Slijedi da je napon va funkcija va=f(ia, ib, ic). Stoga je 

����� ���������� ������ �������� 
� ����������� 
	�
����� ����#
� 
�
��� ��������� �
	������(ia1, ib1, ic1, va1), (ia2, ib2, ic2, va2), ..., (iaN, ibN, icN, vaN). Ako postoji funkcija od z 
���������������
�
��	��������������������(x11, x21, x31, ..., xz1, y1), (x12, x22, x32, ..., xz2, 
y2), ..., (x1N, x2N, x3N, ..., xzN, yN). .��������������������������	�� �����	������������ �
������	�����
����������������������������
���������
% 
 

7.2 Primjene funkcijskog opisa izmjerenih podataka  
 
Primjene s
��������������� �#����	����������������"����%�&��

�()*@+/ 

• <������������ ��������� � 	������ ����� 

� ��
	���� ����� ����� � ���!���� ����%�
šum). 

• '��
��������� 	�����������

�
�� � ���
������������%������� ���� 	��� 	�������
���
uspjeli izmjeriti zbog neke greške u opremi. 

• 1�	���������������
��������������������
	���
������������
�������� �	������
!	���������
��������������������
�����������������	������������������% 

• Ekstrapolacija odnosno procjena vrijednosti funkcije (valnog oblika) u 
	��������������

�������������������
�������������"�������������	����������
	��
funkcije prije ili poslije mjerenja). 

• ����������������	������
������%�����
��	��"�������������
�����������	�������
	���� � ��� ���
#�� ���������� ��
���	��� ��������
	�� �����
�����	�� 
��� ���
primjer, polinomom (7.3) koji se tada derivira kao i svaka druga funkcija. 

• 1�	���������� ����	������ 
������� ���� 
�� "���� ������� ��#�� ����!��
� �
����
krivulje kada postoje samo izmjerene diskretne vrijednosti. 

• ���������� 
������ �
	����� ������ �����	�� ����#
� ��
���	�� � ��������� �
�����������zine (prva derivacija) ili akceleracije (druga derivacija). 
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8 FOURIEROVA ANALIZA 
 
U poglavlju 8 Fourierova analiza se govori o Fourierovom redu i rastavu signala na 
/��������
 ����
 ��
 �
 /���������	
 ����������"�	�
 ��	�
 ���!�
 ��
 �����"����	�
 �������
 ��

vremenske domene u frekvencijsku domenu. 

Kada se mjeri neki signal tada se to radi u vremenskoj domeni, odnosno mjeri se 
�����	
���
�������
�����������������
���� ��	��������������
�� ��!��������
� ��	�������

�������� 
������%� ���� 
�������� ������ 
� 
	������� 
� ���
� ����#
� �
����
����� �����
oblik signala koji se vidi na ekranu predstavlja oblik signala napona u vremenskoj 
������%� ��
���� ���������� ���	�� 
�� ��������� ������� 
������� ����� �������� �
� �����

�
���
����	��
��

�����%�1����������������
���������
���
�����
�
�������skoj domeni 
su maksimalna amplituda, nul-	������ ������� ��������� 
������� 
� ������
�� ��������
����������	���������
��
����������
!���	�%�.��
������
���"������
�������
���������������
��� ���� � 
�� ��"�� ��#�� 	��� ����� 
�� 
������ �������� ��� ������
��� ������� 
�
frekve����
�
������
%�-���������
�������������	�������������������
����������������
su vidljive frekvencijske komponente mjerenog signala i njihove amplitude. Taj prikaz 
���������� ��� -�
��������� 	�������� ����� ��"�� ��� 
�� 
����� ������ ������ 
� ������
����
���������"���������	�� ����

���
��

�� �� ��
��

�������"��� �
������� 	�"��
����
���	������()*L+%�&����
	����������������"����	�����������
����������
�����������	�������
je na osi y vrijednost amplitude, a na osi x fazna vrijednost svake komponente 
signala. Sve je mnogo jasnije ako se pogleda slika 8-1 [L15]. 
 

 
Slika 8-1 Prikaz signala u vremenskoj i frekvencijskoj domeni 

 
.��
���������������������������������������������
���������������
#��
��

��������������� �
amplituda i faza. Slika 8-1 prikazuje originalni valni oblik nazvan suma i signale 
raznih frekvencija od kojih je on sastavljen. Osnovna frekvencija je f0, drugi harmonik 
��������������
�4�7����	��#�� ����������������������
�@�7%�.������
	�������������	���
valni oblik generiran. Ako se sada izmjeri takav valni oblik i zatim ga se rastavi na 
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�
������ ��������	�� �� ��� ����
� �����"�� �����	
��� �� ������������ �������� �
���������	��� 	���� 
�� ��������� 
� ����������
���� ������� �������� 
������%�.����� ���
koji se signal rastavlja na osnovne komponente je upravo Fourierova analiza. Sada 
#��
�������"������
��	��-�
���������������% 
 

8.1 Fourierov red 

8.1.1 Trigonometrijski oblik 
 
0�����������������
�������f(t)�
����"���������	������#
�-�
����������������
���	�� �
 ���������� ���������	����������������ekvencije) oblika [L16] 
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a
tf ωω  (8.1) 

 
gdje je �0 osnovna kutna frekvencija koja iznosi 
 

 
T

f
ππω 2

2 00 ==  (8.2) 

 
T je period osnovne komponente, ��0  je n-ti harmonik kutne frekvencije i t je 
����������������������
�����"�������	�enutak u vremenu. 

2�������
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�����
� ��	��������
��
�����
�������!#����������
����������������������	��
a0, a1, b1, ..., an, bn se mogu odrediti iz izraza (8.3-8.5) 
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istih frekvencija. Tada se piše 
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gdje je  
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8.1.2 Kompleksni oblik 
 
$���� �
	�� ��� ��"������ ���	�� ������"�
� �E%*�� 
� �������
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� ����� ���� ������
������"����E%E������	�
���������������	���������"����E%*� 
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Iz poglavlja 8.1.1 i 8.1.2 je vidljivo����������
����������������
�����	�
����	�����������
���������
��
�����
���	�����
#���������	������������������	�/ 

1. u vremenskoj domeni gdje je promjena funkcije u vremenu opisana nekom 
������"�������������������
�����
���	� 

2. u frekvencijskoj domeni gdje je f
���������	����������������#
�������������	
���	� �
faza, odnosno amplituda i pojedinih sinusoidalnih komponenata frekvencija ��0 
(n=1, 2, ...) koje tvore valni oblik funkcije f(t). Prikaz u frekvencijskoj domeni se 
��
	�"��	�������
�����������
�-�
��������koeficijenti, bilo (an, bn), (An�
�n) ili nF . 

 

8.2 Fourierova transformacija 
 
'��������������
������������������������
���������"���������	������#
�-�
���������
����%�.��
�����
��
����
	���������
���������������
������%�&���������	����	����u zaštiti 
gdje pri raznim manipulacijama u postrojenjima postoje razne prijelazne pojave. Iz 
	��� �������� ��� ��	��������#�� �������	�� �� �����������
� �
�����
� ����#
� -�
���������
����%�'����!	��	�����
����	�� ���	�����
����������������
������������	��������
���ija s 
���������&������������������
���������� ∞→T ). Slijedi da je 
 
 )(lim)( tftf pT ∞→=  (8.11) 

 
gdje je fp(t)� ������� �
������� ����� 
�� ��������� ������ ���	��
	��������� ��
���������
vremenskog trenutka. Ako se pretpostavi da su Fourierovi koeficijenti nF  funkcije fp(t) 
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poznati, tada se fp(t)���"�������
��	������
��������"����E%*7��
��
	��
��E%E�%�����
��
još pretpostavi da je t1=T/2, tada se dobije 
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Ako se pusti da ∞→T �	����������
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1. osnovna frekvencija 0
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0 →== ωπω d
T

 i ωω =0n  

2. potrebno je bezbroj harmonika koji su razmaknuti za 0→ωd  kako bi se 
����#
� ��� � 
��"�la funkcija f(t). U biti je vremenska funkcija predstavljena 
���	��
������� 
���	���� ������������ ���

����� �������
	��� ��
��������
malim frekvencijskim pomakom ωd . 
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odnosno 
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)(  (8.15) 

 
1����������
���������
���������
�������"����E%*F������
�����������������������!��
����� 
 

 ∫
∞

∞−

−= dtetfF tjωω )()(  (8.16) 

 
Funkcija frekvencije )(ωF  se zove Fourierova transformacija funkcije f(t). U odnosu 
na Fourierovu transformaciju funkcija f(t)�
����"����
�	������()*G+ 
 

 ∫
∞

∞−

= ωω
π

ω deFtf tj)(
2

1
)(  (8.17) 
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9���� ������������������ �
������� 
����"���������	�� ���	��
������� ����������
����
���	����
)(ωF �����#
�������"����E%*I�%�'���#
����������-�
��������	���
����������
��	�������

��"�������#���������������
����������
�������
�
������
% 
 

8.3 Fourier u diskretnom obliku 
 
$���!	��
���������������"����E%E�����������-�
����������������	������
	���������������ki 
kontinuirani vremenski signal x(t)�������������������
�����#��	���
���	��()*E��)*O+/ 

1. ∫ ∞<
0

)(
T

dttx  

2. x(t)� ���� �������� ����� ���
��
��� �� �����
��� ��� ����� ������ ���������
vremenskom intervalu, i 

3. x(t) ���� �������� ����� ��
���	��
�	�	�� ��� ����� ������ ��emenskom intervalu 
����������
�������
���	��
�	�	�	�������������� 

R�����"��� �E%*I�� ��������� -�
������
� 	���
��������
� ��� ��	������
	����� �� ������������
kontinuirani vremenski signal x(t)�� ����� 	������� ������������ ������� 	��� 
���	�� 
� 	���

razlikom da granice integracije iznose ∞<∫
∞

∞−
dttx )( .  

Ako mjereni signal nema neki funkcijski opis, jer ga se mjeri digitalno pa stoga postoji 

������
���	���������
����������������
	��
�������
�����������	����������������� 	���������
���
#�� ����
	�	�� ������"��� �E%E� i (8.16) u obliku kakvom su zadane jer je za njihovo 
����!	�������	�������
�����
������
�
����������	���������
	
���%�R������������������������
��
��������
�
"�	�� ��� 	������
���
�����
������!�� ����������
����������#
�������	����������� �
kvadrata (poglavlje�G��!	�����������������������
��
������"�������������	���������������������
�������� ��� 	������ ��� 	��������
����� 	�����%�&������	�������������� ����"����
�����	������
��!	�	������� �����	�������
��!	�������� ���
��������������
������������������
����#�����
infor������� �� 
�����
� ���������� � 	�����%�C��!����� ����� 
�� �
��� ��� ��
���	���-�
��������
	���
�����������������������������������"�����E%*E�������	������
	��������������������
���	���

vremenski signal x[n], koji zadovoljava uvjet [ ]∑
−

=

∞<
1

0

N

n

nx , gdje je N period signala (broj 
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, k=0...N-1           (8.18) 

 
 
 

 
Slika 8-2 Odnos broja uzoraka u vremenskoj i frekvencijskoj domeni 



  8. FOURIEROVA ANALIZA 

 53 

Ako postoji N izmjerenih uzoraka nekog signala i na te uzorke se primijeni diskretna 
Fourierova transformacija (DFT), rezultat je isto signal od N uzoraka ali u 
����������
��������
��
�()47+%�&��������
���
�����E-2.  

0���� #�� ��	�� �����"�� ����!����� ����
� �����
�N uzoraka u vremenskoj domeni i N 
uzoraka u frekvencijskoj domeni. Ako se uzorci signala uzimaju mjerenjem i to nekom 
frekvencijom fs� �K���� 	���� ������
��� ��	������ ���
� 


������� 
�������� ���	������
uzimanja uzoraka) �� iznosi 
 

 
sf

t
1=∆  (8.19) 

 
DFT je zadana ������"�����E%*E�%�����
������
�����������������N uzoraka rezultat 
je prikaz signala x[i] u frekvencijskoj domeni. Valja primijetiti da signal u vremenskoj 
domeni x i signal u frekvencijskoj domeni X imaju ukupno N� 	�����%� ���������
vremenskom razmaku �� iz���
� 


����� � 	������ 
� ������
���� ������� 	���� �� 
�
����������
�������������
	����������������
�


����� �	���������������
� 
 

 
tNN

f
f s

∆
==∆ 1

 (8.20) 

 
��� 
�� ��!� ������� �� ����������
��� �����
����� ()47+%� ���� 
�� "���� ����#�	�� ����������
�
�
rezoluciju (manji ���������
������#�	�����������
�������N (s time da je fs konstantan) ili 
smanjiti frekvenciju uzimanja uzoraka fs (tada N mora biti konstantan). 

'��	��
	������ ��� 

� ���������� ��	���� 
������ �
	�
�������� 
������� ��5�� ����� ����
konstantnu amplitudu od +1V (slika 8-3). 
 

�������

�
�
�
��	


�
�

*�3
A(*+A(7+ A(4+ A(@+

 
Slika 8-3 Uzorci DC signala 

&������� ������ ���	��
	���	�� ��� ��� x[0]� �5� ��������
	� ����
��� ���
������ ��������
	�

������%�$�
�����#����	������������	������������������ojima odgovara N uzoraka DFT-
�%�����������������

���	����
������
���������������
	� 
 
 x[0]=x[1]=x[2]=x[3]=1 (8.21) 
 
,������#�������"����E%*E����<
��������������
	����������
� 
 
 )sin()cos( Θ−Θ=Θ− je j  (8.22) 
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 ( ) 011 =+−−= jj  (8.24) 
 

[ ] [ ] [ ] ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )( ) [ ] ( ) ( )( ) =−+−+−+= ππππππ 3sin3cos32sin2cos2sincos102 jxjxjxxX  
 
 ( ) 01111 =−+−=  (8.25) 
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 [ ] ( ) 011
2

9
sin

2

9
cos3 =+−−=










−





+ jjjx

ππ
 (8.26) 

Osim DC (istosmjerne) komponente X[0], sve su ostale vrijednosti jednake nuli, što je 
�����������%����� �����
��	����������
	�X[0] ovisi o broju uzoraka N. Izmjerena su bila 
��	���� 
������.DL� ��� ���P(7+� �
���� L%���� ��� ����� ��
�	� 
��������.D*7�� 	���� ��� P(7+�
�
����*7%�8��
��
	�P(�+���.�
��	����������������������
�� �����������
�� ��omponenata 
pa je potrebno rezultate koji su dobiveni iz DFT-a podijeliti sa N kako bi se dobile 
	����������	
�������������
�� ����������	�% 

Kao što se vidi iz N uzoraka mjerenog signala, dobije se i N uzoraka DFT-a. 
Odnosno broj uzoraka koji predstavljaju signal u vremenskoj i frekvencijskoj domeni 
���������%�1��������"����E%*E�����������������������������������	�������� ���
������
������
A(�+� ������� ���� �������
���� �������� 
������ P(�+� ��� 
������ �������
��� ����� 
�� ��"��
dogoditi da je imaginarni dio jednak nuli. Iz toga slijedi da kada se nad nekim 
signalom provede DFT dobiju se dvije informacije i to o amplitudi i fazi. Izlazi da je za 
������� 
������ 
������� ���� �������� ���������� ������ ��� 
�����
� ����� ��������� �� ��	���
!�����
����
�������-&�
���	��������	��
��
�����#���
���
	����/ 
 
 [ ] [ ]kNXkX −=  (8.27) 

 
i 
 
 [ ] [ ])()( kNXfazakXfaza −−=  (8.28) 
 
1�����������
�
"��������
�	��
���	������E%4G�����E%4E��

�������
���	�������������	
�
�P(�+�
i neparna simetrija za fazu (X[k]). Parna simetrija signala je ona gdje je signal 

���	�������������
������� �����������
���	�����
���������������� ���
������
���	������
����	������
 ���!	�%�&������������������
�����E-4. 
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Slika 8-4 Parna i neparna simetrija 

'�
��������	��
���	��������	�����
�
�����
����.�	������������������������-&����
	����
������������ �����������%� 2���� 	��� ������������ ������������ ��	������ ��� �����
��	�� ��
�������	������#
��-&-a samo pola uzoraka mjerenog signala jer se druga polovica 
��"�� ���iti iz prije navedenog ponavljanja. Ako je pak ulazni signal kompleksan, 
	��������-&���
���	��������	����
�������"����
�
"�	�������	������()4*+% 
 

8.3.1 �������������
��1���
��2�
�1
�����
�����	� 
 
Ako je vremenski interval skupljanja uzoraka signala �� sekundi i ako je prvi uzorak 
(k=0) u trenutku t=0, tada se k-ti (k>0, k je int.) uzorak signala javlja u trenutku ��� 
sekundi. Isto tako ako je frekvencijska rezolucija (8.20) ��
Hz tada k-ti uzorak DFT-a 
nastupa u trenutku frekvencije ���%�$���!	��#��

�������	����pokazano, to vrijedi samo 
za polovicu frekvencijskih komponenata dok drugu polovicu predstavljaju negativne 
��������	�%�8��
����� 	������� ��� ��������
�������.������� ���������������
	���	�#�� ��
�������	�� ��	�����	������ ������������ ����� ��������� �-tom uzorku DFT-a. Ako se 
���	��
	����������.������������������D.:4��	����
����"��
�
	���	��	�������E-1 u kojoj je 
N=8, a samim time je p=4 

Tablica 8-1. Tablica frekvencijskog razmaka za paran broj uzoraka 

X[0] DC 
X[1] �� 
X[2] 4�� 
X[3] @�� 
X[4] L����.�J
�
	-ova frekv) 
X[5] -@�� 
X[6] -4�� 
X[7] -�� 

 
Valja primijetiti kako p-ti element X[p] odgovara Nyquistovoj frekvenciji. Negativne 
������������ 
�� ������� ���� .�J
�
	���� �����������%� &������� ������ �������	�	�� ��� P(*+� i 
P(G+� ����
� �
	�������	
����P(4+� ��P(I+� 	������� ����
� �
	�������	
������P(@+� ��P(F+� �
	��
tako. Razlika je u tome što X[1], X[2] i X[3] spadaju u pozitivne frekvencijske 
komponente, dok X[5], X[6] i X[7] spadaju u negativne frekvencijske komponente. Na 
slici 8-5 je prikazan i graf koji odgovara tablici 8-1. 

Takav prikaz, gdje se vide pozitivne i negativne frekvencije, se naziva dvostrana 
transformacija. 
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Slika 8-5 Prikaz signala u frekvencijskoj domeni za paran broj uzoraka 

Ako se pak uzme da je N neparan tada ne postoji komponenta koja odgovara 
Nyquistovoj frekvenciji. Neka je na primjer N =7, p=(N-1)/2=3 i tada slijedi 

Tablica 8-2. Tablica frekvencijskog razmaka za neparan broj uzoraka 

X[0] DC 
X[1] �� 
X[2] 4�� 
X[3] @�� 
X[4] -@��� 
X[5] -4�� 
X[6] -�� 

 
Slika 8-6 prikazuje tablicu 8-2. 
 

 
Slika 8-6 Prikaz signala u frekvencijskoj domeni za neparan broj uzoraka 
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To� ��� 	������� ���
	����� 	���
����������� ���� 
�� �������
� ����	����� �� ����	�����
frekvencijske komponente. 
 

8.3.2 Brza Fourierova transformacija (FFT) 
 
'���������-&�
�����
�����.�
��������� 	������������"���.2 kompleksnih operacija i 
vremenski je vrlo zahtjevna [L20]. No kada broj uzoraka zadovoljava uvjet 
 
 mN 2=  za m=1, 2, 3, ... (8.29) 
 
��"��
�����
��	���-&�
��������"���Nlog2(N)����������%�2����	���� ������
�������-&�
��������"����	��
��	����������������-�
��������	���
��������������--&%�--&��������šta 
��
�������������������	���������
�������-&��������������������
���	��E%4O�% 

--&� ��� ����
#
��� 
���� ����� ���
������ ����� �� �����
����� ����!	����� ���������
���
����� ���� ��

� ��	������ �bufferi� (dodatna memorija) u koje se spremaju 
���
���
�	�	��!	��
�������aju ako se koristi DFT. 
 

8.3.3 Dodavanje nula  
 
������
	����.���������� �	�����������
��"��������

	�	�������--&�������	����������� �
toliko da ne zadovoljavaju uvjet (8.29), tada se koristi tehnika dodavanja nula kako bi 
se došli do N koji zadovoljava uvjet (8.29). Ako, na primjer, postoji 10 uzoraka signala 
��"��
������	�� ��!�!�
	�	�����������
�������
���
��%�&����
����
�����
�
���������
���*I�	�������44=16) i samim time se zadovolji uvjet (8.29) [L20]. To je prikazano na 
slici 8-7. 
 

 
Slika 8-7 Dodavanje nula 

���������� 	������ 
�� ��������
	�� �
��� ��� ����� ����������� 
������� 
� ������
����
����������
	���������������
�������
�����������
����������%�8
���!	�������������
���
����
#
�������!	�����--&�������	������!�
��������#ava frekvencijska rezolucija (8.20) 
����
������#��������	������.% 
 

8.3.4 Primjer diskretne Fourierove analize 
 
U poglavlju 8.3 su objašnene osnove Fourierove analize u diskretnom obliku. Kako 
cilj ovog rada nije dokazivanje i izvod navedenih pretpostavki (vidi literaturu) nego 
����	��������������	������������������������������-&-a u LabVIEW programu. Primjer 
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se sastoji u tome da se odaberu amplitude dviju sinusoida i njihove frekvencije te ih 
potom program sumira i dobije se jedan valni oblik koji je u biti izobl������
��

����%�
Ako se, na primjer, odabere frekvencija za prvu sinusoidu 50 Hz, a za drugu 150 Hz 
	����������
	�
����������������������
��
�
	���������������	��#��� �����������������������
na gornjem grafu u programu. Valja napomenuti da taj signal simulira snimljeni valni 
����������#
�����������	������
���������
�����	�������
���
���	���������
��!	��������
��� ���
����� ��� ���� ��� ��� 	�� 
��

��� ������ ������ ��#� ���� 
���� ��������� 	����� �����
���

�
� 	��� ������ ������ 
� 	����� ���������� ������
���� 	���
����%� ���� 
�� sada 

���������	���������

	��������-&�������	����������
���������
�������
�����������
����
domeni. To je i prikazano na donjem grafu u programu. Na njemu je na osi y 
prikazana amplituda pojedinih harmonika, a na osi x je prikazana osnovna frekvencija 
tih h��������%�3������������	�	�������!	��������������
���������
�E%@%@�����
������#����
����������
��������
���������
������#���������	������.%�<���	�	�������	������
���������

��� ������ �� ������ ����������
���� �
�����%� '��� ����!	���
� ��������� 	������� ������
obrati	����"��
����.�J
�
	��
�����������
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8.3.5 ��3���� 
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�������� � 
������%� --&� ����� ����������
��� 
���"��� 
����la kroz cijelo vrijeme 
dok je signal bio prikupljan. Iz tog razloga se ona koristi za analizu 
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��� ��������	�� ��� ��������
�
����������������������%�3�#�������������
�����
� 	
���	������
%�����
��������
frekvencija� 
������� ����� 
�� ��������� �������� 	������� ����
�������� 
��������
��	������ ��� ����
	�	�� ������	��� ��� ���������
� ������
��-frekvencijsku analizu 
(JFTA algoritmi) [L22]. 
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9 UOKVIRIVANJE SIGNALA 
 
U poglavlju 9 Uokvirivanje signala
 ��
 ������
 �
 ������
 ��
 ��	�
 ��
 ��!�
 ����	�����

"����	�
 �������"�	�
 �����
 
��
 	�
 ���	�����
 ������
 ��������
 ��
 ���������
 �

frekvencijsku domenu. 

,� 
	������� 
�	
�������� ��������� ������ 
�������� ������� 
�� 
������ �������� �����
izmjerenih uzoraka tog signala. Kada se koristi algoritam za diskretnu Fourierovu 
transformaciju za analizu signala u frekvencijskoj domeni, tada se polazi od 
pretpostavke (algoritam radi na toj pretpostavci) da snimljeni signal u vremenskoj 
�����������
	�������������������
������������
���������������������%�����
������
	�ji 
snimljeni signal sa cjelobrojnim brojem perioda tog signala (na primjer 3T), tada DFT 
������	��� ����� 	���
� 
���
� 
������� 
� ����������
��������
��
%�.��� ��������� ��
	��
�
ako to nije tako, odnosno ako postoji snimljen necjelobrojan broj perioda signala (npr. 
4%L&���!	�����
�
	�����
	����	����
��������
�
���%�����
��	����
��	����
���������
�
��������
na slici 9-1. 
 

�������&

��
���	��
�	�	�

 
Slika 9-1 Signal kako ga vidi DFT 

Na slici je prikazan valni oblik ka������������-&%�'�
	����
���������������������������������
����� 
 ��#��� 
� ������
	��� �� �-&� ������	��� 	��� 
��������� ������ ������ ���� !	�� ��� ��#� ��
�������� ���� ������ ������� 
������� 	�� ��� 
	����� ��������� ����� ��� 
	������ �����������
signal (pretpostavka za pravilan rad algoritma), kao što se i vidi na slici 9-1. Rezultat 
snimljenog perioda koji nije cjelobrojan je pojava diskontinuiteta na granici susjednih 
perioda. Ti diskontinuiteti koji u stvarnom signalu ne postoje imaju za posljedicu 

	������������������ �
���ala vrlo visokih frekvencija u frekvencijskoj domeni koje su 
������ ��#�� ���.�J
�
	���� ������������ �� ���� #�� 
�� ����	�� ���� ����
� �����
� 7� �� �s/2. 
0	���� 
���	��� 
������� ����� 
�� ������� ����#
� �-&� ��#�� ����
	�����	�� ������ 
���	���
originalnog signala. Posljedica�	����������#���������
�����������
������������������	��
������� 
�� ������������ 
������� ��

��� ���� ������� ��� �
�
����� ��� 
��������
������� 
����
��
�����������������%�&���
���������������������
���������	
�����
���	��
�	�	������	�#��
��#�� !	�� ��� �����	
��� ��#�% Na slici 9-2 je prikazan sinusni signal i njegova 
Fourierova transformacija. 

.������
�*� ������������
���������
��

���������
�������
����������� �� 	��	�����������
period. Na grafu 2 je prikazan model signala kojeg konstruira DFT algoritam (DFT 
pretpostavlja����
��
�����������������
�������������
	��������������
���������
������
�����#���
	���#���
	���������%�$��
	�
�������������������������
�4������������� � 



  9. UOKVIRIVANJE SIGNALA 

 60 

 
Slika 9-2 Nema curenja frekvencije 

diskontinuiteta je��
���������
������
�������
���"������������������������������������
�
����� 
�
���
�%� -���������
��� ������� 
������� ��� ��	� ��� ����
� @%� 2���� 	���� !	�� �����
��
���	��
�	�	��
�������
������������������
��	���������������
����������
�������(% 

Na slici 9-3 je prik����� 	������� 
��

��� ������ ������ ��� ����� �
	�� ��� 
��������
necjelobrojni broj perioda originalnog signala (1.232T). Signal sa grafa 1 je sada 
rabljen za konstruiranje signala koji koristi DFT i on je prikazan na grafu 2. On sada 
ima diskontinuitete jer nije snimljen cjeli broj perioda signala. Na grafu 3 je sada 
��������� ����������
��� ���
� 
������� �� ����� 
�� � ��� 
�� 
� ����� 
�
���
� ������������
(energija) signala rasula po svim ostalim frekvencijama. To rasipanje se naziva 
curenje frekvencije. 

 

 
Slika 9-3 Javlja se curenje frekvencije 
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R����� ��� ������� 
������������ �
������ ������������ ��� 	��� ��� 
�� 
�
��� ��
��������
������	������
����������� ∞−  do ∞+ ������������
�����������������DFT. No problem je 
��� ��� 	�� �����
#�� ����
	�� 
� 
	�����
	�%� '���	����� ���!����� ��������� ��� ����!	�����
	� �����
������������
������%�'�!	���
���������������������
���������������
���	��
�	�	��
potrebno je nekako smanjiti amplitudu diskontinuiteta. Uokvirivanje signala smanjuje 
�����	
�
���
���	��
�	�	�%�,������������
������� ���
���	�����"�����
�����������������
�������
�������
�����������
�����������������������������������������������	������
i amplituda koja na rubovima polako i postupno prelazi u nulu. Uokviri	��
������������
������ �����"�	�� ��� 
� ������
���� ������� 
�� ������ �
�������� ����� 
�� ��!� ������� ��
�����%�'�!	�� ������"�����
� ������
���� ������� ��������������
����� 
� ����������
����
domeni tada je spektar uokvirenog signala u biti konvolucija spektra originalnog 
signala i spektra funkcije u okviru. Iz toga slijedi da uokvirivanje signala mijenja oblik 

������� 
� ������
���� �������� �� 
	����� �� ��� 
���	��� 
������%� R����� ��� 	� �����
korištenja okvira je prikazana i na slici 9-4. 
 

 
Slika 9-4
�����	
�
��
3��
��
*������
���

����
� 

.��
����� �����������������������
�������������
��"��������

	�	��������-&�������	�������
����������
�������������������������������������������
����
���	��
�	�	�%����
��	��
��������
originalan signa�� 
�� ���"�� 
�� �
�������� ������� �
� ����� ��� 
�
���
� 	�� K���������
okvir) i dobije se uokvireni signal koji sada na rubovima postupno prelazi u nulu. 
Kada se sada takav signal propusti kroz DFT algoritam javlja se gotovo nikakvo ili 
minimalno curenje frekvencije. 
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9.1 Funkcije okvira 
 
'���������
��������������

��������	���������������� �

�()F+/ 

• Definiranje duljine vremena promatranja signala 
• Smanjenje curenja frekvencije 
• C����������� 
������� ���� � �����	
��� ��� 
������� ������ � �����	
��� ����� 

�

frekvencije vrlo blizu jedna druge 

Postoje brojni tipovi funkcija okvira. Ovisno o aplikaciji koja se koristi i o tipu signala 
����� 
������
��� �������	�����
�� ��������� �
������%�C������	�
�������������
����#����	��
navedene funkcije okvira koje se rabe u praksi. 
 

9.1.1 Pravokutni okvir 
 
Vrijednost pravokutne funkcije okvira je jedan kroz cijelo vrijeme trajanja intervala. 
?�	���	�������
����
�������()F+/ 
 
 [ ] 1=nw   za n=0, 1, 2, ..., N-1 (9.1) 
 
��������.��
�������������
�	������%�'��������������
	����
����������������� onoj kada 

��#�� ��� 
��	��������� �����%� 8��� ���� �����#�� ����������
��� �
������ 
� ����

� ���
��
����
�������������%�.�����������������
�	�������
������#
�������"��������	�����
�
�������
� 
������� 
�� "���� �����	��	�� �� 	������� 
�
"�� 
� ��	��	�����
� ���������� �� ���hovih 
harmonika kod strojeva. Na slici 9-5 je prikazana pravokutna funkcija okvira za N=32. 
 

 
Slika 9-5 Pravokutni okvir 

9.1.2 Hanningov okvir 
 
8��������������������
�����������������������
��

����
������%��������an je kao [L5] 
 

 




−=

N

n
nw

π2
cos5.05.0)(   za n=0, 1, 2, ..., N-1 (9.2) 

 
Hanningov okvir je prikazan na slici 9-6 za N=32. 

'�����������
������������������� �������������	���
��
"�������!	��	��������������	�������

������
	��
���#���	��
�� �% 
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Slika 9-6 Hanningov okvir 

9.1.3 Hammingov okvir 
 
8���� ������ ��� ������������� �������� K����������� ������� ��� 
	���� �� ���� 
������ �����%�
Definira se kao [L5] 
 

 




−=

N

n
nw

π2
cos46.054.0)(   za n=0, 1, 2, ..., N-1 (9.3) 

 
Na slici 9-7 je prikazan Hammingov okvir za N=32. 
 

 
Slika 9-7 Hammingov okvir 

K���������� �� K���������� �
������� 

� 
������� ��� K��������� ������ 
� ������
����
domeni ne dolazi na rubovima blizu nule kao što dolazi Hanningov okvir. 
 

9.1.4 Kaiser-Besselov okvir 
 
Kaiser-9�

����� ������ ��� ����
������� ���� ��� ����
���� ��"�� ��������	�� ��������
#��
������	����%�����������
�������������������"�����������	��������������� �� 
����� 	����
���	������	�����������������
������������������"�����%�?�	���	������blik glasi [L5] 
 

 
)(

)1(
)(

0

2
0

β
β
I

aI
nnw

−
=   za n=0, 1, 2, ..., N-1 (9.4) 

 

 
k

kn
a

−= ,   
2

1−= N
k  (9.5) 
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gdje je )(0 •I  modificirana Besselova funkcija nultog reda. Na slici 9-8 je prikazan 
oblik Kaiser-Besselovo��������������������������
	�������	����% 
 

 
Slika 9-8 Kaiser-Besselov okvir 

2������� ��������
	�� ������	����� ������ ��� 
����� ������
	��� ����� ����D7� 	���� ������
������
	���������������
�����#��������������	�����������������������
	�������	�"����
nuli. Ovaj okvir se koristi za otkrivanje dva signala gotovo istih frekvencija ali znatno 
�������	� ������	
��% 
 

9.1.5 Trokutasti okvir 
 
8��������������������	���
	�
	������������������"����()F+ 
 

 
N

Nn
nw

−−= 2
1)(   za n=0, 1, 2, ..., N-1 (9.6) 

 
Na slici 9-9 je prikazan trokutasti okvir za N=32. Trokutasti okvir se koristi za 
����������������
������������������������

����������
���������
����������

������	
���
gotovo jednake. 
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Slika 9-9 Trokutasti okvir 

9.1.6 Flattop okvir 
 
8���� ������ ����� ���	�����
� �����	
�
� 
������� 
� ����

� ��� ��
��� ������%� '���#����
	����
	������	
����
������
���������
������
������
�����	
���������
� ������������
��

���������	����!#
%�-��		������������������������o [L5] 
 

 




+





−=

N

n
a

N

n
aanw

ππ 4
cos

2
cos)( 210   za n=0, 1, 2, ..., N-1 (9.7) 

 
gdje je  
 
a0=0.2810638602, a1=0.5208971735, a2=0.1980389663 
 
Na slici 9-10 je prikazan flattop okvir za N=32. 
 

 
Slika 9-10 Flattop okvir 

Flattop� ������ ��� �������
����� ����� 
�� "���� 	����� �������	�� �����	
�
� ���������
frekvencijske komponente koja ima malo curenje. 
 

9.1.7 Eksponencijalni okvir  
 
Ovaj okvir ima oblik eksponencijalne funkcije koja se prigušuje što se ide dalje po osi 
A����������������"����()5] 
 

 







−







−
⋅

== 11

)ln(

)( N

n

N

fn

fenw   za n=1, 2, 3, ..., N-1 (9.8) 
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����� ��� ������������������
	%�'���	�����������
	�������� ��� ������ ��������� 	�"��������
�
��%� $������� ��������
	� 
�� ��"�� ����
�	�� �����
� ������ �� �
��%� .�� 
����� O-11 je 
prikazan eksponencijalni okvir ���.D@4������������
���������
	�7�*% 
 

 
Slika 9-11 Eksponencijalni okvir 

8�����
������
	��
������������������� ���������
��������������
	�������	��������������������
	���������
"�������	��������������% 
 

9.2 Primjer korištenja okvira 
 
,��������
�8$31C1��)��3��Q��������������
��

���
����������������
����"��������	��
������������%�2�	���
�����
���
���	���
������%�1
	���������
���
	��	���
����������
!	��
������������	��
��
��
����������
�����������
���
���	��%�.���������ma koji prikazuju 
spektar signala je y os prikazana u logaritamskom obliku kako bi se bolje vidjele male 
��������
	�%� 3����� ����	�	�� ��"��
� ����� ��� ��
	���� �
��� ����� �������� 
������� ��� 
��
javljaju diskontinuiteti, te na spektar tog signala prije i poslije uokvirivanja. 
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10 DIGITALNI FILTERI 
 
U poglavlju 10 Digitalni filteri se govori o tome što su to filteri, zatim koja je prednost 
digitalnih filtera nad analognim filterima, a na kraju su dati primjeri raznih digitalnih 
�������
�
������
�	�����
����
���	�� 

10.1 Idealni filteri 
 
-��	�������� ��� �����
� ������ 
�� �������� ����������
��� 
���"��� 
������� �� ��	�
��� 
��

�������
� ��"������� ������������ ��� 
������%� 8��
��� �� ����������
���� ����

� ����� ����
����
!	����������
!
���
����������	����
�����
�
��
	�	�����
�����#��������()23]: 

• Niskopropusni filteri propuštaju niske, a prigušuju visoke frekvencije 
• Visokopropusni filteri propuštaju visoke, a prigušuju niske frekvencije 
• '���
������

������	��������
!	��
��������������
������������ 
• '���
��������

������	��������
!
�
�����������ojas frekvencija 

Idealan frekvencijski odziv filtera je prikazan na slici 10-1. Sa slike se vidi da 
niskopropusni filter propušta frekvencije ispod fc, dok visokopropusni filter propušta  
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Slika 10-1 Idealan frekvencijski odziv raznih tipova filtera 

frekvencije iznad fc%�'���
������

��� ���	�������
!	��
��� ������������ �����
� �c1 i fc2, 
��������
��������

������	�������
!
���
��������������������
��c1 i fc2. Frekvencije fc, 
fc1 i fc2� 
���������
���������� ������������ ���	���� �����������������
� ���	���� � � �����	������
odredi	�%� '���
���� ���	���� ����� ����
!	�� ������������ 
�� ������� ����

��� ����
� ���	���%�
1������� ���	��� ���� ���������� *� �7� �9�� 
� ����

���� ����

� ��� 
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	���� �����	
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���������������
����������
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�
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����
filtera koje� ��� ����
!	�� ������������ ����� 
���� ��#� � � �����
��� �����
!
���%� $���
������� ����	�����������������
�������

��������

����������
���� dB∞− ). Na slici 10-2 
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Slika 10-2
0
������
��
��4�����
�
����
��4����� 

���� ���	��
	������ ��� 
������ 
���"�� ������������ ��� *7�K��� @7�K�� �� F7�K�� 	�� ��� 
��
propusti kroz razne tipove filtera od kojih niskopropusni i visokopropusni imaju 
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����47�K����
40 Hz, tada je ta situacija prikazana na slici 10-3. 
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Slika 10-3 Prolaz signala kroz razne filtere 

10.2 Realni filteri 
 
U stvarnosti situacija nije kao u prethodnom poglavlju kada se govori o propusnom, 
������

��������
��
������������������������%�=��������������������������������!	����
�
������� 	������ ()F�� )I+� ��#� 
������ ��
	���� �������� ����������� ����
���� �����
�
����

���� �� ������

���� ����
�%� ,� 	��� ������������ ����
��
� 
�� ���������� ���	����
postupno mijenja od jedinice (0 dB) do nule (- ∞  dB). Valja naglasiti da je propusni 
����
�����
���������������������������� 0 dB do –@��9�����
������������������"��
��
zahtijevati i da donja granica bude –0.5 dB, -1 dB itd.). 
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,� ������� ��� ������������� ��� ��	������ ��� ���������� 
� ����

���� ����

� �����
odstupa od jedinice. To odstupanje se naziva mreškanje amplitude signala i ono je 
��������
	����������������������������������������������% 

'���
!�����
�������
�������

��������

�
�
	�����
	�������"����	����
����������#�
ima neku minimalnu vrijednost. I mreškanje amplitude i prigušenje se mjere u 
�������������	������#
�
������#������ule: 
 

 





=

)(

)(
log20 0

10 fA

fA
dB

i

 (10.1) 

 
gdje su Ai(f) i A0���������	
����������������������������������
��������	�������%�.�����������
za mreškanje amplitude od –0.02 dB, u propusnom pojasu, slijedi iz formule (10.1) 
 

 9977.010
)(

)( 001.00 == −

fA

fA

i

 (10.2) 

 
��� ���� je vidljivo da je omjer amplituda blizu jedan. Ako u nepropusnom pojasu 
imamo prigušenje od –60 dB, tada se dobiva 
 

 001.010
)(

)( 30 == −

fA

fA

i

 (10.3) 

 
!	�������������������	
�����������
�������	����*777��
	����������������	
������
���
%�
To je prikazano na slici 10-4 (nije u pravom mjerilu !). 
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Slika 10-4
0����1
��1���
�
������
��	���� 

10.3 Prednosti digitalnih filtera nad analognima 
 
Analogni filter ima analogni signal na svom ulazu i izlazu, dakle i ulazni signal x(t) i 
��������
��������	��

��
����������	��
����������������	������
����	����
��������������
vrijednosti. Kod digitalnog prikupljanja signala i ulaz i izlaz iz filtera su dani u 
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�������� 
������� 
�� ������� ��
���
#��
	� 
��	����� ����	���� � ���	���� ���� ����������� ����� �� 	������
� ���
#��
	�
����������������
�����	�����������
�����
������
	%�'�����
	����je imaju digitalni filteri 

�����

�������������
�����	
�
�
�
�����#��/ 

• '����������
�
������#
��������
�������!���������
���
���
	����� �����������
sastaviti i testirati. 

• 2� 	������
� 
���� ���	��	����� ���������� ���"����� �� ���������� ���
��������� ��
stoga ih je lako primijeniti. 

• Stabilni su i predvidljivi (ne mijenjaju se s vremenom i temperaturom). 
• Ne ovise o vlazi i ne zahtijevaju precizne komponente. 
• 1���
�������
������
�����

���������
% 
• Ne pate od grešaka u proizvodnji i ne stare. 

 

10.4 IIR i FIR filteri 
 
Filteri se mogu podijeliti i ovisno o njihovom odzivu na impulsnu pobudu. Impulsna 
pobuda je kada se na ulaz u filter narine impuls za koji vrijedi [L38] 
 
 x[0]=1 i x[i]=0 za svaki i ≠ 0 (10.5) 
 
Odziv na takvu (10.5) pobudu se naziva impulsni odziv i on je prikazan na slici 10-5. 
Fourierova transformacija impulsnog odziva se zove frekvencijski odziv filtera. On 
��"�� ������ #�� ��	�� 
������ ��� �����
� ���	���� ��� �������	�� ������������ ����
��� ��
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��������>���"�������������������������	��������������	�������������% 
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Slika 10-5 Impulsni i frekvencijski odziv filtera 

�������
�
������������	��������������
�
����������������������������
������������
tada se taj filter naziva kon���������	���������-1C����	��� �����	�� ���
�
����
���
��%�����
�������
�
���������������������
������
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�����
	������
��������	����
��	��������	���
���������
�������������11C����	������������	�����
�
����
���
��%������� ������	�����������
������
�����������
��
�����������
���������
�����
�����������
���������	����()F+% 

Glavna razlika FIR i IIR filtera je u tome što izlaz kod FIR filtera ovisi samo o 
trenutnim i prošlim ulaznim vrijednostima, dok kod IIR filtera izlaz ovisi ne samo o 
trenutnim i prošlim ulaznim v�������
	���� ��#� �� �� ���!���� ��������� ��������
	���%�
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'����������	����	�������	����"����	�������	������������
��
#��
%�.�������A(�+���������-
tog proizvoda koji je kupljen, gdje za k vrijedi 
 
 Nk ≤≤1  (10.6) 
 
N je ukupan broj proizvoda koji su kupljeni. Blagajna zbraja cijene svih proizvoda koji 

���
��%�2������(�+��������������������-	�����������������"��
����
�	����� 
 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1321 xkxkxkxkxky ++−+−+−+= �  (10.7) 
 
Ukupan zbroj cijena svih N proizvoda prema (10.7) iznosi y[N]. y[k-1] je zbroj cijena 
do (k-*���������������
��
	����������"�
��*7%G����"����
�	����� 
 
 [ ] [ ] [ ]kxkyky +−= 1  (10.8) 
 
Ako se sada doda 22% PDV-�� ��� 
��� ���������� 	���� ������"��� �*7%G�� �� �*7%E��
poprimaju oblik 
 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]122.1322.1222.1122.122.1 xkxkxkxkxky ++−+−+−+= �  (10.9) 
 
 [ ] [ ] [ ]kxkyky 22.11 +−=  (10.10) 
 
Valja� �������	�	�� ����� 

� ������"��� �*7%O�� �� �*7%*7�� ��	�
��� �
	�� 
� ���
�����
� �����
��������%�C����������
�	����!	��������"����*7%O�����

�������!��������������
����
�
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�
� 
����� � ��������
	�� ���� ������"��� �*7%*7�� ���

��� ���� ��������� ����#
�
ulaznih ali i izl���� � ��������
	�%� R�����"��� �*7%O�� 
�� ������� �����
������� ���� -1C�
������"��������
���*7%*7������������
�����������11C�������"��% 

 

10.4.1 Koeficijenti filtera 
 
,������
��*7%O��
�����
����������"��
�����
	��	������������
��*%44����
������
��*7%*7��
���
	��	�����"�����

�*����������(�-*+���*%44���������A(�+%�&�����
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������������	����������"��
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	���������
�
����������	�� ���������� �� ���� ����� ���"�� �������� ��������
	�� 
�� �������
� ����������	��
nazad. Je����"��� ������� �*7%G��� �*7%E��� �*7%O�� �� �*7%*7�� ����� ���

�
� ���� ���	���� 
��
�������
�������"����������% 

10.4.2 Prednosti i mane FIR i IIR filtera 
 
 
Prednost digitalnih IIR filtera nad FIR filterima je ta da IIR filteri trebaju manji broj 
koeficijenata za izvršenj���
	���������������	�������%�0	����11C����	����������
�����"�������
�� 	������
� ����	�
� �������
� ���� ���
���
� 	���
	��%� .���
	�	��� 11C� ���	���� ��� ������
odziv koji je nelinearan. Ako aplikacija koja se rabi ne zahtijeva informaciju o fazi, 
tada je IIR filter dovoljan. FIR filtere treba koristiti u aplikacijama koje zahtijevaju 
��������� ������ �����%� &������� ������ �������
	�� ��� ��� ����� ���
�������� 
���
	��� 11C�
���	����	�"�����������	�������������	��()F��)4@+% 
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10.5 IIR filteri 
 
11C����	����

�����	��������	���������
��������������������
���
�����������������!��� �������� �
��������
	��������"��� �
�������	�"��
�������	������
�	���
	�����������!�����
�������
��������
	���� 	������� �����"����� 
� ������ 	�"��
���� ���	����%� ���� 
�� 
������
��������
	���������
��A(.], a izlazne sa y[.+�	����
����"������
�	��������"��������������
IIR filter koja glasi 
 

[ ] [ ] [ ] ( )[ ]=−−++−+−+ − 121 1210 yN Niyaiyaiyaiya
y

�  

 [ ] [ ] [ ] ( )[ ]1211 1210 −−++−+−+= − xN Nixbxbixbixb
x

�  (10.11) 
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[ ] [ ] [ ] ( )[ ]+−−−+−−−−= − 121 1210 yN Niyaiyaiyaiya
y

�  

 [ ] [ ] [ ] ( )[ ]1211 1210 −−++−+−++ − xN Nixbxbixbixb
x

�  (10.12) 
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iy  (10.13) 

 
gdje je Nx broj koeficijenata naprijed (bk), a Ny je broj koeficijenata nazad (aj). Trenutna 
izlazna vrijednost i je suma trenutnih i prošlih ulaznih vrijednosti x[i] i x[i-k] (za k≠ 0), 
�����"��� � 
� 	�"��
���� ���	������� �� �����!njih izlaznih vrijednosti y[i-j] (za j≠ 7�� 	�������
�����"��� �
�	�"��
�������	�����%�8���������.x jednak Ny, a red filtera je jednak Nx-*%�.�"��
�������	����
����
�����������	��	���� �������������
�����	����
����
��������!����������
	��u 
���
������%� '������� 
�� ���	������ ��#��� ����� ��� 	��� ��� ����� ����� ��
	��
� �����!��� 
�
���
����
������
������
�������������
	����
�	�	�%�'�����
���
�����������������*����47�
�
	����������@7����������������%�3�!����������������!�������������	�����
�����	������dulje vrijeme 
���
�����%� 

1��
�
������������	�������
���������"�����*7%*@�������
���������
���������������	���������

�
jednaki nuli. U stvarnim aplikacijama pri korištenju stabilnih IIR filtera, impulsni odziv ima 
prigušenje koje je gotovo nula (kada imamo� �������� ����� 
���������������� 
�������%� ,�
stvarnosti se i frekvencijski odziv filtera razlikuje od odziva idealnog filtera. Ovisno o obliku 
frekvencijskog odziva, IIR filteri se dijele na [L5, L21]]: 

• Butterworth filtere 
• Chebysheve filtere 
• Chebysheve II ili inverzne Chebysheve filtere 
• <���	���������5�
���������	��� 

 

10.5.1 Butterworth filteri 
 
Butterworth filter karakterizira to što nema mreškanja signala niti u propusnom niti u 
������

��������

%�-���������
������������	����������	������
�����������������%�.��
slici 10-I� ��� ��������� ������ ��
������

���� 9
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filtera. X os je prikazana kao f/fs (fs je frekvencija uzimanja uzoraka). Prednost 
9
		��Q��	 � ���	���� ��� 	�� !	�� ���� ���	��� �� ����	���� ������
#�� ����������
��� ������ 
�
prijela���������
��
%�$���!	��
����������
�����*7-I����#���������	���������������
�������

	��������������������
�����

����������
!
�
#�������
�% 
 

 
Slika 10-6 Odziv Butterworth filtera 

10.5.2 Chebyshevi filteri 
 
Chebyshevi� ���	���� ����
� ���	������������������������
���� ��� ������
����9
		��Q��	 �
filtera istog reda. No posljedica toga je mreškanje signala u propusnom pojasu. 
-���������
��� ������ �����	���
	����� ���5 ���
 ���� ���	���� ��� 	����� ��� 
� ����

����
pojasu postoji mreškanje signala koje je iste amplitude i u plus i u minus, zatim 
����	����������
#��
������
�����������������
��
����!	��������������
�������

�������
%�
Na slici 10-7 je prikazan odziv Chebyshevog filtera za razne redove. Valja primijetiti 
����� 
�� ����#������ ����� 
����
��� !������ ������������ ����
����� ���� 	���� 
�� �������
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���#���������������!������
�����
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Slika 10-7 Odziv Chebyshevog filtera 

10.5.3 Chebyshevi II ili inverzni Chebyshevi filteri 
 
Ovi filteri su gotovo isti kao Chebyshevi ali je razlika u tome što imaju maksimalno 
ravan odziv u propusnom pojasu, dok im se mreškanje signala javlja u nepropusnom 
����

%�$������ ������	������������	���������
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!�����"����
�������
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(u dB). Fr��������
��������������	���
	��������5 ���
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Na slici 10-8 je prikazan odziv filtera za razne redove. 
 

 
Slika 10-8 Odziv Chebyshevog inverznog filtera 

 

10.5.4 #	�������
��	���� 
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nepropusnog pojasa. Posljedica toga je mreškanje signala u propusnom i 
������

���� ����

%� ,������ ��� 	��� �������� 
�� ����	����� ���	���� ��������
�
� 
�
aplikacijama koje zahtijevaju usko prijelazno� ����
����� ���� �
	��������� ����� ��	���
mreškanje signala. Na slici 10-O� ��� ��������� ����������
��� ������ ����	������ ���	���� ���
������������%�3����������
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propusnom pojasu (u dB) i koliko se priguš�����"����
�������

��������

��	�������
�
dB). 
 

 
Slika 10-9
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10.6 Prijelazni odziv IIR filtera 
 
����
��
���� ������"��� �������� �*7%*@�� ��������

��� ���� 11C� ���	���� �� 
��
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����� ���
a0=1 i Nx=NyD@��	����
����"����
�	��()F+/ 
 
 [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]2121 21021 −+−++−−−−= ixbixbixbiyaiyaiy  (10.14) 
 
&�����������"��������������11C����	�����
��������%�1��������������������������������
������
vrijednosti na izlazu filtera (u i-tom trenutku) potrebno imati vrijednosti izlaza u 
trenucima i-1 i i-2 kao i trenutnu vrijednost na ulazu (i-ti trenutak). Osim toga 
potrebno je poznavati i prošle dvije vrijednosti na ulazu (trenuci i-1 i i-2).  

����
�����	��
	����������
�������������������
����	��������	���������
	���������
������
signala, tada u tom trenutku ne postoje prijašnje ulazne vrijednosti x[i-1] i x[i-2] niti 
prijašnje izlazne vrijednosti y[i-1] i y[i-2], pa se stoga pretpostavlja da su njihove 
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��%� $���� 
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uzorak x[i-1] i prethodna vrijednost na izlazu y[i-*+����
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No ono što još uvijek ne postoji su vrijednosti x[i-2] i y[i-2] te se za njih ponovo smatra 
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prijelaznog odziva ovisi o redu filtera. Posljedica je ta da je filtrirani signal pomaknut 
���
����
�����

����
������
����������������#����	����!����������
�������
����	���%�.��
�����
10-10 je prikazan prijelazni odziv filtera. 
 

 
Slika 10-10 Vrijeme kašnjenja IIR filtera 

10.7 FIR filteri 
 
Izlaz kod IIR filtera ovisi o prijašnjim izlazima i o trenutnom i prijašnjim ulazima. Zbog 
���
��
	�� �� �����!����� ���������� 11C� ���	��� ���� ��
������
� �������
�� !	�� ���
�	����
impulsnim odzivom �����	�������
�������% 
S druge pak strane izlaz FIR filtera ovisi samo o trenutnom i prošlim ulazima. Zbog 
toga što ne ovisi o prošlim izlazima, njegov impulsni odziv pada prema nuli u nekom 
���������������
����������
%�1��������	�����������������"��� 
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k kixhiy  (10.15) 

 
gdje x predstavlja vrijednosti na ulazu, y su vrijednosti na izlazu (filtrirane vrijednosti), 
�� �

�����������	�����	���%�3�"��������	���
	����-1C����	����

�
�����#�/ 

• '�
	�"
���������������������������������
	��������
!	��
 signal bez iskrivljenja 
faze. 

• ,������

�
	������%�'����������������������������	����������	�����
�����
	������
	�% 
• Jednostavniji su i lakše ih je primijeniti od IIR filtera. 

Na slici 10-11 su prikazana dva grafa koji predstavljaju frekvencijski odziv FIR filtera; 
jedan prikazuje amplitudu a drugi fazu. Na osi x je normalizirana frekvencija. 
Diskontinuiteti u faznom odzivu u pojasu prigušenja nastaju zbog diskontinuiteta pri 
���
����
������	
������������
	������
��
	�
���������
	�����������������
����%�$���što 
se i vidi na slici fazni odziv je potpuno linearan. 
 

 
Slika 10-11 Frekvencijski odziv FIR filtera 

10.8 Primjeri korištenja digitalnih filtera 
 
Napravljena su tri primjera upotrebe digitalnih filtera i zovu se Filtriranje sinusnog 
signala.vi, IIR filter.vi i FIR filter.vi. U prvom primjeru je snimljen visokofrekvencijski 
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����������
���������
������������
���
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���
���������������
�����������#
�
���	�������%� ?�"�� 
�� ����	�� ������������ 
�������� ��������� �rekvencija IIR filtera i red 
���	���%� 3����� ����	�	�� ��"��
� ��� ����������� ����
���� ���� ������ 
	��	���
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.�������������������
�������
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�����������
���
	����������11C����	�����������

�� ��"�� ����!���	�� ������	��� �� ��	��� �����	�� ���
�
�� odziv i frekvencijski odziv 
������	
�
�%� ,� 	��#��� �������
� ��� -1C� ���	��� ����� ��� ���
	�
����� ����#
� ������%� .��
grafovima su prikazani frekvencijski odzivi i to amplituda i faza. Valja primijetiti da je 
����� ��������%�&������� ������
#���������	�� ����������ore i gledati kakav je odziv u 
	���
�
���
%�.�����������
������	����������
�
% 
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11 GENERATOR SIGNALA 
 
U poglavlju 11 Generator signala
	�
���������
�����	�
����������
�������
�
�����
��

koji se njime koristi. Blok dijagram generatora je prikazan u dodatku A kao i svi ostali 
blok dijagrami. 

,� 
�����#�� ��	���� ���������� #�� 
�� 	�
	���	�� ������ ������	��� ����� 
�� ����
	�� 
� ����	������
��!	�	�������������������������
	�
������������������������������
������%�&�
	�������

����!��
��
��������������������
�������������	���propusti signal koji simulira stvarni 

�����%� 0	������ 
������ ��� 
��
������ 	����� ��� ������ ���� ��� 

� �
� 
������ 
�������
����#
� ����	����� ������� ������%� ��
���� ���������� ������ 
��
������� ��
	���� 
�
��
	������ ����� 

� ���

����� �������
	�� ��� ��������� ������
��� ������� �	� ����� ���
jednak inverznoj vrijednosti frekvencije uzimanja uzoraka. Generator signala, kao i 

����
	������������������

������������������	�����������������������������������#
�
G jezika koji je sastavni dio programskog paketa LabVIEW™. Na slici 11.1 je 
��������������������
�������

������Generatora signala. 

 

 
Slika 11-1
����	��
�������
��
�����	� 

 
Gornji lijevi dio ekrana ima tri kontrole: 

1. Broj uzoraka 
2. Frekvencija uzimanja uzoraka 
3. Osnovna frekvencija 
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'���#
� ���	����� Broj uzoraka� �����
��� 
�� ������� 	������ 
������� 
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Frekvencija uzimanja uzoraka� �����
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U donjem l��������
	
��������
������������	���������#
����� �
�������
��������	
���
osnovnog signala i harmonika. Ukoliko su amplitude bilo kojeg harmonika (ili 
osnovnog signala) jednake nuli tada je to isto kao da tih harmonika i nema. Princip 
rada tih kontrola je takav da ako se odabere osnovni signal neke amplitude i na 
��������	��#�� ���������
	����������������	
����	����������
�����������������
�	��	�����
����� �����������

���������������
������� �� 	��#��� ��������%�R��������
��������
��
mjere amplitude signala su per unit. Valja naglasiti kako je potrebno zadovoljiti uvjete 
koje postavlja teorija uzimanja uzoraka, koja je podrobnije opisana u poglavlju 2, ako 

��"�������	���
�������
�����%� 

U gornjem desnom djelu ekrana se nalazi graf na kojem se vidi oblik signala koji je 
generiran. Oblik signala se stalno mijenja ovisno o parametrima pa se tako u svakom 
	���
	�
� ����� ������ 
������� �������� 	���
	���� ������	����%� 9���� 	������ ��� ���� � 
��
sastoji signal je jednak broju koji je upisan u kontrolu $��	
������.  

U donjem d�
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��������	�� 
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��� ��� ������ 
�� �������� �
	�
������� ����
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�
#��
komponenta glasi [L24, L25] 

 

 τ
t

eKtf
−

⋅=)(  (11.1) 
 
gdje je K konstanta i T vremenska konstanta koja opisuje kako brzo dolazi do 
prigušenja istosmjerne komponente. 

 

11.1 Propuštanje generiranog signala kroz algoritme zaštite 
 
Kada se koristi generirani signal u provjeri rada algoritama zaštite val�����!	����#������
�����
��������� ������	��� ����
	������������� 
�����%�.������ ������������� 	��
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mogla stvoriti pomisao kako algoritmi "progutaju" generirani signal u cijelosti i tada iz 
������ ���
���
������������������%�$������� 	������� 	���� 	���� 	��ne bi bila simulacija 
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To je šematski prikazano na slici11-2. 
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������%� Drugim 
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	�� 
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�������� ��� �� ������	��� ����� ���� ���
	������ ��� ���
provjeru rada algoritma dovoljno je kroz njega propustiti nekoliko perioda mjerenog 
signala [L26, L15]. 
 

�)=8C1&�?
	�A
	

�)=8C1&�?
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	�A
	

?���� C��
�� ?���� C��
�� ?����
 

Slika 11-2 Šematski prikaz rada releja 
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12 SINUSNI ALGORITMI 
 
U poglavlju 12 Sinusni algoritmi
	�
��������

���
����������
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su struje i napon�
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�������������
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��������
��	�

������
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����
��
����
�
���!���
�������
�������
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����	�
�
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se uglavnom filtriraju analognim filterima prije mjerenja, a i u distribuciji, gdje su 
manje nazivne vrijednosti struja i napona nego u prijenosu, valni oblici nakon kvara 
vrlo brzo poprime sinusni oblik. 
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"�	����������������������	
�����
faze struje kod diferencijalnih releja koji štite neki objekt u elektroenergetskom 
postrojenju (npr. tvornica koja ima svoje generatore). Šest algoritama koji su 
����������������
���������
��������
�������	���

�
�����#��()G+/ 

1. ,������������������������
�������	���� 
2. ,������������������������
�	���	���� 
3. Prva i druga derivacija 
4. Dva uzorka bez derivacije 
5. Tri uzorka bez derivacije 
6. R i X s tri uzorka 

Kao što je vidljivo iz gore navedenog popisa algoritmi se mogu podijeliti u one koji 
koriste derivacije i u one koji ih ne koriste. U daljnjem tekstu slijedi detaljna analiza i 
opis algoritama te njihove prednosti i mane. 

 

12.1 #��	�
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12.1.1 Izvod algoritma 
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izmjerena uzorka s1(t) i s2�	�%�&����
������#
���� ���"�����
�	����������������������
sl����#���������"���� 
 
 )sin()( 011 tIts ω=  (12.1) 
 

 )sin()( 022 Θ+= tIts ω  (12.2) 
 
gdje su I1 i I2 amplitude mjerenog signala u trenucima uzimanja uzoraka s1(t) i s2(t), a 

0ω � ����
	��� ������������
������������
�� ���
��� 	������� ���
ignal frekvencije 50 Hz. 
���������
#��������"�
��*4%*�����������
��:�	(
1(t)] dobije se 
 
 )cos()( 0101 tIts ωω=′  (12.3) 
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$��������
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	�#���������
	� 1cossin 22 =+ xx  dobiva 
se izraz koji glasi 
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Analogno izrazu (12.4) dobije se i izraz za I2 koji glasi 
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koriste diferencijalne funkcije naprijed, nazad i centralnu, no u praksi je najbolje 
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ik predstavlja trenutni uzorak, a ik-1 je uzorak koji je izmjeren upravo prije k-tog 
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amplituda signala iznositi Ik. Ik se odnosi na maksimalnu amplitudu koja se poklapa s 
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signala (ona je poznata i prije nego nastupi). 
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naponskih mjernih transformatora koji se nalaze na krajevima voda. Signale koje se 
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Argument impedancije Θ  je jednak r��������
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 IV Θ−Θ=Θ  (12.14) 
 
gdje je tV 0ω=Θ , a Θ+=Θ tI 0ω %� $
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(12.12) tako da se ponovi postupak kao za osnovni algoritam (deriviranje) i zatim se 
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 VVv Θ= sin  (12.15) 
 
 VVv Θ=′ cos0ω  (12.16) 
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Ako se ponovi isti postupak za struju tada se dobije 
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
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
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 (12.18) 

 



  12. SINUSNI ALGORITMI 

 83 

���� 
�� 
���� ������"��� �*4%*G�� �� �*4%*E�� 
��
	�� 
� �*4%*L�� ������� 
�� ��������
	�
argumenta impedancije u trenutku mjerenja i ona iznosi 
 

 






′
−







′
=Θ −−

i

i

v

v 0101 tantan
ωω

 (12.19) 

 
Za derivacije od napona i struje uvrsti se izraz (12.9) i dobije se algoritam za 
���
���������
���	�������������% 
 

12.1.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

U stvarnosti naponi i struje kvara u EES-
�������������
���
	��
��

�������������%�&��
��� ����	���� 	����� ��� 
	�
���� ������ ������� ����� ������� 
� 
���� 
���"�� ��
	�� �����
� ��

���������
!
�
#
� �
	�
�����
���������	
� ��5��struje. Ta istosmjerna komponenta 
se u cijelosti prenosi u sustav digitalne obrade i stoga treba vidjeti osjetljivost 
������	��������
%�8���
�������!#��������������
�
	�
�������
�
�������	���
�����	���

��"��������������������������������������������C��	���t.  

1
	�
�����
� ��������	
� 
� 
	�
����� 
�����
� ��� ���
#�� 
�����	�� 	���� ��� 
�� ���
sekundar mjernog strujnog transformatora spoji impedancija koja ima omjer X/R 
������"���������
�������������
�
%�,�����
����������
#�� ���	��P:C�	�������� ������
sve vrste kvarova u primarnom krugu isti, pa je uvijek prisutna nekakva pogreška 
����� ��
������������� ������
#�� �
	�
������� ��������	�� ������� �� 
	�
��%� 1�����
����������	��	� �����
����"�����	������!���	����
�����������������	�����������������
pretpostavci da struje i naponi imaju sinusni oblik. 

Ako se signal sastoji od samo osnovne komponente frekvencije 50 Hz, tada 
maksimalna pogreška u procijeni amplitude, pri frekvenciji uzimanja uzoraka od 1000 
K��� ����
�� E%@S� ��� 
	������ �����	
��%� 1������ 
������� �� ������	��� 
� 
������ 	���i je 
prikazan na slici 12-1. 
 

 
Slika 12-1 Samo osnovni signal od 50 Hz 

����
������������
�
��������
�����������#�����4777�K��	����
�������!���������"���
prepolovi i iznosi 4.1% stvarne amplitude. Pri frekvenciji uzimanja uzoraka od 4000 
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Hz maksimalna pogreška se ponovo prepolovi i tada iznosi 2% od stvarne vrijednosti 
�����	
��%�0����������
��
��������������!��������������#������������������
��������
uzoraka. 

$��� �
	�
�����������
!
�
#����������	�� ��������	���
	����������	���!�	����� �����
�
apsolutnih vrijednosti maksimuma i minimuma signala (slika 12-2) s tim da se 
amplituda predvidi jednu do dvije milisekunde prije nego se javi. Što je manja 
������
������
	��	����$�	��#��
��
�������������������	�����������	�����ik kao na slici 12-2. 
 

 
Slika 12-2
%��
���
�
���
�������
�����4���5�
�����	 

Ako se jave harmonici u signalu tada algoritam radi potpuno krivo, jer u pojedinim 
	���
����� ��������� �����	
�
� ���	��� ��#
� ����� !	� ona u stvarnosti jest. Drugim 
���������� �������
� 
�� !������ 
�������	�
�� !	�� ��� �� �������������
����� *4-3 gdje se signal 

�
	���� ��� �
�������  ��������� �� ��
����  ��������� ����� �����	
��� ����
�� @7S�
�����	
����
������� ��������%�2��	��#�� ��������

�	��!��������!���#�% 
 

 
Slika 12-3 Osnovni signal i drugi harmonik 

Ako je prisutan visoko frekventni šum u signalu i ako on dospije u digitalnu opremu 
tada algoritam izgleda kao šum što je prikazano na slici 12-4 

Kao što je i vidljivo iz gornjeg razmatranja da bi algoritam dobro radio potrebno je 
����!	�	�� 
	������ �
	�
������� ��������	�� ���� 
�� "���� ��
	�� 
������ 	�� 
�� ��� 
���
�
����

	�	��  ��������%�&��
����
	�"��
�����������
������

�� ��������� � ���	����������
nego što se signal pusti u digitalnu opremu (na primjer filter koji ne propušta signale 
iznad 53 Hz). Samim time su eliminirane i visokofrekventne smetnje koje se ni u kom 

�
���
� ��� 
���
� ����

	�	�� 
� ����	����� ������� �� ���
� ��� ����� ������� 
� ��������
� 4%� ,�
daljnjim ������������
	������#����	����!�������������
����������	����
��	�������������� 
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Slika 12-4 Visokofrekventni šum u osnovnom signalu 

������	��� ��� ������ ���� ����� ������ ������	��� ��� ���� ������������ ����#
�
niskopropusnih analognih filtera. 

2��
�
���� ��� 
�� 	
� �� 	���� ���������� �
	��
#��
��	������
	���� ���������
�������!���
���
� ���� 
��
�� 
�����%� &�� 
�� ��
	�"�� ����	������ �������������� 
������%� ����� ���
�����������
	����	���
������
�������	����� �
����"�������
�����	���ravcem po metodi 
najmanjih kvadrata i tada se dobije 
 

 ( )kkkk vvvV −+= −−− 122 25
6

1
 

 ( )kkkk vvvV ++= −−− 122 3

1
 (12.20) 

 ( )kkkk vvvV 52
6

1
122 ++−= −−−  

 
Izravnane vrijednosti Vk-x odgovaraju vrijednostima sa istim indeksom u algoritmu. 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 12-1 koja prikazuje 
�����"����������	���
	����������	������������
	��
�����������
����������
�
�������	����% 

Tablica 12-1 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

1000Hz 
 

greška je 8.3% 
 

 
2000Hz 

 

 
greška je 4.1% 

 
 
4000Hz 

 
 

 
greška je 2% 

 
 

Javljaju se 
šiljci koji su 
���	�����#��

od 
maksimalne 
vrijednosti 

signala 

H�#�������
�
apsolutne 

maksimalne i 
minimalne 
vrijednosti 
signala. 

Situacija je 
bolja što su K i 

vremenska 
konstanta manji 

 
Algoritam 

izgleda kao 
smetnja 
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12.2 #��	�
����	�����	���"��������	�����
� 

12.2.1 Izvod algoritma 
 
Izvod algoritma je isti kao u prethodnom poglavlju (12.1.1) s time da se kod 
���
������������������������
����*4%I��
��
�������������������
��	���������� 
 

 ( )2143
2

1
−− +−

∆
=′ kkkk iii

t
i  (12.21) 

 
0���� 
�� 	�� 
��
	�� 
� ������ �*4%L�� �� ������� 
�� ������	��� ��� ���
������ �����	
��� �����
koristi trenutni uzorak i prethodna dva i glasi 
 

 
2

2122

4
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





∆

+−
+= −−

tf

iii
iI

o

kkk
kk π

 (12.22) 

 
Razlika i����
������������	��� ��������	��� �������������*4%*����������

��� ������"���
�*4%L�� ���	�����������	����*4%44������
	�� ����
�	���
���!��
������
�
�������������������
������	�������
	��	�����������	������������������������	 ����%�2���������������������
���
deri������� ��� ���	��
	���	�� ��� ����� #�� ������	��� ���	�� ����
� �����!�
� ����
�����
������
� �����	
��� 
������� ��� ������	��� �*4%L�%� 0���� #�� 	��� ������	��� ��	��
podrobnije analiziran 
 

12.2.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	�m koji je napisan 
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

���� ������������ 
��������
������� ����
�� *777�K�� �� ���� ��� 
������ ��
	�� 
��

���������
odnosno ako je prisutan samo osnovni harmonik frekvencije 50 Hz bez prisutnosti 
��!� � ����������	����
������������!���
������
�
������	
���
���������������
�������
vrijednost iznosi 3.2%. Ako se to usporedi sa tablicom 3 vidi se da je to više nego 
pola manje od algoritma koji koristi izraz za deriva���
�
��
����������	����%�.��
�����*4-5  
 

 
Slika 12-5 Osnovni signal od 50 Hz 
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��� ��������� ������� 
������� �� ������� ������	��� 
� 
������ 	����%� ���� 
�� �������� ������
okom slika 12-1 i 12-5 jasno se vidi razlika u pogrešci i kvaliteti algoritma. Još valja 
�����
�	�� ��� �����!��� 
� ������	�
� 
� 	��� 	����� ���� 
���� ������ ����>� ����
����
minimalna vrijednost algoritma je uvijek jednaka stvarnoj vrijednosti amplitude 

������������	�������
�
����
�������	�����������������*4%*. 

����
�� ������������
��������
�����������#�����
	�
�������������4777�K��� 	����
��
���!���
������
�
������	
���
�����������	�����
	�������������
���������������
	�
����
����
��7%ES%�'����������������#���
�������������
��������
����������@777�K���������
se maksimalna greška od 0.3%, a pri 4000 Hz maksimalna pogreška iznosi 0.2%. 
������� ��������� ��� ��� 

� ���!��� ��	���� �������
�
#�� ��� ��� 
	���� ��������� ����
	�	��
����������
�
��������
����������*777�K�����	���������
��"������#����������
	�����
	��
se frekvencija uzimanja uzoraka od 2000 Hz. 

���� ��� ���

	��� �
	�
������� ��������	�� 
������� 	���� 
�� ��������
	�� ������	��� !�#
�
�����
���
��
	������
������� ��������������������
	��
�������
� 	������
��������
����
������	��� ���� ���"�� ���������� ����� 
� ������	�
� 
� ������ 	������ !	o se i vidi ako se 
usporedi slika 12-2 sa slikom 12-6. 
 

 
Slika 12-6
%��
���
�
���
�������
�������4���5�
�����	 

�������
����������
!
�
#��������	���#��
���������������	�����������	���������������
�����*4-
5 što����������������
������
	��	����$%�1������������	����������
�
�����
�����
!
�
#��
istosmjerna komponenta je dan na slici 12-7. 
 

 
Slika 12-7
%��
���
�
���
�������
�����4���5�
�����	 

Pri pojavi viših harmonika j������
� 
�� !������ 
� ������	�
� ����� 

� ���	��� ��#�� ���
amplitude signala. Na slici 12-E��������������������������	�������
�������	��#�� ��������
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����������	
�������
��47S������	
����
������� ��������%�3����������������������	���
�
����������	���
�������������������	
�
�������������I7S���#�����
	�����% 
 

 
Slika 12-8
%��
���
�����	
�
���5�
����
��� 

����
������#����������������
��������
�������	����
��!������
����
�
�����������	���
(sa 63% na 60% za fs=4000Hz). 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 12-2 koja prikazuje 
�����"����������	���
	����������	������������
	��
�����������
����������
�
�	���	����% 

Tablica 12-2 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

1000Hz 
 

greška je 3.2% 
 

 
2000Hz 

 

 
greška je 0.8% 

 
 
4000Hz 

 
 

 
greška je 0.2% 

 
 

Javljaju se 
šiljci koji su 
���	�����#��

od 
maksimalne 
vrijednosti 

signala 

H�#�������
�
apsolutne 

maksimalne i 
minimalne 
vrijednosti 
signala. 

Situacija je 
bolja što su K i 

vremenska 
konstanta manji 

 
Algoritam 

izgleda kao 
smetnja 

 
 

 

12.3 Algoritam s prvom i drugom derivacijom 

12.3.1 Izvod algoritma 
 
.����
�����	��
	�������

��������������
	�
�����������������������"���� 
 
 ( )tVtv 0sin)( ω=  (12.23) 
 
 ( )Θ+= tIti oωsin)(  (12.24) 
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����
��
����������"��������������*4%4@�����*4%4L�����������
������
	�����������
�
dobije se 
 
 tVv 00 cosωω=′  (12.25) 
 
 tVv 0

2
0 sinωω−=′′  (12.26) 

 
$���
	�#���������
	�
��2x+cos2x=1 �����������
#��������"����*4%4F�����*4%4I���������
��
izraz za amplitudu napona  
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������
glasi 
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$���
	�#������ze (5.13) i (5.15) iz poglavlja 5 dolazi se do izraza za prvu i drugu derivaciju 
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( ) )2(

1
112 −+ +−
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t
v  (12.30) 

 
���������	�������
��� ��	������
��������
���������������
���-1, k i k+1 se odnose na 
skup uzastopnih uzoraka. Uvrštanjem izraza (12.29) i (12.30) u izraz (12.27) dolazi 

�����������	�����������
�������	
�����������
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�� �� ������	��� ��� �����	
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	�
��%� ���� 
�� "����
�����
��	����
��
	�����������st impedancije tada se izrazi (12.27) i (12.28) podijele te 
se dobije 
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���
���	�������������
����"��������	�������������*4%4L��*4%4F���*4%4I��������� �
�������
da je kut napona 
 

 





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ω  (12.33) 

 
a kut struje je 
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 (12.34) 
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12.3.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

'��� ������������ 
�������� 
������� ��� *777� K�� 
������� ����� ��� ��
	��� 
��

���� �������
frekvencije 50 Hz i bez prisustva harmonika i istosmjerne komponente, javlja se 
maksimalna pogreška u radu algoritma, koja iznosi 1.6%. Ako se frekvencija uzimanja 

������� ����#�� ��� 4777� K�� 	���� �����!��� ������	��� ����
�� 7%@S%� '��� ������������
uzimanja uzoraka od 3000 Hz pogreška algoritma u procijeni amplitude signala je samo 
0.2%. St����������������������	������������
�
��������
������������
�*777���4777�K�%�
Na slici 12-9 je prikazan izgled algoritma za frekvenciju uzimanja uzoraka od 2000 Hz. 
 

 
Slika 12-9 Osnovni signal od 50 Hz 

Glavna prednost ovog algoritma je digitalno filtriranje istosmjerne komponente koja se 
��"�� ����	�� 
� 
�����
� ������ ()4G+%� ��� ���	�������� ������� ���� 
�� 
� �����
� ��� ���
� �� ��
�
�
drerivaciju (12.29) i (12.30) poništava istosmjerna komponenta. Naime, ako se svakom 
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DC komponente ponište. Što je vremenska konstanta manja (istosmjerna komponenta 

	���� ����� ������ �
����� 	�� #�� �� �����!��� ������	��� ��	�� ��#�� ���� 
���� 
�����#����������
uzorak ima nešto manju DC komponentu pa ne dolazi do potpunog poništenja. Ako 
vremenska konstanta iznosi 60 ms (s time da je K jednak amplitudi osnovnog signala), tada 
���
���������������
������������!��� �����
���������	��������#�� �� ����
��F%IS%�H	����������
dal����������	��
�������!���
����
��%�&���
�
�������������������
�����*4-10. 
 

 
Slika 12-10
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tako sa smanjuje. To prikazuje slika 12-11. 
 

 
Slika 12-11
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signala uz istu vremensku konstantu. 
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Ako se jave harmonici tada se opet javljaju šiljci kao i u prethodnim algoritmima. Ako 
se pak jave visokofrekventne smetnje koje nastaju npr. zbog putnih valova, tada 
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bolja procjena impedancije. 
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Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 12-3 koja prikazuje 
�����"����������	���
	����������	������������
	�����
�����
�
����������
% 

Tablica 12-3 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

1000Hz 
 

greška je 1.6% 
 

 
2000Hz 

 

 
greška je 0.3% 

 

 
4000Hz 

 
 

 
greška je 0.2% 

 
 

Javljaju se 
šiljci koji su 
���	�����#��

od 
maksimalne 
vrijednosti 

signala 

Glavna 
prednost je 

filtriranje 
istosmjerne 

komponente iz 
algoritma. Što 
je vremenska 

konstanta 
��������$���#��

ve#�������
����	���
pogreška 
algoritma 

 
Algoritam 

izgleda kao 
smetnja 

 
 

 

12.4 Algoritam s dva uzorka bez derivacije 

12.4.1 Izvod algoritma 
 
Neka su ik i ik+1 vrijednosti uzoraka struje koje su izmjerene u trenucima tk i tk+1. 
3�����
�����	������
��������
�����������	%�&����
����"����
�	� 
 
 kk tIi 0sinω=  (12.36) 

 )(sinsin 0101 ttItIi kkk ∆+== ++ ωω  

 ttIttIi kokk ∆+∆=+ 0001 sincoscossin ωωωω  (12.37) 
 
����
���*4%@I��
��
	��
��*4%@G���������
��
�����#� 
 

 
t

tii
tI kk

ko ∆
∆−

= +

0

01

sin
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ω
ωω  (12.38) 
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��2x+cos2x=1 dolazi 
se do izraza za amplitudu struje 
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2
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∆
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ω
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 (12.39) 

 
Analogno gornjem izrazu dobije se da amplituda napona iznosi 
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 (12.40) 
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 ( ) Θ+Θ=Θ+= sincoscossinsin 000 kkkk tItItIi ωωω  (12.41) 
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������������������������
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��%�0	�
��������������
�������k+1, 
koji je uzet u vremenu tk;�	��
��	���������"���������	����� 
 
 [ ] +Θ∆+∆=+ cossincoscossin 00001 ttttIi kkk ωωωω  

 [ ] Θ∆+∆+ sinsinsincoscos 0000 ttttI kk ωωωω  (12.42) 
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Iz algoritma je vidljivo da je potrebno imati samo po dva uzorka struje i napone te 
���	 ����������
��	�������	
���
	�
�����������������
��	����������
���
�����#
��
	��
dva uzorka. 
 

12.4.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
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posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 
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frekvencije. 
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����snovnog signala 
javljaju velike pogreške u obliku šiljaka kao što je to i sa drugim algoritmima koji rade 
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apsolutne maksimalne i minimalne amplitude algoritma kao što je i prikazano na slici 
12-12. Što se istosmjerni signal prije priguši to prije algoritam poprimi oblik ravne 
crte. 
 

 
Slika 12-12
%��
���
�
���
�������
�����4���5�
�����	 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 12-4 koja prikazuje 
�����"����������	���
	����������	������������
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�����% 

Tablica 12-4 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

1000Hz 
 

greška je 0% 
 

 
2000Hz 

 

 
greška je 0% 

 
 
4000Hz 

 
 

 
greška je 0% 

 
 

Javljaju se 
šiljci koji su 
���	�����#��

od 
maksimalne 
vrijednosti 

signala 

H�#�������
�
apsolutne 

maksimalne i 
minimalne 
vrijednosti 
signala. 

Situacija je 
bolja što su K i 

vremenska 
konstanta manji 

 
Algoritam 

izgleda kao 
smetnja 

 
 

 

12.5 Algoritam s tri uzorka bez derivacije 

12.5.1 Izvod algoritma 
 
Neka su ik, ik+1, i ik+2 vrijednosti uzoraka struje koje su izmjerene u trenucima tk, tk+1, i 
tk+2%�3�����
�����	������
��������
�����������	%�&����
����"����
�	� 
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 kk tIi 0sinω=  (12.46) 

 ( )ttIi kk ∆+= 00sin ωω  (12.47) 

 ( )ttIi kk ∆+= 00 2sin ωω  (12.48) 
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amplitudu struje u svakom trenutku iz tri uzorka i on glasi 
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 (12.49) 
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12.5.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 
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����
������	
���
������� je neovisna o 
frekvenciji uzimanja uzoraka i jednaka je nuli za bilo koju frekvenciju uzimanja 
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šiljci kao i kod svih ostalih sinusnih algoritama no kod parnih harmonika ti šiljci nisu 
�!	��� ����� ���
��	�� ����� ��
�#������ ���� 

� ��������
	�� ������	��� 	������� ���	��� ��#��
nego stvarna vrijednost amplitude pa je stoga i ovaj algoritam osjetljiv na harmonike. 

Pri istosmjernom signalu je situacija ista kao i kod drugih sinusnih algoritama. 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 12-5 koja prikazuje 
�����"����������	���
	����������	������������
	��	���
�����% 

Tablica 12-5 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

1000Hz 
 

greška je 0% 
 

 
2000Hz 

 

 
greška je 0% 

 
 
4000Hz 

 
 

 
greška je 0% 

 
 

Javljaju se 
šiljci koji su 
���	�����#��

od 
maksimalne 
vrijednosti 

signala 

H�#�������
�
apsolutne 

maksimalne i 
minimalne 
vrijednosti 
signala. 

Situacija je 
bolja što su K i 

vremenska 
konstanta manji 

 
Algoritam 

izgleda kao 
smetnja 
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Glavna upotreba ovog algoritma je u tome što on za razliku od ostalih algoritama, koji 
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tri uzorka). 

12.6 R i X sa tri uzorka 

12.6.1 Izvod algoritma 
 
Neka se u vremenskim trenucima tk, tk+1 i tk+2 mjere vrijednosti struje i napona. Tada 
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 kk tVv 0sinω=  (12.50) 

 ( )ttVv kk ∆+=+ 001 sin ωω  (12.51) 

 ( )ttVv kk ∆+=+ 002 2sin ωω  (12.52) 
 
i za struje 
 
 ( )Θ+= kk tIi 0sin ω  (12.53) 

 ( )Θ+∆+=+ ttIi kk 001 sin ωω  (12.54) 

 ( )Θ+∆+=+ ttIi kk 001 2sin ωω  (12.55) 
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 ( )tIiii kkk ∆=+ ++ 0

22
2

2
1 sin ω  (12.56) 

 tVIiviv kkkk ∆Θ−=− ++++ 01221 sinsin ω  (12.57) 

 ( )tVIiviviv kkkkkk ∆Θ=−− ++++ 0
2

2211 sincos22 ω  (12.58) 
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napona i on glasi  
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Imaginarni dio impedancije, reaktancija, je dana formulom (-3:1�
�������
�� 	��������
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tri izmjerena uzorka struje i napona i on glasi 
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12.6.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Na slici 12-13 je prikazan valni oblik struje i napona koji su fazno pomaknuti te dvije 
ravne linije koje pokazuju vrijednosti otpora i reaktancije u svakom trenutku. Valja 
�������
	�� ��� 

� �� 
	�
���� �� �����
��� 
������� ��� 
����� ��sti sinusni bez prisustva 
harmonika i istosmjerne komponente. 
 

  
 Slika 12-13 Osnovni harmonik struje i napona 

-�����������
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����������
	�������� 	����
	� �����
���������	�������� ���
pogreška pri ���
����
� �	����� �� ����	������� �������� �
��� ��� ����� ���
� ����������
�
uzimanja uzoraka pod uvjetom da se poštuje Nyquistov teorem. Ako se pak javljaju 
harmonici i/ili istosmjerne komponente tada je situacija ista kao i kod algoritma iz 
poglavlja 12.5 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 12-6 koja prikazuje 
�����"����� �����	���
	���� ������	��� ����� ����
	�� 	��� 
������ ��� �����
�� ����	������� ��
otpora. 

Tablica 12-6 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

1000Hz 
 

greška je 0% 
 

 
2000Hz 

 

 
greška je 0% 

 
 
4000Hz 

 
 

 
greška je 0% 

 
 

Javljaju se 
šiljci koji su 
���	�����#��

od 
maksimalne 
vrijednosti 

R i X 

H�#�������
�
apsolutne 

maksimalne i 
minimalne 

vrijednosti R i 
X. Situacija je 
bolja što su K i 

vremenska 
konstanta manji 

 
Algoritam 

izgleda kao 
smetnja 
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13 FOURIEROVI ALGORITMI 
 
U poglavlju 13 Fourierovi algoritmi
 ��
 ��������
 ���������
 ��	�
 ����
 ��
 ����"���

Fourierove analize. Fourierova anali��
 ���	���	�
 /�������
 ���
 �
 /���������

transformaciju. 

Osnovna pretpostavka pri korištenju algoritama koji proizlaze iz Fourierovog reda je 
	�� ��� ��� ������ ������ ������ �
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��� �:���� �������� ����������� 
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intervalu od na primjer t0 do t0+T, gdje je T period osnovne komponente signala. Ta 
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transformacije i prebacuju se u frekvencijsku domenu u kojoj se vidi kolika je 
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najbolji rezultati i najmanje rasipanje frekvencije te stoga nije potrebno koristiti 
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� #�� ��	�� ������� �� ��	� ������	���� ����� 

� ��������� 
� �������
�
Algoritmi; to su [L7]: 

1. Fourierov red s cijelim periodom 
2. -�
�����������
����	��#�� ��������
����������������� 
3. Fourierov red samo peti harmonik s cijelim periodom 
4. Fourierov red s pola perioda 
5. FFT algoritam 

Iz gornjeg popisa je vidljivo da se algoritmi mogu podijeliti na one koji koriste 
Fourierov red i na one koji koriste Fourierovu transformaciju. U daljnjem tekstu slijedi 
izvod, opis i analiza gore navedenih algoritama. 

 

13.1 Fourierov red s cijelim periodom 

13.1.1 Izvod algoritma 
 
Iz poglavlja 8.1 je vidljivo da se svaki valni oblik ko��� ��� �
������� ��� ����������"��
razviti u Fourierov red. Naponi i struje koji se mjere su funkcije vremena te se mogu 
razviti u Fourierov red. Ako postoji valni oblik napona v(t) tada ga se, prema formuli 
�E%*����"�������	��
���������
�	� 
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0ω ,     n=0,1,….. (13.2) 

 ∫
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b
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)sin()(
2

0ω ,     n=1,2,…. (13.3) 
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��������������	�����&����������%�1��������"�� (13.1), 
�*@%4�����*@%@�������������������
������
��������������	�����������
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�����"����#��
���� 
�� �� 
	���� ��� ��� ������� ��������%� .����� 	���� 
�� ������� ������� �� ����������� ����
napona sa Vx i Vy koji predstavljaju osnovnu komponentu naponskog valnog oblika 
kvara v(t). Promatrani period T neka je jednak periodu osnovne komponente signala 
�47��
� ��� ����������
����F7K���� ������	��� 	���
	��������	������ 
������������ ��� 	0. 
Tada se za Vx���"����
�	��
�����#� 
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Ako postoji N uzoraka po ������
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�
trapezoidne formule (6.16), za N uzoraka koji su ekvidistantno udaljeni, koja glasi 
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dolazi do izraz za Vx koji glasi 
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Ako se za vremenske intervale napiše tjD��	�� �D7�*�B��.�	����
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komponente napona Vx koja glasi 
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gdje se Wx,j����
������ 
 

 j
N

W jx ⋅= π2
cos, ,     j=1,2,…,N-1 (13.9) 

 
Analogno izrazu za Vx dolazi se i do izraza za imaginarni dio napona Vy koji glasi 
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gdje se Wy,j����
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 j
N

W jy ⋅= π2
sin, ,       j=1,2,…,N-1 (13.12) 

 
Ako se sada usporede izrazi (13.9) i (13.12) vidi da u algoritmu (13.12) nema 
��������� �����������0 i vN%�C������	�������	���!	��
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Prema izrazu koji glasi 
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yx VVV +=  (13.13) 
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������������
#�� ������� ������������ 
�������� 
������� ��� 
������ I77� K��� ����
���
N=12. U tablici 13-*�

������
��	��	�"��
������	�������.D*4 

Tablica 13-1 

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Wx,j 1  2

3  
2

1  
0 2

3−  
2

1−  
1−  2

1−  
2

3−  
0 2

1  
2

3  
1  

Wy,j 0 2
1  

2
3  

1  2
3  

2
1  

0 2
1−  

2
3−  

1−  2
3−  

2
1−  

0 
 
Ako se sada podaci iz tablice 13-*�
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	��
�������"����*@%E�����*@%**��	����
���������
��� ������	��� ����� ���
��� ����������� �� ������� ���� ��������� 
������� ����� ��� �
������
frekvencija 50 Hz, s time da frekvencija uzimanja uzoraka mora biti 600 Hz. On glasi 
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tablica kao što je tablica 13-1, samo sa drugim vrijednostima, a zatim se izvede 
algoritam za tu frekvenciju. 

 

13.1.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� programa Algoritam koji je napisan 
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Ako je prisutna samo osnovna komponenta signala tada algoritam izgleda kao na 
slici 13.1. 

 

 
Slika 13-1 Osnovna komponenta signala 

U prvoj periodi se javlja, trenutak stavljanja releja u pogon, pripremanje algoritma i 
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600 Hz iznosi 4.5% i javlja se u trenucima maksimalne i minimalne vrijednosti signala. 
H	�������!��	����������
�������������
�
����������#��������������
��������
��������	��
����������!��������
��������	
�����������������
"�����
����������#�������	�"��
�� ����	���% 

Pri pojavi harmonika algoritam mjeri samo amplitudu osnovnog signala i izgleda, ako 

���������
��� �����������������
��@7S��
���������	��#����������47S��
���������������
slici 13-2. 

 

 
Slika 13-2 Osnovni, drugi
�
���5�
����
��� 

?��
������������!��������
��������	
����
�������
������������
��	���������������
��
IS%� &�� ��� 
������ �� �����#�� �����!��� ����� ��� �������#���� ��� ������ ������������
harmonika, jer ona vrlo malo varira ovisno o prisutnosti pojedinog harmonika (najviše 
2%). 
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isti kao i amplituda osnovnog signala, a vremenska konstanta iznosi 120 ms. U tom 
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komponenta više prigušuje. 

 

 
Slika 13-3 Osnovni i istosmj����
�����4���5�
�����	 

Na slici 13-4 je prikazan frekvencijski odziv algoritma iz kojeg je vidljivo kako su 
istosmjerna komponenta i svi harmonici, osim prvog, filtrirani; odnosno, jednaki su 
nuli. Iz toga se vidi da se ovaj algoritam u biti ponaša kao digitalni filter kojem se 
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Slika 13-4 Frekvencijski odziv algoritma 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 13-2 koja prikazuje 
�����"����� �����	���
	���� ������	��� ����� ����
	�� -�
������� ���� 
� �������� ��������� za 
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Tablica 13-2 Karakteristike algoritma 

fs 

Osnovna 
komponenta         

50 Hz 
Harmonici DC 

komponenta VF smetnje 

600 Hz 
 
 

 
maksimalna greška 

je 4.5% 
H	�������#���s to je 

greška manja 
 
 

Maksimalna 
pogreška 

ovisi o 
amplitudi i 

harmonicima 
koji se 

javljaju. Za 
��
�����	��#��
harmonik 
iznosi 6% 

Ovisi o K i o 
vremenskoj 
konstanti 

 
Malo iskrivi 
algoritam 
(oko 2%) 

 
 

 

13.2 !��	��	���	���������	�$����	����
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13.2.1 Izvod algoritma 
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harmonika glasi 
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i za imaginarnu komponentu  
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gdje je T i dalje frekvencija osnovnog harmonika jer se u biti iz signala osnovne 
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i za imaginarnu komponentu 
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Ako se za vremenske intervale napiše tjD��	�� �D7�*�B�� .� 	���� 
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za realnu komponentu, i isto tako za imaginarnu komponentu 
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napraviti tablica 13-@����������
������	�������*@-1����������
�������	�"��
������	��������D7�
do N. 

Tablica 13-3 

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Wx3,j 1  0 1−  0 1  0 1−  0 1  0 1−  0 1  
Wy3,j 0 1  0 1−  0 1  0 1−  0 1  0 1−  0 

 
Sada se rezultati iz tablice 13-3 uvrste u (13.22) i (13.23) i dobije se algoritam koji 
���
������������������	
���	��#��� �����������������
��#�������
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�����
�������������
50 Hz pri frekvenciji uzimanja uzoraka od 600 Hz. On glasi 
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I na kraju sama amplituda t��#��� ���������
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 2
3

2
33 yx VVV +=  (13.26) 

 

13.2.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Glavna karakteristika ovog algoritma je njegovo ponašanje kao digitalni filter koji 
����
!	��
���� 	��#�� ���������
�������
����������
����
	�����
���
�
�
#�� ���
������
harmonik, prigušuje. 

Algoritam je napravljen za 12 uzoraka po periodi os�������
�������!	������������
�
je frekvencija uzimanja uzoraka 600 Hz. Iz toga slijedi da je maksimalna frekvencija 

������������
����"�������	��@77�K���	�� ������������������������������
	�����������
��
��"�������	����!	��������������������4OO�K��% 

Prema to���� ���� 
�� "���� �����#�� ��
	������� ����
��� 
� ������� ��
�� 	����� ��
	���	��
�����������
������

������	���������������
!	����������
�������������������������
���#
�
���@77�K�%�����
��"���������	��
����	��#�� ���������!	�������
�� �������������	����	����
je dovoljno postaviti analogni filter koji ne propušta ništa iznad 150 Hz. 

Na slici 13-5 je prikazan sinusni signal koji ima samo osnovnu frekvencijsku 
komponentu, dakle 50 Hz. 

3�������� ��� ���������	���
� 
������ 	�������������� ����
�� �
���� !	�� ��� �� ����������	�� ��r 
	��#��  �������� ����� ���

	��%� '��� �������� ������	��� ��� ��	������ 47� �
� ��� ��� 
�� ���
pripremio za rad. Stoga je u prvih 20 ms potrebno blokirati rad digitalnog releja kako 
��� ��� ��������� ���� 
����� 
���
����
� 
� �����%� .�������
	������� ������ ��� 	�� ���
programs�������!����������#��
����� �47��
�������	����������
	���
�����������	
�
����
nakon toga stvarne vrijednosti algoritma. 
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Slika 13-5 Osnovni signal frekvencije 50 Hz 

Na slici 13-6 je prikazan rad algoritma kada����
�
�����
����

	���	��#�� ����������������
vrijednost 2 p.u. i vrijednost osnovne komponente 10 p.u. Vidi se da je pogreška 
������
��������	
���	��#��� ������������������
�����	�����	���������������
���������
	�
	��#��� ��������% 

 

 
Slika 13-6
%��
���
�����	
�
���5�
����
��� 

'��

	��
	���
�� � ���������	����������
	��������	����
	�������
��������	
���	��#��� ��������%�
2��������������������	�	��������
����� ������������������������������������������������@77�Kz) ne 

	������������������	���������	��
��������
�������������
����!
�
����������������!������
��������
kao što pokazuje slika 13-7 pa je ipak potrebno imati analogne niskopropusne filtere. 

 

 
Slika 13-7 Visokofrekventni šum 
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����
�
�����
���
	��������
!
�
#�� �
	�
�������
������ 	����������	�������������!����� ���
tako na slici 13-8 prikazan rad algoritma pri kojem osnovni signal ima amplitudu 10 
�%
%�� 	��#�� ��������	�������*7��%
%�$�����
��L7��%
%� ��&� ���*47��
%�, takvoj situaciji 
���
������� �����!��� ��� FS%� H	�� ��� &� ��#�� �
������� ����
!������ �� $� ������ 	�� ��� ��
pogreška manja. 

 

 
Slika 13-8
%��
���
�
���
�������
�����4���5�
�����	 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 13-4 koja prikazuje 
�����"����� �����	���
	���� ������	��� ����� ����
	�� -�
������� ���� 
� �������� ��������� ���
���
�����������	
���	��#��� ��������%� 

Tablica 13-4 Karakteristike algoritma 

fs &��#� harmonik Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

600 Hz 
 
 

 
'����!����������
�
�

amplitude je 0% 
 
 

Prisutnost 
ostalih 

harmonika 
���
	�����

���������
��
amplitude 
	��#���

harmonika 

Pogreška ovisi 
o K i o 

vremenskoj 
konstanti (nije 

velika) 

 
Malo iskrivi 
algoritam. 

Koliko ovisi 
o amplitudi 
pojedinih 

	������
�3-�
signalu 

 
 

 

13.3 Fourierov red samo peti harmonik s cijelim periodom 

13.3.1 Izvod algoritma 
 
���� 
�� "���� �����	�� 
���� ��	��  �������� 	���� ��� 
� ����
��� �*@%4�� �� �*@%@�� ��	������

��
	�	�������F�������
	������� ����%�,� 	���
�
�aju izraz za realnu komponentu petog 
harmonika glasi 

 

 ttdtv
T

V
Tt

t

x ∫
+

=
0

0

05, 5cos)(
2 ω  (13.27) 
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i za imaginarnu komponentu 
 

 ttdtv
T

V
Tt

t

y ∫
+

=
0

0

05, 5sin)(
2 ω  (13.28) 

 
gdje je T i dalje frekvencija osnovnog harmonika, jer se u biti iz signala osnovne 
������������ ��������  ���������� 
� ����� 
�
���
� ��	�%� 1����� �� 
��� ���	��
	����� ���
������	��� 

� �
	�� ���� �� ��� ������	��� 
� 	��#���  ���������� ����������� *@%4%*�� ��� ���

	���� ���� �������� ������ ������	��� ��� ������
�� ������� �� ����������� ��������	��
amplitude petog harmonika. Izraz za realni dio algoritma glasi 
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0
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N
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a izraz za imaginarni dio glasi 
 

 ∑
−

=

⋅=
1

1
,55,

2 N

j
jyjy Wv

N
V  (13.30) 

 
gdje Wx i Wy imaju oblik 
 

 jxj Wj
N

tj
T

t ,50

10
cos

2
5cos5cos ==∆⋅⋅⋅= ππω ,      j=0,1…, N (13.31) 

 jyj Wj
N

tj
T

t ,50

10
sin

2
5sin5sin ==∆⋅⋅⋅= ππω ,      j=0,1…, N (13.32) 

 
Ako se unaprijed odredi da je frekvencija uzimanja uzoraka 600 Hz tada je ponovo 
.D*4� ����"�� 
�� ������	�� 	�����
� 	�"��
�� � ���	���� ���� �� 
� ���	 ����� ���� ������	��%�
Tablica 13-F�������
���	�"��
������	���������

���	���������������
�������	
�����	���
harmonika signala koji se mjeri. 

Tablica 13-5 

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Wx5,j 1  1  2

1  
0  2

1−  
2

3  
1−  2

3  
2

1−  
0  2

1  
2

3−  
1  

Wy5,j 0  
2

1
 

2
3−

 
1  

2
3−

 
2

1
 

0  
2

1−
 

2
3

 
1−  

2
3

 
2

1−
 

0  
 
0����
������#
� 	�������*@-F� �� ������� �*@%4O�� �� �*@%@7��������� �������� �������������	��������
���
������������
���realnu komponentu amplitude petog harmonika (za N=12) signala i on glasi 
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




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1
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1
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Apsolutna vrijednost amplitude se na kraju dobije iz izraza 
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 2
5

2
55 yx VVV +=  (13.35) 

 

13.3.2 Analiza rada algoritma 
 
Anali��� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Glavna karakteristika ovog algoritma je njegovo ponašanje kao digitalni filter koji 
����
!	�� 
������	��  �������� �
������� 
�������� �� 
��� �
	����� 
���
�
�
#�� �� �
������
harmonik, prigušuje. Algoritam je napravljen za 12 uzoraka po periodi osnovnog 

��������!	������������
����������������
��������
�������I77�K�% 

Princip rada algorit������	�����������
�������������	��������
�����
�������
����
���
��
����
����
�������
����F7�K����������
����!������
�� �	������
���������������
�������
������ ��� ���� ����!����� �������� 
�� 
� ���
���%� .����� 	���� 
�� ��!�� ��� ����� �����
�
periodu nego se izmjeri no��� 	����� 
�������� �� ������� ����� ���������� 	����� 	�� 
��
����������
��%���
��������������
��������
	�������
	��	��������	�������������
 ��#��
�������������������
������������������
����������������
�������������
������ �����������
	����� 	���� ��� ��
 ��	�� 	
� ���
� 	���
�� �� ������� 
	��
� ����
	����
� 
� �����
�%� 3��������
���������"������
�	�������������������������&��4&��@&��	�%�����������������
��	���������
�
okvira T, jer se kasnije sve ponavlja pa se samo gubi vrijeme na nepotrebno 
���
�����%�$����
�����������������
�T misli se na period osnovne frekvencije signala 
�F7�K����������������������
�4F7�K���!	�����
������������
��	��
������
�
���
%�2�!	��
je to tako vidljivo je iz osnovne formule (13.1) gdje se vidi da se iz osnovnog signala 
�������� ������������&�
����������stavlja frekvenciju osnovnog signala, bez obzira na 
	������� ��������
�����������"�������
#�%����������	������������	���������
��������������
��
�����������������#������������� � ��������% 

Na slici 13-O� ��� ��������� 
������ �� ������
�� �����	
��� ��	���  �������a (fs=600 Hz, 
.D*4�� ����� �����	
��� ����
�� 4� �%
%� '����!��� ������	��� ��� �
��%� ,� 
�
���
� ��� ��	��
 ����������������

	��� 	���� �����������
	�������	���
�
������ 	����� ���������
��%�8����
������	��� 	���������� ��������
�������
� �������������������������� 	���
	���
���
������
������	���
	����-�
��������������	��%�.������������������������	���������������������
radom. 
 

 
Slika 13-9 Osnovni signal i peti harmonik 



  13. FOURIEROVI ALGORITMI 

 110 

'��

	��
	��
	��� � ���������
�
�����
����
	������������������tma, ali sedmi harmonik 

����
��� ��������
	� ���
��	�� �����	
��� ��	���  ��������� �� 
	���� �������� ���!�
� �	��
����� 
�
���� ����������	��� ����� ���
��������	
�
� 	��#��� ���������%�&�� ��� ������������
slici 13-*7� ����� ��� 
������ �
������ ������������� ����� ��� �����	
�� 10 p.u., zatim peti 
harmonik amplitude 6 p.u. i sedmi harmonik amplitude 1 p.u. 

 

 
Slika 13-10 Osnovni, peti i sedmi harmonik 

������	���	�������
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���
�� ���� �� 
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���� ��
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�
���������� ��
	�"�� 
��	������ ��
������

�� �
analognih filtera. 

���� ��� ���

	��� ����
!
�
#�� �
	�
������� 
������ 	���� 
�� ������� ����� �����!��� ����
ra�
����
������	
���
���������	��� ��������%�8������������!	�����$��������:����&���#��
�
�����������
!�����%�'�����
	����
	�
��������
�����
������!���
��#������%�.��
�����
13-11 je prikazan izgled algoritma ako je prisutna istosmjerna komponenta. K je 40 
p.u. i T je 120 ms. Amplitude osnovnog i petog harmonika su 10 p.u. Maksimalna 
�����!������������
�
������	
�����	��� ��������������
��	���������������
��*%@S��!	��
je zanemarivo malo. 

 

 
Slika 13-11 Osnovni i peti harmonik plus istosmjerna komponenta 

Pri visokofrekvencijskom šumu se javlja malo mreškanje signala, kao što  je to i 

�
���� 
�� ������	���� ��� ���	 ���������������� �**%4��� ��� ��� ��	������ ���	�� ���������
��
������

������	������������
��
���������
������!
���u mjerni sustav. 
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Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 13-6 koja prikazuje 
�����"����� �����	���
	���� ������	��� ����� ����
	�� -�
������� ���� 
� �������� ��������� ���
���
�����������	
�����	��� ��������%� 

Tablica 13-6 Karakteristike algoritma 

fs &��#�� ������� Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

600 Hz 
 
 

 
'����!����������
�
�

amplitude je 0% 
 
 

Prisutnost 
ostalih 

harmonika 
���
	�����

���������
��
amplitude 
	��#���

harmonika 
osim 

sedmog 

Pogreška ovisi 
o K i o 

vremenskoj 
konstanti (nije 
velika), ali je u 

principu 
zanemariva 

 
Malo iskrivi 
algoritam. 

Koliko ovisi 
o amplitudi 
pojedinih 

	������
�3-�
signalu 

 
 

 

13.4 Fourierov red s pola perioda 

13.4.1 Izvod algoritma 
 
C������� �����
� ����� ������	��� �� ���	 ���� � -�
�������  algoritama je ta što se u 
������ ����
	�� 
���� ����� �������� �
������� 
������� ��� �����
�� �����	
���
frekvencijskih komponenata. U formule (13.2) i (13.3) se uvrsti za n onaj broj koji 
����
	������ �����������
�
�������	
�
�"�������
��	���!	������
	��������
��lgoritmima sa 
����������������%�C��
��������������#����	����������������D*����������
����������#��
��
���
��	�������	
��������� ��������%�'���#
�������"����*@%4�����*@%@�����
�
����
�	��
izrazi za realnu i imaginarnu komponentu signala s time da sada umjesto cijelog 
perioda treba uvrstiti samo pola perioda. Izrazi glase 
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� ��� ��� &D.�	� 	��
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#�� 	�� ��� �*@%@I�� ������� 
�� ��� ������� ��� �ealni dio amplitude signala 
osnovnog harmonika koji glasi 
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gdje je  
 

 j
N

W jx ⋅= π2
cos,2 ,      j=1…, (N/2)-1 (13.40) 

 
Analogno gornjem izrazu za amplitudu realnog dijela dolazi se i do izraza za 
amplitudu imaginarnog djela (13.37) koji glasi 
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 j
N

W jy ⋅= π2
sin,2 ,      j=1…, (N/2)-1 (13.43) 

 
Ako se sada pretpostavi da je frekvencija uzimanja uzoraka 600 Hz, onda N iznosi 12 
	������ ��� ��������� ����
��� I� 
� ����� �������%� &���� 
�� ��"�� 
�
	���	�� 	�������

��������������
��	� �	�"��
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Tablica 13-7 

j 0 1 2 3 4 5 6 
Wx,j 1  2

3  
2

1  
0 2

3−  
2

1−  
1−  

Wy,j 0  2
1  

2
3  

1  2
3  

2
1  

0  
 
Vidljivo je da tablica ima iste vrijednosti kao i tablica 13-*�
�������

������
��	��	�"��
���
���	�������������	���
�����������������%�0����
������#
���������
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komponente amplitude osnovnog harmonika. On glasi 
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2
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1 yx VVV +=  (13.46) 
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�
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�%�C������������
������������������
������������ ����
	������������������������������������������������� osnovnog signala za razliku od do 
sada navedenih koji imaju okvir veliki kao cijeli period osnovnog signala. 

 

13.4.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ����� ������	��� ��� ����!���� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

 

 
Slika 13-12 Osnovna komponenta signala 50 Hz 
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nu amplitude osnovnog harmonika 5.2%. To je vidljivo na slici 13-
*4�������

�����������
���������������������	���
�
������	����% 
 

 
Slika 13-13
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Kada su prisutni neparni harmonici�	������������!���
����������������� ������������
što je to prikazano na slici 13-*@������
���
��������
	����	��#������	�� �������%�R������
razlika je u tome da se maksimalne pogreške algoritma javljaju u drugim trenucima 
kada su prisutni harmonici, a u drugima kad ih nema. Trenuci javljanja maksimalne 
�����!������
��������
������������������� � ��������% 

����

����

	��������� ���������	�������
�	
��������
�����������!	��	��������
���
�����*@-14, 
gdje se javio drugi harmonik koji iznosi 2 p.u., dok osnovni iznosi 10 p.u. Vidljivo je da u 
	��� 
�
���
� ������	��� ����� 
� �����#��� ����
� 	������ ������ �����
�� �����	
��� �
�������
harmonika. Pogreška, naravno, ovisi o tome kolika je amplituda drugog harmonika. 

 

 
Slika 13-14 osnovni i drugi harmonik 

Takva se situacija javlja kada je u signalu prisutan bilo koji parni harmonik, pa je 

	����������	����
��	����������� �����������	��������
�	�	�%�&��
������������
�����*@-15, 
koja predstavlja frekvencijski odziv algoritma i na kojoj je vidljivo da se neparni 
harmonici prigušuju (digitalno filtriranje), dok se parni ne prigušuju u cijelosti. Na 

��������	����������������������������	����
��	�����������
	�
�����
���������	
�	������
je ona prisutna isto se dobivaju krivi rezultati. 

 

 
Slika 13-15 Frekvencijski odziv algoritma 

Na slici 13-*I� ��� ��������� 
������ ����� 
� 
���� 
�� �
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���"�� �� �
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�
komponentu gdje je K 10 p.u. i vremenska konstanta je 40 ms. Amplituda osnovnog 
harmonik�����	�������*7��%
%�3����
�����������	����������
�
����	��������
�	�	��!	��
���������������	�% 
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Slika 13-16 Osnovna i istosmjerna komponenta signala 

Stoga, ako se usporedi algoritam koji koristi pola perioda����������
�����	��������"������
������ ���
���� 
� ������	����� ����� ����
	�� �
��� ������� ����� 
�� ��� ���� ��!����
karakteristike od njih jer je osjetljiv na istosmjernu komponentu i parne harmonike. No 
ima i dobru karakteristiku, a to je filtriranje neparnih harmonika. 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 13-8 koja prikazuje 
�����"����� �����	���
	���� ������	��� ����� ����
	�� -�
������� ���� 
� ����� �������� ���
���
�����������	
����
������� ��������% 

Tablica 13-8 Karakteristike algoritma 

fs Osnovni harmonik Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

600 Hz 
 
 

 
Maksimalna 

�����!����������
�
�
amplitude je 5.2% 

 
 

Neparni 
harmonici ne 

	���
�����
�����������
algoritam 

neupotrebljivim 

Algoritam je 
neupotrebljiv 
ako se javi 
istosmjerna 
komponenta 

 
Iskrivi 

algoritam. 
Koliko ovisi 
o amplitudi 
pojedinih 

	������
�3-�
signalu 

 
 

 

13.5 FFT algoritam 

13.5.1 Izvod algoritma 
 
Izvod Fourierovog algoritma je dan u poglavlju 8 kao i Fourierova transformacija u 
��
���	���������
�
����	�#���������rom (poglavlje 8.3) gdje je prisutan DC signal koji 
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Na slici 13-17 je prikazana blok šema algoritma. S lijeve strane je dolazni signal koji 
se dovodi u algoritam za FFT. 

 

 
Slika 13-17 Blok šema FFT algoritma 

,����
������
�
������������������	�����������
�����
�������	���	��
�����
�	�	������

�� ������� ��� ������	��� ������� 
� ������� 	������ ����� ��� 
�� ������� 	����� ��������
	�
�����	
����������� � �������
�� ���������������������������������E%@�%�,���������
�E����
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���"�� ����	����� ��
negativne frekvencije pa je stoga dovoljno uzeti samo pozitivne frekvencije, jer one 
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���	���������
podijeljen s dva a to nije uzeto u obzir pri pisanju digitalnog oblika transformacije radi 
jednostavnosti zapisa. Nakon cjelokupne obrade postoji polje u kojem se nalaze 
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iznosi i osnovni harmonik signala, jer se upravo na njemu vrši FFT i samim time se iz 
�������������� ��������% 

 

13.5.2 Analiza rada algoritma 
 
Analiza rada algoritma je izvršena� ����#
� ��������� ������	��� ����� ��� ����
���
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Frekvencija uzimanja uzoraka u simulaciji je 800 Hz. Ako je prisutan samo osnovni 
harmonik koji je pode!��� ��� *7� �%
%� 	���� ��� �����!��� ������	��� ����� �
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�%
%�� @� �%
%� �� *� �%
%� 	��� ����
��������� 	���� ��� �����!��� ������	��� ���� �����
�
�
amplitude pojedinih harmonika tak��������������
����!	�������������������
�����*@-8, koja 
prikazuje simulirani signal i izgled algoritma za pojedine harmonike. 

 

 
Slika 13-18 Rad FFT algoritma 

Ako se javi istosmjerni signal tada je pogreška a�����	��� 	������� �������� �
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Slika 13-19 Uz harmonike je prisutan i istosmjerni signal 
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sporije prigušuje (manje je strmi) to je i pogreška manja. Razlog javljanja pogreške je 
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������� ����
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������ 
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�� � ���������	��
koje se u spektru nalaze vrlo blizu frekvencijskih komponenata od 150, 100 i 50 Hz i 
koje samim time stvaraju smetnju. 
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Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 13-9, koja prikazuje 
�����"����������	���
	����������	������������
	��-�
������
�	���
��������
�������
������
amplitude pojedinih harmonika. 
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Tablica 13-9 Karakteristike algoritma 

fs Osnovni harmonik Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

800 Hz 
 
 

 
Pogreška pri 

�����
�
������	
���
je jednaka nuli 

 
 

Pogreška 
���������
�
�
amplitude 
je jednaka 

nuli 

M�
	���5�
komponenta 

nema 
pogreške. Ako 
�������
!
�
#��
tada ovisi o K i 

T. 
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14 ALGORITMI NAJMANJIH KVADRATA 
 
U poglavlju 14 Algoritmi najmanjih kvadrata se govori o algoritmima koji koriste 
generalni polinomski oblik i oblik s više varijabli [L7] Sama metoda najmanjih 
����������	��	��
�����
��������
��
��
�����������	���	����������������
������������������
�
��� ����	�	���� �������� �
����� ��� ������	�������� �������� �	� �� �
���������� ����������
kva������
�������������	���	�	�	�����	�������������
�������������	�����������
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��	������ ����	������� ����	�	���� �����
��� �� ��� ��� ����	��	� ��

������ 
��	������
���������� �� ������ 
����� ���	��� �����	� �� ��
���� ��� ������ �	� ������	����	� ���������
impedancija [L29]. Algoritama zaštite koji koriste metodu najmanjih kvadrata ima 
�	��
�����������������	�������	��	
�������������
�������������	�	�����
���� 
��� 

14.1 Algoritam najmanjih kvadrata s generalnim polinomskim 
oblikom 

14.1.1 Izvod algoritma 
 
Ako se pretpostavi da izmjere�������������	
�����������
�����	�������	��
����������
����������������
������������ 
 
 )sin()( 0 Θ+= tKtv ω  (14.1) 
 
gdje je K nepoznata konstanta (amplituda) koju treba odrediti. �0 je kutna frekvencija 
osnovnog harmonika, a �� ��� ������ ������� ����� ��� �������� ��� ��� �����	���� �������
��������������� ��	������� !� "�����������������������	����#�����������	�
�����
��
������������������
��	�����$�����
%��� !� "�����������	���	�
�������
������������ 
 
 Θ+Θ= sincoscossin)( 00 tKtKtv ωω  (14.2) 
 
Izrazi u sinusnom i kosinusnom &�������	����������
%������������	������	�����	����
���������������������� 
 

 
!3

)(
sin

3
0

00

t
tt

ωωω −≈  (14.3) 
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Uvrštavanjem (14.3) i (14.4) u (14.2) dolazi se do izraza 
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K
tKKtv ωωω ⋅Θ−⋅Θ−⋅Θ+Θ=  (14.5) 

 
'�	����������
%����
���� usporediti sa generalnim polinomskim opisom (7.8) koji u 
�
������&�������	�����%��� 
 
 3

3
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210)( xaxaxaaxf +++=  (14.6) 
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(���	�)������� !��"���� !�*"���������������������������+"�����
�	��
��"#����������&����
���� 
 
 tx 0ω=  Θ= sin0 Ka  Θ= cos1 Ka  

 
2

sin
2

Θ−= K
a  

6

cos
3

Θ−= K
a  

 
Potrebno je odrediti vrijednost K  što je u biti amplituda osnovnog harmonika. 
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 (14.7) 

 
Ako se unaprijed zna fr��
������� ��������� ���	���� �� %	��� ��&���� ����� ��� 
������
zagrada s lijeve strane (sa x-�
���"� ��
�� ����	����� ��	�&������� 0����� ���� ��
algoritam ulazi kao konstanta. Nepoznate konstante a0 do a3������	�&�����������	���� 
 
 ax=X-1v (14.8) 
 
gdje je X-1� ��	�&�����������	����� ���	�����
���� ��
������ �����	���1���������������������
�������� !�-"#������������������� !�2"��	��������3�����4-1 te da su vi i xi vrijednosti u 
trenucima ti=i�t. 

Ako se uzme, kao što je i u programu Algoritmi, da je frekvencija uzimanja uzoraka 
 ���� ��#� ��� �	��
������� ����
���� ��	������� ��� ��� ��#� ����� ��� ��
�� ��&���� ��
	�&�����������	����5��(��	����	��������	���������&������&�
����������������������%����
prva pa stoga postoje indeksi od nula do pet. Radi boljeg razumjevanja dat prikaz je 
kako se 	�&���������������&����
�����	����5������	����
������
	�����������1	���������
xi����	�&���������	�)����
	���������	��������������� 
 
 ii tx ⋅= 0ω  (14.9) 
 
�������������
	������������	
�����������������&����i dobije kao 
 
 titi ∆⋅=  (14.10) 
 
gdje je ���
	��������	��������)����&������6����	�����
����������
%��������������� 
 

 i
f

f

f
ix

ss
i ⋅=⋅⋅= 0

0

21 πω  (14.11) 
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�� ����� ��� �� �
��� ���&���� �� ���� ��� �� ��� �� ���	� ������	�� ����� ��&���"�� 0��������� ��� ��
principu ista kao i kada se koriste Fourierovi a���	����� ���� ��� ��&�� ��&�������	������
7	�����	���&��������������
�	�������%��
��������� �����	����� ��&���������������������
	�&�������	����5#������������������������� ��	�&���������	�%���������������� �� �����������
dobije amplituda. Sada se izbaci najstarija to&��������
�	���+0) i izmjeri se nova pa se 
����
�� 	�&������ ���������� 8��&�#� ����)�� �
���� �����	���� ��&����%�
���� ��� ���
����
	�&������ ��������� ����� �%��
���� ���	���� 5� 	�&������� �������������� ����� 1�����
napomenuti da ovaj algoritam za razliku od Fouriera ne mora obuhvatiti cijelu periodu 
signala. Na slici 14-1 je prikazana blok šema algoritma koji iz izmjerenih napona 
	�&���� ����������� 1����� ����������� ��� ��� ����� 
	��������� ������� 1�� �	�������
izmjerena, dok su sve ostale vrijednosti iz prethodnih mjernja. Kada se izmjeri V5 
����������&�������	�&�����������������	��������%���������	����4����������1����������
1!#�1!���������1/���������������8�������������	����
��������������������
������&�����
1������������
�����������	�&��������������������������������� 
 

 
Slika 14-1 Blok šema algoritma 

0���� ��� 	���� �	����	�� %���� �������� ��&��� 	�&������� &����
�� ���	���� 5� ��� ��	��
navedene vrijednosti. 
 
 00 =x  

 πππ 1,01
1000

50
21

1
2 01 =⋅=⋅⋅=

sf
fx  

 ππ 2,02
1

2 02 =⋅⋅=
sf

fx  

 ππ 3,03
1

2 03 =⋅⋅=
sf

fx  (14.12) 

 ππ 4,04
1

2 04 =⋅⋅=
sf

fx  

 ππ 5,05
1

2 05 =⋅⋅=
sf

fx  

 
6����	����� ��	������������� ��	�&�������
������������	����5�� 6����������&������	����
prikazan je u blok dijagramu u dodatku. 
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6������������������%�
�����	����
���������	���������
��	�&unati amplituda. U programu 
Algoritmi se vidi da se najbolji rezultati dobivaju ako se amplituda osnovne komponente 
����������	�&����������������������0 i a1�6�	������������	�&����������������� 
 

 2
1

2
0 aaK +=  (14.13) 

 
9���������������������
���� dobiti kao 
 

 




 −
=Θ −

1

21 2
tan

a

a
 (14.14) 

 
6����	���������������������&�����
����	�&����������������������������	�&�����	����
izrazu 
 

 
II

VV

K

K
Z

Θ∠
Θ∠

=
2

2  (14.15) 

 
gdje su K2I i K2V���������������
������	������������������	������������	�&���������
(14.13),a �V����I��������
����	���������������������	�&���������� !� !"� 

8�� �	��� 
����� ����������� ��� ��� %	��� 	�&������� ���	������ 
����� ��	� ��� �� �� 
����	�� ��
kojem su naponi isto javljaju vrijednosti xi koje se nakon svakog novog mjerenja 
��	�������
����������
�	������������	�������������� 
 

14.1.2 Analiza rada algoritma 
 
:������� 	���� ����	����� ��� ��
	����� ������� �	��	���� :���	����� ����� ��� ��������
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Kao što je ve��	�&���#� �	��
�������������������	���� ������� ������#�������	����� ���
�����	��	������������	�������
�����������������&����������������%�����%�����	���������
istosmjernih komponenti. Za signal amplitude od 10 p.u. situacija je prikazana na slici 
14-2. Maksimalna pogreška algoritma koja se pritom javlja iznosi 2.94%. 
 

 
Slika 14-2 Osnovni signal frekvencije 50 Hz 
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:������ ��
���	���������� ��������	����������
�����
�� �������������	�������� ����	�	�� ��	����
nije niti pr��
���������������������������	������	����	�&������������������
������������
kao što je i prikazano na slici 14-3. 
 

 
Slika 14-3 Osnovni i istosmjerni signal 

(����&��������
����	�����������)�	������
�������	���a jer niti njih, kao ni istosmjernu 
����������#�����	���������	��
�)�;�:��������
���	������	����������������������� �<�
�������
���������������	���������	�&���������������������������	���������������<�

������������������
�	��������������,������	������������lici 14-4 
 

 
Slika 14-4�������������	
�����
����	������ 

8�����&���
������	��
����������������	���������)�	����������������#����������
�������
slici 14-5 
 

 
Slika 14-5 Visokofrekventni šum 
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:������
������%�������	����
�������	�%��������������������������	������	�%���
	������
�
��������������&�������������������
���#������	������������������	����������������
Ukoliko je to sve u algoritmu tada se on ponaša kao digitalni f����	� �� ��
�� �
����
��������� ����������� �������� ��	�&������ ��� ��&������� ,�� ��� %���� �� �	�������� ���
algoritme koji koriste više varijabli. 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 14-1 koja prikazuje 
���
�
�������	����	�����������	����� 

Tablica 14-1 Karakteristike algoritma 

fs 
Osnovni 
harmonik Harmonici DC komponenta VF smetnje 

1000 Hz 
 
 

 
Pogreška pri 
��	�&����
amplitude je 
2,94% 

 
 

Pogreška je 
velika ako 

harmonici nisu 
�	��
�)������

modelu. 

Pogreška je 
velika ako 

istosmjerna 
komponenta nije 
�	��
�)������

modelu. 

Algoritam 
����)�	�

izgleda kao 
šum. 

 

14.2 LSQ 1, 3 Algoritam s više varijabli 

14.2.1 Izvod algoritma 
 
=
��� ����	����� �	�������
���� ��� ������� ����� ��� ���	�� ���	
�� ����� ����
���
frekvencijsku komponentu od� ��� ��� �� �	���� ��	������ � ��� ��"�� 6�� ����� �������� ���
������
%������������������������������������� 

 
 ( ) ( ) ( )303101 3sinsin Θ++Θ+= tKtKtv ωω  (14.16) 
 
�����������>�����&������������������
�������	�������	���������������������&����
kutevi pojedinih harmonika. Ako se ima izmj�	�������������&�����	�)������	�������
t1#�����������
�������� 
 
 ( ) ( ) ( )310311011 3sinsin Θ++Θ+= tKtKtv ωω  (14.17) 
 
4������	���	�����������
%��� !� -"���%��������������� 
 
 ( ) 10331033101110111 3cossin3sincoscossinsincos tKtKtKtKtv ωωωω Θ+Θ+Θ+Θ=  (14.18) 
 
$�����
%��� !� 2"������
����������������	������������%��������������� 
 
 ( ) 41431321211111 xaxaxaxatvS +++==  (14.19) 
 
gdje S1� �	�����
���� ���������� ���	����������� ������� ��&��"#� ���
������&������������
Koeficijenti a su samo funkcije vremena (ovise samo o trenutku kada je izmjeren 
uzorak) i oni glase 
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1011 sin ta ω=  1012 cos ta ω=  1013 3sin ta ω=  1014 3cos ta ω=  
 

1	����������������������&�������+����������������������������������������
�	���%���>�
����#� ���� ����������� ������
%�� � !� -"#� �	�����
��������������������
���� �� �	�����
harmonika. Za x-�
�������
���isati 

 

111 cosΘ= Kx  112 sin Θ= Kx  333 cosΘ= Kx  334 sin Θ= Kx  
 
Za neki novi uzorak S2=v(t2) koji je izmjeren u trenutku t2� ��
�� ��� ����� ���������
������
%������������������������
%��� !� -"#����������	�������
	������i trenutak t 
sa t1 u t2. Sada se vidi da vrijednosti uz x ne ovise o vremenu, te ih se ostavi kakve 
����#�����������
	�������������������&�
������������������
�������� 
 

2021 sin ta ω=  2022 cos ta ω=  2023 3sin ta ω=  2024 3cos ta ω=  
 
?��������
�����	
����	�&������+#������������������
	��������������������������
��
�����
�����
����	�%�����������������&���	�������	�������	�������������	�������������
�	����%�
����&���	��
������
%����&���	���������������,��������
%�������������������
%��� !� ."�����%����������
��&�������������������������	�����#�������������������������������������������������	
���
����
������
%��� >������������ ��� �	���� �
���� ������
%�� ��%���� ��� ��� ����� ��&��� ���� �� ��	��
navedeni koeficijenti samo je potrebno uzeti neke��	����
	���������	������#����������
�
������&����%�����	�������3 i t4��0���������
��������������	�&�����%���� 
 

 

( )
( )
( )
( )


















=



















⋅



















4

3

2

1

4

3

2

1

44434241

34333231

24232221

14131211

tv

tv

tv

tv

x

x

x

x

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

 (14.20) 

 
7����� 
���� ��� ��� ��� ���	�%��� �����	���� &���	�� ���	��� �������� �� ������ 	�������� ��	����
������
%����� +��?	�%������� �������������������� ����� ������%���������	����� ��	�&�������
,������������������������	�������	�����	��
�������������������	����� 

 

�
!

�
 

�
@

�
/

:
�
�
���
�
�
�

1	�����

t∆

 
Slika 14-6 Princip rada algoritma 
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6��&�#� �	������ 	ada algoritma je isti kao i kod algoritma s generalnim polinomskim 
�%�������7	�����	���&��������������
�	�������%��
������	�)����%	��������	�������&����
����������	��������	�&��������4��������������	�&���������	�%���
	���������������	�����
��
�� ��&��� ������� ����� ��� 	�&���� �� ����� ��� ��� ������	���� ��&��� ��	
�� �����	���"�
��%���� ��� ��
�	�� ��� ��� ����� ����
�� 	�&����� ,���� �� ��
�	�� �
����� �������� ����� %	���
��&�����,�����������������	����������������� !-*����&���	����&�������
�	��� 

6���������������)�	�
�����
�#������� za ishodište prozora uzme donji lijevi kut, da se za 
vremena od t1 do t4���
�������� 

 
01 =t  tt ∆=2  tt ∆= 23  tt ∆= 34  

 
1	��������	��������)����&����������	�
�����%��������	��
����������������uzoraka. 
7����� ��� ����	����� ��	�)���� �	��
������� ���	���� 
����� ��	�&������ �������������� (�
programu Algoritmi je odabrana frekvencija uzimanja uzoraka od 1000 Hz pa je stoga 
���������������������	����	; 

 
 002sin 011 =⋅= fa π  309,0001,02sin 021 =⋅= fa π  

 102cos 012 =⋅= fa π  951,0001,02cos 022 =⋅= fa π  

 006sin 013 =⋅= fa π  809,0001,06sin 023 =⋅= fa π  

 106cos 011 =⋅= fa π  587,0001,06cos 024 =⋅= fa π  
 
:�������������	�&�������	�������������������������������
	�������3 i t4 tada se dobije 
matrica koeficijenata koja glasi 
 

 



















−
−

=

951,0309,0587,0809,0

309,0951,0809,0587,0

587,0809,0951,0309,0

1010

A  (14.21) 

 
0���� ��� ������� ������� ������
%�� � !�@�"� ��%���� 
	���������� +� �� ��� ����� ��	�&������
amplitude i fazne pomake. Iz x1 i x2 se dobije izraz za amplitudu osnovnog harmonika 
i on glasi 
 

 2
2

2
11 xxK +=  (14.22) 

 
6�	�����������������	�������	������������%�������+3 i x4 i on glasi 
 

 2
4

2
33 xxK +=  (14.23) 

 
Naravno, iz izraza za x se mogu dobiti i fazni pomaci ���8������
�����	��������	���
za fazni pomak glasi 
 

 





=Θ −

1

21
1 tan

x

x
 (14.24) 
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14.2.2 Analiza rada algoritma 
 
:������� 	���� ����	����� ��� ��
	����� ������� �	��	���� :���	����� ����� ��� ��������
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

(����&�������������	�����������
�����	�������	��
�������������&��������������������� ��
��������	������	�������	��
������� ����������������/�����#������������������������	��������
na slici 14--��A�������������	������	����	�&������������������
������	������������� 
 

 
Slika 14-7�������������
����	������ 

�#!-2<#�������������������	������	��	�&���������������	�������	�������������� #!<� 

(���	����������	�������	���������
����������	������	����	�&������������������
������
�	����� ��	������� �%��� ����� ���� ������� ��	������� ����� %���� �	��
�)���� ����������4��
slici 14-2� ��� �	������� ������� ����	����� �� �
����� ��&��� �������� ��� ��� ����
��� �� �	����
harmonik javio i peti amplitude 1 p.u. 
 

 
Slika 14-8������������
������
����	������ 

(� ���&���� ����
�� ��������	��� �	���������� ����������� ���������� ��� ����� ���� �� ����
prethodnog algoritma koji koristi generalni polinomski oblik, s tim da se ovdje javlja, 
����� ���	����� �	�� 	�&���� ���������� ����
���� ��	������#� �� ���	����� �	�� 	�&����
�����������	�������	������. Ta situacija je prikazana na slici 14-9, gdje uz osnovni i 
�	������	������ ������������ ���	������������������	�����������������������B����������
%	
�� �	�������� �� ���� ��� >� 
���� ��� ��� �� ���	����� �	�� ��	�&���� ���������� ����������
��	�������%����
���� 
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Slika 14-9�������������
����	��������
����������
��	�������
��	 

Pri visokofrekventnom šumu situacija je kao na slici 14-10. Situacija je ista kao i u 
�	�������������	����#��������	�%����	���&������������
������	��
��tnog signala do 
sklopovlja koje uzima uzorke signala. 
 

 
Slika 14-10 Visokofrekventni šum 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 14-2 koja prikazuje 
���
�
�������	����	�����������	����� 

Tablica 14-2 Karakteristike algoritma 

fs 
Osnovni 
harmonik Harmonici DC komponenta VF smetnje 

1000 Hz 
 
 

 
Pogreška pri 
��	�&����
amplitude je 
0,478% 

 
 

Pogreška je 
velika ako 

harmonici nisu 
�	��
�)������
modelu, dok 
����	����

harmonik, koji 
����	��
�)���
modelom, 

maksimalna 
pogreška 

iznosi 1,4%. 

Pogreška je 
velika ako 

istosmjerna 
komponenta nije 
�	��
�)������

modelu. 

Algoritam 
����)�	�

izgleda kao 
šum. 
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14.3 LSQ 1, 3, 5 Algoritam s više varijabli 

14.3.1 Izvod algoritma 
 
Algoritam radi isto kao i algoritam iz poglavlja 14.2, s tim da je u modelu uzet u obzir i 
�������	����������������������� ������
%�� ����������� ��
��������	��������������������
����������	��������������%��� 
 
 ( ) ( ) ( ) ( )505303101 5sin3sinsin Θ++Θ++Θ+= tKtKtKtv ωωω  (14.25) 
 
Nakon proširenja gornje (14.@�"�������
%����%���������������� 
 
 ( ) +Θ+Θ+Θ+Θ= 10331033101110111 3cossin3sincoscossinsincos tKtKtKtKtv ωωωω  

 10551055 5cossin5sincos tKtK ωω Θ+Θ+  (14.26) 
 
:��������	����������
%������	������������
%���� !� 2"���������
����������������
��
��������&���������������������%��	� ���������	�������:������ �������������	�������jem 
obliku tada to glasi 
 
 ( ) 61651541431321211111 xaxaxaxaxaxatvS +++++==  (14.27) 
 
Postupak rješavanja je potpuno isti kao i u prethodnom poglavlju s tim da sada 
matrica koeficijenata ima dva reda i dva stupca više a samim time i dvije 
nepoznanice više (x5 i x6"��0����
�������
%i koji sada treba riješiti glasi 
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



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
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
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
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6

5

4

3
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666564636261

565554535251

464544434241

363534333231

262524232221
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tv

tv
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tv

x

x

x

x

x
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aaaaaa
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 (14.28) 

 
4����� 	�&������� ����� ��� ������&��� ��&���� ��������� �� �����
����  !�@� ��%���� ���
matrica koeficijenata za frekvenciju uzimanja uzoraka od 1000 Hz koja glasi 

 

 



























−
−−

−−
−−

=

010101

10809,0587,0309,0951,0

01951,0309,0587,0809,0

10309,0951,0809,0587,0

01587,0809,0951,0309,0

101010

A  (14.29) 

 

Vidljivo je da sada treba imati barem šest izmjerenih uzoraka kako bi se gornji sustav 
������ 	���������>������� ���
��� 	�&��������	�����	���� ��������� ������	����� ��������
����
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14.2 stoga nema razloga to ovdije ponavljati. Valja samo napomenuti da se 
amplituda petog harmonika dobije iz x5 i x6��9�	������	�����������������	�&��������� 

 

 2
6

2
55 xxK +=  (14.30) 

 

dok izraz za fazni pomak petog harmonika glasi 

 

 





=Θ −

5

61
5 tan

x

x
 (14.31) 

 

14.3.2 Analiza rada algoritma 
 

Analiza rada algoritma je izvršena pom���� �	��	���� :���	����� ����� ��� ��������
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

0��������� ��� ����� ���� �� �� �	��������� ����	����#� �� ���� ��� �
��� ����	����� �	��
�)�� ��
postojanje petog harmoni��#� ��� �� ���&���� ��� ��� ��� ��
�� ����� 
������ �	����� ��
��	�&���� ���������� ����� ��� ��
���� �� �	��������� ����	����� �������  !-8). Za osnovni 
��	��������� ������#��	�������/����������������@�������������������������������� !-11. 

 

 
Slika 14-11�����������
������
����	������ 

A�������������	������	�� ��	�&������������������
������	������� ����#@ @<#����	��
��	�&���� �	����� �#-<�� 4�	�
��#� ������� ��� 	�&������ �� 
	��������� ���������� ������
harmonika prema formuli (14.30) ako se to�
�����=
�������	����������%���������������
���������������	�����������	�������������������������&���	����������	����	�&��������������
����
�������	�������	��������������������������
������� 

Za sve ostale kombinacije drugih harmonika i istosmjernog signala javljaju se 
���	��������������	�������������	�������������������	������#���	��������������	��
�)��� 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 14-3 koja prikazuje 
���
�
�������	����	�����������	����� 
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Tablica 14-3 Karakteristike algoritma 

fs 
Osnovni 
harmonik Harmonici DC komponenta VF smetnje 

1000 Hz 
 
 

 
Pogreška pri 
��	�&����
amplitude je 
0,212% 

 
 

Pogreška je 
velika ako 

harmonici nisu 
�	��
�)������
modelu dok 
����	����

harmonik koji 
����	��
�)���

modelom 
maksimalna 

pogreška 
iznosi 0,7%. 

Pogreška je 
velika ako 

istosmjerna 
komponenta nije 
�	��
�)������

modelu. 

Algoritam 
����)�	�

izgleda kao 
šum. 

 

14.4 LSQ 1, 3, 5, 7 Algoritam s više varijabli 

14.4.1 Izvod algoritma 
 
Ovaj algoritam radi na istom principu kao i prethodna dva, s tim da uz pojavu 
����
���#��	���������������	��������	��
�)��������
�����������	��������?�����	����
����������	������������������������	����������%������������������������
����
�����������
%���� ����� ��&����� ��	����� ����� �������� �&���
���� ������� �z koje se izvodi algoritam. 
Ona glasi 
 
 ( ) +Θ+Θ+Θ+Θ= 10331033101110111 3cossin3sincoscossinsincos tKtKtKtKtv ωωωω  

 1077107710551055 7cossin7sincos5cossin5sincos tKtKtKtK ωωωω Θ+Θ+Θ+Θ+  (14.32) 
 
0����
�������
%�������������	�%��	������������������� 
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 (14.33) 

 
7����� ����� ��� 
���� ��� ��� ���	�%��� ������ %�	�������� �����	����� ��&����kako bi se 
�����
�������������	���������1	���������������������������������������������	��	����
Algoritmi i u dodatku na blok šemi koja prikazuje ovaj algoritam.  
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14.4.2 Analiza rada algoritma 
 
:������� 	���� ����	����� ��� ��
	����� ������� �	��	���� :���	����� ����� ��� napisan 
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 
:��� ��� �� �������� ��� ����
��#� �	���� �� ����� ��	������ �	������� �� ������ ����� �	�	�&���
��������������
�������	�������	�������������������������ci 14-12. Maksimalna greška 
 

 
Slika 14-12������������
�����
������
�����	������ 

���������	���������
��������	�&������������������
������	���������������#�*<#�������
�	�������	��������#�2<� 

Za sve ostale harmonike i istosmjerne komponente koje se jave u signalu, a koje nisu 
�	��
�)��������	�����#� ��
����������	������� ��	�&������������������ �����	���������
algoritmima sa više varijabli. Dakle, što se bolje predvidi izgled signala to je i 
algoritam bolji. No samim ������������
���
��%	���	�&����������	������ 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 14-4 koja prikazuje 
���
�
�������	����	�����������	����� 

Tablica 14-4 Karakteristike algoritma 

fs 
Osnovni 
harmonik Harmonici DC komponenta VF smetnje 

1000 Hz 
 
 

 
Pogreška pri 
��	�&����
amplitude je 
0,06% 

 
 

Pogreška je 
velika ako 

harmonici nisu 
�	��
�)������
modelu dok 
����	����

harmonik koji 
����	��
�)���

modelom 
maksimalna 

pogreška 
iznosi 0,08%. 

Pogreška je 
velika ako 

istosmjerna 
komponenta nije 
�	��
�)������

modelu. 

Algoritam 
����)�	�

izgleda kao 
šum. 
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15 ���������	
�	���
���
	������	�����
��	
ELEMENTA 

 
Kada se koriste gore navedeni algoritmi tada nije potrebno pretpostaviti kakav je valni 
oblik signala struje i napo��� ����� �	� ��
��	� ��� �
	��� ������ �
��	���� 	
	�	�
��� ���
�
����
�������
�
	��	���
��������	�����������	
���
��	����	
	�	�
�������	������
��	���
opremu u EES-���	����	������
�����	�	�����
�����	�����������������
����������	������
poglavlju 15 Algoritmi na princ��������	
����
������	������ 
���	���
���������������
���	
����
	�������������	�
�������	�� ���
�������
�������	
	�	�
������
���� 


�
����������������������������������������������������������������������
�������������
�� ������
�������
�!��������������������������
�����������������"�#�����������!����
dolazi do šematskog prikaza voda kao na slici 15-1 gdje su Rk i Lk (k=a, b, c) otpor i 
induktivitet po jedinici duljine voda za svaku fazu, a Lm� ����� ���
��������������
���$�
��
�!�������
������
���������
�" 
 

%�

%&

%�

	�

	�

	�

	�

	&

	�

 
Slika 15-1	��������	����������	���	��������	�� �!"	�#����	�	���"�#���#�#� 

#�� '���� ����
���� ���������� ��'���� ��� ��������� ��
��
(&�� ��� ��
� ������� ���
segmentu voda duljine dx za fazu a. Izraz glasi 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )
dt

di
dxL

dt

di
dxL

dt

di
dxLidxRdv c

ac
b

ab
a

aaaa +++=  (15.1) 

 
���!�'�������
� 
 

 
dt

di
L

dt

di
Li

dt

d
LR

dx

dv c
ac

b
abaaa

a ++




 +=  (15.2) 

 
�����'��� ��
��
(&�� )*+"*,� �� )*+"-,� 
������ ��� 
�� ������� ��� ��
���� ������� ���
segmentu dx u fazama b i c. Izrazi glase 

 

 
dt

di
L

dt

di
Li

dt

d
LR

dx

dv c
bc

a
babbb

b ++




 +=  (15.3) 

 

 
dt

di
L

dt

di
Li

dt

d
LR

dx

dv b
cb

a
caccc

c ++




 +=  (15.4) 
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�����������������������������
���������(�����
�������
� 
 
 scba RRRR ===  (15.5) 

 scba LLLL ===  (15.6) 

 mcbcabcbaacab LLLLLLL ======  (15.7) 
 
gdje su Rs i Ls serijski otpor i induktivitet jedne faze po jedinici duljine, a Lm je 
�� ���
���������� ��� ��
������ 
������� ���� �� &���� ����� 
����� ����"� ���� ��� ��
�� �������
)*+"+�
��*+".,����������)*+"-�
��*+"/,�
�&�����������
��
(&�������'���� 
 

 
dt

di
L

dt

di
Li

dt

d
LR

dx

dv c
m

b
mass

a ++




 +=  (15.8) 

 

 
dt

di
L

dt

di
Li

dt

d
LR

dx

dv c
m

a
mbss

b ++




 +=  (15.9) 

 

 
dt

di
L

dt

di
Li

dt

d
LR

dx

dv c
m

a
mbss

b ++




 +=  (15.10) 

 
Ako se koriste izrazi za�
�������������������������
�������(���������
���� 
 
 ms LLL 20 +=  (15.11) 

 sRR =1  (15.12) 

 ms LLL −=1  (15.13) 

 
30

cba iii
i

++
=  (15.14) 

 
gdje su R1 i L1 direktne komponente otpora i induktiviteta, L0 je nulti induktivitet, a i0 je 
������������"����������������
�)*+"**,�
��)*+"*/,������������
��
(&��)*+"0,�
��)*+"*1,�
��
�������(�������� 
 

 ( )
dt

di
LLi

dt

d
LR

dx

dv
a

a 0
1011 −+





 +=  (15.15) 

 

 ( )
dt

di
LLi

dt

d
LR

dx

dv
b

b 0
1011 −+





 +=  (15.16) 

 

 ( )
dt

di
LLi

dt

d
LR

dx

dv
c

c 0
1011 −+





 +=  (15.17) 

 
����� ����
���� ��
��
(&�� ��� ��'�� ���������� ��� ��!������� ��
�� ������� ���� ��
mjesta kvara i mjesta gdje je zaštitni relej. 
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15.1 Zemljospoj faze 
 
Pretpostavka je da je zemljospoj nastao u fazi a na mjestu koje je za x udaljeno od 
��2�����'�������"���������������
����������������������������������������(���� dobiti 
��� ��
��
(&�� )*+"-,3� ���������� ��������� �����
����� ������� �� ��������� �����
�����
promjene struje s vremenom u pojedinim fazama. Tada se dobiva za va 
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

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+++= c
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ab
aaaaa i
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L
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dt

d
xLixRv  (15.18) 

 
����
���!���������� 
 

 
dt

di
xLixRv y

axaa +=  (15.19) 

 
gdje je  
 
 ax ii =  (15.20) 
 

 c
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b

a

ab
ay i

L

L
i

L

L
ii 





+





+=  (15.21) 

 
���� ��� �� �������� ��������(���� ��
� ��
�� �����(�� ���������� ��
��
(&�� )*+"0,� �������
������������ ���
� ��
����������������������������������"�4�
��
(&��'���� 

 

 
dt

di
xLixRv y

sxsa +=  (15.22) 

 
gdje je 
 
 ax ii =  (15.23) 
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s

m
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s

m
ay i

L

L
i

L

L
ii 





+





+=  (15.24) 

 
���� ��� (���� ���������� 
�������� �� ������ ����������� ��
�� ��� ��'���� '���� ����
����
��
��
(&������������ 

 

 
dt

di
xLixRv y

xa 11 +=  (15.25) 

 
gdje je 
 
 ax ii =  (15.26) 
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 0
1

10 i
L

LL
ii ay

−
+=  (15.27) 

 

15.2 Dvofazni i trofazni kvarovi 
 
#����!��������������������!����
��������������������(�������!������������������������� ��
dvije faze prema formuli 

 

 












 ++−+





 +=− bbb

a
ab

b
abaaaba i

dt

d
LR

dt

di
Lx

dt

di
xLi

dt

d
LRxvv  (15.28) 

 
��������� ������������
� 
 

 ( )
dt

di
LLxixRvv y

abaxaba −+=−  (15.29) 

 
gdje je  
 
 ( ) babax iRRii −=  (15.30) 
 

 
( )

aba

babb
ay LL

iLL
ii

−
−

−=  (15.31) 

 
���������
���������(�����
��������������������������� �����������&���(�������� 
 

 
dt

di
xLixRvv y

xba 11 +=−  (15.32) 

 
gdje su 
 
 bayx iiii −==  (15.33) 

 

15.3 ����	�
����
��
��
��
�����
��������
 
 
��� ��
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(&�� �� ����$�
������'�����������(�� ��� ������!���� 
�� ��� ��
� ����� ��� �� ������
����2��������������������
��
(&�������'�����5	-+6 

 

 
dt

di
LRiv y

x +=  (15.34) 

 
Pošto se struje i naponi mjere u sve tri faze i to u svakom trenutku u obliku uzoraka 
��
�������'����������������$�������!��$�����
��
����
���������������������$����
��!������%���	����� ��������������������" 
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#�����
�������'���������������'��&������������������
�������$���'�������������������$�
�����'�����
��
��������
���������
���
���!�������������
����!�������a. 
 

15.4 �	�����
������������������
���������������
	�������
���� 

15.4.1 Izvod algoritma 
 
7�������������
���������������������
�����2�������'��������������������*+-2. Dakle u 
�������������
��������
�������
��&����� ���
�����������5	816" 

 

% 	

�)�,

�)�,

 
Slika 15-2	$���	����	���������	�� �!"	�#����	�	���"�#���#�#� 

���������
����
��
(&��)*+"8/,� ����'�����������������������������
���
��1 do t2 i 
zatim ponovo od t3 do t4���
�����
������
������������
��
(&�������'�asi 
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2
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t

dttvdiLdttiR  (15.35) 
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4

3

4

3

4

3

t

t

t

t

t

t

dttvdiLdttiR  (15.36) 

 
7�2���������������������������������������!����
�� ���������������)�1 do t4,���
�������'����
'������ 
����� ��
��
(&�� ����2���� ������� ������!��$� ����
�"� ������ ����2������ �������� ���
������!�������'��������)9"*9,3������������
������������������������ �����������2���������
�����&�������
���������2����������!����3�
���������
���������������������&��� 
 

 ( ) t
vv

iiLt
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R ∆
+

=−+∆
+

22
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12
12  (15.37) 

 

 ( ) t
vv

iiLt
ii

R ∆
+

=−+∆
+

22
34

34
43  (15.38) 

 
Pošto su struje i naponi poznati u svim trenucima jer se mjere, a i vremenski razmak 
����� ������������������ ���������3���'������������
��
(&��)*+"8.,���)*+"80,�
����
��
����������%���	"���������� ������������2�������'��������
����
�������
��
(&��
������
se do izraza za R i L koji glase 

 

 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )43123421
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vviiiivv
R

+−−−+
+−−−+

=  (15.39) 
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( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )21344312

43214321

2 iiiiiiii

vviiiivvt
L

+−−+−
++−++

⋅∆=  (15.40) 

 
:����������������
�������
����������������������� 
 
 LjRZ ω+=  (15.41) 
gdje je �!"��0. 
 

15.4.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ��
�� ��'������� ��� ����2���� ������� ���'����� ��'������� ����� ��� ��������
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Situacija pri frekvenciji uzimanja uzoraka od 1000 Hz, napon od 25 p.u., struju od 5 
p.u. te fazni pomak struje u odnosu na napon od 30 stupnjeva, prikazana je na slici 15-3. 

 

  
Slika 15-3 Osnovni harmonici napona i struje 

#��������!���������'��2�����'���������������!����%���	3��������������
������3���
�����
����� �� ������� ��������"���������
�� ������� �������������� �� ������� ������������'����
������ ��������� �� �����"� ;����
����� ����
������� ��� ���������� ��� ������ *+-4 i ima 
samo je
��������
����3�2������������!�������" 
 

 
Slika 15-4 Impedancija voda 
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������������������$�������������������������
�*1��������
��������'�$��������3���
��
se situacija pogorša i izgled algoritma je prikazan na slici 15-5, a izgled impedancije 
na slici 15-6. 

 

  
Slika 15-5	�������	%�� ����	������	�	�������	�	#��!�	%�� ����	�#�"�� 

 
Slika 15-6 Impedancija 

Vidljivo je kako ��� �� ����!���� ������������ ��������� 2�����3� ��%� ��!����� ����������"� ��� ���
�������������������
����������2���������&�����3�������&�������2������!����������&���
�������������$�������3����������������������������"�<������������$���������������2���
ih je više, to je situacija lošija. 

Ako se javi istosmjerna komponenta signala tada je situacija kao na slici 15-7, gdje 
su prikazani signali struje od 10 p.u., napona od 50 p.u. i istosmjerne komponente 
�������!����=��������.��"�"3��������+1���" 

 

  
Slika 15-7 Uz struju i napon prisutna je istosmjerna komponenta struje 
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Vidljivo je da što se istosmjerna komponenta više prigušuje to se i algoritam prije 
izravnava i nakon nekog vremena L i R opet imaju samo jednu vrijednost. 
I���
��������������������!����������������������*+-8 iz koje se vidi da nema samo jednu 

 

 
Slika 15-8 Impedancija 

�����
����� ��'�� ��2�� ���$� ����� ��� ������� ��� ����������� �������� !���� ��� ���������������
mijenjaju ���������=� ���"����
�������������������������������!��� ����
����������
���&��(������������������" 

>&�'�&����'����'��
��������������'�������
���������&�����*+���������������������(�����
�����������������'����������������'�����
����������������
��
(&����
�������&������!�����
impedanciju koju registrira relej. 

Tablica 15-1 Karakteristike algoritma 

fs Osnovni harmonik Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

1000 Hz 
 
 

Pogreška je 
jednaka nuli 

 
 

Velika 
osjetljivost i na 

minimalnu 
pojavu 

harmonika, no 
to je pravi 

prikaz stanja 

Osjetljiv je na 
DC 

komponentu. 
Javlja se 

spirala koja se 
s prigušenjem 

DC 
komponente 
���&��(����

centru 

 
Algoritam je 
neupotrebljiv 

 
 

 

15.5 �	�����
������	����
�������
����
�������� 

15.5.1 Izvod algoritma 
 
Ako je������&����������������������$�����������������
�������'����
�'������������������
sve harmonike ako se granice integracije pravilno odaberu. Tada algoritam nije na 
���$����������3�����2��� ��� ������!��������'�������� �����'�������*8"/"���������������'����
peri�
������'���������������'����?�����������
������'���� 
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 ( ) ( )∑
=

Θ++=
N

m
mm tmccti

1
00 cos ω  (15.42) 

 
�����
����������������$���������������������'����3����0���������������(���������������
����� ��� ����!���� ��� �����
���"� ����'��������� ��
��
(&�� )*+"/-,� �� '��������� �1=0 do 
t2= 0ωα dolazi se do izraza 
 

 ( ) ( )∫ ∫ ∑ ∫
=

= =

Θ++==
02

1

0 0

0 0 1 0

001 cos
ωα ωα ωα

ω
t

t

N

m
mm dttmcdtcdttiI  (15.43) 

 
�����
��
(&�������
��
���������'���������������������������������
��������������'�����
���$� $������!��$� !������� ����� ��� ��
�(���� �� ��'����"� 7�2��� ��� (����� ������������ ����
harmonike os����������'3�����������������
�����2������
�'� ����
�������������'������"�
Neka je In1 integral n-tog harmonika u periodu od t1=0 do t2= 0ωα 3� ��
�� �����(��

pisati za integral n-tog harmonika 
 

 ( )∫ Θ+=
0

0

01 cos
ωα

ω dttncI nnn  (15.44) 

 
nakon rješavanja se dobije 
 

 ( )[ ]nn
n

n n
n

c
I Θ−Θ+= sinsin

0
1 α

ω
 (15.45) 

 
Ako sada struju i(t) ponovo integriramo i to u granicama od t3= 0ωπ n  do 

t4= ( ) 0ωαπ +n  tada se za n-ti harmonik dobiva izraz 

 

 ( )
( )

∫
+

Θ+=
0

0

02 cos
ωαπ

ωπ

ω
n

n

nnn dttncI  (15.46) 

 
što nakon rješavanja iznosi 
 

 ( )[ ]nn
n

n n
n

c
I Θ+Θ+−= sinsin

0
2 α

ω
 (15.47) 

 
���� ��� �&����� ��
��
(&�� )*+"/+,� �� )*+"/.,3� ��
�� ��� 
�� ��� ��� ����� ��
����� ����"� ���
�������3������
���������$��������"������&�������!��
������-���$����������(����������������
valnog oblika struje i(t) tako da se zbroje dvije integracije od kojih prva ima granice 

od t1=0 do t2= 0ωα  , a druga od t3= 0ωπ n  do t4= ( ) 0ωαπ +n . Efekt toga je u biti taj 

da se integriraju jednake površine signala oblika sinusoide, samo imaju razne 
predznake pa se ponište kada ih se zbroji. To je kao da se  sinusoidu integrira od 
����������
������'��������������������
���
���@����"�:�&���������
���������šine, ali 
��������'� ���
�����"� ��� ���� ��� ��!��� ��'�� ������������ ���� $��������3� �
������
potrebno je na osnovnu integraciju struje dodavati nove inte'������� �� ��!���
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�
�� �����'��������� ����'����������������������������!������$������������'����(����

�'�����������������"��������
�����(�����������������-ti i n-ti harmonik potrebno je provesti 
����'��������������
������!�� 
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D����3� ���� 2��� ��� ��
�� ��� ��
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(&�� )*+"/0,� ��� �������� ����'������� ��2� ��� 
�
����

����������������'���������������������������!������$��������������(�����������������"�
7�2���������������'�����������������'�������������'���������
����������������
��
(&����
ko���� ��� 
�'������� ���������� ������ $�������3� �� 
�������� ������� ��� &���� ��������� ��!���
dolaska do algoritma uz pretpostavke navedene u ovom poglavlju. 

Neka se pretpostavi da frekvencija uzimanja uzoraka signala iznosi 600 Hz i da je 
osnovni signal sinusnog oblika te da se parni harmonici ne javljaju, a sve iznad 
�����'���������'�������������"���
����������&���
�'�����������������������������$�������"�
Iz frekvencije uzimanja uzoraka slijedi da po osnovnoj periodi signala od 20 ms 
postoji 12 uzoraka tog signala. Ako se signal postavi u ishodište koordinatnog 
����������
������������!�������
�����������A9��
���$�
�šta, druga na 2�A9��������
�����
����
����
������!������������
���$�
�2����
����������*-�A9"����������������������������*+-9. 
 

 
Slika 15-9	������	"��&�����#�	��������%	#�'��� 
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����������&����
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integracije koje idu od 0 do 6π  i od 3π  do 36 ππ + . %�
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���0�������
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�������(��������!����
���� 
 
 ( ) 00 ii =  ( ) 00 vv =  

 ( ) 16 ii =π  ( ) 16 vv =π  
 ( ) 23 ii =π  ( ) 23 vv =π  
 ( ) 32 ii =π  ( ) 32 vv =π  
 
gdje ix i vx predstavljaju izmjerene uzorke struje i napona u tim trenucima. To se 
�����(��������� tako da se frekvencija uzimanja uzoraka postavi na 600 Hz. Ako se 
gore navedene jednakosti uvrste u (15.50) dolazi se do izraza 
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 (15.51) 

 
Ako se sada izraz (15.49) ponovo integrira, ali s novim granicama, koje prevedeno u 
��!���'�����od T2 do T3 i od T4 do T53���
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������� ���������$� ������� �� ������� ��'�� ����!������ %� �� 	� �� ���� 
�� ������ $��������
struje ne unosi pogrešku jer je digitalno filtriran. Dakle, izraz za R glasi 
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Za L se dobije 
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���� ��� ����������2�������������$�����������'���� ��� ����!������%� �� 	"�����������$�
šest nije više potrebno mjeriti novih šest, nego se samo odbaci najstariji uzorak i 
izmjeri novi te se u algoritmu sve pomakne za jedno mjesto. Dakle, sve je isto kao i u 
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����������'���������'
������������������
�2�������������������������������!�������
���
mjesto u desno i pri tome odbacuje najstariji uzorak, a uzima najnoviji te ih uvijek ima 
šest. Impedancija s����!�����������������)*+"/*," 

 

15.5.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ��
�� ��'������� ��� ����2���� ������� ���'����� ��'������� ����� ��� ��������
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Analiza je izvedena pri frekvenciji uzimanja uzoraka od 600 Hz, što je i uvjet da bi 
algoritam ispravno radio. Amplituda napona iznosi 25 p.u., a amplituda struje 5 p.u. 
Fazni pomak struje u odnosu na napon je 30 stupnjeva. Izgled signala i algoritma koji 
��!����%���CL prikazan je na slici 15-10. Impedancija je prikazana na slici 15-11. 
 

  
Slika 15-10 Osnovni harmonici napona i struje 

 
Slika 15-11 Impedancija 

Pogreška pri izr�!��������
������������
���������3�
�������'����������&���'��2��"�����
�����
����'��������������&��!�������
����
�(��������$���������������
��8��"�"��������������
kao na slici 15-12. Impedancija je prikazana na slici 15-13. 
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Slika 15-12	�������	%�� ����	������	�	�������	�	#��!�	%�� ����	�#�"�� 

 
Slika 15-13 Impedancija 

;�
�� ��� 
�� ������ $�������� ������� ����� �������'� ��������� ��� ����!��� %-a i XL-a, a 
samim time i na ����!�������
������"�������������!���������'��2�����'���������������
&���� ����������
����� �����'�$��������� �� ���&��������� ������������ �����'�$�����������
�
���������������)�����������������������������," 

7��� ������������������������ ����������������!���������prethodnom algoritmu pa stoga 
nije dana nikakva slika. 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 15-2, koja prikazuje 
�����(����������������������'����������������'�����
����������������
��
(&����
�����������

�'������� ��������� ������ $�������� ������� ����� &�� ����!����� ����
������� ����� ��'��������
relej. 

Tablica 15-2 Karakteristike algoritma 

fs Osnovni harmonik Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

600 Hz 
 
 

Pogreška je 
jednaka nuli 

 
 

Ako se javi 
����i harmonik 
pogreška je 
���� ���
jednaka nuli. 
To vrijedi za 
sve harmonike 
koji su 
digitalno 
filtrirani 

Osjetljiv je na 
DC 

komponentu 

 
Algoritam je 
neupotrebljiv 
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15.6 �	�����
��������������
�
���������������
	�������
���� 

15.6.1 Izvod algoritma 
 
Naponi i struje koje ��'�������� ������ �� ����� ��� ���!���� 
�&������ ���2��������

�������������$���
��
(&��������������'��������3�����2������&������!���������$�
���
���
��������"�;�
������(�������������������������������
����"�#���������!���������
�&����
prikazan serijskim modelom, kao na slici 15-2.  

 

% 	

�)�,

�)�,

 
Slika 15-14	$���	����	���������	�� �!"	�#����	�	���"�#���#�#� 

Pretpostavka za pravilan rad algoritma je da su visokofrekventne smetnje analogno filtrirane 
i sa���������������������!�������������'��������������������"����������%� ��	���������������
�����������
��������
��������
����!��������"�>������������������������������(�������� 

 

 ( ) ( ) ( )
dt

tdi
LtRitv +=  (15.56) 

 
7�������� ������� �� �������� �� ������ ��!��� �� �����(�� 
�&���� ��� ������� ��� ������!���
deriviranje (5.13) i tada slijedi da je 

 

 
t

ii

dt

di kk

∆
−

≈ −+

2
11  (15.57) 

 
:����3��������!���
��������������!����������&�����������������������-*����@*���!��"�����
se sada (15.57) uvrsti u (15.56) tada se dobiva koliki je iznos napona u trenutku k na 
mjestu releja 

 

 
( )

t

ii
LRiv kk

kk ∆
−

+≈ −+

2
11  (15.58) 

 
7�2��������������������������������� ��� ��!����@*���
������������������������� ��
���
��!��������
D���
�������
� 

 

 
( )

t

ii
LRiv kk

kk ∆
−

+≈ −
−− 2

2
11  (15.59) 

 
���'��������
��
(&�������
��
������������������������(������!�����������
������������
za trenutak k-*"�>&�'���
������������������������&���������������
��
(&��)*+"+B,"�#�
trenutku k+1 napon iznosi 
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( )

t

ii
LRiv kk

kk ∆
−

+≈ +
++ 2

2
11  (15.60) 

 
�������&�������'��
������
��
(&��)*+"+0,���)*+"91,���
�������
������
��������
�������
��
(&����

�����������������)%���	,3�
�����������
������������������������������������������"����� ������
���������������������������� ����!����3���������
�&�����������������������������������"�
����������
�������
��
(&����
������2���������!�����&���� tada to izgleda ovako 

 

 







=








⋅

















∆
−

∆
−

++
+

−+

12
1

11

2

2
k

k

kk
k

kk
k

v

v

L

R

t

ii
i

t

ii
i

 (15.61) 

 
Nakon rješavanja dolazi se do izraza za R i L koji glase 
 

 
( ) ( )
( ) ( )1112

1112

−+++

−+++

−−−
−−−

≈
kkkkkk

kkkkkk

iiiiii

iiviiv
R  (15.62) 

 

 
( )

( ) ( )1112

112
−+++

++

−−−
−

⋅∆≈
kkkkkk

kkkk

iiiiii

vivi
tL  (15.63) 

 
U stvarnosti nisu poznati naponi i struje u trenucima k+1 i k+2 pa gornje dvije 
j�
��
(&�����&��������������������
��
(&��)*+"+B,3���
�������
� 

 

 
( ) ( )
( ) ( )31122

31122

−−−−−

−−−−−

−−−
−−−

≈
kkkkkk

kkkkkk

iiiiii

iiviiv
R  (15.64) 

 

 
( )

( ) ( )31122

21122
−−−−−

−−−−

−−−
−

⋅∆≈
kkkkkk

kkkk

iiiiii

vivi
tL  (15.65) 

 
����
����������������� ��!���������� �������� )*+"/*,"��������(��������'������������!���� ��
visokofrekventne oscilacije koje nastaju p���������������
�������(���������������2������
�3�
slika 15-*+3���������������!����������
����'������"�7�������������
�������������� 

 

% 	

�)�,

�)�,

E E

��

%�

 
Slika 15-15 Pi šema voda 

je da je Rf na mjestu kvara toliko mali da se efekt dozemnog kapaciteta na mjestu 
��������(������������"�#��������!���������(���������
������������������������������
nekom trenutku t jednak 
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
dt

titid
LtitiRtv C

C

−
+−=  (15.66) 

 
Struja iC� ��� ������������ ������� ����� ��!�� ����� 
������� ��pacitet na mjestu releja i 
��(������������������������������������������������������������������������'���� 
 

 
dt

dv
CiC =  (15.67) 

Uvrštavanjem (15.67) u (15.66) dolazi se do izraza 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2

dt

tvd
LC

dt

tdv
RC

dt

tdi
LtRitv −−+=  (15.68) 

 
Izrazi za prvu derivaciju struje te prvu i drugu derivaciju napona u trenutku k se mogu 
dobiti iz izraza (5.13) i (5.14) i oni glase 

 

 
t

ii

dt

di kk

tk
∆
−

= −+

2
11  

t

vv

dt

dv kk

tk
∆
−

= −+

2
11  

( )2
11

2

2 2

t

vvv

dt

vd kkk

tk
∆

+−
= −+  (15.69) 

 
Ako se sada ponovi postupak kao za gore navedeni serijski model dolazi se do izraza 
za  R, L i C. 

 

15.6.2 Analiza rada algoritma 
 
�������� ��
�� ��'������� ��� ����2���� ������� ���'����� ��'������� ����� ��� ��������
posebno za tu svrhu. Stoga, svi podaci koji su dani u daljnjem tekstu su dobiveni iz 
gore navedenog programa. 

Frekvencija uzimanja uzoraka je 1000 Hz Amplituda napona je 50 p.u., a amplituda 
struje je 10 p.u. Fazni pomak struje u odnosu na napon je 30 stupnjeva. Na slici 90 je 
prikazan izgled signala i algoritma, a na slici 15-16 prikazana je impedancija. U tom 
���!���� �����'��2�����'������� ��
���������� �� ������ ��� ��� ������ ��������ije uzimanja 
uzoraka i amplitude napona i struje. 
 

  
Slika 15-16 Osnovne komponente napona i struje 
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Slika 15-17 Impedancija 

������������������$����������������si 10% amplitude osnovnog harmonika struje tada 
je situacija prikazana na slici 15-18 

 

  
Slika 15-18	�������	�� �����#�	������	�	�������	�	#��!�	%�� ����	�#�"�� 

To je pravo stanje stvari, odnosno promjena otpora i induktiviteta kako ga registrira 
�����"�7������������
����������������!��������������������������*+-19. 

 

 
Slika 15-19 Impedancija 

Ako se javi istosmjerna komponenta, situacija je kao i kod algoritma s integriranjem 

�������������� ��
��
(&�� ��� ��� ��� ���������� ���������� ��� �������� *+-20 i 15-21 za 
algoritam i signal te za impedanciju sukladno. Pretpostavka je da K iznosi 7 p.u., a T 
je 60 ms. 
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Slika 15-20 Uz struju i napon prisutna je istosmjerna komponenta struje 

 
Slika 15-21 Impedancija 

Zbog boljeg pregleda svojstava algoritma dana je tablica 15-3 koja prikazuje 
�����(����������������������'���������������
�&�������2��������
����������������
��
(&��
��
�������&������!���������
��������������'�������������" 

Tablica 15-3 Karakteristike algoritma 

fs Osnovni harmonik Harmonici DC 
komponenta VF smetnje 

1000 Hz 
 
 

Pogreška je 
jednaka nuli 

 
 

Velika 
osjetljivost i na 

minimalnu 
pojavu 

harmonika, no 
to je pravi 

prikaz stanja 

Osjetljiv je na 
DC 

komponentu. 
Javlja se 

spirala koja se 
s prigušenjem 

DC 
komponente 
���&��(����

centru 

 
Algoritam je 
neupotrebljiv 
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16 RAD ALGORITAMA U REALNOM VREMENU 
 
Algoritme koji su do sada izvedeni valja provjeriti i u realnom vremenu. To u biti nije 
�����	��� ����� �
����
��#� �	�� ��� �� �	������� 
� ������ ����� �� ����
������ �� �� �	�
����
vremenu, nego je to provjera sklopovlja. Kada se govori o provjeri sklopovlja tada se 
���
�����
�����
���	���
����
�	����
���������$���
�������
����	�
������	�	����%�
	�	��	�
detaljnije biti govora u ovom poglavlju koje glasi 16 Rad algoritama u realnom 
vremenu. 
 

16.1 Realno vrijeme 
 
Postoje brojne definicije rada u realnom vremenu, od kojih jedna glasi: za neki sustav 
�	����	��	��������������	�
������	�	����������	������
���
��������	��	����	$	��&�
���������
� ������	$	������	�	�� [L3]. 

U stvarnosti postoji mnogo sustava koji rade u realnom vremenu, kao što su kontrola 
plovidbe broda, upravljanje krilcima nekog zrakoplova, zaštitni releji u 
�����������'��������������������� �� �����
����"�7������� ��������!�����������������'��
opisati sustavi u realnom vremenu, poput vremena kontrolne petlje, determinizma, 
odstupanja te krutosti i ela���!�������������" 

 

16.1.1 Vrijeme kontrolne petlje 
 
;�����������������������������������������������������3�����������3�
�'������� ������
����� ������ ������� 
�������
�3� ������ ��� ���������� )��������,� ������� ������ ���� ���
(�������� �������� )�� ���!���� '���� ���������'� 
igitalnog zaštitnog releja se 
����������� 
�� ��� ��� ���������� ������� ����� ���� ������ �
� ����� 
���������� ������� �����
�
��
�� ��������,� �� ������ ��'�� 
������� ��� ������� ������� �� ����� ������ ��� ������!���

�������)���������������������
�
�������������
�'� �������2��3���������������
����
��� ����'� �����
�!�� 
�������
�� ��� ������,"� ;������� ����� ��� �����&��� 
�� ��� ���� ���

�'�
�� ������� ��� �������� ���������� ������"� #������ ��� �������� �
�� ���� 
�� ��� �������
��(����
���������������������"�>�������������������������������������!���. 

#� ������ �
� ��'�������� ��� ����$�
��'� ��'������� ��� ���������� ������� ���� �� 
�����
��!�����
������
�������������
�"������'�������
��
���������������������������'�������2���
�������
� ��
������������
��
�� �������� ��!��3�������
�� ���������� ��!�����������������
al'��������������2���������!������������������
��������
�������������������������������"�
����������������������������������� ��
��������������
�������(�������
�����������
��
�� �������� �������"� �������3� 2��� ��� ������������ ��������� �������� ����� )��
�
algoritama ��2����,3� ��� ��� �� ������������ ��� ����������� ����� )���� ������������ ���������
���������
�*1111�F��������������������������������������������&����13*�����������(����
rad u realnom vremenu). 

Kod algoritama koji se koriste u zaštitnim digitalnim relejima koji štite EES frekvencija 
uzimanja uzoraka je dovoljna kao što je prikazano u prethodnim poglavljima. No problem je 
���� 2��� ������ ���(�� �� ��� ��'���������������$�����������$������������������������������� �������
�����
������
��!��3�������'��������������������������������������������&�������'������"�
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�����������������!��
������'����������������!�������������!���������������������������!���
������'������������������������������������!��������������������������������
���������������
manjom frekvencijom uzimanja uzoraka te������������������������������������������" 

 

16.1.2 Determinizam 
 
:������������ ������ 
�����
����� ���������$� ���������� ���� �� ����
���$� 
�'� ���"�

��'����'���������$���������
�����������!�������2����3����������������
��������������
��������� ���2��� 
�� �
�� ���'� ����� �&�'� 
�����������!��'� ����2����� ���������'�
��'������"� G��� 
������������ 
������ &�� ���� ��� 
�2��� 
�� ��!��'� ����� ���� &���
stabilnosti. 

 

16.1.3 Odstupanje 
 
#�����������������������
�����������������������������
�� ������'��2������������������
odstupanje. Odstupanje je���2���
�����!��������������������
������������������������������
vremenu. Odstupanje mjeri koliko je maksimalno vremensko odstupanje pojedine iteracije 
������������������
�(������'�������������������������"����� ��3�����������3�(���������������
kontrolne petlje 1 ms, a peta iteracija petlje radi sa 0,9 ms, tada je odstupanje 0,1 ms. 

 

16.1.4 (�"#�	�	�&��#�'��	�"�#���	"	���&�� 	��� ��" 
 
H���
���������������������������������������������������������������
�����������!��� ��
��������2������������
���
�'� ��3����������������
���������������'�������"�#����!����

�������������������
�'� �����
��&����
����������������������&���������" 

H�
��'������������3���������������!��������������������������������������������������
takav stupanj determinizma i tu i tamo mogu propustiti koji 
�'� �����
������������!��
�����!��������$���'���
�"�7���������������������������������������������3�'
���'�&�����
jednog mjerenja ne predstavlja problem jer se temperatura ionako mijenja sporo. 

 

16.2 Operacijski sustavi u realnom vremenu 
 
;�����������������$��������������
�������������������"�
� ����������� ��I��
�J�-i. 
7���
������������ ��� ���!�� 
�� &���� ����� ��
���� ����� ���� ���&���� ����2���� ��(�� ��������
�����!�������������������!��������������"�����������3������������'���������
�����&���������
dokument u Microsoft Word-�� ��(�� ��������� ��� ������ �
� ���� �����
�"� <����2�� ���
�����������'���������
���������
�� ������
��������
��������2���������������������������(��
zaglaviti ili srušiti u svakom trenutku. No postoji i razlog zašto je to tako odnosno zašto 
�����������������ih sustava ne radi u realnom vremenu. Razlog je što oni (operacijski 
sustavi) moraju biti dovoljno fleksibilni da obuhvate niz programa koji rade pod njima, 

������&�����3����������3�������������������������'����!��������������������'�
������
godinu. Dakle,� ���'����!���� ������&������� �� ��
� �� �������� �������� ��� 
��� ���������
zahtjeva, pa i stoga postoji vrlo mali broj sustava koji rade u realnom vremenu. 
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7�������� �� ��!������ )���� ��2�� ���$,������ ������� ������������ ������ ��
���3� ����$� ����
nekoliko istovremeno, pa ih on ispunjava naizmjenice. Aktivnosti koje vrši disk  
�&�!�����������������������3������������
�� ����
��������(����������������
������
�����
��������������������������������������������������"���������!��������������������������
�����2�����������!������pa je upravo i to razlog zašto sklopovlje koje vrši mjerenje 
����:
����?�?�"�:
����?�?����������������������"��������'������������������
�����
���������$� ��!���� �� ��!������ �� ��
�� ��
�� ��������� �������� �'������� ����������� ���
��������� ):�K����!���,"�������:
�������?�?��������
�(�����������������������������
��'�� ����� ���'������ 
�� ��� ����
���� ��������� ��� ��'�&�� �� 
�� ��� ��'���� ������ ��
��!����
�� ����� ���������������������� �������"�H��'������ ��� (���� ������ ����������
sustav koji na borbenom zrakoplovu upravlja krilcima za smjer aviona, tada tu ne 
����(�� ��� :
�� ����� ?�?�3� ���� ���������� ������� ��$������� ������� ������������ ��
procesorom kako bi pravilno funkcionirala [L3]. 
 

16.3 Sklopovlje i programska podrška u realnom vremenu 
 
�������
������ ��!��� ��
�� �� �������� �������� ��� �orištenje sklopovlja koje radi u 
realnom vremenu. Princip rada je takav da se u nekom programskom jeziku napiše 
programska podrška, koja se zatim downloada na sklopovlje koje na sebi ima 
procesor koji radi u sustavu s realnim vremenom. 

���� ��� ��� ��'�� ����stiti mikrokontroleri koji se programiraju za rad u realnom 
��������������������������������!�������������%H�-8-�����" 

Jedan od novijih otvorenih standarda je PXI sustav (PCI eXtensions for 
instrumentation), koji radi na principu PCI sabirnice u osobnom ra!�����"� =�
� ��'�
���������������� ����������2��� �� �������&������7E�� ��&������� ���&�������������������
���(������������������������������'�������������������2��"�����������������������������
je proizvela programsku podršku koja se zove LabVIEW Real Time i koja �����(��
downloadati na posebno sklopovlje koje zadovoljava PXI standard i koje tada radi u 
�������� �������"� 7C�� ������� ��(�� ������������� �� ���&���� ��!������� ������
paralelnog ulaza, ali pošto radi sa svojim sustavom u realnom vremenu i pošto ima 
svoje napaj���������������!����������������&������!�����" 

 

16.4 Algoritmi u realnom vremenu 
 

16.4.1 Sustav za mjerenje i digitalnu obradu signala 
 
H�
�����&���������������
���'������������������������"������������'����������2��������
o sustavu za mjerenje i digitalnu obradu signala koji je ovdje korišten (poglavlje 2). 
7�2��� ����� ���������� ��'������� ��&���� 7C�� ���� ����'� ���!��'� �������� ��
�� ���
I��
�J��������(��������%��������"�%�!������������������&����������������I��
�J��B0�
(second edition) na sebi ima procesor pentium 2 Ghz pa j��&��������������������
�����
vrijeme koje ima na raspolaganju kontrolna petlja za razne frekvencije uzimanja 
�������� )
�� 8111� F�,� &���� 
�������� 
�� ��� �&���� ���� ��
���"� :��'��� ����!����
��!������������&���������������������!�������!����������
�� �������'����mu prije nego 
��� �������� 
��'�� ��!��� �� ����� ������"� ��� ������������ ��������� �������� ��� ��
�� 
�� ���
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vremena za to bila manja od jedne milisekunde. Nakon pokusa je ustanovljeno da je 
���&�����!������&����������������������������������������������������������
o 20 000 Hz. 
�������3����������!��
����������������(������������I��
�J������������������������������
2����&�'������������&�����������&�'���'��2��������'���������
���������������&��������3�����
je potrebno koristiti sklopovlje i programsku podršku koji rade u realnom vremenu. 

Na slici 16-1 je prikazan dijagram izgleda sustava koji je korišten u pokusu. Kao izvor 
signala je korišten naponski izvor efektivne vrijednosti 220 V, sinusnog oblika i 
������������ +1� F�� )���!����� �� ��
�,"� ������ ��'�� ��� ��������� ��'���� 
ovodi na 
��'������������������������5	8-6�����������&�����
���2��������������������������
�*1�
;D������'���������
��������
��������������������������:�K����!���"�=���2��������
�3�
nisu korišteni niskopropusni analogni filteri niti dodatni krugovi zaštite od prevelikog 
������'���'����3�������>�����
��
�"����������������������������������5	8*63����&�
����
�������&��������������������'
����������'���
����
�����������'������������������������
oprema nije niti korištena. 
 

��'���������
�������������
��������
�1�
�
����������

*1;

���������
�������������
��� �������� E7#�-��F�

:������������

�����
��
��'���

������������
�2������
�����'�
&����'����

�����������������&�
�����'��'���'������


�'������

����������
�'��������&��
�
��'�����)��!�����,

��������������
�--1�;
������������������������+1

F�

:�K�7��!���
7E�L
��L*9�L/
7������ �!M
��������

�����������

 
Slika 16-1 Sustav za mjerenje i digitalnu obradu signala korišten u ovom radu 

�������������������������'���� ���
���
�����:�K����!����������7E�-MIO-16E-4, 
���������������������������������������������"�H�������������!����&���e mogla napisati 
�����������'�3�������������
����������3���������!������������3���!������
�3�����
��
��
koje zadovoljava i ostalog, dani na CD-u koji se nalazi u koricama rada. Valja samo 
napomenuti da su sklop za uzimanje uzoraka signala, AD pretvornik i digitalni 
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�����������������������!���� ��
�� �������������������������������������������+11�111�
�������� �� �����
�"� 4�2� ��
��� ��(�����
����� ��� ����������� ���!���� ����� ��� *-� &����"�
7��!���� ��� �������� ��� 7E�� ��&������� ���&��'� ��!�����3� ���������� �
� -� �F�3� ���
kojem se vrti algoritam i cijela kontrolna petlja. 

�������'��
�&����2�������'���������
�2������������������������*9-2. To je u biti kont- 
 

 
Slika 16-2 Blok šema programske podrške za mjerenje signala 

rolna petlj�� ����3� ��
�� ��� �������3� ����� �����'������ ����������� )���� �� ������'� ���
�
��
�� ����������������������������,� ��
�����������'������!����������������'����"�
������2���������������������!����������������?�?��buffer���������'������������������
AI S-SCAN funkcije"�������2��������!������!���3������2����������'�������)�,��������
��
��!���"���������!�������
��������������'��������3�
��������������������������������&��"�
���������� ��!��� ��� ������� �� 2����� ��� �� ����
���� ���������� ������� ���� ��� ��'�������
zahtijeva. U toj s���
����� ���������� ������� ��� ��
�� ��������� ��������3� 
����� ����� ���
�����������������!������?�?��&��������������
�����5	883�	*+3�	8/6" 

Ukoliko se u FIFO bufferu����������2���
���
���������������!��3����!��
���������������
petlja bila prespora i da nije uspje��� ����2���� ������ ��
���� ���� ��� ����������� ����������

����� ��!��3� �� �� �� ��������� ��� ����� 
�'�
��� �������� ������� ��!������� ����� ���
���&���
�'�
���"�>&�'���'������'�� ���������'����G��������
�������������������
��������

�'�
�� �� ��
��������������(�������������������� ���(���"���������������������&��� ������
?�?��&������������+*-���!�������������������
�'�
����'�������
�������'���������������

������� ����������� �� ����������� buffer. No u praksi to nije dozvoljeno, pa je i Bullov 



  16. RAD ALGORITMA U REALNOM VREMENU 

 156 

indikator nepotreban. U praksi se go�����������������������������������������������!���
zna koliko joj je vremena potrebno. 

 

16.4.2 Izgled signala i algoritma 
 
Na slici 16-8������������������������'�����������(���������������2�����������'������3�
dok su na slici 16-4 prikazane frekvencijske komponente tog signala. 

 

 
Slika 16-3	��)&��	��)��&�	��	 ��*� 

 
Slika 16-4	$������+�����	�� �����#�	��)��&�	��	 ��*� 

Vidljivo je da se signal sastoji od neparnih harmonika, i to sve do devetog. Amplituda 
�����'�$�����������������/38+N��������
���������'"��������
������'�$����������������
2,54% amplitude osnovnog harmonika, dok amplitude sedmog i devetog iznose 1% i 
13+N� �������
�� �������'� $��������"� #� 
�������� ������� ��� &��� pokazani usporedno 
snimljeni signali i simulirani signali za sve algoritme koji su prikazani u ovom radu. 

<��� ��� ��!�� ��'�������� ����� ��
�� ��� ��������� ��
���� 2������'� ��������� ��� ���$� ���
korištena dva snimljena signala, od kojih su oba naponska, s tim da je na strujni ulaz 
��'���������2����
��'�������������'�����������'����������������!������
��������������
������"���!��������������
�2���
��
��'�'���'������������
����������������
���������%E�
���'������ ���&������������� �������!��������"�>����������
��'�'����ala DAQ kartice 
mjerio napon na otporniku, što je predstavljalo taj drugi signal, dok se s prvog kanala 
mjerio napon izvora. Otpornik i kondenzator su bili tako odabrani da je fazni pomak 
���� ��
�����'�����������������/+����������" 
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16.4.2.1 Sinusni algoritmi 
 
 
 

 
Slika 16-5 Algoritam uzorak i prva derivacija 

��	�����	#�'��	��,-...	/� 

 
 
 

 
Slika 16-6 Algoritam uzorak i prva derivacija 

��	#��	#�'��	��,-...	/� 

 
 
 

 
Slika 16-7 Algoritam prva i druga derivacija 

fs=1000 Hz 

 
Slika 16-8 Algoritam prva i druga derivacija 

fs=500 Hz 

 
 
 

 
Slika 16-9 Algoritam dva uzorka bez 

derivacije fs=1000 Hz 

 
 
 

 
Slika 16-10 Algoritam dva uzorka bez 

derivacije fs=500 Hz 
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Slika 16-11 Algoritam tri uzorka bez 

derivacije fs=1000 Hz 

 
Slika 16-12 Algoritam tri uzorka bez 

derivacije fs=500 Hz 

 

 

16.4.2.2 Fourierovi algoritmi 
 
 
 

 
Slika 16-13 Algoritam Fourierov red s 

cijelim periodom fs=600 Hz 

 
 
 

 
Slika 16-14 Algoritam Fourierov red s 
+���&� 	������� 	�� �	#��!�	%�� ����	

fs=600 Hz 

 
Slika 16-15 Algoritam Fourierov red s 
cijelim periodom samo peti harmonik 

fs=600 Hz 

 
 

 
Slika 16-16 Algoritam Fourierov red s pola 

perioda fs=600 Hz
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 Slika 16-17 FFT algoritam fs=800 Hz 

 
 
 

16.4.2.3 Algoritmi najmanjih kvadrata 
 
 
 

 
Slika 16-18 Algoritam s generalnim 
polinomskim oblikom fs=1000 Hz 

 
 
 

 
Slika 16-19 LSQ 1, 3 algoritam s više 

varijabli fs=1000 Hz 

 
Slika 16-20 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli fs=1000 Hz 

 
 
 

 
Slika 16-21 LSQ 1, 3, 5, 7 algoritam s više 

varijabli fs=1000 Hz 
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16.4.2.4 ���������	
�	���

���	������	�����
��	�����
�� 
 
 
 

 
Slika 16-22 Integriranje diferencijalne 

������*0�	����	��,1..	/� 

 
Slika 16-23 Impedancija integrirane 

������*0�

 

 
 

 
Slika 16-24	��#�)�������	�	��&#������ 	#��!� 	

harmonikom fs=500 Hz 

 
Slika 16-25 Impedancija integrirane 

������*0�	�	��&#������ 	#��!� 	%�� ����� 

 

 
 

 
Slika 16-26 Rješavanje diferencijalne 

������*0�	��,1..	/� 

 
Slika 16-27 Impedancija dobivena 

���2������ 	�������+���&��	������*0�
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16.4.3 3�*�#�� 
 
=���2��� ��� ��&��������!�������3���'��������������������������������2���� ��������� ����
����������"� H�� ����$� ������ ��� ���� ��� ��
������ ���$���� ���
���ti i mane koje su 
istaknute pri samoj analizi pojedinih algoritama. Tako se vidi da su sinusni algoritmi 
osjetljivi i na najmanje pojave harmonika koji nisu frekvencije 50 Hz. Naravno, svaki 
�������� ��'������� '����2�� 
���!���"� >�� ?���������� ��'������� ��� ��kazalo da se 
ponašaju kao digitalni filteri i samim time izdvajaju pojedine harmonike, dok je 
najprecizniji od njih algoritam koji radi na principu brze Fourierove transformacije. Što 
��� ��!�� ��'�������� ��������$� ���
����3� ��
�� ��� 
�� 2��� ��� &����� ���
��
����������!���
model mjerenog signala to je i algoritam bolji (slike 16-9 do 16-21). Kada bi u 
��'�������&������
�� �����
������$���������������������������'����3���
��&�������
���&���
greške. Naravno, što signal koji se mjeri ima više harmonika to je i njegov 
��������!�����������(�����3����������������������(��������
�(����!����������
����'������"�
��'������� ����� ��
��������������2������'������������
���������� ����
��������������
��
��2������ ������ ��� 2�������� ��������"� =���� ��� !����� �� ��2����� �����&��� ������ !���e 
���������&�����������������+1�F��)�����������������,3��������������$�����!��������������
����
������� ����� ��� ������ ���� �� ����������3� ��
�� ��� ��
� ������&�� ��$� ��'��������
!����� �����&��� ����������� �������� ��'���� 
�� ��� 
�&���� !����� ����������� �
� +1� F�"�
Filtriranje se provodi bilo analogno bilo digitalno ili oboje. 

Valja još jednom napomenuti da su algoritmi testirani u realnom vremenu, što ne 
���!�� 
�� ��� ��'���� ��������� �� �������� �������� ������ ���������� �� ����� &����
podataka i kasnije pušten kroz algoritam, n�'�� ��� ���!�� 
�� ��� ���� �� ������ 
�����
���������� ��!��� ��'������� ��!����� ����
���� �����
������ )���!�2��� �������
�,� �� �����

����� '�
� ����� &��� �����������"� :��'��� ����!���3� ��'������� ��� ��
���� ���� 2��� ��� ���
������������!�������'�������*93�
�������������������enu. Stoga slike od 16-3 pa do 
16--.� ���
���������� ������� �
� ��������� 
�������� ��!���� ����� ��� ��'������� ������� ��
����!����� �� ������ �������"� ��� ������� �����(�� ���������� ���� ����'������� �������
������&��������(���3���������������������������������������������e. 
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17 PROVJERA RADA ALGORITAMA PRI KRATKOM SPOJU 
 
Poglavlje 17 Provjera rada algoritama pri kratkom spoju sastoji se od dvije cjeline. 
Prvo je napravljen simulirani kratki spoj koji je propušten kroz algoritme, a nakon toga 
je snimljen pravi kratki spoj koji je isto propušten kroz algoritme. 
 

17.1 Simulirani kratki spoj 
 
Simulirani kratki spoj je napravljen tako da se javi nagli prijelaz ��� !����� �������
��
frekvencije 50 Hz i amplitude 1 p.u. na sinusoidu istih karakteristika, osim amplitude 
����������
��*1��"�"�:����3�
�&��������������
��!�����������
������
������������'���
�������3������������2���������
�'� �������������������'�����������varnosti [L8]. 

<������������!����'���������������
����������������
����2������'���������3�������$����
napravljena dva signala. Uz strujni, koji naglo poraste, konstruiran je isti takav 
naponski, s tim da on naglo padne i to na vrijednost koja je gotovo jednaka nuli [L35]. 
 

17.1.1 Sinusni algoritmi 
 
 

 
Slika 17-1 Uzorak i prva derivacija s dvije 

#�'�� 

 
Slika 17-2 Uzorak i prva derivacija s dvije 

#�'��

 

 

 
Slika 17-3 Uzorak i prva derivacija s tri 

#�'�� 

 
Slika 17-4 Uzorak i prva derivacija s tri 

#�'��
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Slika 17-5 Algoritam s prvom i drugom 

derivacijom 

 
Slika 17-6 Algoritam s prvom i drugom 

derivacijom

 

 

 
Slika 17-7 Algoritam s dva uzorka bez 

derivacije 

 
Slika 17-8 Algoritam s dva uzorka bez 

derivacije

 

 

 
Slika 17-9 Algoritam s tri uzorka bez 

derivacije 

 
Slika 17-10 Algoritam s tri uzorka bez 

derivacije

 

Kao što se vidi na slikama u trenutku nagle promjene amplitude nastaju veliki šiljci u 
��'��������3��
���������������
�� ������������
�"�:�&��������� ���
��2����������������
��
�������������������
��������������3�����������'����'����������������!�����!���"�����
��� ��'������� (���� ���������� �� ������� ��
�� ���&�� ����� ��!��� ��'������� ����� ��� ����� �
�
����� ��
���3� ����� ��
���� ��������� )�����
��� ��!��,3� ����������� �� ���������� ���� 
��'��
����� ���� ��������&���� ������
������ ��
���"���� ���� �����!������� ������� �����enciji 
��������������������
�*111�F���������(�������������-���" 
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17.1.2 Fourierovi algoritmi 
 
 
 

 
Slika 17-11 Fourierov red s cijelim 

periodom 

 
Slika 17-12 Fourierov red s cijelim 

periodom

 

 
 

 
Slika 17-13	$�"������	���	�� �	#��!�	

harmonik s cijelim periodom 

 
Slika 17-14	$�"������	���	�� �	#��!�	

harmonik s cijelim periodom

 

 
 

 
Slika 17-15 Fourierov red samo peti 

harmonik s cijelim periodom 

 
Slika 17-16 Fourierov red samo peti 

harmonik s cijelim periodom
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Slika 17-17 Fourierov red s pola perioda 

 
Slika 17-18 Fourierov red s pola perioda

 

 
 

 
Slika 17-19 FFT algoritam 

 
Slika 17-20 FFT algoritam

 

?������������'������3�������������
��������$3����������'���������������&��'�����������
sa jedne vrijednosti amplitude do druge. Iz tog razloga kod njih nije potrebno 
������������� ��!��"� 4�
���� ���&���� ��� 2��� ��� ����!��� �����
����� �������
�� ���� ����
nakon 10 do 20 milisekundi. 
 

17.1.3 Algoritmi najmanjih kvadrata 
 
 
 

 
Slika 17-21 Algoritam s generalnim 

polinomskim oblikom 

 
Slika 17-22 Algoritam s generalnim 

polinomskim oblikom
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Slika 17-23 LSQ 1, 3 algoritam s više 

varijabli 

 
Slika 17-24 LSQ 1, 3 algoritam s više 

varijabli

 

 
 

 
Slika 17-25 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli 

 
Slika 17-26 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli

 

 
 

 
Slika 17-27 LSQ 1, 3, 5, 7 algoritam s više 

varijabli 

 
Slika 17-28 LSQ 1, 3, 5, 7 algoritam s više 

varijabli

 

Kao što je bilo govora, algoritmi najmanjih kvadrata su to bolji što je mjereni signal 
&�������������!ki opisan. Kada bi se prostor oko trenutka kratkog spoja rastavio po 
Fourieru vidjelo bi se da tamo ima neparnih harmonika, pa algoritam na slici 17-27 radi 
���&����� ���� ������� ��$� $��������� ������ �� �&���"� ��� ��� ���!�� 
�� ��� 
��'�� ��'�������
neupotrebljivi v�����������&��������������������!�����������
��������$���'�������" 
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17.1.4 �&)���# �	��	����+��"	 ���&�	2#�!���)	�&� ��#�  
 
 
 

 
Slika 17-29 Algoritam s integriranjem 

�������+���&��	������*0� 

 
Slika 17-30 Algoritam s integriranjem 

�������+���&��	������*0�

 

 

 
Slika 17-31	�&)���#� 	�	��&#������ 	#��!� 	

harmonikom 

 
Slika 17-32 Alg���#� 	�	��&#������ 	#��!� 	

harmonikom

 

 

 
Slika 17-33 Algoritam s rješavanjem 

�������+���&��	������*0� 

 
Slika 17-34 Algoritam s rješavanjem 

diferencijalne jedn��*0�

 

;�����������������������������������
���������
����$���'�������������������������!����
����2��&���������3�2������������!�������" 
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17.2 Pravi kratki spoj 
 
=������ ����� ��� ��������� ��� ?��������� ���������$����� �� %�!��������� �� >�'��&�3� ��
laboratoriju iz elektrana i rasklopnih postrojenja. Konfiguracija energetskog postrojenja 
na kojem je napravljen i zatim snimljen kratki spoj je prikazana na slici 17-35. 
 

��
O�

��
O�

��
O�

��
O�

��
O�

��
O�

7

801�; 801�;

>P%@�C

�*M�-P-

=�����
����

 
Slika 17-35 Tropolna šema postrojenja na kojem je napravljen kratki spoj 

Slika pokazuje energetski transformator, spojen na sabirnice, koji napaja teret Z. 
Struja koja je tekla u normalnom pogonu je iznosla 10 ampera. Nakon što je sve bilo 
pušteno u pogon napravljen je kratki spoj na s�&������������� ��
���������"���������
&������(�� ����������� ���� ������� ����� ���� �� 
����� ����� ��������������� ��� ����������
namota tog transformatora. Kratki spoj je napravljen preko prigušnice P kako bi se 
�'����!���� ����� ������� ������'� �����"� H������ ��� &���� �����&��� �'����!���� ����� ��� &��
došlo do uništenja energetskog transformatora i spojnih vodova. Struja kratkog spoja 
���� ��
��������������������������/1�������" 

H��������� ��� ������������ �� ���������� --� ������� �����"� #� 
�������� ������� ��� �����
svaki algoritam biti pušten samo jedan kratki spoj, a ne svih 22 zbog toga što bi to 
�������������2����������"��������(������
������
�������'�������������������������������
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����������
����������'�����!���������E:-a koji se nalazi u koricama rada i na kojem 
se nalaze snimljeni kratki spojevi i svi algoritmi koji se nalaze u ovom radu. 
 

17.2.1 Sinusni algoritmi 
 
 
 

 
Slika 17-36 Uzorak i prva derivacija s dvije 

#�'�� 

 
Slika 17-37 Uzorak i prva derivacija s dvije 

#�'��

 

 

 
Slika 17-38 Uzorak i prva derivacija s tri 

#�'�� 

 
Slika 17-39 Uzorak i prva derivacija s tri 

#�'��

 

 

 
Slika 17-40 Algoritam s prvom i drugom 

derivacijom 

 
Slika 17-41 Algoritam s prvom i drugom 

derivacijom
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Slika 17-42 Algoritam s dva uzorka bez 

derivacije 

 
Slika 17-43 Algoritam s dva uzorka bez 

derivacije

 

 
Slika 17-44 Algoritam s tri uzorka bez 

derivacije 

 
Slika 17-45 Algoritam s tri uzorka bez 

derivacije

Valja naglasiti kako sada nema velikih šiljaka kao kod simulacije kratkog spoja. 
%����'� ��� ���� 2��� ��� ����� ������� ����� �������2���&��(�� ��'������� �� ����������� )
�A
�� ���
�������,"����� ��������di osjetljivost algoritma na harmonike koji se nalaze u signalu 
(sve do jedanaestog), a nisu bili filtrirani jer nije korišten niskopropusni analogni filter. 
 

17.2.2 Fourierovi algoritmi 
 
 
 

 
Slika 17-46 Fourierov red s cijelim 

periodom 

 
Slika 17-47 Fourierov red s cijelim 

periodom
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Slika 17-48	$�"������	���	�� �	#��!�	

harmonik s cijelim periodom 

 
Slika 17-49	$�"������	���	�� �	#��!�	

harmonik s cijelim periodom

 

 
 

 
Slika 17-50 Fourierov red samo peti 

harmonik s cijelim periodom 

 
Slika 17-51 Fourierov red samo peti 

harmonik s cijelim periodom

 

 
 

 
Slika 17-52 Fourierov red s pola perioda 

 
Slika 17-53 Fourierov red s pola perioda
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Slika 17-54 FFT algoritam 

 
Slika 17-55 FFT algoritam

 
 
 

 
Slika 17-56 FFT algoritam samo drugi 

harmonik 

 
Slika 17-57 FFT algoritam samo drugi 

harmonik

 
 
 

 
Slika 17-58	$$�	�&)���#� 	�� �	#��!�	

harmonik 

 
Slika 17-59	$$�	�&)���#� 	�� �	#��!�	

harmonik
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Slika 17-60 FFT algoritam samo peti 

harmonik 

 
Slika 17-61 FFT algoritam samo peti 

harmonik

 

17.2.3 Algoritmi najmanjih kvadrata 
 
 
 

 
Slika 17-62 Algoritam s generalnim 

polinomskim oblikom 

 
 
 

 
Slika 17-63 Algoritam s generalnim 

polinomskim oblikom

 
Slika 17-64 LSQ 1, 3 algoritam s više 

varijabli 

 
Slika 17-65 LSQ 1, 3 algoritam s više 

varijabli
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Slika 17-66 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli 

 
Slika 17-67 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli

 
 
 

 
Slika 17-68 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli 

 
Slika 17-69 LSQ 1, 3, 5 algoritam s više 

varijabli
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18 4�(�5
6�( 
 
#��&������ �������� ����� ��� ��������� �������������'��������������3� ���!�2��� ��� �������
spojevi. Oni su ujedno i najopasniji, pa je stoga u ovom magistarskom radu pri 
ispitivanju rada pojedinih algoritama korišten simulirani i stvarni signal struje kratkog 
spoja, koji ima karakteristiku da u vrlo kratkom vremenu promijeni svoju amplitudu od 
�����������
���������
��������'������3������������
�����������
�������������������
�
nazivne struje. Kada se govori o kratkom vremenu misli se na svega nekoliko 
mi�������
�3�����'�������������������2����������
���
������������
�" 

Digitalni algoritmi koji su izvedeni i ispitani u magistarskom radu imaju svoje 
���
������ ���������
������
��������
��'�"�H������
����$� ���&������� ��
������
��!��3�
ali lošiji u drugom. Tako se pokazalo da sinusni algoritmi mogu brzo predvidjeti kolika 
���&�����������
��������'������3����������������'��������� ����3� �� ��������'�����������
milisekundi (jednu, dvije ili manje, ovisno o frekvenciji uzimanja uzoraka). Problem 
kod njih je što su izr��������������������$�������������������'�������������'����3����������
�$�����������������������������������������������'����"����� ������������������������'���
��������� �������
�� ��'����3� �� ������ ��� ���!���� ��������� 2�����"� 4�
��� �
� ���2����� ���
korištenje niskopropusnih analognih filtera, koji ne propuštaju frekvencije iznad 50 
Hz, ili korištenje tih algoritama u distribucijskim sistemima gdje valni oblici vrlo brzo 
�������� �������� �&���� ������ �����"� <��� ��� ��!�� 2������� ��� ��� ����� ���2���� ����� 
��
algoritam z�������������!�������������
��'�����������������������" 

Fourierovi algoritmi su bolji od sinusnih u smislu osjetljivosti na harmonike i 
istosmjernu komponentu u signalu zbog toga jer su to zapravo digitalni filteri koji 
filtriraju sve harmonike osim onih k���� ��� (���� ����������� �� ����� ��� ��
�������� ����
��
��'������"����� ��� ��� ������������!��� ��'���� ��������3� &��� 2������3� ���� ��'���� ���������
�������
����'������������������"�7�����
���������'��������������
�������!����������
��
������ ��(�� 
�&���� ���� ������ 2��� ��� �� ������� �����
� ��'����3� 2��� ��� �� ���!����
elektroenergetskog sustava 50 Hz, odnosno 20 ms. Dakle, oni su znatno sporiji od 
sinusnih algoritama. Zbog toga je razvijen algoritam koji koristi pola perioda signala i 
njemu je potrebno samo 10 ms da izmjeri maksimalnu amplitudu kratkog spoja, no 
njegova je pak mana da je osjetljiv na parne harmonike. Problem koji se javlja zbog 
laganog prijelaza i nije tako strašan, osobito ako nastupe velike struje kratkog spoja, 
���� ��� ��
�� ��'������� ���'�� ������ ����!����� vrijednost struje koja je jednaka 
proradnoj vrijednosti releja, a koja je manja od amplitude kratkog spoja koji je upravo 
nastupio. 

������� ���&���� ��
� ��'�������� ��������$� ���
����� ��� ���� 2��� ��� 2��� ��!����� �����
��������!��� ��
�������� ��'���� ����� ��� ��� ������� �� ������ �&�� ������ ������� ��'������"�
���� ��� ��'������� ��������!��� ��
������ ����� 
�� ��� ��������� ����
���� �����������
��'���������������������3���
�������������!�����������
����'��������������2��������������
�
sinusnih algoritama. Ako se signal, koji u se&������$������������������������
��������
������3� ��
������ ��!��3� &���� ��!�����$� ���������� ��� ��� ����� 2��� ��'���� ���� ��2��
$��������� ����'��������������������������������������� ��!�������&�'�������'�&�����
��!�����$� ���������"� :�� ��� ������� &���� ��!�����$� ���������3� �� ������� ��!�����
algoritma, valja ugraditi analogni niskopropusni filter koji propušta sve frekvencije 
��'����� 
�� ����� '����!��� ������������ ����� ��� ��
����� ��������� $���������
modeliranom u samom algoritmu. Prednost ovih algoritama je da se oni, ako su 

�&��� ��
�������3� ����2���� ���� 
�'������� �������� �� ������� &�(�� 
� �� 
�� �����
������
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�������
����������'��?������������'������"�
����������������&������!�����$�����������
[L36]. 

��'������� ����� ��
����������������
���� 2������'����������
��������������������iku 
����
����������2�����������������������������������'�������"�������&�����������
�3����
�������3���
���������2�����
������������2��������������!�����������
���������
����������
����������������������������������!��������������&���"�H��'�3����������������� harmonici 
��������������������������
�"������'������'������'������������������������
�����&���������
������������������������������������������������� ���������������"����������� ���
��(������������������������������$������'��$��������"�#����������$������(� razviti i 
algoritam koji digitalno filtrira signal, kao što je algoritam s integriranjem diferencijalne 
��
��
(&����
�"������������(��������������������
������3������&����������������'���
�������������������������������!����R�������'S3��������2���$�������� signala. 

Algoritmi su ispitani da li rade u realnom vremenu pri normalnom signalu i pri 
��'������� �������$� ������$� �������3� ����� ��� ������������ �� 	�&���������� ��� �������!���
postrojenja FER-a. To je više bio test sklopovlja nego samih algoritama, koji je 
z���2��������2��3��
�����3�������������
�������'�����
������������������"�G�
����
��$����'���3� �� ����� �� ����
�� ����������3� �����
���� ���� ������ &������� �� ��� '�
���� ��
'�
���� ��� ���� ������ ������3� ���� ��� 
����� ��'���� ��� ���������� ����� ���
����3� ��
odnosu na gotov�� 
�'������� ��2������ ������� ����������$� ������� �!�3� �� �� ��������
�������3� 2��� ���'������ ���'������� ������� ���� 	�&;��IT3� �� ��&�������������
��������� ������������� 
�'������� ��2������ ��� ��"� 7��� ����� ��3� �
� ����������3� �����&����
ulazni transformatori, štampana� ���!���� ����� ��� ��&�� ���� ����������� �����
�2����� ��
�����'�
&����'����3����
��'��2�����������!��������������&���������'����������������
�������� �� ��������� ����� ���'������ ��
� �� �������� �������"� >�� ����3� �����&��� ���
����
���� ���'������� ��
�2��3� !���� ��� '����� dio gore navedeni algoritmi. Ova 
���'���������
�2���������� ����������&������!�����3������������������������$�����
u memoriju opisanog DSP sklopovlja.  

#� ������� ���'� ��
�� ���� ���� ��M� ������� ��'���������� �������������3� ����������� ���
prihvat, prilagodbu i uzimanje uzoraka signala iz elektroenergetskog sustava, te 
programska podrška za obradu signala u realnom vremenu, programske podrške za 
����
���� ��'������3� ��� ���'���� ��� ����������� ������� ����'� ��� ��������� �&�� ����
algoritmi.
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Blok dijagram algoritma s prvom i drugom derivacijom 
 
 

 
 

 
 

Blok dijagram algoritma s dva uzorka bez derivacije 
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Blok dijagram algoritma s tri uzorka bez derivacije 
 
 
 

 
 

 
 

Blok dijagram algoritma s Fourierovim redom koji koristi cijeli period 
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cijeli period 
 
 
 

 
 

 
 
 
Blok dijagram algoritma s Fourierovim redom za peti harmonik koji koristi cijeli 

period 
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Blok dijagram algoritma s Fourierovim redom koji koristi pola perioda 
 
 
 

 
 

 
Blok dijagram FFT algoritma 

 
 
 

 
 

 
 

Blok dijagram brze Fourierove transformacije 
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Blok dijagram algoritma najmanjih kvadrata s generalnim polinomskim oblikom 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

Blok dijagram LSQ 1, 3 algoritma s više varijabli 
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Blok dijagram LSQ 1, 3, 5 algoritma s više varijabli 
 
 
 

 
 

 
 

Blok dijagram LSQ 1, 3, 5, 7 algoritma s više varijabli 
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Blok dijagram algoritma s integriranjem diferencijalne jedna�*0�	���� 
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Blok dijagram generatora signala 
 
 
 

 
 

 
 

Blok dijagram generatora visokofrekventnog šuma 
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Blok dijagram generatora sinusnih oblika 
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3�9���( 
Juraj Havelka 
 

" ���'��	�&)���# �	"	��2#�#�	�&��#������)�#���)	�"�#��� 
 
Numerical algorithms for power system protection 
 
U uvodnom dijelu magistarskog rad���&�� ���� ��� ����������������������������������
������!��� ����
�� ��� �������� ���������'� ��'����� ������� ��!�����3� ���� 2��� ���
������!���
�����������������'�������3������������������������3�?�������������������������
u diskretnom obliku i tehnike uokvirivanja i digitalnog filtriranja signala. 

>�������� ����
���� &������ ������!��� ��2������ ��'������� �� ��������� �������������������'�
���'������	��%���
"�����������������������������������������2���������������������
sklopovlja i algoritama u realnom vremenu te se pokazal��
�������������!������
�������
kao i u simulaciji. 

U zadnjem dijelu rada algoritmi su bili ispitani sa simuliranim kratkim spojem i nakon 
toga s pravim kratkim spojem koji je bio izveden u laboratoriju Zavoda za visoki 
napon i energetiku na Fakultetu elekt����$���������!���������H���!���2�����>�'��&�" 

 

(&�"'��	 ����'�: digitalna zaštita EES-a, algoritmi zaštite, digitalna obrada signala, 
kratki spoj, rad u realnom vremenu, DSP sklopovlje. 
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SUMMARY 
 
Numerical algorithms for power system protection 
 
The introductory section of the paper discusses the sampling theory and different 
numerical methods for signal analysis, like, for instance, numerical differentiation and 
integration, interpolation formulas, discrete Fourier transformation, and windowing 
and digital signal filtering techniques. 

Many numerical protection algorithms were derived and tested by ALGORITAM 
simulation program. Following investigation by simulation, the testing of hardware 
and algorithms carried out in real time showed that they operate in the same way as 
in simulation. 

The final section of the paper describes the testing of algorithms with simulated short 
circuit and real short circuit, performed at the laboratory of Departmet of Power 
Systems, Zagreb University Faculty of Electrical Engineering and Computing. 

 
Key words: power systems digital protection, protection algorithms, digital signal 
processing, short circuit, real time issues, DSP hardware. 
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����� '�
���� ��������� ?�������� ���������$����� �� ��!��������� H���!���2��� �� >�'��&�"�
Diplomirao sam na istom Fakultetu, na Zavodu za energetiku i visoki napon, smjer: 
elektroenergetika, godine 1997. s diplomskim radom naslova: Zaštita sinkronog 
'���������3�������������&�������"
�"��"������
���2��" 

�
��(����*BB8"���
���������������������������>���
u za visoki napon i energetiku 
?��������� ���������$����� �� ��!��������� H���!���2��� �� >�'��&�� ��� ������������
��������� 
������������ ��������� �� ��$����'���M� 7���������� �� �� ����� ���
���� ���������$�
EES-a. 

Bavim se problematikom relejne zaštite energetskih susta��"����� �����
����������
������!���� 
������ �������� ��� ���
����M� >�2����� �� ����������� ��H-a; Elektrane; i 
%��������������������3�������
��������&�����������$����(&�" 

Sudjelovao sam i u nekoliko studija koje je Zavod za visoki napon i energetiku 
obavljao za HEP. 
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����
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