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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima

primjenom BPTT algoritma

Backpropagation-through-time (BPTT) algoritam, [13]-[16], je vremensko
prosirenje backpropagation algoritma (BP), za slucaj kada je greska koja se minimizira
dana duz odredenog vremenskog intervala (kao u slu¢aju optimalnog upravljanja). U srzi
BP algoritma lezi jednostavno i egzaktno racunanje derivacija funkcije cilja u odnosu na
parametre (tezine) sustava i podeSavanje parametara na osnovi tih derivacija u samo
jednom prolazu kroz sistem (gradijentni algoritam). BPTT algoritam proSiruje ovu
metodu primjenom na dinamicke sustave. Zbog cCinjenice da dinamicki sustavi sadrze
povratnu vezu, direktno ra¢unanje derivacija moze biti vrlo komplicirano. Rjesenje tog
problema lezi u lan¢anom pravilu za obi¢ne derivacije [13], [17], [18], Sto ima za
posljedicu prostiranje pogreske (podesavanje parametara) unazad u vremenu, na osnovu
cega je algoritam i dobio ime.

BPTT algoritam je vrlo efikasna metoda s primjenom na analizu osjetljivosti,
prepoznavanje uzoraka, identifikaciju sustava, optimalno upravljanje, detekciju gresaka,

itd. Moze biti primjenjen na neuronske mreze, fuzzy sustave, ekonometrijske modele,
itd.

U ovom poglavlju izvodimo numericki algoritam baziran na gradijentnoj metodi,
za racunanje upravljackih varijabli koje minimiziriju zadani kriterij optimalnosti. Pri
tom ¢emo koristiti osnovnu ideju BPTT algoritma (lan¢ano pravilo za obi¢ne derivacije i
propagacija unazad u vremenu) bez pozivanja na formalizam dinamickih neuronskih
mreza.

4.1 Izvod BPTT algoritma za nelinearne sustave prvog reda

Na pocetku, radi boljeg uvida u osnovnu ideju BPTT algoritma, prikazati ¢emo
njegovu primjenu na nelinearne dinamicke sustave prvog reda. Dinamiku sustava prvog
reda mozemo prikazati opéenitom nelinearnom diferencijalnom jednadzbom prvog reda

#(1) = 0(x(0), u(t)), x(t,) = x,, 4.1)

gdje je x(¢) stanje sustava, dok je upravljacka funkcija u(#) jednoznacno odredena
kriterijem optimalnosti

J = min ’J.F(x(t), w(1))d . (4.2)
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

Problem optimalnog upravljanja sastoji se u nalazenju funkcije u(#) koja minimizira
kriterij optimalnosti (4.2).

Da bi pristupili numerickom tretiranju prethodnog problema, napravit ¢emo
njegovu vremensku diskretizaciju

:xi+T¢(x'>uj), Xy = Xy, i=0,1,...,N—1; (43)

4

X

i+l
N-1

J(Uysthsosthy ) =min T Y F(x,,u,), (4.4)

i=0

gdje je x, = x(iT), u, = u(iT), N je broj podintervala, a 7' je period diskretizacije

4.5)

Na ovaj nacin problem smo sveli, sa odredivanja kontinuirane funkcije wu(#) koja
minimizira (4.2), na odredivanje skupa varijabli (u,,u,,...,u,_;) koji minimizira
funkciju (4.4) uz ogranicenja tipa jednakosti (4.3).

Taj problem se moze rijesiti razli¢itim metodama nelinearnog programiranja,
npr. metodom Lagrangeovih multiplikatora, metodom kaznenih funkcija, itd. Medutim,
ideja svih tih metoda je da se varijable (u,,u,,....uy_;), (x,,%,...,x, ) tretiraju kao
nezavisne varijable, §to se postize stavljanjem ograni¢enja tipa jednakosti (4.3) u
funkceiju cilja. U algoritmu koji ¢emo sada prikazati, samo varijable (u,,u,,...,u,_;)
tretiramo kao nezavisne (kao S$to i jesu) dok ¢emo ograni¢enja (4.3) uzimati u obzir
tijekom racunanja gradijenta funkcije (4.4).

Varijable (u,,u,,...,uy_;) koje minimiziraju funkciju (4.4), odredit ¢emo
iterativno primjenom gradijentnog algoritma

(k) (k) (k)
LD _ ) AJ(uy’, u™, o uy,

J J ﬂ”ik) ?

(4.6)

gdjeje j=0,1,....N-1; k=0,1,..., M, dok je n koeficijent konvergencije, indeks &
predstavlja k-tu iteraciju gradijentnog algoritma, M je broj iteracija algoritma.
Gradijent funkcije cilja (kriterija optimalnosti), na osnovi izraza (4.4) i (4.3), za
k-tu iteraciju je
OF(x ,u. NTAF(x .u
ﬁJ—T ( J /)+TZO’7 (x/ﬂu/)’
ou,

(4.7)

ou, ou,

J J i=j+l

gdje je j=0,1,...., N —1, i taj izraz predstavlja sustinu BPTT algoritma. 1z izraza (4.4)
vidimo da funkcija cilja J predstavlja zbroj funkcija F(x,, u,) za i =0,1,..., N -1, tako
da od parcijalne derivacije J po u, preostanu sumandi F(x,, u,) za koje je i > j. Prvi
¢lan na desnoj strani izraza (4.7) posljedica je medusobne nezavisnosti varijabli
(uy,uy,...,u ), dok je drugi ¢lan na desnoj strani posljedica medusobne ovisnosti
varijabli stanja i upravljackih varijabli prema izrazu (4.3) koji moZemo opcenito napisati
kao

Xic :f(xisui)s i=0>13"'3N_1> (48)
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

gdje je
Sxu)=x,+To(x,.u,). (4.9)

Parcijalne derivacije pod sumom u izrazu (4.7) predstavljaju, zbog ovisnosti (4.8),
uvjetne derivacije, pa ako tu sumu ozna¢imo s

< & IF(x,u, ‘
S(j) = Z%, j=01,.,N-2, (4.10)

i=j+1 J

imamo

" & OF(x,u) KAF(x,,u) Ox,
S()= Z ;’u - Z ox, Ou,’

i=j+1 J i=j+1 J

(4.11)

Ako bi gornju sumu, S(j), ratunali od j=0 do j=N-2 imali bi ukupno
(N —1)(N —2)/2 operacija zbrajanja i mnozenja. Medutim ako gornju sumu poc¢nemo
racunati od j=N -2 do j=0 dobit ¢emo rekurzivne relacije za sumu koje ¢e bitno
smanyjiti broj racunskih operacija za njeno izraCunavanje.

Za j= N —2 imamo

S(N -2) = OF(xy ,uy,) Oxy _ OF(x,_uy ) 0 f(xy ,.uy,)
OXy, Oy, OXyy Oy, '

Oznaéimo

OF(Xy s tyy)

PN -2)=——2¢
N-1

Za j =N -3 imamo

OF(xy 5 uy ) OXy,  OF(xy ,uy ) Oxy

S(N-3)= + =
Oxy_, Ty, Oxy_ 2
_ OF(xy 5.ty ) OXy + OF(xy sy, ) OXy,y OXy _
Xy, 2 Ixy OXy, Oty 4
_ OF(Xy_y5ty_,) n Oxyy OF Xy uy,) |Oxy,
Oxy s OXy_s ox,_ Juy,_,
_ OF(xy_y,uy,) n Of (xyp,ty,) P(N -2) ACTEN Y
OxXy s Xy, uy,_,
Izraz u uglatoj zagradi oznacit ¢emo sa
P(N —3) = |:§F(XN'2> Uy ) + Of (Xy sty 5) P(N - 2):| '
Xy, Xy
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Nadalje, za j = N —4 imamo

S(N —4) = OF(xy 5.uy ) OXy 4 n OF(xy sty ) Xy n OF(xy sty ,) OXy _

OXy_3 Ouy_, OXy_, Ouy_ OXy, Ouy_,
_ OF(Xy_3,ty5) OXy s n OF(Xy_ 55Uy ) OXyy OXy 4 N
OXy 5 Ouy. OXy, OXy 5 Oty 4

+ OF(xy sty ) OXy OXy, OXyy

Ox . OXy_y OXy5 Tty y
OF(xy 5.1y ;) + Xy, |:5F(xN2’uN2) + IXy é’F(lesuNl):|:| %Xy 3

i Xy 4 ox,, 4 Xy 5 oxy, oxy u, ,
_ OF(xy 5.1y 5) n Of(Xy 3ty 5) P(N -3) RACTN Y
| Oxy OXy 4 uy,_,
Izraz u zagradi oznacit ¢emo
P(N —4)= |:0”F(XN—3’uN—3) 4 Of Xy 30ty 3) P(N _3)} .
OXy_4 OXy_4
Gornje izraze mozemo sada prikazati na slijede¢i nacin
F(x, ,
PN —2) = Tt ),
OXy_
P(N _ 3) — ﬁF(xN—Z’ uN—Z) + é)f(xh’—Z’ uN—Z) P(N _ 2) ,
Xy, Xy
P(N —4) = OF(xy 3.ty 3) " Of (Xy_gs Uy3) P(N -3),
OXy 4 OXy 4

O f(Xy_5-Uy_,)

b

S(N =2)=P(N -2)

Of,uzvfz

S(N =3)=P(N -3) é’f(gzilpu/vﬂ ’
N-3

S(N —4)= P(N —4) ﬁf(?;4’u}v_4)»
N-4
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(k1)
)

B()

B(1)

o
e

Juyy

B(2)

—r

(k)
Uy

)

N-3

(k+1)
Uy o

(k1)
Uy

Slika 4.1 Shematski prikaz gradijentnog algoritma.
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(k)
X, +
Sxw S u) X Xy—t——r
—» —» 44
F s )
*—> >
Ju( 7
faw X
M(A )
J
(k)

"+

Slika 4.2 Shematski prikaz bloka B(j) za racunanje vrijednosti gradijenta na
osnovi BPTT algoritma.

iz Cega se mogu napisati slijedece rekurzivne relacije

ﬁF(xjH > uj-*—l ) i O/vf(xj+l ° u_j+l ) P

P(j)= o o (j+1) ; P(N-1)=0, (4.12)
Of(x ,u
S(j)= P(j)%, (4.13)

J

aJ ﬁF(x.f’u.f)+S(j) : oJ :TﬁF(xN—HuN—l)’
u, uy u,

J

(4.14)

2 uv/

za j=N-2,N-3, ..0.

Na slici 4.1 i 4.2 dan je shematski prikaz gradijentnog algoritma (4.6), (4.12)-
(4.14). Ako blokove B(j) koji raunaju vrijednost gradijenta shvatimo kao perceptrone,
vidimo da su izlazi perceptrona spojeni na ulaze susjednih perceptrona, odnosno, ovakav
prikaz navedenog algoritma analogan je koncepciji rekurentnih (dinamickih) neuronskih
mreza. Na slici 4.3 dana je alternativna reprezentacija algoritma (4.6), (4.12)-(4.14).

Algoritam (4.12) do (4.14) izveden je za problem optimalnog upravljanja sustava
(4.1) sa zadanim pocetnim uvjetima (rubni uvjet nije specificiran). Taj problem prosiriti
¢emo za sluc¢aj sa zadanim rubnim uvjetima, odnosno

W(0) = 0(x(0), u()),  x(ty)=x,, x(t,)=x,, (4.15)

ili u diskretnom obliku
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

X = f(x,u), Xo = Xg5 Xy =Xgs (4.16)
gdjeje i=0,1,...,N —1.

Da bi mogli koristiti algoritam (4.12) do (4.14) za problem s rubnim uvjetima,
rubni uvjet ¢emo razmatrati kao ogranicenje i tretirat ¢emo ga metodom kaznenih
funkcija. Ako definiramo rubni uvjet u obliku

xy—x,=0, 4.17)

1 formiramo kaznenu funkciju

2
GB(uO,ul,...,uN_l):KB(xN—xf) , (4.18)

gdje x, ovisi o (#,,4,,...,u, ,) implicitno preko (4.16), a K, je konstantni pozitivni
koeficijent kaznene funkcije, vidimo da funkcija (4.18) ima minimalnu vrijednost
jednaku nuli, kada je ispunjen uvjet (4.17), dok je za slucaj kada nije ispunjen taj uvjet
vrijednost funkcije vec¢a od nule. Kada kaznenu funkciju dodamo funkciji cilja (4.4),

N-1
Ittt sestty) = min T Y F(x, u) + Ky(x, —x,) (4.19)
" i=0 ‘
gradijentni algoritam ¢e nam garantirati da ¢emo minimizacijom funkcije (4.19),
odnosno (4.18), teziti zadovoljenju jednakosti (4.17). Zbog toga, moramo izvesti
gradijent kaznene funkcije (4.18)

oG, xy

=2K,|x, — X, , j=0,1..N-1. (4.20)
0”1/!/. B< N f) é’u»/.
Zbog istih razloga kao kod izvoda algoritma (4.12) - (4.14), krenuti ¢emo od j =N —1
oG, oxy
=2K —-x, N
Oy B(XN K ) Oy
Gy =2K (x -X ) Oxy =2K (x -X Txy Oy
uy P g Ouy B g OXy, Cuy ’
oG, _ox (x . ) xy _oK (x s ) Oxy Oxy, Oxy,
Ju,_, PN buy, PN Oxy L Oxy, Oy
oG, _oK (x . ) Ixy, _oK (x _y Oxy Oxy_ Oxy_, OXxy_4
Juy_, T oy, P oxy L 0%y, Oxy Ouy

Ako stavimo

ox, _ Of(Xy sy )

D(N -2) =
(V2= S B oSSR,
D(N -3)= ﬂ% =D(N -2) Of (Xyp>Uyos) )
N1 OXyo Xy,
D(N —4) = oxy Oxy, Ox, , _ D(N-3) Of(xy ,uy. )’
OXy_ OXy_y OXy_ Oxy_
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

mozemo napisati slijedece rekurzivne relacije

D(])ZD(]+1)% ; D(N -1)=1, (4.21)
oG, LS (x,,u))
Gu, 2KB(xN - xf)D(])é’—uj’ (4.22)

za j=N-1,N-2,....,0. Ovim smo rjesili problem rubnih uvjeta. Slijedeci problem su
ogranic¢enja tipa nejednakosti

g (x(@), un)=0, j=1..p, (4.23)

ili u diskretnom obliku

g(x,u)>0, i=0L.,N-1, j=l..p, (4.24)
koji ¢emo takoder rjesiti, formiranjem kaznene funkcije oblika
p N-1
Gy (tyothoveestty) = Ky 2, 2 &2 (ot H (g, (x,0,)). (4.25)
j=1 i=0
gdje je
] 0; & =0
H (g,)= I g <0’ (4.26)

a K, predstavlja koeficijent kaznene funkcije koji nam govori koliko “kaZnjavamo”
krSenje ogranicenja (4.24). Drugim rije¢ima, iz oblika funkcija (4.25) i (4.26) vidi se da
funkcija (4.25) ima minimalnu vrijednost jednaku nuli u slu¢aju da su zadovoljena sva
ograni¢enja (4.24), inace ¢e funkcija imati vrijednost veéu od nule, proporcionalno
koeficijentu K, . Ako sada pridruzimo kaznenu funkciju (4.25) funkciji cilja (4.4)
imamo

N-1 p
Tty sty ) = TZ[F(x,,u,)+ Ky Y &2 (xu)H (g,0x1 ))] (4.27)
i=0 =1

gdje je TK, = K, . Vidimo da smo ovim problem sveli na oblik (4.4), gdje je nova
‘podintegralna’ funkcija

p
F'(x,) = FOxu) + K D @2 xu) H (g, (x,m,)). (4.28)
J=1

a njene parcijalne derivacije

OF'(x,u,) OJF(x,,u)
ou, - Ju,

4

og,(x,,u,)
'—H_
u

+2K, 2 g, (x,01) (g,(x.u)). 429

i

34



4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

OF'(x,u) JF(x,,u,) d og,(x,u)
=T +2KVJZI:g,(x,,u,)§—xjH(g,(x,,u,)), (4.30)

tako da je dodatak drugog ¢lana na desnoj strani gornjih izraza jedina modifikacija
algoritma (4.12) - (4.14) u slucaju ogranicenja (4.24).

Na kraju, sumirat ¢emo gornje rezultate za opceniti problem optimalnog
upravljanja s rubnim uvjetima i ograni¢enjima

N-1
J(Uysthsosthy )= min T Y F(x,,u,), (4.31)
“ i=0
X = S(xuu), X=X, xy= Xgs (4.32)
g (x.u)=0, (4.33)
za i=0,1..,.N-1, j=L...p.
Ukupna funkcija cilja s kaznenim funkcijama je
N-1 )4
J(Uy, thy. sty ) = muin TZ F(x;,u)+ KVZ gf(x,,u,)H’(gj(x,,u,)) +
i=0 J=1
2
+Ky(xy - x,) (4.33a)

Gradijent gornje funkcije cilja u k-tom koraku gradijentnog algoritma (4.6) dobiva se na
osnovi slijedeceg algoritma

1. Inicijalizacija gradijentnog algoritma. Za k=0 pridjelimo upravljackim varijablama

@S, u®, ..., u’)) proizvoljne vrijednosti (mogu biti i izvan dozvoljenog podrucja u

fazi racunarske simulacije).

2. Racunanje varijabli stanja (x{°, x\°, ..., x\")za k=0, 1, ..., M na osnovu

k k k k : .
x()zf(xf ),u,()), xé):xo, i=0,1,..,N-1;

i+l

3. Racunanje gradijenta

k (k k
AT, u®, .., ull),

(k)
ﬂuj

za k=0,1,..., M na osnovi BPTT algoritma.
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

3.1 Inicijalizacija BPTT algoritma za j =N —1.

Ju<j)=T(F;(j)+ZKVZg’(j)g:,u)H'(g’U))J+2KB(x —x )G

P(j)=0;
D(j)=1;

3.2 Iteriranjeza j=N -2, N-3,....,0.

Fi(j+D)=F(j+D)+2K, Y. g'(j+Dg (j+DH (g'(j+1)),

Fi(j+D=F(j+D)+2K, > ¢'(j+Dg,(j +DH (g'(j +1).
P(j)= F{(j+D+ f,(j+DP(j +1) .
D(j)=D(j +Df,(j +D).

7,00 = T(EJG)+ PO A,()) 2K (x,, =%, ) D))

(k+1) (k+1) (k+1)

4. Racunanje nove iteracije upravljackih varijabli (v, ", u,""", ..., u,”,’) na osnovu

gradijentnog algoritma

(k) (k) (k)
Uesly _ (k) Iy " uy s oy
J ) u (_k) >

,/

za k=0,1,..., M. Pomicemo indeks za jedan k < k +1 ivracamo se na 2. korak.

Koristili smo skraéene oznake slijede¢ih veli¢ina za k-ti korak iteracije
gradijentnog algoritma

é’ . é) i AR R P é) i
Fly= TR gy 2 SRRy S ET) ) L ST,
08,(x,)

gl () ET g')=g,(x.u), J, @) =

Na slici 4.3 shematski je prikazan gore naveden algoritam (za slucaj bez zadanog
rubnog uvjeta i ograni¢enja) na drugi nacin nego na slici 4.1. Imamo unaprijednu
strukturu koja odgovara dinamici sustava (4.8) za koji trazimo optimalnu upravljacku
funkciju (odgovara 2. koraku u navedenom algoritmu), a ispod nje imamo strukturu koja
predstavlja 3. i 4. korak u navedenom algoritmu i1 ima propagaciju vrijednosti
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

upravljackih varijabli unazad u vremenu. Ova struktura je potpuno analogna sa
strukturom unaprijednih neuronskih mreza s N-/ skrivenih slojeva i s povratnim
prostiranjem greske (error backpropagation) kao mehanizmom ucenja (podeSavanja
parametara). Kad to usporedimo s prikazom na slici 4.1, moZzemo re¢i da navedeni
algoritam moZemo shvatiti kao dinami¢ku neuronsku mreZzu s jednim slojem, ili kao
staticku neuronsku mrezu s N-/ skrivenih slojeva.

(k) (k)

(k)

%o X | *’C(A{[jz *’C(\ka Xyl Xy
Tl | T [ Vs | T s | T s [
B B ] ]

A 4 N N A A A
) *— *— L *— *—
p A(0) Joam | e blanv-y | ] a2 A(N-1)
A y —‘ A N1
nT
O O O @) O
i ) e

Slika 4.3 Shematski prikaz BPTT algoritma kao prostiranje greske unazad u vremenu.

(k)
u} o

o
AJ

fu (x’ u)

F(x

k)
g+

(k)
g+l

fixw

Fx(x’ u)

Slika 4.4 Shematski prikaz bloka A(j).

()
Uy

nT

Fx u)

Slika 4.5 Shematski prikaz bloka A(N-1).

(k)
Xyl
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

Primjer 4.1 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav prvog reda

X=—-x+u,
sa zadanim pocetnim i rubnim uvjetima
x(0)=2, x(2)=0,
1 ogranic¢enjima
‘ u ‘ <1,

te s kriterijem optimalnosti

2
J:mTin ﬂu‘dt.
“ 0

Analiticko rjeSenje ovog problema je

, 0; 0<r<1685 ; 2¢" ; 0<1<1685
ult) = -1; 1685<¢<2 "’ x(1)= e —1; 1685<tr<2

Ako sada primjenimo prethodno izvedeni algoritam na rjeSavanje ovog
problema, imamo

F(x,u)=‘u‘: u-sgn(u),
F,(x.u)=0. F,(x,u) = sgn(u).
f(x,u)=x+T(—x +u),
fxaw=1-T,  f(xw)=T.
g(x,u)=1-u, g (xu)=1+u.
Uvrstimo li te vrijednosti u algoritam imamo
F()=0,
i) =sen(u,) + 2K, (4 u)H (1 +u)~(1-u)H (1-u))).
P(j)=A=T)P(j+1),
D(j)=A=T)D(j+1),
J,0) = T(EIG) + TP()) +2K,,(x,, —x, ) D)),
za j=N-2,N-3,...,0.
Imaju¢iuvidudajeza j=N -1
P(j)=0; D(j)=1,

gornje jednadzbe svode se na
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FI(j) = sign(u,) + 2K, ((1+u ) H™ 1+ u) = (= u) ) H (1-u,)).

T = TR 2K, (xy =x,)- (0= D)
72 j=N-LN=2,..0,

Na slici 4.6 prikazana su rjeSenja x(¢), u(t), dobivena BPTT algoritmom, u
usporedbi s analitickim rjeSenjima x,(7), u,(¢), dok su na slici 4.7 prikazana odstupanja
analitickih rjeSenja od numerickih, e, = x,(¢)—x(¢), e, = u, (1) —u(t).

Vrijednosti numeric¢kih parametara su

N =1000, M =20000,
n=02, K, =600, K, =100.
2,0 - 0,0
-0,2-
1,56 1
-0,4-
1,0 1
-0,6-
0,5
-0,8-
0,0 104 | T Ze
OIO OIS 1I0 1I5 2IO OI,O OIS 1I0 1I5 2IO
t ¢

Slika 4.6 Usporedba analitickih rjeSenja (X ,, U,) s numerickim (X, U ).

0,008 — -
i 0.4
0,006 — .
i 02
0,004 - .
i 0.0
©* 0,002 - o> . ,l

0,000 — - 1

4 V -0.4 -
-0,002 — b

T T T T T T T T T '016 T T T T T T T T T

Slika 4.7 Odstupanja analitickih rjeSenja (X, U, ) od numerickih (X, U ).
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

Definirajmo slijedece funkcije

Jp = ‘xN —X;

b

1y ] ]
J, =WZ(‘;(\1+% H (U u) - B (1)),
J=
N-1
Jo=TY |u].
Jj=0

J= TEHuJ‘+K ((l+uj.)zH_(l+u»l.)+(1—uj.)zH_(l—uj))]+KB(xN —x, ),

gdje J, predstavlja mjeru odstupanja od rubnog uvjeta, J, mjeri odstupanje od zadanih
ograni¢enja, J, je zadana funkcija cilja, J je ukupna funkcija cilja s ograni¢enjima.
Vrijednosti ovih funkcija, u ovisnosti o broju iteracija gradijentnog algoritma, prikazane
sunaslici4.814.9.

1
0,1
0,01
0,1
0,001
>
-0 0,01 > 0,0001
0,00001
0,001 /'
1E-6
0,0001 — 1E-7 —
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000
N/T N/T
Slika 4.8 Vrijednosti J 5, J,, u ovisnosti o broju iteracija N ;.
2,5 o
1000
2,0 H
100
1,5 —
~° = 10 3
1,0 H ]
1
0,5 - E
o4+ o —
0 5000 10000 15000 20000 0 5000 10000 15000 20000

N N

IT IT

Slika 4.9 Vrijednosti J,,, J u ovisnosti o broju iteracija N ,, .
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

4.2 Izvod BPTT algoritma za nelinearne multivarijabilne sustave

Izveli smo BPTT algoritam za nelinearne sustave prvog reda, radi jasnije
ilustracije osnovne ideje algoritma, dok ¢emo ovdje izvesti, po istom principu, algoritam
za multivarijabilne nelinearne sustave, oblika

X, = 0 (XXX, U1y ntt,), X, (L) =X0, k=12,..,n, (4.34)
ili u vektorskom obliku
X(1) = 0(x(?), u(t)), X(1)=x, (4.35)
gdje je x(¢) vektor stanja, a u(¢) vektor upravljanja,
X=[x| x2 o xn]TD u =[ul u2 o um]T> (436)

Analogno (4.2) imamo kriterij optimalnosti
i
=min |F ) 4.
J rzl(})nt:!. (x(t), u(t))ar (4.37)

Problem optimalnog upravljanja sastoji se u nalazenju vektorske funkcije upravljanja,
u(?), koja minimizira kriterij optimalnosti (4.37).

Vremenskom diskretizacijom sustava diferencijalnih jednadzbi (4.34) dobivamo
sustav diferencijskih jednadzbi

xto= A, k=1,2,.,n i=0,1,..,N-1 (4.38)
odnosno

X, =f(x,,u,), (4.39)
gdje je
f(x,,u,)=x, +76(x,,u,), x,=[x: x! e x?]’l', ui=[u,' woo u;"]r,
dok je funkcija cilja

m m

1 2 1 2 m 1 2
Uy sty yees Uy s Uy Uy e s Uy ey Uy o Uy yoeees Uy ) =
M (4.40)
: 1 .2 n o1 2 m ? :
:mmTE F(x,,x ,..,x u,u ,...,u")
u
i=0

odnosno
N-1
J(ug,uy,...,u, )=minTY_ F(x,,u,). (4.41)
u i=0
Gradijentni algoritam je u ovom slucaju
. é’J(uk,uk,...,uk_)
“jk 1 :“jk —n 1 0’71 : Not) (4.42)
u.

J
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

gdjeje j=0,1,....N-1; k=0,1,..., M, dok je n koeficijent konvergencije, indeks &
predstavlja k-tu iteraciju gradijentnog algoritma, M je broj iteracija algoritma.
Gradijent funkcije cilja je
oJ OF(x ,u, N OF(x,,
=T Jk J)+TZ (sz“,)’
ou’ ou, Sa Ou,

J

(4.43)

k=12,....m; j=0,1,..,N—1, sto je analogno izrazu (4.7) s tom razlikom §to sada
imamo » varijabli stanja, x,’, (/=12,...,n), koje implicitno ovise o upravljackoj
varijabli uf , k=1,2,...,m, te stoga moramo racunati s totalnim diferencijalom funkcije

F(x,,u,)po varijablama stanja x,, tako da imamo

JF(x,,u,)) OJF(x,u,) Jx, N OF(x,,u,) Ox} N +é’F(x,,u,) ox;
é’uf - Ox! é’uf ox; ﬁuf ox! ﬁuf ’

ili

JF(x,,u,) _ié’F(x,,u,) ox;
é’uf = ox!  ou’

J
£
Slijedece $to treba izraunati su parcijalne derivacije g .
J

Imamo
b p
oxjy  Of7(x;u,) _19
= T =12,....n
ou; ou"
J J
p p ! p 2 P n
é)xj+2 _ é)f (Xj+1’ uj+1) é’xﬁl + é)f (Xj+1’ uj+1) é’xﬁl T+ é)f (Xj+l’ u»/’+1) é’xjﬂ
K= 1 k 2 PEEEE n %
ou; OX,, ou, ox7, ou, ox}, ou,

1

ox] _ Of" (X, ,u, ) ﬂxltl " Of"(x,_,u,) O’)xlzfl . If7(x, ,u, ) Ox;,

ou ox, | ou' ox}, ou" ox!, ou’

J J J J

ili
O3l O (i) O
out ax;, 2

J r=l J

za p=12,....n; k=12,...m; j=01.,N-1; i=j+1...,N-1.
Sada ¢emo izvesti rekurzivne relacije za izraCunavanje sume u izrazu (4.43)
L IF(x,,u,)
S N — P2
() Z Of,uf

i=j+1

Krenut ¢emo unazad u vremenu. Imamoza j=N-2; i=N -1
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OF(x,_,u,_) OF(x,_,u,_) 0x;
Sk(N—2)= 1\/](1 N-1 Z N-1 N-1 N-1
Oy _, =1 oxy_) é’”N—z
gdje je
Oxy _ Of (Xy,,uy,)
Juy_, Juy_,
odnosno
S.(N-2)= Zé’F(XN LUy ) O f (X ,.uy )

=1 oxy ﬂuN—Z

Nadaljeza j=N-3; i=N-1, N-2
OF(Xy ,,uy,) + OF(X, ,uy,) _

S,(N-3)=
H ) 0’7”11373 0””/]:)73
_ - OF(Xy,.uy,) Oxy n i OF(Xy ,uy,)0xy
o OxXyos uyy 05 IXy Ouy
Posto je

Oxy, _ i Of (Xy_,.uy_,) é’xz/v—z _ Zn: Of (Xy_5.0y_,) é)fl(XN—3’uN—3)

k i k i k
Juy 5 o OXy , Juy 5 5 Xy, Oy
i

Oxy_, _ Of (X 5,y 3)

Juyy  Ouy
imamo
oF(x, ,,u,,)0f (x,5.u )
SN —3)= Z é’Nf N2 é’NB N=3
— Xy_2 Uy _3
+i20’7F(XN1=“N1)§f (Xy o0y 2)§f (Xy 3,y 5)
=1 =1 OXy_, é’XJ/V—z 5”1@—3
odnosno
SN —3)= ZﬁF(XN oWy ) O f (X 5,0y 3)
Xy, Duy_,
" X é’f (XN 3o Uy 1)Z§F(xw 1o Uy l)é)f (X,_ 25 Wy ))
= 2 1/;7_3 =1 OXy, o xN—Z

1 poslije zamjene indeksa r > [, [ > r

OF (X 5,0y ,) Of (Xy 50y %)

S, (N -3
( )= Z OXy, Dy
+ SO (X uy z)zé)F(XN LUy ) Af (X .y )
=l Oy =1 axN—l Ixy .,
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

dobivamo

S, (N -=3)= Zﬁf (Xyogo Wy 3)|70f’F(XN L) ZaF(XN Lo Uyy) é)f (Xy_poUy)
r=l Tty s L Xy, /=1 Ixy, oxy_,

Idemo dalje ponoviti analognu proceduru za jos jedan korak
j=N-4; i=N-1,N-2, N-3

OF(Xy 5.0y 5) " OF(xy . uy 2) OF(X, 50y ,) _
Iuy._, Duy._, Ouy_,

S,(N-4)=

N OF(Xy 0y ) OXy s R OF(Xy .0y ,) Xy, G OF (X uy ) OX)
- Z r kT Z r KT Z r k
o OXy_4 (A7 — OxXy o, A7 — Ixy Juy_,

Imamo nadalje

OF(Xy_5.uy5) O f (X, 4,0, 4)

KR Z Xy Juy._,
iZaF(XN 2 Uyy) OF (X sy 3)é’f (X py_g> Uy 4)
r=l =1 Ixyy, Ixy 5 Juy
+ZiZ§F(XNI’uNI)O”f (X 05Uy ) Of (Xy sy 3) OF (X 45y y)
=1 1= g1 oxy 0”fo2 oxy 4 O%’N%

Poslije zamjene indeksa » — [, / — r udrugoj sumiig — r, r > g u tre¢oj imamo

Of (Xy gy 4)|:é’F(XN 3o Uy 3)

é’uN_4 x4

S, (N-4)= Z

O sy {aF(xN_z,uN_z)TZ OF(Xys8y) O (Xya00y. >H

r r
I=1 OXy 5 OxXy_, OXy é’xN—Z

Ako sada uvedemo oznake

OF(Xy_ . uy,)

P (N-2)= ,
(V2=
PF(N_3): O/?F(XN—I?’“N—Z) +iafl(xN;2’uN—2)P/(N_2)
OXy_, =1 OXy_,
PN —4) = 0”F(x1\,_r3,u]\,_3)Jr n g”f/(xN_rs,uN_g)P,(N_3)
Oxy 4 1=1 2R
imamo
J .
S,(N=2)= Z S’ (2Ak2 Uy 2)PF(N—2)
r=1 Uy o
S,(N—-3)= Z f(;zwksauN %)Pr(N_3)
r=1 Uy 3
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

S,(N—4)= Zﬁf (;izvkuu/v 4)P "(N = 4)

r=1

Sada moZemo postupak generalizirati u obliku algoritma

P'(j)= ﬁF(;mr’ j+1) +i af](;”rl’ j+1)

X I=1 X4

L Of T,
S, =X =P O,

r=1

P'(j+1); P (N-1)=0,

gdjeje r=12,....n; j=N-2,N-3,....0.

Na kraju mozemo navesti kompletan algoritam optimalnog upravljanja

u(i+1)=ut(i)- (i)i i=01,..,M
J - Y n Of‘)u//c(l)’ —Uslyeeny B

Gradijent za i-tu iteraciju je

g’?J OF(X,,u, )
é’u

L Of (X, u))

P'(j

S.()=

r=1

OF(x; ,u, ) LIf (x,,u;,)

P(j)y=——F7""" —P (j+1); PI(N-1)=0
N (J+D): PI(N-1)=0,

=1

zar=12,...,n; k=12,....m; j=N-2,N-3,....0.

U matri¢noj interpretaciji, uvodeci

[oft of? of"] [oft of? of"
é’ujl. é’u} o é’ujl. é’x} é’x} o é’le.
of' of? of" of' of? of"
U()) = é’uf é’uf é’uf 5 X(j) = é’xi é’sz. é’xi ,
é)fl Of,j'pz ) Of,]'pn é)fl Of,j'pz ) Of,]'pn
ou' ou'  oul ox! ox"  ox

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.47a)
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

OF [ OF oJ

$,(J) P'(j) ?ﬁ ?ﬁ iﬁ

SO PO . 5 . - . .
SH=| " | PO=| .7 | KO =|dx7 |, K,(U)=|du; |, J.()=|Fu; |

S, (/) P"(j) OF OF AJ

é’x'; ﬂu?’ é’u;"

algoritam (4.47) poprima oblik

J,(N=T(F,()+S())., I (N-1)=TF,(N-1),
S(j) = U(j)-P(j), (4.48)
P()=F,(j+D)+X(j+1)-P(j+1), P(N-1)=0,

za j=N-2,N-3,..0.

4.3 Metoda kaznenih funkcija za ogranicenja tipa rubnih uvjeta

Gore navedeni algoritam izveden je za problem optimalnog upravljanja za
dinamiku nelinearnih sustava sa zadanim pocetnim uvjetima (4.35). Sada ¢emo
razmotriti problem sa zadanim rubnim uvjetima

() =0(x(0), u(t). x(t,)=x,. x(t,)=x,, (4.49)

Da bi uracunali rubni uvjet, dodat ¢emo funkciji cilja (4.41) kaznenu funkciju u
obliku

G,(ug.u,,.u, )= KZ( —x (4.50)

gdje je K ,koeficijent kaznene funkcije, a x_’;. su zadane vrijednosti varijabli stanja na
kraju vremenskog intervala.

Parcijalna derivacija kaznene funkcije po upravljackoj varijabli je

Z@G oxy
‘ Oxl, ouy '

(4.51)

Sada nam preostaje odrediti parcijalne derivacije varijabli stanja po upravljackim
varijablama, poc¢evsi od kraja vremenskog intervala

8x§, B afk(XN—lﬂuN—l)

Ouy., Ouy.,
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ax;f X afk (XU ) Oxy ) _ iafk X0y ) 0f (Xy_,,uy ) (4.51a)

=2

p r p r p
ouy_, o 0Xy_, Ouy_, o 0Xxy_, Ouy._,

Gxﬁ, c afk(xzvflv“/vfl) o0xy :iafk(xN—l’uNfl) O0f (Xy_,,uy ) _

oul , 2 oxl,,  oul, =  ox,, ouj
_ i of* (XN—lﬂuN—l)i 0f (Xyp uy,) Oxy, _
r=l Oxy_y g-1 Oxy_s Ouy_s
= S afk(XN—lﬂuN—l)iafr(XN—Z’uN—2) 0f " (Xy5.uy.3)
r=l Oxy_y g-1 Oxys Ouy_;

Ako uvedemo matri¢nu notaciju, koriste¢i oznake matrica iz (4.47a), i uvodeci slijedece
matrice

ox! x|, ox, oG, oG,

Ouy o, Ou; ou, ox,

ox, Oxy ox;, 0G, 0G,
X,V=|oud o " our |- G.D=|au’ |- G.N)=|5x2 | (@51D)

oxy oxy  ox) G, 0G,

du, ou; ou’y | Ouj | | Oxy |

mozemo napisati

X, (N-1)=U"(N-1)

X, (N-2)=X"(N-1)-U"(N-2)

X, (N-3)=X"(N-1)-X"(N-2)-U" (N -3) (4.51¢c)
X, (N-4)=X"(N-1)-X"(N-2)-X"(N-3)-U" (N -4)

X (H=X"(N-1)-X"(N-2)-....X"(j+1)-U'())

gdje su U’ i X' transponirane matrice.

Gornji sustav, zajedno sa (4.51) mozemo preglednije zapisati u obliku
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G,(N=X,()G.(N), G (N-1)=UWN-1)-G.(N),
X, () =D()-U' (), (4.52)
D()=D(j+D-X"(j+D), D(N-D =1,

za j=N-2.N-3,..,0.

4.4 Metoda kaznenih funkcija za ograniCenja tipa nejednakosti

Za ogranicenja tipa nejednakosti

g(x(1), u()) >0, (4.53)
ili za diskretizirani slucaj i napisano po komponentama
g (x;,u,)20, (4.54)

za i=0,1...N-1, j=12,....p,

takoder mozemo koristiti metodu kaznenih funkcija u obliku

N-1 p
G,(ug,u,...,u, )= K,}Z Z gf(xi, ul.)H’(gj(x,, ui)) , (4.55)
=0 j=1
gdje je funkcija H (x) definirana prema (4.26), a konstanta K, predstavlja veli¢inu
“kazne” za prekoracenje ogranicenja.
Sa ovom kaznenom funkcijom ukupna funkcija cilja ima slijedec¢i oblik

N-1

p
J(u,,u,,...,u, ;) =min TZ F(x,,u)+K, gf(x,, u,)H"(gj(x,, u,)) , (4.56)
" i=0 =1
gdje je K, = TK, . Sada ‘podintegralna funkcija’ ima slijede¢i oblik
P
F(x.u)= Fx.u) + K, Y ¢ (x. u)H (g,(x,.u)). 4.57)
J=1

a njene parcijalne derivacije su

AF'(x,,u,) OJF(x,,u,) 4 og,(x;,u,)
P A 2K g (x w) (g,x,.u)). @572
é’F‘(x,,u,)_é’F(x,,u,)+2KZ”: x u)ﬁg,(x,,u,)H_( x u)) 4.57b)
oxF T oxt Vj:Igj i W oxt g, \X;,u,)). :

U matri¢noj notaciji, ako stavimo
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g 98 g, g g g,
ou,  Ou ou) ox!  Ox, Ox|
_ g 9% g, g g g,
V.(D=| 04> ou ow |- V.(D=|px? ox? ox; |
g 9g g, g g g,
| Ju"  Ou ou)" | | Ox;  Ox] ox; |
(4.57¢)
gl(xi’u/)H_((gl(Xi’ui))
X, u,)H" X, U,
o) | B0 :(<g2< )
8, (5 ) H((g,(x,0m,)
mozemo gornje izraze napisati u obliku
F/(i)=F,(i)+2K,V, (i)-g(i

F{()=F.()+2K,V,.())-g(i)’

Iz ovoga slijedi da jedina modifikacija koju trebamo uciniti u algoritmu je da
vektorima F, (/) 1 F_(i) dodamo drugi ¢lan na desnoj strani prethodnih izraza, koji

odgovara derivaciji kaznene funkcije.

4.5 Metoda kaznenih funkcija za ogranicenja tipa jednakosti

Na kraju, razmotrit ¢emo slucaj ogranicenja tipa jednakosti

h(x(1), u(1)) =0, (4.58)
ili za diskretizirani slucaj i napisano po komponentama
h(x;,u,)=0, (4.59)

za i=0,1,...N-1, j=12,..r,

Kaznena funkcija je u obliku

N-1 r

G,(ug.up.uy =K, > > h(x,.u,), (4.60)

i=0 j=1

gdje je K, koeficijent proporcionalnosti uz kaznenu funkciju. Vidimo da gornja
kaznena funkcija ima minimalnu vrijednost jednaku nuli, u slu¢aju kada su zadovoljena
ogranic¢enja tipa jednakosti.

Sa ovom kaznenom funkcijom ukupna funkcija cilja ima slijedec¢i oblik
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N-1 r
J(ug,up,...ouy )=minTY | F(x,, u)+K, > h(x, u)|, 4.61)
v i=0 j=l
gdje je K, = TK, . Sada ‘podintegralna funkcija’ ima slijede¢i oblik
F(x,u)=Fx,u)+K,> h(x,u), (4.62)

a njene parcijalne derivacije su

OF(x,u) OF(x,.u,) i Oh,(x,. u,)
ol T on +2Kh,§hj(x,,ui)’éT, (4.62a)
JF'(x;,u,) JF(x,,u,) 4 oh,(x,,u,)
e EA C 42K ) h(x,u)—F—. 4.62b
Ofyx/k O/’x,fk 2 ; J (XI H ul) ﬁx’f[( ( )
U matri¢noj notaciji, stavljajuci
oh  Ih, oh, [ Oh  Oh, oh,
ou  ou ou ox!  Ox| ox,
dh oh,  Ih h h, h
E.()=|ou* ou’ ou |- E()=|ox} oOx’ ox? |
oh  Oh, oh, oh  Oh, oh,
| du  Ou ou;" | | Ix]  Ox] ox; |
(4.62¢)
h(x,,u,)
h(l): Z(X:/ u/) ,
h.(x,,u,)
mozemo gornje izraze napisati u obliku
F/(i)=F,(i)+2K,E (i)-h(i
() =F, () +2K,E,(i)-h(?) 4.624)

F/())=F,()+2K,E,())-h(i)’
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4.6 Konacni oblik BPTT algoritma za multivarijabilne sustave

Na kraju ¢emo dati prikaz BPTT algoritma za opceniti problem optimalnog
upravljanja s ograni¢enjima za multivarijabilne nelinerne dinamicke sustave, gdje ¢emo
sumirati rezultate dobivene u prethodnim podpoglavljima. Opdenita formulacija
problema je

(0 =0(x(t), u(n).  x(t)=x,,  x(t,)=x,,
g(x(n), u(r)) >0,

h(x(1), u(r)) =0, (4.63)

J = min jF(x(t), u(0))d .

Nakon vremenske diskretizacije imamo

X, = f(x;,u,), X =X, Xy =Xs5
g,/’(xi’ui)zoﬂ j:1929~~~ap:
h(x;,u,)=0, k=12,....r, (4.64)

N-1
J(ug,u,...,uy )= minTZF(xl.,ui)
b i=0
zai=0,1,...,N—1, gdjeje

T A
f(x,,u,))=x, +7¢(x;,u,), x,:[x} x,2 x”], u.:[pﬂ oo um].

Problem se sastoji u pronalazenju upravljackih varijabli (u,,u,,...,u,_,), koje

minimiziraju navedeni kriterij optimalnosti. Algoritam mozemo prikazati u slijede¢em
obliku
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1. Inicijalizacija gradijentnog algoritma. Za k=0 pridjelimo upravljackim varijablama
(ul”, 0\, ..., u\’,) proizvoljne vrijednosti (mogu biti i izvan dozvoljenog
podrucja za vrijeme racunarske simulacije).
(k)

2. Racunanje varijabli stanja (x\°, x\", ..., x\)za k=0, 1, ..., M na osnovu

k k k k . .
X =fx®,u®y, xP=x,, i=0L..,N-1;

3. Racunanje gradijenta

k (k k
AJu, u, . dl)

(k)
é’u»,

za k=0,1,..., M na osnovi BPTT algoritma.

3.1 Inicijalizacija BPTT algoritma za j = N —1.

J.())= T(Fu(j) +2K,V,())-g()) +2KEEu(j)-h(j))+U(N -G, (N),
P(N-1)=0,
D(N-1)=1,

3.2 Iteriranjeza j=N -2, N-3,...,0.

F.(G+D=F,(+D+2K,V,(j+1)-g(j+1)+2KE, (j+D-h(j+1),
FG+D=F.(+D+2K,V.(j+1)-g(j +D+2KE (j+1)-h(j+1),
P())=F(j+D+X(+1D-P(+D),

D(/)=D(j +DX'(j+1),

J3,()=T(F,()+U()-P())+ U D' (j)- G, (N)
4. Ralunanje nove iteracije upravijackih varijabli (u{™", u{**", ..., 0'{'") na osnovu
gradijentnog algoritma
né’J(u%"), u}k), s u%}l

é’u(.k) ?
J

(k+l) _ (k) _
u; =u,

za k=0,1,..., M. Pomicemo indeks za jedan k <— k +1 i vracamo se na 2. korak.
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

Primjer 4.2 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav drugog reda

sa zadanim pocetnim i rubnim uvjetima

(=1, x(2)=0,
n0)=1,  x,2)=0.

te s kriterijem optimalnosti

2
J =min0J5 qudt )
u 0

Analiticko rjeSenje ovog problema je

1, 7, 3, 7
D=—t—-—t"+1+1 H=—t"——1+1
xl( ) 2 4 > x2( ) 2 2 °
7
1)=3t——
u(r) =3t
Ako sada primjenimo prethodno izvedeni algoritam na rjeSavanje ovog
problema, imamo
1 0 (xy —x})
X(j)= u(j)=|0 T G . (N)=2K '
(/) {T J, »=[0 7]. (V) B[(x;v_x;)
odnosno,

F.()H=0. FJ(j)=u,

za j=N-2,N-3,..0.

1,27

1,0

0,8

0,6

0,4

0,2

0,0

-0,2

Slika 4.10 Usporedba analitickih rjeSenja (X,,, X,,) s numerickim (X, X, ).
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

0.0000 - 0,0005 |
1 0,0004
-0,0005 — -
) 0,0003 |
= N 1
©™ -0,0010 ®" 0002
0,0015 0,0001
1 0,0000 |
-0,0020 4—4+v—"Tb—"F-—"T———T""+ —
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

Slika 4.12 Usporedba i medusobno odstupanje analitickog rjeSenja (U,) od numerickog (U ).

Na slici 4.10 prikazana su rjeSenja x,(¢), x,(¢), dobivena BPTT algoritmom, u
usporedbi s analitiCkim rjeSenjima x,(¢), x,(¢#), dok su na slici 4.11 prikazana
odstupanja analitickih rjeSenja od numerickih, e , =x,(t)—x,(¢), e, =x,,(t)—x,(¢).
Slika 4.12 prikazuje upravljacku varijablu u(¢), dobivenu BPTT algoritmom, u
usporedbi s analitickim rjeSenjima u,(¢) 1 odstupanja ta dva rjeSenja e, = u,(¢) — u(t).

Vrijednosti numerickih parametara su

N =1000, M =300, n=001, K, =5000.

2 2
- i ’

1
1 1
Jy =E(‘xN —xf‘Jr‘xN —X;

Definirajmo slijedece funkcije

N-1
Jy = 05T o,
/=0
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4. Optimalno upravljanje nelinearnim sustavima primjenom BPTT algoritma

N-1 2
J=05T) u + Ky (xh —xb),
Jj=0 k=1

koje imaju ista znacenja kao u prvom primjeru. Vrijednosti tih funkcija u ovisnosti o
broju iteracija gradijentnog algoritma prikazane su na slikama 4.13 1 4.14.

0.1 25—+
0,01

0,001

0,000 —+———————————7—— 7 ————T——7—71
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

Slika 4.13 Vrijednosti J ,, J,, u ovisnosti o broju iteracija N, .

8
g
g
8
8
8

Slika 4.14 Vrijednosti J u ovisnosti o broju iteracija N, .

Ako usporedimo prvi i drugi primjer, primje¢ujemo da je u drugom primjeru
potrebno bitno manje iteracija za dostizanje minimalne vrijednosti ukupne funkcije cilja,
zbog toga Sto u drugom primjeru nema kaznene funkcije za ogranienja tipa
nejednakosti, koja bitno usporava konvergenciju optimalnom rjesenju.

S druge strane, brzina konvergencije ovisi o medusobnim omjerima koeficijenata
kaznenih funkcija, kao 1 o samom koeficijentu konvergencije 7. Npr. ako uzmemo
veliki omjer K, / K, tada ¢e vrijednost funkcije J, konvergirati nuli puno brze nego
J,, . Vrijednosti tih koeficijenata treba birati tako da postignemo §to je moguce vecu
brzinu konvergencije, a da pri tom ne narusimo stabilnost algoritma.
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