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U cetvrtom poglavlju razmatrali smo problem optimalnog upravljanja unutar
zadanog vremenskog intervala. Ovdje ¢emo razmatrati problem vremenski optimalnog
upravljanja (Time-Optimal Control, TOC), odnosno, upravljanja u sluc¢aju kada
vremenski interval treba minimizirati.

Postoje dva pristupa numerickom rjeSavanju tog problema. Kod vremenske
diskretizacije ukupni vremenski interval jednak je produktu broja podintervala N s
periodom diskretizacije 7, tako da varijabilnost vremenskog intervala mozemo izraziti
jednom od tih veli¢ina uzimajuc¢i drugu za konstantu. DosadaSnja primjena BPTT
algoritma na vremenski optimalno upravljanje [22], problem tretira uzimajuci
konstantnim period diskretizacije 7 i varirajuéi broj podintervala N. U tom pristupu je
problemati¢na cjelobrojnost varijable N kod primjene gradijentne metode. Uzimanjem
perioda diskretizacije kao kontinuirane varijable, izbjegavamo gornji problem, medutim,
u tom sluc¢aju javlja se problem nestabilnosti koji se moze rjesiti jedino uzimanjem jako
male vrijednosti koeficijenta konvergencije u gradijentnom algoritmu za varijablu 7,
¢ime drasti¢no usporavamo konvergenciju algoritma.

U ovom poglavlju prikazat ¢emo numericku metodu rjesavanja vremenski
optimalnog upravljanja, koja relativno efikasno izbjegava gore navedene probleme.
Metoda je bazirana na periodu diskretizacije 7 kao varijabli po kojoj se minimizira, i
koristi svojstva kaznenih funkcija za rubne uvjete i ogranic¢enja.

6.1 Direktna primjena BPTT algoritma na TOC

Ovdje ¢emo prikazati proSirenje BPTT algoritma za vremenski optimalno
upravljanje (problem minimalnog vremena) za slu¢aj varijabilnog perioda diskretizacije,
7=T. Osnovna ideja je u tome da se zadrzi algoritam za izracunavanje upravljackih
varijabli za zadani period diskretizacije, dok se slijedeca iteracija perioda diskretizacije
izraCunava na osnovi gradijenta nove funkcije cilja koja sadrzi vremenski Kkriterij
optimalnosti (minimum vremena ¢ _. = Nt _. , za prijelaz iz poc¢etnog u konacno stanje)

min min °

i kaznene funkcije za ogranic¢enja i rubne uvjete
J, =K, t+Gu(x,)+G,(uy,u,,....u, ). (6.1)

Minimalno vrijeme za prijelaz iz pocetnog u konacno stanje ima smisla odredivati jedino
ako su zadana ograni¢enja na upravljacke varijable. To znaci da bi za neko vrijeme
manje od minimalnog, ¢, <t BPTT algoritam za fiksnu vrijednost vremenskog

min *
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intervala neizbjezno dao vrijednosti upravljackih varijabli koje bi krSile ogranicenja, $to
bi dovelo do povecéanja vrijednosti kaznene funkcije G, , a time ujedno dolazi do krSenja
rubnih uvjeta i povecanja vrijednosti G,. S druge strane, za vrijeme vece od

minimalnog, ¢, >1 upravljacke varijable zadovoljavaju ograni¢enja i kaznene

funkcije teze nuli (za egzaktna, analiticka rjeSenja, vrijednosti kaznenih funkcija su
jednake nuli). Kada se kaznenim funkcijama doda linearna ovisnost o vremenu, ukupna
funkcija cilja ima minimum koji tezi egzaktnoj vrijednosti 7 ., s povecavanjem

koeficijenata kaznenih funkcija. Slika 6.1 daje graficki prikaz naprijed navedenog

cgz , (vegs
GF + Gy

G, +G,

>
T T

min

Slika 6.1 Prikaz ovisnosti kaznenih funkcija i J; o periodu diskretizacije.

Ako u diskretiziranoj formulaciji problema optimalnog upravljanja, sa
specificiranim vremenom trajanja procesa, zamjenimo konstantnu vrijednost perioda
diskretizacije 7" s varijablom 7=7, koja ¢e se odredivati na osnovu gradijentnog
algoritma, imamo za k-ti korak iteracije gradijentnog algoritma

k) _ k k) k k k) _ k) _
X = x4+ e o), x=x,.  xl=x,. 62)
g,x w0, j=12...p, (6.3)
) N-1
J,u?, . ul® ) =min 20D F(x{,ul?) + Gy(x () (6.4)
" i=0
3 3 n r m T
zai=0,1...N-1, gdieje x, =[x} x - x/], u,v:[ul.l w oo u,] :
Gornji problem za fiksni 7 rjeSen je u 4. poglavlju gradijentnom metodom
(k) (k) (k)
ksl (k) dJ(uy’, wy, ., uy
u; =u; - Au® (6.5)
u;
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)" primjenom gradijentnog algoritma, moramo

(k)

Da bi izracunali slijedecu iteraciju 7
funkciju cilja J, implicitno izraziti u ovisnosti o ¢

J (79 = K, 7% + G, (0 u a0y 4 G (x ), (6.6)
tako da imamo

oJ . (z*
L) ) #

~© (6.7)
Sada se problem svodi na ra¢unanje gradijenta funkcije cilja (6.6)
AJ,(t") oG, 020G,
PR K, + PRUREFWIE (6.8)
Pocet ¢emo s gradijentom kaznene funkcije za rubne uvjete
oG N
S = GLIN)- X (V). (6.9)
gdje je
,
x o= 200 on - astgn]’
: ot ot or®

s tim da je x{"(N) j-ta komponenta vektora x';’. Rekurzivnu relaciju za gornji vektor

dobivamo deriviraju¢i izraz (5.2)
X, (N=X,(j-D+o(j-D+7X" (j-1)-X,.(j-1), (6.10)
za j=1,...,N, s pocetnim uvjetom
X (0)=0.

Sad nam preostaje raCunanje gradijenta kaznene funkcije ogranicenja G,

RO ZGMU)-U,U), 6.11)
gdje je
,
) oG, oG, oG,
G, ()= (k+1)p : (k+l)p ~ (k1)
ﬂul (.]) ﬂu2 (.]) ﬂum (.])
‘ ﬂu(kﬂ)( ) O/)u(k+l)( ) O/)u(k+l)( )
U.())= ; <k>J : (k,)] <k>J >
ot or ot
s tim da je u*""(}j) i-ta komponenta vektora u'"". x{’. Rekurzivnu relaciju za vektor

U_(j) dobivamo deriviraju¢i izraz (5.5), $to se svodi, kao Sto vidimo na derivaciju

gradijenta funkcije cilja (5.4) po upravljackim varijablama. To smo izracunali u proslom
poglavlju i dobili slijedece rekurzivne relacije koje, prilagodene za ovaj problem
poprimaju oblik
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J, ()= (F1()+S())+XL())- G (N).
X,(H=U()-D ().
D'(j)=X(j+D)-D'(j+1),
S()=U())-P()).
P(j)=F.(j+1)+X(j+1)-P(j +1).

sa rubnim uvjetima
J(N-1)=7"F/(N-1)+UWN-1)-G _(N)
P(N-1)=0,

D(N-1)=1,

za j=N-2,N-3,...,0.

Imamo dakle

. aJ,(Jj)
U.(j)=-7 ERGEE (6.12)
odnosno
o¥,(Jj) ., . . ol FF.() . IS()) X, () LG (N)
é,T(k) :Fu(])-l-S(])-i-T() é,T(k) é,T(k) + é,T(k) GK(N)+XZ(]) é,T(k) .
Prvo ¢emo izracunati
oS(j) 2U()) . . ~IP())
20 = g0 PV 5 (6.13)
odnosno
oP(j) OF.(j+1) oX(j+1)_ . . LOP(j+1])
570 = 270 270 P(j+D+X(j+1) 270 (6.14)

Posto su vrijednosti matrica U(j), X(j), koje sadrze parcijalne derivacije funkcije
f(x§k>,u§k>) po varijablama uﬁﬁ)’ngc)

nacin

, ovisne o %) preko izraza (5.2), na slijede¢i

U()="0,(). X()=I+79D.()),

gdje matrice @,(j), ®.(j), analogno matricama U(j), X(j), sadrze parcijalne

(k) (k) X(k)

derivacije funkcije ¢(x", ;.x7, Sto znaci da nisu ovisne

)

(k) .o
u”) po varijablama wu

eksplicitno o 7' ’, moZemo napisati
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aU()) . 0 99,(J)
S =T (6.15)
Nadalje, imamo
ID,(J) < o, .
g (k{ =Y X{() Py () (6.16)
T r=1
gdje je
_ 0,-,2¢| Of)2¢2 é’2¢’7 _
ouox, odox, T ooy,
ﬂ2¢l 0’)2¢2 a2¢n
D)= é’ujzé’xf é’ujzé’x; ' é’ujzé’xj
62.¢| 0’)2.¢2 ’ a2.¢n
_é’u}?lo”xj é’ufé’xj é’u»’;’é’x; |
Isto tako, imamo
oX(j+1) ) 20 (j+1)
20— +D+ (k)W, (6.17)
odnosno
0. (j+1) ~ o, . _
—&{m =2 X[ +DD,, (+1D). (6.18)
r=1
gdje je
B Of)2¢l 0»‘)2¢2 Of)2¢n 7
ﬂx_'jé’x; é’x;ﬂx; é’x;ﬂx;
0’)2¢| 62¢2 0’)2¢n
oy =| oxjox] oxjox]  Ixjox] |-
é)é¢l a £¢2 ) 62.¢n
_é’xjé’xj é’x;’é’xj o”x;’o”x; |
Nadalje, imamo
oF,(J) o, .. .
&(k]) =F.(/)-X.(J). (6.19)
IR, (j+D) ., . .
BEECE F.(j+D- X, (j+1), (6.20)

gdje je

65



6. Vremenski optimalno upravljanje nelinearnim sustavima

[ o2 F O°F' AF ]
é’u}é’x} é’u}é’xi é’u}é’x?
O*F' O°F' O°F'
F,.())= é’uf&"x; ﬂufﬂxf . é’uf&"x’; 5
PF GiF G
oox, oo dwen)
[ orF O°F O°F" ]
oxiox] oxor " axiox,
O°F' O°F' O°F'
F.(j)= é’xié’x} é’xié’xi . é’sz..é’x;’ .
PF PR i
_é’x;’é’x} o"xjé’sz. é’xjé’x;’_
Na kraju, ostaje
G, (N)
WZGM(N)'XT(N),
X, () aU() ;. LoD ())
é,z_(k) = é,T(k) Dl(])+U(J) é’T(k) 5
oD'(j) IX(j+1) . . OD'(j+])
270 = 5.0 DT(J+1)+X(J+1)W,
gdje je
%G, G, 27,
Ox,0x,, Ox\Ox, Ox\,0x)
2°G, 2°G, 2°G,
G, (N)= ﬂxi,.ﬁx}\, ﬂxf,.ﬁx,zv . ﬂxi,ﬁxf, >
2°G, 2°G, 2°G,
| Ox\Ox, Oxyox, oxyoxy |

Sto je zbog oblika kaznene funkcije (4.49) jednako
G . (N)=2K,I.

Ovim smo izracunali sve §to nam je potrebno za konacan oblik algoritma:

(k1) _ (k) é’J'r(T(k))

ro=t o700

A0, (%) G, 4G,
PP R AP D RS

6.21)

(6.22)

(6.23)
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oG,
ot (k)

=GL(N)-X.(N),

a - ZG ()U.()

23,(J)
g or® -

U.())=~

G, (N)
or®

F,()) asmj X, ()

—_F'(J)"'S(J)"‘T(k)( A7 Arh Ak

G, (N)+X;())
¥, ())
or'®
S(j)=U()-P()),

2S(j) 2aU()) IP(J)
i = PO U)o

P())=F.(j+D+X(j+1)-P(j+1),

PD ety X Gen+ 20D po gy x(anZBUED

=F.()-X.()),

O")T(k) At (k) O")T(k)
C 260X W),

X, (N=U()-D())

XD Dy v 2,

D ()= X(j+)- D (4.

DD XU Dy e xien T2 LD,

OX(j+1)

570 =, (j+D+7" Z X, (j+DO,,(j+1),
r=1

2U()) . SR .
T@J) =@, (j)+ 7" Z;X,(J)%(r)(]),

za j=N-2,N-3,...,0,te
X, (N=X,(j-D+o(j-D+7X" (j-1)-X,.(j-1),
za j=1,2,....Ni1k=0,1,...M.
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Iz svega ovoga jasno vidimo da je dobiveni algoritam puno slozeniji i glomazniji
u odnosu na BPTT algoritam sa konstantnim korakom diskretizacije koji smo izveli u
proslom poglavlju, te stoga prilicno nepraktican za primjenu.

S druge strane, aproksimacijom derivacije,

é’JT(T(k)) JT(Z.(k))_JT(T(k—l))
oo ~ 20 _ (D) s (6.24)

dobivamo nestabilna rjeSenja zbog greske koja se javlja kod oduzimanja bliskih brojeva,
Sto je posljedica racunanja s kona¢nim brojem decimala.

Zbog Cinjenice da je egzaktno racunanje derivacije prekomplicirano za prakti¢nu
primjenu, a numericko nestabilno, slijedi da problemu vremenski optimalnog upravljanja
moramo pri¢i na drugi nacin, Sto ¢e biti prikazano u slijedecem podpoglavlju.

6.2 Primjena kaznenih funkcija za TOC

Kao Sto smo ve¢ spomenuli, za vremenski interval koji je ve¢i od ¢ . biti ¢e
zadovoljena sva ograni¢enja (kaznene funkcije za ogranicenja i rubne uvjete jednake su
nuli), dok za slucaj 7 <7, ograni¢enja nece biti zadovoljena (kaznene funkcije biti ¢e
vece od nule), Sto je prikazano na slici 6.1. Kod numeri¢kog izraCunavanja to znaci da ¢e
za t >t . vrijednost sume kaznenih funkcija konvergirati prema nuli, dok ¢e za r <¢ . ,
ta vrijednost konvergirati nekom pozitivnom broju. Sto je vrijednost sume kaznenih
funkcija za zadani 7 > 7_. manja, to je rjeSenje tocnije (blize optimalnom).

min

Medutim, slika 6.1 odgovara vrijednostima kaznenih funkcija nakon odredenog
broja iteracija za svaki 7, dok se za TOC zahtijeva podesavanje 7'* istovremeno s
izvrSavanjem BPTT algoritma. Drugim rije¢ima, ako na pocetku izvrSavanja algoritma
krenemo s nekom vrijednoséu 7 > z_. , vrijednosti kaznenih funkcija ¢e biti velike, iako

¢e s povecanjem broja iteracija teziti nuli. To je glavni izvor problema s konvergencijom
i stabilno3cu iterativnih metoda tipa 7" = 7(z*'), edje je f(z) neprekidna funkcija.

Ti problemi se mogu izbje¢i nekom vrstom “ireverzibilne” iterativne metode koju ¢emo
sada izloziti.

min >

Prvo, definiramo funkciju J,, koja je jednaka sumi kaznenih funkcija za
ogranicenja i rubne uvjete

Jo(t0) = G, (ugouy,euy )+ Gy(x,), (6.25)

gdje je G, jednak izrazu (4.55). Minimalna vrijednost funkcije J jednaka je nuli u
slu¢aju zadovoljenja svih ograni¢enja. Da bi izbjegli eksplicitnu ovisnost funkcije J o

7, za koeficijent kaznene funkcije K| , uzimamo konstantnu vrijednost, neovisnuo 7.

Zatim, definiramo minimalnu vrijednost funkcije J koja je ujedno i mjera
to¢nosti rjeSenja i oznacimo je sa J,; . . Sto je vrijednost Ji o Manja, to je rjesenje
tocnije, ali je takoder potreban veci broj iteracija da se dostigne ta vrijednost.

68



6. Vremenski optimalno upravljanje nelinearnim sustavima

Sada moZemo postaviti slijede¢i opceniti algoritam

1. Inicijalizacija 7'”, takvog daje 7 > ¢

min >

2. ako je J(;(r(k)) <Jyp tada TV <%

(; min

(e+l) _ (k)

3. ako je JG(T(k))ZJ tada t A

G min

za k=0,1,..., M . PoSto ne znamo vrijednost

min >

pocetnu vrijednost 7 odabiremo na

osnovi procjene. U slu¢aju da stavimo 7 < r

min >

tada J tokom iteriranja nece dostici
vrijednost J;, ., Sto je znak da smo izabrali pogreSnu pocetnu vrijednost.

Drugim rije¢ima, slijede¢a iteracija perioda diskretizacije 7', uslijedit ¢e samo
kada vrijednost funkcije J dostigne zadanu vrijednost J, a to zna¢i da je

7 min °

¥ > 7 .. Sa smanjivanjem 7'“', J e sve sporije konvergirati prema J; ., dok se

min *
ne dode do vrijednosti 7%’ za koju J neée moéi dostici J o i €€ mu jako sporo

konvergirati, $to znaci da je ¥ <

.. U tom slucaju, kao aproksimaciju za 7
(k=1)

min

uzimamo 7. ~ T

min
Ovakva struktura algoritma nam garantira stabilnost i konvergenciju prema 7, ,

zbog toga §to ne mjenja vrijednost ¥’ sve dok vrijednost funkcije J ne padne ispod

zadane, dovoljno male, vrijednosti J. . .

Drugi i tre¢i korak navedenog algoritma mozemo objediniti slijede¢im izrazom
T(k+l) = T(k) - (p(r(k) )H7 (JG (T(k)) - JGmin) . (626)

Brzina konvergencije ovisit ¢e o izboru funkcije (o(r(")). Ako stavimo

konstantu, (p(r(k)) = At dobivamo
e =29 Az H (T (e%) = T ) (6.27)

odnosno, svaki put kad je zadovoljeno ogranicenje J,(z*) < J,

Gmin

T se smanji za
konstantnu vrijednost Az .

Druga mogucénost je da uzmemo
7 = 7 - /U(JGmin - J(}(T(k))) H (J(;(T(k)) = J Gmin ) > (6.28)

odnosno, promjena varijable z  proporcionalna je ‘udaljenosti’ funkcije J, od zadane

vrijednosti J; Gornjim izrazom omogucujemo kontinuiraniju promjenu varijable

min *

T

Ova dva pristupa usporediti cemo medusobno na slijedecem primjeru.
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Primjer 5.1 Razmotrimo problem optimalnog upravljanja za sustav drugog reda

X =Xy,

X,=u,
sa ogranicenjem

‘u‘ <lI.

Treba naci najkrace vrijeme, 7, , za prijelaz sustava iz poCetnog stanja
x,(0)=1, x,(0)=1,
u konacno

x(1,)=0, x,(,)=0.

Analiticko rjeSenje ovog problema je

—0507 +1+1 ; 0<1<4, —t+1 ; 0<1<1,
x, (1) = x, () =

052 + At + 4, 3 1, <t<t,’ 1+ A4 t,<1<t,

-1 ; 0<r<y,
ut) = 1y o1,<1<1,”

gdje je
t, =2225, 1, =345, odnosno 7

min

=0.00345 (N =1000),

A =-21,+1, Ay =—12+ (1= A)t, +1.

Na slici 6.2 prikazan je iterativni postupak za izraunavanje ., prema izrazu
(627)za e=J,,. =0001i Az =000001. Vidimo dase 7**’ mijenja skokovito za At
svaki put kad se J, spusti ispod £=J. Kada dode do promjene 7 , vrijednost

funkcije J,, ponovo skoéi iznad & i proces se ponavlja. Sto je manji Az, to su manji

min *

skokovi za = 1 J (slika 6.3). Takoder §to je manja vrijednost &, to su tocniji
rezultati, ali i sporija konvergencija.

Na slikama 6.4 i 6.5 prikazan je postupak izraCunavanja r,, prema izrazu (6.28)
=001, te £=01 i x=10 respektivno. Na slici 6.4 za N,. =80000,
=345056, a na slici 6.5 imamo ¢_, =344981. Vidimo da za manju

vrijednost x dobivamo kontinuiranu ovisnost 7o N, , ali i nesto sporiju konvergenciju.

za €=J

(; min

dobili smo ¢

min

Slike 6.6 do 6.8 prikazuju vrijednosti varijabli stanja i upravljackih varijabli za
parametre prikazane na slici 6.5.
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Prednost ovog algoritma, posebno (6.28), je ocigledna u odnosu na algoritam
opisan u prethodnom podpoglavlju, posebno zbog ¢injenice da algoritam ne zahtijeva
racunanje gradijenata i potpuno je neovisan o BPTT algoritmu kojim se racunaju
vrijednosti upravljackih varijabli.

S druge strane, algoritam u obliku (6.27) ili (6.28) analogan je gradijentnom
algoritmu i moZemo ga lako prikljuciti strukturi neuronske mreze za BPTT algoritam.
Time dobivamo jedinstvenu neuronsku mrezu za rjeSavanje problema optimalnog
upravljanja, kao i vremenski optimalnog upravljanja.

0,00370 — 1000
. N = 1000
100 At = 0.00001
0,00365 — == 0.001
1 10
0,00360 —
1
®
& 0,00355 —
- 0.1
0,00350 — 0,01
0,001
0,00345 —
111 0,0001 ——————————————
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
N N

Slika 6.2 Ovisnost Ti J; o broju iteracija za (6.27).

0,00370 — N = 1000
A= = 0.000001
1 100
&= 0.01
0,00365 —|
] 10
0,00360 —
1
e 0,00355 — -0
0,1
0,00350 —
0,00345 0.01 —
0,00340 —— — 000t oo+ — —
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
Nz Nz

Slika 6.3 Ovisnost Ti J;, o broju iteracija za (6.27).
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0,00370 — 1000 N = 1000
nw=01
7 ¢=0.01
100
0,00365 —
10
0,00360 —
~° L
0,00355
] 0,1
0,00350 —H
1 0,01 e
0,00345 —
T T T T T T T T T 1 0,001 — T T T T T T T T T 1
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
N7 N7
Slika 6.4 Ovisnost Ti J; o broju iteracija za (6.28).
0,00370 - - 1000 N = 1000
p =10
T s = 0.01
100
0,00365 —
10
0,00360 —
~° !
0,00355 —
] 0,1
0,00350 —
T 0,01
0,00345 —H
T T T T T T T T T 1 0001 — T T T T T T T T T 1
0 20000 40000 60000 80000 0 20000 40000 60000 80000
NIT NIT
Slika 6.5 Ovisnost Ti J;, o broju iteracija za (6.28).
1,6
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Slika 6.6 Usporedba analitickih rjesenja ( X

el?

X,,) s numerickim (X, X, ).
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6. Vremenski optimalno upravljanje nelinearnim sustavima
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Slika 6.7 Odstupanja analitickih rjeSenja od numerickih €, = X, — X.
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Slika 6.8 Usporedba i medusobno odstupanje analitickog rjeSenja u,, od numerickog u.
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