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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

U ovom poglavlju prikazat éemo neke klju¢ne rezultate iz teorije optimalnog
upravljanja s posebnim naglaskom na tretiranje raznih oblika ogranicenja koji se mogu
pojaviti u formulaciji problema.

Polaziste za tretiranje problema optimalnog upravljanja je klasi¢ni varijacioni
racun. Ogranicenja koja namece pristup preko varijacijskog ra¢una mogu se izbjeci
koristenjem Pontryaginovog principa maksimuma ili Bellmanovim konceptom

dinamickog programiranja. Analiza optimuma preko navedenih postupaka najcesce je
ograni¢ena na trazenje nuznih uvjeta.

Izlaganje u ovom poglavlju prati reference [1]-[6], [9], [10].

2.1 Parametarska optimizacija s ogranic¢enjima tipa jednakosti

Najjednostavnija klasa problema parametarske optimizacije je nalazenje
vrijednosti m parametara u,,u,,...,u, koje minimiziraju funkciju cilja (indeks

>"m

performansi) koja je funkcija tih parametara,
F(u,,uy,...,u

m

Ako uvedemo tzv. vektor odlucivanja (decision vector)
r_ r
u = [ul 1/[2 e um] >

mozemo napisati funkciju cilja kao F(u). Ako nema ograni¢enja na moguce vrijednosti
od u i ako funkcija F(u) ima prvu i drugu derivaciju za sve vrijednosti vektora u, tada
je nuzan uvjet za minimum

JF(u) 0 o0
Au '
odnosno, po komponentama
JF(u) :
=0, i=12,...,m. (2.2)

Ju,

Iz gornjeg uvjeta dobivamo sustav od m algebarskih jednadzbi, koje su opcenito
nelinearne, sa m nepoznatih parametara u,,u,,...,u, . Sve moguce vrijednosti parametara

u,,u,,...,u, , koje zadovoljavaju gornji uvjet nazivamo stacionarnim tockama.
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Opéenitija klasa problema parametarske optimizacije je nalazenje vrijednosti m
parametara u,,u,,...,u, koji minimiziraju funkciju cilja koja je skalarna funkcija n+m
parametara

m

F(x,,%y s X, Uy Uy, ),

gdje su n parametara stanja x,,x,,...,x, odredena parametrima odluc¢ivanja kroz skup od
n jednadzbi

Ji(x Xy s X, Uy Uy, ) =0, T=12,...,n.
Uvodenjem
XT:[,C1 X, xn]"" fT:[f1 £ fn],v’
problem mozemo formulirati na slijedec¢i nac¢in: treba naéi vektor u koji minimizira
F(x,u), (2.3)
gdje je vektor stanja odreden vektorom odluc¢ivanja pomocu jednadzbi
f(x,u)=0. (2.4)

Rjesenje (stacionarna tocka) gornjeg problema je ona vrijednost vektora u, u kojoj je
dF =0, za proizvoljni du, dok je df =0.Imamo

dF = F,-dx+F, -du, (2.5)
df =f_-dx+1, -du, (2.6)

gdje su F,, F, vektori parcijalnih derivacija /' po komponentama vektora x, odnosno
u, respektivno, dok su f_, f Jakobijeve matrice parcijalnih derivacija komponenti
vektora f po komponentama vektora x, odnosno u, respektivno. 1z zahtjeva df =0, pod
uvjetom da je f nesingularna matrica, mozemo izraziti dx preko du

dx=—f_"-f, -du. 2.7
Uvrstimo li gornji izraz u izraz za dF', dobivamo

dF =(F, - F ' -f,)-du. (2.8)
Ako je dF =0 za proizvoljni du, tada je neophodno da

FE-F -f'-f =0, (2.9)

Gornjih m jednadzbi, zajedno s » jednadzbi (2.4) odreduju m komponenti vektora u i »
komponenti vektora x, u stacionarnoj tocki.

Ako sada uvedemo

R U (2.10)
jednadzba (2.9) poprima oblik

F+A"f =0, (2.11)
dok iz (2.10) slijedi

F +7"-f =0. (2.12)
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Gornje dvije jednadzbe predstavljaju alternativni prikaz uvjeta (2.9), s tom razlikom S$to
m jednadzbi (2.11), n jednadzbi (2.12), te n jednadzbi (2.4) odreduju m komponenti
vektora u 1 » komponenti vektora x, te » komponenti vektora A, u stacionarnoj tocki.
Ako sada uvedemo funkciju

H(x,u,\) = F(x,u) + 1 -f(x,u), (2.13)

vidimo da nuzne uvjete minimuma funkcije (2.3) uz ogranicenja (2.4), predstavljene
jednadzbama (2.11), (2.12) i (2.4), mozemo dobiti iz uvjeta dH = 0, tretirajuéi vektore
X, u, A, kao medusobno nezavisne varijable funkcije (2.13). Imamo

oH JoH JoH

dH = é,x-dx+ au-du+m\-d7\, (2.14)
odnosno, zbog uvjeta dH = 0 za proizvoljne dx, du, di , dobivamo slijedeée uvjete

JH ’

—=F+Ar f =0, (2.15)
ox

OH ,

—=F+) £, =0, (2.16)
ou

oH _ 0. 2.17
= fxu) = @.17)

Komponente vektora A, zovemo Lagrangeovi multiplikatori, dok funkciju H(x,u,1)
zovemo Hamiltonian ili Hamiltonova funkcija.

Na ovaj nacin smo problem minimizacije funkcije (2.3) uz ogranicenja (2.4),
kojima su varijable x ovisne o varijablama u, sveli na problem minimizacije, bez
ograni¢enja, funkcije (2.13), tretiraju¢i vektore x, u, A, kao medusobno nezavisne
varijable. 1z izraza (2.17) uvijek proizlaze zadane jednadZbe ogranicenja, tako da se
¢esto u literaturi gleda varijacija Hamiltoniana samo u funkciji od dx, du, tretirajuéi A
kao konstantu, te se na taj nacin dobivenim izrazima (2.15) i (2.16) doda jednadzba
(2.4).

2.2 Optimizacija diskretnih dinamickih sustava

Optimizacija diskretnih dinamickih sustava spada takoder u probleme
parametarske optimizacije. Razmotrimo diskretni dinamicki sustav opisan nelinearnom
diferencijskom jednadzbom

x(i + 1) = £'(x(0),u(i)), x(0)=x,, i=01..,N-1, (2.18)

koja predstavlja skup od »nN jednadzbi. Gornjim sustavom jednadzbi je niz n-
dimenzionalnih vektora stanja x(i) odreden nizom m-dimenzionalnih upravljackih

vektora u(7) . Funkciju cilja definiramo u obliku

(ﬂm)demm) (2.19)
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Problem se sastoji u pronalaZenju niza upravljackih vektora u(i), koji minimiziraju
gornju funkciju cilja i pri tome zadovoljavaju sustav jednadzbi (2.18). Dodavanjem

sustava jednadzbi (2.18) sa nizom Lagrangeovih multiplikatora u jednadzbu (2.19),
dobivamo

J=0(x(N)) + Z[F(x(i), u(i))+ 17 G+ 1)(f" (x(i),u(i)) - x(i + 1))] . (2.20)
Definiramo skalarni niz funkcija (Hamiltonijan)
H' = F(x(),u(i)+2" i + DF' (x(0)u(i)) . (2.21)
Promjenom indeksa u sumi izraza (2.20), dobivamo

J=0(x(N)) =L (N)-x(N) + H® + %‘I[H’ -17 (@) -x()]. (2.22)

Nuzan uvjet minimuma funkcije cilja (2.22) je dJ =0, pri proizvoljnoj promjeni du(i),
dx(i) . Imamo

d]{—”% —x”(N)}.dx(N)+1§{[§—H—M(z‘)}-dx(z’)+ o ~du(i)}+

Ox(N) = || 2x(i) ou(i)
H’ H’
+ d -dx(0) + o -du(0)
ox(0) Ju(0)
iz Cega slijedi
OoH' "
—-A"()=0,
@ + O
odnosno
L) = or +A G +1) g—fl i =0,1,....,N—1 (2.23)
i = ox() i ox(i) i=0,1,..., , .
sa rubnim uvjetom
29
A(N)=———. 2.24
(N) ox(N) (2.24)
Slijedeéi uvjet koji mora biti zadovoljen je
Hi
d —=0, i=0,1,.,N-1. (2.25)
ou(i)

Dakle, da bi niz upravljackih vektora u(i), predstavljao stacionarnu tocku

funkecije cilja (2.19) uz zadana ogranicenja (2.18), mora biti zadovoljen slijedeci sustav
jednadzbi

x(i + 1) = £'(x(0),u(i)), (2.26)
A @) = éDFf +2 (i+1)-§—fl;, (2.27)
ox(i) ox(i)
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or A G +1) 2 S (2.28)
oui) T puy T '
za i =0,1,..., N —1, uz zadane pocetne i rubne uvjete
29
0)=x,, A(N)=——. 2.29
x(0) = x, (N) ox(N) (2.29)

Diferencijske jednadzbe (2.26) i (2.27) su medusobno spregnute, buduci da u(i) ovisi o
A(i) preko (2.29). Jednadzbe (2.26)-(2.28) predstavljaju sustav od (2n+m)N jednadzbi
s isto toliko nepoznanica: x(1),....,x(N), u(0),...,u(N —1), A(0),....,.A(N -1).

2.3 Optimizacija kontinuiranih dinamickih sustava

Optimizacijski problemi za kontinuirane dinamicke sustave spadaju u varijacijski
racun. Oni se takoder mogu razmatrati kao grani¢ni slucaj optimizacijskih problema za
diskretne dinamicke sustave (period diskretizacije dovoljno mali u usporedbi s ukupnim
vremenskim intervalom). Obrnuti sluc¢aj je danas mnogo c¢es$¢i, kontinuirani sustavi
aproksimiraju se diskretnim, zbog mogucnosti obrade na digitalnim racunalima.

Razmotrimo slijedeéi sustav nelinearnih diferencijalnih jednadzbi
(1) = f(x(0),u(n.1),  x(1)) =x,, ty<U<t,, (2.30)

gdje je x(¢#) n-dimenzionalna vektorska funkcija (vektor stanja) koja je odredena sa
u(?), m-dimenzionalnom vektorskom funkcijom (vektor upravljanja). Razmotrimo
funkeciju cilja u obliku

J=0(x(e))ut, )+ jF(x(t),u(t),t)dt, 2.31)

0

Sto predstavlja kontinuirani oblik diskretne funkcije cilja (2.19). Poblem optimalnog
upravljanja sa funkcijom cilja oblika (2.31) naziva se Bolzin problem. Problem se sastoji
u pronalazenju vektorske funkcije u(#) koja minimizira funkciju cilja (2.31) pri cemu je
povezanost izmedu x(#) 1 wu(f) dana sustavom diferencijalnih jednadzbi (2.30).

Analogno kao u diskretnom slucaju, koristimo metodu Lagrangeovih multiplikatora da
bi ubacili sustav diferencijalnih jednadzbi u funkciju cilja (2.31)

J=4(x(t,).1, )+ /j[F(x(z), u(e), 1)+ 2.7 (1) - (f(x().u(0).1) - X(t))]dt .32

Sto je analogno izrazu (2.20). Definiramo Hamiltonian

H(x(1),u(0),2(1),1) = F(x(0),u(e).r)+ 2.7 (1) -£(x(0),u(0),). (2.32)

Sada imamo
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)
J=4(xt )t )+ [[H(x0).000).0(0), 1) = 1" (1) %(1)]d 1 (2.33)
ly
Parcijalnom integracijom drugog ¢lana podintegralnog izraza u (2.33), dobivamo

)
J=9(x(t ut, ) =1 (1) () + A (1) x(t0) + [[H(X(@. (0000, 1) + 17 (0)-x(0)]d 1
lo
Sada uzimamo prvu varijaciju funkcije cilja, 6J, u ovisnosti o varijaciji vektora

upravljanja i vektora stanja, oko optimalnog vektora upravljanja i optimalnog vektora
stanja. Imamo

20 . “(oH ., OH
5J=K£_7M/J.§Xi| +[}J .5x]’:’0 +ZJ‘{(E+X[)5X+E~5U:|6H. (2.34)
l=l/ 0

Nuzan uvjet minimuma funkcije cilja je iS¢ezavanje prve varijacije, 0J =0, za
proizvoljne varijacije 0x, du. Dobivamo

s OH_oF ., of (2.35)
- Ox  Ox ox’ '
sa rubnim uvjetom
29
A= : 2.36
)= 20 (2:36)
Drugi uvjet koji dobivamo iz (2.34) je
oH 2.37)
Au @.

za t, <t <t,. Jednadzbe (2.35), (2.36) i (2.37) poznate su u varijacijskom racunu kao

Euler-Lagrangeove jednadzbe.

Dakle, da bi nasli upravljacki vektor u(#) koji predstavlja stacionarnu vrijednost
funkecije cilja (2.31), moraju biti zadovoljene slijedece jednadzbe

% =f(x,ur), (2.38)
o 9E _yr ot 2.39)
- Ox ox’ @
2y (2.40)

Ju ou '

sa slijede¢im pocetnim i rubnim uvjetima

¢
ox(t,)’

X(1,) =X,, o(t)= 2.41)

Vidimo da je gornji sustav jednadzbi analogan sustavu (2.26)-(2-29), s tom razlikom S$to
ovdje imamo sustav od 2n diferencijalnih jednadzbi (2.38) i (2.39) s 2n rubnih uvjeta
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(2.41), te sustav od m algebarskih jednadzbi (2.40) iz kojeg odredujemo vektor u(z),
nakon Sto nademo x(¢)1 A(¢).

Pogledajmo sada cemu je jednaka totalna vremenska derivacija Hamiltoniana, za
optimalnu vrijednost vektora u(#)1 x(7)

dH 0H OH ., JdH . JH

bl . . AT 2.42
o ox ou T an (242)
odnosno
dH JH JH oH
—= + -1‘1+( +kT)-f. (2.42)
dt 0t Ou ox
Zbog (2.35)1(2.37) imamo
dH JH
— = (2.43)
ot
Ako H (odnosno F'i f) nije eksplicitna funkcija vremena, imamo
i _ 0 (2.44)
a7 '

Sto znaci da je Hamiltonian konstantan za optimalnu trajektoriju.

Od interesa je pogledati rjesenje Bolzinog problema u sluc¢aju kada je zadan
vektor stanja u kona¢nom vremenu 7,. Neka je zadano opCenito ograniCenje vektora

stanja u /, slijedecom jednadZbom

w(x,).,)=0. (2.45)

gdje je y g-dimenzionalna vektorska funkcija (¢ <n—1 ako F'=0, (g <n ako F#0).

Ovdje ¢emo takoder koristiti metodu Lagrangeovih multiplikatora, te dodajemo
jednadzbu (2.45) pomnozenu s g-dimenzionalnim vektorom v, u izraz (2.32)

T=(x(t)ut, )+ p(x( ), )+ j[F(x(t), u (o), 1)+ 2.7 () - (f(x().u(0).1) - X(t))]dt .

Ponavljajué¢i analognu proceduru kao u predhodnom odjeljku, dobivamo sustav
jednadzbi (2.38)-(2.40) s tom razlikom Sto rubni uvjet u (2.41) postaje

o0 +vh- oy
ox(t,) ox(t,)

21, = (2.46)

Skup parametara v odredujemo tako da zadovoljavaju g jednadzbi (2.45).

10
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2.4 Slucaj sa nespecificiranim kona¢nim vremenom

U prethodnim podpoglavljima pretpostavljali smo da je konacno vrijeme ¢,

specificirano, odnosno konstantno. Sada ¢emo razmatrati slucaj kada je indeks
performanse funkcija, ne samo vektora upravljanja i vektora stanja, nego i konacnog
vremena [, . Pretpostavljamo da je pocetno vrijeme i pocetno stanje odredeno. Problem

se, dakle, svodi na minimizaciju funkcije cilja

J=0(x(e))ut, )+ jF(x(t),u(t),t)dt, (2.47)

lo

za sistem opisan sa

(1) = f(x(N.u().1),  x(1,)=x,, (2.48)
gdje je ¢, fiksno i gdje u nespecificiranom kona¢nom vremenu 7, treba zadovoljiti g

jednadzbi za rubne uvjete

w(x,).1,)=0. (2.49)

Metodom Lagrangeovih multiplikatora funkciji cilja (2.47) dodamo ograni¢enja
(2.48)1(2.49)

J=4(x(t )t )+ v (x| + ][F(x(r),u(r), )+ 27 (0)-(F(x(0),u(n).t) - X(t))]dt ,

te definiramo Hamiltonian

H(x(0),u(0),0.(0),¢) = F(x(0),ue),1)+ 2" (1) -£(x(0),u(0),1). (2.50)

Parcijalnom integracijom nove funkcije cilja, dobivamo

T=0(x(t )t )+ (X))t )= 2 () X))+ AT (1) x(1) +

s . (2.51)
+ J[H(x@. ). 200). 1)+ 1 (1) x(0)]d1
ly
Sada uvodimo prve varijacije oko optimalnih vrijednosti
x(1)=X(t)+5x(1), u(t)=u(t)+ou(t) = tAf +01,, (2.52)
i formiramo razliku
AT = J(x(0,u(n).1, )~ J(R(0).8(0).F, ). (2.53)

od koje ostavljamo samo linearne ¢lanove, odnosno prvu varijaciju o6J. Prvo ¢emo
pogledati cemu je jednaka varijacija vektora stanja u kona¢nom vremenu ¢,

dx(1,)=x(t, +51,)+8x(t, +51,)-x(1,), (2.54)

odnosno, nakon razvoja u Taylorov red, imamo

11
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dx(t,)=x(t,)+x(t,)0t, +ox(1,)+ox(t,)o0t, —x(1,),
te zanemarenjem kvadratnog ¢lana 5x(¢,)d1,, dobivamo konacni oblik (slika 2.1)

dx(1,)=8X(t,)+X(,)51, . (2.55)

i51,
v

S " ¢ dx(t,)

P Sx(t,)

= —> 5y,

i 4

l t; 1,461,

Slika 2.1 Veza izmedu dx(t,)> 5x(t,) 1 51, -

Varijacija dx(¢,), zove se neizohrona ili asinhrona varijacija. Sada ¢emo pogledati

gemu je jednako 5.J
57 =80(x(1,).t, )+ Sa(x(t,).t, )+ S [(x(t, )t )1, ). (2.56)
gdje je
@(x(tf),tf) :d)(x(tf ), tf) +vi. \p(x(tf), tf),

o(x(t,).t, )= =17 () x(1,).

I(x(1), u(),1) = j[H(x(z), u(0), A1), 1)+ 1" (1)- x(t)]dt :

Pogledajmo prvo

SO(x(t,).1,)=0(x(r, +81,)+5x(1, +61,).1, +51,)-0O(x(t,).t, ) =
= O(x(t,)+X(t,)51, + Xt )t +51,)=O(x(1, ).t ) =
=O(x(t,))+dx(1,).t, +51,)-O(x(1,)., ]

odnosno

—é’—®dx(tf)+j—t®§tf. (2.57)

5®(X(tf)’tf)_ ox(t,) /

Nadalje, imamo

12
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So(x(t)ut,) = olx(t, +51,)+Sx(t, +51,).1, +51, )~ o(x(t,)1,) =
= <Mt + 81Xt +81)+EX(1, +51,))+ AT (1,)x(t,) =
= (M) + RS )3+ dx(r,))+ 0 (1,)x(E,)
Nakon zanemarenja élanova drugog reda imamo
Soo(x(t,).t,) = =17 (1) x(1,)5t, =1 (¢,)-dx(1,). (2.58)

Na kraju, imamo

S 1(x(0),u(0),1) = f [ [/H(x(t) +EX(0). (1) +Su(0). (1), 1)+ 1 (1) (x(0)+ Sx(0)|d 1 -
- j[H(x(t), u(0). A1), 1)+ 11 (1) x(D)]d 1

odnosno

8 I(x().u(r).1) = H{x(1,).u(t, ). 0(1,). 1, )81, +3.7(1,)x(1,) +

0 on PO T (2.59)
+ H oxn) (t)x(t)j ox ﬁu(t)}”

Iy

Sada stavimo (2.57)-(2.59) u (2.56) i dobivamo

o0

m— A (tf )J . dX(tf)-I-

00
5J :(H(x(tf), u(t,). A (). 1) +a—tfj5rf +(

(2.60)

A oH ., oH
+ j{(ax(z) + (z)j Sx(0)+ au(t)ﬁu(t)}dt

ly

Da bi dobili nuzne uvjete za minimum funkcije cilja, mora biti 6J =0, pa iz (2.60)
proizlaze jednadzbe koje odreduju optimalni vektor upravljanja

H
jﬂ =x=f(x.ur), (2.61)
JOoH . OoF of
JOH OF . Of
= 2.63
Ju ou ou’ (2.63)

sa pocetnim i rubnim uvjetima

X(t)=%,. Al(t,)= N, oV w(xt).t,)=0, (2.64)
: ox(t;) ox(t;) T

13



2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

20 Oy
H(x(1,).u(t, )0 ) 1) o Y 0. (2.65)

Vidimo da su jednadzbe (2.61)-(2.64) identi¢ne jednadZbama za Bolzin problem sa
sloZzenim rubnim uvjetima (2.49), s tom razlikom da ovdje imamo dodatni uvjet iz kojeg
odredujemo nespecificirano konacno vrijeme 7, .

Posebna klasa problema optimalnog upravljanja s nespecificiranim kona¢nim
vremenom je problem najmanjeg vremena (minimum time problem) za koji vrijedi

o(x(t )t ) =1, F(x(0).u().0)=0, (2.66)
sa rubnim uvjetom
y(x(t, ), ) =x(t,)=0. (2.67)
Hamiltonian (2.50) postaje

H(x(0),u(0),(1),1) = 17 (0) - £(x(1)u(r).1). (2.68)
U tom slucaju jednadzbe (2.61)-(2.65) poprimaju oblik

x = f(x,u,7), (2.69)
: of
A=At — 2.70
g (2.70)
. Of
A —=0, 2.71
u (2.71)
sa pocetnim i rubnim uvjetima
X(t,) =X,, Mt )=v, x(1,)=0, (2.72)
i
H(x(t,).u(t,). 0t 1) = 1. (2.73)

Ako Hamiltonian nije eksplicitna funkcija vremena, tada vrijedi jednakost (2.44), Sto
znaci da je Hamiltonian konstantan tokom cijelog vremenskog intervala, pa vrijedi

H(x(0), u(t), A1), 1) = H(x(1),u(t), (1)) =1, (2.74)
za ty <t<t,.

Medutim, pored uvjeta (2.69)-(2.73), jedinstveno rjeSenje ovog problema postoji
onda i samo onda ako vektor upravljanja ima ogranicenja.

Iste uvjete bi dobili da smo umjesto (2.66) stavili

o(x(t)ut,)=0.  F(x(nLu().) =1, 2.75)

s tim da bi Hamiltonian, u tom slu¢aju, bio
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

H(x(0),u(0),0.(0),1) = 14+ 2.7 (1) - £(x(1),u(0),1) (2.76)
uvjet (2.73) postao bi

H(x(1, ).u(,).0(1,). 1, ) =0, 2.77)
dok bi uvjet (2.74) postao

H(x(1),u(1).1(0), 1) = H(x(1),u(1),A(1)) = 0, (2.78)

zaty<t<t .

2.5 Optimalno upravljanje s ogranic¢enjima vektora upravljanja

Do sada smo razmatrali probleme optimalnog upravljanja bez ogranicenja na
vektor upravljanja. S druge strane, rjeSenja (optimalni vektor upravljanja i stanja) su bila
neprekidna u cijelom intervalu 7, <7<t . Ako je vektor upravljanja ograni¢en skupom

nejednadzbi

g(u(r). 1)>0, (2.79)

gdje je g r-komponentna vektorska funkcija, tada je jasno da ne mozemo vise koristiti
nuzan uvjet optimalnosti rjeSenja u obliku

9H_, (2.80)
ou '

zbog toga §to rjeSenje dobiveno izrazom (2.80) moZze krSiti ogranicenja (2.79).

Takoder, mogucée je da ¢ak i u slucaju kada nisu zadana ogranicenja vektora
upravljanja, Hamiltonian ovisi linearno o vektoru upravljanja i zbog toga parcijalne
derivacije (2.80) ne sadrze komponente vektora upravljanja Sto onemogucava nalazenje
rjeSenja. Takav slucaj naziva se singularno optimalno upravljanje.

Nadalje, postoji mogucénost da jednadzba (2.80) ima viSestruke korijene.
Postavlja se pitanje, koje od tih rjeSenja izabrati kao optimalno rjeSenje.

Da bi rjesili gore navedene probleme, moramo imati opdenitiji nuzni uvjet
optimalnosti od (2.80). Takav opceniti nuzan uvjet optimalnosti daje Pontryaginov
princip maksimuma (odnosno minimuma, ako se radi o minimizaciji), koji glasi: U
slucaju svih singularnih 1 neregularnih situacija ukljucujuéi i ogranicenja vektora
upravljanja, izbor komponenti vektora upravljanja mora biti takav da maksimizira
(odnosno minimizira) vrijednost Hamiltoniana (2.50). Takoder, kao i do sada, vrijede
jednadzbe

:O’?_H sz_é)_H
2/ ox

X

(2.81)

sa odgovaraju¢im rubnim uvjetima.
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

Pri tome se dopusta mogucénost da komponente vektora upravljanja ne moraju
biti neprekidne funkcije vremena, ve¢ mogu biti prekidne funkcije u konacnom broju
vremenskih trenutaka unutar intervala 7, <7 <t (po dijelovima neprekidne funkcije).

Ako vektor upravljanja nije ogranicen, tada iz Pontryaginovog principa direktno
proizlazi uvjet (2.80). Strogi dokaz principa maksimuma moze se na¢i u monografiji [1].

RjeSavanje problema primjenom principa maksimuma moZe u nekim
slucajevima da se bitno pojednostavi prebacivanjem skupa nejednadzbi (2.79) u skup
jednadzbi uvodenjem dodatnih varijabli

Z =glu(), 1), (2.82)
ili
v =g(u(). 7). (2.83)

Dodatne varijable pojavljuju se u kvadratnom obliku jer je tada desna strana gornjih
jednadzbi uvijek veca ili jednaka nuli, ¢ime je zadovoljena nejednadzba (2.79).

Sada kada smo ogranicenja sveli na oblik jednakosti, moZzemo primjeniti metodu
Lagrangeovih multiplikatora ubacujuéi jednakosti (2.83) u funkciju cilja

J =(|)(x(tf ).t ) +v’. w(x(tf )1, ) +
“ (2.84)
+ [[H{x@.00.27 1), 1) =27 0% + 77 @) (g w0). 1) -y ) a1

Ponavljajuéi proceduru trazenja prve varijacije funkcije cilja, dobivamo slijedece uvjete
koji moraju biti zadovoljeni da bi prva varijacija iS¢ezavala,o0 J =0,

°oH . °H

X =x=f(x,ur), o =y =g(ur), (2.85)
ol _ iy _OF v ot (2.86)
ox - Ox ox’ '
7y =0, i=1,...r, (2.87)
ﬁ.}.}dv.ﬂ_ky'r.@:o’ (288)
ou ou ou

sa pocetnim i rubnim uvjetima

) o 0
x(t) =%, M'(t))= ﬂx((l)f_) v Wi) \V(X(t_f')J_f') —0, (2.89)
i
o o
H(x(t)ou(t )00, 1, )+ g—f’ +v v—f"’ -0, (2.90)
! !
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

Jednadzbama (2.85)-(2.90) definirano je 2n+2r+m+q+1 jednadzbi za odredivanje
velic¢ina x(¢), A(¢), y(#), y(©), u(®), v, 1,.

2.6 Optimalno upravljanje s ogranic¢enjima vektora stanja

Sada ¢emo prosiriti razmatranja iz prethodnog podpoglavlja ukljucujuéi
ogranicenja na vektor stanja, koja mozemo prikazati sustavom nejednadzbi

h(x(1),7)>0, 2.91)

gdje je h s-dimenzionalna vektorska funkcija. Gornje nejednadzbe definiraju prostor
dozvoljenih stanja G < R". Gornji izraz u slucaju jednakosti predstavlja jednadzbu za
grani¢nu plohu prostora G, dok je u slucaju stroge nejednakosti definiran otvoreni
podprostor prostora (G. Pontryaginov princip maksimuma moze se primjeniti za
odredivanje onog dijela optimalne trajektorije koji pripada otvorenom podprostoru
prostora G, dok dio trajektorije koji se nalazi na grani¢noj plohi prostora G mora
zadovoljavati poseban skup uvjeta, ukljucujuc¢i i uvjete skoka u karakteristicnim
tockama trajektorije koji moraju biti zadovoljeni zbog diskontinuiranosti trajektorije u
faznom prostoru. Detaljan prikaz ovih uvjeta moze se naéi u [9]. Ovdje ¢emo se
ograniciti na tretiranje gornjeg problema svodenjem sustava nejednadzbi (2.91) na sustav
jednadzbi uvodenjem dodatnih varijabli.

Postoji nekoliko nadina na koje mozemo gornja ogranicenja tipa nejednadzbi
prebaciti u ogranicenja tipa jednadzbi. Definirajmo novu varijablu x,,, sa

fo = o = S B OHG). 2.92)

gdje je H(h, (x,t)) modificirana Heavisideova step funkcija definirana kao

H(h ) 0; h(xt)=0 503
,'(X,t) - K,; h,(X,l)<O ( . )
gdjeje K, >0, i=1,...,s, 1 pocetni uvjet je

X, (1) =0. (2.94)

Uz ovakvu definiciju dodatne varijable x vidimo da je x,,(¢,) direktna mjera

n+l >

krsenja ograni¢enja, tako da je zahtjev koji postavljamo na tu varijablu
X,u(t,)=0, (2.95)

Sto nam garantira da su sva ograni¢enja zadovoljena.

Modifikacija gore navedenog pristupa je da uvedemo s pomoc¢nih varijabli i isto
toliko ogranicenja tipa jednakosti

i, =h’x0H®),  %,,0,)=0, i=1...9, (2.96)

koja dodamo funkciji cilja
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

T=J+Yx,.a,). (2.97)
i=1

Posto je minimalna vrijednost sume vrijednosti pomo¢nih varijabli u 7, jednaka nuli,
vidimo da minimizacijom gornje funkcije cilja ujedno zadovoljavamo i ogranicenja
(2.91).

Posto smo problem sveli na ogranicenja tipa jednakosti, moZemo primjeniti
metodu Lagrangeovih multiplikatora. Podintegralna funkcija ili Lagrangian, sada
poprima oblik, za slucaj (2.92),

L=H-2"%+7"(g=y)+ 2 (1o —Fpu)- (2.98)

Euler-Lagrangeove jednadzbe, u tom slucaju, poprimaju isti oblik kao (2.85)-(2.90) s
tom razlikom da se (2.86) modificira s

: OF ot of,
MV =—— AT —- nel 2.99
ﬁx O/) n+1 ﬁx ( )
i imamo jo$
A,.()=0, (2.100)

tako da se sustav jednadzbi (2.85)-(2.90) uz (2.99) prosiruje s jos dvije jednadzbe, (2.92)
i (2.100), s dodatnim rubnim uvjetima (2.94) i (2.95).

2.7 Hamilton-Jacobi-Bellmanova jednadzba

Ovdje ¢emo prikazati jos jedan oblik opcenitog kriterija optimalnosti baziranog
na Bellmanovom principu optimalnosti, odnosno, konceptu dinamickog programiranja.

Razmotrimo kontinuirani nelinearni dinamicki sustav opisan s (2.30) i kriterij
optimalnosti  (2.31). Vektor upravljanja wu(f)ograni¢en je na podprostor m-
dimenzionalnog Euklidskog prostora, u(¢) € £, gdje je E < R". Pretpostavimo da je
poznata optimalna trajektorija vektora stanja x(¢) od pocetnog stanja x(#,) do stanja u
krajnjoj tocki x(7,) .

Po Bellmanovom konceptu optimiranja stanja promatranog sistema (2.30), svaki
segment (odsjecak) optimalne trajektorije X(¢#), mora sam po sebi biti optimalna

trajektorija. Ako je moguce pronaci barem jedan segment trajektorije stanja koji nije
optimalna trajektorija, onda se on moze zamjeniti optimalnom trajektorijom, $to znaci da
promatrana trajektorija u cjelini ipak nije optimalna trajektorija. Taj Bellmanov princip
najopéenitiji je nuzan uvjet optimalnosti.

Minimum funkcionala (2.31) oznacit ¢emo s J, (x(t), t). Budué¢i da po
Bellmanovom principu svaki segment optimalne trajektorije izmedu bilo koje to¢ke na
optimalnoj trajektoriji x(¢)i krajnje tocke x(# ) mora biti optimalan, vrijedi slijedeca

relacija
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

T, (R(0).1) = miEn{d)(f((tf 0ty )+ jF(&(s), u(s),1)d s} . 2.101)

Iz gornjeg izraza jasno je da je rubni uvjet za J,

m

(&)t ) =0(%0 )t ) (2.102)

Za vremenski trenutak ¢, =7+ At gdje je At dovoljno mali vremenski interval, imamo

T (R€)1) = miEn{(b(f((tf )ty )+ jF(i(s),u(s),t)d s} . (2.103)

Koriste¢i aproksimaciju
7, (x(0).1) :rngip{F(ﬁ(t),u(t),t)At +J, (&)1} (2.104)

mozemo drugi ¢lan na desnoj strani razviti u Taylorov red, zadrzavajuéi samo linearne
¢lanove

aJ, (f‘(f 1), 24 B00)
OR(1) ot

S (k@) 0) = T, (%(0),0) + £ (k(1), (), 1) (2.105)

Nakon supstitucije gornjeg izraza u (2.104) i dijeljenja sa A, imamo

aJ (%(1).1)

A, (x(1).t)
ot

750 } (2.106)

= miﬁn{F(f((t), u(), 1)+ £ (%(0), u(r), 1)

Za optimalni vektor upravljanja u(f) gornja jednadzba postaje

AJ,(R0)t)

o= FROG. )+ (50,60 1) 29, 30.0)

250 (2.107)

S obzirom da vrijedi

dJ,(%().t) 87, (%().1)

aJ, (x(0).1)
dt ot

ox(t)

+1(%(0), 6(0), 1)-
jednadzbu (2.106) mozemo prikazati u slijede¢em obliku

miﬁn{F(f&(t), u(). t) +W} =0. (2.108)

Da bi uspostavili vezu izmedu jednadzbe (2.107) i Hamiltonovih kanonskih
jednadzbi, pogledat ¢emo cemu je jednaka mala promjena indeksa performanse

J, (x(t), t) u odnosu na malu promjenu pocetnih uvjeta i malu promjenu pocetnog

vremena. Taj problem se svodi na odredivanje prve varijacije izraza (2.101) s
nespecificiranim pocetnim vremenom, §to je ekvivalentno problemu s nespecificiranim
kona¢nim vremenom uz negativan predznak ispred integrala (podpoglavlje 2.4). Kao
rezultat dobivamo izraz (2.60) s negativnim predznakom. Posto funkcija ® nije
definirana u pocetnom vremenu, odnosno ® = 0, izraz (2.60) postaje
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2. Teorijske osnove optimalnog upravljanja

m

§J, = —H(x(t),u(),\(0), t) 5t + 1" (1)-dx(1)~ ]{(i—f+ i’] ~5x+i—f-5u}d r.

Posto je izraz pod integralom zbog Bellmanovog principa optimalnosti jednak nuli na
optimalnoj trajektoriji unutar vremenskog intervala ¢ <7 <7, imamo

dJ, =—H(x(t),u(0).n (1), 1)d 1+ 1" (1) -d x (2.109)
odnosno
H= o XT—OU”’ (2.110)
Iz - Ox '
Na osnovi gornjih izraza, jednadzbu (2.106) moZemo napisati kao
oJ A OJ
——mzH(ﬁ,—"’,tj (2.111)
ot ox

gdje je

A . OJ, . . OJ,
&, = ¢ =minH| ], —2, u, t]. (2.112)
ox uell ox

Jednadzba (2.111), odnosno (2.106), naziva se Hamilton-Jacobi-Bellmanova jednadzba.
Radi se o nelinearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednadzbi prvog reda s rubnim uvjetom
(2.102). Jednadzba (2.112) predstavlja, u stvari, drugi prikaz Pontryaginovog principa
maksimuma (odnosno minumuma u naSem slu¢aju), optimalni vektor upravljanja u(¢)

minimizira Hamiltonovu funkciju. Drugim rije¢ima, lijeva strana izraza (2.112)
predstavlja desnu stranu izraza (2.107), dok desna strana izraza (2.112) predstavlja desnu
stranu izraza (2.106). Ovim je, na neki nacin, pokazana ekvivalentnost izmedu
Pontryaginovog principa maksimuma i Bellmanovog koncepta dinamickog
programiranja.

Ako nema ograni¢enja na vektor stanja i upravljanja, tada u(¢#) mora biti takav
da zadovoljava nuzan uvjet optimalnosti (2.80).

Nadalje, ako pomocu uvjeta optimalnosti (2.80) mozemo izraziti u(z) kao
funkciju od x(#), A(¢),t, tada u Hamiltonovoj funkciji mozemo eliminirati vektor
upravljanja i dobiti jednadzbu (2.111) koja ovisi samo o x(¢), ¢, odnosno samo o x(¢)
ukoliko Hamiltonian ne ovisi eksplicitno o vremenu. U tom slucaju, pod uvjetom da
uspijemo rijesiti jednadzbu (2.111), mozemo dobiti vektor upravljanja u(¢) u funkciji
vektora stanja x(¢) , drugim rije¢ima, dobili bi rjesenje problema optimalnog upravljanja
u obliku povratne veze po varijablama stanja. Time bi ujedno bio rijeSen i problem
optimalne regulacije.

Nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu (2.107) s rubnim uvjetom (2.102)
opcenito je vrlo tesko rjesiti numericki. Najéesée metode za njeno rjeSavanje su metoda
karakteristika 1 razvoj u red potencija. Razvojem u red potencija funkcije J (x(t), t) ,
dobivamo
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n n n

m(x(t) t) Z it Zzp,kx Xt Zzzp,k/x XXyt (2.113)

]Iklll

Sto znaci da se problem svodi na odredivanje nepoznatih koeficijenata p,, p, , p,, . itd.

Ako gornji izraz uvrstimo u jednadzbu (2.107) te koeficijente uz sve potencije vektora
stanja izjedna¢imo s nulom, dobivamo sustav od

(n—1+))!
Z (n=Dtj1°

Riccatijevih diferencijalnih jednadzbi, gdje je N stupanj najvise potencije u razvoju. Npr.
za n=4, N =4, trebamo rjesiti sustav od 69 diferencijalnih jednadzbi da bi dobili
rjeSenje u obliku povratne veze. Dobra strana ovog pristupa je da trebamo rjesiti problem
s pocetnim uvjetima, dok su loSe strane to $to nema garancije da je sistem stabilan, i
drugo, broj Riccatijevih diferencijalnih jednadzbi rapidno se povecava s porastom reda
sustava »n i reda polinoma N.

(2.114)
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