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UVOD U METODU KONACNIH TRAKA

1 UVOD U MAGISTARSKI RAD

Ovaj magistarski rad obraduje metodu konacnih traka preko teoretskih postavki i niz
numerickih primjera napravljenih u programu Mathcad. Danas se u inZenjerstvu vrlo Cesto
koriste programski paketi koji racunaju konstrukcije pomocu metode konacnih elemenata a
nacin proracuna mnogima nije poznat. Ovi numericki primjeri pojasnjavaju nacin proracuna
metode konacnih traka kao jedne od metoda konacnih elemenata. Primjeri su napravljeni su
za staklo. Karakteristike tog materijala navedene su u posebnom odjeljku. Poseban naglasak
dan je nelinearnom proracunu staklenih ploca kod kojih je debljina zanemariva u odnosu na
ostale dvije veli¢ine. Kod takvih konstrukcija ne smije se zanemariti utjecaj uzduznih sila pa
je nelinearni proracun neizbjezan.



UVOD U METODU KONACNIH TRAKA

2 UVOD U METODU KONACNIH TRAKA

Metoda konacnih traka jedna je od numerickih metoda analize konstrukcija i smatra
se varijantom metode kona¢nih elemenata. Za razliku od metode konacnih elemenata,
upotreba ove metode ogranicena je na konstrukcije sa konstantnim popre¢nim presjekom i
rubnim uvjetima koji se transverzalno ne mijenjaju. Prednost metode konacnih traka ocituje se
u manjem broju elemenata $to ¢ine model konstrukcije te, kao poslijedica toga, jeftiniji i
efikasniji kompjuterski proracun.

Konacna traka
(Finite Strip)

% Cvorna linija

(Nodal Line)

slika 1.

U kratkim crtama proracun jedne konac¢ne trake moze se opisati na slijede¢i nacin:
komponente pomaka u bilo kojoj tocki konac¢ne trake izrazene su pomocu parametara pomaka
¢vorne linije, 1 to, u obliku polinoma u poprenom smjeru i u obliku reda sinusnih funkcija u
uzduznom smjeru. Odabrana sinusna funckija mora zadovoljiti rubne uvjete na krajevima
konacne trake. Pomocu poznatog odnosa deformacija — pomak, unutarnja energija
deformacije trake i potencijalna energija vanjskog optere¢enja mogu se izraziti putem
parametara pomaka koji za slu¢aj ravnoteznog stanja daju minimum potencijalne energije.
Na osnovi te postavke dobiva se niz linearnih jednazbi koje imaju za nepoznanice parametre
pomaka. Nakon rjeSenja jednazbi mogu se izracunati komponente pomaka i naprezanja u bilo
kojoj tocki konacne trake.



ENERGETSKI PRISTUP ZA PROSTU GREDU

2.1 ENERGETSKI PRISTUP ZA PROSTU GREDU

Energetski pristup koji se koristi u metodi konacnih traka pojasniti ¢e se na primjeru

proste grede opterecene koncentriranom silom u sredini raspona.

P

M=0 M=0

w=0 w=0

ﬁ\—————————————/ﬁs—>y

o \“‘L’”/ - w(y)=3sin my

slika 2.
Rubni uvjetizay =01y =L glase:
pomak wy)=0
d’w

0

moment savijanja ~ M (y)=-El —-=

Progibnu liniju proste grede predstavljamo slijede¢om sinusnom funkcijom:

W(y) = 3 sin ?

0 je nepoznati koeficijent (parametar pomaka).

Odabrana sinusna funkcija zadovoljava rubne uvijete:
d*(sin0) _

2

zay=0 imamo w(0)=0sin 0=0; M(0)=-EI & 0
d*(sinm) _
2

zay=1 imamo w(1) =9 ssin 1= 0; M(l) = -EI & 0

Koeficiejnt d treba biti takav da ukupna potencijalna energija sistema bude minimalna.
Ukupna potencijalna energija definirana je kao:

L4202
M=U+W-= Elvfd V2V dy - Pw
24\ d
gdje je U unutarnja energija deformacije a W potencijalna energija opterecenja. Uvjet za
minimum potencialne energije je:
dn

=_=0
dd

Uvrstimo li (2) u (3) dobivamo:

(1

)

)

(4)



ENERGETSKI PRISTUP ZA PROSTU GREDU

21
ﬂ sin® —- v —dy -Pd (5)
0 1
T EIS
= -Pd 6
41° ©
4 3
d_I'I:T[E316_P N 5 21’1 )
dd 21 T EI
Uvrstimo li (7) u izraz za pomak (2) dobivamo izraz za pomak proste grede opterecene
koncentriranom silom u sredini raspona:
2P . My
sin— 8
w(y) = e (8)
Maksimalni progib u sredini grede preko izraza (8) je:
3
w(l/2) = 2P1 Gn T2) _ 6 02053 PP/ EI
T'EI
Teoretsko rjesenje:
w(l/2) =PI’ / 48 EI=0.02083 PI’/ EI
Ako uvrstimo (8) u (1) dobivamo izraz za moment savijanja:
d> (2P . my) 2Pl . my
M(y) =-EI sin— |= ——sin— 9
0= dy? (T[“EI 1 ™ 1 ©)
Maksimalni moment savijanja u sredini raspona je:
T[(1/2)
M(1/2 =10.2026 P1
(12) = rrz 1
Teoretsko rjesenje:
M(1/2) =P1/4=0.2500 PI
Tocnost rjesenja poboljsava se ako se progib w izrazi pomocu reda sinusnih funkcija:
w(y) = ZB sm— (10)

m=1
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Om je nepoznati koeficijent za m-ti ¢lan reda a r je broj ¢lanova reda.



2.2 PLATE STRIP (PLOCA)

PLATE STRIP (PLOCA)

Analizirati ¢e se ploca optere¢ena okomito na svoju ravninu.

2.2.1. Postavka problema

Potrebno je rjesiti metodom konacnih traka problem ploce slobodno oslonjene sa dvije

strane 1 optere¢ene okomito na svoju ravninu.

J

<

slbbodni oslonac

yy
slika 3.
2.2.2. RjeSenje problema
2.2.2.1 Funkcija pomaka
Ploc¢u ¢emo podijeliti na S konac¢nih traka.
fi\Ifl(i)jrene X kona¢ne
| trake =y
5 1
3 2 g
y b E oy
L ; I i
s+1 S

¥y

slika 4.

Potrebno je odrediti funkciju pomaka koja ¢e opisati polje pomaka ploce slobodno
oslonjene na dva kraja. Funkcija pomaka mora biti takva da pomak u osloncima bude nula te
da moment savijanja oko osi y u osloncima bude nula. Za opisivanje pomaka u uzduznom



PLATE STRIP (PLOCA)

smjeru (y-y) odabiremo red sinusnih funkcija, a za opisivanje pomaka u popre¢nom smjeru

(x-x) odabiremo red polinoma. Na taj naCin, funkcija pomaka jedne konacne trake prima
slijedeci oblik:

rnT[YZZ:(aO+alx+a2x2 +...)Sin@ (11)

m=1

wixy) = Y f, (x) Bin

Tu je r broj ¢lanova reda a a,, a,, a,, ... su nepoznati koeficijenti koje treba odrediti.

Izmedu dvije konacne trake sa zajednickom ¢vornom linijjom potrebno je osigurati
kontinuitet. Iz tog se razloga koeficijenti a,, a,, a,, ...izrazavaju pomocu parametara pomaka,
ovdje su to amplitude pomaka Wiy 1W;jm u dvijema ¢vornim linijama i 1

mTly

Wi = Zwim [$in (12)
m=1

S . m
w; = Z_lem BmTT[y (13)

w; je pomak ¢vorne linije i a w;, je amplituda pomaka te linije. Za dvije susjedne trake w;, je
jednak pa je stime osiguran uvjet da dvije susjedne trake imaju isti pomak duz zajednicke
¢vorne linije. Osim toga, izmedu dvije kona¢ne trake potrebno je osigurati i kontinuitet
nagiba. To izrazavamo putem amplituda poprecnog nagiba 6,1 G,

slika 5.
ow d . mTly
Bi=|—|=)>6,0 14
ow d . mTly
B=|—|= 8. 08 15
J (aX j] mZ:l jm n 1 ( )

10



PLATE STRIP (PLOCA)

Tako su definirana Cetiri parametra pomaka (amplitude pomaka): Wim, Wjm, Gm1 . Funkcija
pomaka u popre¢nom smjeru mora biti stoga polinom Cetvrtog reda

fm(x)=a,ta x+a, X2+as x’ (16)

1 mora zadovoljavati slijedece uvjete:

za x=0,  £n(0) = Wim, PO Bim
0x

7za X = b’ fm(b) — ij’ afm (b) — e]m
0x

Tako iz izraza (16) dobivamo:
Ao = Wim
a1 = Oim
a0+a1b+a2b2+a3b3=wjm
a,+a b+ab’= Oim

Koeficijenti ay, a,, a,, a; se nalaze rjeSavanjem gornjih jednazbi.

) = Wim
alzeim

— _ im jm im _ Jm
a, 3—++3 b2 2—b _b
a; = 2wim _2ij im jm

b’ b> b* b’

Izraz za polje pomaka:

T
w(Xx,y) ZZ(aO +a,x+a,x” +a,x’)sin

m=1

mTly
|
Uvrstimo li izraze za a,, a,, a,, a; u izraz za polje pomaka plo¢e dobivamo:

I X 2 X 3 X2 X3 |
(2] ) ]Wim{x-zﬂ_z]eiw
I 1’1’1T[y

w(x,y) = Z sin——

= 2 ) 23 1
(3) 23] fom e[z

11



wixy) = 3N, (x) v, + N, (x) B, + N, (x) By, + N, (x) [@jm]sin@
m=1

Ni(x)=1-3X*+2X?
No(x)=x (1 -2 X +X?)
N3(x)=3X*-2X’
Nu(x) = x (X* = X)

X=x/b

Napisano u matri¢nom obliku:

Wim
u eim .
wiey) = 2NN NN sm@
m=1 jm
0

jm

w(xy) = 2 [NKg , sin ™

PLATE STRIP (PLOCA)

(17)

(18)

(19)

(20)

Om je vektor parametara pomaka (amplituda pomaka) a N je matrica popre¢nih funkcija

oblika.

2.2.2.2 Matrica krutosti i vektor opterecenja

U izrazu za pomak w(x,y) nepoznati su parametri pomaka O, u pojedinim ¢vornim

linijama. &, pronalazimo energetskim pristupom.

Kod uspostave ravnoteze ukupna potencijalna energija trebala bi imati minimalnu vrijednost,
dakle prva derivacija potencijalne energije po parametru pomaka mora biti jednaka nuli.

on, — o
ow.

m

12



PLATE STRIP (PLOCA)

N’ je ukupan broj ¢vornih linija (N> =S + 1).
U matri¢nom obliku izraz za minimizaciju potencijalne energije poprima iblik:

o,
o3 .,

Ukupna potencijalna energija sastoji se od potencijalne energije unutarnjih sila (deformacije)
te potencijalne energije vanjskog opterecenja.

=0

Unutarnja energija deformacije:

Y30 [Kl.{3.

Ut = l
2 m=1
Energija vanjskog opterecenja:

T

We=-2{a. b,

m=1

Ukupna potencijalna energija:

SR ECHNCRE R

m=1

[K]im je matrica krutosti (4 x 4) konacne trake a {p}m vektor opterecenja (4 x 1).

k, k; k, -k,
K] [[Kii]bl.Kij]b] k, k, ki ki
m T _
[Kij]b[ij]b k4 k5 kl k3
_ks k6 _kz kz
k) = @km“Der 1—2lkm2 D,, + i} km” Dy + 6—§Dx
70 5b 5b b
3
ky = Kkm“DyﬁL 4—lbkm2 D,y + 2lb k> Dy + 2—lDX
210 15 15 b
2
ks = 1l Km' Dy + lknf Dy, + 3 Km’ Dy + 3—li
420 5 5 b

13



9b ., 121 , 6, 61

= 20 4D - 22k 2Dy - = k2D -
k= a0 km Dy g Y 5p s
136 4 1. 1 31
- ky*Dy - —ky2 Dy - — k2 Dy - —
> 840 Y7 s T Y

3

ke = -0 K’ Dy - by Dy, - 1y 2p,-

280 15 30 b

PLATE STRIP (PLOCA)

—D,

Dy

—D,

Za jednoliko raspodjeljeno opterec¢enje Qo po cijeloj konacnoj traci, vektor opterecenja glasi:

(- nym
mTt

UvrStavanjem izraza za ukupnu potencijalnu energiju u izraz za minimizaciju energije
dobivamo niz linearnih jednazbi iz kojih je su nepoznati samo parametri pomaka Oy,:

[K]tm {6}tm = {P} tm

{6}tm = [I<]tm-1 {P} tm

Pomake dobivamo mnozenjem parametara pomaka sa funkcijama oblika:

w(Xx,y) = Zr:[N]{é o, Sin m;‘[y

m=1

14



2.2.3. Primjer

PLATE STRIP (PLOCA)

Pomocu programa Mathcad izracunata je ploca slobodno oslonjena na dva kraja i opterec¢ena
koncentriranom silom u sredini raspona. Proracun je izvrSen preko jedne konacne trake te su
rezultati usporedeni sa teoretskim rjeSenjem.

Proracun slobodno oslonjene ploce preko 1 konacne trake
(finite strip)

Geometrijske karakteristike ploce i karakteristike materijala (staklo)

E:=71700 N/mm2

L:=1000 mm
t =10 mm
v .=0.16
b =100 mm
Gj:i
2:(1+v)
3
t E
D, ——-. D, =D
X y X
12 (17\)2)

D, D; 0
3
_t - ‘,
0 0 D,

15



Matrica krutosti

k(m) =2 m=1..50
L
13Lb 12.L 6L 6L
kp(m) = ———k( )D + T km)’ D, +—k( m)>D{+ D,
70 5b b2
3
kz(m)::ﬂ-k(m)“-Dy ﬂk( ) Dy Ek( m) D1+27LD
210 15 15 b
K 3(m my = LY e gre k(m) D, +?k(m) D1+3—LD
b’
12.L 6L 6L
k 4(m) = ——k( )D - ——k( )D ,71(( )lefD
140 5b 5b o3
13Lb L. 3L
k 5(m) = k(m)*D 7g-k(m) 'ny*fk( m)” lefD
b2

3
Lb 4 L-b 2 Lb 2 L
k ((m) :=-——k(m) ‘D, - —k(m)"-D_,— —k(m)":D ;+ =D
6 280 Y15 30 Iy 7x

kq(m) kz(m) ky(m) -ks(m)|
k3(m) ko(m) ks(m) kg(m)
kg(m) ks(m) ky(m) -ks(m)
ks(m) kg(m) -ks(m) ky(m) |

K(m) :=

Vektor opterecenja za koncentriranu silu u sredini trake

P:=100N
b y L
075 05
i N .
1-3- -0 +2-70
\'b \'b
X X 2
XO-172—0+ O
b b

p(m) = 5 5 -P-sin <k(m) y O>

PLATE STRIP (PLOCA)

16



Amplitude progiba

5" =K(m) 'p(m)

PLATE STRIP (PLOCA)

0 34372 0 004242 0 54416810 -1.37524107 0
s=l0  26064210% 0 205210 0 -2.8457610% 0 831135107 0
0 34372 0 004242 0 54416810 -1.37524107 0
0 2.6064210% 0 -2.05310° 0  2.8457610° 831135107 0

Progib konacne trake

N (%) Soa
\b

X /x2

[ {
2= X) =x|1-2-= =
\b) N (%) 1 b+\b

W( X, = .
m
n =10 i:=0..n AXIZE
n

5™ sin(k(m)-y)

N3(x) 3-@2 2-(;)3N4(x) { <;)2 j

Graficki prikaz deformacije uzduzno

10
~100

3.48728}

0
3.48728}

0L
2!

>=

0 100 200 300

400

500

600 700 800 900 1000

Ax-ier(t,AX'i)O,AX'i,AX'i*w(t,Ax-i)O

Teoretski progib proste grede

t™b P-L

3
=3.48675

12 48-E-1

17
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PLATE STRIP (PLOCA)

Za broj ¢lanova reda m = 50, rezultati su zadovoljavajuéi:

teoretski progib f; =3.48675
progib dobiven metodom k.t. f, =3.48727
Greska je tek 0.015%.

18



2.3 PLANE STRESS STRIP (RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA)

Analizirati ¢e se ploca opterecena u svojoj ravnini. Sva naprezanja koja nastaju u
smjeru debljine ploc¢e su mala i zanemariva.

2.3.1. Postavka problema

PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANIJA)

Metodom konacnih traka potrebno je rjesiti plocu koja je operecena u svojoj ravnini
u dva smjera, x 1y. Ploc¢a je slobodno oslonjena na dva kraja.

X

it

y
3 2
=) =)
= \4 =
u=0 & - & u=0
0=0 3 Py—r u 5 9=0
e el
= =
L
slika 6.
2.3.2. RjeSenje problema
2.3.2.1 Funkcija pomaka
Ploc¢u ¢emo podijeliti na S konac¢nih traka.
i Uim , Vim
[ I
Ujm 5 Vjm
¢vorne .
liniie konacne
11 trake y, Vv
5 1
Q Q
=l B "
S 3 S
u=0 3 & u=0
0.=0 & i E 0=
YU B ) I gy 0
el 1 el
2 ’ <
s+1 S
Y X, u
slika 7.
Rubni uvjeti za slobodno oslonjenu plocu su:
u=0,0,=0 za y=0,y=1

19



PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANIJA)

Da bi se zadovoljili navedeni rubni uvjeti, komponente pomaka u smjerovima x iy
mogu se izraziti na slijedeci nacin:

u| Zr: (co +¢,X +...)sinkmy
V| o (do +d1x+...)coskmy
Tu je ky, = m1t/ 1 a ¢, ¢y, do, d; ... sunepoznati koeficijenti.

Nepoznate koeficijente izraziti ¢emo pomocu amplituda pomaka. Vrijednosti tih
koeficijenata pronaci ¢emo analogno kao za plocu. Tu je funkcija pomaka za svaku pojedinu
komponentu pomaka, u i v, polinom drugog reda:

fu(X) =co+ ¢ X
me(X) =do+d; x

za X = 0, fmu(o) = Uim
za Xx=b, frnu(b) = Ujm
za x=0, fiv(0) = Vim
za X =Db, frnv(b) = Vim

b je Sirina konac¢ne trake.

co+ ¢ [0 =ujp = Co = Uim

Co T+ DDZLIjm = C = Sim = Yim
b

do +d; [0 = v, = do = Vim

do +dy [b = Vi N dlz%

Uvrstimo li ove koeficijente u izraz za pomake u 1 v dobivamo:

u.. —u. )
u, +—""—"x |sink,_y
b m

V. —V.
v+ x|cosk,_y
b m

3
Ll
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2.3.2.2

PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANIJA)

uim
ul G |(I-X)sink,y 0 Xsink,y 0 Vin
v[ & 0 (I—X)coskmy 0 Xcosk,y| |Um
V.

Jm

Pz,

X =x/b, [N], je matrica funkcija pomaka, {0} ., je vektor parametara pomaka.

Matrica krutosti i vektor optereéenja

Za ravninsko stanje naprezanja izrazi za deformaciju 1 naprezanje su:

Ou
£ ox
ov
g} =<e, t=9—
{e} v oy
Yy ou Ov
[ R
dy 0x
o, . E. Vv.E, 0 €,
{o} =0, y=——|V,E, E, 0 e, ¢=[Dy] {€}
l1-v,v,
Y 0 0 (1-vv,)E,|lv,

U izraz za deformaciju i neprezanje mozemo uvrstiti dobivenu funkciju pomaka:

&= [8.43.

{@=§b$&@m

1 1
——sink 0 —sink 0
b lle b lle

[Blm = 0 -(1-X)k, sink_y 0 - Xk, sink_y

(l—X)km cosk 'y —%coskmy Xk, cosk, y %coskmy



PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA)

Izraz za unutarnju energiju deformacije je (Timoshenko i Goodier, 1970):

l1b ¢ b
= %H(OXSX +0,€, +T,Y,,)dxdy= EM g{ & dxdy

Uvrstimo li izraze za deformaciju i naprezanje:

U= 3L el el axertd

Energija vanjskog opterecenja se isto tako moze izraziti pomocu parametara pomaka:

W=-J:]J:[u,v]{iz}dxdy= é}”[N]m{ }d dy

px 1 py su komponente opterec¢enja u ravnini ploce.

Matrica krutosti i vektor optere¢enja za jednu konac¢nu traku su:

[k]m:tj}[B];[Dp][B]mdxdy

{P}hm= j | [N]m{ }dxdy

Clanovi matrice krutosti su:

k, k, k, Kk,
[Kn] [K ] t k3 k2 _ké k5
[Ku] [ JJ] k4 _k6 kl _k3
k6 ks _k3 kz
| lbk? | Ibk?
ki=—E +—"E k= ——E, +—=
A T
2 1 kZ
kz—iE +lbkm N B bk2
2b 6 2b ¥ 12
Ik, Ik, Ik, Ik
k3 = 4 VXEI - 4 Exy k6_ TVXEI + 4 Exy
E
El_ X E2: Y
I-v.v, I-v.v,
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PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA)

2.3.3. Primjer

Pomocu programa Mathcad izraunata je ploca slobodno oslonjena na dva kraja i optere¢ena
koncentriranom silom u sredini raspona. Proracun je izvrSen preko jedne konacne trake te su
rezultati usporedeni sa teoretskim rjeSenjem.

Proracun slobodno oslonjene ploce preko 1 konacne trake
(finite strip)

PROGIB PROSTE GREDE PREKO 1 KONACNE TRAKE (plane stress)
(FINITE STRIP)

F

|

1 UNOS PODATAKA

Karakteristike materijala
E = 71700 N/mm?
v =0.16

E

G=——-
2:(1+v)

Geometrijske karakteristike grede

L :=1000 mm
b =10 mm
d =10 mm
k(m)::ﬂ
L
2 PRORACUN
1 v 0
v 1 0
D= E .
2 _
\1*V> 0o 17V
2

¢lanovi matrice krutosti:

2 2
fymy = B EPKO Gy [ B LR
2b 6 2b

12
L . Lbk(m)’ L Lbk(m)?
ko(m) =— G+ E kg(m) = |G|+ T
2b 2b 12
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PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANIJA)

K (m) L-k‘(‘m) VE_ L-kim) G kg(m) - L-k‘(‘m) VE+ L-k(m) G

kq(m) ks(m) ky(m) kg(m) |
k3(m) ko(m) -kg(m) ks(m)
kg(m) ~kg(m) ky(m) -ks(m)
kg(m) ks(m) ~ks(m) ko(m) |

K(m) = d-

3.5855F10  ~1.5262810° ~3.5847510° 3.328%10°

152628100 154644100 ~3328%10° ~1.5446310
K(1) =

358475100 ~3328%10°  3.5855k10'  1.5262810°

133283100 -1.5446710'  1.5262810°  1.54644107

vektor optereéenja za koncentriranu silu u sredini raspona:

P:=10N

XO::O

JoL
0

P-1 *0 sin‘k(m) -
7? sin (m)y0>

0
p(m) =
X0 . 'k
P-?-sm\ (m)-y 0>
] 0 ]
m:=1..10

amplitude progiba:

5" =K(m) 'p(m)

4

0 343697 0 -0.0425 0 55244107 1144465100 0 53191510 0
8=|10 005398 0 -1.9989310° 0 431674107% 0 -1.5726510% 0 739624107 0
0 343697 0 -0.0425 0 552426100 0 -1.4445k10° 0 53177310 0
0 0053980 1.9994k107 0 -43196510% 0 157473107 0 -7.4123910™ 0
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PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA)

progib konacne trake:

1- ") sin(k(m)-y) 0 X sin(k(m)y) 0
b <m>
u(x,y) i:Z -0
o 0 (1 - ;‘) cos (k(m)-y) 0 g-cos(k(m) ¥)
b L 3.48696
ul—,—| =
22 0
teoretski progib proste grede:
3 3
p=0d PL 348675
12 48-E-1
n:=10 1=0..n Axlzli
n
Graficki prikaz deformacije
20 \ \ \
u(O,Ax-i)OJrg
10 -
u/f,AX'i>
2y
L e, i
-10 | | | | | |
=100 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Oxiu(b,Axd) | Axd, Axi—u(b, Axh)
naprezanja:
. ; )
—u(x,y)
dx 0
d
S(le) = 7u(XyY)1
dy
d d
—u(x,y), +—-u(xy)
dy 0 dx ! ]

o(x,y) \=D-e(x,y)
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0/0,11
2

~2.36868
~14.77224

~1.6045410 13

o/b,

Dle

2.35843
14.77224

PLANE STRESS STRIP(RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA)

~7.9841410 4

teoretsko naprezanje Oy na gornjem rubu u sredini raspona:

1100

2
wo=dt M-15 mpa
W
1.=0.. j:=0..b x =0..b 7z(1) =b d(k) :=0
f(j) =
normalna naprezanja u sredini raspona
\ \
O ]
d(k)
j
X
ol ]
\ \ \
~100 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
L\ L
1,k,f(j), — —
) 0<x 2> Jrz

1
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FLAT SHELL STRIP

2.4 FLAT SHELL STRIP

Shell elementi su optereceni u svojoj ravnini i okomito na nju pa oni predstavljaju
kombinaciju plate strip i plane stress strip elemenata.

2.4.1. Postavka problema

Metodom konacnih traka potrebno je rjesiti problem slobodno oslonjene ploce sa
dvije strane 1 oprere¢ene okomito na svoju ravninu i u smjeru te ravnine.

Px
X
b y
‘ -
g 2
E — \4 E
& —- g
y EIp—% £y
b3 u 3
-— S % S ?
-~ B — 4=
- w wa
-

""‘ L e
!l -y

slika 8.

2.4.2. RjeSenje problema

2.4.2.1 Funkcija pomaka

Funkcija pomaka izracunata posebno za plate strip i plate stress strip, moze se
sastaviti u jednu jedinu matricu koja predstavlja funkciju pomaka za shell elemente.

u
Vi
=
0

[(1-X)sink,y 0 0 0 Xsinkpyy 0 0 0
) 0 (1-X)coskyy 0 0 0 Xsink_y 0 0
=1 0 0 N (sink_y 0 0 0 N (sink_y 0
0 0 0 N_(x)sink y 0 0 0 N (x)sink vy
L 2 m 4 m-~ |

2.4.2.2 Matrica krutosti i vektor opterecenja

Ukupna potencijalna energija shell elementa je algebarska suma potencijalne energije
ravninske deformacije i deformacije savijanja.

n-uew- 313 @, {5 b.
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FLAT SHELL STRIP

{0} m je vektor pomaka:
{6} m= [uima Vims Wim, Oim, Ujm, Vim, Wjm, ejrn]T

{p}m je vektor opterecenja:

[K]m je matrica krutosti:
_[Kii]p 0 lKiij 0

0 [Kii]b 0 [Kij]b
Koo [k, o

0 [Kij]g 0 [ij]b_

[K]m =
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FLAT SHELL STRIP

2.4.3. Primjer

Pomocu programa Mathcad izraCunata je ploca slobodno oslonjena na dva kraja i optere¢ena
koncentriranom silom u sredini raspona u dva okomita smjera. Proracun je izvrSen preko
jedne konacne trake te su rezultati usporedeni sa teoretskim rjeSenjem.

Proracun slobodno oslonjene ploce preko 1 konacne trake
(finite strip)

PROGIB PROSTE GREDE PREKO 1 KONACNE TRAKE (shell elementi)

(FINITE STRIP)
1 UNOS PODATAKA

Karakteristike materijala

E '=71700 N/mm? modul elasti¢nosti
v =0.16 Poisson-ov koeficijent
G = L
2:(1+v)
Geometrijske karakteristike ploce
L :=1000 mm duzina ploce
t =10 mm debljina ploce
b =100 mm Sirina ploce
2 PRORACUN
k(m) =™
L
D, D, 0
£ E £
-V
0 0 D Xy

¢lanovi matrice krutosti

2 2
k ;(m) = L-E+M-G K 4(m) = - LE +M.G
2b 2b 12
2 2
ky(m) = L-G+M-E t k5(m) = |- L.G +ME t
2b 6 2b 12
ko(m )——mbk( m* D+ 2D +9k( m” D+ T
70 5b b
3
kgmyzgiﬂmfby ALb )D 2 )D1+3£D
210 15 15 b
k9(m)1:11'L.b k(m)* D yt= k(m) D +%k(m) D1+3—LD
b’
kj(m) *uk( m)*-D fu—Lk( m)”D fé—k( m) D1767LD
140 5b 5b b2

29



13-Lb’ L. 2 3L
k(m)*D 7g-k(m) -nyffk( m)* D - Dy

b’

kpq(m) =

3

klz(m)::fiL'b xm*p, - Ehm?p - EPxm’p i+ Fp,
280 Y 15 30 b

Xy
ky(m) kym) 0 0 kym) kgm) 0 0 |
ky(m) ko(m) 0 0 kg(m) ks(m) 0 0

0 0 k4(m)  kg(m) 0 0 kjg(m -kji(m)

0 0 kg(m) kg(m) 0 0 ky(m) kjp(m)
T kgm0 0 kym) kym 0 0
kg(m) ks(m) 0 0 ky(m) kp(m) 0 0

0 0 kym kym) 0 0 ky(m) -ko(m)

00 kyy(m) kypm) 0 0 ko(m) kg(m) |

vektor opterecenja za koncentriranu silu u sredini trake:

=10000 Py1:0 P_:=100
b gL
075 075
X2 /X3 X X2
N(x)=1-3- —| +2- — No(x) =x| 1-2—+ | =
b \b b b
3

v+ [

PX\ ?O sin k(m)y0>
[ xg
Py-\lf? cos<k(m)-y0>

p(m) =

X0
Py - eos <k( m)-y 0)

PN 3<x O> -sin (k( m)-y O>

i PZ-N4<XO> -sin(k(m) y 0) ]

FLAT SHELL STRIP
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FLAT SHELL STRIP

5-10

50

1.2510
p(l) =
510

0
50

125100

m:=1..50

2.1 Progibi

amplitude progiba:

5" = K(m) ' p(m)

350188 0 -0.04971 0 812086107 0 -2.76934107 0
053977 0 -0.01999 0 43182100 0 -1.57363107 0
3.4372 0 -004242 0 5441681070 0 137524107 0
5 —-2.6064210% 0 2053107 0 -2.8457610° 0 831135107 0
350188 0 -0.04971 0 812086107 0 -2.76934107 0
053977 0 001999 0 -431831070 0  1.57363107 0
3.4372 0 -004242 0 5441681070 0 -13752k107 0

6

2.60647-10'4 0 -2.053-10'50 2.8457610° 0 8.3113510'7 0

progibi:
1= sinm)y) 0 0 0
X
fixy) :Z 0 1- b coq k(m)-y) 0 0
m 0 0 N (%) sin(k(m)-y) 0
il 0 0 0 No(x) sir(k(m) )
lb‘-sin(k(m) ¥) 0 0 0 7 7
0 %-cos(k(nﬂ y) 0 0 &
0 0 N3(x) sin(k(m)y) 0
0 0 Ny sinkm)yy) | |
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FLAT SHELL STRIP

Teoretski progib proste grede:

3 3
3, P_L 3. P L
L 2 2348675 -2t X 2348675
12 48-E-1 12 48-E1,
3.56698
Jo L _ 0
) T 3.48728
~6.8020410 °
n:=10 1'=0..n Ay L
n
Deformacija - opt. u ravnini nosaca
I I I I I
100 — -
f<E I -i> +0
27 L2
f@,Ay-i)
— 1 0 [ |
f<E I -i> b
2 L2
-100 [~ —
| | | | | | | | | | |
=100 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100
Byi+f(b,Ayi),, Ay, byi—f(b,Ayi),
Deformacija - opt.okom.na ravninu nosaca
I I I I I
50 [~ -
b
fl=,ayi] +=
<2 y'> 32
2 By -i>
2 3 O o e |
b t
fl=,ayi] ——
<2’ y'>3 2
e _
| | | | | | | | | | |
-100 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100

Ayi+1f(b,Ayi),, Ay i, Ay-i— (b, Ayi),
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SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

2.5 SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ
CVORNE LINIJE

2.5.1. Spajanje elemenata

Energija deformacije te potencijalna energija vanjskog optere¢enja za cijelu
konstrukciju dobiva se zbrajanjem doprinosa svake pojedine konac¢ne trake:

) ac

I=1 m=1

W= - 330

I=1 m=1

S je broj konacnih traka na koji je konstrukcija podjeljena, podznak I oznacava
pojedinu konacnu traku a podznak t predstavlja ¢itavu konstrukeiju.

Zamjenom redosljeda zbrajanja dobivamo:

U= 333 (3 L1 3

m=l I=1

W= -3 b

m=1 I=1

Sastavljanje vektora opterecenja i matrice krutosti za cijelu konstrukciju vrsi se tako
da se pojedine lokacije matrice — vektora ispunjavaju odgovaraju¢im koeficijentima a ostale
lokacije se ispunjavaju nulama.

Sastavljanje matrice krutosti konstrukcije

- matrica ima 4(n+l) stupaca i redova. n je broj konacnih traka na koje je
konstrukcija podjeljena (n+1) je ¢vornih linija i 4 parametra pomaka za svaku
¢vornu liniju)

- clanovi pojedinih konacnih traka sa zajednickim ¢vornim linijama se zbrajaju
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SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

treca KT
druga KT
pvaKT ——————— n-ta KT
/—)%
=(le]e ele
f oo oo
g N oo
oo oo
[Q ole °|e
< oo 000 oo
)
= ® e o0
~ ole ole oo
o ole ole
v oo ® oo
S °e ole
£ (3K o/ ® ole
oo
®le {
ele
o e o0 89
oo
o080 oo
eo00 ele
00 00 oo
® e hdid
oo o o0 oo
oo hdlkd
o e 9| ® [ AKX J
e oo
= el L AN J
:fj el L AN )
; o0 L AKX}
%/—/%(—/%/—/ %/—/
prvacl. druga¢.l trecac.l n+l-va ¢.L

slika 9.

Nakon zbrajanja po kona¢nim trakama dobivamo:

U= li{d En [K]tm{§ tm

2 m=1

T

We=-2{3db .

m=1

Minimizacijom ukupne energije dobivamo jednazbu za proracun pomaka.
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SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

Uvjeti oslanjanja duz ¢vorne linije

U pojedinim slucajevima konstrukcija moze biti duz ¢vorne linije slobodno oslonjena

Za slobodno oslonjenu ¢vornu liniju rubni uvjeti su:
w=0

M, = —(DX =0

2+D162

0’w 9°w
0x y

Najjednostavniji nacin da se zadovolje navedeni uvijeti je taj da se odgovaraju¢im

elementima u matrici krutosti konstrukcije zadaje beskona¢no velika vrijednost (npr. 10°°) za
krutost konstrukcije u smjeru okomito na slobodno oslonjeni rub.

Za upetu ¢vornu liniju rubni uvjeti su:
w=0

6=
X

35



SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

2.5.2.1 Primjer

Pomocu programa Mathcad izracunata je ploca slobodno oslonjena na sva Cetiri kraja
1 optereena jednoliko rasporedenim optere¢enjem. Proracun je izvrSen preko n konacnih
traka te su rezultati usporedeni sa teoretskim rjeSenjem za razlicite brojeve podjela ploce 1
razli¢ite brojeve ¢lanova reda.

PRORACUN SLOBODNO OSLONJENE PLOCE SA SVE CETIRI STRANE PO
METODI KONACNIH TRAKA
(FINITE STRIP)

1 UNOS PODATAKA

Karakteristike materijala

E :=71700 N/mm? modul elasti¢nosti
v =0.22 Poisson-ov koeficijent
G:= B

2:(1+Vv)

Geometrijske karakteristike ploce

L :=1000 mm duzina ploce
B '=1000 mm Sirina ploce
t =10 mm debljina ploce
n =50 broj podjela ploce
nm =10 broj ¢lanova reda
Optereéenje
qy=0 N/mm? jednoliko raspodjeljeno opterecenje u ravnini ploce, smjer x
qy = 0 N/mm? jednoliko raspodjeljeno optere¢enje u ravnini ploce, smjer y
q,:=0.005 N/mm? jednoliko raspodjeljeno opterecenje okomito na ravninu ploce, smjer z
Rezultati
wq =1 broj podjela trake po Sirini za prikaz rezultata (smjer x)
wo =50 broj podjela trake po duzini za prikaz rezultata (smjer y)
2 PRORACUN
b= E
n
b =20 Sirina jedne konacne trake
D, D; 0
£ E £

D, i=— D, =D D,,=—G Dj=vD D=/D; Dy 0

X5 <17v2> y X Xy s 1 y y

0 0 D Xy
k( m) = miT[
L
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SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

¢lanovi matrice krutosti pojedine konaéne trake:

2 2
k ((m) = Lo LK 5 k 4(m) = (L.E)+L'b'k(m) G|t
2b 6 2b 12
2 2
ko(m) 1= L g LbKm gl k (m) = (L-G>+L'b'k(m) E|t
2b 6 2b 12
k5(m) = (L'k(m) v-E- Lk(m)-G) t k ((m) = (L'k(m) v-E+ Lk(m)-G) t
4 4 4 4
fegtm) =2k m) D+ 2 km D T k(m) D+ D,
70 5b B3
3
kg(m)::ﬂ-k(m)“oy LD m)2D - 220y m?p 2D
210 15 15 b
ko(m )flLb Kmy*D s = k(m) D, +%k(m) DﬁLLD
b’
K o(m) 2OLb D —127Lk( m)>D y—gk( m) DriLD
140 5b B3
2
K qq(m) =20 -k(m)4-Dy7]§-k(m)2-DXy77k(m) DrLLD
b’
. Lb Lb 2 Lb 2 L
k 15(m) B k(m)*-D *?'k(m) 'nyf%-k(m) -D1+gvDX
k {(m) k;(m) 0 0 kym) kgm) 0 0o
k(m) k(m) 0 0 kgm) ks(m) 0 0
KI(m) =
kym) -ke(m) 0 0 ky(m) -kym) 0 0
k(m) k(m) 0 0 -kim) ko(m) 0 0
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SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

slaganje matrice krutosti konstrukcije:

m.=1.. nm

K(m) := | for i 1..4«(n+ 1)
for jO1.4(n+1)

K <0
1’.]
for i0 1.8
for jO 1.8
K, Ky
)] ij
for 00 4,8..4(n- 1)
for i01..8
for jO 1.8
KiJro,jJroHKiJro,jJroJrKl(m)i’j
50
K, o 10
50
Kyn 14n3 10
K
179%10" -1.06%10° 0
1.06%10° 7.37%10° 0
0 0 1010°°
0 0 47110
7 5
1792107 -3.547%10° 0
K(1) =
3.54710° -7.33510° 0
0 0 471310°
0 0 47110
0 0 0
0 0 0
0 0 0
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SPAJANJE ELEMENATA I UVJETI OSLANJANJA DUZ CVORNE LINIJE

vektor optereéenja za jednoliko raspodjeljeno opterecenje trake:

Ly cyn] 2P LN
2 m-l 2 m-l
Ly ey 0 o cpn] 0
2 m-l 2 m-l
LI PR LI R o]
2 mT 2 m-Tt 0
b’ m] 4zL b> L1441 31.831
- 172'[17(71) ]m-n - E'[lf(il) ]m-n 0 106.103
qpm) = Lo antm) = Lo amth =
LN PR Uy cyn] 2P g
2 m-l 2 m-l
b b 31.831
%-{17 " -qiln %[1 - (- l)m]qin ~106.103|
LI PR LI R
2 m-T 2 m-T
b’ m] 9z b? m] 4zL
12-[1(1) ]m.n | 12-[1(1) ]m-n |

qg(m) := | for r0 1..4(n+ 1)
for sO 1
qr’SeO
for r0 1..8
for sO 1

q, (—9q1(m)
! T,s
for o0 4,8..4(n-1)

for r01..8
for sO1

quro,sH quro,sjL q H(m)r

S
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63.66198

2.1 Progibi

amplitude progiba:

5™ =K(m) 'q(m)

00110 201410%0 261610° 0 681.10°
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

6= 3 4 4
02130  400%10° 0 51581040 132710
00110 1983%10%0 2511000 6316100
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

30 9956104 0 2493107

00110 19021070 227210° 0  531110°

04250 7.89810°

o-=1,5.4n+1)-7
p:=8,12.4(n+1)
d {(0,p) :=submatrix(8,0,p, 1,nm)
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5 (1.5 < 000110 2014104 0 261610° 0 681100 0
e 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
3 4 4
02130 4.00%10° 0 5.15810% 0 13272107 0
00110 19831040 251L10° 0 6316100 0
funkcije oblika:
_ [x\* [x\’
N0 =1-3 X 2 lX
\b \b

b
XX
Ns =2 (3] -2
o /X 2 X
N "H J
progibi:
<1 :;) sin(k(m)-y) 0 0 0
X
fxy,00) =) 0 <1 b> cos(k(m)y) 0 0
m 0 0 N (%) sin(k(m)-y) 0
0 0 No(x) sin(k(m)-y)
g-sir(k(m)-y) 0 0 0 7
0 %-cos(k(m)-y) 0 0 3 op >
0 0 N3(x) sin(k(m) y) 0
0 0 0 Ny(x)-sin(k(m)-y) |

f(b,L,l,S) =0.018

40

3

=0

{b,L,4-(n+ 1)~ 7,4(n+1)
20 \

ij:i
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F = for il 1l.wy+1
for nn0 1.n
for jO (nn— 1)-w+ 1.nn-w

FZi’jeij— nnw |+ <w17 IH-AX,(if 1)-Ay,4-(nn+ 1) - 7,4-(nn + 1)}3

FZ

for il 1.wy+1
for jOwn+1

FZi jH flb,(i- DAy, 4(n+ 1)~ 7,4(n+ 1)),

0 0 0 0 0 0 0 0
0.014 0.029 0.043 0.056 0.07 0.083 0.095 0.107
0.029 0.057 0.085 0.112 0.139 0.165 0.189 0.213
0.043 0.085 0.127 0.167 0.207 0.245 0.282 0.318
0.056 0.112 0.168 0.221 0.274 0.325 0.373 0.42
0.07 0.139 0.207 0.274 0.339 0.402 0.462 0.52
0.083 0.165 0.246 0.325 0.402 0.476 0.548 0.617
0.095 0.19 0.283 0.374 0.462 0.548 0.631 0.711
0.107 0.213 0.318 0.42 0.52 0.617 0.711 0.8
0.118 0.236 0.352 0.465 0.576 0.683 0.787 0.886
0.129 0.257 0.384 0.508 0.628 0.746 0.859 0.967
0.139 0.277 0.414 0.548 0.678 0.805 0.927 1.044
0.149 0.297 0.442 0.585 0.725 0.86 0.991 1.116
0.158 0.314 0.469 0.62 0.768 0.912 1.051 1.184

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

F = max(F z>

zmax'

F ymax= 3-12

Analiticko rjeSenje za pravokutnu plocu
4

-~ dz
amax.~ 0-004062 -

X

f

famax = 3235
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Progib popreéno (B)

[ ] ]
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Progib uzduzno (L)

IMRRRAY
R
]

[ T]]]]

|
[

|
|

|
[

|
]

A

[ ]

|
\
N I R
N I Y
/

]

Vol

|

30

2.2 Momenti savijanja

Lsinkmy) 0 | Ny sil(m)y) & Ny | sir(k(m)-y)
b d d=2
Mxy,0,p) “D) 0 <1lj-1<m)-sir(k(m)-y) Ky Nisitmy) K Nyx)sitkm-y)
m
<1t’j>-k(n»-co<k(n®-y) ;bl-coik(n»-y) 2-1<n»-<dXN1( )> cogkm)y 2-k(n»-<gXN2(x)> cofkm)y)
1 sink(my) 0 | Ny®)| sifk(my) - & N4 | sir((m)-y)
b d2 dx2
0 L kmsirkm)y) Koy Ny@sik(my) Ko Ngwsikmyy) | 310.0)°
Sk cogk(n)y) i-coik(n@-y) 2-k(n»-<jXN3(x)> cogmy) 2-k(n»-<jXN4(x)> cofk(m)y)
Ax - b Ay - L
Wi )

44
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2.2.1 Momenti savijanja Mx
My = | for il l.wy+1
for nn0 1. n

for jO (nn— 1)'w+ 1. nn-w+1

MxljeMijnn-W1+ <w17 IH-AX,(if 1)Ay,4(nn + 1)~ 7,4(nn + 1)}1

My

M

X

M ymax ~max M x>

M =220.644

Xxmax_~

0 0 0 0 0 0 0
7.63 6311 4.752 2.873 0.544 -2.47 0.072
15.075 12.447 9.352 5.637 1.064 -4.803 0.136
22.173 18.26 13.673 8.203 1.538 -6.884 0.182
28.812 23.648 17.629 10.516 1.958 -8.644 0.207
34.935 28.564 21.187 12.557 2.325 -10.067 0.213
M _ = [£140.539 33.015 24.364 14.349 2.653 -11.183 0.204
45.664 37.048 27.212 15.937 2.959 -12.057 0.187
50.373 40.733 29.8  17.38 3.262 -12.771 0.168
54.733 44.139 32.194 18.73 3.577 -13.397 0.155
58.796 47.319 34.446 20.024 3.911 -13.987 0.15
62.592 50.303 36.578 21.275 4.261 -14.564 0.154
66.127 53.092 38.588 22.476 4.617 -15.121 0.163
69.388 55.671 40.456 23.603 4.965 -15.635 0.174

- Analiti¢ko rjeSenje za pravokutnu ploc¢u
‘, 2
M amax ~ 0-04789q L

M o= 23945

I

0.5

~0.5
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2.2.2 Momenti savijanja My

My = | for 10 1..w2+1

for nn0 1..n

for jO (nn— 1)-w+ l.nn-w

My4 AeMij nn-w g+ (wlf 1>]Ax,(if Ay, 4(nn+ 1) - 7,4(nn + 1)}

i,] 2

My

for il 1. wy+1
for jOwn+1

My —f(b,(i- D-by,4(n+ 1)~ 7,4(n+1)),
1)

My

o
M ymax = max My

M yimax = 217402

0 0 0 0 0 0 0

0.012 2.273 4345 6.231 7.946 9.506 10.928
0.023 4.412 8.448 12.134 15.496 18.563 21.365
0.031 6.309 12.111 17.439 22.323 26.798 30.902
0.036 7.898 15.213 21.979 28.221 33.974 39.274
0.038 9.166 17.726 25.708 33.128 40.011 46.39
M. =& 0.038 10.147 19.706 28.695 37.118 44.986 52.32
0.037 10.907 21.268 31.092 40.365 49.085 57.26
0.035 11.529 22.557 33.084 43.086 52.546 61.459
0.033 12.083 23.7  34.846 45.486 55.597 65.162
0.033 12.622 24.789 36.499 47.714 58.404 68.551
0.033 13.162 25.862 38.098 49.838 61.053 71.719
0.034 13.695 26.905 39.635 51.856 63.544 74.677
0.036 14.194 27.875 41.055 53.711 65.823 77.372

- Analiticko rjeSenje za pravokutnu plocu
— 2
M yamax 0.04789q L

M yamax = 23945
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M .HMij nnw g+ <w17 lﬂ-Ax,(if 1)-Ay,4(nn+ 1)— 7,4-(nn + 1)}

y
2.2.3 Momenti savijanja Mxy
xy:: for il 1. wy+1
for nnO 1..n
for jO (nn—1)-w;+ 1. nn-w+1
XY;
M Xy
M Xy
Xymax' max(M xy>
Xymax~ 176.737
Y
xymin'~ min M xy>
Xymin = ~176.737
176.737 175.859 173.525 170.066 165.708 160.611
176.026 175.166 172.872 169.46 165.149 160.097
173.94 173.133 170.952 167.673 163.497 158.573
170.609 169.88 167.868 164.79 160.82 156.095
166.227 165.588 163.774 160.939 157.222 152.746
161.01 160.459 158.848 156.268 152.825 148.626
- 155.167 154.693 153.265 150.926 147.755 143.841
Xy

148.868 148.452 147.174 145.048 142.129 138.491

142.228 141.851 140.687 138.737 136.043 132.663

135.309 134.954 133.872 132.067 129.571 126.43

128.127 127.786 126.766 125.083 122.763 119.846

120.675 120.347 119.384 117.813 115.659 112.953

112.945 112.634 111.733 110.276 108.285 105.788

104.943 104.656 103.83 102.494 100.67 98.381

- Analiti¢ko rjeSenje za pravokutnu plocu

M

Xyamax

=-0.03246q L

3
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M yyamax® 1623

I

0.5

0.5
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Usporedba proracuna metodom konacnih traka sa teoretskim rjeSenjem i rjeSenjem
metodom konacnih elemenata za razliCite brojeve podjela ploce i razlicite brojeve
¢lanova reda

Dimenzije ploce:

Materijal:

Opterecenje:

B =1000 mm
t=10 mm
nm

n

E = 71700 N/mm?

v =0.22

g, = 0.005 N/mm?

Sirina

debljina

broj ¢lanova reda
broj podjela plo¢e

modul elasti¢nosti
Poisson-ov koeficijent

ravnomjerno raspodjeljeno opterecenje

nm

Rjesenje metodom K.T.

Analiti¢ko rjeSenje

Rjesenje met. K.E.
(10x10 el.)

wmax

Mx,max

Mx,max

Mxy,max

wmax Mx,max Mxy,max

wmax

Mx,max

Mxy,max

10, 10

2,565204,930

180,904

159,092

3,235 239,450| 162,300

3,233

226,149

174,649

10| 20|

2,565|204,854

180,559

159,585

3,235 239,450] 162,300)

3,233

226,149

174,649

10| 30]

2,565204,865

182,349

159,673

3,235 239,450] 162,300|

3,233

226,149

174,649

1040

2,565|204,862

182,332

159,700

3,235 239,450] 162,300)

3,233

226,149

174,649

10

const.

50]

2,565204,863

182,340

159,711

3,235 239,450] 162,300|

3,233

226,149

174,649

10| 60|

2,565|204,862

182,336

159,716

3,235 239,450] 162,300)

3,233

226,149

174,649

n

10| 70]

2,565204,863

182,338

159,719

3,235 239,450] 162,300|

3,233

226,149

174,649

10| 80|

2,565|204,863

182,337

159,720

3,235 239,450] 162,300|

3,233

226,149

174,649

10| 90|

2,565204,863

182,338

159,721

3,235 239,450] 162,300|

3,233

226,149

174,649

10 100]

2,565204,863

182,337

159,722

3,235 239,450| 162,300

3,233

226,149

174,649

10, 10]

2,565|204,930

180,904

159,092

3,235 239,450] 162,300

3,233

226,149

174,649

20 10|

2,931214,701

205,285

170,757

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

30 10|

3,039217,978

212,175

174,166

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

40 10|

3,090[219,638

215,500

175,788

3,235 239,450| 162,300|

3,233

226,149

174,649

50 10|

3,120220,644

217,457

176,737

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

60 10|

3,140221,320

218,746

177,359

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

70 10|

3,154{221,805

219,659

177,798

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

80

const.

10]

3,164(222,170

220,339

178,125

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

10]

90

3,172/222,455

220,866

178,378

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

nm

100, 10|

3,179222,683

221,286

178,579

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

120, 10|

3,188/223,027

221,913

178,879

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

140, 10|

3,195]223,273

222,353

179,092

3,235 239,450| 162,300|

3,233

226,149

174,649

160, 10|

3,200[223,458

222,688

179,251

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

180, 10|

3,204(223,603

222,948

179,375

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

200 10|

3,207|223,718

223,155

179,473

3,235 239,450] 162,300]

3,233

226,149

174,649

220 10|

3,2101223,813

223,324

179,554

3,235 239,450] 162,300

3,233

226,149

174,649
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Prikaz progiba uz n=const=10

3,500

3,000

2,500

2,000 A

Wmax

1,500

1,000

0,500

0,000

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

nm

Analiticko
rieSenje
——RjeSenje
metodom KT
——RjeSenje
metodom KE

Prikaz progiba uz nm=const=10

3,500
3,000 -
Analiticko
2,500 1 rieSenje
. 2000 | —Rjesenje
g metodom KT
= 1,500 1 ——RjeSenje
metodom KE
1,000
0,500 -
0,000 +———————————————
10 30 50 70 90 120 160 200
n
Prikaz momenata savijanja M,, M, uz n=const=10
300,000
250,000 Analiticko
rieSenje
200,000 ——Rjesenje
s metodom KT-Mx
% 150,000 - .
s ——Rjedenje
100,000 metodom KT-My
RieSenje
50,000 metodom KE
0,000

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

nm
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Prikaz momenata savijanja M,, M, uz
nm=const=10
300,000
Analiticko
260,000 rieSenje
/—— v .
200,000 Rjesenje
metodom KT-Mx
5. 150,000 : oy .
= Riesenje
100,000 metodom KT-My
RieSenje
50,000 metodom KE
0,000 ——T—T—T T T T T T T T T T T
10 30 50 70 90 120 160 200
n
Prikaz momenata savijanja M, uz n=const=10
200,000
180,000
160,000
140,000 Analiticko rjeSenje
120,000
<< 100,000 Riesenje metodom
80,000 KT
60,000 RieSenje metodom
KE
40,000
20,000
0,000
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
nm
Prikaz momenata savijanja M, uz nm=const=10
200,000
180,000
160,000
140,000 Analiticko rieSenje
120,000
<< 100,000 —— RjeSenje metodom
KT
80,000
60.000 RieSenje metodom
KE
40,000
20,000
0,000
10 30 50 70 9 120 160 200
n

51



STAKLO KAO GRADEVNI MATERIJAL

3 STAKLO KAO GRADEVNI MATERIJAL

3.1 OSNOVNA SVOJSTVA I PROIZVODNJA STAKLA

Materijali se mogu podijeliti u slijedece skupine:

metali 1 legure
polimeri
keramike 1 stakla
- kompoziti

Razlika izmedu keramika i stakala je ta da keramike imaju kristalnu srukturu,
anorganske su i ne-metali. Stakla nemaju kristalnu strukturu (amorfna kruta tijela). Osim toga,
iako su veéina stakala ne-metali, danas postoji odredeni broj stakala koji su metali (eng.
metallic glass, glassy metals, metglass). To su metali ili legure koje se hlade toliko naglo da
nema vremena za razvoj kristalizacije.

Cisto staklo za ostakljivanje sastoji se od:

- silicijev oksid SiO, (kremen) 70-74 %
- kalcijev oksid CaO (vapno) 5-12%
- natrijev oksid Na,O 12-16 %

sa malim primjesama megnezija, aluminija, zeljeza i drugih elemenata.

Kremen ima vrlo visoku temperaturu taljenja od oko 1700° C i njegovo agregatno
stanje na toj temperaturi je poput sirupa u hladnom prostoru. Atomska struktura kremena ima
oblik tetraedra sa silicijem u sredini vezanim sa Cetiri atoma kisika u kutevima: kemijska
formula je SiOy4 1 ima negativni naboj.

Kod hladenja rastopljenog kremena, ubrzo se formira nasumce organizirana mreza
navedenih tetraedara medusobno povezanih u kutevima. Nastaje tako amorfna struktura
poznata kao stakleni kremen.

Kemijski proces kod proizvodnje stakla karakteriziran je slijede¢im kemijskim
reakcijama:

Na,CO; + Si0, OIS  NaySiO; + CO, 1

Na,SiOs + x Si0, O LRl (Na,0)(Si0y) i

Iz prakti¢nih i ekonomskih razloga, visoka temperatura taljenja kremena smanjuje se
dodavanjem natrijevog oksida u obliku karbonata (natrijev karbonat — soda). Na taj nacin
atomi natrija i oksida ulaze u mrezu silicijevog oksida u skladu sa njthovom valentnos¢u. Ti
atomi poznati su kao izgradiva¢i mreze (Network Formers). Ostali sastojci stakla, kalcij 1
magnezij, ulaze u strukturu mreze kao modifikatori mreze (Network Modifiers). Njihova
zadaca je da ucine strukturu Sto kompleksinjom, tako da, kada su sastojci zajedno rastopljeni,
tijekom procesa hladenja, onemoguce pravilno rasporedivanje atoma koje dovodi do
kristalizacije.

Kod proizvodnje stakla, brzina hladenja odreduje se tako da se time ometa porast
viskoznosti i mobilnost atoma, §to ometa proces kristalizacije.
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Osnovne karakteristike obicnog, netemperiranog, stakla (eng. annealed glass):

Gustoca 2500 kg/m’
Modul elasti¢nosti 70000-74000 N/mm’
Modul posmika 30000 N/mm”
Poisson-ov koeficijent 0.22
Teoretska vrijednost iznosi 3600
Granica tecenja N/mm? ali zakazivanje nastaje krtim
lomom
Vlacna Cvrstoca 5000 N/mm” ali nastaje krti lom
Vlacna duktilnost 0

>1000 N/mm” ali prevladavaju

Tla¢na ¢vrstoca < .
dodatna vla¢na naprezanja

Tvrdoca 6 MoH (prema Mohsovoj ljestvici)
Zilavost 0.01 kJ/m’

.. Oko 530°C — varira prema sastavu
Temperatura omeksanja

stakla

Makmmg}na t@mperatura Oko 280°C
upotrebljivosti
Toplinska provodljivost 1 W/m/K

Koeficijent termalne ekspanzije 7.7-8.8x10° 1/K

3.1.1. Obiéno staklo

Obic¢no staklo danas se najcesc¢e proizvodi procesom plutanja?? (eng. Float Process).
Sastojci, kremeni pijesak, soda u prahu, kamen vapnenac 1 SALT CAKE??777, pomijeSaju se
sa recikliranim razbijenim staklom i zagriju u visokoj pe¢i na oko 1500° C. Rastopina stakla
izlije se u plitki bazen rastopljenog kositra. U bazenu kositra kontrolirano grijanje omogucuje
staklu da tece formirajuci tako ravnu traku konstantne debljine. U bazenu se staklo polagano
hladi. Nakon toga staklo se vodi u prostor za daljnje kontrolirano hladenje (eng. annealing).
Debljina stakla kontrolira se brzinom izlaza traka iz toga prostora.

A Naprezanje
Celik

Obicno staklo ponaSa se potpuno
elastiéno sve do trenutka loma. Krhotine
takvog stakla su opasne. Otkazivanje je
stohasti¢no, tj. predvidanje loma je
statisticko. Kod stakla nema tecenja niti
zamora kakav je poznat u metalurgiji.
Naprotiv, dolazi do sporog rasta pukotina
kod stalnog ili cikli¢nog opterecenja. Staklo

Krti lom

Deformacija

L

slika 10.

Uzrok loma stakla nije samo trenutni koncentrirani udar, ve¢ i naprezanje uslijed
savijanja, toplinsko naprezanje i zadana deformacija. Nema nikakavog upozorenja koji moze
ukazati na lom. Lom zavisi primarno o broju povrsinskih pukotina (povrSinska oStecenja),
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nivou naprezanja, veli¢ini napregnute povrsine i trajanju opterecenja. Pukotine u staklu mogu
biti inherentne ali mogu se uzrokovati i rezanjem, brusenjem i buSenjem. Isto tako, broj
oste¢enja ovisi o okolini kojom je staklo okruZzen tijekom eksploatacije. Vlaznost zraka
pospjesuje rast pukotina. Rezani rubovi stakla obi¢no su slabiji od njegovih unutarnjih
povrSina. Zbog toga se su dozvoljeni naponi za staklene grede manji od onih za staklene
ploce.

Uvjet nastupa krtog loma obicno se opisuje slijede¢im izrazom:

ay/(m) =(£G,)

Tu je a pola duzine pukotine, £ je Young-ov modul, G, je Zilavost stakla izrazena u
kJ/m® (poznata i kao kriti¢na energija deformacije). Prema tom izrazu, krti lom nastaje u
materijalu koji je optereen naponom o kada pukotina dostigne kriticnu duzinu a. Ova
formula isto tako pojasnjava fenomen o vecoj ¢vrstoci obi¢nog stakla kod kratkotrajnog nego
kod dugotrajnog opterecenja.

Kada obic¢no staklo pukne ono se raspadne u velike ostre krhotine koje mogu biti viro
opasne. Ipak, moze se se isto tako desiti da staklo ne ispadne iz svog okvira i nastavi nositi
mala optere¢enja zbog postojanja alternativnih moguénosti nosenja u ravnini. Obicno staklo
ne lomi se spontano kao neke truge vrste ojacanog stakla.

3.1.2. Kaljeno staklo

Pocetak proizvodnje kaljenog stakla (eng. toughened glass, am. fully tempered
glass) isti je kao i1 za obi¢no staklo. Nakon toga staklo se grije na 620°C i naglo hladi naletima
hladnog zraka. Na taj nacin najprije se hladi i skrucuje povrsina stakla. Kako se unutrasnjost
hladi ona se nastoji stisnuti uzrokujuci tlatne napone na povrsini stakla a vlatne napone u
unutragnjosti. U Evropi povrsinski tlaéni naponi iznose od 90 do 150 N/mm®.

Kod kaljenog stakla pukotine se ne propagiraju zbog tlacnih napona na povrsini pa
takvo staklo moze podnijeti veca opterecenja od obi¢nog stakla.

Drugi nacin prednaprezanja povrsSine stakla je kemijsko ojacanje. Staklo se uroni u
otopinu iona kalija koji putem elektrolise zamjenjuju ione natrija na povrsini stakla. Ioni
kalija su oko 30% vec¢i od iona natrija pa tako nastaje povrSinska napetost. Prednost ove
metode je ta da nema toplinskih deformacija stakla i ta $to se mogu ojacati tanja stakla.
Nedostatak je da dolazi do mnogo tanjeg tlacnog sloja koji je manje ¢vrst od mnogo debljeg
sloja koji se dobije termalnim postupkom.

Prema americkim propisima ASTM, standard C1048-85, minimalni povrsinki tla¢ni
napon koji se propisuje za temperirano staklo je 69 N/mm”. U Evropi minimalni napon koji
proizvodada¢ garantira je 85 N/mm?®.

Rupe za vijke u staklu ne uzrokuju velike promjene u povrSinkim naponima sve dok
je njihov promjer najmanje jednak debljini stakla. To omogucuje da hladan zrak prode
nesmetano kroz rupe tako da se one hlade na slican nacin kao i ostatak povrSine. BuSenje i
rezanje kaljenog stakla mora se obaviti prije procesa kaljenja da se izbjegne lomljenje zbog
povrsinskih napona.

Staklo moze sadrzavati necCisto¢e. Kod obi¢nog stakla one obi¢no ne uzrokuju
probleme. Kod kaljenog stakla necisto¢e su zasluZzne za nenadano lomnjenje bez ikakvog
vidljivog razloga. Uzrok tome su male koli¢ine nikel sulfida koje dozivljavavju odredenu
promjenu faze kod koje one ekspandiraju. Na taj nacin staklo puca i lomi se na vrlo sitne
komade nalik na kiSu malih kockica. Postoji proces kontrole kvalitete kaljenog stakla (eng.
heat-soaking) putem kojeg veéina stakla prode kroz promjenu faze u tvornici.
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Kaljeno staklo se lomi i ako je dubina povrSinske pukotine dostigla vla¢nu zonu.
Komadi razbijenog kaljenog stakla su manji ili jednaki debljini stakla.

3.1.3. Toplinski ojacano staklo

Proces toplinskog ojacanja je isti kao i onaj kaljenja samo $to je nivo postignute
povrsinske napetosti manji. Lom toplinski oja¢anog stakla sli¢niji je lomu obi¢nog nego
temperiranog stakla.

Prema americkom standardu minimalna povrSinska napetost za toplinski ojaano
staklo je 24 N/mm®.

3.1.4. Lamelirano staklo

Lamelirano staklo sastoji se od dve ili viSe staklenih ploha medusobno povezanih
prozirnim plasticnim medu-slojem. Koriste se dva osnovna materijala za povezivanje:
polivinilbutiral (PVB) ili smole kao npr. akrilik. Debljina plasti¢nog sloja iznosi od 0.4 do 6
mm. Sve tri vrste stakla, obi¢no, temperirano i toplinski oja¢ano, mogu se koristiti za
povezivanje kod lameliranog stakla. Kod temperiranja i toplinskog ojacanja staklo dobiva
valove vro malih amplituda uzrokovane valjcima preko kojih staklo prolazi tijekom procesa
temperiranja. To pospjesuje odvajanje slojeva stakla kod lameliranog stakla pa PVB plasti¢ni
medu-slojevi nisu preporucljivi. RjeSenje problema pronaslo se u koriStenju smola za
povezivanje.

Povezivanje PVB folijom — “sendvi¢” od stakla sa medu-slojem od PVB-a prolazi
kroz pe¢ koja ga zagrije na oko 70° C. Nakon toga, staklo se provuce kroz valjke koji istisnu
sav suviSan zrak. Na kraju, lamelirano staklo ide u autoklavu gdje se zagrije na 140° C pod
pritiskom od 0.8 N/mm?.

Povezivanje smolom — dvije glavne vrste smola koje se koriste su akrilik i poliester.
Dva sloja stakla stave se jedno do drugog na odredenu udaljenost putem samoljepljive trake
zaljepljene po njihovom obodu. Smola se tada izlije izmedu dva sloja. Kada se istisne sav
zrak, rubovi se brtve a lamelirano staklo se ¢uva u horizontalnom polozaju sve dok smola ne
stvrdne.

PonaSenje lameliranog stakla rezli¢it je pod dugotrajnim 1 kratkotrajnim
opterecenjem. Za kratkotrajno optere¢enje lamelirano staklo djeluje kao sastavljeni nosac. Za
dugotrajno opterecenje teret se rsporeduje na dvije staklene plohe prema njihovim krutostima
zbog deformjacije medu-sloja.

Povecanje temperature omeksSava medu-sloj 1 na taj naCin umanjuje djelovanje
sastavljenog nosaca.

Lamelirano staklo je vrlo pogodno za upotrebu u sigurnosnom smislu. Kod loma
stakla medusloj i1 dalje povezuje razbijene komade stakla. To minimizira opasnost od ozljeda
uzrokovanim padom staklenih krhotina. Deblji meduslojevi povecavaju sigurnost od
prodiranja kod udara. Lamelirana stakla od viSe slojeva pruzaju jo§ vecu sigurnost. Ako je
lamelirano staklo prikladno pricvr§¢eno za okvir, ono moze pruzati otpor eksploziji.
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3.1.5. Izolacijsko staklo

Izolacijsko staklo sastoji se odvije staklene plohe separirane po obodu sa Supljim
profilom (eng. spacer), obi¢no aluminjskim. Profil je ispunjen materijalom za isuSivanje koji
odrzava suho¢u zraka u Supljini izmedu dva stakla. Staklene plohe zajedno sa Supljim
profilom se brtve po obodu. Pri tome se koristi silikon. Brtvljenjem se stakla spajaju,
omogucuju se mali medusobni pomaci i onemogucuje se prodiranje vode.

Dimenzije $upljina variraju od 6 do 20 mm. Supljine se mogu puniti zrakom ili
drugim inertnim plinom.

Glavne prednosti takvog stakla su bolja termicka i zvuc¢na izolacija.

Zbog vakuma koji se stvara izmedu dvije staklene plohe, opterecenje se rasporeduje
na oba stakla.

Temperaturne promjene utjeCu na ponaSanje izolacijskog stakla. Niski atmosferski
pritisak i povecane temperature uzrokuju ekspanziju unutarnjeg plina. Visoki atmosferski
pritisak kombiniran sa niskom temperaturom uzrokuje kontrakciju plina. O tome kako su
stakla medusobno povezana zavisisti ¢e inducirani naponi zbog promjene temperature. Tako
npr. kruto brtvljenje moze uzrokovati velike napone u staklu kod ekspanzije unutarnjeg zraka.
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3.2  PRORACUN STAKLA

Kod proracuna stakla treba obratiti paznju na slijedece Cinjenice:

. Prije pocetka proracuna, potrebno je imati jasnu ideju o tome kako ¢e se konstrukcija
ponasati. To je vrlo bitno osobito kod stakla zbog njegove krte prirode i
mnogobrojnih faktora koji utjeCu na njegovu ¢vrstocu.

. Kod velikih staklenih ploha koje se pod optere¢enjem prognu vise od same debljine
stakla proracun se mora vrSiti prema nelinearnoj teoriji velikih pomaka kako bi se
uzelo u obzir djelovanje membranskih naprezanja.

. Cvrstoéa obi¢nog, neojadanog, stakla zavisi o trajanju optereéenja, veliGini
napregnute povrSine, uvjetima okoline posebice vlaznosti, distribuciji napona po
napregnutoj povrsini 1 stanju povrSine i rubova stakla

3.2.1. Mehanika loma

Ako se tijekom eksploatacije kaljenog ili toplinski oja¢anog stakla, zbog induciranih
povrsinskih tlaénih napona, ne pojavljuju vlac¢ni naponi u staklu, tada se povrSinske pukotine
ne mogu povecavati, pa proracun po metodi mehanike loma nije potreban. PovrSinske
pukotine mogu rasti kod pojavljivanja vlacnih napona §to se obi¢no deSava kod eksploatacije
obic¢nog stakla.

Temelje mehanike loma postavio o
je britanski arhitekt brodova prof. Inglis T
koji je uoCio da zarez u metalnoj ploci
reducira vla¢nu nosivost vise nego Sto bi se
to moglo predvidjeti uzimaju¢i u obzir

redukciju  povrSine zbog smanjenja

presjeka. On je dokazao da se naponi u 2a
okolini diskontinuiteta povecavaju zavisno

o odnusu radiusa i duzine diskontinuiteta l
okomite na smjer napona. c

slika 11.

Nakon njega, pocetkom 20-og stolje¢a, A.A. Griffith je analizirao pukotine nasumce
rasporedene po povrsSini stakla. Pod optere¢enjem, naponi se koncentriraju na vrhovima
pukotina koje prostom oku mogu biti nevidljive. Propagacija pukotine ili lom ¢e nastupiti ako
energija oslobodena kod Sirenja pukotine dostigne odredenu kriti¢nu vrijednost:

[EG.
o, =
o

tu je g, napon potreban za lom ploc¢e sa pukotinom duzine 2a, E je Young-ov modul a G, je
kritiéna vrijednost oslobodene energije ili Zilavost stakla. Zilavost se izrazava u jedinici
energije po jedinici debljine ploGe i po jedinici duZine pukotine (kJ/m?). Prema navedenom
izrazu, lom ¢e se desiti ako u materijalu sa naponom o pukotina dostigne kriticnu duzinu « ili,
suprotno, ako je pukotina duzine a podvrgnuta kriticnom naponu 0. Jednazba pokazuje da je
kritina kombinacija napona i duzine pukotine materijalna konstanta.
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U praksi se proracun $irenja pukotina prema teoriji mehanike loma ne provodi ve¢ se u
propisima uzima u obzir broj pukotima na odredenoj optere¢enoj povrsini Sto povecava
vjerojatnost pucanja stakla. To ¢e se pojasniti u daljnjem tekstu.

3.2.2. Koncentracija napona

Celik u okolici lokalne koncentracije napona te¢e. Staklo zbog svoje krte prirode ne
teCe nego se naglo lomi. Zbog toga, kod proracuna staklenih konstrukcija treba paziti da se
izbjegnu rjesenja koja dovode do pojavljivanja koncentracija napona. Posebnu paznje treba
posvetiti vij¢anim spojevima stakla koja su sve viSe u upotrebi. Tu se u buSene rube izmedu
stakla 1 vijka koristi PVC cijev€ica koja rasporeduje napone na vecu povrsinu. Kod prijenosa
sila sa stakla na metalni okvir uvijek se koriste meki materijali.

3.2.3. Zamor

Staklo nije podloZno zamoru zbog potpuno elasticnog ponasanja do trenutka loma.
Naime, kod rasterecenja u staklu nema zaostalih napona.
Ipak, zamor se kod stakla o€ituje u porastu pukotina kod cikli¢kog opterecenja.

3.2.4. Americki propisi za proracun stakla ASTM E1300 - 03

ASTM E1300 - 03 je standard koji je danas najviSe u upotrebi za proracun staklenih
plo¢a optere¢inih jednolikim kontinuiranim optere¢enjem i slobodno oslonjenih na jdnoj,
dvije, tri ili Cetiri strane. Dvoznamenkasti broj iza broja 1300 oznacava godinu izdanja, u
ovom slucaju je to 2003 Obuhvaceni su svi tipovi stakla (obi¢no, temperirano, toplinski
ojacano i1 lamelirano) kao i1 pojedinacna 1 izolacijska stakla. U izrazima za nosivost stakla
inkorporirani su faktori povrSinski oSte¢enog stakla koje je nekoliko godina u upotrebi (sa
sitnim abrazijama na povrSini izloZenoj vanjskim utjecajima).

Standardom se odreduje nosivost pojedine staklene plohe odredene debljine:
LR = GT [LS [NFL

LR —load resistance, nosivost kPa

GT - glass type factor, faktor tipa stakla

LS —load share factor, faktor raspodjele opterecenja (samo za izolacijsko staklo)
NFL —non-factored load, nefaktorirano optere¢enje u kPa

Faktor tipa stakla (GT) je koeficijent koji odreduje ponasanje pojedinog tipa stakla,
obi¢nog, toplinski ojacanog ili temperiranog. Dan je posebno za monolitno i posebno za
lamelirano staklo 1 to za kratkotrajno (do 60 sec) i za dugotrajno opterec¢enje (do 30 dana).

Faktor raspodjele opterecenja (LS) je koeficijent za raspodjelu opterecenja prema
krutostima. Odnosi se na izolacijsko staklo koje je sastavljeno od dvije staklene povrSine koje
dijeli vakum.
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Nefaktorirano opterecenje (NFL) odabire se iz posebno izradenih dijagrama. Za
pojedinu debljinu, Sirinu i visinu stakla odreden je faktor NFL. Dijagrami nefaktoriranog
opterecenja izradeni su ne temelju modela zakazivanja stakla (eng. failure prediction model
for glass). Model dozvoljava odredenu vjerojatnost loma stakla koja je zadana sa dva
parametra povrSinskih pukotina, m 1 k. Ta dva faktora variraju ovisno o stanju staklene
povrsine. Kod izrade dijagrama koristene su slijedece vrijednost za m i k:

m=7

k=2.86007° N'm"

Ove vrijednosti parametara odgovaraju staklu koje je izlozeno vanjskim utjecajima oko 20
godina. Model zakazivanja stakla sadrzi i ostale faktore koji utjeCu na ¢vrstocu stakla kao npr.
trajanje optere¢enja i geometrija ploce.

Vjerojatnost loma koja je obuhvacena u ovom standardu je 8/1000 (preporucljivo za
vertikalno ostakljivanje).
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4 LABORATORIJSKO ISPITIVANJE STAKLENE PLOCE

Ispitivanje staklene ploce izvrSeno je u laboratoriju Instituta gradevinarstva Hrvatske
u Rijeci. Koristena je hidraulicna presa i1 ekstenziometar putem kojeg su biljezeni pomaci
ploce. Za svaki od uzoraka dobiven je dijagram napon — deformacija.

Ispitani su uzorci slijede¢ih dimenzija:

150 x 500 x 6 mm - obi¢no staklo
150 x 500 x 8 mm - obi¢no staklo
150 x 500 x 5+ 5 mm - lamelirano obi¢no staklo sa PVB folijom
150 x 500 x 15 mm - obi¢no staklo

Staklo je oslonjeno na dva kraja a optereéenje je nanoSeno preko valjka kao
koncentrirana sila u sredini raspona:

F
25 450 25
- 500 _
o o
I I
a | L
B T I
o o
slika 12.
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4.1 REZULTATI ZA STAKLO DEBLJINE 6 MM
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Brzina nanosSenja opterec¢enja: 0.3 mm/min

Staklo 6 mm
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pomak [mm]
Sila loma: 0.358 kN
Odgovarajuci pomak: 3.401 mm
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4.2 REZULTATI ZA STAKLO DEBLJINE 8§ MM

Brzina nanoSenja opterecenja: 0.3 mm/min

Staklo 8 mm

0,450 -
0,400 1
0,350 |
__ 0,300
< 0,250 -
& 0,200
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0,100 1
0,050 |
0,000
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pomak [mm]
Sila loma: 0.421 kN
Odgovarajuci pomak: 1.834 mm
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4.3

LABORATORIJSKO ISPITIVANJE STAKLENE PLOCE

REZULTATI ZA LAMELIRANO STAKLO DEBLJINE 5+5 MM

Brzina nanoSenja opterecenja: 0.3 mm/min

sila [kN]

Sila loma:

Odgovarajuci pomak:

0,700 -
0,600 -
0,500 -
0,400 -
0,300 -
0,200 -

0,100 -

0,000

Lamelirano staklo 5+5 mm
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pomak [mm]
0.610 kN
3.332 mm
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4.4 REZULTATI ZA STAKLO DEBLJINE 15 MM

Brzina nanoSenja opterecenja: 0.3 mm/min

Staklo 15 mm
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pomak [mm)]
Sila loma: 3.677 kN
Odgovarajuci pomak: 2.539 mm
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LABORATORIJSKO ISPITIVANJE STAKLENE PLOCE

4.5 ANALIZA REZULTATA

Za svaki od Cetiri uzoraka odrediti ¢e se modul elasticnosti na slijedeé¢i nacin:
staticki sustav ploCe je prosta greda sa koncentriranom silom u sredini raspona. Modul
elasti¢nosi slijedi iz poznatog izraza za pomak u sredini raspona:

PI° PI’

= = E =
48EI 481f

Sila loma usporediti ¢e se sa vrijednostima sila loma odredene prema srednjem
naponu loma (Ojma) za obicno 1 kaljeno staklo na slijede¢i nadin: maksimalni moment
savijanja grede je M = Pl/4. Naponi uslijed savijanja su 0=M/W = P1/4W, gdje je W moment
otpora grede. Slijedi sila loma Pjom, = 4WOjoma/1.

4.5.1. Staklo debljine 6 mm

MODUL ELASTICNOSTI SILA LOMA
Modul elasti¢nosti ispitivanog uzorka: Sila loma ispitanog uzorka:
Pioma =358 N Pioma=358 N
1 =450 mm
=150 06’/ 12 = 2700 mm*
f=3.401 mm
3
35814507 _ 74013 MPa

4802700 3.401

Vrijednost modula elasticnosti koji se | Sila loma prema srednjem neponu loma stakla:

navodi u literaturi: Oloma = 41.3 MPa
Esakla = 7000074000 N/mm® W =150 (6% / 6 = 900 mm”
1 =450 mm

Pioma =4 [D00 [#1.3/450=330N
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4.5.2. Staklo debljine 8 mm

LABORATORIJSKO ISPITIVANJE STAKLENE PLOCE

MODUL ELASTICNOSTI

SILA LOMA

Modul elasti¢nosti ispitivanog uzorka:
Pioma =421 N
1 =450 mm
=150 (B’/ 12 = 6400 mm"
f=1.834 mm

4211450°

= = 68092 MPa
48 6400 [1.834

Sila loma ispitanog uzorka:

Pioma=421 N

Vrijednost modula elasti¢nosti koji se

navodi u literaturi:
Eqaita = 70000-74000 N/mm?

Sila loma prema srednjem neponu loma stakla:

Oloma = 41.3 MPa

W =150 [82/ 6 = 1600 mm>

1 =450 mm

Ploma =4 L1600 [#1.3/450 =587 N
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4.5.3. Lamelirano staklo 5+5 mm

Krutost lameliranog stakla zavisi o posmi¢noj otpornosti veze staklene plohe 1 PVB
folije. U praksi se za kratkotrajno optere¢enje (vjetar) takva veza smatra krutom pa se moment
inercije racuna kao za monolitno staklo. Kod dugotrajnog opterecenja (snijeg) dolazi do
relaksacije plasti¢ne folije te ona nije u moguénost prenijeti vlacna naprezanja u svojoj
ravnini. U tom slu¢aju moment inercije stakla racuna se kao zbroj momenata inercije
pojedinih staklenih ploha. Za ispitanu staklenu plocu izracunati ¢emo momnet inercije
uzimajuci u obzir modul elasti¢nosti 70000 1 74000 MPa.

E = 70000 Mpa E = 74000 MPa
Pioma = 610 N Pioma = 610 N
=450 mm =450 mm
floma = 3.332 mm floma = 3.332 mm
_ PP - PI’
48Ef 48Ef
3 3
- OlOB0T 4965 mm? - OLOM0 4697 mm
48 70000 [3.332 48 74000 [3.332

15000°

Za monolitni presjek moment inercije je: I = = 12500 mm*. Koeficijent umanjenja

momenta inercije zbog podatljivosti veze, za modul elasticnosti od 70000 do 74000 MPa
krece se od 4965/12500=0.397 do 4967/12500=0.376.

Ako uzmemo u obzir oba koeficijenta umenjenja od 0.397 1 0.376 sila loma za srednji napon
loma iznosi :

1)  k=0.397

3
[=0.397 [12500 = 150Lh

e y 12 [0.397 12500
zamjenjujuca visina nosaca = h=3 150 =7.35 mm
2
W= %= 1351 mm’

Oloma = 41.3 MPa
1 =450 mm

Ploma =4 L1351 [#1.3/450=495 N

71



LABORATORIJSKO ISPITIVANJE STAKLENE PLOCE

2) k=0.376
3
1=0.376 12500 = 150th
e y 12 [0.376 12500
zamjenjujuca visina nosaca = h=23 150 =7.22 mm
2
W= % = 1303 mm’
Oloma = 41.3 MPa
1=450 mm
Ploma =4 1303 [#1.3/450=478 N
4.5.4. Staklo debljine 15 mm
MODUL ELASTICNOSTI SILA LOMA
Modul elasti¢nosti ispitivanog uzorka: Sila loma ispitanog uzorka:
Pioma = 3677 N Ploma= 3677 N
1=450 mm
1=150 (15> / 12 = 42187.5 mm*
f=2.539 mm
3
___ 36771450 = 65169 MPa
48142187.5[2.539
Vrijednost modula elasticnosti koji se | Sila loma prema srednjem neponu loma stakla:
navodi u literaturi: Oloma = 41.3 MPa
Egakia = 70000 - 74000 N/mm” W =150 (015> / 6 = 5625 mm’
1=450 mm

Ploma =4 [5625 [#1.3 /450 =2065 N
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5 GEOMETRIJSKA NELINEARNOST PO METODI
KONACNIH TRAKA

5.1 UvOD

Kod dimenzioniranja konstrukcija linearni proracun ne daje uvjek rezultate koji
odgovaraju stvarnom ponasanju konstrukcije. Da bi rezultati bili §to blizi realnosti, ponekad
se primjenjuje nelinearni proracun. Tu razlikujemo materijalnu 1 geometrisjku nelinearnost.

Materijalna nelinearnost podrazumijeva nelinearni odnos napona i deformacija. Ta
metoda koristi se naprimjer kod proracuna celi¢nih papuca kod kojih u okolici lezajeva dolazi
do prekoracenja granice elasticnosti te nastupa teenje materijala i preraspodjela naprezanja.

Geometrijska nelinearnost podrazumijeva promjenu jednazbi ravnoteze nakon Sto
konstrukcija dozivi odredenu deformaciju. To je znacajno za proracun tankih ploca gdje je
znacajan utjecaj membranskih sila. Naravno, rubni uvjeti moraju biti takvi da se omoguci
prihvacanje membranskih sila.

Kod nelinearne analize, zbog nelinearnog odnosa deformacije 1 pomaka ili
naprezanja i deformacije, matrica krutosti postaje funkcijom pomaka. Jednazbe ravnoteze
konstrukcije poprimaju slijedeci oblik:

[K({3d})] {0} - {P} =0

Sa lijeve strane jednazbe prvi izraz predstavlja otpor konstrukcije a drugi
optere¢enje. Ova jednazba moze se rjeSiti metodom iteracije. U svakoj iteraciji matrica
krutosti se azurira prema pomacima dobivenim u prethodnoj iteraciji. Taj postupak se
nastavlja sve dok se greska ne smanji do neke zadovoljavaju¢e male veliCine.

Jedna od najceS€e upotrebljavanih metoda za nelinearni proracun je Newton-
Raphsonova metoda.
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5.2 NEWTON-RAPHSONOVA METODA

Opcenito, pomocu te metode pronalazimo nulu pojedine funkcije f(x) tako da
funkciju aproksimiramo tangentama.
Neka je “r” nula funkcije f(x) tako da je f(r)=0.

f(x)

slika 13.  Newton-Raphsonova metoda

Odaberimo x; na pravcu x 1 izracunajmo tangentu funkcije f(x) u tocki x;, f’(x;). f'(x;) sjece
pravac x u tocki X, koja je bliza tocki r nego X;. X, izraCunamo na slijede¢i nacin:

—h=x;- f(x,) — - f(x,)

prema slici 17. imamo X2 = X 1 ,
tga f'(x,)
) ) ) f(x,) . ) .. .
nastavimo li postupak do x, dobivamo Xnt1 = Xp - Fx)’ gdje je x, aproksimacija broja
Xn
.
Primjer:

Potrebno je pronaci korjen broja 7. r = J7 je nula funkcije f(x) = x> — 7.
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Y = x*2-7

100

80

60

20

-20 ‘

f(x,) X > =7

Xn+1 = Xn = Xn -

Cf(x,) 2

X1 = 2

X2 = 2.75

x3 =2.647727273
X4 = 2.645752049
X5 =2.645751311

Kod broja xs = 2.645751311 rezultat se

korijena broja 7.

8 10 12

stabilizirao i1 to je dovoljno to¢na aproksimacija
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U metodi konacnih traka Newton-Raphsonova metoda naziva se i1 metoda
tangencijalne matrice krutosti (eng. tangential stiffness method). Naime, pomoc¢u te metode
matrica krutosti koja je ovisna o pomaku iterativnim postupkom aproksimira se tangentama.

Ukupno opterecenje aplicira se u nekoliko koraka a tijekom svakog koraka rjeSava se
niz lineranih problema koji su aproksimacija to¢nog rjeSenja. Kada se dode do
zadovoljavajuce tocnosti prelazi se na slijede¢i korak opterecenja. Postupak se nastavlja do
krajnjeg koraka koji predstavlja ukupno optereéenje na konstrukciju.

Iterativni postupak koji se primijenjuje tijekom pojedinog koraka opterecenja
pojasnjen je na slijedecoj skici...

R
R A
= /
z
2
50 5! 5 5 5
AS' AS

slika 14.  Iterativni postupak — Newton-Raphsonova metoda

U prvom koraku pronalazimo pomak konstrukcije {8}' uzimajuéi u obzir krutost
nedeformirane konstrukcije. Odgovarajuéi otpor kontrukcije {R}' zavisi o pomaku {&}' i
iznosi:

{R} = {R({3})} = [K] {3}’

Razlika izmedu otpora sistema {R}1 1 vanjskog optereCenja naziva se neuravnotezeno
opterecenje:

{F}' = {P} - (R}

Do uravnotezenja sistema konstrukcija se 1 dalje deformira a otpori se aproksimiraju na
slijede¢i nacin:

Ri— R + (%jl{a}

OR.
Tu je R; i-ta komponenta otpora R a (ﬁ} je derivacija R; po pomaku izraCunatom u prvom

koraku, {3}'. Nelinearni sistem se tako aproksimira linearnim sistemom:
{R} = {R}' + [K1] A{S}

[Kt] naziva se tangencijalna matrica krutosi i izraCunava se deriviranjem otpora po pomaku.
U daljnem proracunu sistem se usavrSava poboljSanom aproksimacijom:
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{5}22{5}1+A{5}2={5}1+&2{5}1 {F} = {3} +[K1]" ({P} - {R})
tgd, {R}

of
(8)° = {8} +[K4]" ({P} - {(R})

Isti proracun ponavlja se i dalje iterativnim postupkom:

(8} = (&Y' + [K'1] " ({P} - (R}

Iteracija se prekida kada greska A{} = {5}* - {5}*" postaje beskonaéno mala.

5.3 MODIFICIRANA NEWTON-RAPHSONOVA METODA

Modificirana Newton-Raphsonova metoda nastala je da bi se izbjegao proracun
novog sistema jednazbi u svakom iduc¢em koraku iteracije. Uovoj metodi koristi se slejedeca
aproksimacija

[Kr] =[K]
Tangencijalna matrica krutosti izjednacava se sa elasticnom matricom krutosti. Iz toga slijedi:
(8} = 8} + K] (4P} - (R}

Matrica krutosti se formira i invertira samo jednom.

Jedini problem koji nastaje kod ove metode je spora konvergencija. No to se da rijesiti
azuriranjem [Krt] svakih 5 do 10 koraka ili uvodenjem korektivnog faktora.

5.4 INKREMENTALNA METODA

Ova metoda se upotrebljava da se izbjegne moguca divergencija kada opterecenje u
velikoj mjeri nadmasuje linearno ponasanje konstrukcije. U tom se slucaju opterec¢enje djeli u
nekoliko koraka i u svakom od njih primjenjuje se jedna od prethodno navedenih metoda.
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5.5 PRIMJENA NEWTON-RAPHSONOVE METODE NA METODU

KONACNIH TRAKA

Nelinearni proracun konstrikcije zapocinjemo izraunom pocetne matrice krutosti.
Izraz za pocetnu matricu krutosti glasi:

[Kumn] = ] [B]mT [D] [B]n dx dy

[B] predstavlja linearnu matricu deformacije i glasi:

"Ly 0 0 0 Lyo o 0 0
b b
0 1-X)Y, 0 0 0 XY, 0 0
u - 1 v u 1 v
[Blm=| (1=-X)Y,, ?Ym 0 0 XY, EYm 0 0
O - Nlm,xx - NZm,xx 0 O - N3m,xx - N4m,xx
0 a Nlm-yy a N2m-yy 0 0 B N3m~yy - N4m,yy
O O 2'Nlm,xy 2'N2m,xy O O 2'N3m,xy 2N4rn,xy

Yol(y) = sin@

mrty

Yu'(y)= COST - za slobodno oslonjenu gredu koja se nad osloncima moze

micati u horizontalnom smjeru

v . (m+1)my . .. . oy
Y (y) = smf - za slobodno oslonjenu gredu kojoj je nad osloncima sprijecen
horizontalni pomak
X=x/b (b je Sirina pojedine konacne trake, 1 duzina)

Nim = (1-3X>+2X%) Yo"(y)
Nom =x (1 = 2X + X?) Y (y)
Nam = (3X* = 2X%) Yo' (y)
Num = x (X* = X) Yo' (¥)

Ym"(y) = sin mlny

- za slobodno oslonjenu gredu

Matrica [B],, dobivena je uvrStavanjem izraza za pomake u izraz za relativnu deformaciju.
Pomaci ¢vorne linije su:

- T
{8}111 - [uim, Vim, Wim, 0ima Ujm, Vim, Wjm, 0jm]
Polje pomaka unutrak konac¢ne trake dano je slijede¢im izrazima:

u= Zr:((l —X)uim + Xujm )Y; (y)

m=1

V= Zr:((l —X)Vim + Xij )YJ] (y)

m=1
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4m ™ jm

VvZi(Nlmvvim +N2meim +N3mwjm +N e )
m=1

Izrazi za relativau deformaciju glase:

_0Ou
* ox
—\
_0Ou_ ov
T ™ 5y ox
62
BT T ox?
B _02w
Xy ayz
0w
=2
i 0x0dy

ili:

{e} = [ &x &y, Vxy, Xx, XYoo Ay, Xy ]T = Z[B]m{d m
m=1

[D] predstavlja matricu elasti¢nosti:

K, K, 0 0 0 0 |
K, K, 0 0 0 0
o 0 K, 0 0 0
[D] =

0 0 0 D, D, 0

0o 0 0 D D, 0

0 0 0 0 0 D,
K«=Exh/ (1 —yvy) Ky=E;h/ (1 vy
Kyy=Exwh Ki=v Ky =vy Ky
D,=E,h’ /12 (1 v, v,) D, =E,h’/12 (1 v, vy)
Dy =Eyh’/ 12 D; =vx Dy =0, D,

(h je debljina ploce.)

Kada smo dobili po¢etnu matricu krutosti mozemo izracunati progibe za neko pretpostavljeno
optere¢nje koje je manje od stvarnog optere¢nja. Nakon toga racunamo otpor konstrukcije
{R} koji je ovisan o dobivenim progibima. {R} predstavlja vanjsko opterec¢enje koje odrzava
dobiveni progib. Izraz za otpor konstrukcije moze se dobiti pomocu principa virtualnog rada.

Rad vanjskog opterecenja je:
dWex =d{8}m' {R}m
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Rad unutarnjih sila je:
dWi, =] d{e}" {o} dx dy=] ([ B]m d{8}m)’ {o} dx dy
=d{8}m' [[Blm' {o} dxdy

Izjednacavanjem vanjskog i unutarnjeg rada slijedi da je otpor konstrukcije:
{Rjm‘=/[B"]n " {o}" dxdy

k predstavlja korak iteracije. [ B], matrica deformacije koja ukljucuje i nelinearni utjecaj
velikih deformacija. Ona je zbroj linearne matrice deformacije [B], i matrice [Br]m koja
ukljucuje nelinearnost:

[Blw=[Blu+ [Biln

Kako bismo dobili matricu [Br],, moramo izracunati ikrementalni odnos deformacija —
pomak:

die} = d [ e £ Yoy 2o 1o 1. e 1= 3 [B]., {3
m=1

Izrazi za deformaciju koja ukljucuje utjecaj velikih deformacija na uzduzne sile glase:

ou 1[awj2
By = — | —
ox 2\ 0x

6V ow ?
Sy -
6y 2 ay

au 6V awaw
oy ay Ox ox ay
62
Xx__axz
_0'w
Xy _V
0w
=2
Koy 0x0y

Prirast deformacije & je:

=)

_q%u
0x

r 1 1 ] ow
——du. +—du. U +—
Z[ b ulm b qu m(y) a

m=1

ow 0w _

ox Ox
Zr: oN,, dw. + ON,,. a6, + ON, dw .
=\ 0x X X !

+aNJde

.

X
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ON

0x

- 2m deim

ON
+

3m d
—aw
0x ”

Na sli¢an nacin izraCunamo 1 ostale priraste deformacija te tako dobijemo

dfey = Y [8], of
m=1
gdje je:
[00 w N w N
,X  Im,x ,X 2m,x
00 W, yNim,y W, yNom,y

&m__

m=1

00

00

,X 3m,x

W yN3m,y

(8], +[B.], g,

N g
0x !

w N
,X 4m,x

W yNam,y

[Bul={00 W xNim,y ¥W yNimx W xNom y ¥W yNom x 00w Nap v +W N3 x W xNam,y *W yNam x

Podznaci ,x 1,y oznacavaju derivacije po x 1 y:

00 0 0
00 0 0
100 0 0

r

W,X = z (Nlm,xwim +N

m=1

T

W,y - z (Nlm,ywim

m=1

U matri¢nom obliku:

w,x . O 0 Nlm,x
w _;o 0 N

Y Im,y

- X lal.{.

00 0 0
00 0 0
00 0 0
2m, Xell’l’l + N3m,ijm + N4m,xejm )
Zm,yeim + N3m,ywjm + N4m,yejm)
2m,x 0 O N3m,x N4m,x {& _
0 0 N "
2m,y 3m,y 4m,y

Naponi {c} u izrazu za otpor konstrukcije mogu se izraCunati prema izrazu:

{o}*=[D] {&}*

s time da relativna deformacija ukljucuje i nelinearnost:

e A N |

Nakon §to smo izracunali otpor konstrukcije u prvom koraku , mozemo dobiti razliku izmedu

dobivenog i stvarnog progiba t. greéku
Azurirani progibi glase:

{ }k+l {8} +A8k+1

= [K]" ({P}-{R}Y)

[K] predstavlja tangencialnu matricu krutosti ako koristimo Newton-Raphsonovu metodu ili
pocetna elasticna matrica krutosti ako koristimo modificiranu Newton-Raphsonovu metodu.
Postupak se nastavlja dok ne dobijemo dovoljno malu gresku:

81



GEOMETRIJSKA NELINEARNOST PO METODI KONACNIH TRAKA

> (ask )
i

5.5.1. Tangencijalna matrica krutosti

e= 1J0.02

Tangencijalnu matricu krutosti dobivamo deriviranjem otpora konstrukcije po
pomaku {d}:

d{R}n=[d[B]w " {0} dx dy + ][ Blw " d{c} dx dy = [Kr]mm d{5}n
d{c} =[D] d{e} = [D] [ Bl d{8}n

d[B]m = d([B]m + [Bi]m) = d[Bi]m jer [B]m nije ovisna o progibu.

d{R}m = [d[Bi]m " {o} dx dy + [K,] . d{6}a

mn

[K.],..=(B1a " [D] [B1. dx dy

Prvi dio izraza d{R}, predstavlja doprinos uzduznih sila na krutost savijanja pod
pretpostavkom da su uzduZne sile konstantne u odnosu na progibe. u tom se slucaju taj izraz
moze promijeniti u:

[d[Blm " {6} = [Kg]mn d{8}n

Tu je [Kg]mn geometrijska matrica krutosti:

X Xy

N
[KG]mn = j [G]m |:N :| [G]n dXdy

Xy y
Matrica [G] je definirana u prethodnom paragrafu a Ny, Ny, i Ny, su vrijednosti

uzduZnih sila.
Slijedi tangencijalna matrica krutosti:

[KT]mn = [KT]mn + [KG]mn
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5.5.2. Primjer

Primjer nelinearnog proracuna staklene ploce nalazi se u prilogu ovoga magistarskog
rada. ProraCunata je staklena ploca istih dimenzija kao ona za koju su radena laboratorijska
ispitivanja: 450 x 150 mm a debljine 4mm. Uvjeti oslanjanja predstavljeni su dvama
slobodnim osloncima s time da je sprijeCen horizontalni pomak. Radi uspredbe, za istu gredu
napravljen je i linearni proracun. Sila je 300 N. Linearnim prora¢unom dobiven je pomak od
10 mm dok je nelinearnim proracunom dobiven pomak od 3.352 mm.

U slijede¢em paragrafu napravljeni su i proracuni za istu gredu metodom konacnih
elemenata pomo¢u F.E.M. programa Strauss. Za gredu istih dimenzija 1 uvjeta oslanjanja
(U.O. 2) linearnim proraunom dobiven je pomak od 10.06 mm dok je nelinearnim
proracunom dobiven pomak od 3.45 mm. Dobivena razlika u nelinearnom prora¢unu izmedu
dvije metode vjerojatno je uvjetovana postavljanjem neSto veceg praga greSke kod metode
kona¢nih traka radi ubrzavanja proracuna.
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6 ANALIZA NELINEARNOG PONASANJA STAKLENE
PLOCE

Pomoc¢u F.E.M. softwarskog paketa Straus 2.2.5 analizirano je ponaSanje staklene
ploce pod dva razli¢ita uvjeta oslanjanja. Varirana je debljina ploce od 4, 6, 8, 10, 151 20 mm
a Sirina 1 duzina ostale su konstantne, tj. 150 x 450 mm. Za svaku od navedenih debljina
izvrSen je linearni i nelinearni proracun za slijedece uvjete oslanjanja grede:

- lF - LF

~ 225 ‘ 225 i i 225 } 225 -
e 450 - } 450
slika 15.  slobodno oslonjena greda slika 16.  greda sa sprijecenim

horizontalnim pomacima

6.1 MODEL PLOCE

Model ploce sa dva uvjeta oslanjanja prikazan je na slijede¢im slikama:

slika 17.  slobodno oslonjena ploca — U.O. 1 (uvjet oslanjanja 1)
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slika 18.  ploca sa sprijecenim horizontalnim pomacima — U.O. 2 (uvjet oslanjanja 2)

Sila je rasporedena ravnomjerno po ¢vorovima u sredini raspona. Za ploce koje su ispitane
upotrebljena je sila loma kao opterecenje.
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6.2

PRORACUN

ANALIZA NELINEARNOG PONASANJA STAKLENE PLOCE

300 N

t=4 mm, sila F

Linearni proracun

Nelinearni prora¢un

00 |

|
I

e

5T
Q5T4 [FL1]

b -

A

=

Plmie Disp OZ jmm)

progib - U.O. 1

Piwle Csp OF (mmil

00000 P 2

I 245
o
I -7 3656
BT
8 3300 Pt

progib - U.O. 1

00000

Y
q_.
I T dEm
- 557H
100874 [FE1)

Praite D [1F fren)

progib - U.O. 2

Plale Dipp 0F imm|

0D [P
-
-" Id
I -3 Shad
A4
-3 4554 [P A|

progib - U.O. 2

progib [mm]

Staklo 4 mm, U.O. 2

12,0 -
10,0 -
8,0 -
6.0 -
40 -

2,0 4

0,0 ‘ ‘ ‘

linearna teorija

nelinearna teorija

0,00 04 02 03 04 05 06 07 O

prirast opterecenja

8 09 1
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358 N

t=6 mm, sila F

Linearni proracun

Nelinearni proracun

Flats Cisp O (mm)
00000 [Pt 2

I-

T
=1.f

Plate Omp O [mm}

0 GO0 [P
l 0
-1 TEH!

I -2 E407 l -2 5380
-3 5200 -1 51T4
25861 [PL 1] -3.8525 [PL1]
progib - U.O. 1 progib - U.O. 1
Plate Disp:DZ |rmwn) Plate DispDZ (mm)
0,0000 [Pt:2 00000 [Pr:2
I -0,70 I -0,4

-1,40084
2,115
-2 8187

-3.5204
-3.5561 [P1:1]

progib - U.O. 2

-0,.9727
=1, 4580
-1.8453

-2 41T
-2 4560 [Pr243]

progib - U.O. 2

Staklo 6 mm, U.O. 2

4,0
35
3,0 -
2,5 1
2,0 -
1,5
1,0

05 -
0,0 ‘

progib [mm]

linearna teorija

------- nelinearna teorija

0 01

prirast opterecenja

02 03 04 05 06 07 08 09 1
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=421 N

sila F

t=8 mm

Linearni proracun

Nelinearni proracun

Pate DBpCE tmm)

I 1. 3101
-1, 7886

-1.7542 [P 1]

progib - U.O. 1

Piate Dmp D2 (mm)

0.8
l -1,30938
=1, 7aff

0,HHH

progib

-U.O0. 1

-1, 74568

-1, 7642 {PL1]

-t 3001

progib - U.O. 2

Flate Cisn:0E {mim]

progib

-U.0.2

progib [mm]

1,8 4

Staklo 8 mm, U.O. 2

0,0

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

prirast opterecenja
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Iz rezultata zakljucujemo da geometrijska nelinaernost kod proracunate plo¢e ima svoje
znacenje ako su zadovoljeni slijedeci uvjeti:

— rubni uvjeti su takvi da omogucuju prihvacanje uzduznih sila koje nastaju u ploci
— progib ploce je puno veci od njene debljine

Za ploce c¢ija je nosivost ispitana pomocu hidrauli¢ne prese nelinearni prorac¢un nema smisla
jer su oba lezaja ploce bila klizna.
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ZAKLJUCAK

7 ZAKLJUCAK

Metoda konac¢nih traka razvila se kao jedna od varijanti metode kona¢nih elementa i
to specificno za projektiranje mostova. Njezina se upotreba ogranicava na modeliranje
prizmati¢nih struktura kao npr. ploce. Zbog toga je njeno koristenje prihvatljivo i kod
modeliranja staklenih plo¢a. Naime, propisi za staklo ASTM ograni¢eni su na pravokutne
staklene ploce, jednoliko rasporedeno kontinuirano optereéenje i samo neke odredene uvjete
oslanjanja. lako dimenzioniranje stakla prema dozvoljenim naponima ne obuhvaca sve
faktore koji utjeCu na njegovu nosivost, za neke druge slucajeve optereenja i uvjete
oslanjanja staklene plo¢e moramo modelirati.

Kako su geometrijske karakteristike staklenih ploca cesto takve da je debljina
mnogo manja od ostalith dviju dimenzija, neophodan je proracun koji uzima u obzir
geometrijsku nelinearnost. Iz niz pokusa i proracuna pokazalo se da je nelinearni proracun
metodom Eonaénih traka bliZi rezultatima iz laboratorijskih ispitivanja kada je rije¢ o vec¢im
progibima—pa mozemo zakljuciti da je u nekim slucajevima upotreba metode konacnih traka
opravdana kao alternativa metodi konac¢nih elemenata.

'M.S. Cheung, W. Li, S.E. Chidiac, Finite Strip Analysis of Bridges, E & FN Spon, London 1996, str. 191.
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