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O konzervativnih integracijskih shemah za dinamiko kinematično točnih nosilcev
M. Gams
, M. Saje1, I. Planinc1, G. Jelenić

On conservative time-integration schemes of dynamics of 
Povzetek.
Predstavljenih je nekaj značilnih energijsko konzervativnih shem za časovno integracijo enačb dinamike nosilcev.  Predstavljeno je skupno izhodišče algoritmov in analizirane so njihove lastnosti, podobnosti in razlike. Teoretične ugotovitve so preverjene na računskem primeru.
Abstract.
Typical energy-conserving time-integration schemes are presented. A common idea that can be used to derive any of these schemes is presented. Theoretical deductions are verified on a representative numerical example.
1 Uvod
V tem delu želimo predstaviti in analizirati pet različnih časovnih integratorjev, ki ohranjajo mehansko energijo za geometrijsko točne ravne elastične ravninske nosilce: algoritem Standerja in Steina (StSt) [8], poenostavitev Simo, Tarnow in Doblarejevega algoritma na ravninske nosilce (STD) [7], algoritem  Ibrahimbegovića in Mamourija (IM) [3] ter dve verziji šibkega algoritma (šibki 1, šibki 2) [2]. Bistvo članka je predstavitev ugotovitve, da lahko najdemo skupno izhodišče teh algoritmov ter nasploh prikazati podobnosti in razlike med njimi. Algoritme tudi numerično implementiramo in jih primerjamo med sabo na karakterističnem problemu.
Ključni motiv za razvoj in uporabo konzervativnih časovnih integratorjev (t.j. integratorjev, ki ohranjajo določene ali pa vse količine gibanja – mehansko energijo, gibalno in vrtilno količino) je, da s časovnimi integratorji, ki so bili razviti za linearne probleme, ne moremo uspešno reševati nelinearnih problemov. Rešitev namreč pogosto izkazuje nekontrolirano rast mehanske energije in to celo, če je v shemi vključeno dušenje [1]

 REF _Ref169495787 \r \h 
[5]. Taka rešitev je fizikalno nesmiselna, poleg tega pa vodi v izgubo stabilnosti reševanja, ki se pokaže z izgubo konvergence Newton-Raphsonovega postopka za reševanje sistema nelinearnih enačb.
Klasični pristop (tudi in predvsem iz linearnih problemov) zapiše enačbe problema (gibanja), jih diskretizira in reši. Pri tem se pričakuje avtomatično ohranjanje energije in količin, kar pa se ne zgodi. V tem članku prikazujemo drugačen pristop, s povsem drugim izhodiščem. Izhodišče je eno samo in skupno vsem predstavljenim algoritmom – zahteva po ohranitvi energije. Iz tega skupnega izhodišča do končnih vodilnih enačb problema je možnih več poti, od tod relativno veliko število algoritmov, ki jih opisujemo.  

2 Osnovne enačbe problema
Delo obravnava elastične, v začetni legi ravne ravninske nosilce dolžine 
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 z neomejenimi pomiki in zasuki. 
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Slika 1:  Koordinatni sistem, nedeformiran in deformiran nosilec (levo), rezultante napetosti (desno).
Lokacija poljubne točke na osi nedeformiranega nosilca je določena s krajevnim vektorjem 
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V enačbi 
(1)

 je  GOTOBUTTON ZEqnNum420715  \* MERGEFORMAT  ločna koordinata, 
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 je zasuk  nosilca v začetni legi. Poljubna točka na osi v deformirani legi je določena z vektorjem
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kjer je 
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 vektor pomikov. Interpolacija pomikov, ki je uporabljena v vseh opisanih integratorjih, inherentno zajame tudi interpolacijo krajevnega vektorja, saj lahko zaradi lastnostni 
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V enačbi 
(3)

 smo s  GOTOBUTTON ZEqnNum395483  \* MERGEFORMAT  označili interpolacijske polinome. Problem v splošnem opisujejo tri skupine enačb: kinematične enačbe 
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konstitucijske enačbe
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in ravnotežne enačbe, podane s principom virtualnega dela 
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V enačbah 
(6)

 smo uporabili naslednje oznake: (4)

– GOTOBUTTON ZEqnNum705062  \* MERGEFORMAT  za rotacijsko matriko, (
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) za odvod po ločni koordinati 
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 za rezultante napetosti v lokalnem koordinatnem sistemu, 
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 za elastični modul, 
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za strižni modul, 
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 za ploščino prečnega prereza, 
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 za ploščino strižnega prečnega prereza, 
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za vztrajnostni moment, 
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 za osne in strižne deformacije, 
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 za upogibno deformacijo, 
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 za linijsko obtežbo po nosilcu, 
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 za momentno linijsko obtežbo ter 
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in 
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 za robne sile in pomike. Z 
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 smo označili variacijo, z nadpisano piko pa odvajanje po času. 
3 Izhodišče izpeljav algoritmov
Čeprav avtorji različnih algoritmov v svojih člankih predstavljajo različne izhodiščne ideje, se jih da vse izpeljati in dokazati iz ene same ideje oz. principa. To je zahteva o ohranitvi energije in njena povezava z enačbami problema.

Če s 
[image: image30.wmf]P

 označimo mehansko energijo nosilca, s podpisanima indeksoma n in n+1 pa dva zaporedna časovna koraka, lahko kriterij ohranitve energije zapišemo kot 
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Vodilna misel oz. ideja izpeljave je zapisati pogoj 
(7)

 v odvisnosti od  enačb gibanja oz. njihovega residuala. Z vpeljavo oznake  GOTOBUTTON ZEqnNum195875  \* MERGEFORMAT  za algoritemski residual 
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-tega vozlišča pri zaenkrat poljubnem času m (izkaže se, da je to sredinski oz. “midpoint” čas 
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), je naš cilj zapisati enačbe v obliki 
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Podpisana indeksa 
[image: image36.wmf]N

 in 
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 pomenita, da se sklicujemo na tisti del residuala, ki se nanaša na translacijske sile in momente. Vsa umetnost izpeljav leži v naši sposobnosti zapisati pogoj 
(8)

, to je v tem, da smo sposobni iz enačb eksplicitno izpostaviti inkremente diskretnih pomikov (7)

 v obliki  GOTOBUTTON ZEqnNum195875  \* MERGEFORMAT  in zaskov 
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3.1 Enačbe gibanja pri posameznih integracijskih shemah
Pot do cilja pa se v posameznih algoritmih nekoliko razlikuje, povsod pa temelji na ustrezni časovni diskretizaciji in specifičnih ukrepih, s katerimi se lahko poleg ohranjanja energije zagotovi tudi ohranjanje gibalne in vrtilne količine. V grobem lahko algoritme  ločimo na dve skupini: (i) tiste, ki uporabljajo kinematične enačbe v osnovni obliki (StSt, STD in IM) ter (ii) tiste, ki uporabljajo kinematične enačbe v šibki (časovno odvajani) obliki (obe verziji šibkega algoritma). 

Dokaz ohranitve energije v algoritmu StSt temelji izključno na posebni časovni diskretizaciji, ki jo lahko povzamemo z naslednjimi pravili: (i) vrednosti pomikov in deformacij v sredinski točki (midpointu) se upošteva v povprečnem smislu, (ii) hitrost v sredinski točki se računa kot povprečje hitrosti ali kot razlika pomikov, deljena z inkrementom časa 
[image: image40.wmf]t

D

, (iii) pospešek v sredinski točki se računa kot razlika hitrosti, deljena z inkrementom časa. Žal pa, kot bomo pokazali v nadaljevanju, algoritem StSt ne ohranja vrtilne količine.

Algoritem STD nadgradi algoritem StSt z ohranjanjem vrtilne količine tako, da  namesto pravih (fizikalnih) inkrementov rotacij v formulacijo vpelje skalirane inkremente rotacij. Rotacije bi v splošnem lahko skalirali s poljubnim faktorjem, toda le eno skaliranje nam bo zagotovilo ohranjanje vrtilne količine in to skaliranje nam podaja algoritem STD:



[image: image41.wmf]tan

2

2

S

j

jj

j

D

D=D

D

.
 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (9)

Indeks S označuje skaliranje. Z uvedbo skaliranih inkrementov rotacij postanejo slednje osnovne neznanke problema. To pomeni, da morajo biti pri implementaciji ravno inkrementi skaliranih rotacij interpolirane količine ter da mora potekati račun rotacij prek   ‘antiskaliranja’ inkrementov skaliranih rotacij.
Algoritem IM je v osnovi identičen algoritmu STD, le da interpolira skalirane inkremente rotacij na nivoju dokaza ohranjanja energije ter neskalirane rotacije na nivoju njihovega računa. To je napaka, saj bi morali rotacije računati z antiskaliranjem skaliranih rotacij. Zato ta algoritem slabše ohranja mehansko energijo, čeprav se z manjšanjem časovega koraka  napaka manjša. To je v nasprotju z dokazom o ohranjevanju mehanske energije, saj ta zagotavlja ohranjanje za poljuben časovni korak. Kljub tej napaki oz. pomanjkljivosti pa algoritem uspešno ohranja vrtilno količino.
Šibka algoritma uporabljata enako časovno diskretizacijo kot ostali algoritmi, le da uporabljata kinematične enačbe v časovno odvajani obliki:
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Posledica upoštevanja enačb v taki obliki je zadostitev kriteriju za ohranjanje energije in vrtilne količine brez vpeljave skaliranih inkrementov rotacij. Izpeljava pa dopušča dva načina časovne diskretizacije rotacijske matrike: (i)  ‘pravo’ diskretizacijo, ki računa matriko pri sredinskem času in (ii) trapezno diskretizacijo rotacijske matrike, v obeh primerih brez izgube ohranjevalnih lastnosti. 
Zaradi prostorske omejenosti prikazujemo samo rezultate teh izpeljav (podrobnejši opis za algoritma StSt in STD se nahaja v [4]):
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kjer je 
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Tabela 1: Vrednosti parametrov 
[image: image45.wmf], 

AB

 in 
[image: image46.wmf]C

 so pri posameznih algoritmih različne.
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3.2 Podobnosti in razlike posameznih algoritmov
Kot je bilo omenjeno, lahko algoritme v grobem delimo na dve veliki skupini glede na obliko kinematičnih enačb, ki jih uporabimo v izpeljavi. Tej fundamentalni razliki v izpeljavi lahko pripišemo še fundamentalno razliko v rezultatih. Izkaže se, da če uporabimo kinematične enačbe v krepki obliki, izpeljane ravnotežne enačbe niso enake ravnotežnim enačbam v klasičnem smislu (6)

. To pomeni, da ravnotežje v klasičnem smislu ne velja, temveč velja ravnotežje v ''algoritemskem'' smislu. V primeru uporabe šibkih kinematičnih vezi pa so izpeljane ravnotežne enačbe enake klasičnim. 
V vsakem primeru gre torej za neke vrste kupčijo – en fizikalni zakon zamenjamo za drugega, pri čemer imamo na voljo dve možnosti: (i) klasično obliko ravnotežja prodamo za algoritemsko v zameno za ohranjanje energije, ali pa (ii) točne kinematične zveze zamenjamo za njihovo odvajano obliko (obliki po diskretizaciji nista enakovredni) v zameno za ohranjanje energije. 
Ker je naša prioriteta stabilnost reševanja, nam te kupčije ni težko skleniti, vprašanje pa ostaja, katera izmed teh dveh možnosti je boljša. Ker analitične rešitve, s katero bi lahko naše diskretizirane rešitve primerjali, ne poznamo, na to vprašanje trenutno ne nudimo odgovora. 
4 Pogoji ohranjanja gibalne in vrtilne količine
V [4] je dokazano, da je pogoju za ohranjanje gibalne količine
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v vseh omenjenih algoritmih zadoščeno, če na sistem ne deluje obtežba. To je posledica primerne časovne diskretizacije. Pogoj za ohranjanje vrtilne količine v odsotnosti obtežbe 
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pa se da zapisati v odvisnosti od parametrov, ki nastopajo v tabeli 1. Za ohranjanje vrtilne količine mora namreč veljati 
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Takoj lahko opazimo, da temu pogoju zadoščajo vsi algoritmi razen algoritma StSt. Omenimo še, da za ohranjanje gibalne in vrtilne količine konstrukcija ne sme imeti podpor. 

5 Računski primer  - leteči špaget

Problem letečega špageta sta predlagala Simo in Vu-Quoc v članku [6] in je nadvse primeren za preverjanje konzervativnih lastnosti integratorjev. Leteči špaget modeliramo z 10 m dolgim nosilcem v breztežnostnem stanju, ki je v začetnem stanju  nagnjen, kot je prikazano na sliki 2, levo. Na spodnje vozlišče delujeta točkovna sila in moment, ki po 2.5 s nehata delovati in špaget nadaljuje prosti let do končnega časa 10 sekund. Odvisnost obtežbe od časa je prikazana na sliki 2, desno. 

[image: image57.wmf]
Slika 2:  Geometrijski podatki in potek obtežbe v odvisnosti od časa za leteči špaget.
Materialni podatki so: 
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. V analizi je uporabljenih 10 kvadratičnih končnih elementov z reducirano integracijo. Rezultati v tabelah 2 in 3 prikazujejo ''nihanja'' izbranih opazovanih količin (razliko največje in najmanjše vrednosti) od trenutka, ko obtežba preneha delovati, do konca časa 10 s in potrjujejo teoretične ugotovitve – velikostni red ohranjanja količin je približno enak velikosti  residuala g|| v vseh primerih razen pri algoritmu IM, ki ne ohranja energije in StSt, ki ne ohranja vrtilne količine. 
Tabela 2: Ohranjanje količin pri časovnem koraku t =0.1 s v časovnem intervalu 
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	STD
	IM
	StSt
	Šibki 1
	Šibki 2

	
	2.3E-11
	3.3E-01
	1.1E-10
	1.6E-10
	1.1E-10

	g||
	7.9E-12
	1.1E-11
	1.5E-11
	1.4E-11
	1.3E-11

	px
	1.1E-13
	2.1E-13
	9.9E-14
	2.1E-13
	8.2E-14

	py
	3.9E-14
	4.5E-14
	1.7E-13
	5.0E-14
	1.3E-13

	L
	6.3E-12
	6.1E-12
	9.8E-02
	4.2E-11
	3.2E-11


Tabela 3: Ohranjanje količin pri časovnem koraku t =0.00078125 s v časovnem intervalu 
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	STD
	IM
	StSt
	Šibki 1
	Šibki 2

	
	1.6E-09
	2.9E-05
	3.4E-09
	5.6E-09
	3.7E-09

	g||
	2.0E-09
	2.1E-09
	4.4E-09
	4.9E-09
	3.9E-09

	px
	2.5E-10
	2.9E-10
	1.4E-10
	4.1E-10
	1.9E-10

	py
	9.2E-11
	1.6E-10
	1.2E-10
	1.5E-10
	1.0E-10

	L
	1.7E-09
	1.7E-09
	5.9E-06
	3.2E-09
	2.7E-09


6 Zaključki

V prispevku smo prikazali skupno izhodišče skupine petih algoritmov z ohranjanjem energije, podobnosti in razlike med njimi ter primerjali njihovo delovanje z računskem primerom.
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