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Sažetak 

Koristeći saznanja matematičke ekonomije i ekonometrije u radu ćemo pokazati alternative biranja modela. Dat ćemo neke efikasne metode za procjenu parametara
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1. Uvod 

U ratarskoj, stočarskoj i bilo kojoj drugoj proizvodnji vrlo je važno dovoljno rano imati dobru procjenu prinosa. Ovaj problem promatrao je Singh 1992. godine. Pri tome je korištena obična logistička funkcija. Na osnovi podataka dobivenih od Agronomy Division of Indian Agricultural Research Institute, New Delhi, a koji su predstavljali količinu suhe tvari i težinu klasa po kvadratnom metru na poljima pšenice i riže počevši od šestog tjedna nakon zasijana, pa sve do žetve, procjenjena je gornja asimptota logističke funkcije. Na osnovi toga direktno se procjenjuje prinos. Ta procjena kasnije se mogla usporediti sa stvarnim prinosom nakon žetve.

U ovom radu ponudit će se više alternativa biranja modela rasta i efikasna metoda za procjenu parametra koji predstavlja procjenu prinosa. Budući da se na ovaj način mogu koristiti realniji modeli rasta, može se očekivati da će rezultati procjene prinosa biti pouzdaniji. Na taj način može se računati i s boljim ekonomskim efektima u poljoprivrednoj proizvodnji.
2. Metoda procjene prinosa

Pretpostavimo da su poznati podaci o kretanju prirasta neke ratarske kulture ili neke vrste stoke. Označimo te podatke s [image: image2.png](t.y), i=12,




. Ovdje [image: image4.png]


 predstavlja vremenski trenutak, [image: image6.png]i



 veličinu prirasta, a [image: image8.png]


 broj podataka. Podatke ćemo upotrijebiti u svrhu procjene parametra matematičkog modela s kojim ćemo opisivati prirast. Pri tome ćemo upotrijebiti nekoliko najpoznatijih modela sa zasićenjem.

a) OPĆA EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA. Funkcija model

               [image: image10.png]v(t) = A(1 — be™)



      (1)                                         

koju nazivamo Opća eksponencijalna funkcija. Uz početni uvjet [image: image12.png]y(0)




 funkcija (1) prima oblik





   [image: image14.png]y(t) =A(1—e™)



       (2)

b) VAN BERTALANFY MODEL . Matematički model opisan diferencijalnom jednadžbom:




 [image: image16.png]y'© = ay (1) - By(2)



      (3)            
                 

je Bernoullijeva diferencijalna jednadžba čije je opće rješenje 





    [image: image18.png]y(t) = A(1 — be™)°





      
  (4)

gdje je
[image: image20.png]


, pri čemu je c integraciona konstanta.  Uz početni uvjet[image: image22.png]y(0)=o0



 funkcija (4) prima oblik





      [image: image24.png]y(t) = A(1—e™)°



     (5)  



     

c) LOGISTIČKA FUNKCIJA. Rješenja tzv. Verhulstove diferencijalne jednadžbe iz 1836. Godine
                                            [image: image26.png]y'(t) = cy(D)(A—y(D))



     (6) 



     

je poznata logistička funkcija





      [image: image28.png]


   

(7)


     

U logističkom modelu (6) pretpostavlja se da na prirast utječe trenutna vrijednost varijable [image: image30.png]


 i biološki potencijal [image: image32.png]A—y(t)



. Logistička funkcija (7) centralno je simetrična s obzirom na točku infleksije [image: image34.png]


. 

d) GENERALIZIRANA LOGISTIČKA FUNKCIJA. Da bi se naglasio utjecaj trenutne vrijednosti varijable [image: image36.png]


 ili biološkog potencijala [image: image38.png]A—y(t)



 Nelder (1961) kod bioloških istraživanja i Lewandowski ko marketinških istraživanja postavili su model
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      (8)
     
     

Rješenje jednadžbe (8) je tzv. generalizirana logistička funkcija
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      (9)

Njezin graf je negativno simetričan, a točka infleksije [image: image44.png]n?, )
I e,




 je kod bioloških organizama niže postavljena (koeficijent asimetrije [image: image46.png]


 znatno je manji od 1).

Svi navedeni modeli asimptotskog rasta imaju oblik





[image: image48.png]v(t;A,p) = Ag(t:p)



,      (10)  


gdje je A gornja asimptota, a p vektor parametra, koje treba procjeniti na osnovi podataka mjerenja [image: image50.png](t.y), i=12,




. Procjena se obavlja na bazi metode najmanjih kvadrata minimiziranjem funkcionala




[image: image52.png]F(Ap) = ZZ,(Ag(t;p) —v)°



   (11)                       ako pretpostavimo da je vektor [image: image54.png]


 poznat onda funkcional [image: image56.png]


 postaje funkcija jedne varijable




    [image: image58.png]


       (12)                                      

gdje je [image: image60.png]


, a njegova prva i druga derivacija zadane su sa:


[image: image62.png]1,(Ag? —yvi9), F(A)=2XZ, g7



                (13)

Ovdje je lako zaključiti da  funkcija postiže svoj globalni minimum u točki
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 Koristeći (14) funkcional (11) možemo zapisati kao 
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Prije svega je potrebno provesti minimalizaciju funkcionala G. Ako se vektor parametar sastoji samo od jedne komponente, onda treba primjeniti algoritam za jednodimenzionalnu minimizaciju. Ako se vektor parametara sastoji više od jedne komponente, onda minimizaciju funkcionala G možemo provesti Gauss-Newtonovom ili Levenberg-Marquardtovom metodom. Nakon toga primjenom formule (14) direktno dobivamo traženu vrijednost parametra A.

Ovako izgleda funkcija g za navedene funkcije-modele rasta:

a) OPĆA EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA:
[image: image69.png]gltiy) =1—e"




b) VAN BERTALANFY FUNKCIJA:
[image: image70.png](1—e™)?





c)  LOGISTIČKA FUNKCIJA:
[image: image71.png]1

9(b.e9) = e




d) GENERALIZIRANA LOGISTIČKA FUNKCIJA:
[image: image72.png]gten) ==
1+ beor




Za kraj ćemo navesti još dva primjera da bismo vidjeli kako to izgleda u praktičnom slučaju.
PRIMJER 1.  Zadani su podaci o prirastu težine kokica [image: image74.png]i



 u kg tijekom prvih 10 tjedana [image: image76.png]


 rasta

	[image: image77.png]



	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	[image: image78.png]i




	0.147
	0.358
	0.641
	0.98
	1.358
	1.758
	2.159
	2.549
	2.915
	3.251


Primjenom prethodno navedenih matematičkih modela rasta, a na osnovi danih podataka, procjenjuje se konačna težina kokice kao optimalna vrijednost parametra A u modelu. Pri tome se proračuni izvode s podacima počevši od 5. tjedna. Opća eksponencijalna funkcija ne može se primjeniti, jer je na osnovi danih podataka prametar c negativan. Za generaliziranu logističku funkciju najprije se procjenjuju parametri na osnovi svih deset podataka. Tako dobiveni parametar [image: image80.png]


 nakon toga je korišten u svim proračunima.

U slijedećoj tablici prikazane su vrijednosti procjene konačnog prirasta na bazi prvih k, k=5,6,7,8,9,10 podataka za sve promatrane matematičke modele.

PROCJENA PRIRASTA KOKICA

	Proračun
	Kraj 

tjedna
	Opći 

eksp. 

model
	Von

Bertalanfy

model
	Logistički

model
	Generalizirani

logistički

model

	1

2

3

4

5

6
	5

6

7

8

9

10
	-

-

-

-

-

-
	2.24

2.84

3.36

3.80

4.14

4.41
	1.90

2.35

2.75

3.11

3.42

3.70
	2.70

3.21

3.61

3.94

4.21

4.41


PRIMJER 2. Zadani su podaci o prirastu težine nemačkog landrasa [image: image82.png]V;



 u kg od trenutka kad je postigao 30 kg dok ne postigne 100 kg

	[image: image83.png]i




	90
	104
	118
	132
	146
	160
	174
	188
	194

	[image: image84.png]



	30
	39
	48
	58
	67
	76
	86
	95
	100


Primjenom prethodno navedenih matematičkih modela rasta, a na osnovi danih podataka, procjenjuje se konačna težina ove svinjske pasmine kao optimalna vrijednost parametra A u modelu. Pri tome se proračuni izvode s podacima počevši od 5. mjerenja.

Slično kao u prethodnom primjeru opću eksponencijalnu funkciju nije moguće primjeniti, jer je na osnovi danih podataka paramtar c primio negativnu vrijednost. Za generaliziranu logističku funkciju primjenjen je također postupak kao u prethodnom primjeru.

U slijedećoj tablici prikazane su vrijednosti procjene konačnog prirasta na bazi prvih k, k=5,6,7,8,9,10 podataka za sve promatrane matematičke modele.
	Proračun
	Dan


	Opći exp.

model


	Von

Bertalanfy

model
	Logistički

model
	Generalizirani

logistički

model

	1

2

3

4

5
	5

6

7

8

9
	-

-

-

-

-
	163

164

172

177

183
	101

107

120

129

136


	140

141

161

170

183


Zaključak 

Dva bitna područja ekonomije, vezana uz odlučivanje, su matematička ekonomija i ekonometrija. Matematička ekonomija koristi se za formaliziranje ekonomskih modela koje ekonomska teorija pretpostavlja dok ekonometrija primjenjuje statističke metode na stvarne podatke da bi ocjenila modele koje ekonomska teorija pretpostavlja.

Ovim radom ukazujemo da stoji na raspolaganu mnoštvo zahtjevnih modela koji mogu biti od velike koristi u procjeni prinosa
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