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Poglavlje 1

Uvod

Osnovni objekt prou£avanja ovog rada su potprostori Feigin � Stojanovskog
za a�ne Lijeve algebre g̃ = sl(` + 1,C)̃, formule formalnih karaktera tih
prostora te sustavi rekurzivnih jednadºbi me�u karakterima.
Za Liejevu algebru g = sl(`+1,C) (s Cartanovom podalgebrom h, odgovara-
ju¢im sistemom korijena R te korijenskom dekompozicijom s �ksiranim kori-
jenskim vektorima xα) promatramo izabranu Z−gradaciju g = g−1⊕ g0⊕ g1

takvu da je h ⊂ g0. Skup korijena od g1 ozna£imo s Γ.
Pripadnu a�nu Liejevu algebru ozna£avamo s g̃, centralni element s c, a
�ksirane realne korijenske vektore s xα(n). Gradacija algebre g inducira
Z−gradaciju na g̃:

g̃ = g̃−1 ⊕ g̃0 ⊕ g̃1.

Ovdje je g̃1 = g1 ⊗ C[t, t−1] komutativna Liejeva algebra s bazom

{xγ(j)|j ∈ Z, γ ∈ Γ}.

Za standardni g̃−modul nivoa k = Λ(c) s pripadnim vektorom najve¢e teºine
vΛ de�niramo potprostor Feigin-Stojanovskog W (Λ) kao g̃1−podmodul od
L(Λ):

W (Λ) = U(g̃1) · vΛ ⊂ L(Λ).

Kako bismo dali motivaciju za prou£avanje potprostora Feigin-Stojanovskog,
iznijet ¢emo nekoliko povijesnih napomena.
Lepowsky i Wilson ([LW1] � [LW4]) pokazali su da se produktna strana £uve-
nih Rogers-Ramanujanovih identiteta pojavljuje pri glavnoj specijalizaciji ka-
raktera odre�enih ireducibilnih reprezentacija najjednostavnije a�ne Liejeve
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algebre sl(2,C)̃. Koriste¢i konstrukciju osnovnih reprezentacija te algebre
pomo¢u verteks operatora daju isklju£ivo u teoriji Liejevih algebri zasnovan
dokaz Rogers-Ramanujanovih identiteta. Produktna strana takvih identiteta
proizlazi u pravilu iz Weyl-Kacove formule karaktera, dok strana koja sadrºi
sumu slijedi iz konstrukcije kombinatorne baze prou£avanih modula. Stoga
se kao zanimljiv problem pokazuje upravo poku²aj opisa kombinatornih baza
nekih modula (ili nekih njihovih potprostora) a�nih Liejevih algebri.
Nakon ovih uspjeha uslijedili su poku²aji da se kroz teoriju Liejevih al-
gebri i verteks operatora prona�u i dokaºu i neki drugi identiteti Rogers-
Ramanujanovog tipa. Meurman i Primc u [MP1] daju konstrukciju i do-
kaz linearne nezavisnosti kombinatornih baza standardnih sl(2,C)̃−modula,
odakle slijedi dokaz jo² nekih identiteta Rogers-Ramanujanovog tipa. Dva
do tada nepoznata identiteta dobiva Capparelli rade¢i na opisu baza stan-
dardnih modula nivoa 3 za a�nu Liejevu algebru A

(2)
2 (vidjeti [C]). U [MP2]

Meurman i Primc razvijaju novu tehniku kori²tenjem tzv. anihiliraju¢ih po-
lja za konstrukciju kombinatornih baza standardnih sl(2,C)̃−modula, dok u
[MP3] dodatno razviv²i ovaj postupak daju opis baze osnovnog modula za
sl(3,C)̃.
Feigin i Stojanovski (vidjeti [FS]) kori²tenjem kombinatorne baze tzv.
glavnog potprostora osnovnog sl(2,C)̃−modula L(Λ0) (sli£nog potprostoru
Feigin-Stojanovskog) dolaze do strane Rogers-Ramanujanovih identiteta koja
sadrºi sumu, dok produktnu stranu (jer direktan analogon Weyl-Kacove for-
mule karaktera za glavne potprostore ne postoji) ra£unaju razvijenim geome-
trijskim metodama. Pro²iriv²i pristup iz [FS], direktnom konstrukcijom baza
glavnih potprostora G. Georgiev u [G] dolazi do formula karaktera za glavne
potprostore svih standardnih sl(l + 1,C)̃−modula.
Capparelli, Lepowsky i Milas koriste strukturu sl(2,C)̃−modula L(kΛ0)
kao algebre verteks operatora te teoriju operatora ispreplitanja da do-
biju Rogers-Ramanujanove rekurzije i Rogers-Selbergove rekurzije (vidjeti
[CLM1] i [CLM2]). Dobiveni sustav rekurzivnih relacija otkrio je i rije²io ve¢
G. Andrews rade¢i na tzv. Gordonovim identitetima (vidjeti npr. u [A1]).
U kontekstu teorije Liejevih algebri rje²enje tog sustava predstavlja zatvo-
rene izraze za formalne karaktere potprostora Feigin-Stojanovskog za Liejevu
algebru sl(2,C)̃, i to za sve standardne module op¢eg cjelobrojnog nivoa k.
U [FJMMT] autori dualni prostor potprostora Feigin-Stojanovskog za stan-
dardne sl(3,C)̃−module proizvoljnog nivoa ulaºu u prostor simetri£nih poli-
noma i de�niraju na njemu tzv. Gordonovu �ltraciju. Iz eksplicitnog ra£una
komponenti pripadnog graduiranog prostora (uz kori²tenje verteks operatora)
slijede na odgovaraju¢i na£in specijalizirane formule karaktera potprostora
Feigin-Stojanovskog nekih standardnih modula proizvoljnog nivoa.
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Pristup Mirka Primca (vidjeti [P1]) vodi do konstrukcije kombinatorne baze
(parametrizirane tzv. (k, l)−dopustivim kon�guracijama) svih potprostora
Feigin-Stojanovskog za a�ne Liejeve algebre tipa A`. U [P2] Primc daje do-
kaz linearne nezavisnosti potprostora W (Λ0) (za sve klasi£ne proste Liejeve
algebre g i sve izbore gore opisane Z−gradacije) pomo¢u formule karaktera za
kristalne baze. Koriste¢i metodu koju su razvili Capparelli, Lepowsky i Milas,
Primc u [P3] daje i jednostavniji dokaz linearne nezavisnosti kombinatorne
baze.
�injenica da je kombinatorni opis baze poznat za proizvoljan rang ` i nivo
k, te postojanje odgovaraju¢ih operatora ispreplitanja i tzv. operatora proste
struje [ω], otvara mogu¢nost da se poku²aju napisati sustavi rekurzivnih re-
lacija me�u formalnim karakterima potprostora Feigin-Stojanovskog istog
�ksnog nivoa. Rje²avanje ovih sustava vodilo bi do formula karaktera pot-
prostora Feigin-Stojanovskog za vi²e rangove i proizvoljne nivoe. To je pristup
kojeg ¢emo u ovom radu koristiti.
Dajemo sada pregled najbitnijih rezultata. Najprije dokazujemo rezultat o
egzaktnosti nekih nizova potprostora Feigin-Stojanovskog istog �ksnog nivoa
k za sl(` + 1,C)̃:
Propozicija 4 Sljede¢i niz je egzaktan:

0 → Wk`,k0,k1,...,k`−1

[ω]⊗k

−−−→ W
ϕ0−→

∏

I1∈D1(K)

WI1

ϕ1−→

ϕ1−→
∏

I2∈D2(K)

WI2

ϕ2−→ . . .
ϕm−1−−−→

∏

Im∈Dm(K)

WIm → 0.

Za �ksnu teºinu Λ = k0Λ0 + · · ·+Λ`k` formalni karakter χ(W (Λ)) de�niramo
formulom

χ(W (Λ))(z1, . . . , z`; q) =
∑

dim W (Λ)m,n1,...,n`qmzn1
1 · · · zn`

` ,

gdje W (Λ)m,n1,...,n` ozna£ava graduirani potprostor W (Λ) monomijalnih vek-
tora stupnja m koji sadrºe ni £lanova oblika xγi

(−ji), ji ∈ N, i = 1, . . . , `.
Iz Propozicije 4 slijedi sustav rekurzivnih relacija me�u formulama karaktera:

χ(W )(z1, . . . , z`; q) =
∑

I∈D(K)

(−1)|I|−1χ(WI)(z1, . . . , z`; q)+

+(z1q)
k0 . . . (z`q)

k`−1χ(Wk`,k0,...,k`−1
)(z1q, . . . , z`q; q).

Rje²enje gornjeg sustava traºimo u obliku

χ(Wk0,...,k`
)(z1, . . . , z`; q) =

∑
n1,...,n`≥0

An1,...,n`

k0,...,k`
(q)zn1

1 . . . zn`
` ,
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gdje su An1,...,n`

k0,...,k`
(q) racionalne funkcije formalne varijable q, odakle slijedi

An1,...,n`(q) =
∑

I∈D(K)

(−1)|I|−1An1,...,n`

I (q) + qn1+···+n`A
n1−k0,...,n`−k`−1

k`,k0,...,k`−1
(q). (1.1)

Sljede¢a propozicija garantira jedinstvenost rje²enja gornjeg sustava rekur-
zivnih jednadºbi:
Propozicija 10 Za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva k0, . . . , k` takvih
da je k0 + · · · + k` = k i za sve izbore nenegativnih cijelih brojeva n1, . . . , n`

takvih da je ni ≥ ki−1, i = 1, . . . , `, za racionalne funkcije formalne varijable
q koje zadovoljavaju sustav (1.1) vrijedi

An1,...,n`

k0,...,k`
(q) =

qn

1− qn

( ∑
(a1,...,a`)∈B\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)+

+ qn
∑

I∈D(K)

∑
(a1,...,a`)∈BI\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

)
.

Kona£no, rje²avanje gornjeg sustava vodi do zatvorenih formula formalnih
karaktera. Za proizvoljan ` i k = 1 imamo sljede¢u propoziciju:
Propozicija 11 Rje²enje sustava (1.1) za k = 1 i ` proizvoljan glasi:

An1,...,n`
i (q) =

qfi(n1,...,n`)

(q)n1(q)n2 · · · (q)n`

,

gdje je fi(n1, . . . , n`) =
∑`

j=1 n2
j +

∑
1≤j1<j2≤` nj1nj2 +

∑i
j=1 nj, i = 0 . . . `.

Iz Propozicije 11 slijedi da za Wi = W (Λi), i = 0, . . . , `, formula karaktera
glasi

χ(Wi)(z1, . . . , z`; q) =
∑

n1,...,n`≥0

qfi(n1,...,n`)

(q)n1(q)n2 · · · (q)n`

zn1
1 · · · zn`

` .

Dalje, za ` = 2 i proizvoljan nivo k Teorem 12 daje rje²enje sustava (1.1):
Teorem 12 Rje²enje sustava (1.1) za k proizvoljan i ` = 2 dano je s

An1,n2

k0,k1,k2
(q) =

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) · LN1,N2

k0,k1,k2
(q)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

(1.2)
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gdje je N1 = (N1,1, . . . , N1,k), N2 = (N2,1, . . . , N2,k), a

U(n1) = {N1|
k∑

i=1

N1,i = n1, N1,i ≥ N1,i+1, i = 1 . . . k,N1,k+1 := 0},

U(n2) = {N2|
k∑

i=1

N2,i = n2, N2,i ≥ N2,i−1, i = 1 . . . k,N2,0 := 0},

Q(N1, N2) = |N1|2 + |N2|2 + N1 ·N2,

LN1,N2

k0,k1,k2
(q) =

∑
p∈Pk1+k2

qp·N1+fk2
(p)·N2 ·∆p,N1 ,

Pk1+k2 = {(p1, p2, . . . , pk) ∈ {0, 1}k|
k∑

i=1

pi = k1 + k2},

∆p,N1 =
k∏

i=1

(1− δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1) uz pk+1 := 0.

Osim toga, fk2(p) za p ∈ Pk1+k2 ozna£ava ure�enu k−torku dobivenu iz p tako
da sve osim prvih k2 jedinica u£inimo nulama.
Odavdje slijedi eksplicitan izraz za formule karaktera svih potprostora Feigin-
Stojanovskog za g = sl(3,C)̃ (uz oznake kao u iskazu Teorema):

χ(W )(z1, z2; q) =
∑
n1,n2

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) · LN1,N2

k0,k1,k2
(q)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

zn1
1 zn2

2 .

Izloºit ¢emo ukratko i sadrºaj rada prema poglavljima.
U sljede¢em poglavlju dajemo de�nicije polaznih objekata � a�ne Li-
ejeve algebre sl(` + 1,C)̃ i njenih standardnih modula. Dalje, opisujemo
Frenkel-Kac-Segalovu konstrukciju osnovnih modula pomo¢u verteks ope-
ratora i uvodimo operatore ispreplitanja.
U tre¢em poglavlju de�niramo osnovne objekte prou£avanja ovog rada � pot-
prostore Feigin-Stojanovskog, dajemo kombinatorni opis njegove baze i opi-
sujemo odgovaraju¢e koe�cijente operatora ispreplitanja te operator proste
struje.
Egzaktni nizovi tema su sljede¢eg poglavlja � ovdje se najprije uvodi
notacija, iskazuje se propozicija o egzaktnosti nekih nizova potprostora
Feigin-Stojanovskog istog �ksnog nivoa k, potom slijedi niz tehni£kih po-
mo¢nih rezultata, a kona£no i dokaz na po£etku iskazane propozicije o eg-
zaktnosti.
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U petom poglavlju de�niramo formalni karakter potprostora Feigin � Stoja-
novskog, potom na osnovu rezultata iz prethodnog poglavlja izvodimo sustav
rekurzivnih relacija me�u karakterima i dajemo dokaz jedinstvenosti rje²enja
tog sustava.
Sljede¢e, ²esto poglavlje, po£inje pregledom postoje¢ih rezultata u nastojanju
da se na�e zatvorena forma za karaktere potprostora Feigin-Stojanovskog.
Nakon toga dajemo dokaz formula karaktera u slu£aju proizvoljnog ranga i
nivoa 1. Tako�er, dajemo iskaz teorema iz kojeg slijede formule karaktera za
potprostore Feigin-Stojanovskog standardnih modula proizvoljnog nivoa za
a�nu Liejevu algebru sl(` + 1,C)̃. Koriste¢i odgovaraju¢e specijalizacije ovih
formula pokazujemo identi£nost stanovite klase dobivenih formula karaktera
s postoje¢im rezultatima.
U posljednjem, sedmom poglavlju ovog rada kroz niz tehni£kih lema doka-
zujemo Teorem 12, odnosno pokazujemo da su formule karaktera za ` = 2
i proizvoljan nivo iskazane u prethodnom poglavlju, zaista rje²enja sustava
rekurzivnih relacija za formule karaktera potprostora Feigin-Stojanovskog.
Na kraju, ºelio bih zahvaliti svome mentoru prof. dr. sc. Mirku Primcu na
svesrdnoj i nesebi£noj pomo¢i te konstruktivnim sugestijama pri izradi ovog
rada. Zahvaljujem tako�er i Ivani Baranovi¢ i Goranu Trup£evi¢u na prija-
teljskim savjetima i prijedlozima.
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Poglavlje 2

Standardni moduli a�ne Liejeve
algebre

2.1 A�na Liejeva algebra i standardni moduli
Za ` ∈ Z+ ozna£imo s g = sl(`+1,C) Liejevu algebru tipa A` te s h Cartanovu
podalgebru dijagonalnih matrica od g. Ozna£imo dalje s

R = {±(εi − εj)|1 ≤ i ≤ j ≤ ` + 1}

sistem korijena te �ksirajmo proste korijene s αi = εi − εi+1, i = 1, . . . , `.
Imamo standardnu trokutastu dekompoziciju

g = n− ⊕ h⊕ n+.

Neka je 〈·, ·〉 Killingova forma na h∗ normalizirana tako da za maksimalni
korijen θ vrijedi 〈θ, θ〉 = 2. Koristimo identi�kaciju h i h∗ preko 〈·, ·〉: za
µ ∈ h∗ ozna£imo s hµ ∈ h takav da za svaki λ ∈ h∗ vrijedi

λ(hµ) = 〈λ, µ〉.

Dalje, neka su ωi, i = 1, . . . , `, odgovaraju¢e fundamentalne teºine, uz ω0 :=
0.
S Q = Q(R) i P = P (R) ¢emo ozna£avati korijensku, odnosno teºinsku
re²etku od g, redom:

Q =
∑̀
i=1

Zαi, P =
∑̀
i=1

Zωi.
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Neka je g̃ pridruºena (pro²irena) a�na Liejeva algebra

g̃ = g⊗ C[t, t−1]⊕ Cc⊕ Cd

s kanonskim centralnim elementom c, gdje za x, y ∈ g i m,n ∈ Z vrijedi

[x⊗ tm, y ⊗ tn] = [x, y]⊗ tm+n + m〈x, y〉δm+n,0c.

Za operator stupnja d je

[d, x⊗ tn] = nx⊗ tn.

Uvedimo oznaku

x(n) = x⊗ tn

za x ∈ g i n ∈ Z te ozna£imo s

x(z) =
∑

n∈Z
x(n)z−n−1

formalni Laurentov red u formalnoj varijabli z.
Dalje, uz oznake

he = h⊕ Cc⊕ Cd

ñ± = g⊗ t±C[t±]⊕ n±

imamo trokutastu dekompoziciju

g̃ = ñ− ⊕ h̃e ⊕ ñ+.

Prosti korijeni su ovdje {α0, α1, . . . , α`} ⊂ (he)∗, a odgovaraju¢e fundamen-
talne teºine Λ0, Λ1, . . . , Λ` (vrijedi Λi(c) = 1, Λi(d) = 0, i = 0, . . . , `).
Op¢enito, modul V najve¢e teºine (Λ ∈ (h̃e)?) za g̃ je modul generiran vek-
torom najve¢e teºine vΛ takav da je

h.vΛ = Λ(h)vΛ, h ∈ he

x.vΛ = 0, x ∈ ñ+.

Neka je L(Λ) standardni (tj. integrabilni ireducibilan najve¢e teºine)
g̃−modul najve¢e teºine

Λ = k0Λ0 + k1Λ1 + · · ·+ k`Λ`,

gdje k0, k1, . . . , k` ∈ Z+. Ozna£imo s k = Λ(c) = k0 + k1 + · · · + k` nivo tog
modula, a s vΛ vektor najve¢e teºine.
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2.2 Frenkel-Kac-Segalova konstrukcija
Opisujemo poznatu Frenkel-Kac-Segalovu konstrukciju g̃−modula L(Λi),
i = 0, . . . , `, na tenzorskom produktu M(1)⊗C[P ] (vidjeti [FK], [S], [FLM]).
De�nirajmo algebru ĥ

ĥ = h⊗ C[t, t−1]⊕ Cc

i Heisenbergovu podalgebru

ĥZ =
∐

n∈Z\{0}
h⊗ tn ⊕ Cc.

Dalje, neka je s

ĥ± = h⊗ t±1C[t±1]

ozna£en pripadni pozitivni, odnosno negativni dio od ĥ.
Ozna£imo s M(1) Fockov prostor

M(1) = U(ĥ)⊗U(h⊗C[t]⊕Cc) C.

Fockov prostor je ĥZ−ireducibilni inducirani ĥ−modul takav da h⊗C[t] dje-
luje trivijalno na C, a c kao jedinica.
Primijetimo i da je M(1) kao vektorski prostor izomorfan vektorskom pros-
toru simetri£ne algebre S(ĥ−) u beskona£no mnogo varijabli h(−n), n > 0,
na kojoj h(−n) djeluju kao operatori mnoºenja, h(n) kao derivacije, a c kao
jedinica.
Ozna£imo s C[P ] grupnu algebru teºinske re²etke P , £ija je baza {eλ|λ ∈ P},
te s C[Q] grupnu algebru korijenske re²etke Q. De�nirajmo sljede¢e tenzorske
produkte:

VP = M(1)⊗ C[P ]

VQ = M(1)⊗ C[Q].

Na VP moºemo de�nirati strukturu ĥ−modula: ĥZ djeluje kao ĥZ ⊗ 1, a h =
h⊗ t0 kao 1⊗ h, s h(0) danim za λ ∈ P s

h(0).eλ = 〈h, λ〉eλ.

Osim toga, za nezavisne me�usobno komutiraju¢e formalne varijable
z, z0, z1, z2 . . . moºemo na C[P ] de�nirati djelovanje

zλ · eµ = z〈λ,µ〉eµ

11



za λ, µ ∈ P , koje se po linearnosti pro²iruje na £itav VP formulom

zλ = 1⊗ zλ.

Pritom je zλ element (End(VP)){z} � prostora formalnih redova u racional-
nim potencijama od z s koe�cijentima u End(VP).
Na P postoji centralno pro²irenje

1 → 〈eπi/(`+1)2〉 → P̂ → P → 1

kona£nom cikli£kom grupom 〈eπi/(`+1)2〉 reda 2(` + 1)2 sa svojstvom da za
2-kociklus

ε : P × P → 〈eπi/(`+1)2〉
koji odgovara pro²irenju vrijedi

ε(α, β)ε(β, α)−1 = (−1)〈α,β〉

za α, β ∈ Q. Posebno, de�nirat ¢emo za λ, µ ∈ P s

c(λ, µ) = ε(λ, µ)ε(µ, λ)−1

bimultiplikativno alterniraju¢e komutatorsko preslikavanje gornjeg sredi²njeg
pro²irenja.
Za svaki λ ∈ P de�niramo sada sljede¢i red u (End(VP)){z}:

Y (1⊗ eλ, z) = E−(λ, z)E+(λ, z)⊗ eλzλελ,

uz oznake:

E±(h, z) = exp
( ∑

n≥1

h(±n)
z∓n

∓n

)
, h ∈ h

ελe
µ = ε(λ, µ)eµ, λ, µ ∈ P.

VP je graduirani prostor − homogeni vektori su

v =
r∏

i=1

hi(−ni)⊗ eλ

i imamo

deg v = −1

2
〈λ, λ〉 −

r∑
i=1

ni.
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Stoga moºemo de�niciju reda Y pro²iriti na £itav VP tako da za homogene
elemente v de�niramo

Y (v, z) = ◦◦

r∏
i=1

[
1

(ni − 1)!

( d

dz

)ni−1

hi(z)

]
Y (1⊗ eλ, z)◦◦,

gdje ◦◦ ◦◦ ozna£ava normalno ure�eni produkt, koji smje²ta desno operatore
h(n) s nenegativnim n, a lijevo one za negativne n.
Na ovaj na£in smo na VP de�nirali preslikavanje

VP → (End(VP)){z}
v → Y (v, z)

kojim VQ postaje algebra verteks operatora, a VP generalizirana algebra ver-
teks operatora i VQ−modul. Preciznije, vrijedi

VP = VQ ⊕ VQeΛ1 ⊕ · · · ⊕ VQeΛ` ,

gdje su direktni sumandi ireducibilni VQ−moduli.
De�niranjem verteks operatora VP postaje i g̃−modul kod kojeg je djelovanje
xα⊗ tn na VP (α ∈ R, n ∈ Z) dano upravo s xα(n), koe�cijentima pripadnog
verteks operatora Y (eα, z), tj.

xα(z) =
∑

n∈Z
xα(n)z−n−1 = Y (eα, z),

dok je djelovanje h(n) i c otprije de�nirano, a d djeluje kao operator stupnja.
Ovo djelovanje daje strukturu standardnih g̃−modula nivoa 1 na VQ i VQeωj ,
j = 1, . . . , `, s vektorima najve¢e teºine vΛ0 = 1⊗1, vΛj

= 1⊗eωj , j = 1, . . . , `,
redom, tj.

VQ
∼= L(Λ0), VQeωj ∼= L(Λj) ⇒ VP

∼=
⊕̀
j=0

L(Λj).

2.3 Operatori ispreplitanja
Detaljnije ¢emo prou£iti svojstva verteks operatora de�niranih u prethodnom
odlomku.
Naime, za redove E+ i E− vrijedi "komutacijsko" pravilo

E+(−λ, z2)E
−(−µ, z1) =

(
1− z1

z2

)〈λ,µ〉
E−(−µ, z1)E

+(−λ, z2),
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gdje λ, µ ∈ P , a (1 − z1

z2
)〈λ,µ〉 treba razviti po nenegativnim potencijama od

z1

z2
. Iz ovog pravila proizlaze komutacijske relacije za verteks operatore:

E+(−λ, z2)E
−(−µ, z1)⊗ (eλzλ

2 ελ)(e
µzµ

1 εµ) =

= C(z2 − z1)
〈λ,µ〉E−(−µ, z1)E

+(−λ, z2)⊗ eλ+µzλ
2 zµ

1 ελεµ

za neku konstantu C ∈ C×.
Tako�er, za v ∈ VP me�u operatorima Y (v, z) vrijedi Jacobijev identitet.
Specijalno, za u = 1⊗ eλ, v = 1⊗ eµ, gdje je λ ∈ Q,µ ∈ P ,vrijedi

z−1
0 δ

(
z1 − z2

z0

)
Y (u, z1)Y (v, z2)−

− (−1)〈λ,µ〉c(λ, µ)z−1
0 δ

(
z2 − z1

−z0

)
Y (v, z2)Y (u, z1) =

= z−1
2 δ

(
z1 − z0

z2

)
Y (Y (u, z0)v, z2), (2.1)

gdje je δ(z) =
∑

n∈Z zn uobi£ajena delta-funkcija, a binomne izraze koji se
pojavljuju treba razviti po nenegativnim potencijama druge varijable.
Primijetimo da u slu£aju kad je i µ ∈ Q imamo uobi£ajen Jacobijev iden-
titet, jer vrijedi (−1)〈λ,µ〉c(λ, µ) = 1, ²to dokazuje da je VQ algebra verteks
operatora, dok za µ /∈ Q imamo generalizirani Jacobijev identitet, ²to £ini
VP generaliziranom algebrom verteks operatora.
No, i u slu£aju µ /∈ Q ºelimo ukloniti faktor (−1)〈λ,µ〉c(λ, µ). Stoga ¢emo
pomo¢u ve¢ de�niranog verteks operatora Y (v, z) zadati novi operator, i to
tako da za predstavnike netrivijalnih klasa od Q u P , dakle za µ ∈ Λj + Q,
j = 1, . . . , `, stavimo za v = 1⊗ eµ

Y(v, z) := Y (v, z)eiπhΛj c(·, Λj),

dok u slu£aju da je µ ∈ Q de�niramo

Y(v, z) := Y (v, z).

Na taj na£in smo de�nirali novo linearno preslikavanje

VP → (End(VP)){z}
v → Y(v, z).

Sada (2.1) postaje tzv. generalizirani Jacobijev identitet

z−1
0 δ

(
z1 − z2

z0

)
Y (u, z1)Y(v, z2)−
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− z−1
0 δ

(
z2 − z1

−z0

)
Y(v, z2)Y (u, z1) =

= z−1
2 δ

(
z1 − z0

z2

)
Y(Y (u, z0)v, z2), (2.2)

²to zna£i da Y(v, z) de�niraju za µ ∈ Λj + Q, j = 0, . . . , `, operatore ispre-
plitanja tipa

[
n
ji

]
, n ≡ (i + j) mod (` + 1).

Posebno, restrikcije ovih operatora na klase L(Λi) daju preslikavanja

Y(v, z) : L(Λi) → L(Λn){z}

za n ≡ (i + j) mod (` + 1).
Prisjetimo se de�nicije operatora ispreplitanja. Za module W1,W2,W3 dane
algebre verteks-operatora V preslikavanje

Y(·, z) : W1 → (Hom(W2,W3)){z}

naziva se operator ispreplitanja tipa
(

W3

W1 W2

)
ako vrijedi:

1) za sve w1 ∈ W1, w2 ∈ W2 red Y(w1, z)w2 je ograni£en odozdo

2) vrijedi odgovaraju¢i generalizirani Jacobijev identitet

3) za sve w1 ∈ W1 vrijedi tzv. svojstvo derivacije.

2.4 Standardni moduli vi²ih nivoa
Tenzoriranjem k modula nivoa jedan dobivamo modul nivoa k koji je potpuno
reducibilan, a njegove ireducibilne komponente su upravo standardni moduli
nivoa k. Stoga vrijedi:

L(Λ) ⊂ L(Λ`)
⊗k` ⊗ · · · ⊗ L(Λ1)

⊗k1 ⊗ L(Λ0)
⊗k0

s vektorom najve¢e teºine

vΛ = v⊗k`
Λ`

⊗ · · · ⊗ v⊗k1
Λ1

⊗ v⊗k0
Λ0

.

Elementima tenzorskog produkta tako�er moºemo pridruºiti verteks opera-
tore: za v1 ⊗ · · · ⊗ vk ∈ VP ⊗ · · · ⊗ VP de�niramo

Y (v1 ⊗ · · · ⊗ vk, z) := Y (v1, z)⊗ · · · ⊗ Y (vk, z).
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Na taj na£in V ⊗k
Q

∼= L(Λ0)
⊗k postaje algebra verteks operatora, a V ⊗k

P po-
prima strukturu V ⊗k

Q −modula.
Na V ⊗k

P , pa tako i na svakom L(Λ`)
⊗k`⊗· · ·⊗L(Λ0)

⊗k0 , de�niramo i djelovanje
Liejeve algebre za α ∈ R s

xα(z) = Y (eα ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ eα, z) =

= Y (eα, z)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ Y (eα, z) =

= xα(z)⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ xα(z),

²to zna£i da imamo uobi£ajeno djelovanje Liejeve algebre na tenzorskom pro-
duktu modula.
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Poglavlje 3

Potprostori Fegin-Stojanovskog

3.1 De�nicija
Fiksirajmo minimalnu teºinu ω = ω` i de�nirajmo sljede¢u bazu za h∗:

Γ = {α ∈ R|ω(α) = 1} = {γ1, γ2, . . . , γ`|γi = εi − εi+1 = αi + · · ·+ α`}.

Tako imamo de�niranu i Z−gradaciju od g:

g = g−1 + g0 + g1

g0 = h +
∑

ω(α)=0

gα

g±1 =
∑

α∈±Γ

gα.

Pritom ¢e nam biti bitno da je g1 komutativna podalgebra, a g0 na njoj
djeluje adjungiranjem.
Gornjoj Z−gradaciji odgovara Z−gradacija pripadne a�ne algebre g̃:

g̃ = g̃−1 + g̃0 + g̃1,

uz

g̃0 = g0 ⊗ C[t, t−1]⊕ Cc⊕ Cd

g̃±1 = g±1 ⊗ C[t, t−1].

Tako�er, g̃1 je komutativna podalgebra i g̃0−modul te vrijedi

g̃1 = span{xγ(n)|γ ∈ Γ, n ∈ Z}.
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Za svaku integralnu dominantnu teºinu Λ de�niramo potprostor Feigin-
Stojanovskog s

W (Λ) = U(g̃1) · vΛ ⊂ L(Λ),

gdje U(g̃1) ozna£ava univerzalnu omota£ku algebru od g̃1.
De�nirajmo sada skup

Γ̃− = {xγ(−j)|γ ∈ Γ, j ≥ 1}.

Obojanom particijom nazivamo svako preslikavanje

π : Γ̃− → Z+.

Za dani element xγ(−j) broj j zovemo stupanj, γ boja, π(xγ(−j)) frekvencija
tog elementa. Svakoj obojanoj particiji π pridruºujemo odgovaraju¢i monom

x(π) =
∏

xγ(−j)∈Γ̃−

xγ(−j)π(xγ(−j)) ∈ U(g̃1) = S(g̃1)

za kojeg de�niramo:

duljinu l(x(π)) =
∑

xγ(−j)∈Γ̃−

π(xγ(−j))

stupanj |x(π)| =
∑

xγ(−j)∈Γ̃−

π(xγ(−j)) · j

teºinu w(x(π)) =
∑

xγ(−j)∈Γ̃−

π(xγ(−j)) · γ.

Vidimo da svaki π moºemo identi�cirati s nizom (ai)
∞
i=0 s kona£no mnogo

nenul £lanova takvih da je a`(j−1)+r−1 = π(xγr(−j)), pa pi²emo

x(π) = . . . xγ1(−2)a`xγ`
(−1)a`−1 · · · xγ1(−1)a0 .

Prema Poincaré-Birkho�-Wittovom teoremu znamo da postoji razapinju¢i
skup za W (Λ) koji se sastoji od vektora oblika

{. . . xγ1(−2)a`xγ`
(−1)a`−1 · · ·xγ1(−1)a0vΛ|ai ∈ Z+, i ∈ Z+}.

Ovaj ¢emo skup reducirati do skupa tzv. dopustivih vektora, za kojeg potom
slijedi da je i baza potprostora Feigin-Stojanovskog.
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3.2 Ure�aj na obojanim particijama
Na skupu obojanih particija de�niramo parcijalni ure�aj na sljede¢i na£in:
najprije zadajemo leksikografski ure�aj na skupu boja de�niraju¢i da je

γi < γj ako i > j,

²to se podudara sa standardnim ure�ajem na korijenima. Potom na skupu
Γ̃− de�niramo

xγ′ (−j
′
) < xγ′′ (−j

′′
) ako

{
j
′
> j

′′ ili
j
′
= j

′′ i γ
′
< γ

′′
.

S obzirom na komutativnost na U(g̃1) i gornji ure�aj na elementima skupa
Γ̃− svaki monom iz U(g̃1) moºemo napisati s lijeva na desno tako po£nemo s
najmanjim, a zavr²imo s najve¢im.
Kona£no, za dva monoma

x(π1) = xγ1r(−j1r) . . . xγ12(−j12)xγ11(−j11)

x(π2) = xγ2s(−j2s) . . . xγ22(−j22)xγ21(−j21)

zadajemo obratni leksikografski ure�aj tako da je

x(π1) < x(π2)

ako je x(π1) 6= x(π2) i vrijedi jedna od sljede¢ih tvrdnji:

1) l(x(π1)) > l(x(π2))

2) l(x(π1)) = l(x(π2)) i |x(π1)| < |x(π2)|
3) l(x(π1)) = l(x(π2)), |x(π1)| = |x(π2)| i

j1r = j2r, . . . , j1,i+1 = j2,j+1, j1,i > j2,i

za neki r ≥ i ≥ 1

4) l(x(π1)) = l(x(π2)), |x(π1)| = |x(π2)|, j1i = j2i, i = 1, . . . , r i

γ1r = γ2r, . . . , γ1,i+1 = γ2,i+1, γ1i < γ2i

za neki r ≥ i ≥ 1.

Primijetimo da je najve¢i element ovog ure�aja "prazan" monom, u oznaci
x(∅).
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3.3 Uvjeti razlike i po£etni uvjeti
Na svakom standardnom g−modulu L(Λ) nivoa k vrijedi Frenkel-Kac-
Segalova formula

xθ(z)k+1 = 0,

gdje je θ maksimalni korijen (ovdje jednak γ1), a

xθ(z)k+1(z) =
∑

n∈Z
xθ(n)z−n−1.

Koe�cijenti formalnog Laurentovog reda xθ(z)k+1 su sume elemenata iz U(g̃),
pa imamo

∑
j1+···+jk+1=n

xθ(j1) · · ·xθ(jk+1) = 0, n ∈ Z.

Adjungiranim djelovanjem U(g̃0) na monome gornjeg izraza dobivamo rela-
cije oblika

Cx(π)x(π) +
∑

x(π)<x(π′)

Cx(π′)x(π′) = 0

me�u monomima. Monom x(π) (koji je najmanji obzirom na ure�aj de�niran
u prethodnom odlomku) zovemo vode¢i £lan gornje relacije. Njega moºemo
izraziti pomo¢u preostalih, ve¢ih monoma, pa zaklju£ujemo da vode¢e £lanove
moºemo izuzeti iz skupa monoma koji daju razapinju¢i skup za W (Λ).
Op¢enito, vode¢i £lanovi su monomi oblika

x(π) = . . . xγ1(−2)a`xγ`
(−1)a`−1 · · · xγ1(−1)a0

za koje vrijedi

ai + · · ·+ ai+` = k + 1, i ∈ Z+.

Preostaju monomi za £ije frekvencije vrijede tzv. uvjeti razlike

ai + . . . ai+` ≤ k, i ∈ Z+.

Slijedi

Propozicija 1 {x(π)vΛ |x(π) zadovoljavaju uvjete razlike} razapinje W (Λ).
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No, cilj nam je jo² reducirati skup razapinju¢ih monomijalnih vektora do
skupa vektora koji zadovoljavaju i tzv. po£etne uvjete. Promatrajmo najprije
potprostore W (Λj), j = 1, . . . , `. Zanima nas kada vrijedi

xγi
(−1)vΛj

6= 0.

Zbog

〈γi, ωj〉 = 〈αi + · · ·+ α`, ωj〉 =

{
0, i > j
1, i ≤ j

i formule za verteks operator koja de�nira djelovanje g̃ na M(1)⊗C[P ] slijedi
da je

xγi
(−1)vΛj

6= 0 ako i samo ako i > j.

Dalje, iz komutacijskog pravila za operatore E+ i E− slijedi da ¢e za sve
α, β ∈ R takve da je 〈α, β〉 ≥ 1 na svakom standardnom modulu nivoa 1
vrijediti

xα(z)xβ(z) = 0,

odakle zbog 〈γ′ , γ ′′〉 ≥ 1 za sve γ
′
, γ

′′ ∈ Γ posebno vrijedi i

xγ′ (−1)xγ′′ (−1)vΛj
= 0, j = 0, . . . , `,

²to zna£i da na jedan vektor najve¢e teºine moºe netrivijalno djelovati najvi²e
jedan element stupnja −1.
Ako sada promatramo proizvoljan standardan modul L(Λ) nivoa k > 1 s
vektorom najve¢e teºine

vΛ = v⊗k`
Λ`

⊗ · · · ⊗ v⊗k1
Λ1

⊗ v⊗k0
Λ0

,

onda zbog prethodnog identiteta vidimo da ¢e za

x(π) = . . . xγ1(−2)a`xγ`
(−1)a`−1 · · · xγ1(−1)a0

vrijediti x(π)vΛ 6= 0 samo ako je a0 ≤ k0 (jer je xγ1(−1)vΛj
6= 0 jedino

ako je j = 0), potom ako vrijedi a0 + a1 ≤ k0 + k1 (jer xγ1(−1)vΛj
6= 0 i

xγ2(−1)vΛj
6= 0 vrijedi jedino ako je j = 0, 1), itd. Kona£no, vrijedi

x(π)vΛ 6= 0

21



ako i samo ako za frekvencije faktora u x(π) vrijede tzv. po£etni uvjeti

a0 ≤ k0

a0 + a1 ≤ k0 + k1

. . .

a0 + a1 + · · ·+ a`−1 ≤ k0 + · · ·+ k`−1.

Jasno je sada da iz skupa monoma £iji monomijalni vektori razapinju W (Λ)
moºemo izbaciti one koji ne zadovoljavaju po£etne uvjete za taj potprostor,
pa dobivamo jo² jednu redukciju skupa generatora W (Λ):

Propozicija 2 {x(π)vΛ |x(π) zadovoljavaju uvjete razlike i po£etne uvjete}
razapinje W (Λ).

3.4 Koe�cijenti operatora ispreplitanja
�elimo dokazati da je skup generatora prostora W (Λ) iz prethodne propozi-
cije i linearno nezavisan, dakle da £ini bazu potprosora Feigin-Stojanovskog.
U tu svrhu ¢emo promatrati operatore ispreplitanja Y(1⊗eλ, z2), λ ∈ P , koji
komutiraju s verteks operatorima Y (1⊗eγ, z1), γ ∈ Γ (a time i s djelovanjem
g̃1), tj. one operatore ispreplitanja za koje vrijedi

[Y (1⊗ eγ, z1),Y(1⊗ eλ, z2)] = 0, γ ∈ Γ.

Ta ¢e nam situacija biti posebno zanimljiva jer se u tom slu£aju restrikcija
operatora Y(1⊗ eλ)

Y(v, z) : L(Λi) → L(Λj){z}

moºe dodatno restringirati do preslikavanja me�u pripadnim potprostorima
Feigin-Stojanovskog

Y(1⊗ eλ, z) : W (Λi) → W (Λj){z}.

Uzimanjem Resz0 u generaliziranom Jacobijevom identitetu (2.2) za u =
1 ⊗ eγ, γ ∈ Γ, te v = 1 ⊗ eλ, λ ∈ P , dobivamo da ¢e operatori ispreplitanja
komutirati s verteks operatorima pridruºenima γ ∈ Γ ako i samo ako je

Y (1⊗ eγ, z1)(1⊗ eλ) ∈ VP [[z1]], γ ∈ Γ,

gdje VP [[z1]] ozna£ava prostor formalnih redova s nenegativnim cjelobrojnim
potencijama formalne varijable z1.
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S obzirom da je po de�niciji

Y(1⊗ eλ, z)(1⊗ eγ) = Ceλ+γz〈λ,γ〉 + · · · ∈ z〈λ,γ〉VP [[z]]

uz neki C ∈ C×, tj. z〈λ,γ〉 je minimalna potencija od z, vidimo da ¢e operatori
ispreplitanja komutirati s djelovanjem g̃1 onda i samo onda ako je

〈λ, γ〉 ≥ 0, γ ∈ Γ.

De�nirajmo

λi := ωi − ωi−1, i = 1, . . . , `.

O£ito je zadovoljen uvjet

〈λi, γ〉 ≥ 0, γ ∈ Γ, i = 1, . . . , `.

Za i = 1, . . . , ` de�nirajmo sljede¢e koe�cijente pripadnih operatora isprepli-
tanja Y(1⊗ eλi , z):

[i] := Resz−1−〈λi,ωi−1〉ciY(1⊗ eλi , z)

za koje vrijedi

L(Λ0)
[0]−→ L(Λ1)

[1]−→ L(Λ2)
[3]−→ . . .

[`−1]−−−→ L(Λ`−1)
[`]−→ L(Λ`)

te analogno za restrikcije na pripadne potprostore Feigin-Stojanovskog. Uz
odgovaraju¢i izbor koe�cijenata ci imamo i

vΛ0

[1]−→ vΛ1

[2]−→ vΛ2

[3]−→ . . .
[`−1]−−−→ vΛ`−1

[`]−→ vΛ`
.

Vaºna ¢e nam biti i £injenica da svi [i] komutiraju s djelovanjem svih xγ(n),
γ ∈ Γ, n ∈ Z.
�to se ti£e standardnih modula vi²ih nivoa, neka su istim oznakama [i], i =
1, . . . , `, ozna£ena linearna preslikavanja

[i] : L(Λ`)
⊗k` ⊗ · · · ⊗ L(Λi)

⊗ki ⊗ L(Λi−1)
⊗ki−1 ⊗ · · · ⊗ L(Λ0)

⊗k0 →
→ L(Λ`)

⊗k` ⊗ · · · ⊗ L(Λi)
⊗ki+1 ⊗ L(Λi−1)

⊗ki−1−1 ⊗ · · · ⊗ L(Λ0)
⊗k0 .

I opet, restrikcije tih preslikavanja su preslikavanja me�u pripadnim potpros-
torima Feigin-Stojanovskog. Tako�er, [i] ¢e opet biti preslikavanja me�u od-
govaraju¢im vektorima najve¢e teºine koje komutiraju sa svim xγ(n), γ ∈ Γ,
n ∈ Z.
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3.5 Operator proste struje
De�nirajmo sljede¢u linearnu bijekciju, tzv. operator proste struje:

[ω] : VP → VP

[ω] = eω`ε(·, ω`),

gdje eω` (kao i svaki eλ, λ ∈ P ) shva¢amo kao operator lijevog mnoºenja s
1⊗ eω` . Vrijedi

L(Λ0)
[ω]−→ L(Λ`)

[ω]−→ L(Λ`−1)
[ω]−→ . . .

[ω]−→ L(Λ1)
[ω]−→ L(Λ0).

Osim toga, iz formule za verteks operator slijedi

[ω]vΛ0 = vΛ`
[ω]vΛi

= xγi
(−1)vΛi−1

, i = 1, . . . , `,

te

xα(z)[ω] = [ω]z〈ω`,α〉xα(z),

²to u komponentama glasi

xα(n)[ω] = [ω]xα(n + 〈ω`, α〉), α ∈ R.

Specijalno, za γ ∈ Γ imamo

xγ(n)[ω] = [ω]xγ(n + 1).

Op¢enito, za x(π)vΛ imamo

x(π)[ω] = [ω]x(π+),

gdje je x(π+) monom dobiven iz x(π) tako da je svim faktorima u x(π)
stupanj uve¢an za 1.
Na standardnim modulima nivoa k, k > 1, promatramo tenzorski produkt
[ω]⊗k. I ovdje ¢e [ω]⊗k biti linearna bijekcija.

3.6 Baza potprostora Feigin-Stojanovskog
Teorem 3 {x(π)vΛ |x(π) zadovoljavaju uvjete razlike i po£etne uvjete} je
baza prostora W (Λ).

Teorem se dokazuje indukcijom uz kori²tenje operatora ispreplitanja i opera-
tora proste struje, vidjeti [P3].
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Poglavlje 4

Egzaktni nizovi

4.1 Egzaktnost i pomo¢ni rezultati
Za g = sl(`+1,C) promatramo sve pripadne potprostore Feigin-Stojanovskog
W (k0Λ0+k1Λ1+· · ·+k`Λ`) istog �ksnog nivoa k0+k1+. . . k` = k. Ozna£imo:

Wk0,k1,...,k`
= W (k0Λ0 + k1Λ1 + · · ·+ k`Λ`)

vk0,k1,...,k`
= vk0Λ0+k1Λ1+...k`Λ`

= v⊗k`
` ⊗ · · · ⊗ v⊗k1

1 ⊗ v⊗k0
0 .

Ozna£imo dalje s Bk0,k1,...,k`
skup svih monoma x(π) takvih da vektori

x(π)vk0,k1,...,k`
= . . . xγ`

(−1)a`−1 . . . xγ2(−1)a1xγ1(−1)a0vk0,k1,...,k`

pripadaju bazi prostora Wk0,k1,...,k`
. Pi²emo i (a0, . . . , a`−1) ∈ Bk0,k1,...,k`

.
Fiksirajmo sada proizvoljnu (` + 1)−torku K = (k0, . . . , k`) takvu da je
k0 + · · ·+ k` = k i ozna£imo m = ]{i = 0, . . . , `− 1|ki 6= 0} te

W = Wk0,k1,...,k`
, v = vk0,k1,...,k`

, B = Bk0,k1,...,k`
.

Za t = 0, . . . ,m − 1 i 0 ≤ i0 < · · · < it ≤ ` − 1 takve da je kij 6= 0, j =
0, . . . , t, kaºemo da je skup {i0, . . . , it} K-dopustiv. Skup svih K-dopustivih
(t + 1)−£lanih skupova ozna£avamo s Dt+1(K), a skup svih K−dopustivih
skupova s D(K). Za {i0, . . . , it} ∈ Dt+1(K) uvedimo oznaku

W{i0,...,it} = Wk0,...,ki0
−1,ki0+1+1,...,kit−1,kit+1+1,...,k`

,

analogno i za pripadni vektor najve¢e teºine

v{i0,...,it} = vk0Λ0+···+(ki0
−1)Λi0

+(ki0+1+1)Λi0+1+···+(kit−1)Λit+(kit+1+1)Λit+1+···+k`Λ`

te za pripadni skup B{i0,...,it}.
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Neka je sada dan proizvoljan element

w =
∑

It+1∈Dt+1(K)

wIt+1 ∈
∏

It+1∈Dt+1(K)

WIt+1 ,

gdje je s wIt+1 ozna£en element komponente WIt+1 :

wIt+1 = a(w)It+1vIt+1

a(w)It+1 =
∑

x(π)∈BIt+1

Cπx(π),

uz koe�cijente Cπ iz polja.
Za t = 0, . . . ,m− 1 de�niramo U(g̃1)−homogena preslikavanja

ϕt :
∏

It∈Dt(K)

WIt →
∏

It+1∈Dt+1(K)

WIt+1

dana po komponentama s

ϕt(vIt) =
∑

{i}∈D1(K)
i/∈It

(−1)pIt (i)vIt∪{i},

gdje je pIt(i) takav da je i = jpIt (i)
u jednakosti It∪{i} = {j0, . . . , jt} za neki

{j0, . . . , jt} ∈ Dt+1(K).
Moºemo de�nirati ϕt i tako da zadamo pojedine komponente slike − za svaki
It+1 = {i0, . . . , it} ∈ Dt+1(K) vrijedi

ϕt(w)It+1 =
∑

0≤s≤t

(−1)sa(w)It+1\{is}vIt+1 .

Napomena 1 Specijalno, za t = 0 je ϕ0 de�nirano na W tako da za

w = a(w)v ∈ W, a(w) =
∑

x(π)∈B
Cπx(π)

i za svaki I1 ∈ D1(K) vrijedi ϕ0(w)I1 = a(w)vI1.

Propozicija 4 Sljede¢i niz je egzaktan:

0 → Wk`,k0,k1,...,k`−1

[ω]⊗k

−−−→ W
ϕ0−→

∏

I1∈D1(K)

WI1

ϕ1−→

ϕ1−→
∏

I2∈D2(K)

WI2

ϕ2−→ . . .
ϕm−1−−−→

∏

Im∈Dm(K)

WIm → 0. (4.1)
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Napomena 2 Primijetimo da je posljednji netrivijalni sumand gornjeg niza
jedno£lan, jer je po de�niciji m = ]{i = 0, . . . , `− 1|ki 6= 0}.

Napomena 3 Specijalan slu£aj je kratki egzaktni niz

0 → Wk,0,0,...,0
[ω]⊗k

−−−→ W0,0,...0,k → 0

koji se zbog m = 0 zaustavlja odmah nakon £lana W0,0,...,0,k.

Op¢enito, nisu svi nizovi iste duljine:

Primjer 1 Za ` = 2, k = 2 egzaktni nizovi glase:

0 → W0,2,0 → W2,0,0 → W1,1,0 → 0

0 → W0,1,1 → W1,1,0 → W0,2,0 ⊕W1,0,2 → W0,1,1 → 0

0 → W1,1,0 → W1,0,1 → W0,1,1 → 0

0 → W0,0,2 → W0,2,0 → W0,1,1 → 0

0 → W1,0,1 → W0,1,1 → W0,0,2 → 0

0 → W2,0,0 → W0,0,2 → 0.

Prije no ²to dokaºemo propoziciju dokazat ¢emo jo² nekoliko £injenica vezanih
uz skupove monoma BA, A ∈ D(K).

Lema 5 Za A,B ∈ D(K) vrijedi

A ⊂ B ⇒ BB ⊂ BA. (4.2)

Dokaz: Neka je A = {i0, . . . , it} za neki t = 0, . . . , m− 1. Po£etni uvjeti na
WA glase:

a0 ≤ k0

a0 + a1 ≤ k0 + k1

. . .

a0 + · · ·+ ai0 ≤ k0 + · · ·+ ki0 − 1

a0 + · · ·+ ai0+1 ≤ k0 + · · ·+ ki0+1

. . .

a0 + · · ·+ ait ≤ k0 + · · ·+ kit − 1

a0 + · · ·+ ait+1 ≤ k0 + · · ·+ kit+1

. . .

a0 + · · ·+ a`−1 ≤ k0 + . . . k`−1.
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U skupu B ⊃ A postoji bar jo² jedan indeks j ∈ B\A, pa ¢emo po£etne uvjete
na WB dobiti iz onih za WA tako da "postroºimo" (j + 1)−vu nejednakost
koja sada glasi

a0 + · · ·+ aj ≤ k0 + · · ·+ kj − 1.

Naravno, ukoliko je B \ A vi²e£lan, imat ¢emo odgovoraju¢i broj "stroºih"
nejednakosti u odnosu na one koje daju po£etne uvjete na WA. Odavdje o£ito
slijedi da ¢e za svaki x(π) ∈ BB vrijediti i x(π) ∈ BA, ²to je i trebalo dokazati.

Lema 6 Za B1, B2 ∈ D(K) vrijedi

BB1 ∩ BB2 = BB1∪B2 .

Dokaz: Iz prethodne leme slijedi o£ito

BB1∪B2 ⊆ BB1

BB1∪B2 ⊆ BB2 ,

pa imamo BB1∪B2 ⊆ BB1 ∩ BB2 .
Ostaje dokazati jo² obratnu inkluziju. Skup BB1 ∩BB2 sastoji se od svih onih
monoma koji zadovoljavaju po£etne uvjete i na WB1 i na WB2 . Ako napi-
²emo te po£etne uvjete, vidjet ¢emo da monom koji ih zadovoljava zapravo
zadovoljava po£etne uvjete na WB1∪B2 (jer uzimamo u obzir uvijek "stroºu"
nejednakost iz odgovaraju¢ih parova nejednakosti, a to zna£i da zaklju£no do-
bivamo sustav nejednakosti odre�en skupom indeksa iz unije skupa indeksa
B1 i B2), tj. pripada skupu BB1∪B2 . Time je tvrdnja dokazana.
Neka je sada A ∈ D(K) �ksan. Za proizvoljan B ∈ D(K) takav da je B ⊇ A
de�niramo

BB
A = BB \

⋃
C∈D(K)

C⊃B

BC .

Primijetimo da je tako de�niran podskup od BB, koji je ujedno i podskup
skupa BA, jer je A ⊆ B. Osim toga, za svaki C ⊃ B je BC ⊂ BB, pa je BB

A

dobro de�niran neprazan podskup od BA.

Lema 7 Neka je A,B ∈ D(K), B ⊇ A i JB = Im \ B. Skup BB
A se sastoji

od svih x(π) = . . . xγ`
(−1)a`−1 . . . xγ2(−1)a1xγ1(−1)a0 ∈ BB takvih da je

a0 + · · ·+ aj = k0 + · · ·+ kj, j ∈ JB.
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Dokaz: Najprije primijetimo da je skup Im najve¢i skup u D(K) i da za
B = Im vrijedi JB = ∅, pa se trivijalno tvrdi da je

BIm
A = BIm ,

²to je o£ita posljedica de�nicije skupa BIm
A .

Promotrimo stoga A ⊆ B $ Im. O£ito ¢e svaki C ⊃ B, C ∈ D(K), sadrºa-
vati one x(π) = . . . xγ`

(−1)a`−1 . . . xγ2(−1)a1xγ1(−1)a0 ∈ BB za koje vrijede i
dodatne nejednakosti

a0 + · · ·+ ai ≤ k0 + · · ·+ ki − 1, i ∈ C \B,

pa stoga BB
A sadrºe sve one x(π) ∈ BB za koje takve nejednakosti ne vrijede

(i to za sve stroge nadskupove od B iz D(K)), a to zna£i da se BB
A sastoji od

svih onih x(π) ∈ BB za koje vrijede jednakosti

a0 + · · ·+ ai = k0 + · · ·+ ki, i ∈ C \B, C ⊃ B,C ∈ D(K).

Kako je Im najve¢i skup u D(K), to JB = Im \ B sadrºi sve indekse iz svih
skupova C ∈ D(K), C ⊃ B, pa tvrdnja slijedi.

Lema 8 Za A ∈ D(K) skup BA je prikaziv kao disjunktna unija

BA =
⋃

B∈D(K)
B⊇A

BB
A .

Dokaz: Za svaki B ∈ D(K), B ⊇ A, vrijedi BB
A ⊆ BB ⊆ BA. S druge strane,

za svaki x(π) = . . . xγ`
(−1)a`−1 . . . xγ2(−1)a1xγ1(−1)a0 ∈ BA treba pokazati

da postoji B ⊇ A takav da x(π) ∈ BB
A . De�nirajmo J kao skup svih indeksa

j takvih da je

a0 + · · ·+ aj = k0 + · · ·+ kj.

Iz dokaza prethodne leme jasno slijedi da je B = Im \ J . Naravno, u slu£aju
da je J = ∅ imamo B = Im. Vrijedi dakle jednakost iz iskaza leme, pa jo²
samo treba pokazati disjunktnost unije.
Pretpostavimo da za neke B1, B2 ∈ D(K), B1, B2 ⊇ A, postoji x(π) ∈ BB1

A ∩
BB2

A . No, tada je x(π) ∈ BB1 i x(π) ∈ BB2 , pa je x(π) ∈ BB1 ∩ BB2 = BB1∪B2 ,
²to je zbog B1 ∪B2 ⊃ B1, B2 u suprotnosti s x(π) ∈ BB1

A i x(π) ∈ BB2
A . Iz ove

kontradikcije slijedi tvrdnja.
Prelazimo na dokaz Propozicije.

29



4.2 Dokaz egzaktnosti
U prethodnom smo poglavlju vidjeli da je [w] bijekcija, pa je specijalno i
injekcija. Treba jo² pokazati da je:

(a) Im([ω]⊗k) = Ker(ϕ0)

(b) Im(ϕt) = Ker(ϕt+1), t = 0, . . . , m− 2

Pokazujemo najprije da je Im([ω]⊗k) = Ker(ϕ0). Primijetimo da B moºemo
shvatiti kao B∅ u smislu prethodnih oznaka. Neka je x(π)v ∈ Ker(ϕ0), x(π) ∈
B, ²to zna£i da je

ϕ0(x(π)v) =
∑

I1∈D1(K)

x(π)vI1 = 0,

pa je

x(π) ∈ B∅ \
⋃

I1∈D1(K)

BI1 = B∅ \
⋃

D(K)

BC = B∅∅

i stoga J∅ = Im.
Zato za x(π) = . . . xγ`

(−1)a`−1 . . . xγ2(−1)a1xγ1(−1)a0 vrijedi

a0 + · · ·+ aj = k0 + · · ·+ kj, j ∈ J∅.

Kako je svaki ki, i ∈ {0, . . . , `− 1} \ J∅, jednak nuli, to ovaj skup jednakosti
implicira jednakosti svih parcijalnih suma:

a0 + · · ·+ ai = k0 + · · ·+ ki, i ∈ {0, . . . , `− 1},
odakle slijedi ai = ki, i ∈ {0, . . . , `− 1}, pa je

Ker(ϕ0) = span{x(π)v ∈ W |x(π) = . . . xγ`
(−1)k`−1 . . . xγ1(−1)k0}.

S druge strane za x(π1)vk`,k0,...,k`−1
, x(π1) ∈ Bk`,k0,...,k`−1

, ra£unamo

[ω]⊗k(x(π1)vk`,k0,...,k`−1
) =

= x(π−1 )xγ`
(−1)k`−1 . . . xγ2(−1)k1xγ1(−1)k0 [w]⊗k(vk`,k0,...,k`−1

) =

= x(π−1 )xγ`
(−1)k`−1 . . . xγ2(−1)k1xγ1(−1)k0v.

Ako ozna£imo x(π1) = . . . xγ`
(−2)b`−1 . . . xγ2(−2)b1xγ1(−2)b0 , iz po£etnih

uvjeta na Wk`,k0,...,k`−1
slijede uvjeti razlike na W :

b0 ≤ k` ⇒ k0 + · · ·+ k`−1 + b0 ≤ k
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b0 + b1 ≤ k` + k0 ⇒ k1 + · · ·+ k`−1 + b0 + b1 ≤ k

. . .

b0 + . . . b`−1 ≤ k` + k0 + . . . k`−2 ⇒ k`−1 + b0 + . . . b`−1 ≤ k,

pa imamo

Im([ω]⊗k) = span{x(π)v ∈ W |x(π) = . . . xγ`
(−1)k`−1 . . . xγ1(−1)k0}

i tvrdnja slijedi.
Prelazimo na dokaz da je Im(ϕt) = Ker(ϕt+1), t = 0, . . . ,m−2, i to najprije
na inkluziju Im(ϕt) ⊆ Ker(ϕt+1). Za �ksni t = 0, . . . ,m− 2 dokazujemo da
je

ϕt+1(ϕt(w)) = 0

za svaki

w =
∑

It∈Dt(K)

wIt ∈
∏

It∈Dt(K)

WIt .

Za svaki It+2 = {i0, . . . , it+1} ∈ Dt+2(K) vrijedi

ϕt+1(ϕt(w))It+2 =

=
∑

0≤s1≤t+1

(−1)s1a(ϕt(w))It+2\{is}vIt+2 =

=
∑

0≤s2<s1≤t+1

(−1)s1(−1)s2a(w)It+2\{is1 ,is2}vIt+2+

+
∑

0≤s1<s2≤t+1

(−1)s1(−1)s2−1a(w)It+2\{is1 ,is2}vIt+2 =

=
∑

0≤s2<s1≤t+1

(−1)s1(−1)s2a(w)It+2\{is1 ,is2}vIt+2−

−
∑

0≤s1<s2≤t+1

(−1)s1(−1)s2a(w)It+2\{is1 ,is2}vIt+2 = 0

²to povla£i ϕt+1(ϕt(w)) = 0.
Sada dokazujemo Ker(ϕt+1) ⊆ Im(ϕt). Neka je

w =
∑

It+1∈Dt+1(K)

wIt+1 ∈
∏

It+1∈Dt+1(K)

WIt+1
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takav da je ϕt+1(w) = 0, ²to zna£i da za svaki It+1 ∈ Dt+1(K) i za svaki
{i} ∈ D1(K) takav da i /∈ It+1 vrijedi

ϕt+1(w)It+1∪{i} = 0.

Fiksirajmo A = {i0, . . . , it} ∈ Dt+1(K) te neka je {i} ∈ D1(K), i /∈ A,
proizvoljan. Znamo da vrijedi A∪{i} = {j0, . . . , jt+1} za neki {j0, . . . , jt+1} ∈
Dt+2(K). Neka je i = jpA(i) za neki pA(i) ∈ {j0, . . . , jt+1}.
Sada iz ϕt+1(w)A∪{i} = 0 slijedi

ϕt+1(w)A∪{i} =
∑

0≤s≤t+1

(−1)sa(w)(A∪{i})\{js}vA∪{i} =

= (−1)pA(i)a(w)AvA∪{i} +
∑

0≤s≤t+1
s 6=p(i)

(−1)sa(w)(A∪{i}\{js})vA∪{i} = 0,

odakle slijedi

a(w)AvA∪{i} =
∑

0≤s≤t+1
s6=pA(i)

(−1)s−1+pA(i)a(w)(A∪{i})\{js}vA∪{i}. (4.3)

Zbog Leme 8 za a(w)A vrijedi

a(w)A =
∑

B∈D(K)
B⊇A

a(w)B
A, (4.4)

gdje je a(w)B
A linearna kombinacija monoma iz BB

A . Analogan rastav vrijedi
i za sumande na desnoj strani izraza (4.3).
Uvr²tavanjem ovih rastava u (4.3) dobivamo

∑
B∈D(K)

B⊇A

a(w)B
AvA∪{i} =

∑
0≤s≤t+1
s6=pA(i)

(−1)s−1+pA(i)
∑

B∈D(K)
B⊇A∪{i}\{js}

a(w)B
(A∪{i})\{js}vA∪{i}. (4.5)

U jednakosti (4.5) ne¢e "preºivjeti" svi sumandi. Op¢enito, ²to se lijeve strane
jednakosti (4.5) ti£e, ºelimo vidjeti kada ¢e za x(π) ∈ BB

A (B ∈ D(K) takav
da B ⊇ A) vrijediti x(π) ∈ BA∪{i}. Postoje dvije mogu¢nosti:

1. Ako A ∪ {i} ⊆ B, onda zbog Leme 5 sigurno vrijedi.

2. Ako A ∪ {i} * B: neka x(π) ∈ BB
A i pretpostavimo da x(π) ∈ BA∪{i}.

Tada x(π) ∈ BB∩BA∪{i} = BA∪{i}∪B, gdje je A∪{i}∪B ⊃ B. No, to je u
suprotnosti s x(π) ∈ BB

A . Dakle, u ovom je slu£aju nuºno x(π) /∈ BA∪{i}.
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Sada (4.5) postaje
∑

B∈D(K)
B⊇A∪{i}

a(w)B
AvA∪{i} =

∑
0≤s≤t+1
s 6=pA(i)

(−1)s−1+pA(i)
∑

B∈D(K)
B⊇A∪{i}

a(w)B
(A∪{i})\{js}vA∪{i} (4.6)

odnosno
∑

B∈D(K)
B⊇A∪{i}

a(w)B
A =

∑
0≤s≤t+1
s 6=pA(i)

(−1)s−1+pA(i)
∑

B∈D(K)
B⊇A∪{i}

a(w)B
(A∪{i})\{js}. (4.7)

Odavdje zbog disjunktnosti rastava (4.4) slijedi da za svaki B ∈ D(K), B ⊇
A, vrijedi

a(w)B
A =

∑
0≤s≤t+1
s6=pA(i)

(−1)s−1+pA(i)a(w)B
(A∪{i})\{js}. (4.8)

�elimo sada pokazati da postoji

z =
∑

It∈Dt(K)

zIt ∈
∏

It∈Dt(K)

WIt

takav da je ϕt(z) = w, tj. da za svaki It+1 ∈ Dt+1(K) vrijedi

ϕt(z)It+1 = a(w)It+1vIt+1 . (4.9)

De�nirajmo za proizvoljan It ∈ Dt(K)

a(z)It =
∑

{i}∈D1(K)
i/∈It

∑
B∈D(K)

B⊇It∪{i}

(−1)pIt (i)

|B| a(w)B
It∪{i}, (4.10)

gdje je pIt(i) takav da je i = j′pIt (i)
u jednakosti It∪{i} = {j′0, . . . , j′t} za neki

{j′0, . . . , j′t} ∈ Dt+1(K).
Primijetimo da u (4.10) svaki sumand netrivijalno djeluje na vIt . Naime, za
x(π) ∈ BB

It∪{i} imamo x(π) ∈ BB, pa zbog It ⊆ It ∪ {i} ⊆ B i Leme 5 vrijedi
i x(π) ∈ BIt . Stoga gornja de�nicija ima smisla.
Dokazujemo sada jednakost (4.9) za �ksirani A ∈ Dt+1(K):

ϕt(z)A =
∑

0≤r≤t

(−1)ra(z)A\{ir}vA =

=
∑

0≤r≤t

(−1)r
∑

{i}∈D1(K)
i/∈A\{ir}

∑
B∈D(K)

B⊇(A\{ir})∪{i}

(−1)pA\{ir}(i)

|B| a(w)B
(A\{ir})∪{i}vA.
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Sli£no ve¢ provedenoj argumentaciji moºe se pokazati da ¢e netrivijalni biti
oni sumandi za koje je B ⊇ A. Kako je B ⊇ (A \ {ir}) ∪ {i}, imamo dvije
mogu¢nosti: ako je i = ir, onda je B ⊇ A i nema dodatnih uvjeta. No, ako
i 6= ir, onda moramo postaviti uvjet da i ir ∈ B, pa imamo B ⊇ A ∪ {i}.
Stoga moºemo ϕt(z)A zapisati ovako:

ϕt(z)A =
∑

0≤r≤t

(−1)r
∑

B∈D(K)
B⊇A

(−1)r

|B| a(w)B
AvA+

+
∑

0≤r≤t

(−1)r
∑

{i}∈D1(K)
i/∈A

∑
B∈D(K)
B⊇A∪{i}

(−1)pA\{ir}(i)

|B| a(w)B
(A\{ir})∪{i}vA =

=
∑

B∈D(K)
B⊇A

∑
0≤r≤t

1

|B|a(w)B
AvA+

+
∑

{i}∈D1(K)
i/∈A

∑
B∈D(K)
B⊇A∪{i}

1

|B|
∑

0≤r≤t

(−1)r+pA\{ir}(i)a(w)B
(A\{ir})∪{i}vA

Pokazujemo sada da za svaki {i} ∈ D1(K) takav da i /∈ A i svaki B ∈ D(K)
takav da B ⊇ A ∪ {i} vrijedi
∑

0≤r≤t

(−1)r+pA\{ir}(i)a(w)B
(A\{ir})∪{i} =

∑
0≤s≤t+1
s 6=pA(i)

(−1)s−1+pA(i)a(w)B
(A∪{i})\{js}, (4.11)

gdje je {j0, . . . , jt+1} = A ∪ {i} za neki {j0, . . . , jt+1} ∈ Dt+2(K).
Primijetimo da s obje strane gornjeg izraza imamo t + 1 sumanada, pa je
dovoljno pokazati jednakost odgovaraju¢ih parova sumanada lijeve i desne
strane. Postoje dva slu£aja, ovisno o izboru 0 ≤ s ≤ t + 1, s 6= pA(i):

1. Za izabrani s < pA(i) odgovaraju¢i sumand desne strane bit ¢e jednak
sumandu lijeve strane za r = s, jer zbog r < pA(i) imamo pA\{ir}(i) =
pA(i)− 1 i ir = js, pa vrijedi

r + pA\{ir}(i) = s + pA\{is}(i) = s + pA(i)− 1 = s− 1 + pA(i)

(A \ {ir}) ∪ {i} = (A \ {is}) ∪ {i} = (A ∪ {i}) \ {is} = (A ∪ {i}) \ {js}.

2. Za izabrani s > pA(i) odgovaraju¢i sumand desne strane bit ¢e jednak
sumandu lijeve strane za r = s− 1, jer zbog s ≥ pA(i) + 1 ⇒ r ≥ pA(i)
imamo pA\{ir}(i) = pA(i) i ir = is−1 = js, pa vrijedi

r + pA\{ir}(i) = s + pA\{is−1}(i) = s− 1 + pA(i)

(A \ {ir}) ∪ {i} = (A \ {is−1}) ∪ {i} = (A ∪ {i}) \ {js}.
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U oba slu£aja odgovaraju¢i sumandi lijeve i desne strane su jednaki, pa (4.11)
vrijedi. Sada iz (4.8) slijedi da ϕt(z)A moºemo zapisati ovako:

ϕt(z)A =
∑

B∈D(K)
B⊇A

t + 1

|B| a(w)B
AvA +

∑
{i}∈D1(K)

i/∈A

∑
B∈D(K)
B⊇A∪{i}

1

|B|a(w)B
AvA =

= a(w)A
AvA +

∑
B∈D(K)

B⊃A

t + 1

|B| a(w)B
AvA +

∑
{i}∈D1(K)

i/∈A

∑
B∈D(K)
B⊇A∪{i}

1

|B|a(w)B
AvA,

s tim da se u posljednjoj sumi o£ito sumira po svim B ∈ D(K), B ⊃ A, a
svaki takav �ksni B pojavljuje se |B| − |A| puta. Imamo zato

ϕt(z)A = a(w)A
AvA +

∑
B∈D(K)

B⊃A

t + 1

|B| a(w)B
AvA +

∑
B∈D(K)

B⊃A

|B| − |A|
|B| a(w)B

AvA =

= a(w)A
AvA +

∑
B∈D(K)

B⊃A

a(w)B
AvA =

∑
B∈D(K)

B⊇A

a(w)B
AvA = a(w)AvA,

²to je i trebalo pokazati. Odavdje kona£no slijedi Im(ϕt) = Ker(ϕt+1), t =
0, . . . , m− 2.
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Poglavlje 5

Rekurzije formalnih karaktera

5.1 Formalni karakter i sustavi rekurzija
Neka je Λ = k0Λ0 + · · ·+ k`Λ` takav da je k0 + . . . k` = k, k �ksan. Formalni
karakter χ(W (Λ)) de�niramo formulom

χ(W (Λ))(z1, . . . , z`; q) =
∑

dim W (Λ)m,n1,...,n`qmzn1
1 · · · zn`

` ,

gdje W (Λ)m,n1,...,n` ozna£ava graduirani potprostor W (Λ) monomijalnih vek-
tora stupnja m koji sadrºe ni £lanova oblika xγi

(−ji), ji ∈ N, i = 1, . . . , `.
Iz egzaktnosti niza (4.1) slijedi da za svaki �ksni izbor

ni ≥ ki−1, i = 1, . . . , `

m ≥ n1 + · · ·+ n` + k0 + · · ·+ k`−1

x(π)vk`,k0,...,k`−1
∈ W

m−(n1+···+n`)−(k0+···+k`−1),n1−k0,...,n`−k`−1

k`,k0,...,k`−1

vrijedi

x(π)vk`,k0,...,k`−1

[ω]⊗k

−−−→ x(π−)xγ`
(−1)k`−1 · · ·xγ2(−1)k1xγ1(−1)k0v, (5.1)

gdje je monom s desne strane stupnja m, a sastoji se od ni £lanova oblika
xγi

(−ji), ji ∈ N, i = 1, . . . , `.
Ako sada na monomijalni vektor s desne strane gornjeg izraza djelujemo
redom s ϕ0, potom na novodobiveni monomijalni vektor s ϕ1, itd., te na
kraju s ϕm−1, dobivat ¢emo monomijalne vektore s pripadnim monomima
jednakima onom s desne izraza (5.1). Drugim rije£ima, ne¢e se promijeniti
niti stupanj, niti broj £lanova oblika xγi

(−ji), ji ∈ N, i = 1, . . . , `, koje sadrºe
ti monomi.
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Sada iz egzaktnosti niza (4.1) slijedi da za dimenzije odgovaraju¢ih teºinskih
potprostora vrijedi jednakost

dim W
m−(n1+···+n`)−(k0+···+k`−1),n1−k0,...,n`−k`−1

k`,k0,...,k`−1
− dim Wm,n1,...,n`+

+
∑

I1∈D1(K)

dim Wm,n1,...,n`

I1
+ · · ·+ (−1)m−1

∑

Im∈Dm(K)

dim Wm,n1,...,n`

Im
= 0,

²to kao direktnu posljedicu ima sljede¢u vezu me�u formulama karaktera
potprostora Feigin-Stojanovskog istog �ksnog nivoa k:

χ(W )(z1, . . . , z`; q) =
∑

I1∈D1(K)

χ(WI1)(z1, . . . , z`; q)−
∑

I1∈D2(K)

χ(WI1)(z1, . . . , z`; q)+

+ · · ·+ (−1)m−1
∑

Im∈Dm(K)

χ(WIm)(z1, . . . , z`; q)+

+(z1q)
k0 . . . (z`q)

k`−1χ(Wk`,k0,...,k`−1
)(z1q, . . . , z`q; q), (5.2)

odnosno

χ(W )(z1, . . . , z`; q) =
∑

I∈D(K)

(−1)|I|−1χ(WI)(z1, . . . , z`; q)+

+(z1q)
k0 . . . (z`q)

k`−1χ(Wk`,k0,...,k`−1
)(z1q, . . . , z`q; q). (5.3)

Gornja jednakost vrijedi za sve izbore nenegativnih k0, . . . , k` takvih da je
k0 + · · ·+ k` = k, pa (5.3) predstavlja sustav rekurzivnih jednadºbi.

Primjer 2 Za ` = 2, k = 2 rekurzivne relacije za formule karaktera potpros-
tora Feigin-Stojanovskog glase:

χ(W2,0,0)(z1, z2; q) = χ(W1,1,0)(z1, z2; q) + (z1q)
2χ(W0,2,0)(z1q, z2q; q)

χ(W1,1,0)(z1, z2; q) = χ(W0,2,0)(z1, z2; q) + χ(W1,0,1)(z1, z2; q)−
− χ(W0,1,1)(z1, z2; q) + (z1q)(z2q)χ(W0,1,1)(z1q, z2q; q)

χ(W1,0,1)(z1, z2; q) = χ(W0,1,1)(z1, z2; q) + z1qχ(W1,1,0)(z1q, z2q; q)

χ(W0,2,0)(z1, z2; q) = χ(W0,1,1)(z1, z2; q) + (z2q)
2χ(W0,0,2)(z1q, z2q; q)

χ(W0,1,1)(z1, z2; q) = χ(W0,0,2)(z1, z2; q) + z2qχ(W1,0,1)(z1q, z2q; q)

χ(W0,0,2)(z1, z2; q) = χ(W2,0,0)(z1q, z2q; q)

Rje²enje sustava (5.2) traºimo u obliku

χ(Wk0,...,k`
)(z1, . . . , z`; q) =

∑
n1,...,n`≥0

An1,...,n`

k0,...,k`
(q)zn1

1 . . . zn`
` , (5.4)
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gdje su An1,...,n`

k0,...,k`
(q) racionalne funkcije formalne varijable q. Uvr²tavanje (5.4)

u (5.3) daje sustav (uz analogne oznake kao i prije, npr. A(q) = Ak0,...,k`
(q))

An1,...,n`(q) =
∑

I∈D(K)

(−1)|I|−1An1,...,n`

I (q) + qnA
n1−k0,...,n`−k`−1

k`,k0,...,k`−1
(q), (5.5)

uz oznaku n = n1 + · · ·+ n`.
U sljede¢em poglavlju rje²avamo (5.5) za (k, `) ∈ {(1, `), (k, 2)}, a sada do-
kazujemo da taj sustav op¢enito ima jedinstveno rje²enje.

5.2 Jedinstvenost rje²enja
Promatramo sve potprostore Feigin-Stojanovskog istog �ksnog nivoa k, kao
i u prethodnom odlomku.

Propozicija 9 Za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva k0, . . . , k` takvih
da je k0 + · · · + k` = k i za sve izbore nenegativnih cijelih brojeva n1, . . . , n`

takvih da je ni ≥ ki−1, i = 1, . . . , `, za racionalne funkcije formalne varijable
q koje zadovoljavaju sustav (5.5) vrijedi

An1,...,n`

k0,...,k`
(q) = qn

∑
(a1,...,a`)∈B

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q), (5.6)

uz oznake a = a1 + · · ·+ a`, n = n1 + · · ·+ n`.

Dokaz: Jednakost iz iskaza propozicije identi�ciramo s donjom grupom in-
deksa funkcije na lijevoj strani jednakosti, tj. s ure�enom (` + 1)−torkom
(k0, . . . , k`) koja £ini donji indeks te racionalne funkcije. Tvrdnju dokazujemo
indukcijom po tim ure�enim (` + 1)−torkama, po²tuju¢i pritom uobi£ajeni
leksikografski ure�aj koji me�u njima vrijedi.
Najprije provjeravamo da tvrdnja vrijedi za najmanju takvu (` + 1)−torku,
tj. za (0, . . . , 0, k). Drugim rije£ima, treba vidjeti da vrijedi

An1,...,n`

0,...,0,k (q) = qn
∑

(a1,...,a`)∈B0,...,0,k

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q).

Me�utim, vidimo da je skup ure�enih `−torki (a1, . . . , a`) ∈ B0,...,0,k jedno£lan
− sastoji se samo od (0, . . . , 0), pa tvrdnja koju treba dokazati glasi

An1,...,n`

0,...,0,k (q) = qnAn1,...,n`

k,0,...,0 (q).
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No, to je upravo odgovaraju¢a rekurzivna relacija iz sustava (5.5), pa tvrdnja
trivijalno slijedi.
Fiksirajmo sada jednu ure�enu (` + 1)−torku K = (k0, . . . , k`). Jednadºba
sustava (5.5) koja odgovara K glasi

An1,...,n`(q) =
∑

I∈D(K)

(−1)|I|−1An1,...,n`

I (q) + qnA
n1−k0,...,n`−k`−1

k`,k0,...,k`−1
(q).

Funkcije s desne strane ove jednadºbe, osim zadnjeg sumanda, su An1,...,n`

I (q),
I ∈ D(K). One su o£ito indeksirane manjim (` + 1)−torkama od zadane, pa
prema pretpostavci indukcije za svaku od njih vrijedi tvrdnja.
Dobivamo

An1,...,n`(q) =

= qn
∑

I∈D(K)

∑

(a1,...,a`)∈BI

(−1)|I|−1An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) + qnA

n1−k0,...,n`−k`−1

k`,k0,...,k`−1
(q). (5.7)

U sumi na desnoj strani gornje jednakosti pojavljuju se sigurno funkcije in-
deksirane samo onim ure�enim (` + 1)−torkama (a1, . . . , a`) koje pripadaju
i B = B∅ (to je zbog ∅ ⊆ I posljedica Leme 5). �tovi²e, lako se vidi da
se unutar znaka sume na desnoj strani (5.7) pojavljuju funkcije indeksirane
svim (a1, . . . , a`) ∈ B, osim (a1, . . . , a`) = (k0, . . . , k`−1). No, funkcija koja
njoj pripada jest upravo zadnji sumand na desnoj strani gornje jednakosti.
Treba jo² vidjeti da se svaka (a1, . . . , a`) ∈ B na desnoj strani pojavljuje samo
jednom. Neka je (a1, . . . , a`) jedna od njih i neka pripada nekom BI

∅ (vidjeti
Lemu 8). Tada zbog Leme 5 vrijedi (a1, . . . , a`) ∈ BJ za sve J ∈ D(K) takve
da je J ⊆ I. To zna£i da faktor s kojim se pripadna funkcija An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

pojavljuje na desnoj strani jednakosti (5.7) glasi
|I|∑

a=1

(−1)a−1

(|I|
a

)
.

Naravno, ºelimo pokazati da je taj faktor jednak jedan. Ra£unamo stoga

1−
|I|∑

a=1

(−1)a−1

(|I|
a

)
= (−1)0

(|I|
0

)
+

|I|∑
a=1

(−1)a

(|I|
a

)

=

|I|∑
a=0

(−1)a

(|I|
a

)
=

|I|∑
a=0

(−1)a1|I|−a

(|I|
a

)
= 0,

odakle slijedi da se sve funkcije indeksirane svim (` + 1)−torkama iz B po-
javljuju s desne strane jednakosti (5.7), ²to zavr²ava dokaz.
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Propozicija 10 Za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva k0, . . . , k` takvih
da je k0 + · · · + k` = k i za sve izbore nenegativnih cijelih brojeva n1, . . . , n`

takvih da je ni ≥ ki−1, i = 1, . . . , `, za racionalne funkcije formalne varijable
q koje zadovoljavaju sustav (5.5) vrijedi

An1,...,n`

k0,...,k`
(q) =

qn

1− qn

( ∑
(a1,...,a`)∈B\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)+

+ qn
∑

I∈D(K)

∑
(a1,...,a`)∈BI\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

)
. (5.8)

Dokaz: Napi²imo (5.6) za An1,...,n`

k,0,...,0 (q). Imamo:

An1,...,n`

k,0,...,0 (q) = qn
∑

(a1,...,a`)∈Bk,0,...,0

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) =

= qn
∑

(a1,...,a`)∈Bk,0,...,0\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) + qnAn1,...,n`

k,0,...,0 (q),

pa slijedi da je

An1,...,n`

k,0,...,0 (q) =
qn

1− qn
·

∑
(a1,...,a`)∈Bk,0,...,0\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q). (5.9)

Sada �ksirajmo izbor nenegativnih cijelih brojeva k0, . . . , k` takvih da je k0 +
· · ·+ k` = k. Iz (5.6) kori²tenjem (5.9) slijedi

An1,...,n`

k0,...,k`
(q) = qn

∑
(a1,...,a`)∈B

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) =

= qn
(
An1,...,n`

k,0,...,0 (q) +
∑

(a1,...,a`)∈B\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

)
=

= qn
( qn

1− qn

∑
(a1,...,a`)∈Bk,0,...,0\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) +

∑
(a1,...,a`)∈B\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

)
=

=
qn

1− qn

(
qn

∑
(a1,...,a`)∈Bk,0,...,0\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) + (1− qn)

∑
(a1,...,a`)∈B\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

)
=

=
qn

1− qn

( ∑
(a1,...,a`)∈B\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q) + qn

∑

I∈D(K)

∑
(a1,...,a`)∈BI\{(0,...,0)}

An1−a1,...,n`−a`

k−a,a1,...,a`
(q)

)
,

²to je i trebalo pokazati.
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Kao posljedicu prethodne propozicije imamo £injenicu da se svaka funkcija
An1,...,n`

k0,...,k`
(q) moºe prikazati kao linearna kombinacija (s koe�cijentima u ra-

cionalnim funkcijama formalne varijable q) racionalnih funkcija indeksiranih
gornjim indeksima koji su (uz leksikografski ure�aj na ure�enim `-torkama)
strogo manji od (n1, . . . , n`). Zajedno s po£etnim uvjetima ova £injenica in-
duktivno garantira jedinstvenost rje²enja sustava rekurzivnih jednadºbi (5.5).
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Poglavlje 6

Formule karaktera

6.1 Postoje¢i rezultati
Ovdje ºelimo ukratko opisati dosada²nje uspjehe u nastojanju da se napi²e
zatvorena forma formalnih karaktera potprostora Feigin-Stojanovskog.
U radu [CLM2] dobivene su rekurzivne relacije me�u formalnim karakte-
rima potprostorima Feigin-Stojanovskog istog nivoa za sl(2,C)̃. Rekurzivne
relacije dobivene su kori²tenjem odgovaraju¢ih operatora ispreplitanja i ope-
ratora proste struje, ali ne i kori²tenjem kombinatorne baze. Dobivene rekur-
zivne relacije glase (uz oznake kao ovdje):

χ(Wk0,k1)(z; q) = χ(Wk0−1,k1+1)(z; q) + zk0qk0χ(Wk1,k0)(zq; q), k0 = 1 . . . k

χ(W0,k)(z; q) = χ(Wk,0)(zq; q), (6.1)

²to je upravo sustav (5.3) kada je ` = 1, k proizvoljan. Ovaj sustav poznat je
iz rada G. Andrewsa na tzv. Gordonovim identitetima i moºe se prona¢i npr.
u [A1]. Rje²enje gornjeg sustava su zatvoreni izrazi za formalne karaktere
odgovaraju¢ih potprostora Feigin-Stojanovskog:

χ(Wk0,k1)(z; q) =
∑
n≥0

∑
∑k

i=1
Ni=n

Ni≥Ni+1
Nk+1:=0

i=1...k

qN2
1 +···+N2

k+Nk0+1+...Nk

∏k
i=1 (q)Ni−Ni+1

zn. (6.2)

Napomenimo da ¢e tehnika sli£na Andrewsovoj biti primijenjena i pri rje²a-
vanju sustava (5.3) za ` = 2, k proizvoljan.
�to se ti£e napretka prema algebrama tipa A` vi²ih rangova (` ≥ 2), op¢enito
nije u£injeno puno. U [FJMMT] rje²ava se problem za ` = 2, i to za module
op¢eg nivoa, ali samo za specijalne slu£ajeve Lk0,k1,0. Kako bi dobili formulu
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karaktera za potprostore Feigin-Stojanovskog W (Λ) takvih modula, autori
pripadni dualni prostor W (Λ)? ulaºu u prostor simetri£nih polinoma i de�ni-
raju na njemu tzv. Gordonovu �ltraciju. Iz eksplicitnog ra£una komponenti
pripadnog graduiranog prostora (uz kori²tenje verteks operatora) slijede for-
mule karaktera W (Λ):

χ(Wk0,k1,0)(q; z) =

∞∑
n=0

∑
l1+l2=n
l1,l2≥0

∑
∑

j jmi,j=li
i=1,2

q
tmAm−(diagA)·m+2c

(3)
b0
·m

(q2)m1,1 · · · (q2)m1,k
(q2)m2,1 · · · (q2)m2,k

ql2zn, (6.3)

gdje je
A(2) = (A

(2)
ab )1≤a,b≤k, A

(2)
ab = 2min(a, b)

B(3) = (B
(3)
ab )1≤a,b≤k, B

(3)
ab = max(0, a + b− k)

A =

(
A(2) B(3)

B(3) A(2)

)

c
(3)
b0

= (0, . . . , 0, 1, 2, . . . , k − b0︸ ︷︷ ︸
k

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

)

m = t(m1,1, . . . , m1,k,m2,1, . . . , m2,k).

Primjer 3 Za k = 2 matrica A glasi

A =




2 2 0 1
2 4 1 2
0 1 2 2
1 2 2 4


 ,

dok za vektor c
(3)
b0

imamo tri mogu¢nosti:
Λ = 2Λ0 ⇒ b0 = 2 ⇒ c

(3)
2 = (0, 0, 0, 0)

Λ = Λ0 + Λ1 ⇒ b0 = 1 ⇒ c
(3)
1 = (0, 1, 0, 0)

Λ = 2Λ1 ⇒ b0 = 0 ⇒ c
(3)
0 = (1, 2, 0, 0),

te u skladu s tim i tri razli£ite mogu¢nosti za linearne £lanove u eksponentu
brojnika (6.3):

−2m1,1 − 4m1,2 −m2,1 − 2m2,2za2Λ0 (6.4)
−2m1,1 − 2m1,2 −m2,1 − 2m2,2zaΛ0 + Λ1 (6.5)

−m2,1 − 2m2,2,za2Λ1, (6.6)
a kvadratni £lan u sva tri slu£aja glasi:

2m2
1,1 + 4m1,1m1,2 + 4m2

1,2 + 2m1,2m2,1 + 2m2
2,1+

2m1,1m2,2 + 4m1,2m2,2 + 4m2,1m2,2 + 4m2
2,2. (6.7)
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6.2 Formule karaktera za (1, `)

Neka je k = 1, a ` ≥ 2 proizvoljan. �elimo vidjeti kako sustav rekurzivnih
jednadºbi (5.5) izgleda u ovom slu£aju:

An1,...,n`
0 (q) = An1,...,n`

1 (q) + qn1+···+n`An1−1,n2,...,n`
1 (q)

An1,...,n`
1 (q) = An1,...,n`

2 (q) + qn1+···+n`An1,n2−1,...,n`
2 (q)

. . .

An1,...,n`

`−1 (q) = An1,...,n`

` (q) + qn1+···+n`An1,n2,...,n`−1
` (q)

An1,...,n`

` (q) = qn1+···+n`An1,n2,...,n`
0 (q), (6.8)

gdje su n1, . . . , n` pozitivni cijeli brojevi.
De�nirajmo za formalni koe�cijent q, |q| < 1, sljede¢i faktor:

(q)0 = 1

(q)n = (q)n−1 · (1− qn), q ∈ N.

Propozicija 11 Rje²enje sustava (6.8) dano je s

An1,...,n`
i (q) =

qfi(n1,...,n`)

(q)n1(q)n2 · · · (q)n`

, (6.9)

gdje je fi(n1, . . . , n`) =
∑`

j=1 n2
j +

∑
1≤j1<j2≤` nj1nj2 +

∑i
j=1 nj, i = 0 . . . `.

Dokaz: Treba pokazati da (6.9) zadovoljava sustav (6.8). Za �ksni i = 1 . . . `
pokazujemo da gore de�nirane funkcije zadovoljavaju odgovaraju¢u jed-
nadºbu

An1,...,n`
i−1 (q) = An1,...,n`

i (q) + qn1+···+n`A
n1,...,ni−1,...,n`

i (q).

Kre¢emo od qn1+···+n`A
n1,...,ni−1,...,n`

i (q) i pokazujemo da je zadovoljena gornja
jednadºba:
qn1+···+n`A

n1,...,ni−1,...,n`

i (q) =

= qn1+···+n` · qfi(n1,...,ni−1,...,n`)

(q)n1 · · · (q)ni−1 · · · (q)n`

· 1− qni

1− qni
=

= qn1+···+n` · q
∑

j 6=i n2
j+(ni−1)2+

∑
j1<j2

nj1
nj2

−(n1+···+ni−1+ni+1+···+n`)+
∑

j nj−1

(q)n1 · · · (q)n`

=

=
qfi(n1,...,n`) · q−2ni+1+ni−1 · (1− qni)

(q)n1 · · · (q)n`

=

=
qfi(n1,...,n`)−ni

(q)n1 · · · (q)n`

− qfi(n1,...,n`)

(q)n1 · · · (q)n`

= An1,...,n`
i−1 (q)− An1,...,n`

i (q).
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Preostaje jo² pokazati da funkcije (6.9) zadovoljavaju posljednju, specijalnu
rekurziju sustava (6.8):

An1,...,n`

` (q) = qn1+···+n`An1,n2,...,n`
0 (q).

No, tu je dokaz trivijalan:

qn1+···+n`An1,...,n`
0 (q) =

qf0(n1,...,n`)+n1+···+n`

(q)n1 · · · (q)n`

=
qf`(n1,...,n`)

(q)n1 · · · (q)n`

= An1,...,n`

` (q).

Iz Propozicije slijedi da za Wi = W (Λi), i = 0, . . . , `, formula karaktera glasi

χ(Wi)(z1, . . . , z`; q) =
∑

n1,...,n`≥0

qfi(n1,...,n`)

(q)n1(q)n2 · · · (q)n`

zn1
1 · · · zn`

` .

Na primjer, za ` = 2 imamo slijede¢e formule:

χ(W0)(z1, z2; q) =
∑

n1,n2≥0

qn2
1+n2

2+n1n2

(q)n1(q)n2

zn1
1 zn2

2

χ(W1)(z1, z2; q) =
∑

n1,n2≥0

qn2
1+n2

2+n1n2+n1

(q)n1(q)n2

zn1
1 zn2

2

χ(W2)(z1, z2; q) =
∑

n1,n2≥0

qn2
1+n2

2+n1n2+n1+n2

(q)n1(q)n2

zn1
1 zn2

2 (6.10)

6.3 Formule karaktera za (k, 2)

Fiksirajmo k ∈ N, ` = 2. Promatramo pripadni sustav rekurzivnih jednadºbi
(5.5) u funkcijama varijable q:

An1,n2

k0,k1,k2
(q) =

∑

I∈D(K)

(−1)|I|−1An1,...,n`

I (q) + qn1+n2An1−k0,n2−k1

k2,k0,k1
(q), (6.11)

gdje su k0, k1, k2 svi izbori nenegativnih cijelih brojeva takvih da je k0 +k1 +
k2 = k, a n1, n2 cijeli brojevi za koje je n1 ≥ k0, n2 ≥ k1.
Gornji sustav moºemo zapisati i ovako:

An1,n2

k0,k1,k2
(q) = (1− δk0,0)A

n1,n2

k0−1,k1+1,k2
(q) + (1− δk1,0)A

n1,n2

k0,k1−1,k2+1(q)−
− (1− δk0,0)(1− δk1,0)A

n1,n2

k0−1,k1,k2+1(q) + qn1+n2An1−k0,n2−k1

k2,k0,k1
(q), (6.12)

gdje je s δ ozna£en Kroneckerov simbol.
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Primjer 4 Za k = 2 sustav (6.12) glasi:
An1,n2

2,0,0 (q) = An1,n2

1,1,0 (q) + qn1+n2An1−2,n2

0,2,0 (q)

An1,n2

0,1,0 (q) = An1,n2

0,2,0 (q) + An1,n2

1,0,1 (q)− An1,n2

0,1,1 (q) + qn1+n2An1−1,n2−1
0,1,1 (q)

An1,n2

1,0,1 (q) = An1,n2

0,1,1 (q) + qn1+n2An1−1,n2

1,1,0 (q)

An1,n2

0,2,0 (q) = An1,n2

0,1,1 (q) + qn1+n2An1,n2−2
0,0,2 (q)

An1,n2

0,1,1 (q) = An1,n2

0,0,2 (q) + qn1+n2An1,n2−1
1,0,1 (q)

An1,n2

0,0,2 (q) = qn1+n2An1,n2

2,0,0 (q).

Teorem 12 Rje²enje sustava (6.12) dano je za svaki izbor nenegativnih ci-
jelih brojeva k0, k1, k2 takvih da je k0 + k1 + k2 = k s

An1,n2

k0,k1,k2
(q) =

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) · LN1,N2

k0,k1,k2
(q)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

(6.13)

gdje je N1 = (N1,1, . . . , N1,k), N2 = (N2,1, . . . , N2,k), a

U(n1) = {N1|
k∑

i=1

N1,i = n1, N1,i ≥ N1,i+1, i = 1 . . . k,N1,k+1 := 0},

U(n2) = {N2|
k∑

i=1

N2,i = n2, N2,i ≥ N2,i−1, i = 1 . . . k,N2,0 := 0},

Q(N1, N2) = |N1|2 + |N2|2 + N1 ·N2,

LN1,N2

k0,k1,k2
(q) =

∑
p∈Pk1+k2

qp·N1+fk2
(p)·N2 ·∆p,N1 ,

Pk1+k2 = {(p1, p2, . . . , pk) ∈ {0, 1}k|
k∑

i=1

pi = k1 + k2},

∆p,N1 =
k∏

i=1

(1− δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1) uz pk+1 := 0.

Osim toga, fk2(p) za p ∈ Pk1+k2 ozna£ava ure�enu k−torku dobivenu iz p tako
da sve osim prvih k2 jedinica u£inimo nulama.

Teorem dokazujemo u zasebnom poglavlju provjerom da je (6.13) rje²enje naj-
sloºenije rekurzije sustava (6.12), tj. rekurzije kod koje za funkciju An1,n2

k0,k1,k2
(q)

s lijeve strane (6.12) vrijedi k0 6= 0 i k1 6= 0. U tom slu£aju rekurzija glasi
An1,n2

k0,k1,k2
(q) = An1,n2

k0−1,k1+1,k2
(q) + An1,n2

k0,k1−1,k2+1(q)−
− An1,n2

k0−1,k1,k2+1(q) + qn1+n2An1−k0,n2−k1

k2,k0,k1
(q). (6.14)
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Slu£ajeve u kojima za An1,n2

k0,k1,k2
(q) vrijedi k0 = 0 i/ili k1 = 0 ne¢emo posebno

komentirati, jer su oni specijalni slu£ajevi dokaza Teorema.
Kona£no, iz Teorema slijedi eksplicitan izraz za formule karaktera svih pot-
prostora Feigin-Stojanovskog za g = sl(3,C) − za W = W (k0Λ0 + k1Λ1 +
k2Λ2), uz k0 + k1 + k2 = k, formula karaktera glasi (uz oznake kao u iskazu
Teorema):

χ(W )(z1, z2; q) =
∑
n1,n2

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) · LN1,N2

k0,k1,k2
(q)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

zn1
1 zn2

2 .

(6.15)

Pokaºimo i na primjeru kako izgledaju formule karaktera za potprostore
Feigin-Stojanovskog standardnih modula malih nivoa.

Primjer 5 Za k = 1 je N1 = N1,1, N2 = N2,1, pa je U(n1) = {n1}, U(n2) =
{n2} i stoga pod drugom sumom u (6.15) imamo samo jedan sumand za kojeg
je

Q(N1, N2) = Q(n1, n2) = n2
1 + n2

2 + n1n2

(q)N1,1(q)N2,1 = (q)n1(q)n2 .

"Linearni" £lan o£ito ovisi o izboru potprostora:

Ln1,n2

1,0,0 (q) = q0 = 1

Ln1,n2

0,1,0 (q) = qn1

Ln1,n2

0,0,1 (q) = qn1+n2 .

Odavdje slijedi da se formule karaktera za W0, W1 i W2 dobivene iz Teorema
podudaraju s (6.10) dobivenima u prethodnom odlomku.

Primjer 6 Za k = 2 imamo sljede¢e formule:

An1,n2

2,0,0 (q) =
∑

N1,1+N1,2=n1
N1,1≥N1,2≥0

N2,1+N2,2=n2
N2,2≥N2,1≥0

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)

(q)N1,1−N1,2(q)N1,2(q)N2,2−N2,1(q)N2,2

An1,n2

1,1,0 (q) =
∑

N1,1+N1,2=n1
N1,1≥N1,2≥0

N2,1+N2,2=n2
N2,2≥N2,1≥0

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)+N1,2

(q)N1,1−N1,2(q)N1,2(q)N2,2−N2,1(q)N2,2
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An1,n2

1,0,1 (q) =
∑

N1,1+N1,2=n1
N1,1≥N1,2≥0

N2,1+N2,2=n2
N2,2≥N2,1≥0

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)(qN1,1+N2,1 + qN1,2+N2,2(1− qN1,1−N1,2))

(q)N1,1−N1,2(q)N1,2(q)N2,2−N2,1(q)N2,2

An1,n2

0,2,0 (q) =
∑

N1,1+N1,2=n1
N1,1≥N1,2≥0

N2,1+N2,2=n2
N2,2≥N2,1≥0

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)+N1,1+N1,2

(q)N1,1−N1,2(q)N1,2(q)N2,2−N2,1(q)N2,2

An1,n2

0,1,1 (q) =
∑

N1,1+N1,2=n1
N1,1≥N1,2≥0

N2,1+N2,2=n2
N2,2≥N2,1≥0

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)+N1,1+N1,2+N2,1

(q)N1,1−N1,2(q)N1,2(q)N2,2−N2,1(q)N2,2

An1,n2

0,0,2 (q) =
∑

N1,1+N1,2=n1
N1,1≥N1,2≥0

N2,1+N2,2=n2
N2,2≥N2,1≥0

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)+N1,1+N1,2+N2,1+N2,2

(q)N1,1−N1,2(q)N1,2(q)N2,2−N2,1(q)N2,2

,

gdje je

Q(N1,1, N1,2, N2,1, N2,2)=N2
1,1 + N2

1,2 + N2
2,1 + N2

2,2 + N1,1N2,1 + N1,2N2,2.

Napomena 4 Op¢enito, nije te²ko vidjeti da ¢e se "linearni" £lan LN1,N2

k0,k1,k2
(q)

u specijalnim slu£ajevima (na op¢enitom nivou!) mo¢i reducirati do jednos-
tavnije forme:

Ln1,n2

k0,k1,0(q) = qN1,k0+1+···+N1,k (6.16)
Ln1,n2

0,k1,k2
(q) = qN1,1+···+N1,k+N2,1+···+N2,k2 .

6.4 Neke specijalizacije formula karaktera
U ovom odlomku pokazujemo na primjeru za k = 2 da formule (6.15), nakon
odgovaraju¢e specijalizacije, daju (6.3). Naravno, rije£ je formulama karak-
tera za W (k0, k1, 0), jer je samo za njih formula (6.3) i dana. Konkretno,
specijalizacija glasi:

q → q2

z1 → q−2z

z2 → q−1z. (6.17)
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Najprije pokazujemo da se sumacije u obje formule odvijaju po istim uvje-
tima, i to tako da uvedemo sljede¢e zamjene:

m1,1 := N1,1 −N1,2,m1,2 := N1,2

m2,1 := N2,2 −N2,1,m2,2 := N2,1.

U terminima m := t(m1,1,m1,2,m2,1,m2,2) sumacija se odvija po sljede¢em
uvjetu:

N1,1 + N1,2 = n1, N1,1 ≥ N1,2 ≥ 0 ⇒ m1,1 + 2m1,2 = n1, m1,1,m1,2 ≥ 0

N2,1 + N2,2 = n2, N2,2 ≥ N2,1 ≥ 0 ⇒ m2,1 + 2m2,2 = n2, m2,1,m2,2 ≥ 0,

²to je to£no uvjet sumacije u formuli (6.3). Tako�er, o£ito je odavdje da
nazivnik sumanada u (6.15) prilikom (6.17) prelazi u nazivnik sumanada u
(6.3). Osim toga, imamo i sljede¢u promjenu faktora zn1

1 zn2
2 :

zn1
1 zn2

2

(6.17)−−−→ q−2n1−n2zn, (6.18)

uz oznaku n1 + n2 = n.
�to se kvadratnog £lana ti£e, potrebno je vidjeti kako izgleda faktor
qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2) nakon primjene specijalizacije (6.17):

qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2) (6.17)−−−→
q2((m1,1+m1,2)2+m2

1,2+m2
2,2+(m2,1+m2,2)2+(m1,1+m1,2)m2,2+m1,2(m2,1+m2,2)) =

= q2m2
1,1+4m1,1m1,2+4m2

1,2+2m1,2m2,1+2m2
2,1+2m1,1m2,2+4m1,2m2,2+4m2,1m2,2+4m2

2,2 ,

dakle to£no (6.7).
Za linearni £lan (6.16) moramo ura£unati doprinos iz (6.18), dakle faktor
q−2n1−n2 :

Λ = 2Λ0 : q−2n1−n2
(6.17)−−−→ q−2m1,1−4m1,2−m2,1−2m2,2

Λ = Λ0 + Λ1 : qN1,2−2n1−n2
(6.17)−−−→ q−2m1,1−2m1,2−m2,1−2m2,2

Λ = 2Λ1 : qN1,1+N1,2−2n1−n2
(6.17)−−−→ q−m2,1−2m2,2 ,

tj. dobivamo upravo (6.4) � (6.6).
Slijedi da ukupno dobivamo upravo (6.3).
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Poglavlje 7

Dokaz Teorema 12

U ovom poglavlju dokazujemo Teorem 12, i to u koracima, kroz nekoliko
tehni£kih lema. Napomenimo da je ovdje kori²tena tehnika donekle sli£na
onoj kojom je G. Andrews pokazao da je (6.2) rje²enje sustava (6.1).

7.1 Grupiranje sumanada
U prvoj lemi grupiramo na odgovaraju¢i na£in sve sumande jednadºbe (6.14)
osim posljednjeg kako bismo dobili prikladnu polaznu poziciju za primjenu
transformacije prve grupe indeksa sumacije (²to ¢e biti tema sljede¢eg od-
lomka).

Lema 13

Ak0,k1,k2
n1,n2

(q)− Ak0−1,k1+1,k2
n1,n2

(q)− Ak0,k1−1,k2+1
n1,n2

(q) + Ak0−1,k1,k2+1
n1,n2

(q) =

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆?
p,N1

· (1− qN2,p(k2+1))
∏k

`=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

`=1 (q)N2,i−N2,i−1

, (7.1)

gdje p(k2 + 1) za p ∈ Pk1+k2 ozna£ava koordinatu (k2 + 1)−ve jedinice u p, a

∆?
p,N1

=
k∏

i=1

(1− δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1) uz pk+1 := 1.

Napomena 5 Gornja lema tvrdi da ¢e lijeva strana (7.1) imati sumande kao
i An1,n2

k0,k1,k2
(q), osim ²to ¢e svaki sumand imati i dodatni faktor 1 − qN2,p(k2+1)

te eventualno faktor 1− qN1,k .
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Dokaz: Najprije ra£unamo

Ak0,k1,k2
n1,n2

(q)− Ak0,k1−1,k2+1
n1,n2

(q) =

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2)(LN1,N2

k0,k1,k2
(q)− LN1,N2

k0,k1−1,k2+1(q))∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1 · (qfk2

(p)·N2 − qfk2+1(p)·N2) ·∆p,N1∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

. (7.2)

Analogno vrijedi

Ak0−1,k1+1,k2
n1,n2

(q)− Ak0−1,k1,k2+1
n1,n2

(q) =

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2+1
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

, (7.3)

Zanima nas u kojem ¢e slu£aju za p1 ∈ Pk1+k2 i p2 ∈ Pk1+k2+1 vrijediti

1− qN2,p1(k2+1) = 1− qN2,p2(k2+1) . (7.4)

Za p1 ∈ P (k1+k2) najmanja vrijednost koju p1(k2+1) moºe posti¢i jest k2+1,
a najve¢a k0 +k2 +1 (jer nakon (k2 +1)−ve jedinice mora ostati jo² najmanje
k1 − 1 koordinatno mjesto za ostale jedinice). Za p2 ∈ Pk1+k2+1 imamo istu
najmanju vrijednost za p2(k2 +1), dok je najve¢a mogu¢a vrijednost k0 + k2.
Stoga za p1 ∈ Pk1+k2 takav da je p1(k2 + 1) = k0 + k2 + 1 jednakost (7.4) ne
vrijedi ni za koji p2 ∈ Pk1+k2+1.
Ra£unamo sada razliku jednakosti (7.2) i (7.3) tako da grupiramo sumande
desne strane jednakosti (7.2) odre�ene s p1 ∈ Pk1+k2 takvima da je p1(k2 +
1) ≤ k0 + k2 sa sumandima desne strane jednakosti (7.3) odre�enima s p2 ∈
Pk1+k2+1 takvima da je p2

i = p1
i za sve i = 1, . . . , k osim za neki j ∈ {p(k1 +

k2) + 1, . . . , k}. Uvedimo za takve p2 oznaku p2 ∼ p1. Primijetimo da je u
tom slu£aju p1

j = 0, a p2
j = 1. Tako�er, uo£imo da se svim p2 ∈ Pk1+k2+1

takvima da je p2 ∼ p1 za neki p1 ∈ Pk1+k2 iscrpljuje skup Pk1+k2+1.
Za pojedini p1 ∈ Pk1+k2 takav da je p1(k2 + 1) ≤ k0 + k2 gore opisanim
grupiranjem dobivamo sumand £iji "linearni" faktor glasi

qp1·N1+fk2
(p1)·N2 ·∆p1,N1

· (1− qN2,p1(k2+1))−
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−
∑

p2∈Pk1+k2+1

p2∼p1

qp2·N1+fk2
(p2)·N2 ·∆p2,N1

· (1− qN2,p2(k2+1)) =

= qp1·N1+fk2
(p1)·N2 ·∆p1,N1

· (1− qN2,p1(k2+1))−
−

∑

p2∈Pk1+k2+1

p2∼p1

qp2·N1+fk2
(p1)·N2 ·∆p2,N1

· (1− qN2,p1(k2+1)) =

= qfk2
(p1)·N2(1− qN2,p1(k2+1))(qp1·N1 ·∆p1,N1

−
∑

p2∈Pk1+k2+1

p2∼p1

qp2·N1 ·∆p2,N1
) =

= qfk2
(p1)·N2(1− qN2,p1(k2+1)) · qp1·N1 ·∆p1,N1

·
(
qN1,p1(k1+k2)+1+

+ qN1,p1(k1+k2)+2(1− qN1,p1(k1+k2)+1−N1,p1(k1+k2)+2)+

+ · · ·+ qN1,k−1(1− qN1,k−2−N1,k−1) + qN1,k(1− qN1,k−1−N1,k)
)

=

= qp1·N1+fk2
(p1)·N2 ·∆p1,N1

· (1− qN1,k) · (1− qN2,p1(k2+1)) =

= qp1·N1+fk2
(p1)·N2 ·∆?

p1,N1
· (1− qN2,p1(k2+1)). (7.5)

Jednakost (7.5) vrijedi za sve p1 ∈ Pk1+k2 takve da je p1(k2 +1) ≤ k0 +k2. Za
p1 ∈ Pk1+k2 kod kojih je p1(k2+1) = k0+k2+1 mora biti p1(k1+k2) = k i stoga
u odgovaraju¢em sumandu na desnoj strani jednakosti (7.2) nema dodatnog
faktora (1 − qN1,k) u ∆?

p1,N1
. Zato za sve takve p1 vrijedi ∆p1,N1

= ∆?
p1,N1

.
Kona£no imamo

Ak0,k1,k2
n1,n2

(q)− Ak0−1,k1+1,k2
n1,n2

(q)− Ak0,k1−1,k2+1
n1,n2

(q) + Ak0−1,k1,k2+1
n1,n2

(q) =

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

−

−
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2+1
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·
∑

p∈Pk1+k2
,p(k2+1)=k0+k2+1

qp·N1+fk2
(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

+

+
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·
∑

p∈Pk1+k2
,p(k2+1)≤k0+k2

qp·N1+fk2
(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

−
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−
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2+1
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆p,N1 · (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·
∑

p∈Pk1+k2
,p(k2+1)=k0+k2+1

qp·N1+fk2
(p)·N2 ·∆?

p,N1
· (1− qN2,p(k2+1))

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

+

+
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·
∑

p∈Pk1+k2
,p(k2+1)≤k0+k2

qp·N1+fk2
(p)·N2 ·∆?

p,N1
· (1− qN2,p(k2+1))

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆?
p,N1

· (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

,

²to je i trebalo dokazati.

7.2 Transformacije prve grupe indeksa
U ovom odlomku primjenjujemo Andrewsovu tehniku pomaka u indeksima
sumacije, i to na indeksima N1,1, . . . , N1,k.

Lema 14

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆?
p,N1

· (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0

qp·N1+p·N2+fk2
(1−p)·N2+

∑k
t=k0+1 pt ·∆◦

p,N1
· (1− qN2,(1−p)(k2+1))

)
, (7.6)

gdje je F (N1, N2) = q−n1−n2+
∑k

t=k0+1(2N1,t+N2,t) · (1 − qN1,k0
−N1,k0+1), a ∆◦

p,N1

se razlikuje od ∆p,N1 u tome ²to umjesto uobi£ajenog faktora za i = k0 ima
faktor (1− δpk0

−pk0+1,−1q
N1,k0

−N1,k0+1−1).
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Dokaz: Za �ksne N1 ∈ U(n1) i N2 ∈ U(n2) svaki sumand u brojniku lijeve
strane izraza (7.6) odre�en je izborom p ∈ Pk1+k2 . Fiksirajmo neki p ∈ Pk1+k2

i promotrimo ²to se doga�a s pripadnim sumandom u brojniku lijeve strane
izraza (7.6) prilikom sljede¢e transformacije indeksa sumacije:

N1,s → N1,s − ps, s = 1, . . . , k0

N1,t → N1,t − pt + 1, t = k0 + 1, . . . , k. (7.7)

Primijetimo da se nakon ove promjene sumacija provodi po
k0∑

s=1

(N1,s − ps) +
k∑

t=k0+1

(N1,t − pt + 1) =
k∑

i=1

N1,i −
k∑

i=1

pi

︸ ︷︷ ︸
=k1+k2

−
k∑

t=k0+1

1

︸ ︷︷ ︸
=k1+k2

=
k∑

i=1

N1,i,

²to zna£i da i dalje vrijedi uvjet sumacije koji je prvotno vrijedio. Me�utim,
o£ito je da se naru²io uvjet monotonosti koji je prije vrijedio: N1,i ≥ N1,i+1,
i = 1 . . . k.
�elimo vidjeti ²to se pri transformaciji indeksa sumacije zbiva s kvadratnim
£lanom Q(N1, N2), ²to s linearnim £lanom, a ²to s faktorima iz ∆?

p,N1
(koje

¢emo promatrati s odgovaraju¢im faktorom u nazivniku).
Najprije ra£unamo promjenu kvadratnog £lana Q(N1, N2):

k∑
i=1

(N2
1,i + N2

2,i + N1,iN2,i)
(7.7)−−→

k0∑
s=1

(N1,s − ps)
2 +

k∑

t=k0+1

(N1,t − pt + 1)2+

+
k∑

i=1

N2
2,i +

k0∑
s=1

(N1,s − ps)N2,s +
k∑

t=k0+1

(N1,t − pt + 1)N2,t =

=
k∑

i=1

(N2
1,i + N2

2,i + N1,i ·N2,i)−
k0∑

s=1

2psN1,s +
k∑

t=k0+1

2(1− pt)N1,t−

−
k0∑

s=1

psN2,s +
k∑

t=k0+1

(1− pt)N2,t +

k0∑
s=1

p2
s︸︷︷︸

=ps

+
k∑

t=k0+1

(1− pt)
2

︸ ︷︷ ︸
=1−pt

.

Vidimo da se sam kvadratni £lan nije promijenio prilikom transformacije
(7.7), ali se pojavljuju doprinosi linearnom i slobodnom £lanu.
Sada ra£unamo promjenu linearnog £lana:

p ·N1 + fk2(p) ·N2
(7.7)−−→

k0∑
s=1

ps(N1,s − ps) +
k∑

t=k0+1

pt(N1,t − pt + 1)+
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+ fk2(p) ·N2 =
k∑

i=1

piN1,i + fk2(p) ·N2 −
k0∑

s=1

p2
s︸︷︷︸

=ps

+
k∑

t=k0+1

(pt − p2
t )︸ ︷︷ ︸

=0

=

= p ·N1 + fk2(p) ·N2 −
k0∑

s=1

ps.

�elimo dobivene podatke opet organizirati prema kvadratnom £lanu, linear-
nom te slobodnom £lanu. Kao ²to smo ve¢ istaknuli, kvadratni £lan ostaje
isti kao prije promjene indeksa sumacije. U novonastalom linearnom £lanu
¢emo zasebno promatrati sumande indeksa N1,1, . . . , N1,k, a zasebno sumande
indeksa N2,1, . . . , N2,k.
Sumand prve grupe indeksa sada glasi:

−
k0∑

s=1

2psN1,s +
k∑

t=k0+1

2(1− pt)N1,t + p ·N1 =

= −
k0∑

s=1

psN1,s +
k∑

t=k0+1

(2− pt)N1,t = −n1 + 2
k∑

t=k0+1

N1,t + (1− p) ·N1,

a sumand druge grupe indeksa

−
k0∑

s=1

psN2,s +
k∑

t=k0+1

(1− pt)N2,t + fk2(p) ·N2 =

=

k0∑
s=1

(1− ps)N2,s +
k∑

t=k0+1

(1− pt)N2,t −
k0∑

s=1

N2,s + fk2(p) ·N2 =

= −
k0∑

s=1

N2,s + (1− p) ·N2 + fk2(p) ·N2 =

= −n2 +
k∑

t=k0+1

N2,t + (1− p) ·N2 + fk2(p) ·N2.

Slobodni £lan glasi
k0∑

s=1

ps +
k∑

t=k0+1

(1− pt)−
k0∑

s=1

ps =
k∑

t=k0+1

(1− pt).

Sumarno, imamo

qQ(N1,N2)+p·N1+fk2
(p)·N2

(7.7)−−→ q−n1−n2+
∑k

t=k0+1(2N1,t+N2,t)·

55



· qQ(N1,N2)+(1−p)·N1+(1−p)·N2+fk2
(p)·N2+

∑k
t=k0+1(1−pt). (7.8)

Prilikom transformacije (7.7) mijenjaju se i faktori iz ∆?
p,N1

. Pojedini faktor
(1 − δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1) promatrat ¢emo s odgovaraju¢im faktorom u
nazivniku �ksiranog sumanda lijeve strane izraza (7.6).
Razlikujemo sljede¢e slu£ajeve za faktor (1− δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1):

1) i ∈ {1, . . . , k0 − 1}
2) i = k0

3) i ∈ {k0 + 1, . . . , k}.
Ukoliko je i ∈ {1, . . . , k0 − 1} imamo nekoliko mogu¢nosti:

a) ps = 0, ps+1 = 1 ⇒ N1,s → N1,s, N1,s+1 → N1,s+1 − 1, pa imamo:

1− qN1,s−N1,s+1

(q)N1,s−N1,s+1

(7.7)−−→ 1− qN1,s−N1,s+1+1

(q)N1,s−N1,s+1+1

=

{
0, N1,s = N1,s+1 − 1

1
(q)N1,s−N1,s+1

, N1,s ≥ N1,s+1
.

Uvjet sumacije (²to se ti£e veze indeksa N1,s i N1,s+1) je prije transfor-
macije (7.7) glasio N1,s ≥ N1,s+1, a nakon (7.7) N1,s ≥ N1,s+1 − 1. No,
kako se u slu£aju N1,s = N1,s+1 − 1 dobiva da je gornji faktor jednak
nuli, moºemo smatrati da vrijedi zapravo N1,s ≥ N1,s+1, ²to zna£i da
smo na ovaj na£in "popravili" transformacijom (7.7) nastali uvjet su-
macije tako da opet vrijedi prvotni uvjet. Pritom brojnik faktora kojeg
smo promatrali postaje trivijalan.

b) ps = 1, ps+1 = 1 ⇒ N1,s → N1,s − 1, N1,s+1 → N1,s+1 − 1:
1

(q)N1,s−N1,s+1

(7.7)−−→ 1

(q)N1,s−N1,s+1

,

i ni²ta se nije promijenilo, uklju£iv²i i uvjet sumacije koji je ostao isti
(jer i N1,s i N1,s+1 imaju pomak za jedan).

c) ps = 0, ps+1 = 0 ⇒ N1,s → N1,s, N1,s+1 → N1,s+1: isto kao b)

d) ps = 1, ps+1 = 0 ⇒ N1,s → N1,s − 1, N1,s+1 → N1,s+1:
1

(q)N1,s−N1,s+1

(7.7)−−→ 1

(q)N1,s−N1,s+1−1

=
1− qN1,s−N1,s+1

(q)N1,s−N1,s+1

,

i to uz promijenjeni uvjet sumacije N1,s ≥ N1,s+1 + 1. No, za N1,s =
N1,s+1 gornji izraz je ionako jednak nuli, pa se opet radi o sumaciji po
uvjetu N1,s ≥ N1,s+1. U ovom slu£aju pojavljuje se odgovaraju¢i faktor
u brojniku.
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Za i = k0 tako�er postoje £etiri mogu¢nosti:

a) pk0 = 0, pk0+1 = 1 ⇒ N1,k0 → N1,k0 , N1,k0+1 → N1,k0+1,
pa o£ito nema promjene niti odgovaraju¢eg faktora, niti uvjeta sumacije
N1,k0 ≥ N1,k0+1.

b) pk0 = 1, pk0+1 = 1 ⇒ N1,k0 → N1,k0 − 1, N1,k0+1 → N1,k0+1:

1

(q)N1,k0
−N1,k0+1

(7.7)−−→ 1

(q)N1,k0
−N1,k0+1−1

=
1− qN1,k0

−N1,k0+1

(q)N1,k0
−N1,k0+1

,

sli£no kao u d)�dijelu za i ∈ {1, . . . , k0− 1}. Opet, uvjet sumacije glasi
N1,k0−1 ≥ N1,k0+1, no za N1,k0 = N1,k0+1 gornji faktor je ionako jednak
nuli, pa moºemo sumirati po prvotnom uvjetu N1,k0 ≥ N1,k0+1.

c) pk0 = 0, pk0+1 = 0 ⇒ N1,k0 → N1,k0 , N1,k0+1 → N1,k0+1 + 1:

1

(q)N1,k0
−N1,k0+1

(7.7)−−→ 1

(q)N1,k0
−N1,k0+1−1

=
1− qN1,k0

−N1,k0+1

(q)N1,k0
−N1,k0+1

,

gdje uvjet sumacije glasi N1,k0 ≥ N1,k0+1+1. Uz istu argumentaciju kao
pod b) zaklju£ujemo da uvjet glasi N1,k0 ≥ N1,k0+1, jer je za N1,k0 =
N1,k0+1 dobiveni izraz jednak nuli.

d) pk0 = 1, pk0+1 = 0 ⇒ N1,k0 → N1,k0 − 1, N1,k0+1 → N1,k0+1 + 1:
1

(q)N1,k0
−N1,k0+1

(7.7)−−→

(7.7)−−→ 1

(q)N1,k0
−N1,k0+1−2

=
(1− qN1,k0

−N1,k0+1)(1− qN1,k0
−N1,k0+1−1)

(q)N1,k0
−N1,k0+1

,

uz sumaciju po uvjetu N1,k0 − 1 ≥ N1,k0+1 + 1. No, za N1,k0 = N1,k0+1

i N1,k0 = N1,k0+1 + 1 posljednji izraz je jednak nuli, pa imamo zapravo
sumaciju po N1,k0 ≥ N1,k0+1.

Kona£no, za i ∈ {k0 + 1, . . . , k} postupamo analogno kao kod faktora prve
grupe, osim ²to je potrebno zasebno komentirati situaciju faktora kojeg se
dobiva za i = k, tj. faktora (1 − qN1,k). S obzirom da je pk+1 := 1 imamo
samo dvije mogu¢nosti:

a) pk = 0 ⇒ N1,k → N1,k + 1:

1− qN1,k

(q)N1,k

(7.7)−−→ 1− qN1,k+1

(q)N1,k+1

=

{
0, N1,k = −1
1

(q)N1,k

, N1,k ≥ 0 ,

57



pa imamo zapravo uvjet sumacije N1,k ≥ 0, ²to je bio i po£etni uvjet,
a pritom faktor (1 − qN1,k) koji je prije promjene indeksa sumacije
postojao sad je trivijalan.

b) pk = 1 ⇒ N1,k → N1,k, pa nema promjene niti odgovaraju¢eg faktora,
niti uvjeta sumacije.

Sada moºemo sumirati provedenu analizu promjene faktora
(1− δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1) iz ∆?

p,N1
prilikom transformacije (7.7):

1) Svi netrivijalni faktori, osim onog za i = k0, postaju trivijalni.

2) Pojavljuju se novi faktori (1−qN1,i−N1,i+1−δi,k0 ), ako i samo ako je pi = 1,
pi+1 = 0, i = 1 . . . k, uz pk+1 := 0.

3) Osim faktora pod 2) pojavljuje se i faktor (1− qN1,k0
−N1,k0+1),∀p.

4) Gore opisane promjene faktora "popravljaju" uvjet sumacije

N1,1 ≥ N1,2 ≥ · · · ≥ N1,k ≥ 0.

Gore opisano moºe se saºeti u

∆?
p,N1∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

(7.7)−−→

(7.7)−−→ (1− qN1,k0
−N1,k0+1) · ∆◦

1−p,N1∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

, (7.9)

uz oznaku ∆◦
1−p,N1

kao u iskazu Leme.
Osim toga, vidimo da se za svaki p ∈ Pk1+k2 u (7.8) i (7.9) pojavljujuje novi
faktor koji ne ovisi o p, i to je upravo faktor koji je u iskazu Leme ozna£en s
F (N1, N2).
Na kraju, uzev²i u obzir (7.8) i (7.9) te £injenicu da (7.7) ne naru²ava uvjet
sumacije N1 ∈ U(n1), dobivamo:

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆?
p,N1

· (1− qN2,p(k2+1))
∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·
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·
∑

p∈Pk1+k2

q(1−p)·N1+(1−p)·N2+fk2
(p)·N2+

∑k
t=k0+1(1−pt) ·∆◦

1−p,N1
· (1− qN2,p(k2+1))

)
=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0

qp·N1+p·N2+fk2
(1−p)·N2+

∑k
t=k0+1 pt ·∆◦

p,N1
· (1− qN2,(1−p)(k2+1))

)
,

²to je i trebalo dokazati.

7.3 Pregrupiranje faktora
Ovdje pripremamo dobiveni me�urezultat za primjenu nove transformacije
indeksa (²to ¢e biti napravljeno u idu¢em odlomku).

Lema 15
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0

qp·N1+p·N2+fk2
(1−p)·N2+

∑k
t=k0+1 pt ·∆◦

p,N1
· (1− qN2,(1−p)(k2+1))

)
=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0+k2

qgk0
(p)·N1+p·N2+

∑k
t=k0+1 pt−δp(k2+1)−1>k0

∑p(k2+1)−1
r=k0+1 pr ·∆?

p,N2

)
, (7.10)

gdje gk0(p) ozna£ava ure�enu k−torku dobivenu iz p tako da sve osim zadnjih
k0 jedinica u£inimo nulama, a ∆?

p,N2
=

∏k
i=1(1− δpi−pi−1,−1 · qN2,i−N2,i−1), uz

p0 := 0.

Dokaz: Za �ksne N1 ∈ U(n1), N2 ∈ U(n2) te neki p ∈ Pk0 promatramo skup
svih p ∈ Pk0 kod kojih za a = (1− p)(k2 + 1) vrijedi pv = pv, v = a, . . . , k. U
tom skupu uo£imo k−torku najmanju po leksikografskom ure�aju i ozna£imo
je s p̃. Za svaki p iz tako konstruiranog skupa pi²emo p ∼ p̃. Ova konstrukcija
omogu¢uje da Pk0 razloºimo na disjunktnu uniju u kojoj svaka klasa sadrºi
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k−torke s istom koordinatom (k2 +1)−ve nule. Ra£unamo za neki minimalni
p̃ sumu svih pripadnih "linearnih" £lanova sumanada lijeve strane (7.10):

∑
p∈Pk0

p∼p̃

qp·N1+p·N2+fk2
(1−p)·N2+

∑k
t=k0+1 pt ·∆◦

p,N1
· (1− qN2,a) =

= q
∑k

v=a pv(N1,v+N2,v) ·∆◦,(a,k)
p,N1

· q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a)︸ ︷︷ ︸
jednak za sve p∼p̃

·

·
∑

p∈Pk0
p∼p̃

q
∑a−1

u=1 puN1,u+
∑k

t=k0+1 pt ·∆◦,(1,a−1)
p,N1

,

uz oznaku ∆
◦,(a,b)
p,N1

=
∏b

i=a(1− δpi−pi+1,−1 · qN1,i−N1,i+1−δi,k0 ), pk+1 = 0.

Promatramo sada sumu
∑

p∈Pk0
p∼p̃

q
∑a−1

u=1 puN1,u+
∑k

t=k0+1 pt ·∆◦,(1,a−1)
p,N1

, (7.11)

koja je o£ito parametrizirana ure�enim k−torkama s k2 nula i a − 1 − k2

jedinica u prvih a−1 koordinata. Ve¢ smo rekli da je najmanji od svih p ∼ p̃
upravo p̃ koji glasi:

p̃ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k2

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a−1−k2

, 0, ................︸ ︷︷ ︸
isti za sve p∼p̃

).

Uz pretpostavku da postoji p′ ∼ p̃ takav da je p′ 6= p̃, �ksiramo ga i proma-
tramo kada ¢e se linearni £lan

q
∑a−1

u=1 p′uN1,u+
∑k

t=k0+1 p′t

pripadnog sumanda iz (7.11) pojaviti prilikom mnoºenja unutar nekih drugih
sumanada izraza (7.11). U tu svrhu ozna£imo s b(p) broj (1, 0)−segmenta
unutar prvih a − 1 koordinata k−torke p. O£ito je b(p̃) = 0, dok je za
sve ostale (pa tako i za na² �ksni p′) taj broj bar jedan. Nije te²ko vidjeti
da ¢e se linearni £lan �ksiranog sumanda pojaviti prilikom mnoºenja fak-
tora unutar sumanada svih onih k−torki p′′ ∼ p̃ koje se od p′ razlikuju
samo po tome ²to je neki broj (jedan ili vi²e) (1, 0)−segmenata zamijenjen
(0, 1)−segmentima. Naime, za svaki takav p′′ pojavljivanje (0, 1)−segmenta
zna£i i postojanje pripadnog faktora u ∆

◦,(1,a−1)
p′′,N1

. No, tada se mnoºenjem
linearnog £lana p′′ s takvim faktorom proizvodi (ali s negativnim predzna-
kom!) linearni £lan nekog p koji se od p′′ razlikuje samo u promatranom
(0, 1)−segmentu. Dakle, ako za svaki p′′ izvr²imo mnoºenja svim faktorima
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iz pripadnog ∆
◦,(1,a−1)
p′′,N1

koji su dani pozicijama (0, 1)−segmenata u p′′, pojavit
¢e se upravo linearni £lan �ksnog p′, i to s predznakom odre�enim brojem
(0, 1)−segmenata u p′′ po kojima se p′′ razlikuje od p′. Ipak, treba obratiti
paºnju na to je li slobodni dio

∑k
t=k0+1 p′′ jednak

∑k
t=k0+1 p′ za sve gore

opisane p′′. No, s obzirom na to da se p′′ i p′ razlikuju u tome ²to se na
mjestu nekog (nekih) (1, 0)−segmenata u p′ nalazi (nalaze) (0, 1)−segmenti
u p′′, o£ito ne¢e biti problema, osim eventualno u jednom slu£aju: kada u p′′

postoji (0, 1)−segment i u p′ (1, 0)−segment na koordinatama k0 i k0 + 1,
redom. Tada ¢e biti

∑k
t=k0+1 p′′ =

∑k
t=k0+1 p′ + 1. Ali, faktor u ∆

◦,(1,a−1)
p′′,N1

koji odgovara tom (0, 1)−segmentu je (1− qN1,k0
−N1,k0+1−1), ²to pokazuje da

¢e jedini£na razlika izme�u slobodnih koe�cijenata linearnih £lanova p′ i p′′

prilikom mnoºenja linearnog £lana p′′ ovim faktorom nestati.
Kako je broj mogu¢ih izbora za p′′ s istim b(p′′) jednak

(
b(p′)
b(p′′)

)
, a b(p′′) moºe

poprimiti vrijednosti od 1 do b(p′), to ukupni faktor s kojim ¢e se linearni
£lan koji pripada p′ pojaviti glasi

1 + (−1)1 ·
(

b(p′)
1

)
+ (−1)2 ·

(
b(p′)

2

)
+ · · ·+ (−1)b(p′)

(
b(p′)
b(p′)

)
= 0,

²to zna£i da linearni £lan p′ nakon svih obavljenih mnoºenja u (7.11) i²£ezava.
Gornje razmatranje vrijedi za sve p′ ∼ p̃, p′ 6= p̃. Stoga ¢e nakon sre�ivanja
sume (7.11) preostati jedino linearni £lan koji pripada p̃. Imamo, dakle:

∑
p∈Pk0

p∼p̃

q
∑a−1

u=1 puN1,u+
∑k

t=k0+1 pt ·∆◦,(1,a−1)
p,N1

= q
∑a−1

u=1 p̃uN1,u+
∑k

t=k0+1 p̃t . (7.12)

Sada za lijevu stranu iskaza Leme vrijedi

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0

qp·N1+p·N2+fk2
(1−p)·N2+

∑k
t=k0+1 pt ·∆◦

p,N1
· (1− qN2,(1−p)(k2+1))

)
=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p̃∈Pk0

q
∑a−1

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=a p̃v(N1,v+N2,v)+
∑k

t=k0+1 p̃t∆
◦,(a,k)
p̃,N1

q
∑a−1

u=1 N2,u(1− qN2,a)

)
=
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=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p̃∈Pk0

qp̃·N1+
∑k

t=k0+1 p̃t ·∆◦,(a,k)
p̃,N1

· q
∑k

v=a p̃vN2,v · q
∑a−1

u=1 N2,u(1− qN2,a)

)
(7.13)

Za �ksni p̃′ ∈ Pk0 sada ºelimo vidjeti koliko se puta (i s kojim predzna-
cima) linearni £lan qp̃·N1+

∑k
t=k0+1 p̃t pojavljuje iz linearnih £lanova nekih dru-

gih p̃′′ mnoºenjem odgovaraju¢im faktorima iz ∆
◦,(a,k)
p̃′′,N1

. Postupamo sli£no
kao u dokazu tvrdnje (7.12): linearni £lan koji pripada p̃′ moºemo dobiti
iz linearnih £lanova onih p̃′′ koji se od p̃′ razlikuju u tome ²to je neki
broj (1, 0)−segmenata iz p̃′ zamijenjen (0, 1)−segmentima. Me�utim, ovdje
imamo dvije bitno razli£ite mogu¢nosti za zamjene (1, 0)−segmenata:

1) Ako se p̃′′ dobiva iz p̃′ zamjenom (1, 0)-segmenata koji ne uklju£uju
prvi (1, 0)−segment u p̃′ (p̃′a−1 = 1, p̃′a = 0), onda za p̃′′ za vrijedi
(1− p̃′′)(k2 +1) = a, ²to je jednako poziciji (k2 +1)−ve jedinice u 1− p̃′.
Ako ozna£imo s b(p̃′) broj (1, 0)−segmenata u p̃′, onda ¢emo iz linearnih
£lanova ovdje opisanih p̃′′ nakon mnoºenja odgovaraju¢im faktorom iz
∆
◦,(a,k)
p̃′′,N1

dobiti linearni £lan za p̃′, ali uz odgovaraju¢i doprinos faktora iz
N2. Stoga za linearni £lan odre�en s p̃′ kona£no imamo sljede¢i doprinos:

qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t ·

· q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a) · (q
∑k

v=a p̃′vN2,v +

b(p̃′)∑
m=1

(−1)mq
∑k

v=a p̃′′vN2,v) =

= qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a) · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

,

uz oznaku ∆
(a+1,k)

p̃′,N2
=

∏k
v=a+1(1− δp̃′v−p̃′v−1,−1 · qN2,v−N2,v−1). Ovdje £inje-

nicu da je

q
∑k

v=a p̃′vN2,v +

b(p̃′)∑
m=1

(−1)mq
∑k

v=a p̃′′vN2,v = q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)

p̃′,N2

nije te²ko vidjeti kori²tenjem ve¢ opisane argumentacije.

2) Ako zamijenjeni (1, 0)−segmenti uklju£uju i prvi (1, 0)−segment, onda
se dobiva p̃′′ takav da je pozicija (k2 +1)−ve jedinice u (1− p̃′′) za jedan
manja nego kod 1 − p̃′. Ova se mogu¢nost o£ito moºe dogoditi za sve
izbore p̃′, osim kod onih p̃′ kojima je pozicija (k2 + 1)−ve jedinice u
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1− p̃′ ve¢ minimalna, a to je kad je a = k2 +1. Ovdje postupamo sli£no
kao pod 1), uz napomenu da postoji bijektivna korespondencija izme�u
p̃′′ opisanih ovdje i onih iz 1), dana time ²to je kod p̃′′ iz ovog slu£aja
izvr²eno jednako zamjena (1, 0)−segmenata (0, 1)−segmentima kao i
pod 1), te uvijek i jo² jedna zamjena (ona kod prvog (1, 0)−segmenta u
p̃′). U tom smislu doprinos linearnom £lanu za p̃′ (zajedno s faktorima
iz N2) je analogan onom pod 1), osim ²to ima negativan predznak i
dodatni faktor qN2,a pa glasi:

qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · qN2,a · q
∑a−2

u=1 N2,u · (1− qN2,a−1) · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

.

Sada ºelimo sumirati oba doprinosa linearnom £lanu koji pripada p̃′, s tim
da kod p̃′ kod kojih je a = k2 + 1 nemamo doprinos iz druge mogu¢nosti.
Dakle, za p̃′ za koje je a > k2 + 1 imamo

qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a) · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

−
− qp̃′·N1+

∑k
t=k0+1 p̃′t · qN2,a · q

∑a−2
u=1 N2,u · (1− qN2,a−1) · q

∑k
v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)

p̃′,N2
=

= qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

·
· q

∑a−2
u=1 N2,u · (qN2,a−1 − qN2,a−1+N2,a − qN2,a + qN2,a−1+N2,a) =

= qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

· q
∑a−2

u=1 N2,u · (qN2,a−1 − qN2,a) =

= qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

· q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a−N2,a−1) =

= qp̃′·N1+
∑a−1

u=1 N2,u+
∑k

v=a p̃′vN2,v+
∑k

t=k0+1 p̃′t ·∆p̃′,N2 , (7.14)

gdje je ∆p̃′,N2 =
∏k

i=1(1 − δp̃′i−p̃′i−1,−1 · qN2,i−N2,i−1), p̃′0 := 0. Primijetimo da
se na desnoj strani (7.14) pojavljuje k0 sumanada iz N1−grupe indeksa te
a − 1 + (k0 − (a − 1 − k2)) = k0 + k2 sumanada iz N2−grupe indeksa, pa
moºemo re¢i da je desna strana (7.14) indeksirana onim p ∈ Pk0+k2 koji na
prvih bar k2 + 1 (zbog a− 1 > k2) koordinata imaju jedinice. Kako je ovdje
veza izme�u nekog p̃′ i odgovaraju¢eg p ∈ Pk0+k2 jednozna£na i dana s

p̃′ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k2

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a−1−k2

, 0, . . . ) ←→ p = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k2

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
a−1−k2

, 0, . . . ),

faktor qp̃′·N1 moºemo shvatiti kao qgk0
(p)·N1 , uz oznaku gk0(p) kao u iskazu

Leme. Pripadni faktor N2−grupe indeksa postaje qp·N2 , dok "slobodni" £lan
zapisan preko p sada glasi

∑k
t=k0+1 pt − δk2>k0

∑k2

r=k0+1 pr. Faktor ∆p̃′,N2 se
dobro pona²a, jer se kod p ne pojavljuju novi (1, 0)−segmenti (gledano slijeva
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na desno) u odnosu na p̃′, tako da je ∆p̃′,N2 = ∆?
p,N2

. Kona£no, prinos svakog
p̃′ za kojeg je a > k2 + 1 (zajedno sa svim pripadnim faktorima) glasi:

∑

p∈P 1
k0+k2

qgk0
(p)·N1+p·N2+

∑k
t=k0+1 pt−δk2>k0

∑k2
r=k0+1 pr ·∆?

p,N2
(7.15)

uz oznaku P 1
k0+k2

za skup svih p ∈ Pk0+k2 koji na prvih bar k2 +1 koordinata
imaju jedinice.
Za p̃′ za koje je a = k2 + 1 imamo doprinos samo iz 1) i on glasi

qp̃′·N1+
∑k

t=k0+1 p̃′t · q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a) · q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

.

Koriste¢i poznatu argumentaciju, faktor q
∑a−1

u=1 N2,u · (1 − qN2,a) moºemo ras-
pisati na sljede¢i na£in:

q
∑a−1

u=1 N2,u · (1− qN2,a) =
∑

p∈P
(1,w)
k2

q
∑w

z=1 pzN2,z ·∆(1,w)
p,N2

,

gdje je w := min{i|p̃′i = 1}, a P
(1,w)
k2

oznaka za sve ure�ene k−torke koje u
prvih w koordinata imaju k2 jedinice te nule na preostalim mjestima. Vri-
jedi: k2 + 1 ≤ w ≤ k1 + k2 + 1. Nakon ²to ovaj faktor promotrimo zajedno s
q

∑k
v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)

p̃′,N2
vidimo da u ovom slu£aju uspostavljamo koresponden-

ciju izme�u p̃′ i svih p ∈ Pk0+k2 koji na prvih najvi²e k2 koordinata imaju
jedinice, u oznaci P 2

k0+k2
, i da ¢e pritom vrijediti

∑

p∈P
(1,w)
k2

q
∑w

z=1 pzN2,z ·∆(1,w)
p,N2

· q
∑k

v=a p̃′vN2,v ·∆(a+1,k)
p̃′,N2

=
∑

p∈P 2
k0+k2

qp·N2 ·∆?
p,N2

.

Odmah se vidi da w predstavlja poziciju (k2+1)−ve jedinice u odgovaraju¢im
p ∈ P 2

k0+k2
, u oznaci p(k2 + 1). Sli£no kao i prije, i faktor qp̃′·N1+

∑k
t=k0+1 p̃′t

moºe se zapisati u formi p ∈ P 2
k0+k2

. Kona£no, prinos svakog p̃′ za kojeg je
a = k2 + 1, zajedno sa svim pripadnim faktorima, glasi:

∑

p∈P 2
k0+k2

qgk0
(p)·N1+p·N2+

∑k
t=k0+1 pt−δp(k2+1)−1>k0

∑p(k2+1)−1
r=k0+1 pr ·∆?

p,N2
. (7.16)

Kako je P 1
k0+k2

∪ P 2
k0+k2

= Pk0+k2 , iz (7.15) i (7.16) sumiranjem po svim
minimalnim p̃ ∈ Pk0 slijedi tvrdnja Leme.
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7.4 Transformacije druge grupe indeksa
Postupamo sli£no kao prilikom prve transformacije indeksa sumacije, ali sada
radimo pomak u sumaciji mijenjaju¢i indekse N2,1, . . . , N2,k.

Lema 16
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0+k2

qgk0
(p)·N1+p·N2+

∑k
t=k0+1 pt−δp(k2+1)−1>k0

∑p(k2+1)−1
r=k0+1 pr ·∆?

p,N2

)
=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
G(N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

∑
p∈Pk1

(
qpN1+gk0

(1−p)N1+pN2·

q−k0−k1+k2+
∑k

b=k0+k2+1(1−pb)−δ(1−p)(k2+1)−1>k0

∑(1−p)(k2+1)−1
r=k0+1 (1−pr)∆◦

p,N2

))
, (7.17)

gdje je

G(N1, N2) = q−
∑k0

a1=1 N1,a1+
∑k0+k2

a2=k0+1(N1,a2+N2,a2 )−∑k
b=k0+k2+1 N2,b+k0+k1·

· (1− qN1,k0
−N1,k0+1) · (1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2 ),

a ∆◦
p,N2

se razlikuje od ∆p,N2 u tome ²to umjesto uobi£ajenog faktora za i =

k0 + k2 + 1 ima faktor (1− δpk0+k2+1−pk0+k2
,−1q

N2,k0+k2+1−N2,k0+k2
−1).

Dokaz: Postupamo sli£no kao prilikom dokaza jednakosti (7.1), samo sada za
�ksni p ∈ Pk0+k2 na pripadnom sumandu lijeve strane (7.17) radimo sljede¢u
transformaciju indeksa sumacije:

N2,a → N2,a − pa + 1, a = 1, . . . , k0 + k2

N2,b → N2,b − pb, b = k0 + k2 + 1, . . . , k. (7.18)

Primijetimo da se nakon ove promjene sumacija provodi po
k0+k2∑
a=1

(N2,a − pa + 1) +
k∑

b=k0+k2+1

(N2,b − pb) =
k∑

i=1

N2,i −
k∑

i=1

pi

︸ ︷︷ ︸
=k0+k2

−
k0+k2∑
a=1

1

︸ ︷︷ ︸
=k0+k2

=
k∑

i=1

N2,i,

65



²to zna£i da i dalje vrijedi uvjet sumacije koji je prvotno vrijedio, ali se o£ito
naru²io uvjet monotonosti N2,i ≥ N2,i−1, i = 1 . . . k.
�elimo vidjeti ²to se pri transformaciji indeksa sumacije zbiva s kvadratnim
£lanom Q(N1, N2), ²to s linearnim i slobodnim £lanom, a ²to s faktorima iz
∆p,N2 (koje ¢emo promatrati s odgovaraju¢im faktorom u nazivniku).
Promjena kvadratnog £lana:

k∑
i=1

(N2
1,i + N2

2,i + N1,i ·N2,i)
(7.18)−−−→

k∑
i=1

N2
1,i +

k0+k2∑
a=1

(N2,a − pa + 1)2+

+
k∑

b=k0+k2+1

(N2,b − pb)
2 +

k0+k2∑
a=1

N1,a(N2,a − pa + 1) +
k∑

b=k0+k2+1

N1,b(N2,b − pb) =

=
k∑

i=1

(N2
1,i + N2

2,i + N1,i ·N2,i) +

k0+k2∑
a=1

(1− pa)N1,a −
k∑

b=k0+k2+1

pbN1,b+

+

k0+k2∑
a=1

2(1− pa)N2,a −
k∑

b=k0+k2+1

2pbN2,b +

k0+k2∑
a=1

(1− pa)
2

︸ ︷︷ ︸
=1−pa

+
k∑

b=k0+k2+1

p2
b︸︷︷︸

=pb

.

Promjena linearnog £lana (uzimamo u obzir i izraz F (N1, N2)):

− n1 − n2 +
k∑

t=k0+1

(2N1,t + N2,t) + gk0(p) ·N1 + p ·N2
(7.18)−−−→

= −n1 − n2 +
k∑

t=k0+1

(2N1,t + N2,t) + gk0(p) ·N1 + p ·N2 −
k0+k2∑
a=1

(1− pa)+

+
k∑

b=k0+k2+1

pb +

k0+k2∑

t1=k0+1

(1− pt1)−
k∑

t2=k0+k2+1

pt2

︸ ︷︷ ︸
=k2−

∑k
t=k0+1 pt

+

k0+k2∑
a=1

pa(1− pa)︸ ︷︷ ︸
=0

−
k∑

b=k0+k2+1

p2
b︸︷︷︸

=pb

=

= −n1 − n2 +
k∑

t=k0+1

(2N1,t + N2,t) + gk0(p)N1 + pN2 −
k0+k2∑
a=1

(1− pa) + k2 −
k∑

t=k0+1

pt

Sada organiziramo dobivene podatke prema kvadratnom, linearnom te slo-
bodnom £lanu. Kvadratni £lan o£ito ostaje nepromijenjen, dok ¢emo kod
linearnog £lana promatrati sumande indeksa N1−grupe indeksa odvojeno od
sumanada indeksa N2−grupe indeksa.
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Za N1−grupu indeksa imamo sumand
k0+k2∑
a=1

(1− pa)N1,a −
k∑

b=k0+k2+1

pbN1,b − n1 +
k∑

t=k0+1

2N1,t + gk0(p) ·N1 =

= · · · = −
k0∑

a1=1

N1,a1 +

k0+k2∑

a2=k0+1

N1,a2 + (1− p) ·N1 + gk0(p) ·N1,

za N2−grupu
k0+k2∑
a=1

2(1− pa)N2,a −
k∑

b=k0+k2+1

2pbN2,b − n2 +
k∑

t=k0+1

N2,t + p ·N2 =

= · · · =
k0+k2∑

a2=k0+1

N2,a2 −
k∑

b=k0+k2+1

N2,b + (1− p) ·N2,

a za slobodni £lan
k0+k2∑
a=1

(1− pa) +
k∑

b=k0+k2+1

pb −
k0+k2∑
a=1

(1− pa) + k2 −
k∑

t=k0+1

pt +
k∑

t=k0+1

pt−

− δp(k2+1)−1>k0

p(k2+1)−1∑

r=k0+1

pr = · · · = k2 +
k∑

b=k0+k2+1

pb − δp(k2+1)−1>k0

p(k2+1)−1∑

r=k0+1

pr,

²to zajedno daje

F (N1, N2) · qQ(N1,N2)·
· qgk0

(p)·N1+p·N2+
∑k

t=k0+1 pt−δp(k2+1)−1>k0

∑p(k2+1)−1
r=k0+1 pr (7.18)−−−→

q−
∑k0

a1=1 N1,a1+
∑k0+k2

a2=k0+1(N1,a2+N2,a2 )−∑k
b=k0+k2+1 N2,b+k0+k1·

· (1− qN1,k0
−N1,k0+1) · qQ(N1,N2)·

· q(1−p)·N1+gk0
(p)·N1+(1−p)·N2−k0−k1+k2+

∑k
b=k0+k2+1 pb−δp(k2+1)−1>k0

∑p(k2+1)−1
r=k0+1 pr

(7.19)

�to se promjene faktora ∆?
p,N2

prilikom transformacije (7.18) ti£e, pojedini
faktor promatramo zajedno s odgovaraju¢im faktorom iz nazivnika �ksiranog
sumanda lijeve strane izraza (7.17). Potpuno analogno kao u ra£unu promjene
∆?

p,N1
, i ovdje nakon razmatranja tri slu£aja dolazimo do sljede¢ih zaklju£aka:

1) Svi netrivijalni faktori, osim onog za i = k0 + k2 + 1, postaju trivijalni.
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2) Pojavljuju se novi faktori oblika (1− qN2,i−N2,i−1−δi,k0+k2+1), ako i samo
ako je pi = 1, pi−1 = 0, i = 1 . . . k, uz p0 := 0.

3) Osim faktora pod 2) pojavljuje se i faktor (1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2 ), ∀p.
4) Gore opisane promjene "popravljaju" uvjet sumacije

N2,k ≥ N2,k−1 ≥ · · · ≥ N2,0 ≥ 0.

Odavdje slijedi

∆?
p,N2∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

(7.18)−−−→

(7.18)−−−→ (1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2 ) · ∆◦
1−p,N2∏k

i=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

i=1 (q)N2,i−N2,i−1

,

(7.20)

uz oznaku ∆◦
1−p,N2

kao u iskazu Leme.
Kona£no, iz (7.19) i (7.20) te £injenice da (7.18) ne naru²ava uvjet sumacije
N2 ∈ U(n2) slijedi tvrdnja Leme.

7.5 Transformacije obje grupe indeksa
Kona£no, kako bismo pokazali jednakost lijeve strane (7.1) i posljednjeg su-
manda (6.14), "pomi£emo" indeks sumacije, ovoga puta po obje grupe in-
deksa sumacije.

Lema 17
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
G(N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

∑
p∈Pk1

(
qpN1+gk0

(1−p)N1+pN2·

· q−k0−k1+k2+
∑k

b=k0+k2+1(1−pb)−δ(1−p)(k2+1)−1>k0

∑(1−p)(k2+1)−1
r=k0+1 (1−pr) ·∆◦

p,N2

))
=

= qn1+n2

∑
N1∈U(n1−k0)
N2∈U(n2−k1)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1
qp·N1+gk0

(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

(7.21)
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Dokaz: Kod svih sumanada lijeve strane (7.21) radimo sljede¢i promjenu
obje grupe indeksa sumacije:

N1,i1 → N1,i1 + 1, i1 = 1, . . . , k0

N2,j2 → N2,j2 + 1, j2 = k0 + k2 + 1, . . . , k. (7.22)
Sada se sumacija na lijevoj strani jednakosti (7.21) odvija po uvjetu

k∑
i=1

N1,i + k0 = n1 ⇒
k∑

i=1

N1,i = n1 − k0 (7.23)

k∑
i=1

N2,i + k1 = n2 ⇒
k∑

i=1

N2,i = n2 − k1. (7.24)

Pritom se uvjet monotonosti me�u indeksima nije naru²io, osim u dva slu£aja:
uvjet koji veºe indekse N1,k0 i N1,k0+1 postaje

N1,k0 + 1 ≥ N1,k0+1 ⇔ N1,k0 ≥ N1,k0+1 ili N1,k0 = N1,k0+1 − 1,

dok se onaj koji veºe indekse N2,k0+k2 i N2,k0+k2+1 mijenja u
N2,k0+k2+1 + 1 ≥ N2,k0+k2 ⇔N2,k0+k2+1 ≥ N2,k0+k2

ili N2,k0+k2+1 = N2,k0+k2 − 1,

dakle na dva koordinatna mjesta (jedno za N1−grupu i jedno za N2−grupu)
naru²en je uvjet monotonosti.
�elimo vidjeti koju promjenu (7.22) donosi kvadratnom £lanu, linearnom i
slobodnom £lana, a ²to mijenja kod faktora iz ∆◦

p,N2
.

Promjena kvadratnog £lana:
k∑

i=1

(N2
1,i + N2

2,i + N1,i ·N2,i)
(7.18)−−−→

k0∑
i1=1

(N1,i1 + 1)2 +
k∑

i2=k0+1

N2
1,i2

+

k0+k2∑
j1=1

N2,j1 +
k∑

j2=k0+k2+1

(N2,j2 + 1)2+

+

k0∑
i1=1

(N1,i1 + 1)N2,i1 +

k0+k2∑

a=k0+1

N1,a ·N2,a +
k∑

j2=k0+k2+1

N1,j2(N2,j2 + 1) =

=
k∑

`=1

(N2
1,` + N2

2,` + N1,` ·N2,`) +

k0∑
i1=1

2N1,i1 +
k∑

j=k0+k2+1

N1,j2 +

k0∑
i1=1

N2,i1+

+
k∑

j2=k0+k2+1

2N2,j2 + k0 + k1. (7.25)
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Promjena linearnog i slobodnog £lana faktora G(N1, N2):

−
k0∑

a1=1

N1,a1 +

k0+k2∑

a2=k0+1

(N1,a2 + N2,a2)−
k∑

b=k0+k2+1

N2,b + k0 + k1
(7.22)−−−→

−
k0∑

a1=1

(N1,a1 + 1) +

k0+k2∑

a2=k0+1

(N1,a2 + N2,a2)−
k∑

b=k0+k2+1

(N2,b + 1) + k0 + k1 =

= −
k0∑

a1=1

N1,a1 +

k0+k2∑

a2=k0+1

(N1,a2 + N2,a2)−
k∑

b=k0+k2+1

N2,b + k0 + k1 − k0 − k1 =

= −
k0∑

a1=1

N1,a1 +

k0+k2∑

a2=k0+1

(N1,a2 + N2,a2)−
k∑

b=k0+k2+1

N2,b. (7.26)

Spajanjem linearnih £lanova dobivenih u (7.25) i (7.26) dobivamo:
k0∑

i1=1

2N1,i1 +
k∑

j=k0+k2+1

N1,j2 +

k0∑
i1=1

N2,i1 +
k∑

j2=k0+k2+1

2N2,j2 + k0 + k1−

−
k0∑

a1=1

N1,a1 +

k0+k2∑

a2=k0+1

(N1,a2 + N2,a2)−
k∑

b=k0+k2+1

N2,b =

=
k∑

`=1

N1,` + k0

︸ ︷︷ ︸
(7.23)

= n1

+
k∑

`=1

N2,` + k1

︸ ︷︷ ︸
(7.24)

= n2

= n1 + n2. (7.27)

Kod promjene preostalog dijela linearnog i slobodnog £lana imamo dvije mo-
gu¢nosti. Ako je k0 < (1− p)(k2 + 1)− 1, imamo

pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2 − k0 − k1 + k2 +
k∑

b=k0+k2+1

(1− pb)−
(1−p)(k2+1)−1∑

r=k0+1

(1− pr)

(7.22)−−−→
k0∑

i1=1

pi1(N1,i1 + 1) +
k∑

i2=k0+1

pi2N1,i2 +

k0+k2∑
j1=1

pj1N2,j1 +
k∑

j2=k0+k2+1

pj2(N2,j2 + 1)+

+
k∑

j=(1−p)(k2+1)

pjN1,j − k0 − k1 + k2 +
k∑

b=k0+k2+1

(1− pb)−
(1−p)(k2+1)−1∑

r=k0+1

(1− pr) =

= pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2+

+

k0∑
i1=1

pi1 +
k∑

j2=k0+k2+1

pj2 − k0 − k1 + k2 +
k∑

b=k0+k2+1

(1− pb)−
(1−p)(k2+1)−1∑

r=k0+1

(1− pr) =
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== pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2 +

k0∑
i1=1

pi1 +
k∑

j2=k0+k2+1

pj2 − k0 − k1 + k2 + k1−

−
k∑

b=k0+k2+1

pb − ((1− p)(k2 + 1)− k0) +

(1−p)(k2+1)−1∑

r=k0+1

pr =

= pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2 +

k0∑
i1=1

pi1 +

(1−p)(k2+1)−1∑

r=k0+1

pr

︸ ︷︷ ︸
=(1−p)(k2+1)−k2

+k2 − (1− p)(k2 + 1) =

= pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2.

U slu£aju da je k0 ≥ (1− p)(k2 + 1)− 1 dobivamo

pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2 − k0 − k1 + k2 +
k∑

b=k0+k2+1

(1− pb)
(7.22)−−−→

k0∑
i1=1

pi1(N1,i1 + 1) +
k∑

i2=k0+1

pi2N1,i2 +

k0+k2∑
j1=1

pj1N2,j1 +
k∑

j2=k0+k2+1

pj2(N2,j2 + 1)+

+

k0∑

t1=(1−p)(k2+1)

(1− pt1)(N1,t1 + 1) +
k∑

t2=k0+1

(1− pt2)N1,t2 − k0 − k1 + k2+

+
k∑

b=k0+k2+1

(1− pb) = pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2 +

k0∑
i1=1

pi1 +
k∑

j2=k0+k2+1

pj2+

+

k0∑

t1=(1−p)(k2+1)

(1− pt1)− k0 − k1 + k2 + k1 −
k∑

b=k0+k2+1

pb = pN1 + gk0(1− p)N1+

+ pN2 +

k0∑
i1=1

pi1 +

k0∑
i1=1

(1− pi1)

︸ ︷︷ ︸
=k0

−
(1−p)(k2+1)−1∑

a=1

(1− pa)

︸ ︷︷ ︸
=k2

−k0 + k2 =

= pN1 + gk0(1− p)N1 + pN2,

²to je jednako dobivenom u prethodnom slu£aju. Dakle, kona£no kod pro-
mjene preostalog dijela linearnog i slobodnog £lana dobivamo £lan

p ·N1 + gk0(1− p)N1 + p ·N2. (7.28)

Ostaje jo² vidjeti kako (7.22) utje£e na faktor

(1− qN1,k0
−N1,k0+1) · (1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2 ),
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a kako na pojedine faktore iz ∆◦
p,N2

.
Gornji faktor, zajedno s odgovaraju¢im faktorima iz nazivnika, prilikom
(7.22) daje:

(1− qN1,k0
−N1,k0+1) · (1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2 )

(q)N1,k0
−N1,k0+1

· (q)N2,k0+k2+1−N2,k0+k2

(7.22)−−−→

(7.22)−−−→ (1− qN1,k0
−N1,k0+1+1) · (1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2

+1)

(q)N1,k0
−N1,k0+1+1 · (q)N2,k0+k2+1−N2,k0+k2

+1

=

=





0, N1,k0 = N1,k0+1 − 1
0, N2,k0+k2+1 = N2,k0+k2 − 1
1

(q)N1,k0
−N1,k0+1

·(q)N2,k0+k2+1−N2,k0+k2

, N1,k0 ≥ N1,k0+1, N2,k0+k2+1 ≥ N2,k0+k2

²to zna£i da smo "popravili" prije opisano naru²enje poznatih uvjeta mono-
tonosti.
Dalje, o£ito je da ¢e transformacija (7.22), od svih faktora iz ∆◦

p,N2
, promije-

niti samo sljede¢i faktor (ako postoji):

1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2
−1 (7.22)−−−→ 1− qN2,k0+k2+1−N2,k0+k2 .

Imamo dakle

∆◦
p,N2

(7.22)−−−→ ∆p,N2 . (7.29)

Sada iz (7.23), (7.24), (7.27), (7.28) i (7.29) slijedi tvrdnja Leme.

7.6 Posljednje pregrupiranje faktora
U posljednjoj lemi obavljamo posljednje pregrupiranje faktora kako bismo
dobili formulu za posljednji £lan u (6.14) onako kako je dana u iskazu Teorema
12.

Lema 18

qn1+n2

∑
N1∈U(n1−k0)
N2∈U(n2−k1)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1
qp·N1+gk0

(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

= qn1+n2An1−k0,n2−k1

k2,k0,k1
(q) (7.30)
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Dokaz: Dovoljno je dokazati da za svaki N1 i N2 vrijedi

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1
qp·N1+gk0

(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

=
∑

N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk0+k1
qp·N1+fk1

(p)·N2 ·∆p,N1∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

. (7.31)

Ozna£imo s p̃ ∈ Pk1 minimalni (po leksikografskom ure�aju) me�u svim
p ∈ Pk1 kojima imaju isti b = (1− p̃)(k2) i sve im se koordinatne vrijednosti
do te (naravno, uklju£iv²i i tu) poklapaju. Klase indeksiramo minimalnim
elementom p̃ i za p iz klase nekog p̃ pi²emo p ∼ p̃. Napomenimo da ¢e
ovakve klase biti jedno£lane samo kad je b maksimalan, dakle jednak k1 + k2

(jer treba ostati "mjesta" za jo² k0 nula). Za sve klase koje imaju bar dva
elementa ra£unamo
∑

p∈Pk1
p∼p̃

qp·N1+gk0
(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2 =

=
∑

p∈Pk1
p∼p̃

q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u+
∑k

v=b+1 pvN2,v ·∆(1,b)
p̃,N2

·∆(b+1,k)
p,N2

=

= q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u ·∆(1,b)
p̃,N2

( ∑
p∈Pk1

p∼p̃

q
∑k

v=b+1 pvN2,v ·∆(b+1,k)
p,N2

)
=

= q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u ·∆(1,b)
p̃,N2

· q
∑k1+k2

c=b+1 N2,c =

= q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u+
∑k1+k2

c=b+1 N2,c ·∆(1,b)
p̃,N2

,

koriste¢i sli£no zaklju£ivanje kao i prije. Dakle, ukupno moºemo pisati da je
∑

p∈Pk1

qp·N1+gk0
(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2 =

=
∑

p̃∈Pk1

q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c ·∆(1,b)
p̃,N2

.

Za �ksni p̃ ∈ Pk1 se pripadni N2−sumand linearnog £lana

q
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c

moºe dobiti iz analognih £lanova nekih drugih p̃′ ∈ Pk1 nakon mnoºenja
odgovaraju¢im faktorima iz ∆

(1,b)
p̃′,N2

(koristimo ve¢ poznatu argumentaciju o
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zamjeni (1, 0)−segmenata (0, 1)−segmentima), pa nije te²ko vidjeti da je
∑

p∈Pk1

qp·N1+gk0
(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2 =

=
∑

p̃∈Pk1

q
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c ·

·
(
q

∑b
u=1 p̃uN1,u +

∑

p̃′
(−1)b(p̃′)q

∑b
u=1 p̃′uN1,u

)
=

=
∑

p̃∈Pk1

q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c ·∆(1,b)
p̃,N1

,

uz oznake i argumentaciju analogne onima u dokazu (7.12). Vidimo da na
desnoj strani gornje jednakosti linearni £lan ima b − k2 + k − b = k0 +
k1 sumanada N1−grupe indeksa i b − k2 + (k1 + k2 − b) = k1 sumanada
N2−grupe indeksa, pa je moºemo indeksirati skupom Pk0+k1 . Tako�er, kako
je b najvi²e jednak k1 + k2, N2−sumand svakog linearnog £lana desne strane
gornje jednakosti je u korespondenciji s nekim (jednim ili vi²e njih, jer fk1(p)
moºe biti isti za vi²e p ∈ Pk0+k1) p ∈ Pk0+k1 , u oznaci p ≈ p̃. Vrijedi i obrat:
naime, za svaki p ∈ Pk0+k1 prvih k1 jedinica se mora nalaziti unutar prvih
k1 + k2 koordinata, jer u preostalih k0 koordinata o£ito moºe biti najvi²e k0

jedinica. Stoga za svaki p̃ ∈ Pk1 i za sve p ≈ p̃ vrijedi

q
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c = qfk1
(p)·N2

q
∑b

u=1 p̃uN1,u∆
(1,b)
p̃,N1

= q
∑b

u=1 puN1,u∆
(1,b)
p,N1

,

pa je

q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑k

v=b+1 N1,v+
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c ·∆(1,b)
p̃,N1

=

= q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c∆
(1,b)
p̃,N1

· q
∑k

v=b+1 N1,v =

= q
∑b

u=1 p̃uN1,u+
∑b

u=1 p̃uN2,u+δk1+k2>b
∑k1+k2

c=b+1 N2,c∆
(1,b)
p̃,N1

∑
p≈p̃

q
∑k

v=b+1 pN1,v∆
(b+1,k)
p,N1

=

=
∑
p≈p̃

q
∑b

u=1 puN1,u+
∑k

v=b+1 pN1,v+fk1
(p)·N2∆

(1,b)
p,N1

∆
(b+1,k)
p,N1

=
∑
p≈p̃

qpN1+fk1
(p)N2∆p,N1 ,

odakle slijedi
∑

p∈Pk1

qp·N1+gk0
(1−p)·N1+p·N2 ·∆p,N2 =

∑
p∈Pk0+k1

qp·N1+fk1
(p)·N2 ·∆p,N1 ,

£ime je dokazana tvrdnja (7.31), a time i Lema.
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7.7 Dokaz Teorema 12
Kona£no, prelazimo na dokaz Teorema 12.

Dokaz: Kori²tenjem prethodnih lema dokazujemo da (6.13) zadovoljava sus-
tav (6.12), uz oznake kao u lemama:

Ak0,k1,k2
n1,n2

(q)− Ak0−1,k1+1,k2
n1,n2

(q)− Ak0,k1−1,k2+1
n1,n2

(q) + Ak0−1,k1,k2+1
n1,n2

(q) =

(7.1)
=

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1+k2
qp·N1+fk2

(p)·N2 ·∆?
p,N1

· (1− qN2,p(k2+1))
∏k

`=1 (q)N1,i−N1,i+1
·∏k

`=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

(7.6)
=

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0

qp·N1+p·N2+fk2
(1−p)·N2+

∑k
t=k0+1 pt ·∆◦

p,N1
· (1− qN2,(1−p)(k2+1))

)
=

(7.10)
=

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
F (N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

·

·
∑

p∈Pk0+k2

qgk0
(p)·N1+p·N2+

∑k
t=k0+1 pt−δp(k2+1)−1>k0

∑p(k2+1)−1
r=k0+1 pr ·∆?

p,N2

)
=

(7.17)
=

∑
N1∈U(n1)
N2∈U(n2)

(
G(N1, N2) · qQ(N1,N2)

∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

∑
p∈Pk1

(
qpN1+gk0

(1−p)N1+pN2·

· q−k0−k1+k2+
∑k

b=k0+k2+1(1−pb)−δ(1−p)(k2+1)−1>k0

∑(1−p)(k2+1)−1
r=k0+1 (1−pr) ·∆◦

p,N2

))
=

(7.21)
= qn1+n2

∑
N1∈U(n1−k0)
N2∈U(n2−k1)

qQ(N1,N2) ·∑p∈Pk1
qp·N1+gk0

(1−p)·N1+p·N2∆p,N2∏k
i=1 (q)N1,i−N1,i+1

·∏k
i=1 (q)N2,i−N2,i−1

=

(7.30)
= qn1+n2An1−k0,n2−k1

k2,k0,k1
(q).
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Saºetak

Za a�nu Liejevu algebru g̃ tipa A
(1)
` promatramo Z−gradaciju

g̃ = g̃−1 ⊕ g̃0 ⊕ g̃1

induciranu izabranom Z−gradacijom pripadne proste kona£nodimenzionalne
Liejeve algebre g. Potprostor Feigin-Stojanovskog W (Λ) de�niramo kao
g̃1−podmodul standardnog g̃−modula L(Λ) dan s

W (Λ) = U(g̃1) · vΛ ⊂ L(Λ),

gdje je s vΛ ozna£en vektor najve¢e teºine modula L(Λ).
Koriste¢i poznati kombinatorni opis baza potprostora W (Λ) te operatore is-
preplitanja me�u standardnim modulima, nalazimo egzaktne nizove potpros-
tora Feigin-Stojanovskog istog nivoa, odakle kao posljedicu dobivamo sustave
rekurzivnih relacija za formalne karaktere tih potprostora.
Specijalno, za a�nu Liejevu algebru sl(3,C)̃ rje²avanjem gore spomenutog
sustava dobivamo formule karaktera svih potprostora W (Λ) za proizvoljan
nivo, dok za a�nu Liejevu algebru sl(l +1,C)̃ op¢eg ranga dobivamo formule
karaktera potprostora W (Λ) za nivo jedan.
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Summary

For an a�ne Lie algebra g̃ of type A
(1)
` we observe the Z−gradation

g̃ = g̃−1 ⊕ g̃0 ⊕ g̃1

induced by the chosen Z−gradation of the underlying simple �nite dimen-
sional Lie algebra g. De�ne a Feigin-Stoyanovsky's subspace W (Λ) as a
g̃1−submodule of a standard g̃−module L(Λ) given by

W (Λ) = U(g̃1) · vΛ ⊂ L(Λ),

where vΛ denotes a �xed highest weight vector of L(Λ).
By using the known description of combinatorial bases for all W (Λ), as well
as certain intertwining operators between standard modules, we obtain the
exact sequences of Feigin-Stoyanovsky's subspaces at �xed level. This di-
rectly leads to systems of recursive relations for formal characters of those
subspaces.
Particularly, by solving the above mentioned system for a�ne Lie algebra
sl(3,C)̃ we obtain character formulas for all W (Λ) at general level, while for
a�ne Lie algebra sl(`+1,C)̃ of general rank we get character formulas for all
W (Λ) at level one.
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