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Poglavlje 1
Uvod

Osnovni objekt proucavanja ovog rada su potprostori Feigin — Stojanovskog

za afine Lijeve algebre g = sl(¢ + 1,C), formule formalnih karaktera tih
prostora te sustavi rekurzivnih jednadzbi medu karakterima.

Za Liejevu algebru g = sl({+ 1, C) (s Cartanovom podalgebrom b, odgovara-
jué¢im sistemom korijena R te korijenskom dekompozicijom s fiksiranim kori-
jenskim vektorima z,) promatramo izabranu Z—gradaciju g = g_1® go ® g1
takvu da je h C go. Skup korijena od g; oznac¢imo s I'.

Pripadnu afinu Liejevu algebru oznacavamo s g, centralni element s ¢, a
fiksirane realne korijenske vektore s x,(n). Gradacija algebre g inducira
Z—gradaciju na g:

§=6. 86000
Ovdje je g1 = g1 ® C[t,t™!] komutativna Liejeva algebra s bazom
{z,())lj €Z,v €T}

Za standardni g—modul nivoa k = A(c) s pripadnim vektorom najvece tezine
vp definiramo potprostor Feigin-Stojanovskog W(A) kao g;—podmodul od
L(A):

W(A) = U(g) - va C L(A).

Kako bismo dali motivaciju za proucavanje potprostora Feigin-Stojanovskog,
iznijet ¢emo nekoliko povijesnih napomena.

Lepowsky i Wilson (|[LW1] — [LW4]) pokazali su da se produktna strana ¢uve-
nih Rogers-Ramanujanovih identiteta pojavljuje pri glavnoj specijalizaciji ka-
raktera odredenih ireducibilnih reprezentacija najjednostavnije afine Liejeve



algebre sl(2,C). Koriste¢i konstrukciju osnovnih reprezentacija te algebre
pomocu verteks operatora daju iskljucivo u teoriji Liejevih algebri zasnovan
dokaz Rogers-Ramanujanovih identiteta. Produktna strana takvih identiteta
proizlazi u pravilu iz Weyl-Kacove formule karaktera, dok strana koja sadrzi
sumu slijedi iz konstrukcije kombinatorne baze proucavanih modula. Stoga
se kao zanimljiv problem pokazuje upravo pokusaj opisa kombinatornih baza
nekih modula (ili nekih njihovih potprostora) afinih Liejevih algebri.

Nakon ovih uspjeha uslijedili su pokusaji da se kroz teoriju Liejevih al-
gebri i verteks operatora pronadu i dokazu i neki drugi identiteti Rogers-
Ramanujanovog tipa. Meurman i Primc u [MP1| daju konstrukciju i do-
kaz linearne nezavisnosti kombinatornih baza standardnih s[(2, C)—modula,
odakle slijedi dokaz jo$ nekih identiteta Rogers-Ramanujanovog tipa. Dva
do tada nepoznata identiteta dobiva Capparelli rade¢i na opisu baza stan-
dardnih modula nivoa 3 za afinu Liejevu algebru AS” (vidjeti |C]). U [MP2]
Meurman i Primc razvijaju novu tehniku koriStenjem tzv. anihilirajuc¢ih po-
lja za konstrukciju kombinatornih baza standardnih s[(2, C)—modula, dok u
[MP3| dodatno razvivsi ovaj postupak daju opis baze osnovnog modula za
sl(3,C).

Feigin i Stojanovski (vidjeti [FS|) koristenjem kombinatorne baze tzv.
glavnog potprostora osnovnog sl(2, C)—modula L(Ag) (slicnog potprostoru
Feigin-Stojanovskog) dolaze do strane Rogers-Ramanujanovih identiteta koja
sadrzi sumu, dok produktnu stranu (jer direktan analogon Weyl-Kacove for-
mule karaktera za glavne potprostore ne postoji) ra¢unaju razvijenim geome-
trijskim metodama. Prosirivsi pristup iz [FS], direktnom konstrukcijom baza
glavnih potprostora G. Georgiev u |G| dolazi do formula karaktera za glavne

potprostore svih standardnih s[(I + 1, C)—modula.

Capparelli, Lepowsky i Milas koriste strukturu sl(2,C)—modula L(kA)
kao algebre verteks operatora te teoriju operatora ispreplitanja da do-
biju Rogers-Ramanujanove rekurzije i Rogers-Selbergove rekurzije (vidjeti
[CLM1] i [CLMZ2]). Dobiveni sustav rekurzivnih relacija otkrio je i rijesio ve¢
G. Andrews radeé¢i na tzv. Gordonovim identitetima (vidjeti npr. u [A1]).
U kontekstu teorije Liejevih algebri rjeSenje tog sustava predstavlja zatvo-
rene izraze za formalne karaktere potprostora Feigin-Stojanovskog za Liejevu

algebru s[(2,C), i to za sve standardne module opéeg cjelobrojnog nivoa k.

U [FJMMT] autori dualni prostor potprostora Feigin-Stojanovskog za stan-
dardne sl(3, C) —module proizvoljnog nivoa ulazu u prostor simetri¢nih poli-
noma i definiraju na njemu tzv. Gordonovu filtraciju. Iz eksplicitnog ra¢una
komponenti pripadnog graduiranog prostora (uz koristenje verteks operatora)
slijede na odgovarajué¢i nacin specijalizirane formule karaktera potprostora

Feigin-Stojanovskog nekih standardnih modula proizvoljnog nivoa.



Pristup Mirka Primca (vidjeti [P1]) vodi do konstrukcije kombinatorne baze
(parametrizirane tzv. (k,l)—dopustivim konfiguracijama) svih potprostora
Feigin-Stojanovskog za afine Liejeve algebre tipa A,. U [P2] Primc daje do-
kaz linearne nezavisnosti potprostora W (Ag) (za sve klasi¢ne proste Liejeve
algebre g i sve izbore gore opisane Z—gradacije) pomoc¢u formule karaktera za
kristalne baze. Koriste¢i metodu koju su razvili Capparelli, Lepowsky i Milas,
Primc u |P3| daje i jednostavniji dokaz linearne nezavisnosti kombinatorne
baze.

éinjenica da je kombinatorni opis baze poznat za proizvoljan rang ¢ i nivo
k, te postojanje odgovarajuc¢ih operatora ispreplitanja i tzv. operatora proste
struje [w], otvara moguénost da se pokuSaju napisati sustavi rekurzivnih re-
lacija medu formalnim karakterima potprostora Feigin-Stojanovskog istog
fiksnog nivoa. Rjesavanje ovih sustava vodilo bi do formula karaktera pot-
prostora Feigin-Stojanovskog za viSe rangove i proizvoljne nivoe. To je pristup
kojeg ¢emo u ovom radu koristiti.

Dajemo sada pregled najbitnijih rezultata. Najprije dokazujemo rezultat o
egzaktnosti nekih nizova potprostora Feigin-Stojanovskog istog fiksnog nivoa

k za sl(¢ +1,C):

Propozicija 4 Sljedeéi niz je egzaktan:

[w]®F ®o 1
0— thk‘(),klv---»kE—l W = Wh -
LeD(K)
©1 ©2 Om—1
T H Wy, = ... — H Wy, — 0.
I,€Dy(K) I €D (K)

Za fiksnu tezinu A = koAg+ - - -+ Agk, formalni karakter x (W (A)) definiramo
formulom

XW (M) (=21, 2050) = > dim W (A)™ " omegmapt ez,
gdje W(A)™ ™" oznacava graduirani potprostor W (A) monomijalnih vek-
tora stupnja m koji sadrze n; ¢lanova oblika ., (—7;), i € Nyi=1,... /.
Iz Propozicije 4 slijedi sustav rekurzivnih relacija medu formulama karaktera:
Xz, zi0) = Y (=D (W) (21, 2 0)+
1€D(K)

+(210)™ - (200)* X Wy orooee 2 ) (2105 - - - 2605.).-

Rjesenje gornjeg sustava trazimo u obliku

XWhorie) (21, -5 2059) = Z A @z 2

ni,...,ng=>0



7777

N1 yeey M - N1 yeees ni4-adn, sn1—ko,...,ne—ko—
At (q) = Z (=D)L A7 () 4 gt A ron ey g (1.1)
I€D(K)

Sljede¢a propozicija garantira jedinstvenost rjeSenja gornjeg sustava rekur-
zivnih jednadzbi:

Propozicija 10 Za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva ko, . . ., ke takvih
da je ko + -+ -+ k¢ = k 1 za sve izbore nenegativnih cijelih brojeva nq, ..., ny
takvih da jen; > k;_q, 1 =1,...,¢, za racionalne funkcije formalne varijable
q koje zadovoljavaju sustav (1.1) vrijedi

n

N1yeenyN q niy—ai,...,ng—a
Apre(q) = —— (N AR )+

DY > Apaeng)).

TED(K) (a1,:-,a0)EB\{(0;...,0)}

Konacno, rjeSavanje gornjeg sustava vodi do zatvorenih formula formalnih
karaktera. Za proizvoljan ¢ i k = 1 imamo sljede¢u propoziciju:

Propozicija 11 Rjesenje sustava (1.1) za k =1 i { proizvoljan glasi:
qfi(nh...,ng)

AN = e @

I

. ¢ i :

gdje je fi(ny,...,ng) = ijl n? + 21§j1<jggz njnj, + ijl nj, i =0...L
Iz Propozicije 11 slijedi da za W; = W(A;), i = 0,..., ¢, formula karaktera
glasi

qfi(m,---ﬂu)

(D ( Dy * (@,

X(I/Vi)(zl,...,zaq): Z

ni,...,ng>0

24zt

Dalje, za ¢ = 2 i proizvoljan nivo k Teorem 12 daje rjeSenje sustava (1.1):

Teorem 12 Rjesenje sustava (1.1) za k proizvoljan i £ =2 dano je s

Azhl?k (Q) _ Z
9 b k k
o N1€U(nq) Hz‘:l (q)Nl,i_Nl,i+l ' Hz‘:l (q)NQ,i_N2,i—1

No€eU(ng)

Ni,N:
qQ(NhNZ) ) Lkol,k1,2k2 <q)

(1.2)



gdje je Ny = (N1,1, .. -uNl,k); Ny = (N2,17 .. -7N2,k); a

k
U(nl) = {N1| ZNl,i = n17N1,i Z Nl,i+1,i =1.. .]C, Nl,k+1 = 0}’
i1
k
U(ng) = {Ny] ZNQ,i =n9,Ny; > Ny;1,i=1...k, Ny := 0},
i1

Q(Ny, Ny) = ’N1|2 + |N2|2 + Np - No,

N1,N2 _ E : P N1+ fi, (p)-No
Lk‘o,khk‘g (q> - q 2 ’ AP:NN
PEPk, +ky

k
Pk1+k2 = {(p17p27 S 7pk) € {07 1}k‘ sz = kl + k?}v
=1
k
AP,Nl = H (1 - 5pi—pi+1,—1 : qu’i_Nl’H_l) Uz Prga1 ‘= O
i=1

Osim toga, fr,(p) za p € Py 11, 0znacava uredenu k—torku dobivenu iz p tako
da sve osim prvih ko jedinica ucinimo nulama.

Odavdje slijedi eksplicitan izraz za formule karaktera svih potprostora Feigin-

Stojanovskog za g = sl(3,C) (uz oznake kao u iskazu Teorema):

XW) (21, 22:9) = Z Z & k
ni,ng N1€U(ny) i=1 (q>N1,¢*N1,z‘+1 Hz’:l (q)N2,¢*N2,¢71
No€U(ng)

N1, N Ny, N:
geMN) L () o

1”2 -

[zlozit ¢emo ukratko i sadrzaj rada prema poglavljima.

U sljedecem poglavlju dajemo definicije polaznih objekata — afine Li-
ejeve algebre sl(¢ + 1,C) i njenih standardnih modula. Dalje, opisujemo
Frenkel-Kac-Segalovu konstrukciju osnovnih modula pomoc¢u verteks ope-

ratora i uvodimo operatore ispreplitanja.

U trec¢em poglavlju definiramo osnovne objekte prouc¢avanja ovog rada — pot-
prostore Feigin-Stojanovskog, dajemo kombinatorni opis njegove baze i opi-
sujemo odgovarajuce koeficijente operatora ispreplitanja te operator proste
struje.

Egzaktni nizovi tema su sljedeceg poglavlja — ovdje se najprije uvodi
notacija, iskazuje se propozicija o egzaktnosti nekih nizova potprostora
Feigin-Stojanovskog istog fiksnog nivoa k, potom slijedi niz tehnickih po-
moc¢nih rezultata, a konac¢no i dokaz na pocetku iskazane propozicije o eg-
zaktnosti.



U petom poglavlju definiramo formalni karakter potprostora Feigin — Stoja-
novskog, potom na osnovu rezultata iz prethodnog poglavlja izvodimo sustav
rekurzivnih relacija medu karakterima i dajemo dokaz jedinstvenosti rjesenja
tog sustava.

Sljedece, Sesto poglavlje, poc¢inje pregledom postojeéih rezultata u nastojanju
da se nade zatvorena forma za karaktere potprostora Feigin-Stojanovskog.
Nakon toga dajemo dokaz formula karaktera u sluc¢aju proizvoljnog ranga i
nivoa 1. Takoder, dajemo iskaz teorema iz kojeg slijede formule karaktera za
potprostore Feigin-Stojanovskog standardnih modula proizvoljnog nivoa za
afinu Liejevu algebru sl(¢ + 1, C). Koriste¢i odgovarajuée specijalizacije ovih
formula pokazujemo identi¢nost stanovite klase dobivenih formula karaktera
s postoje¢im rezultatima.

U posljednjem, sedmom poglavlju ovog rada kroz niz tehnickih lema doka-
zujemo Teorem 12, odnosno pokazujemo da su formule karaktera za ¢ = 2
i proizvoljan nivo iskazane u prethodnom poglavlju, zaista rjeSenja sustava
rekurzivnih relacija za formule karaktera potprostora Feigin-Stojanovskog.

Na kraju, Zelio bih zahvaliti svome mentoru prof. dr. sc. Mirku Primcu na
svesrdnoj © nesebicnoj pomoci te konstruktionim sugestijama pri izradi ovog
rada. Zahvaljujem takoder i Ivani Baranovié © Goranu Trupceviéu na prija-
telyskim savjetima @ prijedlozima.



Poglavlje 2

Standardni moduli afine Liejeve
algebre

2.1 Afina Liejeva algebra i standardni moduli

Zal € 7, oznacimo s g = sl(/+1, C) Liejevu algebru tipa A, te s h Cartanovu
podalgebru dijagonalnih matrica od g. Oznacimo dalje s

R={+(e—¢)1<i<j<l+1)}

sistem korijena te fiksirajmo proste korijene s a; = ¢; — ;01,12 = 1,..., L.
Imamo standardnu trokutastu dekompoziciju

g=n_ohodn,.

Neka je (-, ) Killingova forma na h* normalizirana tako da za maksimalni
korijen 6 vrijedi (#,0) = 2. Koristimo identifikaciju b i h* preko (-,-): za
(€ b* oznacimo s h, € h takav da za svaki A € b* vrijedi

Alh,) = (A ).

Dalje, neka su w;, « = 1,..., ¢, odgovarajuée fundamentalne tezine, uz wy :=
0.

SQ = Q(R) i1 P = P(R) ¢emo oznacavati korijensku, odnosno tezinsku
reSetku od g, redom:

Y4 l
Q=> Za;, P=) Zw.
=1 =1



Neka je g pridruzena (proSirena) afina Liejeva algebra
§=9g®Clt,t '] CcapCd
s kanonskim centralnim elementom c, gdje za z,y € g i m,n € Z vrijedi
[zt y@t"] = [z, y] @ ™" + m(z, y)dminoc.
Za operator stupnja d je
d,x @t"] =nz @ t".
Uvedimo oznaku
z(n)=zxt"

za T € gin € Z te ozna¢imo s

neL

formalni Laurentov red u formalnoj varijabli z.

Dalje, uz oznake
h*=ha Ccp Cd
ny = g®tE*C[tE] @ ns
imamo trokutastu dekompoziciju
g=n_®hen,.

Prosti korijeni su ovdje {ag, aq,..., a0} C (h)*, a odgovarajuc¢e fundamen-
talne tezine Ag, Ay, ..., Ay (vrijedi A;(c) =1,A;(d) =0,i=0,...,0).
Opcenito, modul V' najvece tezine (A € (66 *) za g je modul generiran vek-
torom najvece tezine v, takav da je

hooy = A(h)vA, h € h°

rzwoy =0, xen,.

Neka je L(A) standardni (tj. integrabilni ireducibilan najvece teZine)
g—modul najvece tezine

A: k0A0+k1A1+"' +kgAg,

gdje ko, ki,..., ke € Z,. Ozna¢imo s k = A(c) = ko + k1 + - - - + k¢ nivo tog
modula, a s vy vektor najvece tezine.

10



2.2 Frenkel-Kac-Segalova konstrukcija

Opisujemo poznatu Frenkel-Kac-Segalovu konstrukciju g—modula L(A;),
i=0,...,¢ na tenzorskom produktu M (1)@ C[P] (vidjeti [FK], [S], [FLM]).

Definirajmo algebru 6
h=h®Clt,t '] & Ce

i Heisenbergovu podalgebru

b= [[ betece

neZ\{0}
Dalje, neka je s

6:t _ b ® t:l:l(c[t:tl]

oznacen pripadni pozitivni, odnosno negativni dio od b.

Oznac¢imo s M (1) Fockov prostor

~

M(1) = U(h) Qusciace C.

Fockov prostor je hz—ireducibilni inducirani p—modul takav da h @ C[t] dje-
luje trivijalno na C, a ¢ kao jedinica.

Primijetimo i da je M (1) kao vektorski prostor izomorfan vektorskom pros-

~

toru simetri¢ne algebre S(h_) u beskona¢no mnogo varijabli h(—n), n > 0,
na kojoj h(—n) djeluju kao operatori mnozenja, h(n) kao derivacije, a ¢ kao
jedinica.

Ozna¢imo s C[P] grupnu algebru tezinske resetke P, ¢ija je baza {e*|\ € P},
te s C[Q)] grupnu algebru korijenske resetke (). Definirajmo sljedece tenzorske
produkte:

Vp = M(1) ® C[P]
Vo = M(1) ® C[Q].
Na Vp mozemo definirati strukturu G—modula: GZ djeluje kao 62 ®1,abh=

h @t kao 1 ® b, s h(0) danim za A € P s
h(0).e* = (h, \)e.

Osim toga, za nezavisne medusobno komutirajuc¢e formalne varijable
z, 20, 21, 22 . . . mozemo na C[P] definirati djelovanje

AL et = ) o

11



za A\, i € P, koje se po linearnosti proSiruje na ¢itav Vp formulom
A=1@ 2

Pritom je z* element (End(Vp)){z} — prostora formalnih redova u racional-
nim potencijama od z s koeficijentima u End(Vp).

Na P postoji centralno prosirenje

1—>(e”/(£+1)2)—>]5—>P—>1

kona¢nom ciklitkom grupom (e™/(+1%) reda 2(¢ + 1)? sa svojstvom da za
2-kociklus

€e:PxP — <e”/(”1)2>
koji odgovara proSirenju vrijedi
e(a, B)e(B, )t = (1)l
za «, 3 € . Posebno, definirat ¢emo za A\, u € P's
(A 1) = e(X we(p, \) ™

bimultiplikativno alternirajuce komutatorsko preslikavanje gornjeg sredisnjeg
prosirenja.
Za svaki A € P definiramo sada sljedec¢i red u (End(Vp)){z}:

Y(1®et 2) = E (N 2)ET(\, 2) ® e’ ey,

uz oznake:
Tn
E£(h, 2) = exp(Zh(:i:n)Z—>, heb

n
n>1 +

exel = e\, pet, A\ p e P

Vp je graduirani prostor — homogeni vektori su
v = H hi(—n;) ® e
i=1

1 imamo
T

1
degv = —§<)\,)\> - an

=1

12



Stoga mozemo definiciju reda Y progiriti na ¢itav Vp tako da za homogene
elemente v definiramo

Voo =< [ﬁ(j‘i)“_m

i=1

Y(1®et, 2)s,

gdje ¢ ¢ oznaCava normalno uredeni produkt, koji smjesta desno operatore
h(n) s nenegativnim n, a lijevo one za negativne n.

Na ovaj nacin smo na Vp definirali preslikavanje

Vp — (End(Vp)){z}
v—Y(v,2)

kojim Vi postaje algebra verteks operatora, a Vp generalizirana algebra ver-
teks operatora i Vg—modul. Preciznije, vrijedi

Vp=Vo®Vget @ --- @ Ve,

gdje su direktni sumandi ireducibilni Vj—moduli.

Definiranjem verteks operatora Vp postaje i g—modul kod kojeg je djelovanje
To ®@t" na Vp (o € R, n € Z) dano upravo s x,(n), koeficijentima pripadnog
verteks operatora Y (e?, z), tj.

To(2) = Zxa(n)z_"_l =Y(e%, 2),

ne”L

dok je djelovanje h(n) i c otprije definirano, a d djeluje kao operator stupnja.
Ovo djelovanje daje strukturu standardnih g—modula nivoa 1 na Vg i Vge*s,
J=1,...,, s vektorima najvece tezine vy, = 1®1, vy, = 1®e*7, 7 =1,... L,
redom, tj.

4
Vo = L(Ag), Ve = L(A)) = Vp = Y L(A).
j=0

2.3 Operatori ispreplitanja

Detaljnije ¢emo prouciti svojstva verteks operatora definiranih u prethodnom
odlomku.

Naime, za redove E* i E~ vrijedi "komutacijsko" pravilo

z </\,/L>
ET (=X 2)E (—p,21) = (1 - _1> E™ (=, 20) BT (=, 22),

zZ2
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gdje \,p € P,a (1— 2—;)<’\’“> treba razviti po nenegativnim potencijama od
%' Iz ovog pravila proizlaze komutacijske relacije za verteks operatore:

E* (=X 2)E™ (—p,21) ® (' 256,) (¢ 2'e,) =

=CO(zg — 20) M E™ (=, 21) BT (=), 22) @ Xz 2 exe,
za neku konstantu C' € C*.

Takoder, za v € Vp medu operatorima Y (v, z) vrijedi Jacobijev identitet.
Specijalno, za u =1 ®@ e v =1® e, gdje je A € Q, u € P vrijedi

70 (Zl — Zz) Y(u, 21)Y (v, 22)—

20

— (=) e\, )z ko (ZQ__ZOZl) Y (v, 2)Y (u, 1) =
= 55 (Zl ;2 ZO) Y (Y (u, 20)0, 22), (2.1)

gdje je 6(z) = >,z 2" uobicajena delta-funkcija, a binomne izraze koji se
pojavljuju treba razviti po nenegativnim potencijama druge varijable.
Primijetimo da u sluc¢aju kad je i p € ) imamo uobic¢ajen Jacobijev iden-
titet, jer vrijedi (—1)*¢c(\, 1) = 1, §to dokazuje da je Vi algebra verteks
operatora, dok za p ¢ ) imamo generalizirani Jacobijev identitet, $to ¢ini
Vp generaliziranom algebrom verteks operatora.

No, i u slucaju p ¢ @Q Zelimo ukloniti faktor (—1)**¢(\, u). Stoga ¢emo
pomocu ve¢ definiranog verteks operatora Y (v, z) zadati novi operator, i to
tako da za predstavnike netrivijalnih klasa od @ u P, dakle za pn € A; + @,
j=1,...,¢, stavimo za v = 1 ® e/

V(v,z) =Y (v, z)emh“ﬂ‘c(-,Aj),
dok u sluc¢aju da je p € @ definiramo
V(v,2) :=Y(v,2).
Na taj nacin smo definirali novo linearno preslikavanje

Vp — (End(Vp)){z}
v— V(v 2).

Sada (2.1) postaje tzv. generalizirani Jacobijev identitet

20_15 (M) Y (u,z1)Y(v, 22)—

20
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— 250 (Zz — Zl) Y(v, 22)Y (u, 21) =

=216 (Zl — z”) V(Y (u, 20)v, 22), (2.2)

22
$to znadi da Y(v, z) definiraju za p € A; +@Q, j = 0,..., ¢, operatore ispre-
plitanja tipa { Z ], n=(i+j) mod (¢ +1).
Posebno, restrikcije ovih operatora na klase L(A;) daju preslikavanja
Y(v,2) : L(Ai) — L(An){z}

zan=(1+j) mod ({+1).
Prisjetimo se definicije operatora ispreplitanja. Za module Wy, W5, W5 dane
algebre verteks-operatora V' preslikavanje

V(- 2): Wy — (Hom (W, Ws)){2}

naziva se operator ispreplitanja tipa (WYV%) ako vrijedi:
1) za sve wy € Wy, wy € Wy red Y(wy, 2)ws je ogranicen odozdo
2) vrijedi odgovarajué¢i generalizirani Jacobijev identitet

3) za sve wy € Wy vrijedi tzv. svojstvo derivacije.

2.4 Standardni moduli visih nivoa

Tenzoriranjem k modula nivoa jedan dobivamo modul nivoa £ koji je potpuno
reducibilan, a njegove ireducibilne komponente su upravo standardni moduli
nivoa k. Stoga vrijedi:

L(A) C L(Ag)@)ke R ® L(A1)®k1 ® L(AO)®ko
s vektorom najvece tezine
®k1 ® U®k0

®k
UN =y, @ @ Uy Ao -

Elementima tenzorskog produkta takoder mozemo pridruziti verteks opera-
tore: za v ® -+ QU € Vp ® -+ - ® Vp definiramo

Y(Ul R R Uk,z) = Y(Ul,Z) R ® Y(Uk72>'

15



Na taj nacin VQ®k = L(Ao)®* postaje algebra verteks operatora, a V5* po-
prima strukturu ng—modula.

Na V¥, pa tako i na svakom L(A,)®¥®- - -®L(Ag)®", definiramo i djelovanje
Liejeve algebre za o € R s

2(2) =Y (" 1@ Q14+ +101®---®e% 2) =
=Y(e,2)01® Q1+ +1®1®---@Y(e"2) =
:fa(z)®1®"'®1+"'+1®1®"'®1’a(2),

Sto znaci da imamo uobic¢ajeno djelovanje Liejeve algebre na tenzorskom pro-
duktu modula.

16



Poglavlje 3

Potprostori Fegin-Stojanovskog

3.1 Definicija

Fiksirajmo minimalnu tezinu w = wy i definirajmo sljede¢u bazu za h*:
I'={a € Rlw(a) =1} = {1,702, .. vl =€ — €1 =i+ + k.

Tako imamo definiranu i Z—gradaciju od g:

g=g-1+tg +

90:h+ Z Ja

w(a)=0

g+1 = Z Jo-

aexl

Pritom ¢e nam biti bitno da je g; komutativna podalgebra, a go na njoj
djeluje adjungiranjem.
Gornjoj Z—gradaciji odgovara Z—gradacija pripadne afine algebre g:

g=9-1+00+ 01,
uz

g0 =g0®C[t,t '] ®Cc Cd
gi1 = 021 @ C[t, 7],

Takoder, g; je komutativna podalgebra i go—modul te vrijedi

g1 = span{z,(n)|y € I',n € Z}.

17



Za svaku integralnu dominantnu tezinu A definiramo potprostor Feigin-
Stojanovskog s

W(A) = U(gr) - va C L(A),

gdje U(g1) oznacava univerzalnu omotacku algebru od g;.

Definirajmo sada skup

I ={z,(=j)lyel,j=>1}.

Obojanom particijom nazivamo svako preslikavanje

m: ' —7Z,.

Za dani element x.,(—j) broj j zovemo stupanj, v boja, m(z,(—7)) frekvencija
tog elementa. Svakoj obojanoj particiji 7 pridruzujemo odgovarajué¢i monom

e(m)= [] 2 (=)™ eU@)=S()

z(—j)€er -

za kojeg definiramo:

duljinu  {(z(7)) = Z m(x4(—J))

Iv(*j)ef—

stupanj |z(m)| = > w(ay(—5))-J
oy (—j)el-

tezinu  w(z(m)) = Z m(zy(=J)) - -
zy (—j)el -

Vidimo da svaki 7 mozemo identificirati s nizom (a;){2, s konatno mnogo
nenul ¢lanova takvih da je ayj—1)4r—1 = 7(24,(—7)), pa piSemo

£(1) =y (=2) 2, (<), (1))

Prema Poincaré-Birkhoff-Wittovom teoremu znamo da postoji razapinjuci
skup za W (A) koji se sastoji od vektora oblika

{' . 'x%(_z)ael_w(_l)aza U %1(—1)GOUA|C%‘ €Zy,t € Z-i—}'

Ovaj ¢emo skup reducirati do skupa tzv. dopustivih vektora, za kojeg potom
slijedi da je 1 baza potprostora Feigin-Stojanovskog.
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3.2 Uredaj na obojanim particijama

Na skupu obojanih particija definiramo parcijalni uredaj na sljedeé¢i nacin:
najprije zadajemo leksikografski uredaj na skupu boja definirajuéi da je

vi <7; ako 1>y,

Sto se podudara sa standardnim uredajem na korijenima. Potom na skupu
['_ definiramo

v 1 j >j ili
I\ — "\ — k !/ 1"

S obzirom na komutativnost na U(g;) i gornji uredaj na elementima skupa
['_ svaki monom iz U(g;) moZemo napisati s lijeva na desno tako po¢nemo s
najmanjim, a zavrsimo s najvecim.

Konac¢no, za dva monoma

(1) = Ty, (<) - - Tyna(—r2) Tyan (—n)

T(T2) = sy () -+ Tyza—gaa) Ty (o)
zadajemo obratni leksikografski uredaj tako da je

x(m) < z(ms)

x(mg) 1 vrijedi jedna od sljedec¢ih tvrdnji:
[(z(m2))
1 (
((

ako je x(my)

+
1) (z(m))
)
)

V

2) U(x(m)
3) l(x(m)

m2)) 1 [x(m)] < |a(ms)|

U(x(m2)), [x(m)] = |o(m2)] i
Jir = Jors - JLit1 = J2,41,  Jig > Jo2.
zanekir>1>1
4) l(x(m)) = Ux(ma)), |z(m)| = |x(ma)], j1i = Joiyi =1,...,7 1
Yir = Vory - -5 VLitl = V2541, Ve < V28
za nekir > 1> 1.

Primijetimo da je najveéi element ovog uredaja "prazan" monom, u oznaci

x(0).
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3.3 Upvjeti razlike i pocCetni uvjeti

Na svakom standardnom g—modulu L(A) nivoa k vrijedi Frenkel-Kac-
Segalova formula

me(z)k—i-l =0

9

gdje je # maksimalni korijen (ovdje jednak 7;), a

zo(2) 1 (2) = Z zg(n)z "1

nez

Koeficijenti formalnog Laurentovog reda x4(2)**! su sume elemenata iz U(g),
pa imamo

Z z9(j1) - xo(Jey1) =0, n € Z.

Jittieg1=n

Adjungiranim djelovanjem U(gg) na monome gornjeg izraza dobivamo rela-
cije oblika

Coma(m)+ > Cyana(n’) =0
(m)<a(n’)

medu monomima. Monom z(7) (koji je najmanji obzirom na uredaj definiran
u prethodnom odlomku) zovemo vodeéi ¢lan gornje relacije. Njega moZemo
izraziti pomocu preostalih, ve¢ih monoma, pa zaklju¢ujemo da vodece ¢lanove
mozemo izuzeti iz skupa monoma koji daju razapinjuc¢i skup za W(A).

Opcenito, vodec¢i ¢lanovi su monomi oblika
o(m) = . wyy (=2) %, (1) (1)
za koje vrijedi
a+---+a=k+1, 1€Z,.
Preostaju monomi za ¢ije frekvencije vrijede tzv. uvjeti razlike
a;+...a;0 <k, 1€Z,.
Slijedi

Propozicija 1 {z(m)vy | z(7) zadovoljavaju uvjete razlike} razapinje W (A).
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No, cilj nam je jo$ reducirati skup razapinjué¢ih monomijalnih vektora do
skupa vektora koji zadovoljavaju i tzv. poc¢etne uvjete. Promatrajmo najprije
potprostore W (A;), j = 1,...,¢. Zanima nas kada vrijedi

x”/i<_1)vAj 7£ 0.
Zbog

0, i>
<’7iawj>:<ai+"'+afij>:{ 17 1§]

i formule za verteks operator koja definira djelovanje g na M (1) ® C[P] slijedi
da je
Ty, (—1)vs, # 0 ako isamo ako 7> j.

Dalje, iz komutacijskog pravila za operatore E* i E~ slijedi da ¢e za sve
a, € R takve da je («,5) > 1 na svakom standardnom modulu nivoa 1
vrijediti

za(2)x5(2) = 0,
odakle zbog (7',7") > 1 za sve 7,7 € I posebno vrijedi i
zy(=1z(=Lvy, =0, j=0,...,4

Sto znaci da na jedan vektor najvece tezine moze netrivijalno djelovati najvise
jedan element stupnja —1.

Ako sada promatramo proizvoljan standardan modul L(A) nivoa k > 1 s
vektorom najvece tezine

_ Ok ®k1 ®ko
VA =0y, Q- QUp~ DUy,

onda zbog prethodnog identiteta vidimo da c¢e za
:)3(71’) = 'x“/l(_2)alxw(_1)w_l o 'x%(_l)ao

vrijediti z(m)vya # 0 samo ako je ag < ko (jer je x,,(—1)va;, # 0 jedino
ako je j = 0), potom ako vrijedi ao + a1 < ko + k1 (jer @, (—1)vy; # 0 i
Ty, (—1)va,; # 0 vrijedi jedino ako je j = 0, 1), itd. Konacno, vrijedi

x(m)vy #0
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ako i samo ako za frekvencije faktora u z(m) vrijede tzv. pocetni uvjeti

ag < ko
ap +ay < ko+ ky

aptar+--ta1 <ko+-+ke1.

Jasno je sada da iz skupa monoma ¢iji monomijalni vektori razapinju W (A)
mozemo izbaciti one koji ne zadovoljavaju pocetne uvjete za taj potprostor,
pa dobivamo jo§ jednu redukciju skupa generatora W(A):

Propozicija 2 {z(m)vy | z(7) zadovoljavaju uvjete razlike i pocetne uvjete}
razapinje W (A).

3.4 Koeficijenti operatora ispreplitanja

Zelimo dokazati da je skup generatora prostora W (A) iz prethodne propozi-
cije i linearno nezavisan, dakle da ¢ini bazu potprosora Feigin-Stojanovskog.
U tu svrhu éemo promatrati operatore ispreplitanja Y(1®e?*, 25), A € P, koji
komutiraju s verteks operatorima Y (1®e7,z;), v € I' (a time i s djelovanjem
g1), tj. one operatore ispreplitanja za koje vrijedi

[Y(]' ® 6’y’ 2,’1),3)(1 ® €>\, zQ)] = 07 S I

Ta ¢e nam situacija biti posebno zanimljiva jer se u tom slucaju restrikcija
operatora J(1 ® e*)

Y(v,2) : L(As) — L(A;){z}

moze dodatno restringirati do preslikavanja medu pripadnim potprostorima
Feigin-Stojanovskog

Y(I®er z2): W(A) — W(A;){z}.

Uzimanjem Res,, u generaliziranom Jacobijevom identitetu (2.2) za u =
l®e’,yeTl, tev=1®e* X\ € P, dobivamo da ée operatori ispreplitanja
komutirati s verteks operatorima pridruzenima vy € I' ako i samo ako je

Y, z)(1oe') e Vplla]], yerl,

gdje Vp[[z1]] oznacava prostor formalnih redova s nenegativnim cjelobrojnim
potencijama formalne varijable z;.
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S obzirom da je po definiciji
VA®er 2)(1®e) =Cer 20 .o e 20MV,[2]]

uz neki C' € C*, tj. 24 je minimalna potencija od z, vidimo da ¢e operatori
ispreplitanja komutirati s djelovanjem g; onda i samo onda ako je

(A\9) >0, yeTl.
Definirajmo
Nii=w —wi_q, t=1,...,0
Ocito je zadovoljen uvjet
MN,7) >0, yeTl,i=1,...,¢

Zai=1,..., ¢ definirajmo sljedece koeficijente pripadnih operatora isprepli-
tanja V(1 ® et 2):

za koje vrijedi

0 1 3 /—1 4
Lao) Loy oo 2 poa, ) B nay)

te analogno za restrikcije na pripadne potprostore Feigin-Stojanovskog. Uz
odgovarajuci izbor koeficijenata ¢; imamo i

(1] (2] 3] [e-1] 4]
VUhg =7 UAy =7 UAy — oo — 7 Upyy —7 Uy,

Vazna ¢e nam biti i ¢injenica da svi [i] komutiraju s djelovanjem svih z.,(n),
vyel,neZ.

Sto se ti¢e standardnih modula vigih nivoa, neka su istim oznakama [i], i =
1,..., /¢, oznacena linearna preslikavanja

[Z] . L(Ag)@” R ® L(Ai)®k'i ® L(Ai71)®ki71 R ® L<A0)®ko N

— L(A)®* @ @ L(A)®" T @ L(A)®F 71 @ - @ L(Ag)¥™.
I opet, restrikcije tih preslikavanja su preslikavanja medu pripadnim potpros-
torima Feigin-Stojanovskog. Takoder, [i| ¢e opet biti preslikavanja medu od-

govaraju¢im vektorima najvece tezine koje komutiraju sa svim z(n), v € I',
n € 2.
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3.5 Operator proste struje

Definirajmo sljedecu linearnu bijekciju, tzv. operator proste struje:

[W] : Vp — Vp

[w] = el we),

gdje e (kao i svaki e}, X € P) shva¢amo kao operator lijevog mnoZenja s
1 ® e*t. Vrijedi

LA pag) & nae ) 25 B nay) £ Lay).
Osim toga, iz formule za verteks operator slijedi
Wwlva, = v, [wlva, =2y, (=1)vy, ,, i=1,...,¢,

te

Sto u komponentama glasi
To(n)w] = [W]za(n + (wr, @), o€ R.
Specijalno, za v € I' imamo
Ty (n)w] = [wlzy(n +1).

Opéenito, za x(m)vy imamo

gdje je z(m") monom dobiven iz z(m) tako da je svim faktorima u z(m)
stupanj uvecan za 1.

Na standardnim modulima nivoa k, £k > 1, promatramo tenzorski produkt
[w]®*. T ovdje ¢e [w]®* biti linearna bijekcija.
3.6 Baza potprostora Feigin-Stojanovskog

Teorem 3 {z(m)vy | z(7w) zadovoljavaju uvjete razlike i pocetne uvjete} je
baza prostora W(A).

Teorem se dokazuje indukcijom uz koristenje operatora ispreplitanja i opera-
tora proste struje, vidjeti [P3].
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Poglavlje 4

Egzaktni nizovi

4.1 Egzaktnost i pomoéni rezultati

Za g = sl({+1,C) promatramo sve pripadne potprostore Feigin-Stojanovskog
W (koMNo+ ki A1+ -+keAy) istog fiksnog nivoa ko+k; +. .. k; = k. Oznacimo:

Wko,k1,~~.,kz - W(kﬁoAQ + klAl + te + kgAg)
_ _ Rk Rk Rk
Vko k1,..ske = UkoAo+kiAr+..kehy = Uy @+ @y '® Vo °
Oznac¢imo dalje s By, k, ...k, skup svih monoma z(m) takvih da vektori
— ap—1 al ao
x(ﬂ-)vko,kl,m’% - 'xw(_l) e 'x'yz(_l) ‘%71(_1) Uk, k1,....ke

pripadaju bazi prostora Wi, 1, . . PiSemo i (ag,...,ap_1) € Bl ki1, k-

Fiksirajmo sada proizvoljnu (¢ + 1)—torku K = (ko,...,k;) takvu da je
ko+ -+ ke =k iozna¢imo m = §{i =0,...,0 — 1|k; # 0} te

W= Wk07k1r~~:k£7 U = Ukg,ky,....ke> B = Bko,kl,m,kv

Zat=0,....m—=1i0<1q < - <i <{—1takvedajek; # 0,5 =
0,...,t, kazemo da je skup {io,...,4;} K-dopustiv. Skup svih K-dopustivih
(t + 1)—¢lanih skupova oznacavamo s Dyyq(K), a skup svih K —dopustivih
skupova s D(K). Za {ig,...,i:} € Dy 1(K) uvedimo oznaku

W{io7~~7it} = Wko:--~7ki0*1:ki0+1+17~--7kit*17kit+1+17~~~:ké7
analogno i za pripadni vektor najvece tezine
Ulig,..iie} = UkoMot+(kig—1)Asg+(Rig+1+1) Aig 1+ ks, — D As, +(Kiy 11+1) Ay, p 1+ +heAg

te za pripadni skup By, i}
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Neka je sada dan proizvoljan element

Z Wryq € H W1t+1’

Ii11€D¢41(K) Ii41€D141(K)

gdje je s wy,, oznaCen element komponente W7y, :

w1t+1 = a(w)1t+lvlt+1

It+1 ZC Tr\m

z(m)EBr,
uz koeficijente C; iz polja.
Zat=0,...,m — 1 definiramo U(g;)—homogena preslikavanja
H WIt H W1t+1
I:eDy(K) It+1€D1(K)

dana po komponentama s

ei(vr,) :Z<_ 1)Pr (i)UIzU{i} 5
(D)
igly

gdje je pr,(7) takav da je i = jp, ;) u jednakosti [; U{i} = {jo, ..., ji} za neki
{Jo, -, Ji} € Dip1(K).

Mozemo definirati ¢; i tako da zadamo pojedine komponente slike — za svaki
Iiyr = {io, ..., it} € Diyq(K) vrijedi

Spt(w)lwrl = Z <_1)Sa(w)1t+1\{is}vlt+l'

0<s<t

Napomena 1 Specijalno, za t =0 je pg definirano na W tako da za

w=alw)veW, a(w) = ZCm

meB
i za svaki Iy € Dy(K) vrijedi go(w);, = a(w)vy,.

Propozicija 4 Sljedeci niz je egzaktan:

@k
0— Wkleo,kL.--,ktz 1 [ ] W= = H Wh =
LeD(K)
I w.2... = ][] w.-—o (4.1)
I,e€Ds(K) Im€Dm (K)
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Napomena 2 Primijetimo da je posljedngi netrivijalni sumand gornjeg niza
jednoclan, jer je po definiciji m = ${i =0,...,¢ — 1|k; # 0}.

Napomena 3 Specijalan slucaj je kratki egzaktni niz

[w]®*
0— Wk,o,o,...,o I Wo,o,...o,k — 0

koji se zbog m = 0 zaustavlja odmah nakon clana Woq . o .
Opcenito, nisu svi nizovi iste duljine:
Primjer 1 Za ¢ = 2, k = 2 egzaktni nizovi glase:

0— Wo,z,o - W2,0,0 - Wl,l,o — 0

0— Wo,1,1 - W1,1,0 - Wo,z,o > W1,0,2 - Wo,1,1 — 0
0— W1,1,0 - W1,0,1 - Wo,l,l — 0

0— W0,0,2 - Wo,2,0 - Wo,l,l — 0

0— Wip1r — Woi1 — Wopa—0

0— Wap0— Woo2 — 0.

Prije no $to dokazemo propoziciju dokazat ¢emo jos nekoliko ¢injenica vezanih
uz skupove monoma B4, A € D(K).

Lema 5 Za A, B € D(K) vrijedi
ACB= Bg C Ba. (42)

Dokaz: Neka je A = {ig,...,i;} zanekit=0,...,m — 1. PoCetni uvjeti na
Wy glase:

ag < ko
ap+ a1 < ko + ky

Qo+ gy < koot kg — 1
a0+---+aio+1§k0+---+k5i0+1

ao+---+a,~t§k0~|—---+k,‘,~t—1
ap+ -+ a1 < kot o+ ki

a0+---—|—ag_1§k0+...kg_1.
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U skupu B D A postoji bar jo§ jedan indeks 7 € B\ A, pa ¢emo pocetne uvjete
na Wp dobiti iz onih za Wy tako da "postrozimo" (j + 1)—vu nejednakost
koja sada glasi

a0+---—i—aj§k:0+---+kj—1.

Naravno, ukoliko je B\ A viSeflan, imat ¢emo odgovorajuéi broj "strozih"
nejednakosti u odnosu na one koje daju pocetne uvjete na W,. Odavdje ocito
slijedi da ¢e za svaki z(m) € Bp vrijeditii z(7) € Ba, §to je i trebalo dokazati.

Lema 6 Za By, By € D(K) vrijedi
Bg, N Bp, = Bp,uB,-
Dokaz: 1z prethodne leme slijedi ocito

BBlUBQ g BBl
BBlUBQ g BB27

pa imamo BBIU32 g BBl N BBQ.

Ostaje dokazati jos obratnu inkluziju. Skup Bp, N Bp, sastoji se od svih onih
monoma koji zadovoljavaju pocetne uvjete i na Wp, i na Wp,. Ako napi-
semo te pocetne uvjete, vidjet ¢emo da monom koji ih zadovoljava zapravo
zadovoljava pocetne uvjete na Wg,up, (jer uzimamo u obzir uvijek "strozu"
nejednakost iz odgovarajuc¢ih parova nejednakosti, a to znaci da zaklju¢no do-
bivamo sustav nejednakosti odreden skupom indeksa iz unije skupa indeksa
B i Bs), tj. pripada skupu Bg,up,. Time je tvrdnja dokazana.

Neka je sada A € D(K) fiksan. Za proizvoljan B € D(K) takav da je B O A
definiramo

BY =By \ | JBe.

CED(K)
COB

Primijetimo da je tako definiran podskup od Bg, koji je ujedno i podskup
skupa By, jer je A C B. Osim toga, za svaki C D B je Bc C Bpg, pa je BY
dobro definiran neprazan podskup od B4.

Lema 7 Neka je A,B € D(K), B2 AiJg=1,\ B. Skup BE se sastoji
od svih x(m) = ... x,,(=1)"1 ... 2, (=1)" 2y, (—1)% € Bg takvih da je

a0++a]:k0—|—+k‘j, ]EJB
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Dokaz: Najprije primijetimo da je skup I, najveéi skup u D(K) i da za
B = I, vrijedi Jp = (), pa se trivijalno tvrdi da je

Blm = Blm7

Sto je ocita posljedica definicije skupa Bﬁ{".

Promotrimo stoga A € B G I,,. Ocito ¢e svaki C' D B, C € D(K), sadrza-
vati one () = ...z, (—1)%1 . .2, (—1)"x,, (—1)" € Bp za koje vrijede i
dodatne nejednakosti

o+t a;<ho+--+hk—1, icC\B

pa stoga B sadr7e sve one x(m) € Bp 7a koje takve nejednakosti ne vrijede
(i to za sve stroge nadskupove od B iz D(K)), a to znaéi da se B sastoji od
svih onih z(7) € Bp za koje vrijede jednakosti

ao+-+a=ko+--+k, i€C\B,C>B,C e DK).

Kako je I,, najveéi skup u D(K), to Jg = I,,, \ B sadrzi sve indekse iz svih
skupova C' € D(K), C D B, pa tvrdnja slijedi.

Lema 8 Za A € D(K) skup Ba je prikaziv kao disjunktna unija

Ba=|JBY%.
BeD(K)
BDA
Dokaz: Za svaki B € D(K), B O A, vrijedi Bf{ C B C By4. S druge strane,
za svaki x(m) = ... 2, (=1)"" ... 2, (=1)"z,, (—1)% € By treba pokazati
da postoji B 2 A takav da z(w) € BE. Definirajmo J kao skup svih indeksa
j takvih da je

(10+"'+aj:k0+"'+l{?j.

Iz dokaza prethodne leme jasno slijedi da je B = I,,, \ J. Naravno, u sluc¢aju
da je J = () imamo B = I,,. Vrijedi dakle jednakost iz iskaza leme, pa jo$
samo treba pokazati disjunktnost unije.

Pretpostavimo da za neke By, By € D(K), By, By 2 A, postoji z(m) € Bfl N
B2, No, tada je z(7) € Bp, i 2(7) € Bg,, pa je 2(7) € Bp, N B, = Bp,us,,
Sto je zbog By U By D By, By u suprotnosti s z(m) € Bfl ixz(m) € Bf? Iz ove
kontradikcije slijedi tvrdnja.

Prelazimo na dokaz Propozicije.
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4.2 Dokaz egzaktnosti
U prethodnom smo poglavlju vidjeli da je [w] bijekcija, pa je specijalno i
injekcija. Treba jos pokazati da je:

(a) Im([w]®*) = Ker(eo)

(b) Im(¢:) = Ker(is1), t=0,...,m —2

Pokazujemo najprije da je Im([w]®*) = Ker(pg). Primijetimo da B mozemo
shvatiti kao By u smislu prethodnih oznaka. Neka je z(m)v € Ker(yo), z(m) €
B, sto znadi da je

po(z(mpv) = Y a(mur, =0,

IeDy(K)
pa je
z(m)eBy\ |J Bn=B\ | Bc=5

IleDl(K) D(K)

istoga Jy = L.
Zato za x(m) = ... 2y, (—1)" 1. 2y, (—1)" 2, (—1)% vrijedi

Kako je svaki k;, i € {0,...,¢ — 1} \ Jp, jednak nuli, to ovaj skup jednakosti
implicira jednakosti svih parcijalnih suma:

ag+ - Fa;=ko+-+ki, ie{0,... 0—1},
odakle slijedi a; = k;,i € {0,...,£ — 1}, pa je
Ker(po) = span{z(m)v € Wlz(n) = ...z, (= 1) ...z, (=1)"}.
S druge strane za ©(m1)Vk, ko.... k15 T(T1) € B, ko....ky_,, TACUNAMO

[w]@)k(x(’]rl)vke,kow-ykeﬂ) -
= x(ﬂ-li>x’}’e(_1)kéil e 'x’Yz(_l)klx'Yl(_l)ko w]®k(vke,k07~--,k#1> =
xXr

(77 ), (= 1), (1), (—1) 0.

Ako oznaéimo x(m) = ...x,(=2)% ... 2,(=2)"z, (—2)%, iz pocetnih
uvjeta na Wi, ...k, , slijede uvjeti razlike na W:

boﬁkﬁg#ko+"‘+kg_1+b0§k’
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bo"‘blSk@+l€0:>k1+"'+k’gfl+bo+b1Sk

bo—f-...b[_l < /{34—|—/€0+...]€5_2:>kz_1+b0—|—...bg_1 Sk,
pa imamo
Im([w]®*) = span{z(m)v € Wlz(r) = ... 2, (= D)F .z, (—1)}

i tvrdnja slijedi.
Prelazimo na dokaz da je Im(¢;) = Ker(gi1), t =0,...,m—2, 1 to najprije
na inkluziju I'm(y¢:) C Ker(yii1). Za fiksni t = 0,...,m — 2 dokazujemo da

je
Prr1(pi(w)) =0

za svaki

Z wy, € H W[t

IieDy(K) IieDy(K)

Za svaki [t+2 = {io, ce ,it+1} € Dt+2(K) Vl"ijedi

Pi+1 (90t<w))ft+2 =

= w))1t+2\{ls}vlt+2 -

(e=]
IA
=
INA
-
+
—

M

<_1)81 (_ 1)82 a(w)ft+2\{isl 7i52 }/ULH’Q +

0<s2<s51<

+ (_1)51( 1)52_1a(w)h+2\{isl,isz}UIH-Q =

M

0<s1<s52<t+1

<_1)81 ( 1)82a(w)ft+2\{isl jisg tUTipo ™
t+1

AM

0<s2<

- (_1)51<_1)S2a(w>[t+2\{isl,iSQ}U]t+2 =0

0<s1<s2<t+1

Sto povladi ¢ri1(pr(w)) = 0.
Sada dokazujemo Ker(p;1) C Im(p;). Neka je

w = Z wr,,, € H WIt-H

Iiy1€D¢41(K) It41€D¢41(K)
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takav da je ¢;11(w) = 0, $to znaci da za svaki ;11 € Dyyq(K) i za svaki
{i} € D1(K) takav da i ¢ I, vrijedi

Pt+1 (w)IH—lU{i} =0.

Fiksirajmo A = {ip,...,it} € Di1(K) te neka je {i} € Di(K), i ¢ A,
proizvoljan. Znamo da vrijedi AU{i} = {jo, ..., Jes1} zaneki {jo,...,jis1} €
Dy42(K). Neka je i = j,, ) za neki pa(i) € {jo, .- ., jit1}-

Sada iz @1 (w)augy = 0 slijedi

pra(w)aoey = Y (=1 a(w) oG vaogy =

0<s<t+1
= (=" a(w)avavy +)_ (~1)°a(@)auin g vav =0,
0<s<t+1
s#p(i)
odakle slijedi
a(w)avavey = Y (=1 7P Oa(w) o gavaoey-  (43)
Oisgt(ﬁ‘»)l
s#p A (3

Zbog Leme 8 za a(w)4 vrijedi

a(w)a = a(w)F, (4.4)

BeD(K)
BDA

gdje je a(w)% linearna kombinacija monoma iz BY. Analogan rastav vrijedi
i za sumande na desnoj strani izraza (4.3).

UvrStavanjem ovih rastava u (4.3) dobivamo

> alw)ivasy = Y (17O a(w)fiogn g vasy . (45)

BeD(K) 0<s<t+1 BeD(K)
B2A s7#p A (%) BOAU{i}\{js}

U jednakosti (4.5) nece "prezivjeti" svi sumandi. Opcenito, $to se lijeve strane
jednakosti (4.5) tice, Zelimo vidjeti kada ¢e za x(m) € BE (B € D(K) takav
da B 2 A) vrijediti 2(7) € Baugy. Postoje dvije moguénosti:

1. Ako AU {i} C B, onda zbog Leme 5 sigurno vrijedi.

2. Ako AU {i} € B: neka z(m) € B} i pretpostavimo da z(7) € Baug.
Tada z(7) € BeNBaugy = Baugiyus, gdje je AU{i}UB D B. No, to je u
suprotnosti s z(r) € BY. Dakle, u ovom je slu¢aju nuzno z(m) ¢ Baugiy-
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Sada (4.5) postaje

> a()ivaoy = Y (=17 Da(w)fasg g vaos  (46)

BED(K) 0<s<t+1 BeD(K)
BDAU{i} s#p A () BDAU{i}
odnosno

Z a(w)} = Z (—1)sHHpald Z a(w) Cyugi o (4.7)

BeD(K) 0<s<t+1 BeD(K)
BDAU{i} s#pa (i) BDAU{i}

Odavdje zbog disjunktnosti rastava (4.4) slijedi da za svaki B € D(K), B D
A, vrijedi

a(w)§ = Z (_1)S_l+pA(i)a<w)54u{i})\{js}‘ (4.8)
0<s<t+1
s#p A (1)

Zelimo sada pokazati da postoji

z = Z Zr, € H Wi,

]tEDt(K) IteDt(K)

takav da je ¢;(2) = w, tj. da za svaki [;11 € D1 (K) vrijedi
Spt(z)fuq = a(w)IH—I,UIt—Q-l' (49)

Definirajmo za proizvoljan [, € Dy(K)

pzt

-y Yl (4.10)

{i}eD1(K) BeD(K)
igl;  BDIU{i}

gdje je py, (i) takav da je i = jp ) w jednakosti L, U{s} = {jp, ..., j;} za neki

{j(l)a"‘)jt} € Dt-‘rl(K)

Primijetimo da u (4.10) svaki sumand netrivijalno djeluje na v;,. Naime, za
x(m) € BIB:U{Z.} imamo x(7) € Bg, pa zbog I; C I; U{i} C B i Leme 5 vrijedi
i z(m) € By,. Stoga gornja definicija ima smisla.

Dokazujemo sada jednakost (4.9) za fiksirani A € D, (K):

pi(2)a= Y (1) a(2) 4\, va =

0<r<t
PA\{zr} i) B
= > (U > E: a(W) (A gi, pyofiy VA
0<r<t {i}eDq(K) BeD(K)

igA\{ir} B2(A\{ir})U{i}
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Sli¢no veé¢ provedenoj argumentaciji moze se pokazati da ¢e netrivijalni biti
oni sumandi za koje je B D A. Kako je B D (A\ {i,}) U {i}, imamo dvije
mogucnosti: ako je ¢ = i,, onda je B O A i nema dodatnih uvjeta. No, ako
i # i,, onda moramo postaviti uvjet da i 7, € B, pa imamo B 2O A U {i}.
Stoga moZemo ¢;(2)4 zapisati ovako:

HENE N ESS %a(w)ﬁw

0<r<t BeD(K)

BDOA
PA\{ZT} 5
+ E (—1 E § (w)(A\{i,«})u{i}UA:
0<r<t {i}eD1(K) BeD(K)
ng BDAU{i}

=3 e

BeD K) 0<r<t

+ Z Z Z THM\“T}(i)(l(w)gl\{ir})u{i}vfl

{i}eD1(K) BeD(K) 0<7‘<t
i¢A | BDAU{i)

Pokazujemo sada da za svaki {i} € D;(K) takav da ¢ ¢ Aisvaki B € D(K)
takav da B D AU {i} vrijedi

> (U Oa(u)ly oo = D (CDTPAa(w) i gy (411)

0<r<t 0<s<t+1
s#p 4 (4)

gdje je {jo. .- jur1} = AU{i} za neki {jo,.. ., ji1} € Diga(K).
Primijetimo da s obje strane gornjeg izraza imamo t 4+ 1 sumanada, pa je
dovoljno pokazati jednakost odgovarajuc¢ih parova sumanada lijeve i desne
strane. Postoje dva slu¢aja, ovisno o izboru 0 < s <t + 1, s # pa(i):

1. Za izabrani s < p4(i) odgovarajuc¢i sumand desne strane bit ¢e jednak
sumandu lijeve strane za r = s, jer zbog r < pa(i) imamo pa\y;,1(7) =
pa(i) — 114, = j,, pa vrijedi

T+ a3 (1) = 8+ pavgiy (i) =5 +pai) =1 =5—14pa(i)

(AN{i ) U{i} = (AN {is) U{i} = (AU{ip) \ {is} = (AU{i}) \ {7s}-

2. Za izabrani s > pa(7) odgovaraju¢i sumand desne strane bit ¢e jednak
sumandu lijeve strane za r = s — 1, jer zbog s > pa(i) +1 = r > pa(i)

imamo pA\{i,.}( i) = pa(i) 14, = is_1 = js, pa vrijedi

r4pag, (i) = s+ pag, 3 (@) = s — 1+ pali)
(A\{i,}) U {i} = (A\ {is.a H U {i} = (AU i)\ {Us}-
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U oba slu¢aja odgovaraju¢i sumandi lijeve i desne strane su jednaki, pa (4.11)
vrijedi. Sada iz (4.8) slijedi da ¢.(2)4 moZemo zapisati ovako:

ela= Y ’fﬁf Mot 3 Y pat)iu =

BeD(K) {i}eDq(K) BeD(K)

BDOA i¢gA  BDAU{i}
A'UA + g AUA + E g A/UA,
BeD(K) {i}eDy(K) BeD(K)
BoA i¢A  BDAU{{}

s tim da se u posljednjoj sumi o¢ito sumira po svim B € D(K), B D A, a
svaki takav fiksni B pojavljuje se |B| — |A| puta. Imamo zato

plea=alw)ioa+ 3 ” RS 'B' ’A' (w)5o

BED(K) BeD(K)
BDA BDA
B
w)4va + E w)Fvy = g a(w)jvs = a(w)4v4,
BeD(K) BeD(K)
BoA BDA

Sto je i trebalo pokazati. Odavdje konacéno slijedi Im(p;) = Ker(gii1), t =
0,...,m—2.
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Poglavlje 5

Rekurzije formalnih karaktera

5.1 Formalni karakter i sustavi rekurzija

Neka je A = koA + - - - + koA, takav da je ko + ...k, = k, k fiksan. Formalni
karakter (W (A)) definiramo formulom

XW(A))(z1,. .. 20q) = Z dim W (A)™mismegmait oozt

gdje W(A)mmmt gznacava graduirani potprostor W (A) monomijalnih vek-
tora stupnja m koji sadrze n; ¢lanova oblika x.,(—7;), i € N,i=1,... L

Iz egzaktnosti niza (4.1) slijedi da za svaki fiksni izbor

niZki_l,i:17...,£

m2n1+---+ng+ko+---+kg,1

m—(n1+--+ng)—(ko+-+ke—1),n1—ko,...,ne—ko—1
x(’ﬂ—>vk2:k07myk£71 S Wkg,ko,.‘.,kg,1

vrijedi

[w]®* -
(T Vg kgriry — T )2, (=)Mo, (1), (<1)M0, (5.1)

gdje je monom s desne strane stupnja m, a sastoji se od n; ¢lanova oblika
.CE%(—]Z), jz € N, 7 = 1, e ,g.

Ako sada na monomijalni vektor s desne strane gornjeg izraza djelujemo
redom s ¢y, potom na novodobiveni monomijalni vektor s ¢y, itd., te na
kraju s ¢,,_1, dobivat ¢emo monomijalne vektore s pripadnim monomima
jednakima onom s desne izraza (5.1). Drugim rije¢ima, nece se promijeniti
niti stupanj, niti broj ¢lanova oblika z.,(—7;), 7 € N, i =1,..., ¢, koje sadrze
t1 monomi.
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Sada iz egzaktnosti niza (4.1) slijedi da za dimenzije odgovarajuc¢ih tezinskih
potprostora vrijedi jednakost

: —(n1tng) — (ko Ake_1)m1—koy . mg—ke_ :
dlmngké? kg,an) (ko t—1)n1—ko,...,ng—kg_1 — dim W4

+ Z dim W]T’nl"“’w 4+ 4 (_1)m—1 Zdlm W}:zﬂ,m,...mz _ 0’

LEeD(K) I €D (K)

sto kao direktnu posljedicu ima sljedec¢u vezu medu formulama karaktera
potprostora Feigin-Stojanovskog istog fiksnog nivoa k:

X(W)<Zla"'7zfu ZX Wll Ry -5 2054 ZX Wll Ry« 2054 )+
IleDl K) IleDg K)
+o o (DY X(W) (- 2 9)+
I €D (K)

Hn)™ () X Wbk ) (210, -+ 2005 @), (5.2)

odnosno
XW)(21,- .0 20q) = Z (D)MW (21, 26 0)+
1€D(K)
+(210)% .. (2e0)* X Wi kooie ) (2105 - - 20030). (5.3)
Gornja jednakost vrijedi za sve izbore nenegativnih ko, ..., k, takvih da je

ko + -+ ke = k, pa (5.3) predstavlja sustav rekurzivnih jednadzbi.

Primjer 2 Za l{ = 2, k = 2 rekurzivne relacije za formule karaktera potpros-
tora Feigin-Stojanovskog glase:

X(Wa00) (21, 22;9) = Xx(Wi10)(21, 22;9) + (21Q)2X(W0,2,0)<21q7 24; q)
XWi0) (21, 22:9) = x(Wo2,0) (215 22:4) + x(Wh0,1) (21, 223 4)—

= Xx(Wo11)(21, 22; 0) + (219) (220) x(Wo,11) (219, 2245 q)
X(Wioa)(21, 22:9) = x(Wo1,1) (21, 225 @) + 21ax(Wh10) (21, 2245 q)
X(Wo2,0)(21, 225 9) = Xx(Wo,1.1) (21, 225 ) + (226])2X(W0,0,2)(21q7 2q; q)

XWo11)(z1, 225 9) = x(Wo02) (21, 22;¢) + 22X (Wi 0.1) (214, 2245 q)
XWo0.2) (21, 22:4) = Xx(Wa0,0) (214, 224; q)

Rjesenje sustava (5.2) trazimo u obliku

XWipot) (21 z50) = Y AR @)= 2, (54)

ni,...,ng=>0
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gdje su A} *(q) racionalne funkeije formalne varijable g. Uvrstavanje (5.4)
u (5.3) daje sustav (uz analogne oznake kao i prije, npr. A(q) = A, £,(q))

Arme(q) = 37 (=DM A (g o gr AR R gy (5.5)

1€D(K)

uz oznaku n =n; + - - - 4+ ny.

U sljede¢em poglavlju rjesavamo (5.5) za (k,?) € {(1,¢), (k,2)}, a sada do-
kazujemo da taj sustav opcenito ima jedinstveno rjeSenje.

5.2 Jedinstvenost rjeSenja

Promatramo sve potprostore Feigin-Stojanovskog istog fiksnog nivoa k, kao
i u prethodnom odlomku.

Propozicija 9 Za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva ko, ..., ky takvih
da je ko + -+ + ko = k i za sve izbore nenegativnih cijelih brojeva nq, ..., ny
takvih da jen; > ki, 1 =1,...,¢, za racionalne funkcije formalne varijable
q koje zadovoljavaju sustav (5.5) vrijedi
AL @) = 0" ) AR ) (5.6)
,,,,, ap)EB

uz oznake a = a; + -+ ag, n=mny + -+ ny.

Dokaz: Jednakost iz iskaza propozicije identificiramo s donjom grupom in-
deksa funkcije na lijevoj strani jednakosti, tj. s uredenom (¢ + 1)—torkom
(ko, - .., k¢) koja ¢ini donji indeks te racionalne funkcije. Tvrdnju dokazujemo
indukcijom po tim uredenim (¢ 4+ 1)—torkama, poStujuéi pritom uobi¢ajeni
leksikografski uredaj koji medu njima vrijedi.

Najprije provjeravamo da tvrdnja vrijedi za najmanju takvu (¢ + 1)—torku,
tj. za (0,...,0, k). Drugim rije¢ima, treba vidjeti da vrijedi

n,.. 77"% n1—ai,...,ng—ag
A Ok _q § :Ak a,a,...,ap ()

Medutim, vidimo da je skup uredenih ¢—torki (a4, ..., as) € By, oxjednoclan
— sastoji se samo od (0,...,0), pa tvrdnja koju treba dokazati glasi

A o (q) = ARG (q).
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No, to je upravo odgovarajucéa rekurzivna relacija iz sustava (5.5), pa tvrdnja
trivijalno slijedi.

Fiksirajmo sada jednu uredenu (¢ + 1)—torku K = (ko,...,k¢). Jednadzba
sustava (5.5) koja odgovara K glasi

N1yeeey —1 gAn1,...,m n An1—ko,...,ng—kg_
Arene(q) = N (=DITAT (g) AR T T (g)
IeD(K)

Funkcije s desne strane ove jednadzbe, osim zadnjeg sumanda, su A7V (q),
I € D(K). One su o¢ito indeksirane manjim (¢ + 1)—torkama od zadane, pa
prema pretpostavci indukcije za svaku od njih vrijedi tvrdnja.

Dobivamo
Anl,...,ne(q) —
n —1 gAn1—ai,...,ng—a n —ko,...,npg—ko_
=q"y (=DM (g) 4 g AR T (g). (5.T)

IeD(K) (a1,...,ar)EBr

U sumi na desnoj strani gornje jednakosti pojavljuju se sigurno funkcije in-
deksirane samo onim uredenim (¢ + 1)—torkama (as,...,a,) koje pripadaju
i B = By (to je zbog @ C I posljedica Leme 5). Stovige, lako se vidi da
se unutar znaka sume na desnoj strani (5.7) pojavljuju funkcije indeksirane
svim (a1,...,a0) € B, osim (ay,...,a¢) = (ko,...,ke_1). No, funkcija koja
njoj pripada jest upravo zadnji sumand na desnoj strani gornje jednakosti.
Treba jos vidjeti da se svaka (ay, ..., a;) € B na desnoj strani pojavljuje samo
jednom. Neka je (ai,...,a,) jedna od njih i neka pripada nekom B (vidjeti
Lemu 8). Tada zbog Leme 5 vrijedi (ay,...,as) € By za sve J € D(K) takve
da je J C I. To znaci da faktor s kojim se pripadna funkcija AX %"= (q)
pojavljuje na desnoj strani jednakosti (5.7) glasi

1]

3 (1) (‘il)‘

a=1
Naravno, zelimo pokazati da je taj faktor jednak jedan. Racunamo stoga

1] 1]

e (M) = o (1) o3 ()

a=1 a=1
1] 1]

_ ;H)a(\g) _ Z(_Dalu_a(\ir) L

a=0

odakle slijedi da se sve funkcije indeksirane svim (¢ + 1)—torkama iz B po-
javljuju s desne strane jednakosti (5.7), $to zavrSava dokaz.
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Propozicija 10 Za svaki izbor nenegativnih cijelih brojeva ko, . .., k¢ takvih
da je ko + -+ -+ k¢ = k 1 za sve izbore nenegativnih cijelih brojeva nq, ..., ny
takvih da jen; > k;_1, 1 =1,...,¢, za racionalne funkcije formalne varijable

q koje zadovoljavaju sustav (5.5) vrijedi

N1yennyN qn niy—ai,...,ng—a
Apri@=12o (0 2 A @

(ay,.--,ag)€B\{(0,...,0)}

Y > oALLE). (6

TE€D(K) (a1,:-,a0)€B\{(0,...,0)}

Dokaz: Napisimo (5.6) za A" (¢). Imamo:

A (@) =q" A}? o (q) =

n1—ap,.. 77”% ag n AMN1,...,Myg
- q E : Ak a,at,.. (q) +4q Ak,O,...,O (q)7
o\ (0,..., 0)}

AAAAA

pa slijedi da je

M y.ee 1 q niy—ai,...,nNg—a
Ao o' (@) = : > AL ). (5.9)

(a1,-00)€B g, . o\{(0,...,0)}

Sada fiksirajmo izbor nenegativnih cijelih brojeva k, . .., k; takvih da je ko+
-+ k; = k. Iz (5.6) koristenjem (5.9) slijedi

ALK @ =g "y AR 0) =
= (A @+ YA (@) =

(ay,..., ap)eB\{(0,...,0)}

n

q § : ni—a ne—a 2 : ni—a ng—a
— n A 1—ai,...,g—ayg + A 1—ai,...,ng—ayg —
n [RRER) [REES)
q (1 o k—a,a; ayp (Q) k—a,a; ayp (Q)
Cza1 ~~~~~ ap)€Bg o,...,0\ (0., 0)} (a1,.--,ap)€B\{(0,...,0)}
qn
_ n n1—at,...,Mg—ap n1—ai,...,ng—ag _
- 1 q" (q E : Ak—a,al,...,ag (q) 1 - q § :Ak a,a,...,ap (q)) -
(a1,--a0)€By, 0. 0\ (0,-,0)} (a1,ea0) EB\{(0,...,0)}
qn
— n1—ap,.. Jle aé n1—ap,...,ng—ag
o 1 _qn( Ak a,ai,.. +q Z ZAk a,al,...,ap (q>>7
(ag,---,ap)€B\{(0,...,0)} IeD(K) (a1,--,ag)€B\{(0,...,0)}

Sto je i trebalo pokazati.
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Kao posljedicu prethodne propozicije imamo ¢injenicu da se svaka funkcija
At (g) moze prikazati kao linearna kombinacija (s koeficijentima u ra-
cionalnim funkcijama formalne varijable ¢) racionalnih funkcija indeksiranih
gornjim indeksima koji su (uz leksikografski uredaj na uredenim ¢-torkama)
strogo manji od (ny,...,ny). Zajedno s po¢etnim uvjetima ova ¢injenica in-
duktivno garantira jedinstvenost rjesenja sustava rekurzivnih jednadzbi (5.5).
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Poglavlje 6

Formule karaktera

6.1 Postojeéi rezultati

Ovdje zelimo ukratko opisati dosadasnje uspjehe u nastojanju da se napiSe
zatvorena forma formalnih karaktera potprostora Feigin-Stojanovskog.

U radu |[CLM2| dobivene su rekurzivne relacije medu formalnim karakte-
rima potprostorima Feigin-Stojanovskog istog nivoa za sl(2, C). Rekurzivne
relacije dobivene su koristenjem odgovarajucih operatora ispreplitanja i ope-
ratora proste struje, ali ne i koristenjem kombinatorne baze. Dobivene rekur-
zivne relacije glase (uz oznake kao ovdje):

XWio ) (2:0) = XWig—14141)(2:0) + 276X (Wi, 1) (2059), ko =1...k
XWor)(z:9) = x(Wio)(2¢; q), (6.1)

Sto je upravo sustav (5.3) kada je ¢ = 1, k proizvoljan. Ovaj sustav poznat je
iz rada G. Andrewsa na tzv. Gordonovim identitetima i moze se pronaci npr.
u [Al]. RjeSenje gornjeg sustava su zatvoreni izrazi za formalne karaktere
odgovarajucih potprostora Feigin-Stojanovskog:

e+ NE +Ngy+1+.- Nk

X(Wio,1) (23 9) Z Z 7 H_ DO 2" (6.2)

n>0 Zk N;=n
N>NH_1

Ng41:=0
i=1...k

Napomenimo da ¢e tehnika slicna Andrewsovoj biti primijenjena i pri rjesa-
vanju sustava (5.3) za ¢ = 2, k proizvoljan.

Sto se tice napretka prema algebrama tipa A, visih rangova (¢ > 2), opcenito
nije u¢injeno puno. U [FIMMT] rjesava se problem za ¢ = 2, i to za module
opceg nivoa, ali samo za specijalne slucajeve Ly, , 0. Kako bi dobili formulu
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karaktera za potprostore Feigin-Stojanovskog W (A) takvih modula, autori
pripadni dualni prostor W (A)* ulazu u prostor simetri¢nih polinoma i defini-
raju na njemu tzv. Gordonovu filtraciju. Iz eksplicitnog ra¢una komponenti
pripadnog graduiranog prostora (uz koristenje verteks operatora) slijede for-
mule karaktera W (A):

XWhoki0)(a;2) =

thm—(diagA)~m+2c§f;)~m

3 a lzzn
Z Z Z (qg)le U (q2)m1,k (q2)m2,1 T (qg)mz,k q ! (63)

n=0 lLitla=n 3 ;jim; ;=l;
1,120 i=1,2

gdje je

1<a,b<k; Aﬁ) = 2min(a, b)

o) =(0,...,0,1,2,... .k —bg,0,...,0)

k k

_t
m = (m1,1, e Mgk, Mo, ... >m2,k)-

Primjer 3 Za k = 2 matrica A glasi

A:

_— O NN
N = N
NN = O
' NG R NC R

3)
b

dok za vektor ¢y’ imamo tri mogucénosti:

A=20g=by=2=c =(0,0,0,0)
A=Ag+ A =b=1=cY =(0,1,0,0)
A=2A = by =0= ) =(1,2,0,0),

te u skladu s tim 1 tri razlicite mogucnosti za linearne clanove u eksponentu
brojnika (6.3):

—2m1,1 — 4TTI,1’2 — Moy — 2m2,2za2/\0 (64)
—2m1,1 — 2m1,2 — M1 — 2m2,2zaA0 + Al 65)
—ma1 — 2m272,za2A1, (66)

a kvadratni clan v sva tri slucaja glasi:
2 2 2
2m171 + 4Tnl,lﬂfblﬂ + 4m172 + 2m1,2m2,1 + 2m2’1+

2m1’1m2,2 + 4m1,2m2’2 + 4m2,1m272 + 4m§’2. (67)
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6.2 Formule karaktera za (1,/)

Neka je k = 1, a £ > 2 proizvoljan. Zelimo vidjeti kako sustav rekurzivnih
jednadzbi (5.5) izgleda u ovom slucaju:

Agl,...,ng(q) — Arlzl,...,ng(q) +qn1+...+nZArlzl—l,ng,...,ng(q)

Ayt (q) = R Y ()N (6.8)
gdje su nq, ..., ny pozitivni cijeli brojevi.
Definirajmo za formalni koeficijent ¢, |q| < 1, sljede¢i faktor:
(@o=1
(Q)n = (Q)n—l : (1 - qn)7 qc N.
Propozicija 11 Rjesenje sustava (6.8) dano je s

qfi('rl1,.4.,7’7,g)
(@ (Dnz = (D,
. ¢ i :
gdje je fi(ny, ... ,ne) = 355+ D10 iyt Mgy 0y Mgy 1= 0. L

Dokaz: Treba pokazati da (6.9) zadovoljava sustav (6.8). Za fiksnii =1...¢
pokazujemo da gore definirane funkcije zadovoljavaju odgovarajuc¢u jed-
nadzbu

A (q) = : (6.9)

A:L_l,l,ng(q) — A;Ll,...,ng(q) _'_qn1+...+ngA;L1,...,nifl,.,.,ng (q)

Krecemo od g™t AT ™1™ (g) i pokazujemo da je zadovoljena gornja
jednadzba:

qn1+'"+nzA?1"“’ni_l’“"ne(q) —
O ghtmmten) 1= g™ —
@y (@1 (@, L — g™
L qZ#i nFH(ni—1)2+30 5 <o gy g — (1t g1 g 430 ng =1
= qn1 T =
(Q)Tu e (q)ng

_ qfi(nl,...,ng) . q*2ni+1+ni*1 . (1 _ qnz) B

(@Dny -+ (Q)ne

B qfi(nh...,ng)fni qfi(nl,.,.,ng)

@D @ne @y (@

— A (q) = AP ).
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Preostaje jo§ pokazati da funkcije (6.9) zadovoljavaju posljednju, specijalnu
rekurziju sustava (6.8):

A (g) = g A ),

No, tu je dokaz trivijalan:

) qfo(n1,---,ne)+n1+-~~+ne qfe(nly---ymz) A ne( )
q —= = e e q .
(Q)m e <Q)nz (Q)nl to (q)ne ‘

Iz Propozicije slijedi da za W; = W(A;), 1 =0,... ¢, formula karaktera glasi

n1+~~+ngAgl7---an(

q

fi(ni,...,ng)
4q n n
X(Wi)(z1, -5 20) = PaRRRps
n17§>0 (Dna (D * - (D ! ¢
Na primjer, za £ = 2 imamo slijedec¢e formule:
(Wi = 3 T
X(Wo)(z1, 225 q) = 271 292
ni 774220 (q)nl (q>n2 ! 2
2 2
qn1+n2+n1n2+n1 i n
X(Wh) (21, 22;q) = 211 22
m%;o (@Dna @y 7
2 2
qn1+n2+n1n2+n1+n2 I
X(Wa) (21, 22;q) = Z 2 2y (6.10)

(D1 (@

6.3 Formule karaktera za (k,2)

Fiksirajmo k € N, ¢ = 2. Promatramo pripadni sustav rekurzivnih jednadzbi
(5.5) u funkcijama varijable ¢:

Apzg (@)= Y (=DIT A (g) 4 grtm AT (), (6.11)
IeD(K)

gdje su kg, k1, ko svi izbori nenegativnih cijelih brojeva takvih da je ko + ky +
ko = k, a ny,no cijeli brojevi za koje je ny > ko, no > k.

Gornji sustav mozemo zapisati i ovako:

AZ;ZIQICQ(Q) = (1 - 5k0,0)AZSfL12,k1+1,k2(q) + (1 - 5k1,0)AZ;:g1271,k2+1<Q)_
ni,n ni+n n1—ko,no—k
— (1 = Okg0)(1 — 5k1,0)Ak3—12,k1,k2+1<q) +qm* 2Ak21,k0,0k12 "(9), (6.12)

gdje je s 0 oznacen Kroneckerov simbol.
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Primjer 4 Za k = 2 sustav (6.12) glasi:

A5 (@) = ALY (@) + 7 AR )
AT (0) = AP (@) + ATET (@) — ABYT (@) + AT )
AL (@) = AR (0) + AT )
A3 (0) = AR @) + 4" AT )
A3 (@) = AR (@) + AT )

Apoly () = 4" Ay (a).
Teorem 12 Rjesenje sustava (6.12) dano je za svaki izbor nenegativnih ci-
jelih brojeva ko, k1, ko takvih da je ko + k1 + ke =k s

Ny, N
g2 Loy (@)

A (@)= > = / (6.13)
o Np€U(nq) i=1 (q)N1,z‘*N1,i+1 ’ Hi:l (q)NQ,i*NQ,ifl
No€eU(ng)
gd]e j@ Nl = (N1,17 HR Nl,k‘); N2 = (N2,17 HRI NZ,k)J a

k
U<n1) = {N1| ZNl,i = nth,i > N1,i+1,i =1...k, N17k+1 = O}7

i=1

k

U(ng) = { Ny ZNZ" =ng,No; > Naj_1,i=1...k Nyg:= 0},

=1

Q(N1, Ny) = [Ny |* + | No|* + Ny - Ny,

N1,N2 _ P-N1+fry () N2
LkO,k17k2 q) - Z q ? 'APJVU

PEPy tky

k
Piyiky = {01, 02, - px) € {0,1}] Zpi = ki + ka},
i=1
k
AZLNl = H (1 - 5pi—pi+17—1 ) qu’i_Nl’i-H) uz pry1 = 0.
i=1
Osim toga, fr,(p) zap € Py, 4k, 0znacava uredenu k—torku dobivenu iz p tako
da sve osim pruih ko jedinica ucinimo nulama.

Teorem dokazujemo u zasebnom poglavlju provjerom da je (6.13) rjeSenje naj-
slozenije rekurzije sustava (6.12), tj. rekurzije kod koje za funkciju A} 7, (q)
s lijeve strane (6.12) vrijedi kg # 0 i k1 # 0. U tom slucaju rekurzija glasi

Al (@) = A k(@O + A (@)~

— A ke (@) qn1+n2A2217kf,Ok;:L2 " (q). (6.14)
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Slucajeve u kojima za Ay 2, (q) vrijedi ko = 0 i/ili k1 = 0 necemo posebno

komentirati, jer su oni specijalni slu¢ajevi dokaza Teorema.

Konacno, iz Teorema slijedi eksplicitan izraz za formule karaktera svih pot-
prostora Feigin-Stojanovskog za g = sl(3,C) — za W = W(koAo + k1 A1 +
kols), uz ko + ki + ko = k, formula karaktera glasi (uz oznake kao u iskazu
Teorema):

qQ(N1,N2) LN17N2 ( )

X(W)(z1, 225 q g g LA 12y
) 7 *
ni,ng N1€U(ny) (q>N1 i—N1it1 Hz 1 ( )N2,¢*N2,z‘71
No€eU(ng)
(6.15)

Pokazimo i na primjeru kako izgledaju formule karaktera za potprostore
Feigin-Stojanovskog standardnih modula malih nivoa.

Primjer 5 ZCL k =1 je N1 = N171, NQ = N271, pa je U(nl) = {nl}, U(ng) =
{na} i stoga pod drugom sumom u (6.15) imamo samo jedan sumand za kojeg
je
Q(Nh NQ) = Q(nl,ng) = n% + n% + ning
(Q)Nl,l (q)NQ,l = (q>n1 (Q)nz

"Linearni” ¢lan ocito ovist o izboru potprostora:

LYse (@) =¢"=1
Loyo (q) = q™
Loy (q) = ¢

Odavdje slijedi da se formule karaktera za Wy, Wy @ Wy dobivene iz Teorema
podudaraju s (6.10) dobivenima u prethodnom odlomku.

Primjer 6 Za k = 2 imamo sljedece formule:

S qQ(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)
A2,B,02 (Q) - Z ( )
N11+N7 2=ny q)Ni1—N12 (q)N1,2 (q)Nz,Q—N2,1 (q)N2,2
Ny 12Np 220

Ng 1+Ng o=ng
N3 9>Ng 120

q
Am’n2(q): Z
Lo N1 1+ N1 o=n (Q)Nl,l—Nl,z(q)N1,2(q)Nz,Q—N2,1(q)N2,2
1,1+N1 2=n1
Ni,12N1 220

Ng 1+Ng 9=ng
N3 9>Ng 120

Q(N1,1,N1,2,N2,1,N2,2)+N1 2
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N1,2,N2,1,N2,2)(qN1,1+N2,1 + qN1,2+N2,2(1 _ qN1,1—N1,2)>

Ni 14+N] 9=n1 (q)Nl,lle,z (q>N1,2 (q)N2,2*N2,1 (q)Nz,z
N1,12N1 220
N3 1+Ng 2=n2
N3 9>Ng 120

q
0= Y
020 Ny 1+Np 9=ny (q>N1,1*N1,2<q>N1,2(q)N2,2*N2,1(q)N2,2
Np,12N1,220
N2 1+Ng o=ng
Ng g2>Ng 120

e =Y
0Lt Ny 1+Np 9=ny (q>N1,1*N1,2 <q>N1,2 (q)N2,2*N2,1 (q)Nz,z
Np,12N1,220
N2 1+Ng 2=ng
Ng 9>Ng 120

= Y
0.0:2 Ny 1+N; g=ny <Q)N1,1*N1,2 (q)N1,2 (q>N2,2*N2,1 (Q)NQ,z
Np,12N1,220
N2 1+Ng 2=ng
Ng 9>Ng 120

Q(N1,1,N1,2,N2,1,N2 2)+N1,1+N1 2

qQ(N1,17N1,2,N2,17N2,2)+N1,1+N1,2+N2,1

qQ(N1,17N1,27N2,1,N2,2)+N1,1+N1,2+N2,1+N2,2

?

gdje je
Q(Ni1, N1, Naog, Noo) = N12,1 + N12,2 + N2271 + N22,2 + Ni1Noy + NiaNopo.

. I P . .. Ni,N:

" I 1,4V2
Napomena 4 Opcenito, nije tesko vidjeti da ce se "linearni" clan Ly ' (q)
u specijalnim slucajevima (na opéenitom nivou!) moéi reducirati do jednos-
tavnije forme:

Ligii(a) = g o2 (6.16)

ni,n2 Ni,1++Ny p+N21++Na g
LO,kl,kQ (q) 2.

q
q
6.4 Neke specijalizacije formula karaktera

U ovom odlomku pokazujemo na primjeru za k = 2 da formule (6.15), nakon
odgovarajuce specijalizacije, daju (6.3). Naravno, rije¢ je formulama karak-

tera za W (ko, k1,0), jer je samo za njih formula (6.3) i dana. Konkretno,
specijalizacija glasi:

q—q
21 — q_2z
7 —q 2. (6.17)

48



Najprije pokazujemo da se sumacije u obje formule odvijaju po istim uvje-
tima, i to tako da uvedemo sljedec¢e zamjene:

myy1 = N1,1 - N1,27m1,2 = N1,2
ma ‘= N2,2 - N2,1>m2,2 = N2,1-
.. Lt . .. . ,
U terminima m := *(my 1, my 2, Ma1, Mo ) sumacija se odvija po sljede¢em
uvjetu:
Nii+Nig=mn1, Nig>Nipg>0=my1+2mis=mn1, myi,m2>0
Noi+ Nyg=mn9, Nog>Ny1 >0=ma;1+2mos=ng, Mmoi,Mas >0,

Sto je tofno uvjet sumacije u formuli (6.3). Takoder, oc¢ito je odavdje da

nazivnik sumanada u (6.15) prilikom (6.17) prelazi u nazivnik sumanada u

(6.3). Osim toga, imamo i sljede¢u promjenu faktora z1'' 25

21 25 &1, g AT (6.18)

uz oznaku n; + ng = n.

Sto se kvadratnog c¢lana tice, potrebno je vidjeti kako izgleda faktor
qOWN1N12:N21N2.2) 1akon primjene specijalizacije (6.17):

qQ(Nl,l,N1,27N2,1:N2,2) (6'17)}

q
=4q

2((m1,1+m1,2)2+mi2+m§72+(m2,1+m2,2)2+(7m,1+m1,2)m2,2+m1,2(m2,1+m2,2)) —

2m21"71+4m1,1m1,2+4m§72+27m,2m2,1+2m§71+2m1,1m2,2+4m1,2m2,2+4m2,1m2,2+4m§,2
)

dakle to¢no (6.7).

Za linearni ¢lan (6.16) moramo ura¢unati doprinos iz (6.18), dakle faktor
—2n1—mnso.
q :

A= 2A0 . q*2n1*n2 (6.17) q*2m1,1*4m1,2*m2,1*2m2,2

A=Ag+A;: qN172_2n1_n2 (6.17)

A = 2A1 . qN1,1+N1,2—2n1—n2 (6.17) q—m2,1—2m2,2

q—2m171—2m1,2—m2,1—2m2,2

Y

tj. dobivamo upravo (6.4) — (6.6).
Slijedi da ukupno dobivamo upravo (6.3).
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Poglavlje 7

Dokaz Teorema 12

U ovom poglavlju dokazujemo Teorem 12, i to u koracima, kroz nekoliko
tehnickih lema. Napomenimo da je ovdje koriStena tehnika donekle slicna
onoj kojom je G. Andrews pokazao da je (6.2) rjesenje sustava (6.1).

7.1 Grupiranje sumanada

U prvoj lemi grupiramo na odgovarajuéi na¢in sve sumande jednadzbe (6.14)
osim posljednjeg kako bismo dobili prikladnu polaznu poziciju za primjenu
transformacije prve grupe indeksa sumacije (Sto ¢e biti tema sljedeceg od-
lomka).

Lema 13

Ak‘o,kl,k‘g(q) _Ak()—l,k‘l-‘rl,kz(q) _Ak07k1—17k2+1(q)+Ak0—17k17k2+1(q) —

ni,n2 ni,n2 ni,n2 ni,n2
Q(N1,N2) | P Ni+fieo () Na . A* . (1 — 4NV2.p(ko+1)
q D pePeyin, 2 AF ny - (1= g 2rtetn)

- Z k k
N1€U(ny) Hz:1 (q)Nl,i_Nl,i+1 ) HK:l (q)N2,i_N2,i—l

No€U(ng)

(71

gdje p(ke + 1) za p € Py, 1y, 0znacava koordinatu (ko + 1)—ve jedinice u p, a

k

* N _N ] Lyp—
AP,Nl - H (1 - 5Pi—Pi+1,—1 SqH 1’Z+1) Uz Praq = 1.
=1

Napomena 5 Gornja lema tordi da ée lijeva strana (7.1) imati sumande kao
i A, (@), osim Sto e svaki sumand imati i dodatni faktor 1 — g2k t)

te eventualno faktor 1 — gNi».

20



Dokaz: Najprije ra¢cunamo

Ako,lﬂ,kz (Q) - Ako,klfl,ngrl (q> _

ni,m2 ni,n2

Ni,N: N1,N:
— g (Lo (@) = Lo 10011 ()

k k
Ny€U(ny) Hi:l (q)Nl,i*NmH ’ Hz‘:l (q)NQ,i*NQ,ifl

No€eU(ng)
qQ( 1,N2) | Zpepk1+k2 g M (qsz(P) 2 _ qfk2+1(p) 2)-Apn,
- § : % k
N1€U(ny) Hz’:l (q)N1,¢*N1,i+1 ’ Hz‘:l (q)NQ,i*NZi—l
No€eU(ng)

. . N.
qQ(N17N2) . ZpePlier ¢ Ni+fi,(p)-Na2 | Aan . (1 —q 2,p(k2+1))

- Z k k (7.2)
N1€U(nq) Hi:l (q)Nl,i*NuH : Hi:l (q)NQ,i*NZifl
No€eU(ng)
Analogno vrijedi
ko—1,k1+1,k2 ko—1,k1,ka+1 _
ni,no ! (q) T “ngne (q) -
Q(N1,N2) | N1+ ko (p)-Na | . — Vo kg1
_ q ZpePk1+k2+1 q 2 Apn - (1 — g 2etan) -
o Z k k s ( 3)
N1€U(nq) Hi:l (q>N1,i_N1,i+1 ’ Hi:l (q)N2,i_N2,i—l
No€U(ng)
Zanima nas u kojem ¢e sluc¢aju za p' € Py, 1y, i p* € Py sk,41 vrijediti
J J b 1+ke 1 D 1+ka2+ ]
1— qNQ,pl(k2+1) =1—= qNZ,pQ(kzﬂ), (7.4)

Zap' € P(ky+k,) najmanja vrijednost koju p'(ky+1) moZe posti¢i jest ky-+1,
a najveca ko+ka+1 (jer nakon (ko +1)—ve jedinice mora ostati jo§ najmanje
k1 — 1 koordinatno mjesto za ostale jedinice). Za p? € Py, 15,41 imamo istu
najmanju vrijednost za p*(ks + 1), dok je najve¢a moguca vrijednost kg + k.
Stoga za p' € Py, 4, takav da je p' (ks + 1) = ko + k2 + 1 jednakost (7.4) ne
vrijedi ni za koji p* € Py, yky11-

Rac¢unamo sada razliku jednakosti (7.2) i (7.3) tako da grupiramo sumande
desne strane jednakosti (7.2) odredene s p' € Py, .4, takvima da je p'(kg +
1) < ko + k2 sa sumandima desne strane jednakosti (7.3) odredenima s p? €
Py, 11,11 takvima da je p? = p} za sve i = 1,...,k osim za neki j € {p(k; +
ko) +1,...,k}. Uvedimo za takve p? oznaku p? ~ p'. Primijetimo da je u
tom slucaju pj = 0, a p; = 1. Takoder, uo¢imo da se svim p* € Py, yr,11
takvima da je p* ~ p' za neki p' € Py, 4, iscrpljuje skup Py, p,41-

Za pojedini p! € Py i1, takav da je p'(ky + 1) < ko + ko gore opisanim
grupiranjem dobivamo sumand ¢iji "linearni" faktor glasi

g MR IN L A (1= gt ae)—
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N Z QpQ'N1+fk2(p2)'N2 “Ap - (1— qNQ’p%Q“)) =

p2EPk1+k2+1

p2~pl

= @7 RN AL (1= M) —

_ Z qu-N1+fk2(p1)-N2 WA (1— qu,p1<k2+1)) =

pQEPk1+k2+1
p2eopl
— S ) N2 No ki pt-Ny p?-N1 _
= g’ (=g 2rittn)(g" ™ - Ap g — " D ) =
p26Pk1+k2+1
p2mpl

= gl ®IN2 (] Mosiiin) P NUUA (CIN*P1<'“1+’€2>+1+

N

+ qu,p1<k1+k2>+2(1 — N k)1 T Lol th) +2) 4

4+t qu,kfl(l _ qu,lc72*N1,k71) 4 qu,k(l _ qN1,k71*N1,k)) —
= @ VR EN AL (1= N (1 gMaat0aen) =

— P Nt fiy (1) N A (1 g2t a4, (7.5)

Jednakost (7.5) vrijedi za sve p' € Py 1y, takve da je p* (ko +1) < ko+ ks. Za
p' € Py 11, kod kojih je p' (ke+1) = ko+ko+1 mora biti p* (ky+k2) = kistoga
u odgovaraju¢em sumandu na desnoj strani jednakosti (7.2) nema dodatnog
faktora (1 — ¢™*) u A% n,- Zato za sve takve p' vrijedi Apin, = AF .
Kona¢no imamo

Ak‘o,kl,k‘Q (q) _ Ako—l,k‘l-‘rl,kg (q) _ Ak‘o,kl—l,k‘g-‘rl(q) + Ak‘o—l,kl,k‘g—‘rl(q) —

n1,n2 n1,n2 n1,n2 n1,n2
Q(N1,Na2) | P-N1+4fry (p)-N2 | (1 — V2 p(kgt1
q Z;geP‘,€1_~_k2 q 2 Ap,N1 (1 q plkz ))

- Z k K -
N1€U(ny) Hz’:l (q)Nl,i_Nl,i+1 ’ Hi:l (q)N2,i_N2,i—1

No€U(ng)

N1,N- -IN- Y N.
qQ( 1,N2) | ZPEPk1+k2+1 q° 1+ [y (P)-Na Ap7N1 . (1 —q 2,p(k2+1))

- Z k k -
Ny €U(ny) Hi:l (q)Nl,i_Nl,H—l ' Hz‘:l <Q>N2,1—N2,i—1

No€U(ng)

qQ(N17N2) . Z qp'NlJrka(p)'Nz Ay, - (1— qNZ,p(k2+1))
o Z PE Py kg p(ka+1)=ko+k2+1

k k
N1€U(ny) Hi:l (q>N1,i—N1,i+1 ’ Hi:l (q)NQ,i_NQ,i—l
No€eU(ng)

qQ(N17N2) .qu']\thka(P)'NQ . Aple . (1 _ qNZ,p(k2+1))
i Z PE Py 41y p(k2+1)<ko+kz

k k
Ny €U(ny) Hi:l (q)NLi*Nl,iJrl ' Hi:l (q)NQ,z‘*Nz,iﬂ
No€U(ng)

+
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N1,N: -IN- Y N.
qQ( 1,N2) | ZPGPk1+k2+1 q* 1+ fky (P) Na Ap7N1 . (1 —q 2,p(k2+1))

- Z k k -

N1€U(ny) Hi:l (q)Nl,z‘*NLiH : Hi:l (Q)Ng,ing,i,l
No€eU(ng)
Ny, N: § p N1+ fr., (p)-N2 * N.
qQ( 1,N2) | q ko (P) WANSVEE (1 —q 2,p(k2+1))
Z PE Py, kg p(ka+1)=ko+k2+1 N
Ni1€U(ny) Hi:l (q)Nl,i_Nl,i+1 : Hiil (q)N2,i_N2,i71
No€U(ng)
N1, N: p-N1+ fi., (p)-N: * N
qQ( 1,N2) | E M fro(p) N2 Y (1 — gN2rtatn)

PE Py kg p(k2+1)<ko+k2
+ D . .
Ny €U(ny) Hz‘:l (q>N1,i—N1,i+l ' Hi:l (q>N2,i—N2,i—1

NoeU(ng)

Q(N1,Na2) | PN1+fe, () No . A*x (1 — Nopkgt1
- Z ! ZpePk1+k2 q : A N, - (L= g 2ethar )
- k k ’
Ny €U(ny) Hz‘:l (q>N1,i_N1,i+1 ’ Hi:l (q)NQ,i_NQ,i—l
Na€U(ny)

Sto je i trebalo dokazati.

7.2 Transformacije prve grupe indeksa

U ovom odlomku primjenjujemo Andrewsovu tehniku pomaka u indeksima
sumacije, i to na indeksima Ny q,..., Ny4.

Lema 14

qQ(N1,N2) . ZPGPlier qp‘N1+fk2(p)’N2 . A;,Nl . (1 _ qNQ,p(k2+1))

Z k k -
Np€U(nq) Hz’:l (q>N1,¢*N1,z‘+1 ’ Hz‘:l (q)NQ,i*Nli—l

No€eU(ng)

— Z ( F(N17N2)'QQ(N1’N2)
o Hk k

Ny€U(ny) i=1 (q>N1,¢*N1,¢+1 ’ Hi:l (q)N2,i*N2,i71
No€eU(ng)

DY NNt g (D Nt B A (1 —qNQ*“m““Q*“))» (7.6)
PE Py,

gdje je F(Ny, Ny) = ¢ " " SO (1 gMiso=Nukor) g AS

se razlikuje od Ay, N, u tome Sto umgesto uobicajenog faktora za © = ko ima
faktor (1 — 6pk0*pk0+1,71qN1’k07N1’k0+171).
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Dokaz: Za fiksne Ny € U(ny) i Ny € U(ng) svaki sumand u brojniku lijeve
strane izraza (7.6) odreden je izborom p € Py, 1,. Fiksirajmo neki p € Py, 4,
i promotrimo §to se dogada s pripadnim sumandom u brojniku lijeve strane
izraza (7.6) prilikom sljedec¢e transformacije indeksa sumacije:

Nl,s_)Nl,s_psvsz 17'--7k0
Nl,t_>N1,t_pt+17t:k0+]-a-“7k- (77)

Primijetimo da se nakon ove promjene sumacija provodi po

ko k k k k k

Z(Nl,s_ps)+ Z (Nl,t_pt+1):ZN1,i_Zpi_ lele,z’,

s=1 t=ko+1 i=1 i=1 t=ko+1 i=1
v \,—/

=k1+k2 =k1+ko

Sto znaci da i dalje vrijedi uvjet sumacije koji je prvotno vrijedio. Medutim,
oCito je da se naruSio uvjet monotonosti koji je prije vrijedio: Ny ; > Ny 11,
1=1...k.

Zelimo vidjeti §to se pri transformaciji indeksa sumacije zbiva s kvadratnim
clanom Q(N1, Ny), $to s linearnim ¢lanom, a Sto s faktorima iz A¥ v (koje
¢emo promatrati s odgovarajué¢im faktorom u nazivniku).

Najprije ra¢unamo promjenu kvadratnog ¢lana Q(Ny, Ny):

k ko k
S NZ 4 NZ o NyaNoy) S5 3 (N = p)* 4 (N — pe + 1)+
i=1 s=1 t=ko+1

+ZN§Z+ZNIS Ps)Nas + Z (Nig—pi+1)Noy =

s=1 t= k()-i-l
k
=) (N7 + N5+ Nig - Na) Z2psN18+ Z (1= pe) Ny~
i=1 t=ko+1
ko k ko k
- ZpsN2,s + Z (1 —pe) Ny + Z p: o+ Z (1—po)°
s=1 t=ko+1 s=1 t=ko+1

Vidimo da se sam kvadratni ¢lan nije promijenio prilikom transformacije
(7.7), ali se pojavljuju doprinosi linearnom i slobodnom ¢lanu.

Sada racunamo promjenu linearnog c¢lana:

ko k
7.0
p- N1+ fo,(p) - No @, ps(N1s — ps) + § pe(Nig —pr + 1)+
s=1 t=ko+1
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+ fra(p szle+fk2() Nz—z\p;ﬂL > i—pi)=

=p-Ni+ fr,(p) - Na — Zps

Zelimo dobivene podatke opet organizirati prema kvadratnom ¢lanu, linear-
nom te slobodnom ¢lanu. Kao sto smo veé istaknuli, kvadratni ¢lan ostaje
isti kao prije promjene indeksa sumacije. U novonastalom linearnom ¢lanu
¢emo zasebno promatrati sumande indeksa Ny i, ..., N, a zasebno sumande
indeksa N2,1, ey N27k.

Sumand prve grupe indeksa sada glasi:

—Zstle—l— Z (1—p)Nig+p- Ny =

t= ko—l—l
:—ZPSN1S+ Z (2—p)Nip=—n1+2 Z Nig+(1—p)- DNy,
t=ko+1 t=ko+1

a sumand druge grupe indeksa

—Zpszvzs+ Z (1= p)Nay + fio(p) - N

t=ko+1

—Z 1= p)Nos+ Z (1-p Nzt—ZNQSHkQ

t=ko+1

ko
= —ZN2,5+(1 —p) - No+ fiy(p) - No =
s=1

k

= —ng+ Z Not+ (1 —p)- Na+ fi,(p) - Na.
t=ko+1

Slobodni ¢lan glasi

ko k
Zps S 0-p-Yon= Y -
t=ko+1 s=1 t=ko+1

Sumarno, imamo

Q(N1,N2)+p-Ni+fiy (p)- N2 (-7 q—mfnz+zf=k0+1<2N1,t+Nz,t).

q
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. qQ(Nl7N2)+(1—P)'N1+(1—P)'N2+fk2 (p)'N2+Zf:kO+1(1—pt) ' (7.8)

Prilikom transformacije (7.7) mijenjaju se i faktori iz A v, . Pojedini faktor

(1 - 5pi

Nii—Ni; : e
—pis1,—1 - @ T NLEY) promatrat ¢emo s odgovarajuéim faktorom u

nazivniku fiksiranog sumanda lijeve strane izraza (7.6).

Razlikujemo sljedece slu¢ajeve za faktor (1 — 6p,—p,,, -1 - ¢V Nitt):

1)

ie{l,..  ky—1}

9) i = ko
3) ie{ko+1,... .k}
Ukoliko je 1 € {1,..., ko — 1} imamo nekoliko moguénosti:

a)

b)

Ps = 0,ps41=1= Ny g — Nig Nigr1 — Nig1 — 1, pa imamo:

1 — gNs=Nst1 7y 1 — gMs=Nisiatl { 0,Nis=Nig1—1
(9)

= 1
~———— N > Niop1

(q)Nl,s—N1,s+1 (q)Nl,s—N1,s+1+1 Ny,s—N1,s41

Uvjet sumacije (Sto se tice veze indeksa Ny 41 N 441) je prije transfor-
macije (7.7) glasio Ny 4 > Nj 441, a nakon (7.7) Ny > Nj 441 — 1. No,
kako se u slucaju Ny s = N 41 — 1 dobiva da je gornji faktor jednak
nuli, mozemo smatrati da vrijedi zapravo N; s > Nj ¢y1, Sto znaci da
smo na ovaj nadin "popravili" transformacijom (7.7) nastali uvjet su-
macije tako da opet vrijedi prvotni uvjet. Pritom brojnik faktora kojeg
smo promatrali postaje trivijalan.

ps=Lp1=1= Nl,s - Nl,s - 17N1,s+1 - N1,3+1 -1
1 (7.7) 1

(q>N1,s—N1,s+1 (q)Nl,s—N1,5+1 ’
i niSta se nije promijenilo, uklju¢ivsi i uvjet sumacije koji je ostao isti
(jer i Nyis1i Njg41 imaju pomak za jedan).

Ds = Oaps—i-l =0= Nl,s - Nl,s> N1,5+1 - Nl,s—i—l: isto kao b)

Ps = 17ps+1 =0= Nl,s - Nl,s -1, N1,5+1 - N1,s+12

1 (7.7) 1 1 — gMus—Nish

)

(q>N1,s—N1,s+1 (q)Nl,s—Nl,s+1—1 B (q>N1,s—N1,s+1

i to uz promijenjeni uvjet sumacije Ny > Ny o1 + 1. No, za Ny, =
Ni 541 gornji izraz je ionako jednak nuli, pa se opet radi o sumaciji po
uvjetu Ny s > Njs41. U ovom slucaju pojavljuje se odgovarajuci faktor

u brojniku.
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Za 1 = ko takoder postoje ¢etiri moguénosti:

a)

c)

Pro = 0, Pko+1 = 1 = N1y = Nikos Niko+1 — Nikot1,
pa ocito nema promjene niti odgovarajuceg faktora, niti uvjeta sumacije
Niky = Nigot1-

Pro = LiDkg+1 =1 = Nigy — Nigy — 1, Niggr1 — Niggt1:

1 (7.7) 1 _ 1— qu,kO*Nl,kO+1

(q)Nl,kO*Non (q)Nl,kO*NLkoH*l a (q)Nl,kO*Nl,kOJrl 7

sliéno kao u d)—dijelu za ¢ € {1,..., ko — 1}. Opet, uvjet sumacije glasi
Ni gy —1 > Nigot1, no za Ny g, = Ny go+1 gornji faktor je ionako jednak
nuli, pa moZemo sumirati po prvotnom uvjetu Ny ) > Ny 41

pk‘o - O7pk‘0+1 = 0 = Nl,k‘o - Nl,k:oa Nl,k‘o-i—l - Nl,k0+1 + 1:

1 (7.7) 1 1 — qu,kO_Nl,kO+1

(q)Nl,kO*NmOH (q)Nl,kO*NmoH*l (q)Nl,kO*Nl,koJrl 7

gdje uvjet sumacije glasi Ny, > Nj y+1+1. Uz istu argumentaciju kao
pod b) zaklju¢ujemo da uvjet glasi Ny g, > Nigo+1, jer je za Nyg, =
Ni jiy+1 dobiveni izraz jednak nuli.

d) pko = 1,pk0+1 = 0 = NlJﬁo — Nl,ko — 1,N17k0+1 — N17k0+1 + 1:

1 (7.7)

(Q)N1,k0—N1,k0+1
7.7) 1 (1 _ qu,kO*Nl,kOJrl)(]_ _ qN1,kO*N1,kO+1*1>

- 9
(q>N1,kO_N1,kO+1_2 (q>N1,kO—N1,kO+1
uz sumaciju po uvjetu Ny, —1 > Ny 41 + 1. No, za Ny gy = Nigot1
i N1k, = Nigy+1 + 1 posljednji izraz je jednak nuli, pa imamo zapravo
sumaciju po Ny gy > N1 go41-

Konacno, za i € {ko + 1,...,k} postupamo analogno kao kod faktora prve
grupe, osim $to je potrebno zasebno komentirati situaciju faktora kojeg se
dobiva za i = k, tj. faktora (1 — ¢™*). S obzirom da je pry1 := 1 imamo
samo dvije mogucénosti:

a) pk:0:>N1,k_>N1,k+13

1— g™k ) 1—gMwtl 0, Nyj = —1
(q)Nl,k (Q)vakﬂ raNLk >0 >

N1k
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pa imamo zapravo uvjet sumacije N, > 0, $to je bio i pocetni uvjet,
a pritom faktor (1 — ¢™*) koji je prije promjene indeksa sumacije
postojao sad je trivijalan.

b) pr =1 = Ny — Ny, pa nema promjene niti odgovarajuceg faktora,
niti uvjeta sumacije.

Sada mozemo sumirati provedenu analizu promjene faktora
(1 = Op—piyr,—1 - ¢V Noitt) iz A% o prilikom transformacije (7.7):

1) Svi netrivijalni faktori, osim onog za i = ko, postaju trivijalni.

2) Pojavljuju se novi faktori (1—¢™i~Nui+17%k ) ako i samo ako je p; = 1,
pir1=0,2=1...k, uz pry1 := 0.

3) Osim faktora pod 2) pojavljuje se i faktor (1 — ¢tk =Niko+1) Vp,
4) Gore opisane promjene faktora "popravljaju" uvjet sumacije

Nigp2>2Nig>--- 2Ny >20.

Gore opisano moze se sazeti u

AJ N, (7.7)
k k
Hizl (q)Nl,i_Nl,iJrl ’ Hi:l (q)NQ,i_NZifl
(7'7); (1 _ qN1,k0*N1,ko+1) . Al’p’Nl (7‘9)

k k )
Hi:l (q>N1,i*N1,i+1 ’ Hi:l (q)NQ,i*NZi—l

uz oznaku A7 v kao u iskazu Leme.

Osim toga, vidimo da se za svaki p € Py, 1, u (7.8) i (7.9) pojavljujuje novi
faktor koji ne ovisi o p, i to je upravo faktor koji je u iskazu Leme oznacen s
F(Ny, Ny).

Na kraju, uzevsi u obzir (7.8) i (7.9) te ¢injenicu da (7.7) ne narusava uvjet
sumacije Ny € U(ny), dobivamo:

Z qQ(NLNz) . ZpGPk1+k2 qp-N1+fk2(p)'N2 . A;,Nl . (1 _ qN2,p(k2+1)) B
k k -

N1€U(nq) Hi:l (q)Nl,i—Nl,i+l : Hz’:l (q>N2,i_N2,i—1

Ny€eU(ng)

F(Ny, Ny) - g9Ne)
- Z Hk i

Ny€U(ny) i=1 (q)Nl,i*Nl,iJrl ' Hz’:l (q>N2,i*N2,i71
No€U(ng)
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' Z q(l_p)'Nl+(1_p)'N2+f’“2(p)'NQJFEf:koH(l‘pt) AT N (- qN2,p(k2+1>)> —

pePk1+k2

= Z < F<N17N2)'CJQ(N1’N2)
Hk k

Ni€U(nq) i=1 (q)Nl,i_Nl,iJrl ' Hi:l (q)N2,i_N2,i71
No€U(ng)

P-N1+p-No+ fr, (1-p)-No+3 1 Dt o No(1—
. E q 2 t=ko+1 'Ap,Nl (1 — gM20-pnatn)) |
pePkO

Sto je i trebalo dokazati.

7.3 Pregrupiranje faktora

Ovdje pripremamo dobiveni medurezultat za primjenu nove transformacije
indeksa (Sto ¢e biti napravljeno u idu¢em odlomku).

Lema 15

F(Ny, Ny) - g9N112)
Z Hk k

Np€U(ny) i=1 (q>N1,i—N1,i+1 ’ Hi:l (q)NZ,i_NQ,i—l
No€U(ng)

k
) Z qp.N1+p~N2+fk2(1—p)‘N2+zt:k0+1pt . A;,Nl . (1 _ qNQ,(l—p)(kg-H))) —
PE Py

F(Nl, NQ) . qQ(Nl,Nz)
= Z Hk k

i=1 (q)Nl,i*Nl,iJrl ' Hi:l (q>N2,i7N2,i71

N1€U(ny)
No€U(ng)
(kg+1)—1
E Gho (D) N1+p-Not 3K, Di—0 (ko1 1) - 15k Do ie Pr *
. g7 t=kg+1 p(ko-+1) 0 Zr=kg+1 'Ap,Ng , (7_10)
PEPkq+ky

gdje g, (p) oznacava uredenu k—torku dobivenu iz p tako da sve osim zadngjih
ko jedinica ucinimo nulama, a Ay n, = Hle(l — Opympyyi1 - g N2

Po = 0.

Dokaz: Za fiksne Ny € U(ny), Ny € U(nsy) te neki p € Py, promatramo skup
svih p € Py, kod kojih za a = (1 —p) (ko + 1) vrijedi p, = p,, v =a,..., k. U
tom skupu uo¢imo k—torku najmanju po leksikografskom uredaju i oznac¢imo
jes p. Za svaki p iz tako konstruiranog skupa pisemo p ~ p. Ova konstrukcija
omogucuje da Py, razlozimo na disjunktnu uniju u kojoj svaka klasa sadrzi
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k—torke s istom koordinatom (ks + 1)—ve nule. Ra¢unamo za neki minimalni
p sumu svih pripadnih "linearnih" ¢lanova sumanada lijeve strane (7.10):

Z P-N14+p-No+ fry (1—p) No+3 451 (1Pt AO Nogoy\ _
q 2 t=ko+ . p,N1.(]‘_q a)_
PGPkO
p~p

TimapoWiotN2w) L A@R) (ST Now (] g

:? p,IN1

'

NQ,E) .

J/

jednak za sve p~p
ZZ:} p’LLNl U+Zf—k Pt 07(170’_1)
. = ) =ko+1 .
> AR,

P,
4S8 ko
p~p

Y

o,(a,b b . I
uz omaku ALY = T2 (1 = Gy - M0k ey =0,

1=a

Promatramo sada sumu

N RNt g e ARG, (7.11)

PEPkO

p~p
koja je oCito parametrizirana uredenim k—torkama s ks nula i a — 1 — ko
jedinica u prvih @ —1 koordinata. Ve¢ smo rekli da je najmanji od svih p ~ p
upravo p koji glasi:

P=0,,0,1, 01,0, o ).
ko a—1—ks isti za sve p~p

Uz pretpostavku da postoji p’ ~ p takav da je p’ # p, fiksiramo ga i proma-
tramo kada c¢e se linearni ¢lan

-1 k
qu:1 p;NLu""Zt:kOJrl p;

pripadnog sumanda iz (7.11) pojaviti prilikom mnoZenja unutar nekih drugih
sumanada izraza (7.11). U tu svrhu ozna¢imo s b(p) broj (1,0)—segmenta
unutar prvih @ — 1 koordinata k—torke p. O¢ito je b(p) = 0, dok je za
sve ostale (pa tako i za na$ fiksni p’) taj broj bar jedan. Nije tesko vidjeti
da ¢e se linearni ¢lan fiksiranog sumanda pojaviti prilikom mnozenja fak-
tora unutar sumanada svih onih k—torki p” ~ p koje se od p’ razlikuju
samo po tome §to je neki broj (jedan ili vise) (1,0)—segmenata zamijenjen
(0,1)—segmentima. Naime, za svaki takav p” pojavljivanje (0, 1)—segmenta
znaci i postojanje pripadnog faktora u A;;,(}]{,Tl). No, tada se mnozenjem
linearnog ¢lana p” s takvim faktorom proizvodi (ali s negativnim predzna-
kom!) linearni ¢lan nekog p koji se od p” razlikuje samo u promatranom
(0,1)—segmentu. Dakle, ako za svaki p” izvr§imo mnoZzenja svim faktorima
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iz pripadnog A;;/(}&al—n koji su dani pozicijama (0, 1)—segmenata u p”, pojavit

¢e se upravo linearni ¢lan fiksnog p’, i to s predznakom odredenim brojem
(0,1)—segmenata u p” po kojima se p” razlikuje od p'. Ipak, treba obratiti
paznju na to je li slobodni dio Zf:k0+1p” jednak Zf:koﬂp’ za sve gore
opisane p”. No, s obzirom na to da se p” i p’ razlikuju u tome §to se na
mjestu nekog (nekih) (1,0)—segmenata u p’ nalazi (nalaze) (0, 1)—segmenti
u p”, o¢ito nece biti problema, osim eventualno u jednom slu¢aju: kada u p”
postoji (0,1)—segment i u p’ (1,0)—segment na koordinatama ko i ko + 1,
redom. Tada ¢e biti Zf:koﬂ P = Zf:koﬂ p’ + 1. Ali, faktor u A;}/(}]{,Tl)
koji odgovara tom (0, 1)—segmentu je (1 — gtk Niko+171) "sto pokazuje da
¢e jedini¢na razlika izmedu slobodnih koeficijenata linearnih ¢lanova p’ i p”
prilikom mnozenja linearnog ¢lana p” ovim faktorom nestati.
b(p")
b(p")
poprimiti vrijednosti od 1 do b(p’), to ukupni faktor s kojim ¢e se linearni

¢lan koji pripada p’ pojaviti glasi

1+ (—1)'- (b(f’)) +(=1)2- (b(g/)) b (21 (ZEZD o,

Sto znaci da linearni ¢lan p’ nakon svih obavljenih mnozenja u (7.11) is¢ezava.

Kako je broj moguéih izbora za p” s istim b(p”) jednak (,%)), a b(p”) moZe

Gornje razmatranje vrijedi za sve p' ~ p, p’ # p. Stoga ¢e nakon sredivanja
sume (7.11) preostati jedino linearni ¢lan koji pripada p. Imamo, dakle:

E qzz;} p“N17“+Ef:k0+1 pt | AO’E\];’ail) _ qzz;% ﬁuN1,u+Zf:k0+1 ﬁt‘ (712)
p,iV1

P,
pe ko
p~p

Sada za lijevu stranu iskaza Leme vrijedi

F(Ny, Ny) - g@N1N2)
Z Hk k

N1€U(n7) i=1 (q)Nl,i—Nl,i-H ’ Hz‘:l (q)NQ,i_NQ,i—l

Ny€eU(ng)

p-N1+p-Not fry (1—p)-No+ 0, pe o No (1—p)(k o
. E q 2 t=ko+1 .APM . (1 — g2 2+1>) =
PE Py,

- Hk k

Ny€U(ny) i=1 (q)N1,z‘*N1,i+1 ’ Hi:l (q)N2,¢*N2,¢71
No€U(ng)

P, N1 -

—1 ~ k ~ k ~ a—1
. § qZZ:1 PulN1Lu+dD 0y pv(Nl,v+N2,v)+zt:kO+1 ptA?,g\C;,k)qZuzl Na, (1 . qNg’a)) .

ﬁepko
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_ Z ( F(N1,N2) qQNl,N2)
Hk k

Np€U(nq) i=1 (q)Nl,i_Nl,i+1 ’ Hi:l (q)NQ,i_NZi—l
No€U(ng)

D,N1

. Z qf’-N1+Zf:k0+1 Pt A?,(a,k) . qu:a;ﬁuNz,u . qZZ;i NQ,u(l _ qu,a)> (713)

ﬁepko

Za fiksni p' € Py, sada zelimo vidjeti koliko se puta (i s kojim predzna-

Ni+35 ko+1 Pt

cima) linearni ¢lan ¢ pojavljuje iz linearnih ¢lanova nekih dru-

gih p” mnoZenjem odgovarajué¢im faktorima iz A% 5 N Postupamo slicno
kao u dokazu tvrdnje (7.12): linearni ¢lan koji prlpada P’ mozemo dobiti
iz linearnih c¢lanova onih p” koji se od p' razlikuju u tome $to je neki
broj (1,0)—segmenata iz p’ zamijenjen (0, 1)—segmentima. Medutim, ovdje
imamo dvije bitno razli¢ite moguénosti za zamjene (1,0)—segmenata:

1) Ako se p” dobiva iz p' zamjenom (1, 0) -segmenata koji ne ukljucuju
prvi (1,0)—segment u p’ (p,_; = 1, p,, = 0), onda za p" za vrijedi
(1—=p")(ka+1) = a, §to je jednako pOZlClJl (k:z—{— 1)—ve jedinice u 1 —p'.
Ako oznadimo s b(p') er] (1,0)—segmenata u p', onda ¢emo iz linearnih
¢lanova ovdje opisanih p” nakon mnozenja odgovarajué¢im faktorom iz
A 5 ‘3\,’?) dobiti linearni ¢lan za p/, ali uz odgovarajuc¢i doprinos faktora iz
Ng Stoga za linearni ¢lan odreden s p’ kona¢no imamo sljedec¢i doprinos:

~ k ~
qpl‘N1+Zt:k0+1 p{f .

k =/ m k =11
. qzu 1N2u . (1 — qN27a) . (qzv:avaQW 4+ Z(_l) qu:avaQﬂJ) =

=1 k ~/ a—1 k =/
= qp N1+Zt:k0+1pt . qzuzl NQ»“ . (1 — qN27a) . qu:avaQW . A;?j\é’k)’

uz oznaku AT = [T (1-6,

_ N2 N2 w1 je ¢inie-
Ny v—at =1 TR ). Ovdje ¢inje

nicu da je

k ~/ k ~// k ~/
Naoy _ P Na, _ P! Noy a+1,k
S o= PuN2w 4 E (—1)mgEv=aPiNow — gXuma P2, .AI(;, o )

nije tesko vidjeti koriStenjem ve¢ opisane argumentacije.

2) Ako zamijenjeni (1,0)—segmenti ukljuc¢uju i prvi (1,0)—segment, onda
se dobiva p” takav da je pozicija (k2 +1)—ve jedinice u (1 —p") za jedan
manja nego kod 1 — p’. Ova se moguénost o¢ito moze dogoditi za sve
izbore p', osim kod onih p’ kojima je pozicija (k2 + 1)—ve jedinice u
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1 —p' ve¢ minimalna, a to je kad je a = ky + 1. Ovdje postupamo sli¢no
kao pod 1), uz napomenu da postoji bijektivna korespondencija izmedu
p" opisanih ovdje i onih iz 1), dana time $to je kod p" iz ovog slucaja
izvrseno jednako zamjena (1,0)—segmenata (0,1)—segmentima kao i
pod 1), te uvijek i jo§ jedna zamjena (ona kod prvog (1,0)—segmenta u
7). U tom smislu doprinos linearnom ¢lanu za p’ (zajedno s faktorima
iz N3) je analogan onom pod 1), osim §to ima negativan predznak i
dodatni faktor ¢™2« pa glasi:

q,;/.N1+z§:kO+lﬁ; N2 _ngj No | (1 Ng,a,l) g v=aPoN2w | A (@FLE)

—q q p',Na

Sada Zelimo sumirati oba doprinosa linearnom ¢lanu koji pripada p/, s tim
da kod p’ kod kojih je a = ko + 1 nemamo doprinos iz druge moguénosti.

Dakle, za p’ za koje je a > ko + 1 imamo

qﬁ/'N1+Ef=k0+1ﬁ;ﬁ . qzz;% NQ,U . (1 — qNQ,a) . qu):aﬁ',uNQa'U . A(a+17k)_

P, N2
N1+ F i No, az2 Ny, N2 q-1 kN2, (a+1,k) __
—q t=ko+1Pt . ¢ a.qzu—l “-(1—(] a ).qzv—av v‘Aﬁ’,Nz =
— ﬁ/‘Nl""Zf:k +1ﬁ;: . Zk: Py N2w . (a+1’k).
= q 0 q v=a v Aﬁ/7N2
-2
. qZZ:1 Naw | (qNQ,a—l o qNQ,a—1+N2,a - qu,a + qN2,a—1+N2,a> —
_ PN+ 1 B kPN, (a+1,k) a2 N, Nowe1 Noa) _
=q t=ko+1 5% . qufa v v, Aﬁ’,NQ . qzu_l v, (q a —q a) =
PN g1 By S N2 | A(0FLE) O STOTIN, Naa=N2a-1) _
=q o+ - g v=a v U'Aﬁ/,NQ - q u=1 “.(1—q a a >_
_ qﬁ/.Nl-&-ZZ;% N2,u+25:aﬁ;N27v+Zf:k0+1ﬁ; . Ap,, N (7 14)
34V29 .
. . k L . ~ . .. .
gdje je Ay n, = [Tim (1 =055 1 - gN2imNei-n) gt = (), Primijetimo da

se na desnoj strani (7.14) pojavljuje ko sumanada iz N;—grupe indeksa te
a—1+ (ko — (@ —1—kg)) = ko + ko sumanada iz No—grupe indeksa, pa
mozemo reéi da je desna strana (7.14) indeksirana onim p € Py, 4k, koji na
prvih bar ks + 1 (zbog a — 1 > k3) koordinata imaju jedinice. Kako je ovdje
veza izmedu nekog p’ i odgovarajuéeg p € Py, ik, jednoznaéna i dana s

7 =(0,...,01,...,1,0,..) ——p=(1,...,1,1,...,1,0,...),
——— N — ——— N —
ko a—1—ko ko a—1—ko

faktor ¢ ™ mozemo shvatiti kao ¢% ™" uz oznaku g, (p) kao u iskazu

Leme. Pripadni faktor Ny—grupe indeksa postaje ¢ 2, dok "slobodni" ¢lan
zapisan preko p sada glasi Zf:kOH Dt — Oky>ko Zfikoﬂpr. Faktor Ay n, se
dobro ponasa, jer se kod p ne pojavljuju novi (1, 0)—segmenti (gledano slijeva
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na desno) u odnosu na ', tako da je Ay n, = A% .. Konacno, prinos svakog
P’ za kojeg je a > ko + 1 (zajedno sa svim pripadnim faktorima) glasi:

Ny4p-N. k. -6 ~2
z: qgko(p) 1+ Na+ 37 41 Pt k2>kozr:k0+1p7",A;7N2 (7.15)

Pk0+k2
uz oznaku Pklﬁ,62 za skup svih p € Py, 1, koji na prvih bar ky 41 koordinata
imaju jedinice.

Za p' 7a koje je a = ko + 1 imamo doprinos samo iz 1) i on glasi

5N + kf ~/ a—lN N k N- a—‘rl,k
qp 1 thk()‘i’lpt . qzuzl 2u (1 — q 2'”’) . qzv apv 2. Al(sl’]\/'2 )

. L. .. a—1 o
Koriste¢i poznatu argumentaciju, faktor g=u=1"2« . (1 — ¢™2) mozemo ras-
pisati na sljedeci nacin:

a—1 1w
qZu:l N2y . (1 N2a Z q 2= 1pzN22 . A;J\]Q)a

P<1 w)

gdje je w := min{i|p, = 1}, a Pk(i’w) oznaka za sve uredene k—torke koje u
prvih w koordinata imaju ks, jedinice te nule na preostalim mjestima. Vri-
jedi: ko +1 < w < ki + ko + 1. Nakon §to ovaj faktor promotrimo zajedno s
qzk aPuN2w AQC,LJ;VIQR vidimo da u ovom slucaju uspostavljamo koresponden-
ciju izmedu p' i svih p € Py 4k, koji na prvih najvise ko koordinata imaju
jedinice, u oznaci P,30+k2, i da ¢e pritom vrijediti

w k =/
g —1PzN2, (1,w) — o Dby Na, a+1 k) p-No N
qu 1Pz z ., Ap,Ng . qu a v v. , N2 q . p,NQ'

peP,g’“’) Pk0+k2
Odmabh se vidi da w predstavlja poziciju (ko+1)—ve jedinice u odgovarajué¢im

~/ k ~/
p € P,§0+k2, u oznaci p(ky + 1). Sliéno kao i prije, i faktor ¢” N2 ik 41 P
moze se zapisati u formi p € P,30+k2. Konacno, prinos svakog p’' za kojeg je
a = ko + 1, zajedno sa svim pripadnim faktorima, glasi:

(kg+1)—1
Gy () N1+ Not S Dt (k1) 15k Doer Dr *

Z %o t=kqg+1 p(kg+1) 0 ~r=ko+1 “A) N, (716)
Pko+k2

Kako je P ., U P2 = Prytr,, iz (7.15) i (7.16) sumiranjem po svim
minimalnim p € Py, slijedi tvrdnja Leme.
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7.4 Transformacije druge grupe indeksa

Postupamo sli¢no kao prilikom prve transformacije indeksa sumacije, ali sada
radimo pomak u sumaciji mijenjajuci indekse Nay,..., No.

Lema 16

F(Ny, Ny) - g9NNe)
Z Hk k

Ny€U(ny) i=1 (q)N1,i*N1,¢+1 ' Hi:l <q>N2,i7N2,i71
No€eU(ng)

ko+1)—1
. E qgko(p)-N1+p.Nz+Zf:k0+1 Pt=0p(ky+1)—1>kq Zf(:;foﬂ) pr | A*N ) _
D,1V2

PEPyq+ky

_ G(Ny, Np) - q@VeN2) PN1 41y (1-p) Ny +pNo
T ’“ '

N1€U(nq) i=1 <Q)NM—NM+1 ’ Hi:l (q)NZ,i*NZifl pEPy,
No€U(ng)

(1—p)(ka+1)—1

k
q—ko—k1+k2+zb:ko+k2+1(1—pb)—5(17p)(k2+1)71>k0 ZT:kOJ,-l (1_p’")A;7N2>) , (717)

gdje je
ko+ko

k k
G(Nl NQ) = (]_Z“(l):1 Nl*“l+Za2:k0+1(Nl’“2+N2’“2)_Zb=ko+k2+1 Naptkotk
M)

. (1 _ qu,kO_Nl,k0+1) . (1 _ qNQ,k0+k2+1_N2,k0+k2)’

a A} y, se razlikuje od Ap N, u tome Sto umgesto uobicajenog faktora za i =
ko + ko + 1 ima faktor (1 — 6, _1qN2ko ko +1 T N2k thy T 1Y

pko +ko+1 7pk0+k2 )

Dokaz: Postupamo sli¢no kao prilikom dokaza jednakosti (7.1), samo sada za
fiksni p € Py, 4k, na pripadnom sumandu lijeve strane (7.17) radimo sljede¢u
transformaciju indeksa sumacije:

Ngva—>N27a—pa+1,a: 1,...,k0+k’2
Ng}b—>Ng}b—pb,b:ko—Fkg—i—l,...,k’. (718)

Primijetimo da se nakon ove promjene sumacija provodi po

ko+ks k k k ko-+ks k

Z (Noy —pa +1) + Z(Nz,b — ) = ZNz,z' — sz' — Z 1= ZNQ,i7

a=1 b=ko+ka-+1 i1 i—1 a=1 i1
e e

=ko+ka  =ko+ko
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Sto znaci da i dalje vrijedi uvjet sumacije koji je prvotno vrijedio, ali se oc¢ito
narusio uvjet monotonosti No; > Ng; 1,0t =1... k.

Zelimo vidjeti §to se pri transformaciji indeksa sumacije zbiva s kvadratnim
¢lanom Q(Ny, N2), §to s linearnim i slobodnim ¢lanom, a §to s faktorima iz
A, N, (koje ¢emo promatrati s odgovarajué¢im faktorom u nazivniku).

Promjena kvadratnog ¢lana:

k ko+k2
7 18)
S (NE A N+ Ny ) ZNfer Z (Noq — pa +1)%+
i=1
ko+ka k
+ Z (Nop =)+ D NiaNow =pa+1)+ > Niy(Nop—py) =
b=ko+ka+1 a=1 b=k’0+k‘2+1
k ko+ko k
=) (NP A NG+ N - Nog) + Y (1=pa)Nia— Y Nt
=1 a=1 b=ko+ka+1
ko+k2 k ko+ka k
+ Z ]-_pa N2a_ Z 2pr2,b+ Z (1_pa)2+ Z P? .
b=ko+ko+1 a=1 —1—pa b=ko+ka+1 —p
Promjena linearnog ¢lana (uzimamo u obyzir i izraz F'(Ny, Ny)):
k (7.18)
—ng —Mny+ Z (2N14 4+ Noy) + gio(p) - N1 +p - Ny —
t=ko+1
ko+k2
== —na+ Y 2N+ Nog) + gko(p) - N +p-No— Y (1= pa)+
t=ko+1 a=1
k ko+ko ko+ko k
+ Y mt Y, (=py)- ZPHZPH—%,—Z \p?,z
b=ko+ko+1 t1=ko+1 to= k0+k2+1 a=1 b= k0+k2+1
:k2721—k0+1 Dt
ko+ko k
= —n; — Ny +Z 2N14 + Noy) + g (p) N1 + pNo Z(l — Pa) + k2 —Zpt
t=ko+1 a=1 t=ko+1

Sada organiziramo dobivene podatke prema kvadratnom, linearnom te slo-
bodnom ¢lanu. Kvadratni ¢lan ocito ostaje nepromijenjen, dok ¢emo kod
linearnog ¢lana promatrati sumande indeksa N;—grupe indeksa odvojeno od
sumanada indeksa No—grupe indeksa.
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Za Ni—grupu indeksa imamo sumand

ko+ko k k
Z (1 = pa)Nig — Z P N1y — 1y +Z 2N1 ¢ + gy (p) - N1 =
a=1 b=ko+ko+1 t=ko+1
ko+ka
= :_ZN101+ Z N1a2 p)N1+gko(p)N17
ar1=1 az=ko+1
za No—grupu
ko+ka k k
Z 2(1 — po)Nayy — Z 2ppNap — ng + Z Noy+p-Ny=
= b=ko+ko+1 t=ko+1
ko+ks k
> Nowy— Y Nop+(1—p)- N,
az=ko+1 b=ko+ka+1

a za slobodni ¢lan

ko+ko k ko+k2
S l=p)+ D> = > (1=pa)+k— met Zpt—
a=1 b=ko+ka+1 a=1 t=ko+1 t=ko+1
p(k2+1)—1 p(ka+1)—
Op(ka+1)—1>ko Z pr=r-=ky+ Z Pb = Op(ka+1)—1>ko Z Dr,
r=ko+1 b=ko+ka+1 r=ko+1

Sto zajedno daje

Ni,N.

F(Ny, Ny) - g9o2).

ko+1)—1
.qgko(P)'N1+p-N2+Zf=k0+1Pt*‘sp(k2+1)—1>k0 Zf(:kgoJrl) pr (718),

ko+k k
- Eal 1 Nl»a1+za2:kg+1(Nl,a2 +N2702)_Zb:k0+k2+1 N2,b+k0+k1_
. (1 _ qN1,kO—N1,kO+1) . qQ(NLNz).
ko+1)—1

q(l_p)'NHgko(p)'N1+(1_P)'N2—ko—k1+k2+25:ko+k2+1 Pb—Op(ky+1)—1>k DDA S

r=ko+1

(7.19)

Sto se promjene faktora A% y, prilikom transformacije (7.18) tice, pojedini
faktor promatramo zajedno s odgovarajué¢im faktorom iz nazivnika fiksiranog
sumanda lijeve strane izraza (7.17). Potpuno analogno kao u ra¢unu promjene
A n,, 1 ovdje nakon razmatranja tri slucaja dolazimo do sljedecih zakljucaka:

1) Svi netrivijalni faktori, osim onog za i = ko + ko + 1, postaju trivijalni.
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2) Pojavljuju se novi faktori oblika (1 — ¢2i~N2i-1=%iko+ka+1) ako i samo
akojep;=1,p;1=0,1=1...k, uz pg:=0.

3) Osim faktora pod 2) pojavljuje se i faktor (1 — g™N2ko+ka+1=Noko+ks ) p,
4) Gore opisane promjene "popravljaju" uvjet sumacije

Nojp > Noj1 >+ > Nyg>0.

Odavdje slijedi

AS N, (7.18)
k k
Hi:l (q)Nl,i_Nl,H—l ’ Hz’:l (q)N2,i—N2,i—l
o
ﬂ) (1 _ qNQ,k0+k2+1_N2,k0+k2) T Al_vai ’
Hi:l (q)Nl,i_Nl,H»l ’ Hi:l <q>N2,i_N2,i71

(7.20)

uz oznaku A7, kao u iskazu Leme.

Konacno, iz (7.19) i (7.20) te ¢injenice da (7.18) ne naruSava uvjet sumacije
Ny € U(ny) slijedi tvrdnja Leme.

7.5 Transformacije obje grupe indeksa

Kona¢no, kako bismo pokazali jednakost lijeve strane (7.1) i posljednjeg su-
manda (6.14), "pomic¢emo" indeks sumacije, ovoga puta po obje grupe in-
deksa sumacije.

Lema 17

N1,N.
Z ( G(Nl, NQ) . qQ( 1 2) Z(qu1+gkO(1—p)N1+pN2_
Hk k

N1€U(nq) i=1 (q)Nl,i_Nl,i+1 : Hi:l (q)N2,i_N2,i—1 PE Pk,
Ny€U(ny)

1—p)(ko+1)—1
q—ko—k1+k2+Z§:ko+k2+1(1—Pb)—5(1—p)(k2+1)—1>k0 Z(T:k?if " 1—p,) . AON >> _
2

gONLN2) S gP N1tk (1=p)-Nitp-Na A, N,

PEPy,

= gt Z
k k
N1 €U(nq—kq) Hi:l (q)Nl,i—Nl,i+l ' Hz‘:l (Q)NQ,i_NQ,i—l

No€eU(ng—kyp)

(7.21)
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Dokaz: Kod svih sumanada lijeve strane (7.21) radimo sljedeéi promjenu
obje grupe indeksa sumacije:

Nig, — Ny, + 1,40 =1,..., ko

Najy = Nog, + 1, ja =ko+hka+1,... k. (7.22)
Sada se sumacija na lijevoj strani jednakosti (7.21) odvija po uvjetu

k k
ZNLH'kO:nl éZNl,i:nl—ko (7.23)
=1 i=1

k k
ZNZiﬂLkl =Ny :>ZN2,i:n2—k?1. (7.24)
1=1 i=1

Pritom se uvjet monotonosti medu indeksima nije narusio, osim u dva sluc¢aja:
uvjet koji veze indekse Ny j, 1 Ny g,+1 postaje

Nigy +12> Nigor1 € Nigy = Nigogrr i Nigy = Niggr1 — 1,
dok se onaj koji veze indekse N po4r, 1 Nogy+ky+1 Mijenja u
N2,k0+k2+1 + 1 Z NQ,ko—l-kQ <f’>N2,k0+k2+1 Z N2,k0+k2
1li NZ,ko+k‘2+1 == N27k0+k’2 - 17

dakle na dva koordinatna mjesta (jedno za N;—grupu i jedno za Ny—grupu)
narusen je uvjet monotonosti.

Zelimo vidjeti koju promjenu (7.22) donosi kvadratnom ¢lanu, linearnom i
slobodnom ¢lana, a $to mijenja kod faktora iz A} ..

Promjena kvadratnog ¢lana:

k
D (NTi+ N3y + Nij- Noy) &,
i=1
ko k ko+ko k
D (N +1%+ Y N+ D> Naji + > (N, +1)°+
i1=1 19=ko+1 Jji=1 Ja=ko+ka+1
ko ko+ko k
+ Z(Nl,il +1)Noy, + Z Nia - Nog + Z Nijy(Noj, +1) =
11=1 a=ko+1 Jjo=ko+ka+1
ko k ko
= (NP 4+ N3+ Nig-Nog) + > 2N+ Ny + Y Nog+
/=1 11=1 j=ko+ka+1 i1=1
k
+ ) 2Ny, ko + K. (7.25)
Jja=ko+ka+1
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Promjena linearnog i slobodnog ¢lana faktora G(Ny, Ny):

ko+k2

_ZN1a1+ Z (N1a5 + Noja,) ZN2b+k0+kl 22,

a1=1 as=ko+1 b=ko+ka+1
ko ko+ko k
= N + D+ D (Nigy + Nagy) = > (Nap+ 1) + ko + by =
a;=1 as=ko+1 b=ko+ka+1
ko+ko k
:_ZN1a1+ Z (N14y + Nog,) ZNz,b—l-k‘o—i-k’l—k’o—k‘l:
a1=1 as=ko+1 b=ko+ka+1
ko—+k2

k
= — Z Nig, + Z (N0, + Nopg,) ZNW" (7.26)

a1=1 as=ko+1 b=ko+ka+1

Spajanjem linearnih ¢lanova dobivenih u (7.25) i (7.26) dobivamo:

ko k ko k
D 2Nt D N+ Nt D 2Nag kot ki
11=1 Jj=ko+ka+1 11=1 Ja=ko+ka+1
ko+ko k

_ZN1a1+ Z (N1as + Nog,) ZNz,b:

a;=1 as=ko+1 b=ko+ko+1

k k

= ZNl’g—f—ko—i-ZNz’g—Fkl = N1 + Ne. (727)

=1 L ,

o T

Kod promjene preostalog dijela linearnog i slobodnog ¢lana imamo dvije mo-
gucnosti. Ako je ko < (1 —p)(k2 + 1) — 1, imamo

b (1-p) (k2 +1) 1
PN1+ giy(L=p)N1 +pNy — ko — by + ko + ) (1=py) = > (1—p,)

b=ko+ka+1 ’I’_ko+1
722 Foth
E Piy N17«1+1 + E , pllem_'_E :pJ1N2J1+ E :pjz N2,32+1)
11=1 ia=ko+1 Jj1=1 Ja=ko+ka+1

(1=p) (k2+1)—1

+ ijNlj ko—kl—i‘kg—i‘z 1—pb Z(l—pr):

j=(1-p)(k2+1) b=ko+k2+1 r=ko+1
:pN1+gko(1— p)N1 + pNa+
(1=p)(k2+1)—1

+an+zpm ko — k1+k2+z (1—pp) — Z(l_pr):

i1=1 Jjo=ko+ka+1 b=ko+ko+1 r=ko+1
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ko
=pN1 + gro (1 — )N1+pN2+an+Zpyz ko — ki 4 ka + k1—
i1=1 Jo=ko+ka+1

(1 —p)(k2+1)—
- Z Dy — p) (k2 + 1) Z Dr =
b=ko+ka+1 r=ko+1

ko (1=p)(k2+1)—1
=pN1+ giy(1 = )N+ N2+ > i+ Y prthe— (1=p)(ka+1) =

i1=1 r=ko+1

J/

:(1—p)(7€,2+1)—k2
= pN1 + gy (1 — p) N1 + pNs.

U slucaju da je ko > (1 — p)(k2 + 1) — 1 dobivamo

k
7.22
PN+ gy (L= )Ny + Ny — ko — by + ko + > (1= pp) T2
b=ko+ko+1
ko ko+k2
th(Nl,’il Z p12N112+ Z p]1N2j1+ ijg NZ]Q
i1=1 ia=ko+1 J1=1 Je=ko+ka+1

ko k
+ Z(l_ptl)(Nl,h +1)+Z<1_pt2)N1,t2 _kO_k1+k2+
t1:(1—p)(k2+1) to=ko+1

K ko k
+ Y (1=p) =pNi+ gey(L=p)N1 +pNa+ > piy + Y piot

b=ko+ka+1 i1=1 Jjo=ko+ka+1
ko k

+ > (—p)—ko— ki + ke + ki — Y py=pNi+ g (1 —p)Ni+

t1 :( — )(k2+1) b=ko+ka+1

(1=p)(ha+1)—1
+pN2+§ pzl+Z —pir) = Y (1= pa) —ko + ky =
z1 1 i1=1 g:l
:20 ;];2

= pN1 + gy (1 — )Ny + pNo,

Sto je jednako dobivenom u prethodnom slucaju. Dakle, kona¢no kod pro-
mjene preostalog dijela linearnog i slobodnog ¢lana dobivamo c¢lan

P+ Ni+gi(l —p)Ni+p- Na. (7.28)
Ostaje jo§ vidjeti kako (7.22) utjece na faktor

(1 _ qu,kO_Nl,kOJ,-l) . (1 _ qNQ,k0+k2+l_N2,k0+k2)’
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a kako na pojedine faktore iz A ..

Gornji faktor, zajedno s odgovaraju¢im faktorima iz nazivnika, prilikom
(7.22) daje:

(1 _ qu,kole,k()#»l) . (1 _ qNZ,k0+k2+17N2,ko+k2) (722)

<Q)N1,kO*N1,ko+1 ) <q>N2,k0+k2+1*N2,k0+k2
(7.22) (1 — quako_Nlako+1+1) . (1 — qNQ,k0+k2+1_N2,k0+k2+1)

(q)Nl,kO_Nl,k0+1+1 ’ (q)NQ,kO+k2+1_N2,k0+k2+1
0, Nigy = Nigor1 — 1
07 N27k0+k2+1 = N27k0+k2 -1

L Ny > N N. > N.
(DN g =N g1 (D No g g1~ Vo ey 1,ko = V1 ko+1y IV2 kotko+1 = V2 kotks

Sto znaci da smo "popravili" prije opisano naruSenje poznatih uvjeta mono-
tonosti.

Dalje, ocito je da e transformacija (7.22), od svih faktora iz A ., , promije-
niti samo sljedeci faktor (ako postoji):

(7.22)
—_—

1— qN2,k0+k2+1—N2,k0+k2—1 1— qNZ,k0+k2+1_N2,kO+k2'

Imamo dakle

o (7.22)
A N2 AP,NQ (729)

Sada iz (7.23), (7.24), (7.27), (7.28) i (7.29) slijedi tvrdnja Leme.

7.6 Posljednje pregrupiranje faktora

U posljednjoj lemi obavljamo posljednje pregrupiranje faktora kako bismo
dobili formulu za posljednji ¢lan u (6.14) onako kako je dana u iskazu Teorema
12.

Lema 18

N1,N. -V, 1—p)-N- -\
qQ( 1 2)'Zp€Pk1 q° 149k (1=p)-N1+p-N2 | A

ni+ng Z PNz _

q % % =
Ny €U (nq—kg) Hi:l (Q)Nu Nijig1 * Hi:l (q)Nz,i*Nz,iA
NoeU(ng—kq)

AL )
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Dokaz: Dovoljno je dokazati da za svaki Ny i Ny vrijedi

N1,N: -IN- 1—p)-N- ..
TRASAEE 2)'ZpePk1 gP N1tk (1=p) Nitp- N2 - A

3 .
k k -
N1€U(ny) Hi:l (q)Nl,i_Nl,i+1 ’ Hi:l (q)NQ,i_NQ,i—l

No€U(ng)

=2 :
N1€U(nq) Hzfl (q)Nl,i_Nl,H—l ’ Hz‘:l (q)N2,i_N2,i—l

No€eU(ng)

N1,N: -IN- -IN:
Q( 1,N2) | Z o q° 1+fr; (p)- N2 | Ap,l\h

(7.31)

Ozna¢imo s p € Py, minimalni (po leksikografskom uredaju) medu svim
p € Py, kojima imaju isti b = (1 — p)(ka) i sve im se koordinatne vrijednosti
do te (naravno, uklju¢ivsi i tu) poklapaju. Klase indeksiramo minimalnim
elementom p i za p iz klase nekog p piSemo p ~ p. Napomenimo da ce
ovakve klase biti jednoclane samo kad je b maksimalan, dakle jednak ki + ko
(jer treba ostati "mjesta" za joS ko nula). Za sve klase koje imaju bar dva
elementa racunamo

E p-N1+9gk, (1—p)-N1+p-N2 _
q O( ) : Ap7N2 -

pEP,il
p~p

E qui:l ﬁuNl,u+Z§=b+1 Nl,v+zz=1 ﬁuN2,u+Zﬁ:b+1 povN2w | A

pePk_l
p~p

ZZ:l ﬁ1LNl,u+Z§:b+1 Nl,v“l‘zz:l ﬁuNQ,u (1 b) ( E q v=b+1 PUN2 v A(b+1 k ) J—

(b+1 k)
PN2 A

=4 Aj N, p,N2
pEPkl
p~p

_ - ky+k
ZZ:1PuN1,u+Zqu:b+1 Nl,v+zl;:1puN27u . A(l’b) . Zci;;r% Noe

=dq 5,No "~ 4
+k
— qzu 1puN1 U+ZU b41 Ny U+Zu 1puN2 quchbﬁ N2,c A(l b)

P,N2?

koristeci sli¢no zakljuc¢ivanje kao i prije. Dakle, ukupno mozemo pisati da je

E qp~N1+gk0(1—p)~N1+p~N2 AN, =

PEP,
§ q u= 1puN1 u+zv b1 M 'U+Zu 1puN2 u+5k1+k2>bzc b+1 N2c .A(}Jv\l;)
P, N2 *
pepkl

Za fiksni p € Py, se pripadni No—sumand linearnog ¢lana

u= 2
q 1 pu 2,u k1+ko>b c= b+ 2,c

moze dobiti iz analognih élanova nekih drugih p’ € Py, nakon mnozenja
odgovarajuc¢im faktorima iz A~, ‘No (koristimo ve¢ poznatu argumentaciju o
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zamjeni (1,0)—segmenata (0, 1)—segmentima), pa nije tesko vidjeti da je

p-N1+9gk, (1—p)-N1+p-Na2 _
E : q 0 'AP,N2 -
PEPy,

E q v=b+1 N1 U+Zu 1puN2 u+6k1+k2>b2(» b+1 N2c

pePkl

. <qzu 1puN1u + Z b(p u 1ﬁ;N1,u> —

qZuZIﬁ"N17“+Zv:b+l Nl,v‘f’z 1puN2 u+5k1+k2>bzc b+1 N2c . A(}}\I;)’
Z p;iv1

PEPy,

uz oznake i argumentaciju analogne onima u dokazu (7.12). Vidimo da na
desnoj strani gornje jednakosti linearni ¢lan ima b — ko + k — b = ko +
k1 sumanada Nj—grupe indeksa i b — ko + (k1 + k2 — b) = k; sumanada
Ny—grupe indeksa, pa je mozemo indeksirati skupom Py,1,. Takoder, kako
je b najvise jednak k; + k3, No—sumand svakog linearnog ¢lana desne strane
gornje jednakosti je u korespondenciji s nekim (jednim ili viSe njih, jer fi, (p)
moze biti isti za viSe p € Pyyik,) P € Prytky, U 0znaci p = p. Vrijedi i obrat:
naime, za svaki p € Py 4k, prvih ky jedinica se mora nalaziti unutar prvih
k1 + ko koordinata, jer u preostalih kg koordinata oc¢ito moze biti najvise kg
jedinica. Stoga za svaki p € Py, i za sve p ~ p vrijedi

qzu 1 PulV2, u+6k:1+k:2>b Zc b+1 NQC — qszl( p)-N:

qz 1puN1 uA(l — qz 1puN1 uA(l b)

p9N1 p7N1
pa je
N N ki+k
qZLl PulNLut by Mot 30y PulNo ut0k) 1k >t Y otps s Noe | A(}J’é) —
p,IN1
— qZu LPuN1Lu+ b BuNa, w0k +ko>b Zc b+1 2 Ny CA(l quj:b+1 Niow
— qZu 1puN1 u+zu 1puN2 u+5k1+k2>b EL b+1 N2 CA(I b) q v=b+1 pNy UA b?\}l k
Z D,IN1
pRp
_E PulN1Lu+ by 1 PN v+, (P)-Na (0+Lk) _ PN1+fi, (P)N2
q w=1PulN1uF2 y—pyy vty Ap,]\hAp,Nl = q 1 AILNN
PP pRp

odakle slijedi

Z qP'N1+9ko(1_p)'Nl+p'N2 *Rp Ny — Z qp Ml (rh ApJVl’

pePkl pepko+k1

¢ime je dokazana tvrdnja (7.31), a time i Lema.
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7.7 Dokaz Teorema 12

Konac¢no, prelazimo na dokaz Teorema 12.

Dokaz: Koristenjem prethodnih lema dokazujemo da (6.13) zadovoljava sus-

tav (6.12), uz oznake kao u lemama:

ko,]ﬂ,kg(q) _ Akofl,k‘1+1,k)2<q) _ Ako,kj1fl,k2+l<q) _'_ kofl,k1,]€2+1(q) —

n1,n2 ni,n2 n1,ng n1,n2
Q(N1,N2) | P N1+ fry () N2 | A* . — N2 pko+1)
(7.1) Z q ZpGPlirkz 4q 2 p,N1 (1 — g 2rt2t) B
- k k -
Ny €U(ny) Hz=1 (q>N1,¢*N1,z‘+1 ’ Hz=1 (q>N2,¢*N2,2‘71
No€eU(ng)

N

(

6) 3 ( F(Ny, Ny) - g#(N02)
Hk k

Ny€U(ny) i=1 (q)Nl,i_Nl,iJrl : Hi:l (q)N2,i_N2,i71
No€eU(ng)

. E ' qP-N1+p'N2+fk2(1*p)'N2+Ef:k0+1Pt . A° (1 _qNZ,(lp)(kQH))) =

p,N1
PE Py,
(7.10) Z < F(Ny, Ny) - qQ(N1,N2) .
k k
N1€U(ny) Hizl (q)Nl,i_Nl,i+l : Hi:l (CZ)NM—NQJ-_I
Ny€eU(ng)

ko+1)—1
) E qgko(p)'Nl‘*‘P'N?‘FZf:koﬂ Pt=0p(ko+1)—1>kq Zf(:zfoﬂ) AR ) _
2

PEPyg+ky
. gQ@{N1,N2)
(7.17) Z G(N1, No) - q E <qu1+gk0(1—P)N1+pN2.
k k
Np€U(ny) Hi:l (q)Nl,i—N1,i+1 ) Hz’:l (q)NQ,i—NQ,i—l pEPy
No€U(ng) '

1=p) (kg +1)—1
q*k07k1+k2+zlg:ko+k2+1(1*Pb)*5(1—p)(k2+1)—1>k0 Zﬁzk’;)if " 1-py) CAS )) _
2

Q(N1,N2) | P-N1+giy (1-p)-N1+p-N2
q ( ) Zpe oy q 0 AILNz

(731) ni+nz Z _
= - - =
N1€U(nq—kq) Hi:l (q)Nl,i—Nl,i+1 ’ Hi:l (q)N2,i_N2,i—1

No€U(ng—ky)

(7.30)  pi4na gn1—kona—ky
= 4 Akmkoyk‘l (Q)
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Sazetak

Za afinu Liejevu algebru g tipa A@” promatramo Z—gradaciju
5=5198® 0

induciranu izabranom Z—gradacijom pripadne proste kona¢nodimenzionalne
Liejeve algebre g. Potprostor Feigin-Stojanovskog W(A) definiramo kao
g1—podmodul standardnog g—modula L(A) dan s

W(A) =U(g1) - va C L(A),

gdje je s vy oznacen vektor najvece tezine modula L(A).

Koristeéi poznati kombinatorni opis baza potprostora W (A) te operatore is-
preplitanja medu standardnim modulima, nalazimo egzaktne nizove potpros-
tora Feigin-Stojanovskog istog nivoa, odakle kao posljedicu dobivamo sustave
rekurzivnih relacija za formalne karaktere tih potprostora.

Specijalno, za afinu Liejevu algebru s[(3,C) rjeSavanjem gore spomenutog
sustava dobivamo formule karaktera svih potprostora W (A) za proizvoljan

nivo, dok za afinu Liejevu algebru sl(l + 1, C) opcéeg ranga dobivamo formule
karaktera potprostora W (A) za nivo jedan.
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Summary

For an affine Lie algebra g of type Aél) we observe the Z—gradation
0=9g1900Dn

induced by the chosen Z—gradation of the underlying simple finite dimen-
sional Lie algebra g. Define a Feigin-Stoyanovsky’s subspace W(A) as a
g1 —submodule of a standard g—module L(A) given by

W(A) = U(gr) - va € L(A),

where vy denotes a fixed highest weight vector of L(A).

By using the known description of combinatorial bases for all W (A), as well
as certain intertwining operators between standard modules, we obtain the
exact sequences of Feigin-Stoyanovsky’s subspaces at fixed level. This di-
rectly leads to systems of recursive relations for formal characters of those
subspaces.

Particularly, by solving the above mentioned system for afine Lie algebra

s[(3,C) we obtain character formulas for all W (A) at general level, while for

afine Lie algebra s[({+ 1, C) of general rank we get character formulas for all
W(A) at level one.
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