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Uvod

Neka je g prosta Liejeva algebra, h C g Cartanova podalgebra, R odgo-
varajuéi sistem korijena. Tada imamo korijensku dekompoziciju g = b +
Y ocr 8a- Fiksiramo korijenske vektore z, € go. Neka je

g=g1®gPm (1)

Z-gradacija od g, pri cemu je h C go. Takva gradacija odgovara izboru jedne
minimalne tezine od g. Sa I' C R oznacimo skup korijena od g;.

Afina Liejeva algebra pridruZena g je § = g®Clt,t 1| ®Cc® Cd, pri cemu
je ¢ kanonski centralni element, a elementi z,(n) = z, ®t" su fiksirani realni
korijenski vektori. Gradacija od g inducira analognu Z-gradaciju na g:

g=0-1D90 D,
gdje je g1 = g1 ® Cl[t, t!] komutativna Liejeva algebra s bazom

{z,(j)|j €Z,yeT}. (2)

Neka je L(A) standardni g-modul nivoa k& = A(c), s fiksiranim vek-
torom najvece tezine vy. Potprostor Feigin-Stojanovskog definiramo kao
g1-podmodul od L(A) generiran sa vy,

W(A) = Ug) - va C L(A).

Ovaj potprostor je slican glavnom potprostoru, uvedenom u [FS], gdje se
umjesto Z-gradacije (1) promatra trokutasta dekompozicija od g, i iz nje
izvedena dekompozicija od g; u slucaju g = sl(2,C) te dvije definicije su
ekvivalentne.

Problem koji promatramo je prona¢i monomijalnu bazu prostora W(A),
tj. bazu koja se sastoji od vektora oblika z(m)v,, gdje su z(7) monomi u
elementima baze (2). Za g = sl({ + 1,C) i poseban izbor gradacije (1) takva
baza konstruirana je u [P1] za sve W(A). Za sve klasi¢ne proste Liejeve
algebre, i sve moguce izbore gradacije (1) problem je rijesen u [P2], ali samo

za W(Ay).



Trazenje kombinatorne baze modula, i njihovih potprostora, pojavljuje se
kao dio programa Lepowskog i Wilsona za proucavanje reprezentacija afinih
Liejevih algebri i s njima povezanim kombinatornim identitetima putem
verteks-operatora i Z-operatora (vidi [LW2,3,4], [LP1,2]). Njihov pristup
problemu sastoji se od toga da se najprije pronadu relacije medu monomima,
zatim se na osnovu njih reducira razapinjuc¢i skup, i na kraju se pokaze lin-
earna nezavisnost tako dobivenog razapinjuceg skupa.

Pokazuje se da se razapinjuéi skup {z(m)vp} od W(A) moze svesti do
baze tako da se promatra adjungirano djelovanje od gy na skup relacija

Z Ty(r1) - - 2y (Thg), n € %,

rit-+rep1=n

za neki v € T, tj. tako da se promatra tzv. go-modul relacija na W(A).
Linearna nezavisnost tako reduciranog skupa izvodnica dokazana je u [P1]
koristenjem verteks-operatora i Schurovih funkcija. U [P2] je linearna neza-
visnost dokazana pomocu formule karaktera za kristalne baze.

U [G] je za glavni potprostor Feigin-Stojanovskog za g = sl(¢ + 1,C)
linearna nezavisnost monomijalne baze dokazana induktivno, koristenjem
operatora ispreplitanja medu modulima odredenog nivoa k. Slican pristup
iskoristen je i u [CLM1] i [CLM2] kako bi se pomocu operatora ispreplitanja
dobile Rogers-Selbergove rekurzije za karaktere glavnih potprostora stan-
dardnih modula nivoa k za g = sl(2,C). Taj je pristup iskoristen u [P3] za
novi dokaz linearne nezavisnosti baze prostora Feigin-Stojanovskog dobivene
u [P1], uz naznaku da bi se tim putem mogli generalizirati i ostali slucajevi. U
ovom radu cilj nam je prosiriti taj rezultat na sve moguce izbore Z-gradacije
zag=sl({+1,C).

[lustrirat ¢emo nas pristup na primjeru g = sl(3, C), za standardne mod-
ule nivoa 1. Neka je R = {ay, s, a1 + a9, —ay, —qg, —; — a} sistem ko-
rijena od g; ozna¢imo s y1 = a1,% = a1 + as, I' = {y1,72}. Tada imamo
Z- gradaciju (1), pri cemu je g+1 =D i1 8y, 80 = Ga, D H D g, Ovakva
gradacija odgovara izboru minimalne tezine w = wi; onda je I' = {y €
R (7,) = 1},

Prema Poincaré-Birkhoff-Wittovom teoremu, potprostori W (Ag), W (A1),
W(Az) imaju skup generatora sastavljen od monomijalnih vektora

x(ﬂ->2}/\z‘ - 'x71(_2)a2$72(_2)b2m71(_1>a1x72(_1)b1UAi7

1 =0,1,2. Da reduciramo taj skup do baze, kre¢cemo od relacija

> 2, (—1r)a,(—s) =0,

r4+s=n



za n € N. Adjungiranim djelovanje od U(gg) dobit ¢emo jos relacija na

Z Loy (—1)24,(=5) =0,

r+s=n
za 1 <1 < j < 2. Zbog tih relacija mozemo iz razapinjuceg skupa iskljuciti
sve monomijalne vektore koji sadrze faktore

x'Yi(_r)x’Yj(_T)7 x’Yi(_r - 1>$Vi(_r)7

za i < j, r € N. To ¢ini tzv. uvjete razlike na monomijalne vektore. Njih
mozemo zapisati i u terminima eksponenata a,,b,: monom x(7) ¢e zadovo-
ljavati uvjete razlike ako eksponenti zadovoljavaju niz nejednakosti

br+1+ar+br S 17
ar+1+br+1+ar S 17

zarT € N,

Takoder, iz razapinju¢eg skupa ¢emo izbaciti i one monome koji ponista-
vaju vy,; za Ao time ne¢emo dobiti dodatne uvjete na monome, za A; ¢emo
izbaciti sve monome koji sadrze x., (—1) ili z.,(—1), a za Ay sve monome koji
sadrze x.,(—1). Preko eksponenata, te uvjete mozemo zapisati kao

ai+b < 0 ZaAb
bl S 0 ZaAg.

To su tzv. pocetni uvjeti na monome.

Da dokazemo linearnu nezavisnost ovako reduciranog razapinjuceg skupa,
koristit ¢emo operatore ispreplitanja koji dolaze iz konstrukcije standardnih
modula pomocu verteks-operatora. Neka su

Vp = M(1) @ C[P],

Vo =M(1) @ Cld)],
gdje je M(1) ireducibilan modul za Heisenbergovu algebru, a C[P] i C[Q)]
grupne algebre pridruzene tezinskoj, odn. korijenskoj resetci. Onda verteks-
operatori pridruzeni elementima iz R C @) definiraju djelovanje od g na Vp i
vrijedi:

Vp = VQ D GWIVQ D GMZVQ
L(Ao) = VQ, L(Al) = e“va, L(Ag) = ewQO'

Ako malo modificiramo verteks-operatore pridruzene elementima tezinske

reSetke, A € P, dobit ¢emo operatore ispreplitanja medu standardnim mod-
ulima. Ako je jos A oblika A = ny(w; — wy) + nows, za ny,ny € Z,, onda
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¢e pripadni operatori ispreplitanja komutirati sa djelovanjem od g;. Osim
operatora ispreplitanja, iz ove konstrukcije dobivamo i operator e(w), koji
je modificiran operator mnozenja s e* u grupnoj algebri. Operator e(w) je
injekcija, preslikava jedan potprostor Feigin-Stojanovskog u drugi, i vrijedi

zy(=r)e(w) = e(w)ay(=r + 1),

r e N.
Koriste¢i ovakve operatore ispreplitanja i operator e(w), dobivamo sljedeéu
propoziciju koja je klju¢na pri dokazu linearne nezavisnosti:

Propozicija 11 Neka monom x(m) zadovoljava uvjete razlike i pocetne
uvjete na modulu L(A). Neka je x(m) = x(me)x(m ), gdje x(m) sadrzi sve
faktore stupnja —1, a x(mq) sve ostale. Tada postoji koeficijent operatora
ispreplitanga,

wip) - L(A) — L(N)
takav da
o x(m)up KIOR Ce(w)vy, CeCx,

o z(my) zadovoljava PU i UR na W (A'), gdje je x(my) monom dobijen
iz x(mg) tako da svim faktorima dignemo stupanj za 1,

o x(m) je maksimalan za w(w), tj. svi monomi x(n') takvi da w(u) ne
ponistava x(m" vy, imaju (—1)-dio mangi ili jednak x(my) (u leksikograf-
skom uredaju na skupu monoma,).

Dokaz linearne nezavisnosti provodimo indukcijom po stupnju monoma,
te po uredaju na skupu monoma, istovremeno za sve standardne module
nivoa 1. Pretpostavimo da imamo relaciju

Z crx(m)vy = 0. (3)
Fiksirajmo monom z() iz (3) i pretpostavimo da je
v =0 za () < z(m).

Pokazat ¢emo da je onda i ¢, = 0. Odaberemo operator w(u) kao gore, i s
njim djelujemo na relaciju (3). Imamo

0=w(u) Zcﬂ/x(ﬂ’)v/\ = Zcﬂfx(ﬂé)w(u)x(ﬂ’l)vj\.



U gornjoj sumi ¢e ostati samo oni monomi z(7’) koji imaju isti (—1)-dio kao
i z(m). Dobit ¢emo

0= Z coz(mh)Ce(w)vy = Ce(w) Z Carz(mh Juar.

/ /
T =m T =m

Vektori (75" )va mogu biti razliciti od 0 samo ako z (75" ) zadovoljava pocetne
uvjete za L(A’). Posebno, prema propoziciji 11, to vrijedi za z(w). Buduéi
da je e(w) injekcija, slijedi

Z Corz(my Yupr = 0.

!
T =1

Tvrdnja ¢e sada slijediti indukcijom po stupnju monoma.
Za vise nivoe mozemo ponoviti ovaj postupak. Uvjete razlike dobit ¢emo
adjungiranim djelovanjem od U(go) na

Z T (1) - 2y (Ths1),

ritFrge1=n

n € N. Pocetne uvjete dobit ¢emo slicno kao i ranije. Pokazuje se da tako
dobivene uvjete razlike i pocetne uvjete mozemo, pomocu ulaganja stan-
dardnih modula nivoa & > 1 u tenzorski produkt mopdula nivoa 1, izraziti
pomocu uvjeta razlike i pocetnih uvjeta za nivol. Tada mozemo dokazati
analogon propozicije 11 i slicnim argumentom pokazati linearnu nezavisnost
razapinjuc¢eg skupa.

Za vise rangove uvjeti razlike i pocetni uvjeti postaju kombinatorno slo-
zeniji, medutim svejedno mozemo provesti ovaj dokaz.

Na kraju ¢emo ukratko izloziti sadrzaj ovog rada. U sljede¢em, priprem-
nom poglavlju prikazane su osnovni objekti i osnovne tehnike formalnog
racuna te definirane algebre verteks-operatora i operatori ispreplitanja. Stan-
dardni moduli za afine Liejeve algebre i pripadni potprostori Feigin-Stoja-
novskog, centralni objekti koje promatramo u ovome radu, uvedeni su u 2.
poglavlju. U 3. poglavlju je dana konstrukcija standardnih modula preko
algebre verteks-operatora pridruzene tezinskoj resetci. Preko te konstrukcije
dolazimo i do operatora e(w) te operatora ispreplitanja medu standardnim
modulima. U idu¢em poglavlju ja za module nivoa 1 opisana baza potpros-
tora W(A). Najprije su pronadeni uvjeti razlike i pocetni uvjeti, a zatim
su prouceni operatori ispreplitanja i pokazana propozicija 11 te je na kraju
pomocu nje dokazana linearna nezavisnost. Zatim su u naredna dva poglavlja
opisani uvjeti razlike i pocetni uvjeti za module opéeg nivoa k. U 7. poglavlju
je dokazan teorem 16 kojim su uvjeti razlike i po¢etni uvjeti na visim nivoima
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iskazani u terminima uvjeta razlike i pocetnih uvjeta na nivou 1. Ta ¢injenica
je omogudila da u 8. poglavlju pokazemo propoziciju 21 kojom je poopcena
propozicija 11 na vise nivoe, te da potom damo dokaz linearne nezavisnosti u
opéem slucaju (teorem 20). U zavrsna dva poglavlja je baza ¢itavog modula
opisana kao svojevrstan projektivni limes baze modula Feigin-Stojanovskog,
te je uz pomo¢ teorema 20 dana prezentacija od W (A) kao kvocijenta algebre
polinoma po odredenom idealu.

Zahvaljujem se prof. dr. sc. Mirku Primcu na prijedlogu teme, pomoci i
angaZmanu tijekom rjesavanja problema. No prije svega, zahvalio bth mu se
na ugodnoj i poticajnoj atmosferi koja je vladala za vrijeme brojnih diskusija
vodenih tijekom izrade ovog rada.

Takoder se zahvaljujem @ drugim dvama sudionicima vecine tih diskusija,
kolegama Ivani Baranovic¢ © Miroslavu Jerkovicu, na pomoci i pozornosti koju
su ma pruzili.

Zahvaljujem se Stmpi, koja je zasluzna za dokaz teorema 16.

Na kraju, zahvaljujem se Idi, Vinku, Mariju, Domagoju, Zrinki, Mirsadu,
Tomislavu, Miji, Asji, Ireni, Marijanu, Zvjezdanu, Andriji, Andreju, Janku,
Mirti, Dubravci, Violeti, Marijeti, Gabrijeli, Andi, Josipu, Ozrenu, Juliju,
Magi, Zorani, Nevenu, Borisu, Mireli, Ratku, mami, tati, Petru Maksu,
Masi, Miroju, Bibi, Kazimiru, Kristini, Viti 1 Jagoru i svim ostalim pri-
jateljima na ljubavi, prijateljstvu @ podrsci.



Poglavlje 1

Verteks-algebre i algebre
verteks-operatora

U ovom pripremnom poglavlju izlozit ¢emo osnovne definicije, operacije i
svojstva formalnih redova. Potom ¢emo definirati verteks-algebre i algebre
verteks-operatora, dati njihova osnovna svojstva, te skicirati pristup verteks-
algebrama preko teorije lokalnih polja.

Za potpuniji uvid u tehnike formalnog racuna, ¢itatelj moze pogledati
[LL], [FLM] i [FHL]. Dokazi pojedinih teorema vezanih uz verteks-algebre i
algebre verteks-operatora mogu se naci u [LL], [FLM], [FHL] i [Li].

1.1 Formalni racun

Neka su z, vy, z, 2o, 21, - medusobno komutirajuce formalne varijable. Sa
Z, ¢emo oznacavati skup nenegativnih cijeli brojeva. Ako eksplicitno ne
bude receno drugacije, svi ¢e vektorski prostori biti gledani nad C.

Za vektorski prostor V' uvodimo prostore formalnih redova na V'

V{z} = {Z v, 2" v, €V}

neC

Uoc¢imo da indeksi n ne idu samo po cijelim brojevima, ve¢ su definirani na
citavom skupu kompleksnih brojeva. Medutim, u tipi¢nom slucaju, indeksi
¢e se kretati po konac¢noj uniji klasa od Z u C. U slucaju da je V = End W
umjesto v, ponekad pisemo v(n).



Imamo sljedeée potprostore od V{z}:

Viiz, 2 ={)_va2"|va €V},

neEL

Viz] =4 Z v, 2" | v, € Vv, =0 za n dovoljno velik}.

n€Z+

Izraz ”za n dovoljno velik (malen)” znacit ¢e da postoji N takav da tvrdnja
vrijedi za sve n > N (tj. n < N).

Viz, 271 = {Z v 2" | v, € Vv, =0 za sve osim kona¢no mnogo n},

nez
VI ={) vnz"lva €V,
neZy
V((z)) = {Z 2" v, € Vv, =0 za n dovoljno malen}.
nez

Sliéno definiramo formalne redove u vise (medusobno komutirajuéih) va-
rijabli.

Ako je V asocijativna algebra, onda su i V2], V[z,27!] i V[[2]] takoder
asocijativne algebre, npr. za V = End W.

Neka je (z;);e; familija operatora u End W. Kazemo da je familija (x;);es
sumabilna ako je za sve v € V., z;(v) = 0 za sve osim kona¢no mnogo i €
I. U tom slucaju imamo dobro definiran operator >, ,x; € EndW. Za
familiju formalnih redova operatora (X;(z));c; kazemo da je sumabilna ako
su koeficijenti uz svaku potenciju od z sumabilni, dobiveni red oznac¢avamo
sa Y .o Xi(z).

Kazemo da produkt redova operatora (X;(z))i_; postoji ako koeficijenti
uz svaku potenciju od z u formalnom produktu

Xi(2) - Xo(2) =) ( > xi(ni)> 2" (1.1)

neC \ni+-+nr=n

¢ine sumabilnu familiju. Tada je sa (1.1) dobro definiran element iz (End W){z}.

Sliéno definiramo i limes lim,, ., X (21, 22) za X (z1, 22) € (End W){z1, 25}
Pretpostavimo da postoji produkt X;(z)--- X,(z) te da za fiksan ¢, 1 <

q < r postoje produkti X;(z)--- X (2) 1 Xy11(2)--- X, (2). Tada postoji

i produkt potonja dva reda, i on je jednak X;(z)---X,.(z). Pri mnozenju
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formalnih redova treba biti oprezan. Pogledajmo sljede¢i ”primjer”:

d o= ((Zz") (1—2)) Y=

nez n>0 neE”L

()0

U ovom primjeru imamo tri reda ¢iji produkt ne postoji u smislu definicije
(1.1), iako postoje potprodukti (3, .o2")(1 —2) i (1 —2)>,,2". Zbog
toga dobijamo "identitet” koji o¢igledno ne vrijedi.

Red koji se pojavljuje u gornjem "identitetu” jedan je od sredisnjih ob-
jekata u formalnom racunu. Formalna 0-funkcija je formalni red

i(z) = Z 2" € Cllz, 27"

ne”

Ona predstavlja algebarski analogon J-funkcije; tj. vrijedi

Propozicija 1 Neka je f(z) € V|[z,271]. Onda je

Tvrdnja se moze lako provjeriti za monome f(z) = 2™ i potom prositi
na Vz,z71]. To svojstvo moZemo poop¢iti na razne nacine; opéenito, kada
neki izraz mnozimo sa J-funkcijom, mozemo formalno staviti da je argument
u d-funkciji jednak 1, pod uvjetom da dobiveni algebarski izraz ima smisla.
Na primjer, za dvije varijable je

F(z1, 22)0 (ﬂ) = f(z1,21)8 (?) = f(2, )0 (?) , (1.2)

zZ9

za f(z1,22) € Ve, 20,27, 25 1.
Za f(z) = Z vp2" € V{z}, definiramo formalnu derivaciju:

neC
d
L) = 1) = Y

i formalni reziduum kao koeficijent od 27! u f(2):

Res, f(z) = vy

11



Iz formule za derivaciju produkta slijedi

Res.(f'(2)9(2)) = —Res.(f(2)g'(2)).
za f(z) € C((2)), g(z) € V((2)), odnosno uvijek kad su ovi produkti dobro

definirani.

Formalne parcijalne derivacije i reziduum takoder, na ociti na¢in, defini-
ramo i u slucaju vise varijabli.

Za « € C, definiramo formalni red (z; + 22)* kao

(21 4 22)% = i (:) P

k=0

gdje je (i) = ala—1)- '].g'(a —kA 1). Primijetimo da su sve potencije
od druge nepoznanice, u gornjoj formuli je to z,, nenegativne cijele. Za
a € Z je gornji red u stvari razvoj racionalne funkcije (21 4+ 22)® u podrucju
|z1]| > |z2| > 0. Opcenito, ne mora vrijediti (23 + 22)* = (22 + 21)®, jednakost
vrijedi ako i samo ako je o € Z, . Lagano se provjerava da je ((z1422)+23)* =
(21 + (22 + 23))* za sve o € C.

Zan € Zir € Z,, vrijedi sljedeca relacija medu parcijalnim derivacijama

binomnog reda

1L/ oY\ n n N AY n
ﬁ (8_Zl> (21 + 22) = (T’) (2’1 -+ 22) = F (8_22) (21 -+ 22) .
Za v(z) =), ., vn2", je onda

v(z + 20) Zvnz+zo ZZ( ) PR

nez NnEZL €Ly
e V], 271 20l],

i, posebno, formalni red v(z + z) je definiran. On je povezan sa visim
derivacijama od v(z) preko formalnog Taylorovog teorema:

Propozicija 2 Neka je v(z) € V|[[z,27Y]]. Tada vrijedi
e f(2) = [+ 20).

Obicno ¢emo umjesto z kao argument d-funkcije imati racionalnu funkciju,
kao npr.

de

Imamo sljede¢a dva vazna svojstva d-funkcije:

) S wta - a) =3 S 1 () ek

nez neZ keZy
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Propozicija 3

21— % 20+ 2
2015( 1 2) 22115( 0 2>’
20 21
21— Z 29— 2 21— Z
20_15<1 2)—20_15(2 1)222_1(5(1 O).
20 —20 22

Dokaz: Primijetimo da je
0 z 0 2
Sen(z) = (2).
821 20 820 Z1
pa u Taylorovoj formuli mozemo zamijeniti parcijalne derivacije. Imamo
21— 2 21— 2 S I z
2 () ) - o ()6
20 20 20 20
zas- 1 [ A Z (2 t+=z Zo+ 2
s (5)0E) - () ()
21 21 21 Z1

Druga jednakost se slicno dokazuje; koristeci

(21 — 22)_1 + (29 — 2’1)_1 = 2’2_15 (i) )

22

pokaze se da je lijeva strana jednaka

0 21 Z1 — 2o

— Z| —

zle @y =) =210 :
) )

Iz prvog identiteta odmah slijedi

Propozicija 4

0 21— 2 0 21— 2 0 21— 2
—2 16 L2 = —z ' L= = ——2 ' L)
0z 20 02y 20 0z 20
Kao sto smo veé rekli, fundamentalno svojstvo d-funkcije moze se poopciti

na razne nacine. Sljedeca propozicija daje dva poopcéenja koja ¢e nam biti
interesantna

Propozicija 5 a) Neka je f(z1, 22) € (EndV)|[[z1, 20, 21 1, 25 1], takav da po-
stoji
lim f(z1, 22).

Z1—Z22
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Onda je

Fna)d (2) = feazad () = sz (2).

1 svi navedeni izrazi postoje.
b) Neka je f(z1, 20, 20) € (EndV)[[z1, 217", 20, 25 1, 20, 25 '], takva da postoji
limes

lim f(z1, 22, 20),

Z1—Z22

te takav da je za sve v € V
f(zb Z9, ZO)U € V[[Zla 21_17 22, 22_1]]<<ZO))

Onda je

29 — 2 29 — %
21_15< 2 O)f(21,22,20)221_15< 2 0) f(2’2—20,22,20)-

21 21

Si¢no smo na desnoj strant mogli napraviti zamjenu zo = z1 + 2.

Lema 6 Ako sum,n € Z, i m > n, onda je

22

Dokaz: Dokaz provodimo indukcijom; za n = 0 iz osnovnog svojstva o-
funkcije, odnosno iz jednakosti (1.2), slijedi

(21 — 22)"0 (ﬂ) =0 zasvem>D0.

22

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n. Za m > n + 1 je onda prema pret-
postavci

(Zl - 22)m—15(n) (ﬂ) == 0, (Zl - 22>m5(n) (ﬁ> = 0.

Z9 Z2

Parcijalno deriviramo drugu jednakost po z;. Prva jednakost onda povlaci

(21 — 25)™m3(m+D (ﬁ) =0,

zZ9

¢ime je tvrdnja dokazana.
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1.2 Definicija i osnovna svojstva
Verteks-algebra je vektorski prostor V' snabdjeven s linearnim preslikavanjem

Y:V — (EndV){z}
v o= Y(v,2) :Zvnz_"_l.

neL

Koeficijent v, od Y (v, 2) koji stoji uz 27"~! je linearni endomorfizam od V.

Formalni red Y (v, z) zovemo verteks-operator pridruzen vektoru v. Nadalje,
postoji istaknuti vektor 1 € V| nazivamo ga vakuum, te linearni endomor-
fizam D € EndV . Takoder, za vektore u,v € V zadovoljeni su sljedeci
uvjeti:
upv =0 za n dovoljno velik,

odnosno formalni red Y (u, z)v ima samo kona¢no mnogo negativnih potencija
od z, tj.

Y(u,z)v € V((2)); (1.3)

vrijedi svojstvo vakuuma:
Y(1,z2) =1, (1.4)

gdje 1 na desnoj strani oznacava operator identitete;
imamo svojstvo derivacije:

[D,Y (v,2)] =Y(D(v),2) = diZY(U,z); (1.5)
vrijedi pravilo stvaranja:
Y(v,2)1 € V[[2]] i ImY(v,2)1 =, (1.6)

z—0

tj. Y(v,z)1 sadrzi samo nenegativne potencije od z i konstantni ¢lan je
upravo jednak vektoru v; i naposljetku, vrijedi Jacobijev identitet:

' ( - ) Y (, 21)Y (v, 2) — 516 ( - ) Y (0, 2)Y (u, %)

20 —20

=215 (Zl — ZO) Y (Y (u, 20)0, 22) (1.7)

)
Verteks-algebru obi¢no oznacavamo kao uredenu cetvorku
(V.Y,1,D)

ili krace samo sa V.
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Napomena 1 Kako vidimo, verteks-algebra nije algebra u pravom smislu.
Na verteks-algebru mozemo gledati kao na vektorski prostor na kojem imamo
definirano beskona¢no mnogo mnozenja w,v. Verteks-operator pridruzen vek-
toru v onda predstavlja funkciju izvodnicu za lijeva mnozenja sa v, a formule
iz definicije su funkcije izvodnice za relacije koje vrijede na V.

Napomena 2 Preslikavanje
Y:V — (EndV){z}
prirodno se prosiruje do preslikavanja
Y:V{zn} — (EndV){z,z}
v(z0) +— Y(v(z0),2).

Tocnije, ako je

v(29) = Zvnz{f € V{z}

neC

(v, € V), onda definiramo

Y(v(z0),2) = Z Y (vn, 2) 24 -

neC

U tom smislu treba promatrati izraz Y (Y (u, zp)v, 22) u Jacobijevom iden-
titetu.

Napomena 3 U definiciji verteks-algebre ne moramo zahtijevati postojanje
linearnog endomorfizma D koji zadovoljava svojstvo derivacije. Njega moze-
mo dobiti iz ostalih aksioma tako da definiramo

D(w)=v_51 zaveV.
Za tako definiran operator D onda vrijedi spomenuto svojstvo.

Napomena 4 Uz prisustvo ostalih aksioma, pravilo stvaranja mozemo za-
mijeniti uvjetom injektivnosti:

Y(v,2) =0 povlaci v =0.

Preko toga mozemo strukturu verteks-algebre prenijeti sa prostora V' na pros-
tor verteks-operatora Y (v, z), v € V. Vidjet ¢emo kasnije kako se definiraju
mnozenja izmedu verteks-operatora. U fizici se to naziva korespondencija
izmedu stanja (vektora) i polja (verteks-operatora).
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Uzimanjem odgovarajucih koeficijenata u Jacobijevom identitu, kao po-
sljedicu, odnosno kao posebne slucajeve, dobivamo formulu za komutator
i aterativnu formulu. Najprije, uzimanjem Res,, u Jacobijevom identitetu,
na lijevoj strani ¢emo dobiti upravo komutator verteks-operatora Y (u, z1) i
Y (v, 23). Imamo formulu za komutator:

21 — 20
22

[Y(u,21),Y (v, 20)] = Res, 2y 10 ( ) Y (Y (u, 20)v, 22). (1.8)

Primijetimo da na desnoj strani formule za komutator bitnu ulogu ima samo
singularni dio od Y (u, z9)v (koji sadrzi samo negativne potencije od zj) jer
se po definiciji izraz z, 16 =% ) razvija u nenegativne potencije od zo. Ko-

risteéi osnovna svojstva delta funkcije (propozicija 3) i formalnu Taylorovu
formulu, formulu za komutator mozemo dalje napisati na sljede¢e nacin

o0

Y (u, 21), Y (0, 29)] = Z;lu <<ai22)izf15 (2)) Y (ugw, 7).

Uzmemo li pak u Jacobijevom identitetu Res,,, pri ¢emu desnu stranu
transformiramo koriste¢i propoziciju 3, dobit ¢emo iterativnu formulu za
verteks-operatore

21 — 22

Y (Y (u,20)v,22) = Res,, <z0—15( - )Y(u,zl)Y(v,22)

sl (Z2 - Zl) Y (0, %)Y (u, zl))

Pomocu proporzicije 3 i propozicije 5b), prvi izraz na desnoj strani mozemo
pojednostaviti. Na taj nac¢in dobijamo

Y (Y (u, 20)v, 22) — Y (u, 20 + 22)Y (v, 29)

= —Res., 2,6 ( ) Y (v, 29)Y (u, z1).

22— 21

Iz formule za komutator i iterativne formule slijede svojstva komuta-
tivnosti 1 asocijativnosts:
Za sve u,v € V postoji nenegativan cijeli broj m takav da vrijedi

(z1 — 22)"Y (u, 21)Y (v, 29) — (21 — 22)"Y (v, 29)Y (u, 21) = 0.

Za sve u,v,w € V postoji nenegativan cijeli broj [, koji ovisi samo o u i w,
takav da vrijedi

(20 + 22)"Y (Y (u, 20)v, 22)w = (20 + 22)'Y (u, 20 + 22)Y (v, 29)w.
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Napomena 5 Pokazuje se da su ova dva svojstva ekvivalentna Jacobijevom
identitetu. Stovise, dovoljno je u definiciji verteks-algebre umjesto Jacobi-
jevog identiteta zahtijevati samo svojstvo komutativnosti.

Algebra verteks-operatora je verteks-algebra V' na kojoj postoji Z-gradacija,
tzv. tezinska gradacija

V:HVn, zav €V, je n=wtuv,

nez

takva da je

dimV, <oco zan€Z;

V, =0 za n dovoljno mali;

te postoji jos jedan istaknuti vektor w € V5, kojeg zovemo Virasoro vektor
ili konformni vektor, takav da je

1
[L(m)a L(n)] = (m_n)L(m+n) + E(mg_m)5m+n,ocv m,n € Za
gdje je

Y(w,z) =Y Lm)z""72,

meZ

a ¢ € C kompleksan broj kojeg nazivamo rang od V. drugim rije¢ima,
verteks-operator pridruzen vektoru w daje reprezentaciju Virasorove algebre
na V. Nadalje, tezinska gradacija se podudara sa svojstvenim potprostorima
operatora L(0):

L(0)v =nv = (wtv)v zav €V, n€Z;

operator L(—1) djeluje kao operator derivacije (D u definiciji verteks-algebre)
d
Y(L(-1)v,z) = d—Y(’U, z) zaveV.
z
Algebru verteks-operatora obi¢no oznacavamo kao uredenu ¢etvorku
(V.Y 1,w)

ili krace samo sa V. ¢
Iz formule za komutator verteks-operatora lako se vidi

[L(0),Y (v, 2)] = Y(L(0)v, z) + 2Y (L(—1)v, 2).
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Odatle vidimo da za homogeni vektor v € V', operatori v, imaju tezinu
wtv, =wtv—n — 1.

Modul za verteks-algebru V' je vektorski prostor W snabdjeven s linearnim
preslikavanjem

Y : V. — (EndW){z}
v Zvnz_"_l, v, € End W

neC

takvima da vrijede aksiomi verteks-algebre, (1.3), (1.5), (1.4) i (1.7) uz odgo-
varajuce izmjene, pri ¢emu kod aksioma (1.5) zahtijevamo da vrijedi samo
druga jednakost, Y(D(v),2) = LY (v,z). Modul obi¢no oznacavamo kao
uredeni par (W, Yy) ili kraée samo W.

Modul za algebru verteks-operatora V' je C-graduirani vektorski prostor

W:HWH, zaw €W, je n=wtw,

neC

koji je modul za V' kao verteks-algebru, i vrijedi

dimW, <oo zan e C,
W, =0 zasve n ¢iji je realni dio dovoljno mali,

[L(m), L(n)] = (m—n)L(m+n) + %(m?’—m)émm,o(rank V), m,n € Z,

LOO)w=nw= (wtw)w zaw € W,, neC,

d
Y (L(—1)v, 2) = @YW(U’ z) zaveV,

gdje je Y (w, z) = Z L(m)z"™2,

mEZ

Ranije smo ve¢ spomenuli da strukturu verteks-algebre mozemo prenijeti
sa prostora V' na pripadni prostor verteks-operatora Y (v,z), (v € V). U
praksi je cest obratan pristup; za vektorski prostor W promatraju se formalni
redovi sa koeficijentima u End W. Za njih se zatim mogu definirati ”n-ti”
produkti. Pokazuje se da ako takvi redovi zadovoljavaju analogon svojstva
komutativnosti, onda oni ¢ine verteks-algebru i za koju je W modul. Uz
jos neke dodatne pretpostavke, struktura verteks-algebre moze se prenijeti
natrag neki potprostor od W. Taj se pristup naziva teorija lokalnih polja,
ovdje ¢emo je iznijeti samo u osnovnim crtama.
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Polazimo od vektorskog prostora W i promatramo prostor formalnih re-
dova operatora (End W)([z, 27!]]. Kazemo da je formalni red

a(z) = Zanz’”’l € (End W)][[z, 2]

neL

polje (ili slabi verteks-operator) na W ako je
a(z)u e W((z)) zasveueW,

tj. a,u = 0 za n dovoljno velik. Sa F'(W) oznac¢imo prostor svih polja na W.
Za n € Z definiramo "n-to” mnozenje na F(W): za a(z),b(z) € F(W)
stavimo

a(2)nb(z) = Res,, ((z1 — 2)"a(z1)b(z) — (—z + 2z1)"b(2)a(z1)) .

Tada je a(z),b(z) ponovno element od F(W. Na F(WW) imamo jos$ i linearni
automorfizam D = %, formalnu derivaciju.

Napomena 6 Posebno, za n = —1, za (—1)-vi produkt dobivamo ono $to
se obi¢no zove normalno uredeni produkt dva polja:

a(2)-1b(z) = Sa(2)b(2)s = a(2)Tb(z) — b(2)a(2) ",

gdje a(z)™ oznacava regularni dio polja a(z) (sa nenegativnim potencijama
od z), a a(z)~ singularni dio od a(z) (negativne potencije od z). Ako pak
dva polja medusobno komutiraju, tj. ako je

[a(z1),b(22)] =0,

onda umjesto normalno-uredenog produkta mozemo uzeti obican produkt

a(z)_1b(z) = a(2)b(z).

Napomena 7 Prema definiciji verteks-algebri, verteks-operatori Y (v, z) su
poljana V. Jacobijev identitet pokazuje da su njihovi "n-ti” produkti upravo
jednaki verteks-operatoru pridruzenom ”"n-tom” produktu pripadnih vektora;
preciznije

Y (upv, z) =Y (u, 2),Y (v, 2),

stoga ¢e verteks-algebra koju ¢ine polja Y (v, z), (v € V') biti izomorfna orig-
inalnoj verteks-algebri V.
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Za dva polja a(z1), b(z2) kazemo da su medusobno lokalna (ili da zadovo-
ljavaju slabu komutativnost) ako postoji nenegativan cijeli broj k takav da
je

(21 — 22)" (a(21)b(22) — b(22)a(z)) = 0.

Tzv. Dongova lema kaze da ako su a(z),b(z),c(z) u parovima lokalna polja
na W, tada su i polja a(2),b(2) i ¢(z) takoder medusobno lokalna.

Polje a(z) € F(W) naziva se verteks-operator ako je a(z) lokalno sa samim
sobom. Potprostor A C F(W) naziva se lokalnim potprostorom ako su svaka
dva polja iz A medusobno lokalna.

Teorem 7 Ako je A C F(W) lokalni potprostor polja na W, onda A generira
verteks-algebru (A) i W je modul za tu verteks-algebru.

Uz jos neke dodatne uvjete, poput uvjeta injektivnosti za verteks-algebre,
strukturu verteks-algebre mozemo prenijeti s (A) na neki potprostor V-C W.

1.3 Tenzorski produkt verteks-algebri i nji-
hovih modula

U tocki 3 ¢emo vidjeti kako konstrukcija verteks-algebri pridruzenih korijen-
skoj resetci daje realizaciju standardnog modula L(Ay) za afinu Liejevu alge-
bru si{(¢ + 1,C). On ¢e nositi prirodnu strukturu algebre verteks-operatora.
Ostale standardne module nivoa 1 vidjet ¢emo opet u toj konstrukciji, ali
ovoga puta primijenjenoj na tezinsku reSetku, kao module za tu algebru
verteks-operatora. Da dobijemo standardne module proizvoljnog nivoa k,
moramo gledati tenzorski produkt verteks-algebri, odnosno tenzorski pro-
dukt njihovih modula.

Neka su Vi,...,V, verteks-algebre. Tenzorski produkt verteks-algebri
Vi, ..., V. kao vektorski prostor jednak je tenzorskom produktu pripadnih
vektorskih prostora

VeV,

linearno preslikavanje Y definirano je sa
Y010 Q@un,2)=Y(v,2) @Y (v, 2),
za v; € V;, a za vakuum uzimamo tenzorski produkt pripadnih vakkuma

1=1®---®1.
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Analogna konstrukcija vrijedi i za algebre verteks-operatora; za konformni
vektor uzima se vektor

W=wi®R®1® - R14+1RQuwW R - RL+--+1R1RY--Quw,

(na taj nac¢in dobijamo reprezentaciju Virasorove algebre na tenzorskom pro-
duktu).

Najjednostavniji nac¢in da se dokaze Jacobijev identitet na tenzorskom
produktu je koristeci svojstva komutativnosti i asocijativnosti, a njih se jed-
nostavno moze provjeriti za tenzorske produkte verteks-operatora.

Neka su dalje W; V;-moduli, za i = 1,...,r. Onda je i tenzorski produkt

W=wWo oW,
modul za V] ® - - - ® V,., uz prirodnu definiciju verteks-operatora
Yw(i ® - @ vy, 2) = Y, (01,2) @ - ® Y, (vr, 2),

za v; € V.

U slucaju algebri verteks-operatora, potrebno je jos dodatno zahtijevati
da su tezinski potprostori od W konac¢no-dimenzionalni. U slucaju da su svi
W; ireducibilni V;-moduli, to ¢e biti ispunjeno.

1.4 Operatori ispreplitanja

Operatori ispreplitanja u teoriji verteks-algebri ¢ine analogon koncepta homo-
morfizma modula u teoriji Liejevih algebri. Ovdje ¢emo dati samo osnovnu
definiciju. U tocki 3 ¢emo vidjeti jedan primjer operatora ispreplitanja. Oni
¢e igrati vaznu ulogu u dokazu linearne nezavisnosti razapinjuceg skupa za
potprostor Feigin-Stojanovskog.

Neka su Wy, Wy, W3 moduli za algebru verteks-operatora V. Preslikavanje

V(- 2) : W — (Hom(Wsy, W3)){z},

naziva se operator ispreplitanja tipa (WYV‘;’,VQ) ako zadovoljava sva svojstva u

definiciji modula koja imaju smisla. Preciznije:
za sve wy € Wy, wy € Wy, je red

y(wh z)w2

ogranic¢en odozdo;
vrijedi Jacobijev identitet

2515 (Zl _ Z2) Y (u, 21)Y(wq, z2)wy — 2515 <

20

22 — 21

) V(wr, 22)Y (u, 21)ws

— 22_15 (Zl _ ZO) V(Y (u, z0)ws, z2)ws,

)
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zau €V, w € Wy, wy € Why;
vrijedi svojstvo derivacije: za wy; € W,

V(L(=1wy, z) = d%y(wl,z).

Napomena 8 Iako su, strogo govorec¢i prema definiciji, operatori isprepli-
tanja preslikavanja

V(- 2) : Wi — (Hom(Wsy, W3)){z},

mi ¢emo zbog jednostavnosti pod operatorima ispreplitanja takoder podrazu-
mijevati i polja koje takva preslikavanja pridruzuju elementima iz W7, tj.
polja oblika

VY(w, z) € (Hom(Ws, Ws)){z},

za w € Wi.
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Poglavlje 2

Potprostor Feigin-Stojanovskog

U ovom poglavlju uvodimo pojmove standardnih modula za afine Liejeve al-
gebre i pripadne potprostore Feigin-Stojanovskog, sredinje objekte koje pro-
matramo u ovom radu. Navest ¢emo samo neke osnovne definicije i ¢injenice
iz teorije afinih Liejevih algebri; detaljan prikaz te teorije moze se naéi u [K].
Za teoriju konacno-dimenzionalnih poluprostih Liejevih algebri, upucéujemo
citatelja na [HJ.

2.1 Afine Liejeve algebre

Za ¢ € N, neka je

g=sl(l+1,C)
prosta Liejeva algebra tipa A,. Neka je h C g Cartanova podalgebra, R
odgovarajuéi sistem korijena. Fiksiramo bazu IT = {«y,...,a,} od R. Tada

imamo trokutastu dekompoziciju g = n_ & h S ny; sa R, odnosno R_,
oznacimo skup pozitivnih i negativnih korijena, sa € oznacimo maksimalan
korijen u R. Neka je (x,y) = trxy normalizirana nesingularna invarijantna
simetri¢na bilinearna forma na g. Preko forme (-, -) identificiramo b s njenim
dualom b*. Neka je {wq,...,w;} dualna baza od II, (w;,a;) = 9, 1,7 =
1,...,¢. Radi jednostavnosti notacije u kasnijem tekstu, uvodimo jo$ i tezinu
Wy = 0.

Fiksiramo Chevalleyjevu bazu od g, {Za}acrU{ai}o;. Sa Q = S0, Zay
oznacimo korijensku resetku, sa P = Zle Zw; tezinsku reSetku.

Afina Liejeva algebra pridruzena g je

g=g®C[t,t '] ® Cc® Cd;

to je Kac-Moodyjeva Liejeva algebra tipa Aél). Standardno koristimo oznaku
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r(j) =2 @t zax € g,j € Z. Komutacijske relacije u g dane su sa

[ vg] = 0,
[d,z(j)] = Jjz(j),
[(2),y()] = [z, y](i + ) + iz, y)ditjoc.

Elemente 2(j) mozemo sloziti u formalni red z(2) = >°. ., 2(—j — 1)27. Ko-
mutacijske relacije za g mozemo napisati i u terminima formalnih redova
x(z). Posljednja relacija tada izgleda ovako:

ol ptenl = ' (2) = s (2) e @)
<2 <1 <2

Uvedimo podalgebre h¢ = h @& Cc @ Cd, ny = g @ t7'C[t] ® ny. Tada
imamo trokutastu dekompoziciju g=n_® hc B n,.

Oznacimo sa II = {ag, aq,..., o0} C (§°)* bazu sistema korijena od §.
Bilinearnu formu (-, -) prosirujemo na ¢, odnosno na dual (h¢)* (uz (c,d) =
1). Definiramo fundamentalne tezine A; € (h°)* sa (A;, ;) = 6;; 1 Ay(d) =0
i j=0,.. . 1.

Neka je V modul najvece tezine za afinu Liejevu algebru g. Modul V' je
generiran vektorom najvece tezine vy za kojeg vrijedi

h-vy = A(h)vy, zaheb®

x-vy = 0, zazxeny,

gdje je A € (h°)*. V je direktna suma tezinskih potprostora V, = {v €
VIh-V =u(h)vzahe b}, ue b

Napomena 9 U slucaju kada je V modul najvece tezine za g, komutacijska
relacija (2.1) i lema 6 pokazuju da x(z), (x € g) ¢ini familiju lokalnih polja

na V. Stoga prema teoriji lokalnih polja, oni generiraju verteks-algebru.

Standardni g-modul (tj. integrabilni modul najvece tezine za g) mozemo
definirati kao ireducibilan modul najvecée tezine s najve¢om tezinom

A = kohg + Ay + -+ KAy,

gdje su k; € Z,, zai = 1,...,¢. Oznacavat ¢emo ga sa L(A). Centralni
element ¢ djeluje na L(A) skalarom

]ﬂ:A(C>:]€0+/€1++kZ

kojeg zovemo nivo modula L(A).
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2.2 Definicija potprostora Feigin-Stojanovskog
Kazemo da je vektor v € h kominimalan ako je

{a(v) |a € R} = {~1,0,1},
Za tezinu w € P kazemo da je minimalna ako je

{{w,a)|a € R} ={-1,0,1}.

Odmah vidimo da je dominantna tezina w € P minimalna ako i samo ako
je
(w,0) = 1.

Vidimo da postoji konaéno mnogo minimalnih vektora, to¢nije vektor v € b
bit ¢e minimalan ako i samo ako je dualan nekoj minimalnoj fundamentalnoj
tezini w,
v=w’

(uz odgovarajudi izbor skupa pozitivnih korijena).

Fiksiramo kominimalan vektor v € h. Za g = sl(¢{ + 1,C) su sve fun-
damentalne tezine minimalne. Mozemo stoga pretpostaviti da je minimalan
vektor v dualan nekoj fundamentalnoj tezini

W = Wm,

zanekim € {1,... 0}, tj.
\Y%

— Y =
V=w' = w,.

Oznacimo sa I' skup svih korijena koji na vektoru w" poprimaju vrijednost
1

)

F={a€R]|aWw’) =1}

Kominimalan vektor w" definira Z-gradaciju od g:

g = g1t+tgt+to

90:b+zga

a(wV)=0

g+1 = Z Jao-

actl

Podalgebre g; i g_; su komutativne, i na njima go djeluje adjungiranjem.
Algebra g je reduktivna; njen poluprosti dio ly = [go, go] je tipa A1 X Ap_im,
sa bazom sistema korijena {aq, ..., @n_1}U{ns1,. .., ), a centar je Cw".
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—— go— g1

Bazu podalgebre g; mozemo identificirati sa skupom korijena I'; I' nazi-
vamo skup boja. Za g = sl(¢ 4+ 1,C) je skup boja jednak

gdje su
’yij:Oéi+"'+Oém+"'+C¥j.

Maksimalni korijen 8 jednak je 7.

I 1 | b
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
2 | |
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
I I
| Coa
I I I
| Co
| -
| |
fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
i | Yig
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
| \
| Co
| Co
|
I
|
!
|
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
m| | |
mm+1 J y4

Takoder, imamo induciranu Z-gradaciju afine Liejeve algebre g:

g = go®Clt,t e CcapCd
gr1 = gu1 @C[t, ¢

g = g-1+go+g1

Posebno, g 1 i g; su komutativne podalgebre, i g; je go-modul.
Potprostor Feigin-Stojanovskog definiramo kao g;-podmodul od L(A) ge-
neriran vektorom najvece tezine vy,

W(A) = Ug) - va C L(A).
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Cilj nam je pronaéi kombinatornu bazu prostora W (A). Ako uvedemo oznake
g =g Nn,, g =g Nn_, onda imamo

W(A) =U(gy) - va-

Prema Poincare-Birkhoff-Wittovom teoremu, razapinjuéi skup od W(A) mo-
Zemo napisati na sljedec¢i nacin

{Z (—11) Ty (—n2) -+ T (=1 )op |7 € Zy, v € T'ymy € NTL (2.2)

Da bi reducirali gornji skup do baze najprije ¢emo pronaci relacije medu
monomima gornjeg oblika. Zatim ¢emo u svakoj relaciji identificirati naj-
manji monom obzirom na odredeni parcijalni uredaj, tzv. vodeéi clan relacije,
kojeg onda mozemo eliminirati iz razapinjuceg skupa. Monome koji nec¢e u
sebi sadrzavati vodece ¢lanove opisatéemo preko tzv. wvjeta razlike i pocetnih
uvjeta. Oni ¢e biti dani u terminima eksponenata faktora odredenog stupnja
i boje. Na kraju ¢emo induktivno, koriste¢i koeficijente odredenih operatora
ispreplitanja medu modulima L(A), pokazati da je na ovaj nacin reducirani
razapinjuci skup linearno nezavisan.

Elemente gornjeg razapinjuc¢eg skupa mozemo identificirati s monomima
iz S(g1) = U(g1). Zato ¢emo u daljnjem tekstu cesto elemente {z.(—j) |
v € T',j € Z} iz g1 nazivati varijablama (odn. elementima ili faktorima u
monomu).

Takoder, monome iz S(g; ) mozemo identificirati sa obojenim particijama;
particiji 7 : {z,(—j) |y €T',j € Z} — Z, odgovara monom

,’L‘(Tr) — x’}q(_jl)ﬂ-(zﬂ (=31)) ... x%<_jt)77(x%(*jt))_

Iz ove identifikacije ¢emo preuzeti oznaku z(7) za monome iz S(g;), iako ta
identifikacija nece igrati bitnu ulogu u daljnjem tekstu.

2.3 Uredaj na monomima

Kako smo ve¢ rekli, uvjeti na osnovu kojih ¢emo iskljuc¢ivati monome iz
razapinjuc¢eg skup od W(A) biti ée povezani s uredajem na skupu monoma.
Ovdje ¢emo definirati taj uredaj.

Najprije uvodimo leksikografski uredaj < na skupu boja, koji ¢e prosirivati
standardni uredaj < na skupu korijena. Na skupu boja, taj se uredaj svodi
na:

Yoy <y ako ' >i i j <

28



Leksikografski uredaj definiramo na nacin da usporedujemo najprije retke, a
potom stupce:
i >
i g < Yij ako { i = 7:7 j/ <]
Ovo je linearni uredaj na bojama koji prosiruje uredaj <. Kasnije ¢e nam
trebati jos jedan parcijalni uredaj na bojama, oznac¢imo ga sa <<:

Yoy << v ako i >i 1§ <.

Na skupu varijabli {z.,(—n) |y € I', n € Z} C g; uvodimo uredaj tako da
najprije usporedujemo stupnjeve, a zatim boje:
. . —i < —7,
ma( Z)<33‘5( .7) ako {Z:] i a<p.
Za monome iz S(g;) ¢emo u ¢itavom tekstu pretpostavljati da su varijable
u njima sortirane uzlazno slijeva na desno; to mozemo jer je g; komutativna
algebra. Neka su dana dva monoma z(m) i z(n’)

.73(71') = x%(_n”x%fl(_n?“—l) o 'x’m(_n?)x'h(_nl)v

w(m') = wy(=n)my_ (—ni ) - 2y (—ng) Ty (—ny).
Uredaj na monomima je definiran kao leksikografski uredaj, pri cemu redom
usporedujemo varijable ¢itajuéi zdesna na lijevo (od najveée prema najma-
njoj); oznaka je z(m) < x(n’). Dakle, z(m) < z(n’) ako postoji iy € N
takav da su z,,(—n;) = z(—n}), zasve i < i, te je ili ip = r + 1 ili je
Loys, (—ni) < x'y,fo(_n;o)-

Ovako definirani uredaj na monomima je kompatibilan sa mnozenjem:
Propozicija 8 Neka je
w(m) <x(mw) @ x(me) < 2(ps).

Onda je 1

w(m)a(me) < x(p)w(pe),
v ako je jedna od gornjih nejednakosti stroga, onda i dolje tmamo strogu
nejednakost.

Dokaz: Monomi z(7) = x(m)z(me) i x(p) = x(pq)z(u2) napisani u sorti-
ranom poretku, dobiveni su ”spajanjem” dva monoma.! Neka su x4, (—71)

'Monome mozemo shvacati kao sortirane nizove varijabli. U rac¢unarstvu se tzv. spa-
janjem (engleski "mergeing”) dva sortirana niza dobija novi sortirani niz sastavljen od
svih elemenata pocetnih nizova. U ovoj analogiji izmedu sortiranih nizova i monoma, tako
dobijeni niz upravo odgovara produktu dva monoma.
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i Z4,(—Jj2) najvece varijable u x(my) i x(m), xs, (—i1) 1 xg,(—i2) najvec’e
varijable u z(u1) i x(p2). Znamo da je z4,(—71) < J,’gl(—’bl) i xa2( ) <
xp,(—1i2). Najvedi element u z(7) biti ¢e vedi od x, (—71) 1 Ta,(—J2); mozemo
pretpostaviti da je to x,,(—j1). Sliéno, najveéi element u x(u) biti ¢e vedi

od xg,(—1i1) 1 2p,(—?2). Onda imamo dvije moguénosti:

(i) najveci element od x(u) je strogo veéi od najveceg elementa od z(m).
U tom slu¢aju smo gotovi, imamo da je z(m) < x(u).

(ii) najvedi element od x(p) jednak je najveéem elementu od z(m). Onda je
T, (—j1) = xp,(—i1) pa za najvedi element u z(x1) mozemo uzeti upravo
xg, (—11). Dalje nastavljamo indukcijom: neka su z(7]) i z(x}) monomi
dobiveni iz x(m), odn. x(uy), izostavljanjem x,,(—j1) = xs,(—i1);
vrijedi z(7}) < x(u}). Gornji postupak primjenjujemo sada na z(m]) i
x(my), odn. x(p)) i z(pe). Nakon konacno koraka, ili ¢e se desiti slucaj
(i), ili ¢emo iscrpiti monome z(m) i x(ms), Sto ée u oba slucaja znaciti
daje z(m) < z(u). Jednakost ée vrijediti samo ako su obje nejednakosti
bile jednakosti.

Uvodimo jos i ukupni stupanj te oblik monoma. Ukupni stupanj monoma
jednak je zbroju stupnjeva svih varijabli u tom monomu. Za

() = T (=10 )Tr,_y (=10 1) - Ty (—2) 0, (1)

ukupni stupanj biti ¢e —ny —ng — - -+ — n,.. Oblik monoma z(7) dobit ¢emo
tako da zanemarimo boje i promatramo samo stupnjeve faktora u monomu.
Preciznije, ako monomu z(7) odgovara particija 7 : {x,(—n) | v € I',n €
Z} — 7., onda ¢e pridruzeni oblik biti

Sp il — Ly,
se(j) = D m(wy(=4))-

Na oblicima takoder mozemo definirati uredaj; stavit ¢emo da je s, < s, ako
postoji jo € Z takav da je s;(j) = sp(j) za j < jo te vrijediili s, (j0) < s (o)
is:(j) =02zaj > jo, ili je sz(Jo) > s+ (Jo) i postoji j" > jo t.d. je s (j") # 0.

Radi bolje citljivosti formula koje ¢e se pojavljivati u tekstu, uvodimo
sljedecu notaciju: za v,s € I' stavit ¢emo

Trs(=J) = 24, (=7).
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Poglavlje 3

Konstrukcija standardnih
modula pomocéu
verteks-operatora

U ovom poglavlju prikazat ¢emo konstrukciju standardnih modula preko al-
gebre verteks-operatora pridruzene tezinskoj resetci od g. Detalji ove kon-
strukcije mogu se na¢i u npr. [FLM], [DL] ili [LL].

3.1 Nivo k=1

Sa P, odn. @, oznacili smo tezinsku, odn. korijensku resetku od g. Tada
postoji centralno prosirenje od P,

1 — (™Y P p

s konacnom ciklickom grupom (em/+1?) reda 2(¢ + 1), Restrikcijom do-
bijamo centralno prosirenje () od ). Centralno prosirenje mozemo izabrati
tako da odgovarajuci kociklus

e:PxP— <6m/(£+1)2>

ima svojstvo
e(a, B)/e(B,a) = (=1)" zaa,8€Q.
Neka je
c(A p) = e\, p)/e(p, ) za A p€P

pripadno bimultiplikativno, alternirajuce komutatorsko preslikavanje.
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Promatrajmo podalgebru

b= ) bhet"eCc

neZ\{0}

koja je Heisenbergova podalgebra. Uvedimo jos i podalgebre

h = haCltt']eCe,
6:|: _ [’)@til(C[til].

Sa C[P] i C[Q] ozna¢imo grupne algebre pridruzene tezinskoj i korijenskoj
resetci; bazu ¢ine elementi oblika {e* | A € P}, odnosno {e*|a € Q}.
Promatrajmo inducirani fz-modul

~

M(1) = U(h) ®peciyace C,
gdje h ® C[t] djeluje trivijalno na C, a ¢ djeluje kao 1. Modul M (1) je ire-
ducibilan za Heisenbergovu podalgebru bz; kao vektorski prostor, M (1) je

prirodno izomorfan simetri¢noj algebri S(h_). Progirit ¢emo ga sa spomenu-
tim grupnim algebrama

Ve = M(1)eClP),
Vo = M(Q1)®ClQ];

imamo prirodnu inkluziju Vg C Vp. Radi jednostavnosti, cesto cemo umjesto
A

elemenata oblika 1 ® e* pisati samo e*.

Na Vp definiramo strukturu G—modula: stavit ¢emo da ﬁz djeluje kao
hz®1, ah®t° kao 1 ®h. Pritom su operatori h(0), h € b na C[P] definirani
na sljedeci nacin

h(0) - e = (h, \)e
za A € P.! Na M (1) imamo i djelovanje od C[P] sa

=10, \eP

gdje potonji operator predstavlja mnozenje u grupnoj algebri. Iz konteksta
¢e biti jasno kada oznaka e predstavlja operator mnozenja, a kada element
iz Vp. Uvodimo jos i operatore €y sa

ex- et =e(\ p)et,

za A\, i1 € P.

LOvdje koristimo ¢injenicu da smo identificirali h i h*. Ta ée identifikacija biti koristena
i u nastavku.
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Za elemente iz Vp definiramo stupanj: za v = hy(—ny) - - h.(—n,) ® e*

stavimo .
deg(v) = —ng —ng— -+ —mn, — 5()\, A).
Time Vp postaje graduirani prostor, i gradacija je omedena odozgo.
Uvedimo jos i operatore

S — e/\Z<h,>\>’

za h € h, A € P. To su zapravo formalni redovi ¢iji su koeficijenti endomor-
fizmi od Vp; 2" € (End Vp){z}.

Prostor Vg ima prirodnu strukturu algebre verteks-operatora (VOA); Vp
je modul za tu algebru. Prije no sto uvedemo strukturu VOA na Vj, defini-
rajmo operatore

E*(h, z) = exp (Z h(im)i—l) :

za h € . Verteks-operatore (ili polja) ¢emo definirati za sve elemente iz Vp,

a ne samo za one iz V. Najprije ¢emo ih definirati za elemente iz resetke,

tj. za elemente oblika 1 ® e* = e:

Y(et 2) = B (=X 2)ET(=\ 2) ® X2, (3.1)
Opcenito, za homogeni vektor v € Vp oblika

v =hy(=n1) - h(—n,) @€,

za ny,...,n, > 1, definiramo
o 82171 agril A o
Y(v,2) =2¢ (mh1(2)> (mhr(2)> V(e 2)s,

gdje oznaka J - 3 oznacava tzv. normalno uredeni produkt, sto znaci da taj
izraz po potrebi treba preurediti tako da operatori h(m), h € b, m < 0 budu
smjesteni lijevo od operatora h(m),h € h,m > 0. Time smo dobili dobro
definirano linearno preslikavanje

Y:Vp — (EndVp){z}
v o= Y(v,z).

Pomoéu verteks operatora mozemo Vp promatrati kao g-modul. Za o €
R, j € Z stavit ¢emo da x,(j) djeluje kao koeficijent verteks-operatora Y (e®, z)
koji stoji uz z=™

Ta(2) = Z To(m)z ™ =Y (e 2),
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djelovanje od h(m) i ¢ veé je definirano, a d djeluje kao operator stupnja.
Time Vg i Vge*i, 5 = 1,...,¢ postaju standardni g-moduli nivoa 1 s vek-
torima najvece tezine vp = 11 v; = e*,5 = 1,...,¢. Drugim rijecima,
imamo konkretnu realizaciju standardnih modula nivoa 1

L(Ao) gVvQ, L(A]) = VQe”f,j = 1,...,€
i vrijedi
Vp 2 L(Ag) @ L(A) & ... L(A,).

Komutacijske relacije medu verteks-operatorima Y (e, z) slijede iz sljedeée
komutacijske relacije koju imamo medu operatorima E+ 1 E—,

o)
EH (=M 2) B (=, 21) = (1 - ?) E(—pt, 21) BT (=), 2),
2
za A, i € P. Pritom binomni izraz (1 — ‘z—;)<’\’“> treba biti razvijen u nenega-
tivnim potencijama od 2.

Verteks-operatori Y (v, z),v € Vp zadovoljavaju (generalizirani) Jacobijev
identitet. Nama ¢e biti vazna varijanta tog identiteta u slucaju kada su
vektori u, v oblika u = u* ® e} v =v* ® e, za X € Q,u € P, u*,v* € M(1),
ili jo§ specijalnije, kada je u = 1 ® e* v = 1® e#, za A € Q,u € P. Tada
imamo

20 (Zl*”)Y(u,zl)Y(v, z) —(—=1)Me(\, 1)zt (@)Y(v, 20)Y (u,z1) =

20 20

= 2% <%> Y (Y (u, 20)v, 22),
gdje je 6(2) = >, 5 2" delta funkcija, a binomni izrazi koji ¢e se pojavljivati
u slozenim d-funkcijama trebaju biti razvijeni u nenegativnim potencijama
druge varijable. Za p € @Q imamo (—1)*#¢(\, 1) = 1 pa u gornjoj relaciji
dobijamo uobicajeni Jacobijev identitet.

Napomena 10 Za u,v € Vg, Jacobijev identitet za pripadne verteks-ope-
ratore slijedi iz teorije lokalnih polja, o ¢emu smo pisali u 1. poglavlju.
Opéenito, za u,v € Vp, bit ¢e potrebno poopéenje te teorije (vidi [GL]).

Da bi se rijesili faktora (—1)*#¢(\, i), umjesto verteks-operatora Y (v, z)
promatrat ¢emo operatore ispreplitanja Y (v, z). Za u € P, v = v*®e defini-
ramo Y(v,z) = Y (v, z)e™c(-, u), ¢ime dobijamo preslikavanje v — Y(v, )
koje takoder ide sa Vp u (End Vp){z}. Prethodna varijanta Jacobijevog iden-
titeta sada postaje

z ' (M) Y (u, 20)Y(v, 22) — 2516 (22_;'31) V(v,22)Y (u,21) =

20 20

= 2,10 <M) V(Y (u, 20)v, 22).

22
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Za p € @, operatori Y(v, z) su jednaki verteks-operatorima Y (v, z). Primi-
jetimo nadalje da su restrikcije operatora Y(v, z) u stvari preslikavanja

V(v,z) : L(A;) — L(Aj){z}, (3.2)
za [t +w; = w; mod Q.

Napomena 11 Da bi Vj, zaista bio algebra verteks-operatora, moramo u
njemu naci i konformni vektor w. To nije tesko uciniti, no budué¢i da ga
nec¢emo koristiti, taj dio ¢emo izostaviti.

Promatrajmo sada specijalan slucaj, kada je v = e#. Zanima nas kada
operatori ispreplitanja )(e", z3) iz (3.2) komutiraju sa verteks-operatorima
Y(e7,z),v €T,

Y(e",21), V(e 20)] =0, ~ €T,

tj. kada oni daju operatore izmedu odgovarajuéih potprostora Feigin-Stoja-
novskog:
y(l ® e“, Z) . W(Az) — W(AJ>{Z}

Formula (1.8) za komutator dva verteks-operatora, govori nam da je to onda
i samo onda kada je
Y (€7, zp)e" € Vp|[20]]

za sve v € I', tj. onda i samo onda kada su svi koeficijenti uz negativne
potencije od z u Y (€7, zg)e* jednaki nuli. S druge strane, iz definicije verteks-
operatora, odnosno operatora ispreplitanja, vidimo da je

V(e z)e” = CM M 1 e 2V k), (3.3)

gdje je C € C*. Dakle, operatori ispreplitanja Y(e*, 29) ¢e komutirati sa
djelovanjem od g; onda i samo onda kada je

(v,) >0, zasve~yel.

Kasnije ¢emo to¢no odrediti za koje p € P to vrijedi. Ti ¢e nam operatori
(ili njihovi tenzorski produkti) omoguéiti da istovremeno dokazemo linearnu
nezavisnost generirajuc¢ih skupova na svim standardnim modulima odredenog
nivoa k.
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3.2 Visi nivoi

Standardne module L(A) nivoa k& > 1, zbog potpune reducibilnosti ten-
zorskog produkta standardnih modula, mozemo promatrati kao da su ulozeni
u tenzorski produkt modula nivoa 1

L(A) € L(A))®* @ -~ @ L(Ag)®*

za N = koAo+ k1A +-- -+ koo, k= ko+ k1 +-- -+ ko. Vektor najvecée tezine
je tada
VA = USMO Q- ®vg®k‘.
Verteks-operatore pridruzene elementima iz tenzorskog produkta
U R Qup € VpR--- R Vp

definiramo kao tenzorske produkte odgovarajucéih verteks-operatora na ten-
zorskim faktorima:

Yy @ @ug,z) =Y(u,2)® - QY (uy, 2).

Uz tako definirane verteks-operatore, Vg’k = L(A)®" postaje algebra verteks-

operatora, a V5* odnosno tenzorski produkti standardnih modula L(Ag)®*®
-+ ® L(Ay)®* postaju moduli za tu algebru.

Na V%, odnosno L(Ag)®% @ - - -® L(As)®*, definiramo djelovanje Liejeve
algebre preko verteks-operatora: za o € R stavimo

7,(2) = Y(E"®1® @1+ +1®1® - @, 2)
Y(er,2) 1@ @1+ +101®---®Y(e, 2)
= 2,2)®1Q @14+ +101Q® - Quxy(2).

Gornja definicija djelovanja Liejeve algebre g preko verteks-operatora ek-
vivalentna je definiciji djelovanja Liejeve algebre na tenzorskom produktu
modula.

Napomena 12 Za k > 1, standardni modul
L(kAo) = Uf(g) - 1

nece biti jednak cijelom Vg’k. On ¢e naslijediti strukturu verteks-algebre, no
konformni vektor od Vg)k nece biti sadrzan u L(kAg). Medutim, koristeci
tzv. Sugawarinu konstrukciju, unutar L(kAg) se moze naéi drugi konformni
vektor, pridruzen Casimirovom operatoru od g; uz njega L(kAy) postaje
algebra verteks-operatora. Ostali standardni moduli nivoa k bit ¢e moduli
za tu algebru verteks-operatora. U slucaju £ = 1, ta se dva konformna
vektora podudaraju. Ovu ¢injenicu navodimo radi potpunosti, iako ona nece
imati utjecaja na daljnja razmatranja u tekstu.
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Za o € Rstavimodasue* =e*®---®@e“ 1€, =€, X+ Q €, tenzorski
produkti odgovarajuéih operatora. Buduéi da je z,(z)**! = 0, mozemo pro-
matrati exp z,(z). Vrijedi generalizacija Frenkel-Kacove formule za verteks-
operatore:

exp 224 (2) = B~ (=, 2) exp(—22_o(2)) ET(—a, 2)e“ea 2Tk

(vidi npr. [P1]). Ako raspisemo gornju formulu po h-tezinskim komponen-
tama, dobit ¢emo niz relacija:

k+1:0

Fantal?)

1

Hxa(z)k = E (—a,2)Et(—a, z)e%e, 2" (3.4)
a7 = —E(—a, a2 B (0 etensnt?

To(2) = ﬁE’(—Oz,z)(—:c,o[)k’l(z)E*(—04,z)e"‘eaz"”%’2 (3.5)

3.3 Operator e(w)

Za )\ € P, sa e smo oznaéili operator lijevog mnozenje sa 1 ® e* na Vp =
M (1) ® C[P]. Ako pomnozimo te operatore sa €(+, \), izbje¢i ¢emo pojavlji-
vanje skalara u komutacijskim relacijama sa x,(n),« € R. Imamo

e(N) = ee(+, N), e(N) : Vp — Vp,

i jasno je da je e(\) linearna bijekcija. Restrikcije od e()\) na pojedine stan-
dardne module L(A;) bit ¢e bijekcije s jednog modula L(A;) na drugi L(A;).
Direktno iz definicije verteks-operatora Y (e®, z),« € R dobijamo komutaci-
jsku formulu

Y (e, 2)e(N) = e(\) MY (e2, 2),

ili, ako raspisemo po komponentama,

za(n)e(N) = e(Nzo(n+ (N a)) zaa€ R,n € Z. (3.6)
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Za viSe nivoe k > 1, na tenzorskom produktu standardnih modula pro-
matramo operator e(\) definiran kao tenzorski produkt odgovarajuéih ope-
ratora,

e(A) =e(N) @ @e(N) : @ L(A;,) — @ L(Ay).

Operator e(A) je opet linearna bijekcija, i takoder imamo komutacijsku for-
mulu (3.6).
Za A =w =uwy, ivel, formula (3.6) postaje

zy(n)e(w) = e(w)zy(n +1).

Opéenitije, za monom z(7) € S(g1), sa x(r") ozna¢imo monom dobijen
iz x(m) tako da svim faktorima dignemo stupanj za 1. Iz gornje relacije
dobijamo
z(m)e(w) = e(w)z(r™).

Ova relacija omogucit ¢e nam da induktivno dokazemo linearnu nezavisnost
generirajuc¢eg skupa; linearna nezavisnost skupa monoma odredenog stupnja
slijedit ¢e iz linearne nezavisnosti nekih monoma nizeg stupnja (na nekom
drugom modulu).
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Poglavlje 4

Nivo k=1

Koristedi realizaciju standardnih modula L(A;) preko verteks-operatora, ze-
limo pronadéi relacije medu elementima razapinjuéeg skupa (2.2). Elemente
baze ¢emo onda kombinatorno opisati pomoc¢u pocetnih uvjeta i uvjeta ra-
zlike. Zatim ¢emo pronaci odgovarajuce operatore ispreplitanja medu pot-
prostorima Feigin-Stojanovskog. Koriste¢i odgovarajuce koeficijente opera-
tora ispreplitanja, induktivno ¢emo dokazati linearnu nezavisnost elemenata
baze.
Promatramo standardne module

L) = e Vo, i =0,....0

Vektori najveée tezine su v; = e, ¢ = 0,...,¢. Djelovanje Liejeve algebre
g dano je preko verteks-operatora pridruzenih odgovaraju¢im elementima
korijenske resetke,

Ta(2) = Y wa(j)r 7T = V(e 2),

JEZ

za o € R.

4.1 Pocetni uvjeti i uvjeti razlike

Da dobijemo pocetne uvjete na standardnom modulu L(A;), moramo odrediti
najmanji j takav da x.(—j) ne ponistava vektor najvece tezine v;.

Iz formule (3.3) vidimo da je najmanji koeficijent od Y(e?, z) koji netrivi-
jalno djeluje na e”, onaj uz potenciju z**). Pripadni operator ¢e djelovati kao
mnozenje u grupnoj algebri; slati ée e¥ u Ce’™*, za neki C' € C*. Posebno,
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zald=~v€eliv=uw;,1=0,...,¢ formula (3.3) daje nam

(Z wv(_j)zj_1> vi € 274 (e V) [[2]],

jEZ
pa slijedi da je z,(j)v; =0 za j < (v,w;) + 1. Bududi da je

(s ws) = 1, akojer <1 <s,
rsy Wi = 0, inace,

vidimo da ¢e najmanji j takav da je x,(—j)v; # 0, biti 1 ili 2. Toénije,

vy (1) = 0, ako jer <i <s,
s Y] Cerstwi e C*, inace.

Drugim rije¢ima, . (—1)v; # 0 za one v € I' koji se nalaze ispod i-tog retka
(za i < m), odnosno lijevo od i-tog stupca (za ¢ > m). Kazat ¢emo stoga
da monomi z(7) zadovoljavaju pocetne uvjete na L(A;), ako nijedan faktor
stupnja —1 ne ponistava v;, tj. ako se njihove boje nalaze ispod i-tog retka,
odnosno lijevo od i-tog stupca. Krace ¢emo to reéi da z(m) zadovoljava PU
na W(Az)

ey

ey

Da dobijemo relacije medu monomima, promatrat ¢emo vektore

1’7(—1)1’7/(—1)1.

Zanima nas kada su takvi vektori jednaki nuli, odnosno, ako nisu jednaki
nuli, postoje li kakve relacije medu njima. Iz formule (3.3), slicno kao u
prethodnom odlomku, imamo

zy (=) (—1)1 = 2, (—1)e™.
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Bududi da je

2, 7= '}/a
(v,7") =< 1, akosu~ i~y uistom retku ili stupcu,
0 inace,
slijedi da je
0, ako su v 14/ u istom
zy(=1)zy (—1)1 = retku i/ili stupcu,

/ . ~
Ce’™ C e C*, inace.

Fiksirajmo sada dva retka r; < ry i dva stupca sy < s;. Primijetimo da je
onda
Vris1 + Vrosa = Vriso + Vrosis

odakle dobivamo sljedecu relaciju
xT252(_1)x7’181 (_1)1 =C " Tpysy (_1)177“182(_1)17

za neki C' € C.
Dobili smo dva tipa relacija:

Ty (—1)zy(—=1)1 =0
ako se v 1 4/ nalaze u istome retku ili stupcu, te
(=D (1)1 = C -, (~ Dy (1)1

ako v 14/, te 41 17 ¢ine suprotne vrhove nekog pravokutnika u I'.

1
2
! !
rof g oY
I :
L5 ittt 2 S *v1
I :
I :
m| ‘ |
m S9 s1 Y4

Prema napomenama 617 iz 1. poglavljaje Y (z,(—1)z, (—1)1) = z,(2)zy(2).
Stoga za pripadne verteks-operatore vrijede slicne relacije:
v (ep(z) = 0, (4.1)
0y ()ey(z) = C-a,(2)ay(2). (4.2)
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Za n € N promatramo koeficijente uz 2”2 u relacijama (4.1) i (4.2). Ti
koeficijenti su beskona¢ne sume monoma iz U(g;). 1z prve relacije imamo

0 = o ()e(2)

- 3 (X i)

n i+j=n

= Z <Z a:v(—n+j)xy(—j)> 22

n

U svakoj takvoj sumi trazimo minimalan monom u odnosu na uredaj <,
uveden u tocki 2.3, vodedi ¢lan relacije. Njega mozemo izraziti preko ostalih
monoma u sumi, pa ¢emo stoga iz razapinjuceg skupa za W (A) modi izostaviti
sve monome koje u sebi sadrze neki vodeéi ¢lan.! Svi monomi u gornjoj sumi
su duljine 2, i ukupnog stupnja —n. Stoga ¢e minimalan medu njima biti tzv.
minimalnog oblika, tj. faktori u njemu ¢e ili biti istog stupnja (za n paran),
ili ¢e im se stupnjevi razlikovati za jedan (za n neparan). Za n paran, imamo
samo jedan monom minimalnog oblika,

T (=) 2y (—J),

koji onda mora biti vodeéi ¢lan u gornjoj sumi. Za mn neparan imamo dva
monoma minimalnog oblika,

Ty (=) = Day(=7), 24 (=J = Dy (=)
Prema definiciji uredaja, dalje usporedujemo boje, i to prvo boje faktora
stupnja —7, a potom boju faktora —j — 1. Ako uzmemo da je v < 7/, onda
¢e vodedi ¢lan u ovom slucaju biti

Ty (=) = D)y (=) (4.3)
Analogno postupamo sa relacijom (4.2); imamo
0 = 2,(2)zy(2) = C 2y (2)2y(2)
- 5 ( X it iy ) £
n i+j=n
Pretpostavimo da pritom vrijedi v < v < 7] < 7' (tj. boje su smjestene

kao na slici gore). Najprije trazimo monome minimalnog oblika. Za paran n
dobivamo dva takva monoma

xv(_j>$v’(_j)a Ly (_j)x% (—7),

1Vidi propoziciju 14.
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a za m neparan imamo c¢etiri monoma minimalnog oblika

Ty (=) = Dy (=7), 25(=5 = Dy (=),
Ty (=) = Dy, (=), 23, (=) = Dy (=)

Zatim usporedujemo boje u tim monomima; za vodece ¢lanove dobijamo

Ty (=7)2; (=J) (4.4)

za n paran, odnosno
vy (= = Dy (—) (45)
za n neparan.
Za monom x(7) kazat ¢emo da zadovoljava uvjete razlike, ili kraec UR,

ako ne sadrzi niti jedan od vodeéih ¢lanova (4.3), (4.3), (4.3). Kasnije ¢emo
dokazati ovakvu propoziciju

Propozicija 9 Skup
{z(m)va | z(7) zadovoljava PU i UR} (4.6)
razapinje W (A).

Pogledajmo kako izgledaju monomi z(7) koji zadovoljavaju uvjete razlike
i pocetne uvjete na standardnom modulu L(A;) nivoa 1. Pretpostavimo da
u monomu z(7) imamo element z,s(—j). Tada iza tog elementa u z(m) sa
istim stupnjem —j mogu doéi elementi z,.y(—j) ¢ija se boja 7.y nalazi u
osjencanom podrucju

1
2
T o rs
,,,,,,,,,,,,,, B
e —
I —
e
I —
I —
I —
I —
I —
e —
V! ! ——
L - U—
e —
I
I —
.
I
I —
mE———————
m s y4

tj. zar’ > ris < s. Drugim rije¢ima, vy << 7.s. Sa stupnjem —j — 1
mogu doéi elementi z, ¢ (—j — 1) ¢ija je boja 7¢ u osjencanom podruéju:
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——
1
e —
|
e
e ——
1 ¢Vrs
Vol st
m
m s Y4

tj. za ' > rili s < s. Taj uvjet mozemo napisati i kao v,.s & s

Iz ovog razmatranja vidimo da ¢e boje elemenata istog stupnja —j u
monomu x(7) ¢initi padajuéi niz kao na slici ispod; pripadni indeksi redaka
strogo ¢e rasti, a stupaca strogo padati. Niz boja elemenata stupnja —j — 1
takoder ¢e ciniti takav padajuci niz, koji ¢e se ¢itav nalaziti ispod ili lijevo
od najmanje boje elemenata stupnja —j.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

m Y4

Pocetni uvjeti nam kazu da je niz boja elemenata stupnja —1 smjesten
ispod i-tog retka (za 0 < i < m), odnosno lijevo od i-tog stupca (za m < i <

0.

1 1 —
2 2 |
i —
(_1) (_1) [—

mj m e —
m l m i ¢
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4.2 QOperatori ispreplitanja

U iducoj tocki dokazat ¢emo linearnu nezavisnost razapinjuéeg skupa (4.6).
Sredisnju ulogu u dokazu imat ¢e propozicija 11 koja otprilike kaze da za
svaki monom koji zadovoljava pocCetne uvjete i uvjete razlike, postoji koefi-
cijent operatora ispreplitanja w : W(A) — W(A’) za kojeg je taj monom
maksimalan u nekom smislu.

Kako smo ve¢ vidjeli u 3. poglavlju, verteks-operatori pridruzeni elemen-
tima tezinske resetke A € P daju operatore ispreplitanja medu standardnim
modulima

V(e 2) : L(Ay) — LAz},
za A+ w, =ws mod Q. Oznacimo s w(\) koeficijent operatora ispreplitanja
y(e)‘, z) uz potenciju ZAwr), Koeficijenti uz sve nize potencije od z ponistavat
¢e vektor najvece tezine v,. Vrijedi:

w(A) : L(A,) —  L(As),
1@er — C(leer™™) CeC*.

Vidjeli smo da ¢e ti operatori ispreplitanja komutirati sa djelovanjem od
g1 ako i samo ako je

A7) =0, (4.7)

za sve v € I'. U ovom odjeljku ¢emo odrediti sve takve operatore isprepli-
tanja.
Ako napisemo A u bazi

>\:CL1W1+"'+CL4(,U4,

ai,...,ap € 7, tada uvjet (4.7) mozemo napisati kao sustav nejednadzbi
ai+ai+1+---+am+--~—|—aj20, (48)
zait=1,....m,j=m,... L

Promatrajmo "minimalne” tezine za koje vrijedi sustav (4.8):
— [A—
)\1 = Wi, )\m—wm—wmﬂ,
— / —
Aoy = Wy — Wy, )‘m+1 = Wm+1 — Wm+2,
A3 = w3 — wo,

/ —
)\3_1 = Wp—1 — Wy,
/
A771 = Wm — Wm-1, Af = We.
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Kad izracunamo skalarne produkte izmedu gornjih tezina i elemenata iz I,
dobit ¢emo

- 1, ako je v u i-tom retku,
o) = { 0, inace,

1, ako je v u j-tom stupcu
! o ) )
W) = { 0, inace.

Dakle, \;, \; zadovoljavaju sustav (4.8). Pokazat ¢emo

Lema 10 Svaki A € P koji zadovoljava sustav (4.8) (odnosno (4.7) ), moZemo
napisati kao

A=A+ -+ A + b\ A+ -+ b,
gdje su a;,b; € Z,..
Na primjer, imamo
Wy = )\1‘1‘)\24‘)\3,
w; = >\i+/\i—1+"'+/\17 zaigm,
wj = N+ N+ XN, zaj>m,
Wn = Am Aot =AF N N (4.9)
Dokaz: Dokaz ¢emo provesti u 2 koraka:

(1) Pokazat ¢emo da A koji zadovoljava sustav (4.8) mozemo napisati kao

zbroj
)\ — )\/ _|_ )\Il,

gdje su
No= aqwi+ -+ apwm,
N = bpwm + - -+ + bewy,

takvi da oba zadovoljavaju (4.8).
Neka je
A=cw + -+ Cpwm + - -+ + Cowy.

Stavimo
a = min{¢;+---+cpali=1,...,m—1},
b = min{cpy1+---+¢li=m+1,... .}

te pretpostavimo da se minimumi dostizu za ig, jo. Definirajmo a; = ¢;
za i < m, b; = ¢; za j > m. Koeficijente a,,,b,, biramo u ovisnosti o
slucaju
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(i) a>0,b>0.
Tada je ¢, = (A, Ymm) > 0 pa mozemo uzeti proizvoljne a,,, b, >
0 takve da je a,, + by = Cm.-

(i) @ < 0,b > 0.
Buduéi da je (A, vigm) > 0, vrijedi ¢, > |a|. Uzmemo onda a,, =
lal, by, = cm — |al.

(ifi) @ > 0,b < 0.
Slicno kao gore, zbog (X, Ymj,) > 0, je ¢, > |b] pa mozemo uzeti
b, = |bl, am = ¢ — |B].

(iv) a < 0,b < 0.
Zbog (A, Vigjo) = 0 je ¢ > la| + |b|. Zato mozemo uzeti npr.
Uy = |a], by = ¢ — |a| > 10].

Ovako definirani a;, b; zadovoljavaju (4.8).

Za
A= aqwi + -+ apwpn, (4.10)

¢emo pokazati da se moze napisati kao nenegativna linearna kombi-
nacija A;-ova. Analogno ¢e \ = b,,w,, + -+ + bpw, biti nenegativna
linearna kombinacija A’.

Za X kao gore, definiramo visinu od A

h(A) = (N, a1 + 209 + -+ + may,).

Odmah vidimo da je h(X) = (A, Yim +Yom + -+ + Ymm) Da je h(A) > 0.
Dokaz provodimo indukcijom po hA(\). Pretpostavimo da imamo A
visine h(A) = n. Neka je iy najvedi indeks u (4.10) za koji je a;, # 0.
Onda je a;, > 0 jer je a;, = (A, Vigm) > 0. Sada stavimo

)\/ =\ — (wz-o — u)io_l).

Vrijedi: h(X) =mn — 11 X zadovoljava (4.7) (treba samo provjeriti za
Yigms & to je uredu jer je bilo a;, > 0). Tvrdnja sada slijedi indukcijom.

Sa w(A) ozna¢imo operatore s pocetka odlomka; imamo sljedeée dija-
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L(Ao) Vo
w(h) w(Xy) wy w(Xy)

L(A1) L(Ayp) U1 ()
’W(/\z)l lw(/\él) w(/\2)l I (Me—1)
L(A2) L(As_1) V2 Vg—1
v v y y
L(Am 1 L(Am+1 Um—l Um+1

m % wm An)
L(Am) U,

4.3 Dokaz linearne nezavisnosti

Napisimo monom x(7) kao produkt z(m) = x(me)x(m), gdje z(m) sadrzi sve
elemente stupnja —1, a x(my) elemente nizih stupnjeva. U dokazu linearne
nezavisnosti, sredisnju ¢e ulogu igrati sljede¢a propozicija:

Propozicija 11 Neka monom x(m) zadovoljava uvjete razlike i pocetne uvje-
te na modulu L(A). Tada postoji koeficijent operatora ispreplitanja,

w(i) : L(A) — L(N)
takav da
o x(m)ua ), Ce(w)vy, CeC*,
o z(my) zadovoljava PU i UR na L(N\),

e x(m) je maksimalan za w(w), tj. svi monomi x(n') takvi da w(u) ne
ponistava x(w' vy, imaju (—1)-dio mangi ili jednak x(my).

Sljedec¢a lema dobija se jednostavnim racunom iz Cartanove matrice
Lema 12 Neka je v;; € I'. Onda je

Yij = Ni + Al (4.11)

2U drugom dijagramu imamo jednakosti do na mnoZenje ne-nul skalarom.
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Dokaz propozicije: Za pocetak, uzmimo A = Ay, vg = 1 = €. Neka je

z(m1) = @4, (1) -+ @i (D)@, (= 1),

gdje pripadne boje ¢ine padajudéi niz kao ranije, tj. 1 < i3 <ipg < -+ <4y <
m, £ > j1 > jo > -+ > j; > m. Elementi stupnja —2 nalaze se ili ispod retka
14, ili lijevo od stupca j;. Pretpostavimo da se nalaze ispod retka 7;. Buduéi
da za boje od z(m) vrijedi (v;j,7i#5) = 0, imamo

2(m)vo = Tiyjy (—1) -+ @iy, (1)1 = Cy - e ™ i
za neki C € C*. Zbog leme 12, to je dalje jednako

Xiq AN, AN AN
ZE(Wl)Uo — Cl .e ip et A A At i

Stavimo A
Jt—1

= > N+ Y N+ N
1<ut J>Jt J=m
i¢{in,ie} J¢{g1,-05e}
U g smo ukljucili sve A;,i <z, i sve A%, j > m, u ¢ijim se retcima/stupcima
ne nalaze nijedna boja od z(m). Oznac¢imo sa w(u) koeficijent operatora is-
preplitanja Y(e#, z) koji se nalazi uz 2«0 = 20, Sjetimo se da je w(u)e? # 0
ako i samo ako je (u,7) = 0. Stoga monom za monom z(7]) sastavljen od
elemenata stupnja —1, z(7])vg nece biti ponisten sa w(u) ako i samo ako pri-
padne boje leze u retcima {1, ..., }U{i;+1,...,m} i stupcima {ji,..., j:}.
Jasno je da je z(m) maksimalan takav, tj. ako z(7]) nije ponisten s w(u),
onda je z(m}) < z(m).
Primijetimo da je

it l
PA Xt i N N =) N Y N =w, fw.
i=1 j=m

Prema tome,

w(p)z(m)vy = Cheitt
Ce(w)v,,

gdje su Cy,C € C*. Posto se elementi stupnja —2 nalaze ispod retka i,,
z(m)) zadovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike na modulu L(A;,). Dakle,
operator w(u) : L(Ag) — L(A;,) zadovoljava tvrdnju propozicije.

Da su elementi stupnja —2 u x(7) bili smjesteni lijevo od retka j;, onda
bi umjesto \; za m < j < ji, u p ukljucili A\i-ove za i; < i < m. Tako bi
dobili operator w(p) : L(Ag) — L(A;,).
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Na kraju, opcenito, neka je A = A,, zap = 1,...,£. Boje od z(m) se
tada nalaze ispod p-tog retka, odnosno lijevo od p-tog stupca. Onda p biramo
slicno kao i ranije, jedino $to ne uzimamo A;-ove za i < p (ako je p < m),

. , . : . ;
odnosno ne uzimamo N, zajZ>p (ako jep >m). Npr. akg jep < m, a boje
elemenata stupnja —2 u x(7) se nalaze ispod retka i;, stavili bi

Ji—1

p= > N+ Y A;+ZA;.
Jj=m

p<i<it J>Jt
i¢{i1,...,0t} JE{g1,dt}
Za w(p) uzimamo koeficijent operatora ispreplitanja )(e#, z) koji stoji uz
2wl Pogto je w, upravo jednak sumi Ai-ova (odn. N;-ova) koje vise ne
uzimamo u 4, imamo

w + wj,
Mot Vi T Yige T Wp = ili
W—FWJ'“

u ovisnosti o izboru pu, odnosno o polozaju boja elemenata stupnja —2.

Takoder vrijedi
Ce(w)v;,

w(p)z(m)v, = ili
Ce(w)vy,.

Time je zavrsen dokaz propozicije.
Sada ¢emo pomocu propozicije 11 dokazati linearnu nezavisnost skupa

{z(m)va | x(7) zadovoljava PU i UR}.

Dokaz provodimo indukcijom po stupnju monoma, te po uredaju na skupu
monoma, istovremeno za sve standardne module nivoa 1. Pretpostavimo da
imamo relaciju

Zcﬂx(ﬂ)vA, (4.12)

pri ¢emu su svi monomi stupnja veéeg od —n — 1. Fiksirajmo monom z ()
iz. (4.12) i pretpostavimo da je

v =0 za xz(7) < z(m).

Pokazat ¢emo da je onda i ¢, = 0.
Prema propoziciji 11, postoji operator w(u) takav da

o (m)up i Ce(w)vy, CeCx,
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e z(my ) zadovoljava PU i UR na vy,
o w(p) x(roa =0 za x(m) > x(m).

Djelujemo sa operatorom w(u) na relaciju (4.12), imamo

0 = w(,u)ZcW/x(W’)vA
= w) Y vt yon () 3 ena(@on +w() 3 cra(a)on

/ / !
T > ™ <m1 T =T1

Prva suma propadne kad na nju djelujemo s w(u), druga suma je jednaka 0
po pretpostavci indukcije. Ostaje

0 = w(w) Z Crx (T )op

/
T =m

= Z Cox(mh)Ce(w)vy

!
T =1

= Ce(w) Z Cox(mht)ups

!
T =m

Buduéi da je e(w) injekcija, slijedi

Z Cﬂ-/l'(ﬂ';r)’UA/ =0.

!
T =71

U gornjoj relaciji se mogu pojaviti i vektori z(my" Jua takvi da x(mh") ne

zadovoljava pocetne uvjete na W(A’), no ti vektori ée biti jednaki 0 zbog
definicije pocetnih uvjeta za module nivoa 1. Prezivjet ¢e samo oni vektori
koji zadovoljavaju pocetne uvjete i uvjete razlike; medu njima je i () )va.
Nadalje, svi monomi koje smo dobili su stupnja ve¢eg od —n; po pretpostavci
indukcije oni moraju biti linearno nezavisni. Posebno je i ¢, = 0.

Time smo dokazali

Teorem 13 Neka je L(A) standardni modul nivoa 1. Tada skup
{z(m)vp | () zadovoljava UR i PU}

¢ini bazu prostora Feigin-Stojanovskog W (A).
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Poglavlje 5

Uvjeti razlike

5.1 Relacije

Da dobijemo relacije medu monomima koji razapinju W(A), kre¢emo od
posljedice Frenkel-Kac-Segalove formule za modul L(A):

zo(2)F = 0.

Prema napomenama 6 i 7 gornji produkt odgovara verteks-operatoru pridruzenom
vektoru wg(—1)*"11. Zbog korespondencije izmedu polja i vektora (vidi
napomenu 4) je ta relacija ekvivalentna sa

zo(—1)F11 = 0.
Ako na tu relaciju djelujemo sa y € Iy, dobit ¢emo

0 = y-ao(—1) 1 = [y, 2g(=1)*] - 1 4+ (=1 1y - 1 (5.1)
= [y, zo(=1)*1] -1 (5.2)

Komutator [y, z9(—1)*"] je ponovno element iz S(g;(—1)) C S(g1) pa ée

nam gornja jednakost dati novu relaciju medu poljima z,(z), v € I'. Stoga
promatramo podreprezentaciju V od [y unutar U(g;) generiranu singularnim
vektorom zy(—1)%1,

V =U(l) - (we(~1))""" C U(g1) (5.3)

Djelovanje od [y na U(g;) definirano je adjungiranim djelovanjem od [y na g;
(odn. na g;). Vektor (xg(—1))**! je vektor najvecée tezine (k + 1)6 za .

Adjungirano djelovanje od [y na g; mozemo opisati pomocu djelovanja
od [y na skupu boja I', koji je ujedno i skup korijena od g;. Algebra [ je
direktna suma dviju prostih podalgebri,

lh =11,
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gdje je prva tipa podalgebra tipa A,,_ 1, a druga A,_,,
Adjungirano djelovanje od [, dano je sa

[‘T—Oéi? :L‘qu] = 5ipx7p+1,q) (54)
[xaiv 'T'qu] = 5@’71)—1&3#}/})71’(17
zai=1,...,m—1, gdje su x, € g, odgovaraju¢i Chevalleyovi generatori.

Adjungirano djelovanje druge podalgebre [j dano je sa

[x_ai’ x’qu] = 5iq$'yp,q_1a (55)
[xaiﬂ I'qu] - 5i,q+11‘7p7q+1a
za i = m+ 1,...,0. Mozemo reé¢i da prva podalgebra [}, djeluje tako da

mijenja samo indeks redaka boja, a druga podalgebra [ tako da mijenja
samo indeks stupaca boja.

Zelimo prouciti lp-modul V iz relacije (5.3). Adjungirano djelovanje od
ne mijenja stupanj elemenata iz U(g;) = S(g1). Stoga je V zapravo smjesten
unutar simetri¢ne algebre S(g;(—1)). Buduéi da je

S(g1(—=1)) = S(g1) = U(g1)

kao [p-modul i asocijativna algebra, mozemo na V' gledati kao da je realiziran
unutar simetri¢ne algebre S(g; ), odnosno polinomijalne algebre u varijablama

Lij, izl,...,m

jg=m,... /L.
Na njoj [y djeluje derivacijama tako da [, djeluje tako da mijenja prvi, a [
drugi indeks varijabli. Vektor najvece tezine u V' je onda x'fjl (jer je 0 = 1y,

pripadna tezina (k + 1)6.
Znamo da je (vidi lemu 12)

0 == w1+ we

Prvi sumand, wy, je u stvari tezina za [j, a drugi, wy, za [j. Neka je 1}
reprezentacija najvece tezine (k + l)w; za [, a V, reprezentacija najvece
tezine (k + 1)wy za [[. Onda je

V=V

Modul V; realiziramo kao prostor homogenih polinoma stupnja £+ 1 u
m varijabli
Vi=SMYNay, . an) C Sz, ..., Tm).
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Ako identificiramo [[; sa m x m matricama traga 0, onda je djelovanje od [,
dano s

Eij = Tz,

8:16]-

gdje E;; predstavlja matricu koja ima 1 na mjestu ¢j, a ostalo su 0. Tada

. . . . .. b ) . . .
elementi baze x_,,, =,, djeluju kao derivacije Tit155;0 Tiga, - To je djelovanje
slicno kao u (5.4). Vektor najveée tezine bit ¢e monom z%**. Direktnim

racunanjem, ili iz formule karaktera, vidi se da monomi
Ty Tiy Ty, 1< <dg <o Sy <

¢ine bazu od Vj sacinjenu od tezinskih vektora.
Slicno, V5 mozemo realizirati kao homogene polinome stupnja k£ + 1 u
¢ —m + 1 varijabli

Vo = Sk“(ajm, cey @) C S (X, x0).

Generatori z_,,, z,, djeluju kao derivacije xi_lﬁ, xi%. Ovo djelovanje
3 71—

sliéno je onom u (5.5). Vektor najvece tezine je 2}, a bazu ¢ine monomi

TjTjy Ty, L2012 Ja> 0 2 Jrgr = M.
Bazu od V; ® V5 ¢init ¢e onda tenzorski produkti

Liy Lig * " Ty ® TjyTjo " Ljpyqs
1<ip <ig <o <y <,

0> g1 2 Jo > 2 Jpy1 =M.
Hocemo vidjeti kako ¢e izgledati odgovarajuc¢a baza od V' C S(g1). Pokazat
¢emo da gornjem vektoru odgovara linearna kombinacija svih mogué¢ih mono-
ma stupnja k+1 takvih da je (multi)skup 1. indeksa jednak {i1,ds, ..., ix1},
a (multi)skup 2. indeksa jednak {ji, 2, ..., Jkr1}

E : Cpqxplmzpwz T 1qrtr (56)

{P1,sPrt1 y={i1,0 i1}
{q1sar+1y={d1,dk+1}

Koeficijenti C), su pozitivni cijeli brojevi.

Najprije ¢emo na vektore najvece tezine x’fjl €V, odn. 2/ ® xlgﬂ €
V1 ® Vi, djelovati odgovarajuéim x_,,-ovima, i € {m + 1,...,¢}, tako da u
Vi ® V5 dobijemo

k+1
Ly ® Lj1Ljy = Ljpyq-
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Odgovarajuéi vektor u V' bit ¢e jednak

1
L1j1 L1355 * " Ty -

Kada na te vektore djelujemo sa R <+ X_gq,, dobit ¢emo s

jedne strane

T2
k
L1y ® Lj1Ljy = Ly € ‘/1 ® ‘/2’

a sa druge
k41

§ :'Iljl  Tigaage T Ty eV
r=1

U drugom vektoru je po jedno pojavljivanje indeksa 1 na prvome mjestu
preslo u indeks 7;11. Monomi

Trjy = X1 Xrgr " g
odgovaraju vektorima
1 J1 Jr—1""Jr41 Jk+1

iz odgovarujuc¢eg modula V/ ® Vj kojeg bi promatrali kada bi gledali nivo
k—1. Dalje bi na gornje monome i vektore djelovalisa x_q, ,T—a, , " T—q,
koji bi po jedno pojavljivanje indeksa 1 prevodili u ;. Tvrdnja sada slijedi
indukcijom po k, jer je x_q, - x5, ; = 0 za s <ipyq.

Bududi da je g; komutativna, prema napomenama 6 i 7, imamo ovakvu
korespondenciju polja i vektora

TpigiTpage " Tppyrgeer 7 T (_1)xp2tp<_1) © T gadra (_1)1
o~ Tpig (z)xm% (Z) T 1qrt1 (Z)
Ako to primijenimo na (5.6), dobit ¢emo sljedeée relacije na W (A):

Z Cpqxplth <Z>xP2Q2 (Z) g1 qrg (Z) =0

{p1,-Prt1y={i1, iks1}
{q1, @1 y={J1,Jky1}

pri cemu su pripadni koeficijenti Cy, prirodni brojevi.

ITo¢nije, gornjem vektoru odgovara neki multipl tog monoma, N - T1j, Tl " Tljppr s
gdje je N € N odgovarajuéi multinomni koeficijent. No, buduéi da trazimo bazu, ti skalarni
faktori nam nisu bitni.
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5.2 Vodeci ¢clanovi

Fiksirajmo jedan izbor

1<y <ip <o < <,
(> 2>2Je> 21 2>2m

i promatrajmo odgovarajucu relaciju medu poljima. U njoj gledamo koefi-
cijente uz 2" *~! za svaki n > k + 1. Oni su beskona¢ne sume monoma od
k + 1 faktora

Z Cpq:cplm <_n1)xp2tI2(_n2) © Upp1Grtt <_nk+1) = 0.
ni+-4ngr1=n

P
U svakoj takvoj sumi identificiramo najmanji monom obzirom na leksiko-
grafski uredaj, tzv. vodeci ¢lan relacije. Njega onda mozemo izraziti pomocu
vecih pa ga mozemo izostaviti iz razapinjuceg skupa.

Svi monomi koji se pojavljuju u gornjoj relaciji su iste duljine i istog
ukupnog stupnja. Zato je dovoljno gledati one koji su "minimalnog oblika”,
tj. one kod kojih se stupnjevi medu faktorima razlikuju najvise za 1. Ostali
monomi ¢e sigurno biti veé¢i od njih. Mozemo ih podijeliti u k£ + 1 osnovnih
tipova, ovisno o ostatku pri dijeljenju n sa k + 1.

Pogledajmo najprije slucaj kad je n = r(k + 1). Monomi minimalnog
oblika za taj slucaj, imat ¢e svih k + 1 faktora istog stupnja. Trazimo zato
najmanji moguci izbor

Ip1q1<—7’)$p2q2<—7’) T 'kaﬂ%ﬂ(_rr)? {pb s ka-i-l} = {i17 s 7ik+1}7

{qla s 7Qk’+1} = {jla s ajk+1}

u leksikografskom uredaju. Bududéi da su svi faktori istog stupnja, problem
se svodi na nalazenje najmanje moguce konfiguracije

Tprg1Tpags " Tprsrgnens APl Phar ) = {015+ o5 Thp1
{qlv < 7Qk+1} = {jh e 7jk+1}
u leksikografskom uredaju. To znaci da ¢emo monom birati tako da imamo
najmanji mogudi zadnji (najveéi) element x, 4, .,, zatim najmanji mogudi
predzadnji (idué¢i najveéi) element u monomu, i tako dalje.
No, taj je uredaj izveden iz uredaja na bojama ~ € I' gdje najprije
usporedujemo retke, a potom stupce; uzimamo da je

1>2>.-->m,
>0—1>--->m.
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Vidimo stoga da se najveci element nalazi u ¢;-om retku. Najmanji moguci
medu takvima je x;,; . Iduci najveci je iz is-og retka, najmanji moguci
medu takvima je z;,;,.2 Nastavljamo dalje induktivno. Dobili smo monom

Tigirjr " TingTirgrar  Tigyrjn (=7) o Tigjy (—=7) Ty, (=7).

Pogledajmo kako su smjestene odgovarajuce boje u tom monomu. Vidimo
da je svaki 7;,,,j,_,,, smjesten ili desno, ili ispod, ili dijagonalno dolje i desno
od prethodnog v;,j, .,

Vitjg 42

Vig 419k —t41

Prema tome, odgovarajuce boje u vode¢em c¢lanu bit ¢e smjestene na putu
poput ovog na slici (pritom dozvoljavamo da se boje ponavljaju, tj. da su
dvije uzastopne boje jednake)

Vi1dk+1

Yigjy,

Vigt191

Na kraju, zelimo zapisati vodece clanove u terminima eksponenata
7(z;;(—r)). Oznacimo sa a;; = m(x;;(—r)) eksponent od z;;(—r) u monomu

2Ako je i1 = 42, onda ée drugi element biti vedi ili jednak prvom. Medutim, to neée
predstavljati problem jer ¢e nam ovakav izbor prvih elemenata davati (do na poredak)
najmanji mogudi izbor elemenata iz 41-og retka, tj. najvecih elemenata u nasem monomu.
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x(m). Tada vodeéi ¢lanovi odgovaraju rjesenjima jednadzbi

Wirjp + Qigjey + -+ iy, = k41,
1< <ip <o <4y <m,
(> 2>Jo> 25 2>2m,
(iwjl/) 7é (il/+17ju+1)-
gdje su boje ;,;, postavljene po putu kakav smo gore imali. Zadnji redak ne
dozvoljava vise da se boje ponavljaju, jer se odgovarajuci eksponenti zapravo
broje ponavljanje svake boje.

Uvjet razlike kaze da monom x(7) iz razapinjuéeg skupa ne sadrzi vodece
clanove. U terminima eksponenata to mozemo zapisat tako da u gornjim

2

relacijama zamijenimo znak "=" s 7" <”  odnosno
g F Qigj,_y + -+ Gy <K,
I<pyy<ip<--- <4 <m,
> 12 Je > 2> g >m,
(iuaju) 7é (iu+17ju+1)-

Neka je sada n = r(k 4+ 1) + s. "Minimalni oblik” za ovaj slucaj je:

}S

k+1

—
U vodec¢em clanu ¢emo imati s faktora stupnja —r — 1 te k — s + 1 faktora
stupnja —r. Posto su elementi stupnja —r ve¢i od onih stupnja —r—1, vodeéi
¢lan éemo naéi tako da uzmemo prvo najmanji moguéi (—r)-dio monoma, a
zatim najmanji moguéi (—r—1)-dio. Stoga (—r)-dio smjestamo na najmanjih
(u uredajuna I') k—s+1 redaka i stupaca, na ostale smjestamo (—r —1)-dio:

(—r)-dio ~>  (is41lst2 - tkt1)s (Jst1Tss2 " Jrt1),
(—T — 1)—di0 ~ (ilig .- -’is), (jljg .- ]S)

Dalje nastavljamo kao u ranijem slucaju; vidimo da se elementi istog stupnja
nalaze na putu kakav smo malo prije spomenuli, i retci od (—r)-elemenata su
vedi ili jednaki od redaka od (—r — 1)-elemenata (u standardnom uredaju na
N), stupci od (—r)-elemenata su manji ili jednaki od stupaca od (—r — 1)-
elemenata:
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****************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

m Y4

Pomocu eksponenata, uvjete razlike u ovom slucaju mozemo napisati na
sljede¢i nacin
bivjo -+ bigjy + Gigrje + oo F iy, K,
< S Stgp S < Smy
(Zh 2 2jsZjsp1 22 =>m
£

(/L.l/-‘rlmju-‘rl)? za v = 17 c 78_17

s+1,...,t
gdje a-ovi predstavljaju eksponente odgovarajuéih (—r)-faktora, a b-ovi ek-
sponente (—r — 1)-faktora.

Na kraju, primijetimo da ovako napisani uvjeti razlike obuhvacaju i pret-
hodni slu¢aj. To je zato Sto se podrué¢ja u kojima se nalaze (—r) i (—r—1)-dio
preklapaju u gornjem desnom odnosno donjem lijevom polju pa mozemo uzeti
da se (—r)-dio nalazi u ¢itavom T, a (—r — 1)-dio samo u gornjem desnom
polju (na mjestu 1¢). Stoga ¢emo u daljnjem tekstu pod uvjetima razlike
podrazumijevati ove nejednakosti.

Propozicija 14 Skup
{z(m)vp | z(7) zadovoljava UR}
razapinje W (A).

Dokaz Ako z(m) ne zadovoljava uvjete razlike, onda on sadrzi vodeéi ¢lan
z(7') kojeg mozemo zamijeniti s ve¢ima x(7,) > x(n’), istog ukupnog stup-
nja. Dodamo li im ostale faktore od z(w), dobit ¢emo monome z(w;). Zbog
propozicije 8, vrijedi z(m) < x(m;), svi su istog ukupnog stupnja kao i z(), i

x(m)vy = aqx(m)oa + -+ - + oz (m,)vy.

Dakle, ako x(7) ne zadovoljava uvjete razlike onda x(7)vy mozemo prikazati
kao linearnu kombinaciju ve¢ih monoma istog ukupnog stupnja. Medutim,
takvih ima najvise konacno mnogo, pa ¢emo nakon konacno koraka imati
samo monome koji zadovoljavaju uvjete razlike.
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Poglavlje 6

Pocetni uvjeti

Definirat ¢emo u ovom odlomku tzv. pocetne uvjete na monomima iz U(g;).
Oni se odnose na (—1)-dio monoma. Monome koji ne¢e zadovoljavati pocetne
uvjete takoder ¢emo modi izostaviti iz razapinjuceg skupa.

Jasno je da iz razapinjuceg skupa za W (A) moramo izostaviti one monome
¢iji (—1)-dio ponistava v,. Takoder, moze se desiti da postoje neke relacije
izmedu takvih (—1)-dijelova. Vidjet ¢emo uskoro da se te relacije zapravo
svode na relacije dobivene iz uvjeta razlike na modulima nizeg nivoa.

Primjer Neka je g =sl(4,C), w = wy. Skup boja je tada

I = {712, 713, 22, V23 }-

Promatramo standardni modul L(A) nivoa 2 za A = Ay 4+ Ag, realiziran u
tenzorskom produktu modula nivoa 1. Vektor najvece tezine je vy = vy ® vs.
Promatrajmo monome

x(m) = xoa(—1)w13(—1),
2(7') = wo3(—1)a12(—1).

I jedan i drugi zadovoljavaju uvjete razlike na W (A). Medjutim, posto svaki
z,(—1),v € I' ponistava vy, onda je

z(m)vp = (ro2(—1)213(—1)v0) @ V2,
(7 oy = (xo3(—1)x12(—1)v9) @ V9.

S druge strane, iz relacija na osnovnom modulu L(Ag) znamo da su vektori
Toa(—1)x13(—1)vg 1 we3(—1)x12(—1)v9 medusobno proporcionalni. Stoga su i
x(m)vp 1 x(7')vp takoder medusobno proporcionalni, pa ¢emo jednog od njih
morati iskljuciti iz razapinjuceg skupa. Ovo je tipican primjer relacije koja
nam daje pocetne uvjete; pocetni uvjeti ¢e se svoditi na uvjete razlike na
nekom modulu nizeg nivoa.
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Pocetni uvjeti bi izgledom trebali podsje¢ati na uvjete razlike. Oni ustvari
glume uvjete razlike u kojima elementi stupnja —1 igraju ulogu elemenata
stupnja —j — 1. Pokazat ¢emo da pocetni uvjeti izgledaju ovako:

Qirjy T Qigjoy + o+ @iy S kot ki + -+ ki1 + kj+ -+ ky,
1<y <ip<--- <4y <m,
(> 2G22> 2 >2m,
(4s Jv) # (Gt Jot),
gdje je a;; eksponent od z;;(—1). Na desnoj strani nejednakosti imamo sumu

multipliciteta svih modula nivoa 1 na kojima zivi barem jedan od faktora
z;;(—1) iz monoma koji odgovara lijevoj strani.

Propozicija 15 Skup
{z(m)vp | (1) zadovoljava PU i UR}
razapinje W (A).

Prisjetimo se da je kod dokaza da monomi {z(7)v, | (7) zadovoljava UR}
razapinju W (A) kljucna bila ¢injenica da ako z(m) ne zadovoljava uvjete raz-
like, onda on sadrzi vodedi ¢lan (") kojeg mozemo zamijeniti s veéima x (7)),
istog ukupnog stupnja. Zbog toga smo i z(7) mogli zamijeniti s monomima
x(m;):

z(m)va = arx(m)op + - - + apa(m)vp
i pritom su z(m;) > x(7), istog ukupnog stupnja. Pokazat ¢emo analognu
tvrdnju za pocetne uvjete.
Dokaz: Ako z(7) ne zadovoljava pocetne uvjete, tada () sadrzi ¢lan z(n’)
koji se sastoji od (—1)-ica ¢ije su boje smjestene na dijagonalnom putu,
tako da z(7') na zadovoljava pocetne uvjete. Vidjet ¢emo da onda z(n’)
mozemo zamijeniti s z(7}), ..., z(n.), gdje su z(n}) istog ukupnog stupnja i
z(m) < x(m;). Zajedno s ostatkom od z(m), oni ¢e nam dati monome z(;)
istog ukupnog stupnja, takve da je z(m) < z(m;) i
x(m)vy = aqx(m)oa + - - + oz (m,)vp.

Neka je
:L‘(ﬂ") = xitjl(—l) o 'xiljt(_l)
kao gore. Mozemo uzeti z(7') takav da je

t=ko+ki+ - +kii1+kjp1+--+k+1, (6.1)

tj. mozemo izabrati x(7’) minimalne duljine. Imamo 2 moguénosti:
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(i)

(if)

t=Fk+1
U ovom slucaju je pocetni uvjet za x(n’) ekvivalentan uvjetu razlike,
pa tvrdnja slijedi iz analogne tvrdnje za uvjete razlike.

t <k
Tada u tenzorskom produktu vy = U?ko ®v?k1 ®- - -®v§§k" postoji barem

jedan v; na kojem se ponistavaju svi faktori od z(7’). Grupiramo A;-ove
iz A

it—1 ¢
N = Z kil + Z kili;
=0 i=j¢t+1

suma ide po istim indeksima kao i u (6.1), tj. po svim i takvima da
na odgovarajuéem modulu (nivoa 1) L(A;), barem jedan od faktora u
z(7') djeluje netrivijalno. Stavimo

A”:iki/\i:A—A’.

=1t

Sa vy 1 vpr oznacimo odgovarajucée vektore najvece tezine u standard-
nim modulima L(A’) i L(A”). Onda je

A= A/—f—A”,
VA = Up @ vpr,
i vrijedi
x(ﬂ'/)UA = (.1'(7'('/)1)/\/) & VA
Primijetimo da je L(A’) modul nivoa k' < k, i
t=Fk+1.

Uvjeti razlike za nivo &’ nam daju onda monome z(7}), ..., z(7.) istog
ukupnog stupnja takve da je

z(m oy = aqx(m)oy + - - + apx () ) oy

iz(r') < x(n}). Iz relacija koje su dale uvjete razlike vidimo da se u

x(m}) kao faktori pojavljuju (—1)-ice ¢ije se boje nalaze u istim retcima
i stupcima kao i one od faktora u z(7’). Sve one takoder daju 0 kada
djeluju na vp~. Stoga je

() on = aq(m))oa + -+ + apz(m))va.

Odavdje sada slijedi tvrdnja.
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Poglavlje 7

Pocetni uvjeti i uvjeti razlike 11

Kao sto smo veé ranije rekli, standardni modul nivoa £ mozemo promatrati
kao da je ulozen u tenzorski produkt modula nivoa 1, vektor najvece tezine
je tada tenzorski produkt odgovarajué¢ih vektora najveée tezine iz nivoa 1.
Zelimo naéi vezu izmedu uvjeta razlike i pocetnih uvijeta na L(A), i pocetnih
uvjeta i uvjeta razlike na modulima nivoa 1 koji se pojavljuju u tenzorskom
produktu.

Ako pogledamo kako izgledaju uvjeti razlike na W (A) nivoa k, mozemo
uociti da oni upravo kazu da z(m) moze imati najvise k elemenata koji ne
zadovoljavaju uvjete razlike na nivou 1 (vidi propoziciju 18). Stoga bi mogli
ocekivati da z(m) mozemo rastaviti na faktore tako da svaki od njih zado-
voljava pocetne uvjete i uvjete razlike na odgovaraju¢im modulima nivoa 1.
Dokazat ¢emo

Teorem 16 Neka je L(A) standardni modul nivoa k s vektorom najvece
tezine vp = vy, @ - - - @y, , gdje su vy, vektori najvece teZine u odgovarajucem
modulu L(A,,) nivoa 1. Ako monom x(m) € U(gy ) zadovoljava pocetne uvjete
i uvjete razlike na W(A), onda postoji faktorizacija

z(n) = z(xW) - z(x®)
takva da svaki x(7®) zaodovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike na W(A,,).

Obratne implikacija u propoziciji 18 povlacit ¢e obrat teorema. Stoga
¢emo imati

Korolar 17 Uz oznake kao gore, monom x(w) € U(gy ) zadovoljava pocetne
uvjete i uvjete razlike na W(A) ako i samo ako postoji faktorizacija

z(m) = x(ﬂ(l)) . .x(ﬂ(k))

takva da svaki x(79) zaodovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike na W(A,,).
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7.1 Uvjete razlike mozemo napisati na drugi
nacin

Pokazat ¢emo teorem 16 najprije za A = kAg, a potom to generalizirati
za opleniti A. Na A = kA su pocetni uvjeti zapravo sadrzani u uvjetima
razlike, pa stoga gledamo samo uvjete razlike na monomima.
Definiramo jos jedan uredaj na varijablama:
Zo(—1) T 2z3(—j) ako monom x,(—i)zg(—j) zadovoljava uvjete razlike na
nivou 1, tj. x,(—%) moze doéi iza xg(—7j) prema uvjetima razlike za nivo 1.
Preciznije
—i<—j-2,
To(—1) C xg(—j) ako —i=—j—1i0#4aq,
= —jia=<f.
Na monome z(7) sada gledamo kao na (multi)skupove.

Propozicija 18 Monom x(m) zadovoljava uvjete razlike za nivo k ako i samo
ako proizvoljan podskup od x(m) u kojem nikoja dva elementa nisu usporediva,
ima najvise k elemenata.

Dokaz: S jedne strane, jasno je da su svi elementi ¢ije boje leze na putu
kakve imamo kod uvjeta razlike, medusobno neusporedivi. Obratno, pret-
postavimo da imamo skup u kojem nikoja dva elementa nisu usporediva. 1z
definicije uredaja (odn. iz uvjeta razlike na nivou 1) vidimo da im se stupn-
jevi mogu razlikovati najvise za 1. Neka su to —j, —j — 1. Nadalje, elementi
istog stupnja su medusobno neusporedivi pa stoga njihove boje moraju biti
rasporedene po putu kakav gledamo kod uvjeta razlike. Na kraju, nikoja dva
elementa razlicitog stupnja nisu medusobno usporediva pa putevi elemenata
stupnja —j i —j — 1 moraju medusobno biti poslozeni kao kod uvjeta razlike.

Primijetimo: ako je z,,(—j1) C #4,(—j2) T -+ C 2,(—J,) linearno
ureden skup (lanac) obzirom na [, onda monom

Loy (= 1) Ty (—J2) - - 4, (—Jr)
zadovoljava uvjete razlike na nivou 1. Teorem 16 bit ¢e dokazan ako pokazemo
da postoji particija od z(7) u k linearno uredena podskupa.

7.2 Dokaz teorema 16

Neka je S konacan skup, |S| = n. Pretpostavimo da na S imamo definiran
strogi! parcijalan uredaj C. Kazat ¢emo da je podskup X C S totalno

Lrcy=a+#y.
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neureden ako nikoja dva elementa iz X nisu medusobno usporediva, tj. ako
je restrikcija C|xxx = 0.
Teorem 16 slijedi iz sljedec¢e tvrdnje

Lema 19 Neka je (S, C) kao gore. Pretpostavimo da svaki totalno neuredeni
podskup 1ma najvise k elemenata. Tada postoji particija od S u najvise k
podskupova koji su linearno uredeni.

Dokaz: Neka je [ maksimalan broj elemenata u totalno neuredenom pod-
skupu od S, | < k. Pokazat ¢emo da S mozemo podijeliti u [ linearno
uredenih podskupova.

Dokaz provodimo indukcijom po [ i po kardinalitetu od S, n = |S|. Imamo
2 slucaja:

(i) postoje ay,...,a; € S od kojih nikoja dva nisu usporediva, pri ¢emu
nisu svi aq, . .., a; maksimalni, ili nisu svi minimalni elementi u S.
Svaki element iz S je onda usporediv sa nekim od a4, ..., a;, zbog mak-

simalnosti od [. Stoga mozemo definirati particiju od S:
G={zr €S, v Ja; zaneki i},

D={z €S, v T a; zanekii}.

Tada je
S=GUDU{a,...,a},

pri ¢emu je gornja unija disjunktna, i skupovi G i D nisu prazni prema
pretpostavci. Stavimo

G’:GU{&l,...,al},
D/:DU{al,...,al}.

Skupovi G’ i D’ imaju manje od n elemenata, pa po pretpostavci in-
dukcije G’ i D’ mozemo razdijeliti u lin. uredene podskupove. Skup
{ai,...,a;} ¢ini skup minimalnih elemenata u G’, te ujedno i skup mak-
simalnih elemenata u D’. Prema tome, linearno uredeni podskupovi od
G' zavrsavaju s ay, . .., a;, a linearno uredeni podskupovi od D’ poc¢inju
s aiy,...,a;, paih mozemo ”slijepiti”. Na taj nacin dobivamo particiju
skupa S u [ linearno uredenih podskupova.

(i) jedini ay,...,q; koji su medusobno neusporedivi su ili svi minimalni
elementi ili svi maksimalni elementi (moze i oboje). Sada ne mozemo
napraviti particiju kao gore, tj. jedan od skupova G, D bit ¢e prazan.
Imamo 2 slucaja
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(a) Pretpostavimo da jedini [-¢lani totalno neuredeni podskup od S
¢ine maksimalni elementi od S (analogno dokaz ide za minimalne
elemente). Oznac¢imo ih sa aq, ..., q.

Odaberimo bilo koji lanac u S koji pocinje sa aq,

ay=x1 1Ty -+ 1Ty,

i izbacimo ga iz S. Skup S\ {z1,...,z,} ima totalno neuredene
podskupove s najvise [ — 1 elemenata, pa ga prema pretpostavci
indukcije mozemo podijeliti u [ — 1 linearno uredenih skupova.
Zajedno sa {x1, za, ..., x,}, to nam daje particiju od S ul linearno
uredenih podskupova.

(b) Pretpostavimo da su ay, ..., maksimalni, by,...,b minimalni
elementi u S.
Odaberimo bilo koji lanac koji poc¢inje sa a; i zavrSava sa nekim
od b-ova,
a1 =x1 Jxo J -+ Jx, = by,

i izbacimo ga iz S. Onda, kao i gore, skup S\ {z1,...,z,} ima
totalno neuredene podskupove s najvise [ — 1 elemenata pa po
prtepostavci indukcije imamo particiju od S u [ linearno uredenih
podskupova.

7.3 Pocetni uvjeti. A = koo + -+ + ko/\y

Sada ¢emo pokazati teorem 16 u opcem slucaju za A = kgAg + - -+ + ke\y.

Prisjetimo sa najprije pocetnih uvjeta na nivou 1; za modul L(A;) pocetni
uvjet kaze da su dozvoljene (—1)-ice samo ispod j-tog retka (za j < m),
odnosno lijevo od j-tog stupca (za j > m). Primijetimo da te pocetne uvjete
mozemo shvatiti kao uvjete razlike ako monomima dodamo ”imaginarne”
(0)-elemente: za j < m stavimo (0)-element na pocetak j-tog retka, odnosno
za j > m stavimo (0)-element na dno j-tog stupca.

Ovu konstrukciju mozemo napraviti za svaki nivo. Za j = 1,...,¢,
monomu z(7w) dodat ¢emo k; (0)-elemenata odgovarajuce boje. Sa z(7')
oznacimo tako dobijen monom,

o(r') = a(n) - 2§, (0)252,(0) - 2k (0)akm+i (0)--- 2%, (0).

Boje (0)-elemenata u monomu x(7’) leze na dijagonalnom putu. Pogleda-

jmo sada za xz(7') uvjete razlike izmedu elemenata stupnja —1 i 0. Pret-
postavimo da se boje elemenata stupnja —1 nalaze na dijagonalnom putu

66



u pravokutniku iznad (i 4+ 1)-og retka i desno od (j — 1)-og stupca, kao
na slikama na stranama 57 i 59. Neka su a;j,,...,a;; eksponenti odgo-
varajucih elemenata. Za uvjete razlike promatramo elemente stupnja 0 ¢ije
se boje nalaze ispod i — 1-og retka i lijevo od j + 1-og stupca - to su ele-
menti ;,(0), Zit1.m(0), - .-, Zmm(0), Zym+1(0), . . ., 1 (0), sa odgovarajuéim
eksponentima k;, ki1, ..., k;. Prema uvjetima razlike je onda

ailjt‘i‘"'—i‘aiﬂ‘l+I€i+“'+kjSk.

Odatle je
a’iljt—i_.'.—i_a’it]‘l Sk_ki_..._kj,

odnosno
ailjt—i----—i—aitjl Sk0+k1+"'+I€i_1+l€j+1+"'+k‘g.

Ako uzmemo pravokutnik takav da je i = i; i j = j;, dobit éemo pocetne
uvjete za W(A). Dakle,

z(m) zadovoljava UR 1 PU na W(A) <= z(n’) zadovoljava UR.

m i J4

Za x(7') znamo da postoji particija u linearno uredene podskupove. Ele-
menti stupnja 0 koje smo dodali su svi medusobno neusporedivi, pa ¢e svi oni
biti u razli¢itim lancima, i to na njihovom kraju. Ako iz tih lanaca maknemo
(0)-elemente, dobit ¢emo particiju od z(7) u linearno uredene podskupove,
i pritom lanci u kojima su bili (0)-elementi koji odgovaraju modulu A;, j =
0,...,¢, zadovoljavaju pocetne uvjete na tom modulu. Time je dokazan
teorem 16 u opc¢em slucaju.
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Poglavlje 8

Dokaz linearne nezavisnosti

8.1 Operatori ispreplitanja i uredaj na mo-
nomima

Neka je L(A) standardni modul nivoa k, vy = v,, ® - -+ ® v, vektor najvece
tezine. Zelimo dokazati

Teorem 20 Vektor:
{z(m)va | () zadovoljava UR i PU}
su linearno nezavisni, pa ¢éine bazu prostora Feigin-Stojanovskog W (A).

Dokaz teorema provest ¢emo indukcijom po uredaju na monomima; uz
pretpostavku da su u relaciji

Z crx(m)vy =0

koeficijenti uz sve monome z(n') < x(m) jednaki 0, pokazat ¢emo da je onda
i koeficijent uz z(m) takoder jednak 0. Da bi proveli indukciju, trebaju nam
odgovarajuéi koeficijenti operatora ispreplitanja.

Operatori koje ¢emo koristiti bit ¢e tenzorski produkti koeficijenata ope-
ratora ispreplitanja iz nivoa 1. Fiksirajmo x(7); neka je

a(m) = x(m)z(m),

gdje je x(m) (—1)-dio, a z(ms) ostatak. Teorem 16 kaze da onda postoji
faktorizacija
z(m) = x(ﬂ(l)) . x(ﬂ(k))7
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takva da z(7(®) zadovoljavaju pocetne uvjete i uvjete razlike na W (A,,).
Gornja faktorizacija inducira odgovarajuée faktorizacije od x(m) i z(ms):

1 k
a(m) = a(m)--a(m”),
k
a(my) = a(my’)---a(m?).
Prema propoziciji 11 postoje koeficijenti operatora ispreplitanja w(pu;), i =
1,...,k takvi da

w(r)er, 2 Ce(w)vyy, OV € C*.
Oznacimo sa w operator

w=w(p) @ @w(u),

te neka je
VAT = Uyt ®-~~®UT§c

vektor najvece tezine A’. Onda
1) o (k) w X
z(my v, ® - @ x(my vy, — Ce(w)vp, C € C*.
Prema propoziciji 11, x(ﬂéi)J“) zadovoljavaju pocetne uvjete i uvjete razlike
na W(Ar;. Korolar 17 onda povlaéi da i z(m) zadovoljava pocetne uvjete i
uvjete razlike na WA’. Takoder, prema propoziciji 11, imamo da je x(wgi))
maksimalan za w(p;).
Ovo razmatranje nas upucuje na to da bi na nivou k mogli imati analogon
propoziciji 11. Da bi to dobili, treba provjeriti dvije stvari:

L. x(ﬂl))vrl ®-® :c(7r§k))vr,c je samo jedan od sumanada koje dobijemo
djelovanjem x (7 ) na tenzorski produkt vy = v,, ® - - - @ v,,. Pitanje je
sto se desava s ostalim sumandima od z(m;)v, kada na njih djelujemo
s operatorom w?

2. Moramo vidjeti da li ovakav izbor operatora w postuje uredaj na skupu
monoma, tj. da li w ponistava sve x(v)v, koji imaju (—1)-dio z(vy)
veéi od x(my)?

Odgovor na drugo pitanje slijedi direktno iz propozicije 8 koja kaze da je
uredaj na monomima kompatibilan s mnozenjem. Naime, ako w ne poniStava
x(v)vy, onda postoji faktorizacija

#() = 2w ) (),
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takva da 2(v™)v,, nisu ponisteni sa w(yu;). Takoder, imamo induciranu fak-
torizaciju od (—1) dijela z(u1). Prema propoziciji 11 je onda

s <z(@), i=1,.. .k
Posto je uredaj na monomima kompatibilan sa mnozenjem, slijedi
x(1n) < x(m).

Ovo nam ujedno daje odgovor i na prvo pitanje. Drugi sumandi od z(m)wvy
dolaze od ostalih faktorizacija od z(w). Neka je

2(m) = () -2 (w®),

neka druga faktorizacija od z(7), s induciranim faktorizacijama od (1), z(ms).

Pretpostavimo da w ne ponistava x(l/fl))vr1 ® - ® ZL‘(VYC))UTIC. Tada je

x(vfi)) < $(W§i)), i=1,... k.
Ako bi negdje imali strogu nejednakost, onda bi prema propoziciji 8 imali
z(m) < z(m),
Sto je kontradikcija. Dakle, moraju svi faktori biti jednaki,
x(yy)) = x(w%i)), i=1,... k.

Zakljucujemo stoga da ¢e pri djelovanju od w na z(m)vy prezivjeti samo

sumandi koji su jednaki x(7r§1))v7«1 ® - ® x(ﬂk))vm, i vrijedi

w-a(m)oy = C - (w(p)a(m D)o, @ - @ wu)z(m)o,) = Ce(w)on,
gdje su C,C" € C*.

Dobili smo analogon propoziciji 11:

Propozicija 21 Neka monom x(m) zadovoljava uvjete razlike i pocetne uvjete
na W(A). Tada postogi operator w = w(py) ® -+ - @ w(puy), koeficijent opera-
tora ispreplitanja,

w: L(A) — L(A)
takav da
o a(m)vy — Ce(w)vy, CeC*,
o z(my) zadovoljava PU i UR na W(A'),
e x(m) je maksimalan za w, tj. w ponistava sve monome x (') koji imaju

(—1)-dio veéi od x(m), x(m}) > x(m).
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8.2 Dokaz linearne nezavisnosti

Prije samog dokaza linearne nezavisnosti, uvest ¢emo jos malo notacije i
izmijeniti dio dosadasnje. Za monom xz(7), sa z(m;) ¢emo oznaciti (—j)-ti
dio monoma,

x(m) = x(mp)x(mp_1) -+ - x(m1).

Ako z(7) nema elemente stupnja —j, onda stavljamo z(m;) = 1. Sa z(71")
¢emo oznaciti monom dobijen iz z(7) tako da svim elementima stupnja —j <
—r dignemo stupanj za r, a ostale izostavimo;

2(r") = a(my () - a(m).

Za r = 1 pisemo kraée z(7™) (ranije je z(n") znacio da svim elementima u
x(m) dignemo stupanj za 1!).

Leksikografski uredaj koji imamo na monomima u skladu je s leksikograf-
skim uredajem na "homogenim” elementima: za

w(m) = x(m)e(mn ) w(m),

o(r') = x(m,)e(m, ) x(m)
je z(m') < z(m) ako i samo ako je

z(m) = x(m)

z(rl) = z(n,)

o) < (T

za neki r.
Dokaz linearne nezavisnosti provodimo indukcijom. Neka je

Zcﬁx(ﬁ)m = 0. (8.1)

Pretpostavimo da monomi u relaciji (8.1) imaju elemente stupnja najmanje
—n. Fiksirajmo z(7) iz (8.1) i pretpostavimo da je

o =0 za xz(r') <az(n).

Hoc¢emo vidjeti da je onda i ¢, = 0.
Prema propoziciji 21, postoji operator w; takav da

° 13(71'1)1)/\ BN C’le(cu)vA/, C, € (CX,
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e (") zadovoljava PU i UR na vy,
o w-x(roa =0 za x(r)) > z(m).

Djelujemo sa operatorom w; na relaciju (8.1), imamo

0 = wlzcﬂ/x(ﬂ’)v,\
= w Z cox(m)ua + wy Z Crx(m)up + wy Z Crx (T )up

! ! /
st > ™ <71 T =T1

Prva suma propadne kad na nju djelujemo s w,, druga suma je jednaka 0 po
pretpostavci indukcije. Ostaje

0 = w Z cox(m)up

T =m1
= Z Cox(m,) -+ x(my)Cre(w)vas
i =m1
= Cie(w) Z Cox (T )up
T =71

Buduéi da je e(w) injekcija, slijedi

> cwa(m oy =01 (8.2)

r=m1
Sada za z(7m™) postoji operator wy takav da
o o(1 vy — Coe(w)vpr, Co € CX,
e x(m"?) zadovoljava PU i UR na v,
o wo-x(m Moy =0 za x(rh) > x(m).

Djelujemo sa operatorom wsy na relaciju (8.2); imamo

0 = wy Z Crx(m upr

w=m1

= W, E Crx (T ) uar + wo g Crx (T ) opnr + wo E Crx (T )op
m=m1 T =m1 T =71
wh > wh<ma Th="2

'Monomi u gornjoj relaciji ne moraju biti linearno nezavisni. Naime, moguée je da
neki od monoma x(7'") ne zadovoljavaju PU na vy, iako je z(n'T)var # 0 . Zato sada ne
mozemo primijeniti indukciju po ukupnom stupnju monoma kao $to smo mogli kod nivoa

k=1.
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Opet prve dvije sume propadaju zbog djelovanja od ws, odnosno pretpostavci
indukcije. Ostaje

0 = wy Z Cox(m )upr

!
71’/1 =m1
Ty=T2

= ) cwa(m) - a(m) Cae(w)ons

/
ﬂ'/l =m1
TH=T2

= 026(0.)) Z CW/.T(’/TH_Q)UA//

/
7r} =7
TH=T2

Odatle slijedi
Z Cﬁll‘(ﬂ'H—Z)UA// =0.

/

T =71
7

71'2 =T

Nastavljamo dalje induktivno; nakon n koraka, dobijamo

_ I+ _ + _
0= E CrZ (T g ) = (T )Vpm) = CrUpam)
T =m1
Th=mg

r
T, =Tn

odakle zaklju¢ujemo da je ¢, = 0.
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Poglavlje 9

Baza standardnog modula

U [P1] i [P2] je pokazano kako se baza ¢itavog standardnog modula moze
dobiti kao "projektivni limes” baze za potprostor Feigin-Stojanovskog. U
[P1] to je napravljeno za g = sl(¢ + 1,C), za izbor minimalne tezinu w = wy,
za sve standardne module, a u [P2] za sve klasicne proste Liejeve algebre, za
sve moguce izbore minimalnih tezina w, ali samo na osnovnom modulu L(A).
Ovdje ¢emo ukratko izloziti taj pristup. Sljedeé¢ih par teorema prenosimo iz
tih radova.

Lema 22 L(A) = (e" |y € I)U(g1)va.

Dokaz: Primijetimo najprije da je Liejeva algebra g generirana sa g; Ug_1,
te da je @ generirano sa I' i, posebno, spanT" = . Sli¢no, [g, g je generirano
sa g1 Ug_1 pa stoga vrijedi

L(A) = spall {xl cr TsUA | S Z O,xi € §(1 U Q_l}.

Pomocu formule za verteks-operatore (3.1), odnosno (3.5), elemente z; €
§_1 mozemo zamijeniti produktima elemenata iz {¢7 |y € (=)} U bz U g.
Budu¢i da svi operatori €7 i sve elementi iz Heisenbergove podalgebre bz
normaliziraju g; (vidi (3.6)), imamo

L(A) = (" |7 € D)U(§1)U(h-)va.

~

Bududi da je U(h_) generiran sa koeficijentima od £~ (—a, 2), za a € T', svaki
element iz U (h_)vp pomocu formule za verteks-operatore (3.1), odnosno (3.4)
za viSe nivoe, mozemo zamijeniti sa elementima iz (e” |y € I')U(g1)va.

Uvedimo
e = H e,

yerl’
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Zbog leme (2) i (4.9) je to jednako

m £
e = emZi:I Ait(b—m+1) 3, N €(€+1)w'

Propozicija 23 Neka je L(A), tezinski potprostor od L(A). Onda postoji
ng € Z takav da za svaki fiksirant n < ng, skup vektora

", (j1) - * Loy, (Js)ua € L(A)m

gdje je s >0, v1,...,7v €L, j1,...,Js € Z, razapinje L(A),. Posebno,

Dokaz:  Buduéi da su tezinski potprostori L(A), kona¢no-dimenzionalni,
prema prethodnoj lemi mozemo odabrati konacan razapinjuci skup vektora

oblika .
(H 6”) |} CEEED R A Y

yel vyel

r >0, x,,(Ji) € g1, pri Cemu je n isti za sve vektore. Ocito je da mozemo
naci ng takav da su za svaki n < ng svi p, > 0 za sve vektore. Bududi da e”
normaliziraju g;, imamo razapinjuc¢i skup vektora oblika

€'y (71) -2, (77) [T €7 on.
vyel’

Sada u konacno mnogo koraka mozemo zamijeniti svaki e?v, s elementima iz
U(g1)va pomocu formule za verteks-operatore (3.1), odnosno formule (3.4)
za viSe nivoe.

Teorem 24 Neka je L(A), tezinski potprostor od L(A). Onda postojing € Z
takav da za svaki fiksirani n < ng, skup vektora

e"x(m), x(m) zadovoljava PU i UR,

¢ini bazu od L(A),. Nadalje, za dva izbora ny,ny < ng odogovarajuce dvije
baze su povezane dijagonalnom matricom.

Dokaz: 1z prethodne propozicije i teorema 20 slijedi da gornji skup zaista
¢ini bazu od L(A),. Preostaje dokazati drugi dio teorema.

Da bi to vidjeli promatramo tzv. ” periodicki rep” x(u) € U(gy ). Hocemo
naé¢i f € Nimonom z(u) takve da vrijedi

o ¢(w) vy = Cx(p)va, zaneki C € N
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o [ dijeli /+1,
e (1) zadovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike,

e za sve monome z(m) koji zadovoljavaju pocetne uvjete i uvjete razlike,
monom (7 /) x(u) takoder zadovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike.

U tom slucaju bi imali
e(w) z(m)vy = z(me(w) vy = Cax(n N (p)v,,

pa, posto su e“z(m)vp 1 e(w)z(m)vy medusobno proporcionalni, onda slijedi
drugi dio tvrdnje teorema.

Najprije promatramo module nivoa 1, za fundamentalne tezine A = A,;.
Konstruirat éemo monom z(u) € U(g;) tako da on bude najveéi monom
koji zadovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike na W(A;) te da svi faktori u
njemu imaju stupanj vei ili jednak — f; toénu vrijednost od f ¢emo odrediti
malo kasnije. Stupnjevi elemenata u x(u) bit ¢e redom, zdesna na lijevo,
—1,-2,...,—f. Naravno, moguce je da ¢e se neki stupnjevi ponavljati,
odnosno, da se neki neée ni pojavljivati (sukladno pocetnim uvjetima i uvje-
tima razlike). Boje elemenata iz x(u) ¢e kretati od najveée dopustene prema
pocetnim uvjetima (za elemente stupnja —1, odnosno —2 ako je A = A,,), i
zatim ¢e se pomicati za jedno mjesto prema dolje i jedno mjesto ulijevo, sve
dok ne dodemo do doljnjeg ili do lijevog ruba od I'. Iduéi faktor imat ¢e stu-
panj manji za 1 ili eventualno 2, ako smo zavrsili bas u doljnjem lijevom kutu
od T, a boja ¢e biti maksimalna moguca tako da budu zadovoljeni uvjeti ra-
zlike. Tocnije, ako smo zavrsili na dnu g-tog stupca, iduca boja bit ¢e vy 4—;.
Ako smo zavrsili na pocetku p-tog retka, iduca boja ¢e biti 7,41,¢. A ako smo
zavrsili u doljnjem lijevom kutu, iduca ¢e boja biti 7.

Dakle, za boje elemenata iz z(u), pripadni indeksi redaka ciklicki ée se
pomicati po skupu

a indeksi stupaca po skupu

(6, 0—1,...,m).

Stat ¢emo onda kada smo napravili ”puni krug” po oba skupa indeksa. To
¢e se dogoditi nakon r koraka, gdje je r najmanji zajednicki visekratnik od
m i ¢ —m + 1. Nakon posljednjeg koraka, zavrsit ¢emo na boji

Ymi  akojei>m

Yim ~ akoje0<i<m

Ymm ~— akojei=01ilii=m

76



To su to¢no boje koje daju pocetne uvjete za A; (vidi razmatranje u prvom
dijelu tocke 7.3).

Sa x(p;) oznacimo (—j)-dio monoma z(u). Neka je 7; boja najmanjeg
faktora tog dijela. Ako je v; # Vmm, onda sa ¢; oznacimo onaj indeks te boje
koji je razlicit od m; inace stavimo 7; = m. Za j = f imamo ¢; = 7. Iz
dokaza propozicije 11 slijedi da je

x(p1)v; = Cre(w)v;,
(pripadni operator ispreplitanja je id). Indukcijom vidimo da je

w(p)vi = w(pg) - w(im)vi = Ce(w) vi.

Buduéi da je zadnja boja u x(u) ona koja daje pocetne uvjete na L(A;),
zakljucujemo da, ako z(m) zadovoljava pocetne uvjete i uvjete razlike na
W (A;), onda i (7 )z(u) takoder zadovoljava te uvjete. Preostaje nam
jos da odredimo koliki treba biti f. Svaki puta kada dodemo do jednog
od rubova, stupanj elemenata ¢e se smanjiti za 1, odnosno, dobit ¢emo po
jedan e(w). Dakle, f nam broji koliko smo puta u tim istodobnim ciklickim
prijelazima po skupovima (1,2,...,m) i (¢,£ — 1,...,m), prosli preko m,
odnosno, koliko smo puta prosli ¢itav ciklus (za oba skupa). Stoga je

T r {41 _€+1

f:E—’—K—m%—l:Tm(ﬁ—m%—l)_ r

gdje je r' = M € N. Posebno, vidimo da f dijeli £+ 1.

Za vise nivoe, k > 1, sjetimo se da se pocetni uvjeti i uvjeti razlike svode
na pocetne uvjete i uvjete razlike na nivou 1, na odgovaraju¢im tenzorskim
faktorima (vidi korolar 17). Onda za svaki vektor najvece tezine v; u ten-
zorskom produktu

VA =V Q- QU

uzmemo pripadni periodicki rep z(p¥), i stavimo

w(p) = x(ph) - (u®).

Dalje, kao u dokazu proporzicije 21, imamo da je z(x) maksimalan monom u
kojem su svi elementi stupnja najvise —f i

= C-e(w)fv, @ @e(w) v,

= Ce(w) v,

(o

za neki C' € N.
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Poglavlje 10

Prezentacija potprostora
Feigin-Stojanovskog

Prema definiciji je

W(A) =U(g1) - va.
Buduéi da je algebra g; komutativna, odnosno U(g;) = S(g1), imamo
W(A) = Clz(~5)|j € N] - oa.

Zal <i<mim < j </ neka je gi;j C go podalgebra generirana
elementima baze r4,, , gdjeje 1 <r<i—1ilij+1<r </

Promatrajmo polinomijalnu algebru Clz,(—7)|j € N], koja je ujedno i
go-modul. Neka je J ideal u toj polinomijalnoj algebri generiran skupovima

U(go) - Z xo(j1) - x9(Jes1) | » zasve n € Zo.

JleJkp1S—1
Ji+ o tik41=n

1=1,...,m—1;

U(gw) . (xe(—l) otFki—1+kjpi++ z)’ za sve j=m+1,....,0

Pokazat ¢emo da je W (A) kao vektorski prostor izomorfan kvocijentu poli-
nomijalne algebre Clz,(—j)|j € N] po idealu J.

Teorem 25 W(A) = Clz,(—j)|j € NJ/J.
Dokaz: Promatrajmo preslikavanje
o - Clzy(—j) |7 € N] = U(g) - va = W(A),
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definirano sa
o @ x(m) = x(m) - v,

Znamo da ideal J lezi u jezgri tog preslikavanja pa ga stoga mozemo faktor-
izirati do preslikavanja sa kvocijenta,

p: Cley(=j) |7 € NJ/J — W(A).

Preslikavanje ¢ je surjekcija, jer je i g bila surjekcija . Hoéemo pokazati jos
i da je injekcija. Promatrajmo skup

{z(7) | ™ zadovoljava PU i UR na L(A)} C Clz,(—j)|j € NJ/J.

Kao i u dokazu propozicije 14 vidimo da taj skup razapinje Clz,(—7)|j €
N]/J. Preslikavanje ¢ bijektivno preslikava taj skup u

{z(m)vp | 7 zadovoljava PU i UR na L(A)} C W(A),

koji ¢ini bazu od W(A). Zakljuéujemo da je gornji skup takoder linearno
nezavisan, te da ¢ preslikava bazu od Clz,(—j)|j € N|/J u bazu od W (A).
Stoga ¢ mora biti bijekcija.

U [FIMMT] je koristena ovakva prezentacija od W (A) kako bi se dobile
fermionske formule za karakter od W(A). Pomocu prezentacije je dualni
prostor od W(A) ulozen u prostor simetri¢nih polinoma, da bi se potom
koriste¢i verteks-operatore izracunale dimenzije odgovarajuc¢ih graduiranih
komponenti.

Prezentacija potprostora Feigin-Stojanovskog koristena je i u [CLMZ2],
gdje je pomoé¢ u nje pokazana egzaktnost nizova medu prostorima W (A)
(za razlicite A). Iz tih egezaktnih nizova dobivene su rekurzivne relacije
za karaktere tih prostora, ¢ijim rjesavanjem se potom dobijaju formule za
kakraktere od W(A).
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Sazetak

Neka je g afina Liejeva algebra tipa AEI). Odaberemo li Z-gradaciju pripadne
kona¢no-dimenzionalne proste Liejeve algebre g = g_1 D go D g1, tada takoder
imamo i induciranu Z-gradaciju afine Liejeve algebre

g=09-1DgoD g1

Neka je L(A) standardni modul, tj. integrabilni modul najveée tezine za
g. Standardne module nivoa 1 mozemo realizirati pomocu verteks-operatora
pridruzenih korijenskoj reSetci od g. Verteks-operatori pridruzeni elementima
tezinske resetke davat ¢e nam operatore ispreplitanja izmedu standardnih
modula.

Potprostor Feigin-Stojanovskog definiran je kao gi-podmodul od L(A)
generiran vektorom najvece tezine vy,

W(A) = U(g;) - va C L(A).

U ovom radu nalazimo kombinatornu bazu prostora W (A) danu u terminima
tzv. uvjeta razlike i pocetnih uvjeta. Linearnu nezavisnost tog skupa dokazu-
jemo induktivno koristeci koeficijente odredenih operatora ispreplitanja.

U izlaganju ove teorije slijedimo radove niza autora, spomenimo samo
neke: S. Capparelli, B. Feigin, G. Georgiev, J. Lepowsky, A. Milas, M. Primc
i A. Stojanovski.
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Summary

Let g be affine Lie algebra of type Ag). Suppose we're given Z-gradation of
associated simple finite-dimensional Lie algebra g = g 1 ® go @ g1; then we
also have the induced Z-gradation of affine Lie algebra

G=5195e 0

Let L(A) be a standard module, ie. integrable highest-weight module for g.
Standard modules of level 1 can be realized via vertex-operators associated
to root lattice of g. Vertex-operators associated to the elements of weight
lattice will then give intertwining-operators between standard modules.

Feigin-Stoyanovsky type subspace W (A) is g;-submodule of L(A) gener-
ated by the highest-weight vector vy,

W(A) = U(g) - va C L(A).

In this paper we find combinatorial base of W (A), given in terms of certain
difference and initial conditions. Linear independence of the generating set
is proved inductively by using coefficients of certain intertwining operators.

In the exposition we follow the works of several authors, the most impor-
tant of whom are: S. Capparelli, B. Feigin, G. Georgiev, J. Lepowsky, A.
Milas, M. Primc and A. Stoyanovsky.
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