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Uvod

Ova disertacija bavi se rezidualnim spektrom hermitske kvaternionske grupe
G, poluprostog ranga 2 koja je unutarnja forma rascjepive grupe SOs. Alge-
barska grupa G definirana nad poljem algebarskih brojeva k nije kvaziras-
cjepiva za razliku od svih grupa ¢iji su rezidualni spektar ili njegovi dijelovi
dosad poznati. Stoga se u ovoj disertaciji javljaju interesantni dijelovi re-
zidualnog spektra kakvih nema kod kvazirascjepivih grupa. Osim toga, za
nerascjepiva mjesta v od k, grupa G5(k,), gdje je k, upotpunjenje od k
na mjestu v, nije kvazirascjepiva pa je izvan dosega Langlands—Shahidijeve
metode. Na tim mjestima valjalo je razviti novu tehniku za definiciju nor-
malizacijskih faktora standardnih operatora ispreplitanja i dokazati zelje-
na svojstva normaliziranih operatora ispreplitanja. No prije prikaza rezul-
tata dobivenih u disertaciji naveden je kratki povijesni pregled proucavanja
adelickih automorfnih formi za reduktivne grupe i strategija dekomponiranja
rezidualnog spektra koriste¢i Langlandsovu spektralnu teoriju.

Pocetak razvoja klasi¢ne teorije automorfnih formi nalazi se u Heckeovom
radu [24] iz prve polovine XX stolje¢a. U pocetku klasi¢na teorija bavila
se samo holomorfnim automorfnim formama na gornjoj poluravnini nekih
ogranic¢enih simetri¢nih domena. Tokom 1950-tih godina, Gelfand i Fomin
uocili su da se takve automorfne forme mogu promatrati kao glatki vektori
odredenih reprezentacija realne poluproste grupe G na prostorima kompleks-
nih funkcija na G invarijantnim za danu diskretnu podgrupu I'. To je dovelo
do definicije klasi¢nih automorfnih formi na realnim poluprostim grupama
obzirom na aritmeticke podgrupe i proucavanja samih reprezentacija. Veza
medu klasi¢nim automorfnim formama na ograni¢enim simetri¢nim dome-
nama i na realnim poluprostim grupama objasnjena je u specijalnom slucaju
modularnih formi u knjizi Gelfanda, Graeva i Piatetskii-Shapiroa [12] te kas-
nije u Gelbartovoj knjizi [9]. Opceniti prikaz te veze moze se naci u [4]. Vazna
referenca za teoriju klasi¢nih automorfnih formi na realnim poluprostim gru-
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pama je Harish-Chandrina knjiga [23].

Adelicki pristup automorfnim formama ima svoj zacetak u Tateovoj di-
sertaciji [57] iz 1950. Za modularne forme prelazak s klasi¢ne na adelicku
teoriju napravljen je u knjizi Jacqueta i Langlandsa [26]. Precizna defini-
cija klasi¢nih i adelickih automorfnih formi i automorfnih reprezentacija za
povezanu reduktivnu grupu, te veza klasi¢ne i adelicke teorije moze se naci
u ¢lanku Borela i Jacqueta [5].

Za reduktivnu grupu G definiranu nad poljem algebarskih brojeva k s
prstenom adela A, automorfna forma s centralnim karakterom w definirana
je u definiciji 1.1.1 iz poglavlja 1.1 kao klasa izmjerivih funkcija

f:GA)—C
takvih da vrijedi

(1) f(vg) = f(g) za sve v € G(k) i skoro sve g € G(A),
(2) f(zg) =w(z)f(g) za sve z € Z(A) i skoro sve g € G(A),

(3) fZ(A)G(k)\G(A) | f(g)?dg < oo,

gdje je Z centar od G te w unitarni centralni karakter od Z(A)/Z (k). Hilber-
tov prostor svih automorfnih formi na G(A) s centralnim karakterom w ozna-
¢en je kratko s L2. Cilj spektralne teorije automorfnih formi je dekompozicija
prostora kvadratno integrabilnih automorfnih formi L? obzirom na desnu re-
gularnu reprezentaciju grupe G(A).

Spektralnu dekompoziciju prostora L? adeli¢kih automorfnih formi na re-
duktivnoj grupi razvio je Langlands u knjizi [37| nastavljajuéi se na Selber-
gov rad iz [50]. Standardna referenca za Langlandsovu spektralnu teoriju je i
knjiga Mceglin i Waldspurgera [44]. Tako je Langlandsova spektralna teorija
izlozena u prvom poglavlju, ovdje su ukratko navedeni glavni rezultati jer
se na njima bazira cjelokupan racun rezidualnog spektra u ovoj disertaciji.
Postoje jos dva osnovna pristupa spektralnoj dekompoziciji koja se ne koriste
u ovoj disertaciji. Prvi je metoda theta korespodencije i theta liftova koja se
moZe nac¢i u Howeovom ¢lanku [25], a drugi Arthur—Selbergova formula traga
opisana u Arthurovom ¢lanku [1].

Prvi korak u spektralnoj dekompoziciji prostora L? je rastav na diskretni
i rezidualni spektar

L’=Lia L
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Diskretni spektar L2 je zatvara¢ prostora razapetog svim zatvorenim ire-
ducibilnim potprostorima od L? koji su invarijantni za desnu regularnu re-
prezentaciju grupe G(A). Kontinuirani spektar L? je razapet direktnim inte-
gralima ireducibilnih reprezentacija koji je Langlands u citiranoj knjizi [37] u
potpunosti opisao integralima Fisensteinovih redova. Stoga ostaje problem
dekompozicije diskretnog spektra.
Diskretni spektar reduktivne grupe G dekomponira se na kuspidalni i
rezidualni spektar
L2=12 @ L?

Ccusp res”

Kuspidalni spektar Lgusp je zatvoreni prostor invarijantan za desnu regularnu
reprezentaciju grupe G(A) koji se sastoji od kuspidalnih formi. Kuspidalne
forme na reduktivnoj grupi G(A) su automorfne forme na G(A) ¢iji je kon-
stantni ¢lan duz svake prave parabolicke podgrupe od G jednak nuli. Rezi-
dualni spektar L2, je naprosto ortogonalni komplement kuspidalnog spek-
tra unutar diskretnog spektra, odnosno nekuspidalni dio diskretnog spektra.
Upravo rezidualni spektar je tema ove disertacije.

Langlandsova spektralna teorija daje i strategiju kako dekomponirati re-
zidualni spektar. Rezidualni spektar dalje se dekomponira u

L?ﬂes = EBPL?D,res?

gdje je suma po klasama konjugiranosti pravih parabolickih podgrupa od
G. Prostor L%’,,es je razapet automorfnim formama koje se dobiju nakon
iteriranog ponisStavanja polova u zatvaracu pozitivne Weylove komore Eisen-
steinovih redova odredenih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Levi-
jevog faktora parabolicke podgrupe P. Prelaskom na konstantni ¢lan Eisen-
steinovog reda duz parabolicke podgrupe P, problem odredivanja polova
svodi se na odredivanje polova suma standardnih operatora ispreplitanja.
Standardne operatore ispreplitanja treba normalizirati skalarnim meromorf-
nim funkcijama na takav nacin da su normalizirani operatori ispreplitanja
holomorfni i razli¢iti od nule u zatvaracu pozitivnhe Weylove komore. Time
se odredivanje polova u zatvarac¢u pozitivne Weylove komore svodi na odredi-
vanje polova normalizacijskih faktora, a automorfne reprezentacije koje pri-
padaju rezidualnom spektru mogu opisati koristec¢i parabolicku indukciju kao
slike normaliziranih operatora ispreplitanja. U ovoj disertaciji normalizacij-
ski faktori su zapisani kao kvocijenti L—funkcija i e—faktora ¢ija analiticka
svojstva su poznata. Svi pojmovi koji u ovom kratkom prikazu Langlandsove
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spektralne teorije nisu definirani, kao i precizniji opis strategije za dekom-
poziciju rezidualnog spektra, mogu se nac¢i u prvom poglavlju ove disertacije.

Mnogi autori bavili su se rezidualnim spektrom kvazirascjepivih grupa.
Medu ostalim Moeeglin i Walspurger za GL,, u [43], Mceglin za rascjepive
klasi¢ne grupe u [40], [41], [42], Kim za Sp, u [30], izuzetnu grupu G» u |31]
i neparnu specijalnu ortogonalnu grupu u [34], Zampera takoder za izuzetnu
grupu G u [63] i neke dijelove rezidualnog spektra klasi¢nih grupa u [62]
te Kon—No za kvazirascjepivu unitarnu grupu ranga dva U, u [35]. Njihov
pristup baziran je na Langlandsovoj spektralnoj teoriji i koristi za normal-
izaciju operatora ispreplitanja Langlands-Shahidijevu metodu koju je zaceo
Langlands, a razvio Shahidi u ¢lancima [51] i [52]. Medutim, kao Sto je
ve¢ spomenuto na pocetku uvoda, grupa G5 kojom se bavi ova disertacija
nije kvazirascjepiva pa je izvan dosega Langlands—Shahidijeve metode. Nova
tehnika razvijena u ovoj disertaciji, te primijenjena i u autorovim c¢lancima
[15], [16], [17] i [18], za prijenos normalizacijskih faktora s rascjepivih grupa
na njihove unutarnje forme bazira se na prijenosu Plancherelovih mjera na-
pravljenom u ¢lanku Mui¢a i Savina [48]|. Pokazuje se da su normalizirani
operatori ispreplitanja normalizirani na taj nacin zaista holomorfni i razlic¢iti
od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore.

U nastavku, najprije su uvedene oznake potrebne za opis rezultata ove
disertacije. Neka je k polje algebarskih brojeva, A prsten adela od k te k,
upotpunjenje od £ na mjestu v. Neka je D kvaternionska algebra centralna
nad ki 7 uobic¢ajena involucija koja fiksira centar od D. Tada je D rascjepiva
na svim osim kona¢no mnogo mjesta od k. U ovoj disertaciji pretpostavlja
se da je D rascjepiva na svim arhimedskim mjestima.

Grupa G, je algebarska grupa definirana nad k svih izometrija antiher-
mitske forme (-, -) definirane na ¢etverodimenzionalnom desnom vektorskom
prostoru nad D na bazi {ej, s, €3,€4} s

(€ir€5) = 0i5—j
za 1 <1< 7 <41iprosirena s

(U7 U/) = _T((U,a U))a

(vz,v'2") = 7(x)(v,v)x

za sve v,v' € V iz, 2’ € D. Tada je G, unutarnja forma rascjepive grupe
SOg 1 nije kvazirascjepiva.
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Minimalna parabolicka podgrupa P; od G definirana na k ima Levijev
faktor M| = GL| x GL) gdje je GL} algebarska grupa nad k invertibilnih ele-
menata kvaternionske algebre D. Dakle, GL) je unutarnja forma rascjepive
grupe GLs.

Osnovni cilj ove disertacije je dekompozicija potprostora Lzé,ms rezidu-
alnog spektra grupe G5. Kao §to je objasnjeno u gornjem kratkom pregledu
Langlandsove spektralne teorije, L%}res je potprostor koji se dobiva iteri-
ranim poniStavanjem polova u zatvaracu pozitivhe Weylove komore Eisen-
steinovih redova odredenih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Le-
vijevog faktora M{(A). Dekompozicija je dobivena u teoremima 4.2.1, 4.2.3,
4.2.4,4.3.1,4.4.1,4.4.2,4.4.314.4.5. Buduéi da su racuni provedeni za Eisen-
steinove redove, a nije dekomponiran skalarni produkt pseudo—Eisensteinovih
redova, multiplicitet jedan u dekompozicijama iz tih teorema se dobiva samo
u slucajevima u kojima je iterirani pol prvog reda u svakom koraku. Medu-
tim, jedini teorem u kojem iterirani pol nije takav je teorem 4.2.4 pa u njemu
multipliciteti nisu poznati. U svim ostalim teoremima dekompozicija je mul-
tipliciteta jedan. Rezultati pokazuju interesantne dijelove rezidualnog spek-
tra koji se ne javljaju kod kvazirascjepivih grupa kao S$to je na primjer dio
rezidualnog spektra iz teorema 4.4.5. Razlog tomu su razlic¢ite formule za
normalizacijske faktore na rascjepivim i nerascjepivim mjestima.

Osim ¢injenice da je G grupa poluprostog ranga 2 koja nije kvaziras-
cjepiva pa je racun njenog rezidualnog spektra interesantan sam po sebi,
dodatna motivacija za pristup tom problemu jest primjena na dokaz unita-
rizabilnosti nekih ireducibilnih reprezentacija grupe G nad p—adskim poljem.
Citav unitarni dual grupe G% nad p-adskim poljem klasificirala je Hanzer u
[21] i [20] lokalnim metodama. Medutim, unitarizabilnost dvaju izoliranih
unitarnih reprezentacija slijedi i iz ¢injenice da se javljaju kao lokalne kom-
ponente automorfnih reprezentacija iz rezidualnog spektra od G dobivenih
u teoremima 4.2.1 1 4.4.1 ove disertacije za pogodno odabranu kvaternionsku
algebru D. Usporedbu lokalne i globalne metode za dokaz unitarizabilnosti
dala je Hanzer u [22].

Slijedi kratki pregled sadrzaja disertacije po poglavljima. U prvom po-
glavlju izlozena je Langlandsova spektralna teorija. Tu su definirani osnovni
pojmovi kao §to su automorfne i kuspidalne forme i reprezentacije, inducirane
reprezentacije i standardni operatori ispreplitanja te Eisensteinovi redovi.

Drugo poglavlje zamisljeno je kao pregled rezultata potrebnih u nastavku
vezanih uz strukturu i reprezentacije grupe G i Levijevih faktora njezinih
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paraboli¢kih podgrupa nad lokalnim poljima k,. Najprije su uvedene sve
grupe koje se javljaju u disertaciji zajedno s pogodnim matri¢nim realizaci-
jama nekih od njih, a zatim je navedena Jacquet-Langlandsova korespo-
dencija, Langlandsova klasifikacija za hermitske kvaternionske grupe, slutnja
o standardnom modulu za rascjepive klasi¢ne grupe te neki rezultati o re-
ducibilnostima reprezentacija unutarnjih formi opce linearne grupe te rascje-
pive grupe SOj.

Trece poglavlje posveéeno je normalizaciji standardnih operatora isprepli-
tanja. Najprije je lokalno, za svako mjesto v od k i lokalnu komponentu kus-
pidalne automorfne reprezentacije od M/ (A), definiran normalizacijski faktor
lokalnog standardnog operatora ispreplitanja te je dokazano da su normali-
zirani operatori ispreplitanja holomorfni i razli¢iti od nule u zatvaracu pozi-
tivne Weylove komore. Na mjestima na kojima je D rascjepiva to se zapravo
svodi na primjenu Langlands—Shahidijeve metode, ali na mjestima gdje D
nije rascjepiva, grupa G4(k,) nije kvazirascjepiva pa je razvijena nova tehnika
prijenosa normalizacije s rascjepive grupe SOg(k,). Nadalje, definirani su
globalni normalizacijski faktori kao produkti lokalnih po svim mjestima i
dokazano je da su globalni normalizirani operatori ispreplitanja holomorfni i
razli¢iti od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore. Na kraju poglavlja
navedena je korisna lema za dokaz ireducibilnosti slike nekih lokalnih nor-
maliziranih operatora ispreplitanja.

U cetvrtom poglavlju najprije su sakupljena svojstva svih L-funkcija koje
se javljaju u globalnim normalizacijskim faktorima, a zatim je dekomponi-
ran prostor LQ,’TES u nizu teorema. Prvi korak dekomporzicije je rastav na
tri slucaja A, B'i C ovisno o tipu kuspidalne automorfne reprezentacije od
M{(A). Zatim je svaki od tih slu¢ajeva rastavljen ovisno o tocki u kojoj se
nalazi iterirani pol. U skladu s time dekompozicija prostora L?D&T% se proteze
kroz osam teorema ovog poglavlja.

* * *

Na kraju ovog uvoda htio bih se zahvaliti svima koji su na bilo koji
nacin pridonijeli ostvarenju ove disertacije. To je prije svega moj mentor,
Goran Mui¢, koji mi je pomogao kroz brojne matematicke razgovore iz po-
drucja ove disertacije. Nadalje, htio bih se zahvaliti voditelju naseg projekta,
Marku Tadic¢u, koji je s velikim zanimanjem podupirao moj rad. Razgovori s
Henry Kimom pomogli su u rasvjetljavanju mnogih tajni teorije automorfnih
formi, a s Ioan Badulescuom u teoriji reprezentacija opc¢e linearne grupe nad
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algebrama s dijeljenjem. Zahvaljujem se i Marceli Hanzer na korisnim raz-
govorima o lokalnoj teoriji reprezentacija hermitskih kvaternionskih klasi¢nih
grupa. Takoder se zahvaljujem Borisu éiroli, te mladim ¢lanovima naseg pro-
jekta Andi Kelava i Ivanu Mati¢u, za pokazani interes na seminarima.

Osim znanstvenih zahvala, htio bih uputiti i zahvalu svojim kolegama sa
Zavoda za primijenjenu matematiku FER-a, koji su mi omogu¢ili da imam
Sto viSe vremena za znanstveni rad. Tu prije svega spadaju Deki, Andi,
Pina, Lanci, Mare, Kiki i mali Mario. Posebno se zahvaljujem Deki za sve
‘ukradene’ pismene ispite i stalnu brigu, Ané¢i koja je nacrtala slike koristene
u ovoj disertaciji, Pini za tehnicku potporu pri izradi disertacije, te Lanci za
uvijek pravodobno podsje¢anje na nastavne obaveze.

I na kraju, htio bih se zahvaliti roditeljima, baki, sestri i prijateljima koji
su unijeli toliko smijeha u moj zivot. Te najvaznije, velika pusa Tiki, mojoj
vjecnoj ljubavi i inspiraciji, zbog svega...



Poglavlje 1

Langlandsova spektralna teorija

Cilj ovog poglavlja je objasniti kako se koriste¢i Langlandsovu spektralnu
teoriju moze izracunati rezidualni spektar reduktivne grupe. Pritom su
definirani osnovni pojmovi koristeni u disertaciji kao $to su inducirane re-
prezentacije, operatori ispreplitanja i Eisensteinovi redovi.

Rezidualni spektar reduktivne grupe je nekuspidalni dio diskretnog spek-
tra. Dijelove rezidualnog spektra dobiva se kao iterirane reziduume Eisen-
steinovih redova odredenih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Lev-
ijevih faktora standardnih pravih parabolickih podgrupa. Te reziduume
racuna se koriste¢i konstantni ¢lan Eisensteinovog reda koji je jednak sumi
operatora ispreplitanja. Polove operatora ispreplitanja moze se odrediti zah-
valjujué¢i normalizaciji pomoc¢u L-funkcija o kojoj ¢e vise rije¢i biti u treéem
poglavlju.

Sadrzaj ovog poglavlja najve¢im dijelom prati knjige [37]| i [44]. Veéina
rezultata je dana bez dokaza obzirom da je ovo poglavlje zamiSljeno kao
pregled rezultata potrebnih u disertaciji.

1.1 Automorfne forme

Neka je k polje algebarskih brojeva. Oznacimo s k, upotpunjenje polja k na
mjestu v te s A prsten adela polja k. Neka je G reduktivna grupa definirana
nad k, a Z njezin centar. Za proizvoljnu reduktivnu grupu H definiranu
nad ks H(k), H(k,), H(A) ozna¢imo k, k,, A-racionalne tocke grupe H.
Fiksirajmo unitarni centralni karakter

w: Z(A)— C.

10
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trivijalan na Z(k). Tada definiramo Hilbertov prostor automorfnih formi
grupe G.

Definicija 1.1.1. (Automorfne forme) Prostor automorfnih formi grupe
G s centralnim karakterom w je Hilbertov prostor klasa izmjerivih funkcija

fiGA) —C
takvih da vrijedi
(1) f(vg) = f(g) za sve 7 € G(k) i skoro sve g € G(A),
(2) f(z9) = w(2)f(g) za sve z € Z(A) i skoro sve g € G(A),

(3) fZ(A)G(k)\G(A) |f(g)|Pdg < oo.

Oznacavamo ga s L?(G(k)\G(A),w) ili krace L? kad je jasno o kojoj grupi
se radi. Klase izmjerivih funkcija u L? zovemo automorfne forme.

Na prostoru L? definirana je desna regularna reprezentacija p grupe G(A)
formulom

p(9)f(h) = f(hg).

Cilj spektralne teorije za reduktivnu grupu G je dekomponirati Hilbertov
prostor L? obzirom na reprezentaciju p.

Osim prostora L? definiraju se i prostori glatkih i K—kona¢nih auto-
morfnih formi, gdje je K fiksirana maksimalna kompaktna podgrupa od
G(A). Tocnije, neka je K, fiksirana maksimalna kompaktna podgrupa od
G(k,). Pritom, buduéi da je na skoro svim nearhimedskim mjestima G kvazi—
rascjepiva, na tim mjestima neka je

K, = G(0,),
gdje je o0, prsten cijelih u k,. Tada je

K:HKU

maksimalna kompaktna podgrupa od G(A). Glatke i K—kona¢ne automorfne
forme zapravo odgovaraju glatkim i K-kona¢nim vektorima u L?.
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Definicija 1.1.2. (Automorfne reprezentacije) Svaki ireducibilni sub-
kvocijent restrikcije reprezentacije p na potprostor glatkih automorfnih formi
u L? zovemo glatka automorfna reprezentacija grupe G(A).

Osim glatke automorfne reprezentacije, prelaskom na K—konac¢ne vektore
dobivamo K-konac¢ne automorfne reprezentacije, a upotpunjenjem dobivamo
automorfne reprezentacije. Veza medu tim reprezentacijama je detaljno ob-
jasnjena u prvom poglavlju rada [14] pa to ne¢emo ovdje ponavljati. Na-
glasimo jedino da K—konac¢nost automorfne forme nije sacuvana pri djelo-
vanju ¢itave grupe G(A). Problem se javlja na arhimedskim mjestima zbog
djelovanja grupe

G = [ G(k),
VESso
gdje je So skup svih arhimedskih mjesta. Medutim, djelovanje realne Liejeve
algebre g, od G i maksimalne kompaktne podgrupe

K., = HKv

UESoo

ipak ¢uvaju K-konac¢nost. Stoga K—konac¢na automorfna reprezentacija za-
pravo nije reprezentacija C¢itave grupe G(A), nego istovremeno Harish—Chan-
drin (g, K)-modul i reprezentacija grupe G(Ay), gdje je As prsten kon-
acnih adela, pri ¢emu djelovanja komutiraju.

Automorfna reprezentacija se dekomponira u restringirani tenzorski pro-
dukt unitarnih ireducibilnih reprezentacija grupa G(k,) na Hilbertovim pros-
torima. Sljedeca tvrdnja je teorem 4 iz |8] koji vrijedi za neprekidne unitarne
reprezentacije od G(A) na Hilbertovom prostoru, a ne samo za automorfne
reprezentacije od G(A).

Teorem 1.1.3. (Dekompozicija automorfne reprezentacije) Neka je
7w automorfna reprezentacija grupe G(A). Tada postoje do na izomorfizam
jedinstvene ireducibilne unitarne reprezentacije m, grupa G(k,) na Hilber-
tovim prostorima medu kojima su skoro sve nerazgranate, takve da je ™
izomorfna restringiranom tenzorskom produktu

T = ®y Ty,

obzirom na fiksirane K,—invarijantne vektore na mjestima za koja je m, ne-
razgranata.
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Teorem 1.1.3 o dekompoziciji automorfne reprezentacije vrijedi i za glatke
i K—konac¢ne automorfne reprezentacije. Pritom je dekompozicija na re-
stringirani tenzorski produkt kompatibilna s prelaskom na glatke i K—konac-
ne vektore i sve lokalne komponente 7, su dopustive u smislu da je prostor
K-kona¢nih vektora od 7, dopustiva reprezentacija.

Prvi korak u spektralnoj dekompoziciji prostora L? je rastav na diskretni

i kontinuirani spektar
L*=L® L2

Diskretni spektar L2 je zatvara¢ prostora razapetog svim zatvorenim ire-
ducibilnim p-invarijantnim potprostorima od L?, a kontinuirani spektar L?
je razapet direktnim integralima ireducibilnih reprezentacija. Buduéi da se
kontinuirani spektar moze jednostavno opisati integralima Eisensteinovih re-
dova ([37]), ova disertacija je usredotocena na diskretni spektar. U diskret-
nom spektru definiramo kuspidalni spektar.

Definicija 1.1.4. (Kuspidalne forme i reprezentacije) Automorfna for-
ma f € L? je kuspidalna ako vrijedi

| fmgan=o
N(k)\N(A)

za skoro sve g € G(A) i za sve unipotentne radikale N pravih parabolickih
podgrupa od G. Prostor svih kuspidalnih formi zovemo kuspidalni spektar i
oznacavamo L7,.. Buduci da je N(k)\N(A) kompaktan, uvjet kuspidalnosti
daje zatvoren potprostor od L2 koji je p-invarijantan. Zatvorene ireducibilne

subkvocijente od Lgusp zovemo kuspidalne automorfne reprezentacije.

Sljedeci korak u spektralnoj dekompoziciji je rastav diskretnog spektra
na kuspidalni i rezidualni spektar
L2=12,_ @ L2

Cusp Tes)

gdje je rezidualni spektar naprosto nekuspidalni dio diskretnog spektra, od-
nosno ortogonalni komplement kuspidalnog spektra u diskretnom spektru.
Upravo rezidualni spektar proucavamo u ovoj disertaciji.
Rezidualni spektar se dalje dekomponira
L2 — @PL2

res Pyres*

gdje je suma po svim klasama konjugiranosti pravih parabolickih podgrupa

od G. Prostore Lfgﬂqes ¢emo opisati u ostatku ovog poglavlja.
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1.2 Inducirane reprezentacije 1 operatori ispre-
plitanja

Prije definicije induciranih reprezentacija i operatora ispreplitanja uvedimo
jos oznaka. Neka je T" maksimalni rascjepivi torus u G definiran nad pol-
jem algebarskih brojeva k. Fiksirajmo odabir pozitivnih korijena u sustavu
korijena od (G,T). Time smo fiksirali Borelovu podgrupu B od G. Unipo-
tentni radikal Borelove podgrupe oznac¢imo s U. Parabolicku podgrupu od G
zovemo standardna ako sadrzi B kao podgrupu. Neka je P prava standardna
parabolicka podgrupa od G i neka je P = M N njezina Levijeva dekompozi-
cija, gdje je M Levijev faktor, a /N unipotentni radikal.

Neka X (M) ozna¢ava Z-modul k-racionalnih karaktera Levijevog faktora
M. Nadalje,

ay = Homy(X(M),R),
a, = X(M)&zR.

Kompleksifikaciju prostora a,; i aj, oznacavamo ay;c i ay, . Prostor aj, ¢
je r—dimenzionalan vektorski prostor nad C. Fiksirajmo izomorfizam

* ~Y T
ClM@ — C

pomocu kojeg identificiramo vektore iz a}, ~ s uredenim r—torkama komplek-
snih brojeva

s=(81,..,8:).

Definicija 1.2.1. (Inducirana reprezentacija) Neka je 7 = ®,m, kuspi-
dalna automorfna reprezentacija Levijevog faktora M(A) te s € aj, . Tada
definiramo sljedec¢u induciranu reprezentaciju

G(A
I(s,m) = IndPEA§ (m@]s()| @ 1new))

gdje je s(-) karakter od M(A) koji odgovara s € aj; ¢, a 1y trivijalna
reprezentacija unipotentnog radikala. Indukcija je normalizirana tako da je
saCuvana unitarnost reprezentacija.

Obzirom da ¢e sve inducirane reprezentacije u ovoj disertaciji biti in-
ducirane sa standardnih parabolickih podgrupa najceSce ¢emo umjesto Indg
koristiti oznaku Ind]\% gdje je M Levijev faktor. Takoder, ne¢emo pisati
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1n(a) jer podrazumijevamo da se reprezentacija Levijevog faktora trivijalno
prosiruje na unipotentni radikal.

Globalna inducirana reprezentacija je restringirani tenzorski produkt lo-
kalnih induciranih reprezentacija

I(§, 7T) = ®UI(§7 ﬂ-v)a
gdje uz oznake analogne globalnim
G ko
I(s,m) = Indg) (m, ® [s()]o ® Lnr,)) -

Na skoro svim mjestima I(s,m,) je nerazgranata i tenzorski produkt je re-
stringiran obzirom na do na skalar jedinstvene K,—invarijantne funkcije na
tim mjestima.

Prema propoziciji 2 u |38, svaki ireducibilni subkvocijent globalne induci-
rane reprezentacije /(s,7) je izomorfan automorfnoj reprezentaciji. Stoga
¢emo uvijek identificirati I(s,7) s njezinom realizacijom u prostoru auto-
morfnih formi. Nadalje, automorfne forme

fs € I(s,m)

uvijek biramo na takav nacin da je ovisnost o s analiti¢ka na ¢itavom aj; . i
Paley-Wienerova s vrijednostima u prostoru inducirane reprezentacije.

Neka je W Weylova grupa od (G,T). Od ovog mjesta pretpostavljamo
da su sve parabolicke podgrupe s kojima radimo samokonjugirane. To znaci
da je grupa

W(M) = Ne(M)/M

netrivijalna, gdje je Ng(M) normalizator od M u G, te da ne postoji w € W
takav da je wMw~! Levijev faktor neke druge standardne parabolicke pod-
grupe od G. Ova pretpostavka je tehnicke prirode i pojednostavljuje daljnje
izlaganje, a pritom ne smanjuje opc¢enitost jer u narednim poglavljima ¢e sve
paraboli¢ke podgrupe zaista biti samokonjugirane. Grupa W (M) djeluje na
ajs ¢ te reprezentacije od M(A) i M(k,) konjugiranjem

w(s)(m) = s(w'mw),

w(m)(m) = w(w muw).
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Definicija 1.2.2. (Operator ispreplitanja) Za w € W(M) i fs € I(s,m)
definiramo standardni operator ispreplitanja

Als, 7, w) fu(g) = / C f(wtng)dn,
U(A)NwN(A)w—1

gdje je N unipotentni radikal suprotne parabolicke podgrupe od P, a dn
fiksirana Haarova mjera na unipotentnom radikalu.

Sljede¢a tvrdnja moze se na¢i u poglavljima I1.1.6 i IV.1.8 knjige [44].

Propozicija 1.2.3. Za s dovoljno duboko u pozitivnoj Weylovoj komori inte-
gral koji definira standardni operator ispreplitanja konvergira apsolutno i uni-
formno za g u kompaktnom skupu. Analiticki se produljuje do meromorfnog
operatora na citavom oy, . Izvan polova A(s,m,w) je ispreplitanje induci-
ranih reprezentacija I(s,m) i I(w(s), w(m)).

Standardni operator ispreplitanja dekomponira se u restringirani ten-
zorski produkt lokalnih operatora ispreplitanja. Toc¢nije, ako je

fg = ®vf§,v7

onda
A(s, mw) fs = @y A(S, T, ) fs 0,

gdje su A(s, m,, w) lokalni standardni operatori ispreplitanja definirani inte-
gralom

A(§7 7v7w>f§,v(gv) = / . f§,v<w_1nvgv>dnv‘
U (kv)NwN (ky)w—1

Tvrdnje propozicije 1.2.3 vrijede i za lokalne operatore. Uoc¢imo da je na
skoro svim mjestima f,, invarijantna za maksimalnu kompaktnu podgrupu
K,. Na tim mjestima lokalni operator ispreplitanja K,—invarijantnu funkciju
fsv preslikava u K,—invarijantnu funkciju u I(w(s), w(m,)). Vise rije¢i o tome
bit ¢e u poglavlju o normalizaciji operatora ispreplitanja.

1.3 Eisensteinovi redovi i rezidualni spektar
Definicija 1.3.1. (Eisensteinov red) Neka je i dalje 7 = ®,m, kuspi-

dalna automorfna reprezentacija Levijevog faktora M (A) te f; € I(s, ) au-
tomorfne forme, pri ¢emu je ovisnost o s € aj,  kao u prethodnom poglavlju.
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Tada definiramo Eisensteinov red

E(s,g; fom)= >, f(19)

YEP(R)\G(k)
za g € G(A).
Sljedeca tvrdnja se moze na¢i u poglavljima I1.1.5 i IV.1.8 knjige [44].

Propozicija 1.3.2. Za s dovoljno duboko u pozitivnoj Weylovoj komori red
koji definira Fisensteinov red konvergira apsolutno i uniformno za g u kom-
paktnom skupu. Analiticki se produljuje do meromorfne funkcije na citavom

*
ClM@.

Koristec¢i Eisensteinove redove koji odgovaraju kuspidalnim automorfnim
reprezentacijama Levijevog faktora M (A) moze se opisati odgovarajuéi dio
prostora automorfnih formi. Pritom se, osim prostora L%}ms spomenutih o
poglavlju 1.1, dobiva i dio kontinuiranog spektra. Ova tvrdnja moze se naci
u poglavlju I1.1.12 knjige [44].

Teorem 1.3.3. Doprinos prostoru automorfnih formi reduktivne grupe G' koji
odgovara automorfnoj kuspidalnoj reprezentaciji m Levijevog faktora M(A) je
razapet funkcijama

1

(27m->dim(u7v[’c)

/ E(s, g; fs, )ds, (1.1)
Re(s)=s

gdje je sy dovoljno duboko u pozitivnoj Weylovoj komori tako da integral koji
definira operatore ispreplitanja i suma koja definira Eisensteinov red kon-
vergiraju apsolutno u s,. Pritom gorngi integral racunamo pomakom linije
integracije unutar pozitivne Weylove komore u ishodiste od ay; ¢, gdje dobi-
vamo integral po Re(s) = 0 koji daje dio kontinuiranog spektra.

Putem prelazimo singularne hiperravnine u kojima Eisensteinov red ima
polove. Ponistavanjem polova Fisensteinovog reda dobivamo nove integrale
analogne integralima (1.1) na (r—1)-dimenzionalnoj hiperravnini. Odabirom
koordinatnog sustava na hiperravnini s ishodistem u ortogonalnoj projek-
cigi ishodista od ay, o nastavijamo postupak. Osim doprinosa kontinuiranom
spektru, ako su automorfne forme dobivene iteriranim ponistavanjem polova
Eisensteinovog reda v puta kvadratno integrabilne, dobivamo dijelove rezid-

ualnog spektra L%Dyres koji odgovaraju kuspidalnoj automorfnoj reprezentaciji
.
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Ovaj teorem zapravo daje recept kako izracunati dekompoziciju prostora
LQP’TES kad bi znali naéi polove Eisensteinovih redova, izracunati $to ostane
nakon njihovog iteriranog poniStavanja te provjeriti kvadratnu integrabilnost.
To ¢e nam omoguciti konstantni ¢lanovi Eisensteinovih redova. Medutim,
ovom metodom ne dobiva se multiplicitet reprezentacija u rezidualnom spek-
tru, osim ako su polovi u svakoj iteraciji jednostruki kada je multiplicitet
jednak jedan. Da bi se dobili multipliciteti trebalo bi dekomponirati skalarni
produkt pseudo—Eisensteinovih redova, a to je izvan dosega ove disertacije.

Definicija 1.3.4. (Konstantni ¢lan Eisensteinovog reda) Neka je 7
kuspidalna automorfna reprezentacija Levijevog faktora M (A). Konstantni
¢lan Eisensteinovog reda E(s, g; fs, m) duZ paraboli¢ke podgrupe P je

%@mhﬂ—/ E(s,ng: f,, ®)dn. (1.2)
N(k)\N(A)

Buduc¢i da je N(k)\/N(A) kompaktan, analiticka svojstva Eisensteinovog
reda i njegovog konstantnog ¢lana se podudaraju. Takoder, konstantni ¢lan
automorfne forme u potpunosti ju odreduje prema poglavlju 1.3.4 iz [44].
Stoga je dovoljno prouciti polove i kvadratnu integrabilnost konstantnog
¢lana. Sljede¢a propozicija dovodi u vezu konstantni ¢lan Eisensteinovog
reda s operatorima ispreplitanja i moze se nac¢i u poglavlju I1.1.7. knjige [44].

Propozicija 1.3.5. Neka je P samokonjugirana standardna prava parabolic-
ka podgrupa od G i 7 kuspidalna automorfna reprezentacija njezinog Levijevog
faktora M(A). Tada je konstantni célan Fisensteinovog reda E(s, g; fs, )
jednak

Ep(s,g; foom) = Y Als,mw)filg). (1.3)

weW (M)

Da bismo odredili dekompoziciju prostora L2

Press @ time 1 Citav rezidu-
alni spektar L?__, rac¢unat ¢emo upravo polove sume operatora ispreplitanja
(1.3) unutar pozitivne Weylove komore. To ¢e nam omogu¢iti normalizacija
operatora ispreplitanja pomoc¢u L-funkcija koju uvodimo u tre¢em poglavlju.

[teriranim ponistavanjem polova Eisensteinovog reda zaista dobivamo di-
jelove rezidualnog spektra ako i samo ako su dobivene forme kvadratno inte-
grabilne. Sljede¢i kriterij kvadratne integrabilnosti moze se na¢i na stranici

104 knjige [37].
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Lema 1.3.6. (Langlandsov kriterij kvadratne integrabilnosti) Prostor
dobiven nakon iteriranog ponistavanja pola Eisensteinovog reda E(s, g; fs, )
u tocks

s=(21,...,2) € ayc

sastoji se od kvadratno integrabilnih automorfnih formi ako i samo ako
w(z, ..oy z0) = (21, ., 20)
zadovoljava nejednakosts

Re(z}) < 0,
Re(z]) + Re(zy) < 0,

Re(z}) + ...+ Re(z.) < 0,

za svaki w € W(M) takav da odgovarajuéi operator ispreplitanja u konstant-
nom clanu (1.3) daje netrivijalan doprinos sumi nakon iteriranog ponista-
vanja polova.

Naglasimo na kraju ovog poglavlja da provedba ovog recepta za racu-
nanje rezidualnog spektra nije tako jednostavna kao $to izgleda. Javlja se
nekoliko problema. Najprije, nije jednostavno dokazati da je nakon normal-
izacije, normalizirani operator ispreplitanja holomorfan i razli¢it od nule u
¢itavoj zatvorenoj pozitivnoj Weylovoj komori. Nadalje, osim za grupe malog
ranga, tesko je vidjeti nakon ponistavanja polova da li se pojedini operatori
medusobno ponistavaju ili ne.

U dekompoziciji rezidualnog spektra u cetvrtom poglavlju uvijek pret-
postavljamo da su kuspidalne automorfne reprezentacije odabrane tako da
su polovi Eisensteinovih redova realni. Takvo svojstvo ima svaka kuspidalna
automorfna reprezentacija nakon pogodnog zakretanja imaginarnom potenci-
jom apsolutne vrijednosti reducirane norme ili determinante. Stoga navedena
pretpostavka ne smanjuje opcenitost, ve¢ je samo pogodan odabir koordi-
natnog sustava.



Poglavlje 2

Hermitske kvaternionske grupe

U ovom poglavlju sakupljene su cinjenice o strukturi te rezultati iz teorije
reprezentacija hermitskih kvaternionskih grupa i njihovih Levijevih podgrupa
nad lokalnim poljima karakteristike nula. Izbor je napravljen iskljuc¢ivo ima-
juéi u vidu primjene u sljede¢im poglavljima ove disertacije. Stoga, ni u kojem
slu¢aju ne treba smatrati ovo poglavlje cjelovitim pregledom rezultata.
Najprije su definirane sve grupe koje su potrebne u ovoj disertaciji zajedno
s njihovom pogodnim matri¢nim realizacijama. Slijedi podsjetnik na lokalnu
i globalnu Jacquet-Langlandsovu korespodenciju, Langlandsovu klasifikaciju
za hermitske kvaternionske grupe, slutnju o standardnom modulu te neke
rezultate o ireducibilnosti induciranih reprezentacija za op¢u linearnu grupu.
Sam kraj poglavlja posvecen je induciranim reprezentacijama hermitske kva-
ternionske grupe ranga jedan koja je unutarnja forma rascjepive grupe SOjy.

2.1 Struktura

2.1.1 Definicije

Kao i prije, neka je k algebarsko polje brojeva i A prsten adela od k. Za
mjesto v od k oznac¢imo s k, upotpunjenje od k£ na mjestu v. Neka je D
kvaternionska algebra centralna nad k£ i 7 uobic¢ajena involucija koja fiksira
centar od D. Tada je D rascjepiva na skoro svim mjestima od k, odnosno na
tim mjestima je upotpunjenje

D ®y k, = M(2,k,),

20
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gdje je M(2,k,) aditivna grupa 2 x 2 matrica s koeficijentima iz k,. Na
kona¢no mnogo mjesta v od k na kojima D nije rascjepiva upotpunjenje

D®kkng’U7

gdje je D, do na izomorfizam jedinstvena kvaternionska algebra centralna nad
k,. U ovoj disertaciji pretpostavljamo da je D rascjepiva na svim arhimed-
skim mjestima. Konac¢an skup nearhimedskih mjesta na kojima D nije ras-
cjepiva oznac¢avamo sa S. Broj takvih mjesta je uvijek paran.

Reduciranu normu kvaternionske algebre D oznacavat ¢emo s det’. Istu
oznaku koristimo i za reduciranu normu proste algebre D ®; A. Ona je
produkt lokalnih reduciranih normi det] pri ¢emu je na mjestima v ¢ S
reducirana norma det! zapravo determinanta. Apsolutnu vrijednost lokalnih
i globalnih reduciranih normi oznac¢avamo s v.

Uvedimo sada grupe koje ¢emo koristiti. Neka je GL,, rascjepiva opca
linearna grupa definirana nad % koja se sastoji od svih invertibilnih n x n
matrica. Rascjepiva specijalna linearna grupa SL,, definirana nad & je njezina
podgrupa koja se sastoji od svih n X n matrica jedini¢ne determinante. Rasc-
jepiva specijalna ortogonalna grupa SO,, definirana nad k£ je komponenta
povezanosti grupe izometrija bilinearne forme definirane 2n x 2n matricom

0 0 1
J2n: 0

0 .-

1 0 0

Neka je GL! algebarska grupa definirana nad k invertibilnih n x n matrica
s koeficijentima iz D. Tada

, ~ | GLyy(k,), zav &S,
GL (ko) = { GL.(D,). zaveS

Algebarsku podgrupu od GL!, koja se sastoji od matrica jedini¢ne reducirane
norme determinante oznac¢avamo s SL/,. Vrijedi

, ~ | SLay(k,), zav &S,
SLa(ky) = { SL.(D,). 7aveS.
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Na GL! takoder koristimo oznake det’ i det] za reduciranu normu determi-
nante nad adelima i nad lokalnim poljem k,. Apsolutnu vrijednost reducirane
norme determinante oznac¢avamo s v.

Neka je V' desni vektorski prostor nad D dimenzije 2n. Fiksirajmo bazu

{e1,...,eam}
od V. Antihermitska forma (-,-) na V definirana je na bazi
(€ive;) =dion—jr1 zal<i<j<2n
i progiruje se formulama

(U’ U/) = _T((U/7 U))v

(v, v'2") = 7(x)(v,v)x

za sve v,v" € V ix, 2’ € D. Algebarsku grupu nad k svih izometrija forme
(+,+) oznacavamo s G',. To je unutarnja forma rascjepive grupe SO,,. Stoga,

, ~ | SOun(ky), zav &S,
G () = { G (D), zmveSs.

2.1.2 Grupa G

Ova disertacija bavi se upravo rezidualnim spektrom grupe G, koja je un-
utarnja forma rascjepive grupe SOg. Stoga ¢emo sada detaljnije prouciti
njezinu strukturu. Neka je 7" maksimalni rascjepivi torus nad k u GY. Tada

je
T = GLl X GL1

Oznaimo s ' skup korijena od G, obzirom na T”. Tada
Q' = {+e; + ey, +2¢1, £2e5},
gdjejezai=1,2,
ei(ti,ta) =1t; zasve (t1,t2) € T' 2 GLy x GL;.
Za skup pozitivnih korijena odaberimo

(I)/Jr = {61 + €2, 261, 262}.
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Odgovarajuéi skup prostih korijena je
A/ = {61 — 62,262}.

Standardne parabolicke podgrupe od GY definirane nad & odgovaraju pod-
skupovima skupa prostih korijena A’. Minimalnu paraboli¢ku podgrupu koja
odgovara praznom skupu prostih korijena ozna¢imo s F;. U Levijevoj dekom-
poziciji Py = M|N| Levijev faktor je

M. = GL x GL..

Grupa GY ima jo$ dvije maksimalne prave standardne paraboli¢ke podgrupe
koje odgovaraju jedno¢lanim podskupovima od A’. Neka P{ = M{N| s
Levijevim faktorom
M = GL,
odgovara prostom korijenu e; — ey, a Py = M}NJ s Levijevim faktorom
M, = GL] x G}

odgovara prostom korijenu 2e;. Weylovu grupu od (G5, 7") ozna¢imo s W.
Uoc¢imo da su po definiciji iz poglavlja 1.2 sve tri prave paraboli¢ke podgrupe
od G samokonjugirane. Pritom W (M) je zapravo ¢itava Weylova grupa W.
Ako oznac¢imo s w; refleksiju na prostom korijenu e; — e, a s wy refleksiju
na prostom korijenu 2e,, onda je

/
W = W(M()) = {1, Wi, W2, W1W2, W1, W1W2W1, WaW1W2, wlwgwlwg}.

Nadalje, W (M) i W (M) sadrze jedinstveni netrivijalni element kojeg u oba
sluc¢aja oznac¢avamo wy. Za M/ to je element koji odgovara elementu wow;ws
Weylove grupe, a za M odgovara elementu wjwyw;.

Promotrimo sada joS i rascjepivu grupu SOg ¢ija unutarnja forma je G5,.
Standardne parabolicke podgrupe od SOs ¢ije su unutarnje forme P, P i P,
oznaCavamo redom s Fy, P, i P,. Neka je P, = M;N; Levijeva dekompozicija
zat=0,1,2. Tada

I

My
M,
My

GL2 X GLQ,
GL47
GLQ X 504

1%

I

Sve tri paraboli¢ke podgrupe su samokonjugirane te W (M;) = W (M/).

(2
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Uoc¢imo da su prostori a”j\@,@ i ajy, ¢ izomorfni za ¢ = 0,1,2. Prostori
a}kw(g,(c i ayy, ¢ su dvodimenzionalni i za bazu uzimamo reducirane norme na
svakoj od kopija GL| u M/, odnosno determinante na svakoj od kopija G'L,
u My. Time ujedno fiksiramo izomorfizam. Pozitivhu Weylovu komoru ¢ine
svi parovi s = (s1,82) € C? takvi da vrijedi

Re(sy) > Re(sg) > 0.

Prostori ay, « 1 @}y, ¢ su jednodimenzionalni i za bazu uzimamo reduciranu
normu determinante na M| = GL), odnosno determinantu na M; = GLy,
¢ime fiksiramo izomorfizam. Prostori @hc 1 O, ¢ U takoder jednodimen-
zionalni. Za bazu uzimamo reduciranu normu na GL} u M), odnosno de-
terminantu na GLs u Ms. Time je fiksiran izomorfizam. Pozitivhe Weylove
komore u oba slu¢aja maksimalnih parabolickih podgrupa dane su uvjetom
Re(s) >0 za s € C.

Napomenimo jo$ da i u situacijama koje nisu ovdje eksplicitno navedene,
uvijek za bazu prostora aj, ., gdje je M’ Levijev faktor neke standardne
paraboli¢ke podgrupe rascjepive klasi¢ne grupe ili njezine unutarnje forme,
biramo determinante, odnosno reducirane norme determinante na svakoj od
grupa GL,, ili GL! koje se javljaju u M’. Naglasimo da ovakav odabir
baze nije uvijek u skladu s bazom « koja je odabrana u slu¢aju maksimalne
standardne prave parabolicke podgrupe rascjepive klasi¢ne grupe u poglavlju
3.1. Na primjer za standardnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom
G Ly u rascjepivoj grupi SOy je a = detim.

w ‘ w(s) = w(sy, $2) ‘ w(r') = w(n] @ m5) ‘
1 (81)82) ﬂ-i ®7Té
wq (s2,51) Ty @ )
Wo (51, —82> 7Ti (%) %é
wW1W2 (—82,81) %é ®7T/1
WoWy (82, —51) Ty ® T
W1 W (—s1,52) T ®
Wl W2 (_32, _31) %/é & 7’?1
W1 WaW1 W2 (_51, _32) ,ﬁi & Aﬂ:é

Tablica 1. Djelovanje W (M) na a3 ¢ 1 reprezentacije od M(A)

Kao §to je ve¢ navedeno u poglavlju 1.2, elementi w € W(M}) djeluju
na s = (s1,52) € ay; ¢ 1 kuspidalnu automorfnu reprezentaciju ' = ® m
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grupe M} (A) = GL)(A) x GL}(A) konjugiranjem, odnosno
w(s)(m) = s(w™'mw),
w(m)(m) = w(w  mw),

za m € M{(A). To djelovanje eksplicitno je navedeno u tablici 1 za sve
w € W(M]). Pritom ~ oznacava kontragredijentnu reprezentaciju.

2.1.3 Matri¢na realizacija grupe G

Na kraju navodimo, nad lokalnim poljem k, za rascjepiva i nerascjepiva
mjesta, pogodnu matri¢nu realizaciju grupe G} koja je unutarnja forma rasc-
jepive grupe SO4. Moze se pokazati da se G’ kao algebarska grupa nad k
moze realizirati kao

, | a b
o = [ag bg}EGL'Q: gEGLl,[C d}EGLQ,

2.1
cg dg (ad — be)det'(g) = 1 &y

gdje je det’ odgovarajuc¢a reducirana norma. Stoga G ima sljedece dvije
podgrupe

Sr' = Hg S]EGL’Q:gGSL’l},

@ al] bl , la b
SLy’ = {{di dr’ € GL,: e d €SLy

gdje je I/ na rascjepivim mjestima jedini¢na 2n x 2n matrica, a na nerasc-
jepivim mjestima jedini¢na n X n matrica. Presjek ovih podgrupa je {15},
a produkt SL'l(l)SLg) normalna podgrupa od G). Nad lokalnim poljem £,
kvocijent je konacan i to izomorfan s kX /(k)X)2.

Neka je {v,} fiksirani skup predstavnika u kvocijentu k/(kX)?. Koris-
teéi 7,, uvodimo predstavnike 7y, koji su istovremeno predstavnici klasa u
kvocijentima

GL,(k,)/SLy (k) Z' (k) 1 Gy(k)/SLY (k) SIS (ky),

gdje je Z' centar od GL}. Na rascjepivim mjestima 7, su matrice

Y% 0 0 0

Yo 0O ) 0 10 0
[O 1}6@2(1@ il g 01 o |€50uk).

0 0 0 ~t
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Na nerascjepivim mjestima neka je
T € D = GL(ky)

element koji odgovara matrici

[70 H € GLy(ky)

u matri¢noj reprezentaciji od D, kao u poglavlju 2 u [19]. Tada su v, istovre-
meno

30 € GL (ko) = DX i { S 7?% ] € G (k) = G\(D,).

Ovakve jednake oznake predstavnika klasa za dva kvocijenta opravdane su
¢injenicom da konjugiranje elemenata od SL'l(l)(kv)Sng)(kv) s v, kao elemen-
tom u G (k,) je zapravo isto §to i odvojeno konjugiranje elemenata svake od
podgrupa SLIV (k) i SIS (k) s 7, kao elementom u GL|(k,) i GLay(ky).
Ova ¢injenica o konjugiranju omogucit ¢e nam u nastavku da proucimo in-
ducirane reprezentacije grupe G’ (k,).

2.2 Reprezentacije

2.2.1 Jacquet—Langlandsova korespodencija

U ovom poglavlju najprije ¢emo se podsjetiti Jacquet—Langlandsove kore-
spodencije. Lokalno, to je bijekcija izmedu ireducibilnih dopustivih repre-
zentacija grupe GL/(k,) i ireducibilnih dopustivih kvadratno integrabilnih
reprezentacija rascjepive grupe G'Ly(k,), a globalno izmedu kuspidalnih auto-
morfnih reprezentacija grupe GL/(A) i odredenih automorfnih reprezentacija
grupe GLs(A). Precizniji iskaz Jacquet—Langlandsove korespondencije dan
je u sljedeca dva teorema koji se mogu naéi u poglavlju 8 u [10].

Teorem 2.2.1. (Lokalna Jacquet—Langlandsova korespodencija) Ne-
ka je v nearhimedsko mjesto od k na kojem D nije rascjepiva. Tada postoji
jedinstvena bijekcija

/
Ty < Ty
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izmedu klasa izomorfnosti ireducibilnih dopustivih reprezentacija 7 grupe
GL)(k,) = D) i klasa izomorfnosti ireducibilnih dopustivih kvadratno inte-
grabilnih reprezentacija m, grupe GLs(k,) karakterizirana wvjetom na njihove
karaktere

0x,(9") = —0x,(9)

za sve reqularne poluproste elemente ¢' i g od GL\(k,) i GLo(k,) vezane
uvjetom da im se karakteristicni polinomi podudaraju.

Na osnovu ovog teorema, za potrebe ove disertacije definiramo lokalni lift
reprezentacija od GL (k).

Definicija 2.2.2. (Lokalni lift) Na nerascjepivom mjestu v € S lokalni lift
reprezentacije 7/ grupe GL(k,) je reprezentacija m, grupe G Lo (k,) koja je
s m u Jacquet—Langlandsovoj korespodenciji.

Na rascjepivom mjestu v € S je GL|(k,) = GLy(k,), pa je lokalni lift
definiran naprosto kao m, = 7.

Buduéi da grupa G L} nema pravih parabolickih podgrupa definiranih nad
k, sve reprezentacije m, od GL)(k,) za nerascjepivo mjesto v su superkuspi-
dalne. Ako je 7 jednodimenzionalna, onda postoji karakter x, od k) takav
da je

7 = x, odet.
U Jacquet—Langlandsovoj korespodenciji ova jednodimenzionalna reprezen-
tacija odgovara Steinbergovoj reprezentaciji od GLy(k,) zakrenutoj za Y,
koju oznacavamo sa St,,. To je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
inducirane reprezentacije
Indg ) ey Ocol - M2 @ x] - 17272)

Po prethodnoj definiciji St,, je lokalni lift od x, odet,. Uo¢imo da ¢e nas za-
pravo zanimati jedino unitarne reprezentacije od G L) (k,) jer su takve lokalne
komponente kuspidalnih automorfnih reprezentacija. Za unitarnu jednodi-
menzionalnu reprezentaciju y, je unitarni karakter.

Teorem 2.2.3. (Globalna Jacquet—Langlandsova korespodencija)
Neka je " = ®n! kuspidalna automorfna reprezentacija grupe GL|(A) koja
nije jednodimenzionalna. Formiramo reprezentaciju m = ®,m, grupe G Ls(A)
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pri cemu je na svim mjestima m, lokalni lift od ). Tada je m kuspidalna
automorfna reprezentacija i preslikavange

/
=T

je bijekcija izmedu klasa 1zomorfnosti kuspidalnih automorfnih reprezentacija
grupe GL(A) koje nisu jednodimenzionalne i klasa izomorfnosti kuspidalnih
automorfnih reprezentacija grupe GLo(A) takvih da je lokalna komponenta
m, kvadratno integrabilna na svim mjestima v € S.

Prije definicije globalnog lifta pogledajmo $to se dogada s jednodimen-
zionalnim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama od GL)(A). Za takvu
reprezentaciju 7’ postoji unitarni karakter y od A*/k* takav da je

7' =y odet’.
Pritom, ako je x =[], x» dekomporicija karaktera y, onda je
x o det’ & ®,(x, o det.).

Htjeli bismo i u ovom slucaju definirati globalni lift koji ¢e biti reprezentacija
u diskretnom spektru od GLy(A). Medutim, koristeci lokalne liftove na svim
mjestima ne dobiva se takva reprezentacija. Umjesto toga globalni lift defini-
ramo na sljede¢i nacin.

Definicija 2.2.4. (Globalni lift) Za kuspidalnu automorfnu reprezentaciju
7" grupe GL}(A) koja nije jednodimenzionalna globalni lift je kuspidalna
automorfna reprezentacija m grupe GLs(A) iz prethodnog teorema.

Za jednodimenzionalnu kuspidalnu automorfnu reprezentaciju y o det’
grupe G L/ (A) globalni lift je rezidualna automorfna reprezentacija

x o det = ®,(x, o det,)

grupe G Ls(A). Naglasimo da u ovom sluc¢aju globalni lift nije kompatibilan
s lokalnim liftovima.

Time smo definirali lokalni i globalni lift reprezentacija grupe GL} na
rascjepivu grupu G'Ly. Za Levijev faktor M{ = GL| x GL] lokalni i globalni
lift na My = GLy x G Ly definiran je koristeéi lokalni i globalni lift za GL]
na svakoj kopiji posebno.
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2.2.2 Langlandsova klasifikacija i slutnja o standardnom
modulu

Sljedeca tema je Langlandsova klasifikacija za hermitske kvaternionske grupe
G . Rezultati su potpuno analogni Langlandsovoj klasifikaciji za rascjepive
grupe i mogu se naé¢i u poglavlju 4.1 u |20].

Teorem 2.2.5. (Langlandsova klasifikacija za G)) Neka je v € S ne-
arhimedsko mgesto od k na kojem D nije rascjepiva. Za svaku parabolicku
padgrupu P' = M'N" od G!, induciranu reprezentaciju

I(s,T,)

zovemo standardni modul ako je s u pozitivnoj Weylovoj komori, a 1), (uni-
tarna) temperirana reprezentacija od M'(k,). Svaki standardni modul ima
jedinstvenu maksimalnu podreprezentaciju koja je jezgra standardnog opera-
tora ispreplitanja

A(s, 7, w)

=) "o

za najdulji element w Weylove grupe modulo M'. Slika tog operatora je stoga
izomorfna jedinstvenom ireducibilnom kvocijentu standardnog modula kojeq
zovemo Langlandsov kvocijent.

Za svaku ireducibilnu dopustivu reprezentaciju ., grupe G postoji stan-
dardni modul ¢iji je Langlandsov kvocijent izomorfan s .

Parabolicke podgrupe od G, imaju Levijeve faktore oblika
GL, x...xGL, xG,

gdjejeni+...+ng+m=mn,n; > 1im > 0. Stoga je temperirana reprezen-
tacija Levijevog faktora tenzorski produkt temperiranih reprezentacija grupa
GL,, (k)i Gy, (ky). Kaoiu rascjepivom slucaju temperirana reprezentacija
grupe GL;, (k,) je puna inducirana reprezentacija s kvadratno integrabilne
reprezentacije, pa se Langlandsova klasifikacija moze iskazati koriste¢i kva-
dratno integrabilne reprezentacije grupa GL,, (k,). Tada umjesto uvjeta da
je s = (s1,...,Sk) upozitivnoj Weylovoj komori dovoljan je slabiji uvjet koji
dozvoljava nekoliko uzastopnih jednakih realnih dijelova Re(s;).

Slutnja o standardnom modulu za rascjepive klasi¢ne grupe dokazana
je u |58] za arhimedski sluc¢aj te u [6] i [46] za nearhimedski slu¢aj. Ona
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daje odgovor na pitanje kad je Langlandsov kvocijent standardnog mod-
ula genericke temperirane reprezentacije Levijevog faktora takoder genericka
reprezentacija. Pritom je standardni modul za rascjepive grupe definiran na
isti na¢in kao za G), u teoremu 2.2.5. Definicija generi¢kih reprezentacija
moze se naéi u poglavljima 1.3 i 4.1 u [14].

Teorem 2.2.6. (Slutnja o standardnom modulu) Neka je ¢, netrivijalni
neprekidni aditivni karakter od k,. Neka je G rascjepiva klasicna grupa defini-
rana nad k i T, temperirana ,—genericka reprezentacija od G(k,). Tada
je Langlandsov kvocijent standardnog modula 1(s,T,) takoder ,—genericka
reprezentacija ako i samo ako je standardni modul ireducibilan.

2.2.3 Leme o induciranim reprezentacijama

Navedimo sada nekoliko lema o induciranim reprezentacijama i ispreplitan-
jima koje ¢emo koristiti u sljede¢im poglavljima.

Lema 2.2.7. Neka je P = MN maksimalna prava parabolicka podgrupa
reduktivne grupe G definirane nad k. Neka je m, ireducibilna temperirana
reprezentacija od M(k,). Tada su kompozicioni nizovi induciranih reprezen-
tacija

I(s,m,) i I(—s,wy(my))
jednaki za sve s € &y ¢, gdje je wy jedinstveni netrivijalni element Weylove
grupe modulo M.

Dokaz. Za s na imaginarnoj osi obje reprezentacije I(s,m,) i I(—s,wo(my))
su ireducibilne osim u diskretnom podskupu imaginarne osi. Za takve s oper-
ator ispreplitanja A(s, m,, wg) je izomorfizam, pa su karakteri tih induciranih
reprezentacija jednaki. Analitickim produljenjem dobivamo jednakost karak-
tera za sve s € a}, ¢, pa reprezentacije I(s, m,) i I(—s,wo(m,)) imaju jednake
kompozicione nizove. [

Lema 2.2.8. Neka je G reduktivna grupa definirana nad k te o, ireducibilna
dopustiva reprezentacija od G(k,). Tada svaki operator ispreplitanja

Ao, — o0,

djeluje mnoZenjem skalarom. Nadalje, ako je A? identiteta onda je taj skalar
jednak 1 ils —1.
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Dokaz. Neka je V prostor reprezentacije o,. Za nearhimedsko mjesto v,
zbog dopustivosti reprezentacije o,, postoji otvorena kompaktna podgrupa
K od G(k,) takva da je prostor K—invarijanata V¥ kona¢nodimenzionalan i
netrivijalan. Operator ispreplitanja A ima svojstvenu vrijednost 7, na V.
Stoga operator ispreplitanja A — 7, [d, ima netrivijalnu jezgru. Bududi da je
o, ireducibilna, A — n,Id, je nuloperator pa je A = n,Id,.

Za arhimedsko mjesto v, zbog dopustivosti reprezentacije o,, svi K,—
izotipovi su kona¢nodimenzionalni, gdje je K, maksimalna kompaktna pod-
grupa od G(k,). Operator ispreplitanja A ima svojstvenu vrijednost 7, na
netrivijalnom K,—izotipu pa je ostatak dokaza jednak kao u nearhimedskom
slucaju.

Na kraju, iz A? = Id, slijedi n? = 1, odnosno 7, € {£1}. O
Lema 2.2.9. Neka je v nearhimedsko mjesto na kojem D nije rascjepiva te
neka su m , i ™, ireducibilne unitarne reprezentacije od GL'(k,). Tada je
inducirana reprezentacija

Indgéigzzngﬂl(kv) (Wi,v ® ﬂ-;,v)
ireducibilna.

Neka je v mjesto na kojem je D rascjepiva. Neka su Xy, X1v ¢ X2w
unitarni karakteri od k), m , @ wa, treducibilne unitarne reprezentacije grupe
GLs(ky) te T, genericka temperirana reprezentacija grupe GLo(k,). Tada su
inducirane reprezentacije

G L2 (ky o a
IndGLiEkngGLl(kv) (X1l - " ® Xaw| - %),

GLa(ky)
IndGL:(ku)xGLg(kv) (M0 ® Ta)

GLs (ko
IndGLiEkvngLg(ku) (X1l "2 ® (x2,0 © dety))

GL3(ky)
IndGL?(kU)XGLQ(kU) (Xl,v| : \’6 ® Tv)
ireducibilne, gdje su oy, ag @ 3 realni brojevi za koje vrijedi

|Cl/1 — OéQ| < 1,

1Bl < 1/2.

Dokaz. Za nearhimedsko mjesto v na kojem D nije rascjepiva, m, i m,
su superkuspidalne pa ireducibilnost slijedi iz teorema B.2.d u [7]. Opcen-
itije rezultate za GL, na nerascjepivom mjestu moze se naéi u [55]. Na
arhimedskim mjestima ireducibilnost svih induciranih reprezentacija slijedi
iz rezultata u [54], a na rascjepivim nearhimedskim mjestima iz [3]. O
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2.2.4 Reprezentacije grupe G'(k,)

Na kraju ovog poglavlja ostaje promotriti inducirane reprezentacije grupe
G’ (k,) na rascjepivim i nerascjepivim mjestima. Pritom koristimo matri¢nu
realizaciju grupe G’ (k,) iz poglavlja 2.1.3. i oznake koje su tamo uvedene.

Lema 2.2.10. Neka je 7, ireducibilna reprezentacija grupe G'y(k,). Tada se
restrikcija od ! na podgrupu SLll(l)(k:v)SLg)(k:v) dekomponira u

2
S
)—lq\
w3
®
9
[N
< e
N——

/
Tr,
U1SLi D (k) SLE (ko)

gdje je 01, @ 09, proizvoljna ireducibilna podreprezentacija u toj restrikciji,

a 0.° oznacava reprezentaciju

7,0

al5(9) = oy 97)-
Skup I je podskup skupa svih predstavnika . koji ima svojstvo da medu
reprezentacijama

za v, € I} nema izomorfnih.
Obratno, za ireducibilnu reprezentaciju

’
Ul,v ® O2,v

grupe SL’l(l)(kU)SLg)(kv) postoji ireducibilna reprezentacija 7, grupe G'y(k,)
takva da vrijedi

/

/
0y, R09, C T .
1v ,U v SL'l(l)(ku)SLg)(ku)

Takva reprezentacija m, je jedinstvena do na kvadratni karakter od G'(k,)
koji je trivijalan na SL’l“)(kv)SLf)(kv).

Dokaz. Uzevsi u obzir ¢injenice o konjugiranju elementima +, u G (k,) i
GL)(k,) navedene na kraju poglavlja 2.1.3, ova lema se dokazuje na isti
nacin kao leme 2.4, 2.5 i 2.8 u [36]. Sli¢ni rezultati za restrikciju s GL,, na
SL,, mogu se nac¢i u [56]. O
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Lema 2.2.11. Neka je

/
7, =1In dGL, o

gdje je o' ireducibilna unitarna reprezentaczya grupe GL/ 1 (Ky). Tada se, uz 0z-

nake iz prethodne leme 2.2.10, restrikcija od 7, na SL (kv) ( ) dekom-
PONLTG U

/ ~ "y SLy™ (kv)
Ty SLII(I)(]C'L;)SL;2>(]€1;) - @ Ty ® IndGL (ko)

THELY,

gdje je T, podreprezentacija restrikcije od o, s GL}(k,) na SLll(l)(k:v), a W
centralni karakter od ol . Skup I") je podskup skupa svih predstavnika =, koji
ima svojstvo da medu reprezentacijama TU’/J za v, € I, nema izomorfnih.
Stoga je m, ireducibilna ako je w,: trivijalan, a inace je direktna suma
dvagu ireducibilnih podreprezentacija koje nisu medusobno izomorfne.

Dokaz. Primjena Mackeyjeve teorije kao u Korolaru 5.3.4.2 u [60] na nas
slu¢aj podgrupe kona¢nog indeksa daje

G, (ky) ~ S (k)SLP (ko) [
I 1 ) ‘ - I 1 )
( NGy (k)7 SL (k) SLE (ko) Mspwyr@m,) \ 7 SL'D (k) T® (k) )

gdje je T® maksimalan rascjepivi torus u SLgZ) te
SL (k) T® (k) =2 GL, (k) N SLY (k) SLY (k).

U matri¢noj realizaciji grupe G (k,) iz poglavlja 2.1.3 je SL’l(l) zapravo SL
kao podgrupa Levijevog faktora GL’, a T'® centar tog GL’. Stoga, koristec¢i
rezultate za G L} iz [36] analogne prethodnoj lemi 2.2.10, restrikcija na desnoj
strani se dekomponira u konac¢nu direktnu sumu

/'y’
D | ©wn,

Y€y
gdje je 7/ ireducibilna podreprezentacua restrikcije od o) na SL/(l) a We
centralni karakter od o). Dakle,

/ ~J /’y
T & @ 7,» | ®In d
v (2)
SL™M () SLE? (k) iyt T
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Na kraju, ako je wy trivijalan, onda je inducirana reprezentacija

SLE (kv)

IndT(Q)(kU) Wy’

ireducibilna i restrikcija od 7! postaje

(2)
D (o mat

Vo€l

Sto je restrikcija ireducibilne reprezentacije od G (k,). Ako pak w,s nije
trivijalan, onda se inducirana reprezentacija

SLS (kv)
IndT(22> (k)
dekomponira u direktnu sumu dvaju ireducibilnih reprezentacija od S Léz) (ky)
koje su medusobno konjugirane nekim predstavnikom ~,. Ozna¢imo te di-
rektne sumande 7 i 7. Tada se restrikcija od 7/ moze zapisati kao

D (o) BB (o)

Q=X g

Pritom je svaka uglata zagrada restrikcija ireducibilne reprezentacije grupe
G (k,). Stoga je u ovom slu¢aju 7/ direktna suma dvaju ireducibilnih repre-
zentacija koje nisu medusobno izomorfne. O

Korolar 2.2.12. Neka je v nearhimedsko mjesto od k gdje D nije rascjepiva
@ Xo unitarnt kvadratni karakter od k). Tada je inducirana reprezentacija
In dGL’ ( Xo © det!)
ireducibilna © temperirana.
Neka je v mjesto od k gdje je D rascjepiva i o, samokontragredijentna

reprezentacija komplementarne serije od GLo(k,). Tada je inducirana repre-

zentacija o)
S04 (ke
In dGL‘;(k 10

ireducibilna.
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Dokaz. Centralni karakter reprezentacije x, o det) je x2. Bududi da je x,
kvadratni karakter, 2 je trivijalan pa je prema prethodnoj lemi 2.2.11 prva
inducirana reprezentacija iz korolara ireducibilna. Obzirom da je na nerasc-
jepivom mjestu x, o det, superkuspidalna reprezentacija od GL/(k,) ta in-
ducirana reprezentacija je temperirana prema teoremu 5.2 u [19].

Samokontragredijentna reprezentacija komplementarne serije od GLs(k,)
je puna inducirana reprezentacija oblika

~ GLa(kv) r —r
Op = IndGL?(kv)xGLﬂkv) (:“v’ M@ ol - | ) )

gdje je 0 < r < 1/21i u, kvadratni karakter od k). Centralni karakter od o,
je trivijalan jer je jednak p? pa je druga inducirana reprezentacija iz korolara
ireducibilna prema prethodnoj lemi 2.2.11. O]



Poglavlje 3

Normalizacija operatora
ispreplitanja

Opca strategija za dekompoziciju rezidualnog spektra opisana u prvom po-
glavlju svodi rac¢un na proucavanje polova odredenih suma globalnih ope-
ratora ispreplitanja u zatvaracu pozitivne Weylove komore. Ova disertacija
bavi se dijelom rezidualnog spektra grupe G koji dolazi od kuspidalnih auto-
morfnih reprezentacija minimalne standardne parabolicke podgrupe. Stoga
je cilj ovog poglavlja definirati skalarne meromorfne normalizacijske faktore
za operatore ispreplitanja koji se javljaju u tom specijalnom slu¢aju. Osnovni
zahtjev na normalizacijski faktor je da normalizirani operator ispreplitanja
bude holomorfan i razli¢it od nule u zatvara¢u pozitivnhe Weylove komore.
Time se proucavanje polova operatora ispreplitanja svodi na proucavanje
polova skalarnih normalizacijskih faktora koji su definirani kao kvocijenti L—
funkcija i e-faktora ¢iji su polovi poznati.

Normalizacijski faktori se najprije definiraju za lokalne operatore isprepli-
tanja na svim mjestima od k i dokazuje se da su normalizirani lokalni opera-
tori ispreplitanja holomorfni i razli¢iti od nule u zatvaracu pozitivnhe Weylove
komore. Moguca su tri razli¢ita slucaja. Prvi slucaj se odnosi na rascjepivo
mjesto na kojem je lokalna komponenta kuspidalne automorfne reprezentacije
Levijevog faktora genericka. U tom slucaju za temperiranu genericku re-
prezentaciju normalizacija je provedena opcenito za proizvoljnu parabolicku
podgrupu rascjepive klasi¢ne grupe, a za netemperiranu genericku reprezen-
taciju samo u situaciji potrebnoj u ovoj disertaciji. Drugi slu¢aj odnosi se
na rascjepivo mjesto na kojem lokalna komponenta kuspidalne automorfne
reprezentacije Levijevog faktora nije genericka. Najprije je dana opca ideja

36
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za definiciju normalizacijskih faktora u negenerickom slucaju koja je zatim
provedena u svim situacijama koje se javljaju u ovoj disertaciji. Treci slucaj
odnosi se na nerascjepiva mjesta. Normalizacijski faktor je definiran samo u
situacijama potrebnim za ovu disertaciju koriste¢i lokalni lift reprezentacija
iz prethodnog poglavlja.

Globalni normalizacijski faktor je zatim definiran kao produkt lokalnih te
se pokazuje da zadovoljava osnovni zahtjev holomorfnosti i razli¢itosti od nule
u zatvaracu pozitivne Weylove komore. Za operatore ispreplitanja potrebne
u racunu rezidualnog spektra u sljede¢em poglavlju globalni normalizacijski
faktori eksplicitno su izracunati. Na samom kraju ovog poglavlja dana je
lema o ireducibilnosti slike za neke lokalne normalizirane operatore isprepli-
tanja. Ona ¢e omoguciti dokaze ireducibilnosti pojedinih dijelova rezidualnog
spektra u sljede¢em poglavlju.

3.1 Genericki rascjepivi slucaj

U ovom poglavlju neka je GG rascjepiva klasi¢na grupa definirana nad lokalnim
poljem k, karakteristike nula. Najprije uvedimo oznake vezane uz njezinu
strukturu, inducirane reprezentacije i operatore ispreplitanja.

Neka je T' maksimalan rascjepivi torus od G i ® skup korijena. Fiksirajmo
Borelovu podgrupu B, a time i skup pozitivnih korijena ®* te skup prostih
korijena A. Neka je W Weylova grupa od (G,T). Za svaki pravi podskup 6
od A neka je Py odgovarajuca standardna parabolicka podgrupa s Levijevom
dekompozicijom

Py = MyNy,

gdje je My Levijev faktor, a Ny unipotentni radikal.
Neka X (Mpy) oznac¢ava Z-modul k,-racionalnih karaktera od My te

ag = Homgz(X(My),R),
Cl; = X(Mg) ®ZR

Kompleksifikaciju od ay i aj oznacavamo s
: *
Clogc 1 C(e’(c.

Koriste¢i prirodnu dualnost (-,-) od aj ¢ i agc definiramo Harish-Chandrin

homomorfizam
Hpe : M9 — Oy
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formulom
exp(x, Hp,(m)) = |x(m),
za sve racionalne karaktere xy € X(Mp). Pritom exp u nearhimedskom
slu¢aju oznacava eksponencijalnu funkciju s bazom ¢,, gdje je ¢, broj ele-
menata rezidualnog polja od k,.
Kao u poglavlju 1.2, za ireducibilnu dopustivu reprezentaciju m, Levijevog
faktora Mpy(k,) i s € aj ¢ definiramo induciranu reprezentaciju

I(s.7,) = Ind§) ) (m, @ expls, Hp, ().

te za svaki w € W takav da je w(f) C A standarne operatore ispreplitanja
integralom

A(s, mp, w) fs(g) = fgyv(w_lng)dn’ (3.1)

/U(kv)ﬁng (ky)w—1

gdje je fs, u prostoru inducirane reprezentacije I(s,m,), Ny unipotentni
radikal suprotne parabolicke podgrupe od Py i U unipotentni radikal Borelove
podgrupe. Pritom, fiksirana Haarova mjera dn na Ny(k,) je odabrana kao u
poglavlju 2 u [47]. Ovisnost fs, o s se dobiva koriste¢i kompaktnu sliku
kao u poglavlju II.1 u [44]. Za operator ispreplitanja vrijedi propozicija
1.2.3 pa se analitickim produljenjem integrala iz definicije dobiva meromorfni
operator ispreplitanja koji izvan polova isprepli¢e reprezentacije I(s,m,) i
I{w(s), w(my)).

Neka je rg adjungirana reprezentacija Langlandsove dualne L—grupe od
My na Liejevoj algebri L—grupe od Ny. Tada se ryp potpuno reducira i neka
je

To =11 D ... D1y,

njezina dekompozicija u sumu ireducibilnih reprezentacija.

Prvi korak u definiciji normalizacijskih faktora je slu¢aj maksimalne prave
parabolicke podgrupe. Neka je

P = Pay{a) = MN

Levijeva dekompozicija maksimalne prave standardne parabolicke podgrupe
od G, gdje je a prosti korijen. Tada je, osim za G = GL,, odgovarajuci
prostor ag jednodimenzionalan. U svakom slucaju neka je

a= </)P> Oév>71pP?
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gdje je pp polovina sume pozitivnih korijena od G koji nisu korijeni od M.
Za s € C pisemo krace
sa=a®s
U slu¢aju maksimalne prave standardne parabolicke podgrupe od GL, s
Levijevim faktorom izomorfnim GL,, x GL,, prostor af je dvodimenzion-
alan. Ipak, tenzoriranje s pogodnom potencijom apsolutne vrijednosti deter-
minante svodi proucavanje operatora ispreplitanja na jednodimenzionalan
potprostor
sa = (s,a”)a

od ag. Uocimo da u slu¢aju maksimalne parabolicke podgrupe postoji najvise
jedan netrivijalni element w € W takav da je w(A \ {a}) C A. Tada je

w(sa) = —sa.

Neka je v, netrivijalni neprekidni aditivni karakter od k,. Za v,—ge-
neri¢ku reprezentaciju m, Levijevog faktora M (k,) maksimalne parabolicke
podgrupe normalizacijski faktor definiramo formulom

( v ) f[ L(iS,T{'U,Ti)
r(sa, my, w) = : '
) o L(1 +is, my,1r;)e(is, Ty, 14, 1y)

(3.2)

za s € C. Pritom su L-funkcije i e—faktori na desnoj strani definirani u
poglavlju 7 u |52]. Normalizirani operator ispreplitanja N (s, m,, w) se tada
definira kao

N(sa, Ty, w) = r(sq, Ty, w) T A(sa, T, w). (3.3)

U sljedecoj propoziciji dokazuje se da je za ireducibilnu v,-genericku tem-
periranu reprezentaciju 7w, normalizirani operator ispreplitanja holomorfan
i razli¢it od nule u otvorenom skupu malo veéem od zatvarac¢a pozitivne
Weylove komore.

Propozicija 3.1.1. Neka je P = M N maksimalna prava standardna parabo-
licka podgrupa od G pridruzena podskupu A\ {a} skupa prostih korijena te w
jedinstveni netrivijalni element Weylove grupe W takav da je w(A\{a}) C A.
Neka je m, ireducibilna ¥, —genericka temperirana reprezentacija od M (k,).
Tada je normalizirani operator ispreplitanja

N(sa, my, w)
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holomorfan i razlicit od nule za
Re(s) > —1/¢
gdje je £ duljina adjungirane reprezentacije ra\{ay}-
Dokaz. 1z definicije normalizacijskog faktora (3.2) i normaliziranog operatora
ispreplitanja (3.3) slijedi da treba dokazati da je
¢

N(sa,my,w) = H

i=1

L(]_ + 7;8, Ty, Ti)fS(iS; Ty Ty ¢v)
L(is, my,r;)

A(sar, m,, w) (3.4)

holomorfan i razli¢it od nule za Re(s) > —1/¢. Medutim, za 1,—genericku
temperiranu reprezentaciju lokalna L—funkcija L(s,m,,r;) je holomorfna za
Re(s) > 0 prema poglavlju 3 u [2] u arhimedskom te poglavlju 4 u [6] u
nearhimedskom slu¢aju. Stoga je L—funkcija u brojniku L(1+is, m,, ;) holo-
morfna za Re(s) > —1/¢. Buduéi da lokalne L—funkcije nemaju nultocki, a
e—faktori ni nultocki ni polova, izraz (3.4) je holomorfan i razli¢it od nule za
Re(s) > —1/¢ ako i samo ako je

¢
1
— _A(sa,m, 3.5

21:[1 L(is, 7y, 1;) (50,70, w) (3:5)
holomorfan i razli¢it od nule za Re(s) > —1/¢.

Za Re(s) > 0 i temperiranu reprezentaciju m, operator ispreplitanja
A(sa, m,,w) je dugi operator ipreplitanja Langlandsove klasifikacije pa je
holomorfan i razli¢it od nule. Lokalne L—funkcije L(is,m,, ;) su holomorfne
za Re(s) > 0 i nemaju nultocki. Stoga je izraz (3.5) holomorfan i razli¢it od
nule za Re(s) > 0.

Po definiciji Plancherelove mjere

A(—sa, w(m,), w HA(sa, m,, w) = p(sa, m,) 7,
a prema formulama (3.6) i (7.4) u [52] Plancherelova mjera od 7, se moze
zapisati pomoc¢u L—funkcija i e—faktora kao

p(sa,m,) = ﬁe(isﬂuﬂ“u¢u)lz(1—is,w(m}),n).

=1

L(is, my,13)

‘ E(_i57w(7rv)?ri7wv>L(1 +i$,7TU,7”i) —
H L(—is,w(m,),r;) B
—1

=1

= 7(s@, my,w) " 'r(—sd,w(m,),w )
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Stoga za normalizirane operatore ispreplitanja vrijedi
N(—sa,w(m,),w )N (sa, my, w) = 1.

Prema poglavlju 3 u [2] u arhimedskom i poglavlju 2.4 u [51] u nearhimedskom
sluaju hermitski dual normaliziranog operatora ispreplitanja za Re(s) = 0
je jednak

N(sa,my,w)* = N(—sa,w(m,),w").

U nearhimedskom sluc¢aju, buduéi da je 7, dopustiva, prostor K—invarijanata
za svaku otvorenu kompaktnu podgrupu K od G(k,) je kona¢nodimenzion-
alan i za dovoljno male K netrivijalan. Tada je restrikcija od N(sa, 7, w) na
svaki takav konacnodimenzionalan potprostor unitaran operator. Posebno,
ogranicen je i operatorska norma mu je najvise jedan. Uzimajuéi sve manju i
manju otvorenu kompaktnu podgrupu K dobivamo holomorfnost normal-
iziranog operatora ispreplitanja za Re(s) = 0. U arhimedskom slucaju,
buduéi da je m, dopustiva, svaki K,-izotip za maksimalnu kompaktnu pod-
grupu K, je kona¢nodimenzionalan pa holomorfnost za Re(s) = 0 slijedi
iz unitarnosti na svakom K,-izotipu. U oba slucaja razli¢itost od nule je
posljedica holomorfnosti po lemi 1.7 u [33].

Na kraju, neka je —1/¢ < Re(s) < 0. Tada je Re(—s) > 0 odnosno
—sa je u pozitivnoj Weylovoj komori. Podsjetimo se definicije Shahidijevih
lokalnih koeficijenata (formula (1.2) u [52]). Za v,~genericku reprezentaciju
7, inducirana reprezentacija I(sa, m,) je ¥,~genericka i ima kanonski Whit-
takerov funkcional kojeg oznafavamo s A(sa,m,). Na isti na¢in inducirana
reprezentacija I(—sa, w(m,)) ima svoj kanonski Whittakerov funkcional ko-
jeg oznacavamo A\(—sa, w(m,)). Tada je kompozicija

A=sa, w(m,))A(sa, Ty, w)

takoder Whittakerov funkcional za I(sa,m,). Zbog jedinstvenosti Whit-
takerovog funkcionala do na skalar, postoji meromorfna funkcija C(sa, m,, w)
od s koju zovemo lokalni koeficijent i definiramo uvjetom

A(sa, m,) = C(sa, Ty, w)A(—sa, w(m,)) A(sa, m,, w). (3.6)

Teorem 3.5 u [52] daje formulu za lokalni koeficijent u slu¢aju maksimalne
paraboli¢ke podgrupe pomoc¢u L—funkcija i e—faktora

L(1 ' ;
C SO[ Ty W H — 18 TU,TZ)&T(ZS,WU,’I"Z,’QZJU). (37)

i=1 (18777-117711')
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Formula (3.6) za reprezentaciju I(—sa, w(m,)) postaje
M=sa,w(m,)) = C(—sa,w(m,), w HA(sq, ) A(—sa, w(m,),w™ ") (3.8)

a po formuli (3.7) lokalni koeficijent je jednak

HL + 18, w(Ty), 1;)e(—is w(m)ﬁm%)

C(—sa,w(m,), (s, w(m).17)

(3.9)

=1

Lokalne L-funkcije u formuli (3.9) su holomorfne za —1/¢ < Re(s) < 0 jer je
Re(1+is) > 01 Re(—is) > 0. Stoga je lokalni koeficijent C(—sa, w(m,),w™!)
holomorfan i razli¢it od nule.

Za —1/0 < Re(s) < 0 operator ispreplitanja A(—sa, w(m,),w™!) je dugi
operator ispreplitanja Langlandsove klasifikacije pa je holomorfan i slika mu
je izomorfna Langlandsovom kvocijentu standardnog modula I(—sa, w(m,)).
Buduéi da je Whittakerov funkcional A\(—sa,w(m,)) na lijevoj strani jed-
nakosti (3.8) razli¢it od nule, Whittakerov funkcional

A58, 70) A(—s@, w(r,), w)

je takoder netrivijalan Whittakerov funkcional. Time smo pokazali da je
Langlandsov kvocijent standardnog modula (—sa, w(m,)) isto 1,—genericka
reprezentacija. Ali prema slutnji o standardnom modulu iz teorema 2.2.6, ako
je Langlandsov kvocijent 1,~genericki, onda je standardni modul ireducibi-
lan. Dakle, I(—sa,w(m,)) je ireducibilna. Tada, po lemi 2.2.7, I(sa, m,) je
takoder ireducibilna.

Sada, bududi da je I(sa,m,) ireduciblna i A(sa, m,) holomorfan i razli¢it
od nule za —1/¢ < Re(s) < 0, iz jednakosti (3.6) zaklju¢ujemo da je red
moguceg pola od A(sa,m,,w) jednak redu nultocke od C(sa,m,,w). Ali
brojnik u (3.7) je holomorfan za Re(s) < 0 i razli¢it od nule. Stoga je red
nultocke lokalnog koeficijenta jednak redu nultocke izraza

14

H 1
pale L(is,my, ;)

¢ime je i za —1/¢ < Re(s) < 0 dokazana holomorfnost i razli¢itost od nule
izraza (3.5). O
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Sljede¢i korak u definiciji normalizacijskog faktora je slucaj proizvoljne
standardne prave parabolicke podgrupe

Py = MyNy

i ¢,—genericke reprezentacije m, Levijevog faktora M (k,). Normalizacija
se bazira na dekompoziciji iz poglavlja 2.1 u |51] operatora ispreplitanja
A(s, m,, w) na kompoziciju operatora ispreplitanja za maksimalne prave pa-
rabolicke podgrupe.

Propozicija 3.1.2. Za 0 C A i w € W takav da je w(0) C A postoje prosti
korijent
Qp, Q2, ..., 0y

sa sljedecim svojstvom: ako definiramo niz
01,09, ...,0,, 0,1 =w(0)
podskupova skupa prostih korijena A i niz
Wi, Wa, . . ., Wy
elemenata Weylove grupe W induktivno s

91 — 9,
w; = jedinstveni netrivijalni element Weylove grupe
od My,u(a,y takav da je wi(0;) C 0; U {},
Ois1 = wit),

onda vrijeds
(1) w=wywp_1...wy in je duljina od w,

(2) A(§7 Ty, w) - A(§n7 7TU,TL7 wn) e A(§27 7T1),27 U)Q)A(§, Ty wl)
gdje je s; = wi1(8; 1), Tvi = Wi1(Tyi1) 201 > 2, tes; =5, Ty1 = T

Dokaz. Osim u poglavlju 2.1 u [51], dokaz se moZe na¢i u poglavljima 1.1.8.
i IV.4.1. u [44]. O
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Uocimo da je svaki A(s;, m,;, w;) operator ispreplitanja za slu¢aj maksi-
malne parabolic¢ke podgrupe s Levijevim faktorom

M@,‘ C MQiU{ai}‘

Odgovarajuci s € C je jednak (s;, /). Nadalje, neka je @;w podskup skupa
pozitivnih korijena modulo komponenta povezanosti jedinice u centru od My
definiran kao

Py, ={a € @ wa <0}

Tada se ®  sastoji od to¢no n elemenata

(b;’w - {61 - 061752 = w;1a27 s 7ﬁn = (u)n,1 R 'LUl)ilCl’n}
i pritom

Stoga normalizacijski faktor operatora ispreplitanja A(s, m,, w) definiramo u
skladu s dekompozicijom iz propozicije 3.1.2 formulom

n

T(§7 7Tv,'I.U) = Hr(<§za Oé;/>ai77rv,ia wi)7 (310)

i=1
a normalizirani operator ispreplitanja kao
N(s, Ty, w) = 1r(s, Ty, w) L A(s, Ty, w). (3.11)

Po poglavlju 3 u [2] u arhimedskom i teoremu 7.9 u [52] u nearhimedskom
slu¢aju, za normalizirane operatore ispreplitanja vrijedi dekompozicija

N(s,m,,w) = N(w'(s),w (m,), w" )N(s,m,,w), (3.12)

gdje je w = w"w’ rastav elementa w Weylove grupe koji ne mora biti reduci-
ran. U sljedecoj propoziciji dokazujemo da je za i, —genericku temperiranu
reprezentaciju m, Levijevog faktora My(k,) proizvoljne paraboli¢ke podgrupe
normalizirani operator ispreplitanja (3.11) holomorfan i razli¢it od nule u
otvorenom skupu malo ve¢em od zatvaraca pozitivne Weylove komore.

Propozicija 3.1.3. Neka je Py = MyNy prava standardna parabolicka pod-
grupa od G i w element Weylove grupe W takav da je w(0) C A. Neka je
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Ty ireducibilna 1, —genericka temperirana reprezentacija od My(k,). Tada je
normalizirani operator ispreplitanja

N(s, my, w)
holomorfan i razlicit od nule za s € ag ¢ takve da je

(Re(s),a”) > —1/L,

za sve o € @:;79, gdje je U, duljina odgovarajuce adjungirane reprezentacije

ro U dekompozicigi iz propozicije 3.1.2.

Dokaz. Normalizirani operator ispreplitanja N (s, m,, w) se dekomponira u
skladu s rastavom w = w, ... w; iz propozicije 3.1.2 u kompoziciju

N(§7 7T1)7w) = N(§n7 7Tv,n7wn> cee N(§27 7Tv,27w2)N(§7 Ty wl)-

Da bi dokazali holomorfnost dovoljno je dokazati holomorfnost svakog fak-
tora. Faktori su normalizirani operatori ispreplitanja u slu¢aju maksimalnih
parabolickih podgrupa za

<§i7az’v>az‘ = (s, ﬁiv>52i

gdje je a; odgovarajuci element od aj . Buduéi da je @;w ={01,...,0u},
holomorfnost za s € ay - takve da je

(Re(s),a”) > =1/,

za sve o € (IDL, slijedi iz propozicije 3.1.1. Razli¢itost od nule je posljedica
holomorfnosti po lemi 1.7 u [33]. O

Na kraju ostaje promotriti slu¢aj unitarne 1),~genericke reprezentacije
koja nije temperirana. To ¢emo napraviti za reprezentacije m, = m, ® ma,
Levijevog faktora My(k,) = G'Ly(k,) X GLy(k,) u rascjepivoj grupi SOs(k,)
jer ¢e nam samo ta situacija biti potrebna za rac¢un u sljede¢em poglavlju.
Podsjetimo da smo na kraju poglavlja 2.1.2 fiksirali baze prostora aj . za
rascjepivu klasi¢nu grupu i to uzevsi za bazu determinantu na svakoj od
grupa GL,, u My. Stoga s = (s1, s2) € a}, ¢ odgovara karakteru

(91, 92) = v (91)v**(g2)-
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Propozicija 3.1.4. Neka je Py = MyNy standardna parabolicka podgrupa
rascjepive grupe SOg s Levijevim faktorom My izomorfnim G Ly x GLy. Neka
je m, =, @M, genericka unitarna reprezentacija od Mo(k,) koja nije tem-
perirana. Tada je, za svakiw € W (My), normalizirani operator ispreplitanja

N(s, 7y, w)

holomorfan i razlicit od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore, odnosno
za s = (s1, $2) takve da je

Re(s1) = Re(sq) = 0.

Dokaz. Unitarna generi¢ka reprezentacija m;, od GLs(k,) koja nije tem-
perirana je reprezentacija komplementarne serije, odnosno puna inducirana
reprezentacija oblika

T w = Indgi?g::%XGLl(kv)(,ui,vl . |Ti ® ,ui,v| ' |_ri)7
gdje je pi, unitarni karakter od GL;(k,) i 0 < r; < 1/2. Buduéi da su op-
eratori ispreplitanja kompatibilni s induciranjem u koracima problem holo-
morfnosti i razli¢itosti od nule svodi se na temperirani slucaj.

Tocnije, postoji temperirana reprezentacija 7, jednog od Levijevih faktora
GL1<I{3U) X GLl(k’U) X GLQ(]{LU), GLQ(kv) X GLl(kLU> X GLl(k?v), GLl(k?U) X
GLi(k,) x GLi(ky) x GLy(k,), te element s’ odgovarajuceg prostora ag ¢
takvi da je

I(s,m) = 1(s', 7).

Stoga je N (s, m,, w) holomorfan i razli¢it od nule ako i samo ako je N(s', 7, w)
holomorfan i razli¢it od nule. Ako je s = (s1, s2), onda je u tri mogucéa slucaja

(81 + 7,81 — 7”1732),
s = (81,89 + 19, 89 — T3),
(s1+ 71,81 — 11,82+ 79,80 — T2),

gdje je 0 < r; < 1/2. Bududi da su sve adjungirane reprezentacije r, u
tri sluc¢aja ireducibilne, prema propoziciji 3.1.3, dovoljno je provjeriti da ako
vrijedi Re(s1) > Re(sy) > 0, onda je

(Re(s'),BY) > —1

za sve 3 € (ID(‘;w. Provjerom slucaj po slu¢aj koristeéi ocjenu 0 < r; < 1/2
vidimo da su sve te nejednakosti ispunjene. O]
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Time smo definirali normalizacijske faktore i dokazali holomorfnost i ra-
zli¢itost od nule normaliziranih operatora ispreplitanja u zatvaracu pozitivne
Weylove komore za sve genericke unitarne reprezentacije Levijevog faktora
Moy(k,) = GLo(k,) x GLo(k,) rascjepive grupe SOg(k,). Uofimo da ako je
7" kuspidalna automorfna reprezentacija od M/ (A) ¢iji je globalni lift kusp-
idalna automorfna reprezentacija m od My(A), onda je na svim rascjepivim
mjestima v € S reprezentacija m, = m, generi¢ka. To je posljedica ¢injenice
iz [53] i [49] koja kaze da su sve lokalne komponente kuspidalne automorfne
reprezentacije od G L, (A) genericke. U ovoj disertaciji slu¢aj u kojem je glob-
alni lift kuspidalne automorfne reprezentacije od M/ (A) takoder kuspidalna
automorfna reprezentacija zovemo slucaj A. U sljede¢em korolaru navodimo
normalizacijske faktore na rascjepivom mjestu u slu¢aju A za dvije maksi-
malne parabolicke podgrupe koje se mogu javiti u dekompoziciji operatora
ispreplitanja A(s, 7, w) gdje je s = (s1,52) € ajy, ¢ i w € W(Mp).
Korolar 3.1.5. (Lokalni normalizacijski faktori za slu¢aj A) Neka
je my, = m, ® T, unitarna genericka ireducibilna reprezentacija Levijevog
faktora My(k,) = GLy(k,) x GLa(ky) grupe SOg(k,). Neka je (s1,82) € e
te neka su wy,wy € W(M]) refleksije definirane u poglaviju 2.1.2 o strukturi
grupe G.

Tada je normalizacijski faktor operatora ispreplitanja

A((s1,82), T, w1) = A((81 — 82)@, Ty, w1)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GLs X G Ly grupe

GLy jednak

L(Sl — S2,M1p X %2,11)
L(1 4 51 — 82,15 X Tay)e(S1 — 82, M1 X %2,1”1%)’

r((s1,82), Ty, w1) =

gdje su na desnoj strani Rankin—Selbergove L-funkcije i e—faktor koji odgo-
varaju ireducibilnoj adjungiranoj reprezentaciji v izomorfnoj tenzorskom pro-
duktu dvaju standardnih reprezentacija grupe GLy(C).

Normalizacigski faktor operatora ispreplitanja

A((Sl, SQ), Ty, U)Q) = A(252&, 7'('271), wg)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom G Lo grupe SOy
jednak je

L(2s9,wn, )
L(l + 252a w71'271,)5(2827 wﬂ'z,v? 1%) ’

7“((81, 32)7 Tv, w2) =
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gdje su na desnoj strani Heckeove L—funkcije i e—faktor centralnog karaktera
W, , TEPrEzentacije T, koji odgovaraju ireducibilnoj adjungiranoj reprezenta-
ciji v izomorfnoj vangskom kvadratu standardne reprezentacije grupe G Lo(C).

Dokaz. Direktno iz formule za normalizacijski faktor (3.2). Uoc¢imo samo
da se u normalizacijskom faktoru za sluc¢aj GL, C SOy, javlja 2s, zbog veze
& = det}/?, O

3.2 Negenericki rascjepivi slucaj

3.2.1 Opéa ideja dokaza

Slucaj rascjepivog mjesta v na kojem unitarna reprezentacija m, nije genericka
zapocinjemo opc¢om idejom kako definirati normalizacijski faktor i dokazati
holomorfnost i razli¢itost od nule u zatvarac¢u pozitivne Weylove komore. Ova
ideja zapravo prati dokaz leme 1.8 u [43] i ovdje je navedena za proizvoljnu
rascjepivu klasi¢nu grupu.

Neka je G rascjepiva klasi¢na grupa definirana nad lokalnim poljem £k,
karakteristike nula kao u poglavlju 3.1. Koristit ¢emo sve oznake koje su
tamo uvedene. Neka je P = MN standardna prava parabolicka podgrupa
od G definirana nad k, odredena podskupom 6 skupa prostih korijena A.
Neka je 7, ireducibilna unitarna reprezentacija od M (k,) koja nije genericka.
Pretpostavimo da postoji standardna parabolicka podgrupa od M s Levije-
vim faktorom L odredena podskupom 6’ C 6 C A, ireducibilna temperirana
genericka reprezentacija 7, od L(k,) te s’ € aj o takvi da je m, izomorfna
jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji inducirane reprezentacije

(' 7) = Ind) (") (r, @ exp(s, HY (),
gdje je HM Harish-Chandrin homomorfizam. Tada je za svaki element w
Weylove grupe takav da je w(f) C A, sljedeéi dijagram komutativan,

I(s,m,) = I(s + 5, 7,)
A(s, Wv,w)l lA(§+§/7Tv)
I(w(s), w(m,)) — I(w(s + 5'),w(r,)),
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gdje je s prirodno ulozen u ag .
Drugim rijec¢ima, A(s,m,,w) je restricija od A(s + §', 7,,w) na I(s,m,).
Stoga normalizacijski faktor za A(s, m,,w) definiramo kao

r(s, T, w) = 1r(s + 5,7, w), (3.13)

gdje je normalizacijski faktor na desnoj strani definiran u poglavlju 3.1. Tada
je normalizirani operator

N(s,my, w) = N(s+ 5, m,w) Hom (3.14)
restrikcija normaliziranog operatora N (s + s', m,, w) na I(s,7,).

U dokazu da je N (s, m,, w) holomorfan i razli¢it od nule u zatvaracu poz-
itivne Weylove komore slijedimo dokaz leme 1.8 u [43]. Budué¢i da je m,
jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od I (s',7,), postoji element w’
Weylove grupe takav da je m, slika M (k,)—normaliziranog operator isprepli-
tanja

N(w™Hs),w' ™ (7,),w).

Uocimo da je w'(s) = s. Tada je N(s,m,, w) dio sljede¢eg komutativnog
dijagrama

N(stw'=1 () w' ™ (1) w')

I(s, ) I(s+w''(s),w' (7))
N(s,mp,w) l lN(erw’ L"), w' = (1), ww’)
I(w(s), w(my)) — H(w(s + '), w(r)).

Sada, ako s + w'~'(s') € aj ¢ zadovoljava nejednakosti iz propozicije
3.1.3 za ww’, onda je desna vertikalna strelica holomorfna i razli¢ita od nule.
Buduéi da je gornja horizontalna strelica surjektivna, komutativnost dija-
grama pokazuje da je normalizirani operator N (s, m,, w) holomorfan i razli¢it
od nule za takve s.

Ako s +w' (') € aj, ¢ he zadovoljava nejednakosti iz propozicije 3.1.3
za ww', onda postoji element w’ " Weylove grupe takav da w1 (s +wHs))
zadovoljava te nejednakosti za ww'w”. Pritom odabir w” ovisi o s. Tada je
N (s, m,,w) dio sljedecéeg komutatlvnog dijagrama
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N(w”71(§+w’71(g/)),wﬁflwlfl(T ) w/w//)

I(s,m,) [(w"_l(s—i—w L), w I 2))
lmém,w) N (w'= (s~ () w" 1w’ = () ww w” l
I(w(s), w(my)) = w(s+s'),w(r)).

Desna vertikalna strelica je holomorfna i razli¢ita od nule zbog odabira
elementa w”. Stoga bi iz komutativnost dijagrama slijedila holomorfnost
i razli¢itost od nule normaliziranog operatora N(s,m,, w) za takve s kad
bismo uspjeli dokazati da je gornja horizontalna strelica surjektivna. Upravo
to ¢emo napraviti u situacijama potrebnim za racun rezidualnog spektra u
sljede¢em poglavlju.

3.2.2 Dokazi

Prije samih dokaza prouc¢imo koje sve negenericke reprezentacije mogu biti
lokalne komponente na rascjepivom mjestu kuspidalne automorfne reprezen-
tacije 7' = 7 ® 7, Levijevog faktora M|(A) = GL|(A) x GL{(A). Kao
Sto smo ve¢ primijetili na kraju poglavlja 3.1, ta situacija se javlja jedino

[

ako globalni lift 7 = m ® 7y nije kuspidalna automorfna reprezentacija od
My(A) = GLy(A) x GLy(A). Po definiciji globalnog lifta za GL} to znaci
da je barem jedna od reprezentacija 7} i 7 jednodimenzionalna. Slucaj u
kojem je to¢no jedna od reprezentacija 7] i 7, jednodimenzionalna zovemo
slucaj B, a slucaj u kojem su obje jednodimenzionalne zovemo slucaj C. U
nastavku rjeSavamo odvojeno ta dva slucaja.

Najprije promotrimo slu¢aj B. Neka je m} = y; odet’ jednodimenzionalna
kuspidalna automorfna reprezentacija, gdje je x; unitarni karakter od A* /k*,
a ) kuspidalna automorfna reprezentacija od GL}(A) koja nije jednodimen-
zionalna. Slucaj u kojem 7] nije jednodimenzionalna, a 7} jest, tretira se na
potpuno jednak nacin. Lokalne komponente od 7} na rascjepivim mjestima
v &S su

/ ~Y ~J
T, = e = X1, 0 dety,

gdje je X1, unitarni karakter od k). Lokalne komponente od 7} na rasc-
jepivim mjestima v ¢ S su genericke unitarne reprezentacije

/ ~
7r27v = T2,
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od GLsy(k,) jer su to lokalne komponente globalnog lifta od 7 koji je kusp-
idalna automorfna reprezentacija od GLy(A). Stoga, ako nije temperirana,
a4 je reprezentacija komplementarne serije

~ GLo(kv) r —r
Moy = IndGLi(kv)XGLl(ku) (Hvl ' | ® ,uv| : | ) )

gdje je 0 < r < 1/2, a u, je unitarni karakter od GL(k,). Tada je
o = (X1.0 © dety) @ T,

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

Mo(kv) -1/2 1/2
IndGzl(kv)XGLl(kU)XGLQ(kU) (Xl»v| ’ ‘ / ® X17U| ' ’ / ® 7T27'U) )

koja je izomorfna induciranoj reprezentaciji
Mo (ko — r —r
Indz 6% (ol - 172 @ xaol - 72 @ o] - " @ ol - |77)

ako je mo, reprezentacija komplementarne serije, gdje je 7" maksimalni rasc-
jepivi torus izomorfan GL; x GL; X GL; X GL;. To¢nije, u oznakama opce
ideje iz poglavlja 3.2.1, ako je my, temperirana, onda L = GL; x GL; x G Lo,
M = My,

Ty = Xl,v ® Xl,’u ® T2,05

s’ =(-1/2,1/2,0),
a ako je my, reprezentacija komplementarne serije L =T, M = M,,
Ty = X1,v 02y X1 ® Ho & Mo,
s’ =(-1/2,1/2,r,—7r).

Stoga, prema opcoj ideji za normalizaciju iz poglavlja 3.2.1, za s =
(s1,82) € Gyyclwe W (M) normalizacijski faktor se definira kao

T<§7 T, ’LU) = T((Sl - 1/27 S1 + 1/27 82)7 Xl,v ® Xl,v X 7T2,”U7 ’LU) (315)
ako je my, temperirana, odnosno
P (8, oy w) = (51 1/2, 5191/2, 5247, 55 —7), X100 X108 s O, w) (3.16)

ako je my, reprezentacija komplementarne serije. Bududi da je reprezentacija
komplementarne serije puna inducirana reprezentacija, normalizacijski fak-
tor u tom slucaju je takoder jednak (3.15), $to daje jedinstvenu formulu
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na svim rascjepivim mjestima neovisno o tome da li je my, temperirana ili
reprezentacija komplementarne serije. Takva jedinstvena formula je pogodna
za racunanje rezidualnog spektra u sljede¢em poglavlju. Medutim, sada
pri dokazu da je normalizirani operator ispreplitanja holomorfan i razli¢it
od nule pogodnije je normalizacijske faktore pisati koriste¢i temperirane
reprezentacije jer je to u skladu s op¢om idejom dokaza iz poglavlja 3.2.1.
Normalizirani operator ispreplitanja N (s, m,, w) je tada restrikcija

N(§) 7TU,U)) = N((Sl - 1/27 51+ 1/27 SQ)?XLU ® X1, & 7T2,’U7w)‘ ) (317)

I(s,mv)

ako je my, temperirana, odnosno

I(s,my) ’

(3.18)
ako je my, reprezentacija komplementarne serije. Kao i za normalizacijski
faktor, normalizirani operator se moze pisati jedinstvenom formulom (3.17).

N(§7 T, w) = N((51_1/27 51+1/27 S2+r7 52—7”), Xl,v®X1,’U®:uﬂ®luv7 w)

Propozicija 3.2.1. Za svaki w € W(M}), normalizirani operator isprepli-
tanja
N((Sla 82)7 (Xl,v o detv) ® 7T2,U7 w)

je holomorfan i razlicit od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore, od-
nosno 2a
Re(s1) = Re(sy) > 0.

Dokaz. 1z diskusije koja prethodi ovoj propoziciji, u oznakama opce ideje iz
poglavlja 3.2.1,

) X1 O X1 @ Mo, ako je my, temperirana,
! X1, @ X1,0 @ iy @ fiy, 1nace,

J_ (—=1/2,1/2,0), ako je my, temperirana,
= | (=1/2,1/2,7r,—r), inace.

Tada je w' iz opce ideje element Weylove grupe koji odgovara permutaciji
w' = (1,2)(3)(4).
Pritom, (i1, ...,4;) oznacava ciklus koji Salje

11 — 1y — ... — ] — &,
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a element Weylove grupe koji odgovara permutaciji p djeluje na a7, . kao

(51, 8K) = (Sp1(1)s -+ Sp=1(k))
te analogno na reprezentacijama. Dakle,

st 1(s) = (s14+1/2,81 —1/2,s9), ako je my, temperirana,
= =7 (s14+1/2,81 —1/2, 89 + 71,8 — 1), inace.

U oba slucaja, za svaki w € W(M}), nejednakosti iz propozicije 3.1.3 su
zadovoljene za Re(s;) > Re(sg) > 0 obzirom da je 0 < r < 1/2. Stoga je,
prema opcoj ideji dokaza iz poglavlja 3.2.1, normalizirani operator isprepli-
tanja N (s, m,, w) holomorfan i razli¢it od nule u zatvaracu pozitivne Weylove
komore. O

Sljedeci korolar daje normalizacijske faktore u slu¢aju B za maksimalne
parabolicke podgrupe koje se javljaju u dekompoziciji operatora ispreplitanja
za w € W(M).

Korolar 3.2.2. (Lokalni normalizacijski faktori za slu¢aj B) Neka je
X © det,, jednodimenzionalna unitarna reprezentacija grupe GLy(ky), gdje je

Xov unitarni karakter od k), te neka je m, unitarna genericka ireducibilna

reprezentacija grupe GLs(k,). Nadalje, neka je (s1,s2) € a’}%£ te neka su
wy, wy € W(M}) refleksije definirane u poglavlju 2.1.2 o strukturi grupe GY.
Tada su normalizacijski faktori operatora ispreplitanja

A((s1,82), (xo o dety) @ mp,wr) i A((s1,82), Ty ® (Xp 0 dety), w1)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GLs X G Ly grupe

GLy jednaki
r((s1, 52), (xv 0 dety) @ Ty, w1) = B u(S1 — S2, XuTw)s

7"((81, 82)7 Ty 03y (XU o detv)y wl) = TB,U(Sl — S, X;lﬂ-v)a
gdje je za kompleksan broj s € C ¢ unitarnu ireducibilnu reprezentaciju o, od
GLy(k,)
L(s—1/2,0,
Pl o) = (o~ 1/2,0) ,
’ L(s+3/2,0,)e(s+ 1/2,0,,10,)e(s — 1/2,0,,1,)

a na desnoj strani su glavne L—funkcije i e—faktori za G'Ly(k,).
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Normalizacigskr faktori operatora ispreplitanja
A((s1,52), (xo 0dety) @ my,wa) @ A((s1,52), Ty @ (X © dety ), w2)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GLo grupe SOy
jednaki su

L(2s9,wy,)
L(l + 259, wﬂu)5(2527 Wrry s %) ’

L(2527 X?))
L(l + 2327 X%)g(QSQa X12;7 ¢v> ’
gdje su na desnoj strani Heckeove L—funkcije i e—faktor centralnih karaktera
Wr, 0 X2 reprezentacija T, i X, o det,.

r((s1,52), (Xv © dety) ® 7, we) =

7"((81, 82)7 Ty & (XU e} detv)7w2) =

v

Dokaz. Normalizacijski faktor u slu¢aju B definiran je formulom (3.15) preko
normalizacijskog faktora za genericku temperiranu reprezentaciju koji je dan
formulom (3.10) u skladu s dekompozicijom operatora ispreplitanja iz propo-
zicije 3.1.2 u kompoziciju operatora ispreplitanja za maksimalne parabolicke
podgrupe. Za maksimalnu parabolicku podgrupu normalizacijski faktori su
dani formulom (3.2). Koriste¢i navedene formule i dekompoziciju operatora
ispreplitanja dobivaju se normalizacijski faktori ovog korolara. O

Promotrimo sada slu¢aj C. Za i = 1,2, neka su 7, & x; o det’ jednodi-
menzionalne kuspidalne automorfne reprezentacije grupe GL}(A), gdje su x;
unitarni karakteri od A* /k*. Lokalne komponente na rascjepivim mjestima
v &S su

/ ~Y ~Y
7Ti,v = Tiv = Xi,w © detv;

gdje su x;, unitarni karakteri od k). Dakle, u ovom slucaju
o = (X1 0 dety) ® (X2, 0 dety)

je reprezentacija Levijevog faktora My(k,) = GLy(k,) X GLo(k,) od SOs(k,)
koja nije genericka. Neka je T = GL; x GL; x GL; x GL; maksimalan
rascjepivi torus od SOg definiran nad k,. Tada je 7, jedinstvena ireducibilna
podreprezentacija inducirane reprezentacije

Ind%%(v%”) (X17U| . |—1/2 ® 10| - |1/2 ® Xa.0| - |—1/2 ® Xa0| - |1/2) '
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U oznakama opce ideje za normalizaciju iz poglavlja 3.2.1, L =T, M = M,

Tv = X1w X X1,v ® X2,v ® X205
s = (—1/2,1/2,-1/2,1/2).

Stoga, za s = (s1,82) € Gy ¢ 1 element w € W (M}), normalizacijski faktor
definiramo kao

r(s,mp,w) =1r((s1 —1/2,81+1/2,80 — 1/2, 85 + 1/2), 7, w), (3.19)

a normalizirani operator ispreplitanja N (s, 7,,w) kao restrikciju

N(s,mp,w) = N((s1 —1/2,81+1/2,80 —1/2,80+1/2),7,,w) . (3.20)

I(s,mv)

Propozicija 3.2.3. Za svaki w € W(M}), normalizirani operator isprepli-
tanja
N((SIJ 82)7 (Xl,v o detv) ® (X2,v o det’u)7 w)

je holomorfan i razlicit od nule u zatvaracu Weylove komore bez ishodista,
odnosno za

Re(s1) = Re(se) 20 i (Re(s1), Re(ss2)) # (0,0).

Dokaz. 1z diskusije koja prethodi ovoj propoziciji, u oznakama opce ideje
dokaza iz poglavlja 3.2.1,

To = X1,0 @ X1,0 @ X2,0 @ X205
s =(-1/2,1/2,-1/2,1/2).
Tada element Weylove grupe w’ iz opce ideje odgovara permutaciji
w' = (1,2)(3,4).

Pritom, permutacije shva¢amo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu
prethodne propozicije. Stoga,

s+w ) = (s14+1/2,81 —1/2,85 +1/2,55 — 1/2).

Ako je Re(s1) > Re(sy) = 0 nejednakosti iz propozicije 3.1.3 su zadovoljene
za svaki element w € W(M/) pa je prema opcoj ideji dokaza normalizirani
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operator N((s1, $2), (x1,0 0 dety,) @ (X2, © det,), w) holomorfan i razli¢it od
nule.

Preostaje mogucnost Re(s;) = Re(sz) > 0. Nejednakosti iz propozicije
3.1.3 nisu zadovoljene jer je razlika

(Re(s1) —1/2) — (Re(sg) +1/2) = —1,

a trebala bi biti strogo ve¢a od —1. Stoga, neka je w” iz opce ideje dokaza
element Weylove grupe koji odgovara permutaciji

Tada je
W (s ) = (o1 12,00 12,50 — 1250~ 12,
sto zadovoljava nejednakosti propozicije 3.1.3 za svaki w € W(M}), te
W' T) = X1 @ Xow ® X1 @ X20-

Sada, prema opcoj ideji dokaza iz poglavlja 3.2.1, dovoljno je provjeriti da je
slika operatora

N((s1+1/2,80+1/2,81 = 1/2,8 = 1/2), X1,0 ®@ X2,0 ®@ X1,0 @ Xo,0, W)
upravo I(s,m,). To je posljedica sljede¢e dekompozicije

SOs (kv s i o .
IndT(ksu() ) (lev| 2 X2 | 2R Xt| - [7 2@ X2l + 7 1/2) —

Iz (ol 1272 @ x5 @] 2TV @ x| [27)

SOs (ke . . o
IndGL?(kvngLg(kzv)><G’L1(kv) (X200 - | 2H1/2.® (X1 0 dety, )™ @ xa| - | 1/2) R

(
SOg (kv s s So—
IndGngkvngLl(kv)xGLl(kv) ((Xl,v o det, )™ ® Yol - | 241/2 g Xow| - |2 1/2) —

SOsg(ky s s
598 e (1 © det, )™ @ (xa, 0 det,)™),

gdje su prvi i treéi operator izomorfizmi jer djeluju na ireducibilnoj induci-
ranoj reprezentaciji po lemi 2.2.9, a drugi i ¢etvrti surjektivni jer su to dugi
operatori ispreplitanja Langlandsove klasifikacije za G Lo (k). O
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U sljede¢em korolaru navodimo normalizacijske faktore u slucaju C za
maksimalne parabolicke podgrupe koje se javljaju u dekompoziciji operatora
ispreplitanja za w € W (M]).

Korolar 3.2.4. (Lokalni normalizacijski faktori za slu¢aj C) Neka je
Ty = (X1,0 0 dety) ® (x2,0 0 dety,) jednodimenzionalna reprezentacija Levijevog
faktora My(k,) = GLy(k,) x GLy(ky) grupe SOs(ky), gdje su X1, @ Xow
unitarni karakteri od k). Neka je (s1,S2) € Gy c e neka suwy, wy € W (M)
refleksije definirane u poglavlju 2.1.2 o strukturi grupe GY.

Tada je normalizacijski faktor operatora ispreplitanja

A((s1,52), (x1.0 © dety,) @ (X2, © dety), wy)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GLs X G Ly grupe

GLy jednak

7((s1,52), (X1,0 © dety) ® (X2, 0 dety), w1) = 10w (S1 — 52, X1,UX2_,7£)7

gdje je za kompleksan broj s € C i unitarni karakter x, od k)

TC,’U<S7 Xv) -

— L(S’XU)L(S _ 1>Xv)
L(s+2,X0)L(s + 1, x0)e(s + 1, Xu, ¥0)e(S, Xv, ¥u)?e(s — 1, X, ¥u)

a na desnoj strani su Heckeove L—funkcije i e—faktori karaktera x.,.
Normalizacigski faktor operatora ispreplitanja

A((Sl7 52)7 (Xl,v o detv) ® (XQ,U o det’u)7 wQ)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GLo grupe SOy
jednak je

L<2S27Xg,v)
L(l + 252, X%,v)5(2527 X%,vv 77ZJU) ’

7"((817 32)7 (Xl,v o detv) & (XQ,U o detv); w2) -

gdje su na desnoj strani Heckeove L—funkcije i e—faktor centralnog karaktera
X%,v reprezentacije Xz, © det,.

Dokaz. Kao u slu¢aju B koristimo najprije formulu (3.19) za normalizacijski
faktor u slu¢aju C, zatim formulu (3.10) u skladu s dekompozicijom operatora
ispreplitanja iz propozicije 3.1.2, te na kraju formulu (3.2). O
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3.3 Nerascjepivi slucaj

Preostalo je definirati normalizacijske faktore i dokazati holomorfnost i ra-
zli¢itost od nule normaliziranih operatora ispreplitanja u zatvaracu pozitivne
Weylove komore za ireducibilne unitarne reprezentacije 7, Levijevog faktora
M{(k,) = GL\(k,) x GL\(k,) u grupi G5(k,) na mjestima v € S od k na
kojima D nije rascjepiva. Buduéi da u ovoj disertaciji pretpostavljamo da je
kvaternionska algebra D rascjepiva na svim arhimedskim mjestima od k, u
ovom poglavlju v je nearhimedsko. Nadalje, reprezentacija 7, je superkuspi-
dalna jer M/ (k,) nema pravih paraboli¢kih podgrupa definiranih nad k.

Da bismo dokazali potrebni rezultat za minimalnu parabolicku podgrupu
s Levijevim faktorom

M(/] - G/27

moramo prouciti i dvije maksimalne standardne prave parabolicke podgrupe
grupa G 1 GL} s Levijevim faktorima

GL, c G| i GL,xGL,c GL,.

U pocetku sva tri sluc¢aja proucavamo istovremeno pa uvodimo jedinstvenu
notaciju. Neka je G’ jedna od grupa G, G', GL), te P’ = M'N’ standardna
paraboli¢ka podgrupa grupe G’ s Levijevim faktorom M’, redom jednim od
Levijevih faktora M{, GL}, GL| x GL}. Odgovarajuce rascjepive forme ovih
grupa oznacavamo s G i P = MN.

Takoder, koristit ¢emo oznake vezane uz inducirane reprezentacije i oper-
atore ispreplitanja uvedene u poglavlju 1.2 za proizvoljnu reduktivnu grupu.
Tako za Levijev faktor M’ neka X (M') ozna¢ava Z-modul k,—racionalnih
karaktera od M’. Kao u poglavlju 1.2 uvodimo vektorske prostore ay; ¢ i
ayy c- Na kraju poglavlja 2.1.2 fiksirali smo baze prostora a}, ¢ 1 odgovara-
Juceg prostora aj, ¢ za rascjepivu grupu uzevsi za bazu reduciranu normu na
svakoj od kopija GL|(k,) = D)} u M'(k,), odnosno determinantu na svakoj
od kopija GLs(k,) u M(k,). Apsolutnu vrijednost i reducirane norme i de-
terminante oznacili smo s v. Podsjetimo da ovako odabrana baza nije uvijek
u skladu s odabirom elementa « za element baze u slu¢aju maksimalne stan-
dardne parabolicke podgrupe rascjepive grupe. Da ne bi doSlo do zabune
uvijek kad identificiramo s € C s elementom aj, koriste¢i bazu a piSemo
sa. Nadalje, u slucaju GLj x GL} C GLj, iako je aj, o dvodimenzion-
alan, kao u rascjepivom sluc¢aju dovoljno je promatrati jednodimenzionalan
potprostor oblika (s/2, —s/2) gdje je s € C.
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Za s € ayp ¢ 1 ireducibilnu dopustivu reprezentaciju m, od M’(k,) defini-
ramo kao u poglavlju 1.2 induciranu reprezentaciju

G’ (ko
I(s,m) = IndM,((kv)) (7 @ |5(-)]o) »

te za w € W(M') operator ispreplitanja
Als. ) fal) = | fulw ™ lg)dn', (321)
U’ (ko )N (ky w1

gdje je fs» u prostoru inducirane reprezentacije I(s, ), N unipotentni
radikal suprotne parabolicke podgrupe od P’ i U’ unipotentni radikal Borelo-
ve podgrupe od GG'. Haarova mjera dn’ je odabrana kompatibilno s Haarovom
mjerom na rascjepivoj formi kao Sto je objasnjeno u poglavlju 2 u [48| da bi
vrijedila lema 3.3.1. Ovisnost fs, 0 s je dobivena koriste¢i kompaktnu sliku
kao u poglavlju II.1 u [44]. Dekomporzicija operatora ispreplitanja iz propozi-
cije 3.1.2 vrijedi i u nerascjepivom slucaju jer vrijedi za svaku reduktivnu
grupu.

Za M' = GL} x GL} i G' = G ili GL}, ako je m, = m , @ ), reprezen-
tacija od M'(k,) i s = (s1,82) € ajyp ¢, onda

I(s,7,) = Ind§, ) (x) v* @ 5 %),

Ako je G’ = GL), tenzoriranje pogodnom potencijom apsolutne vrijednosti
reducirane norme pokazuje da je

o= 1 (20 %) 1)

Uoc¢imo da je za lokalni lift 7, od 7/, definiran u poglavlju 2.2.1, reprezenta-
cija inducirana na GLy(k,)

51 — 52 51 — 52

Hswsm) =1 (25252252 ) om) = 1 - s m).

Za M' = GLj, ako je s € ajp ¢, onda

I(s,7m) = IndGL, e )(7T,I/S).
Uocimo da za lokalni lift 7, od 7/, je reprezentacija inducirana na SO4(k,)

I(s,m,) = Indg%(i”%(m,ys) = I(2sa,m,).
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Normalizacija operatora ispreplitanja u nerascjepivom sluc¢aju definira se
koristeci lokalni lift reprezentacija definiran pomoc¢u Jacquet—Langlandsove
korespodencije u poglavlju 2.2.1. Svaka ireducibilna reprezentacija 7, od
M'(k,) je superkuspidalna jer M’(k,) nema pravih parabolickih podgrupa.
Neka je m, lokalni lift od 7/ na M(k,). Po definiciji lokalnog lifta, m, je
uvijek kvadratno integrabilna reprezentacija. Vazno je naglasiti da u ovom
poglavlju o normalizaciji operatora ispreplitanja na nerascjepivom mjestu
7, predstavlja lokalni lift reprezentacije 7, i nema nikakve veze s globalnim
liftom koji moze, ali i ne mora biti kompatibilan s lokalnim. Tada, normal-
izacijski faktor za operator ispreplitanja A(s, 7, w) definiramo kao

=7 v
r(s, Ty, w) = 1(s, Ty, w), (3.22)
a normalizirani operator ispreplitanja

N(s, 7, w) =r(s, 7, w) A(s, 7, w). (3.23)

= vl =y oo =) v

Kao u generickom rascjepivom sluc¢aju, dokaz holomorfnosti i razlicitosti
od nule zapoc¢inje s maksimalnim parabolickim podgrupama i zatim koristi
dekompoziciju iz propozicije 3.1.2. Prije svega dokazimo da se Plancherelove
mjere ¢uvaju pri lokalnom liftu.

Lema 3.3.1. Neka je M' C G’ jedan od slucajeva maksimalne parabolicke
podgrupe, odnosno GL) C G ili GL} x GL| C GL,. Neka je w ireducibilna
unitarna reprezentacija od M'(k,) i m, njezin lokalni lift na M(k,). Tada su
Plancherelove mgere od w i m, jednake,

p(s,m,) = pu(s, m),

za svaki s € C. Pritom s identificiramo s (s/2,—s/2) za GL} x GL| C GL,
i GLy x GLy C GLy. Haarove mjere na unipotentnim radikalima N'(k,)
i N(k,) koristene pri definiciji operatora ispreplitanja odabrane su kompati-
bilno kao u poglaviju 2 u [48].

Dokaz. Jednakost Plancherelovih mjera u Siegelovim slucajevima GL! C G,
za svaki n € N je dokazana u proporziciji 2.1 u [48]. Slu¢aj GL| x GL| C GL)
se dokazuje na isti nacin. Il

Korolar 3.3.2. Uz pretpostavke prethodne leme,

w(s,m) =1r(s, m,w) 'r(—s,wm,),w )
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i hermitski dual normaliziranog operatora ispreplitanja za Re(s) =0 je

N(s, 7, w)* = N(—s,w(r)),w™"),

y Do

gdje je w jedinstveni netrivijalni element Weylove grupe za odgovarajuéu mak-
simalnu parabolicku podgrupu.

Dokaz. Reprezentacija m, je kvadratno integrabilna pa stoga i genericka. Ad-
jungirana reprezentacija r je ireducibilna. Po formulama (3.6) i (7.4) u [52]
Plancherelova mjera od m, je jednaka

(s, 0, 7, Uy ) L(1 — s, w(my), 1) e(—s, w(my), 7, b)) L(1 + s, Ty, 1)
L(s, 7y, ) L(—s,w(m,),7)

p(sa,m,) =

= T’(Sa7 Ty, w)_lr(_S&’ w(ﬂ-ﬂ)7 w_l)_l'

Po prethodnoj lemi
p(s,m) = p(s,m) = r(s, mp,w) 1r(—s,w(m,),w ),

¢ime je ispunjena jednakost (4.1) u [2] za normalizacijske faktore. Dakle,
normalizirani operator ispreplitanja zadovoljava teorem 2.1 u [2|. Posebno
vrijedi formula za njegov hermitski dual navedena u korolaru. O]

Propozicija 3.3.3. Neka je M' C G’ jedan od slucajeva maksimalne para-
bolicke podgrupe, odnosno GL, C G ili GL| x GL} C GL}, te w jedinstveni
netrivijalni element Weylove grupe za odgovarajuéu maksimalnu parabolicku
podgrupu. Neka je 7 ireducibilna unitarna reprezentacija od M'(k,). Tada
je normalizirani operator ispreplitanja

/
N(s,m,,w)
holomorfan i razlicit od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore, odnosno
za

Re(s) > 0.

Dokaz. Za Re(s) > 0, obzirom da je 7! superkuspidalna, operator isprepli-
tanja A(s, 7, w) je dugi operator Langlandsove klasifikacije pa je holomorfan
i razli¢it od nule. Lokalne L—funkcije koje se javljaju u r(s, m,, w) su takoder
holomorfne za Re(s) > 0 i razli¢ite od nule kao u dokazu propozicije 3.1.1
jer je lokalni lift 7, kvadratno integrabilan. Dakle, normalizirani operator

ispreplitanja N (s, 7, w) je holomorfan i razli¢it od nule za Re(s) > 0.
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Za Re(s) = 0, po definiciji Plancherelove mjere,

:U(Sﬂr;)_l = A(—S,U}(?T;),w_l)A(S , w),

Y v

a po lemi 3.3.1 i korolaru 3.3.2 takoder je
p(s, )™t = r(s, my, w)r(—s,w(m,), w).

Stoga,
N(—=s,w(w)),w )N (s, 7, w) = 1.

y Do

Nadalje, po korolaru 3.3.2,

N(s, 7, w)* = N(—s,w(r)),w™").
Sada, ostatak dokaza je potpuno jednak kao u generickom rascjepivom slucaju
koriste¢i dopustivost i lemu 1.7 iz [33]. O

Propozicija 3.3.4. Neka je m, = m , @ m, , ireducibilna unitarna reprezen-
tacija Levijevog faktora M/ (k,) = GL,(k,) x GL(k,) minimalne standardne
parabolicke podgrupe od Gy(k,) te s = (s1,82) € aj‘wé’c. Tada je, za svaki
w € W(M)), normalizirani operator ispreplitanja

N(s, m,, w)
holomorfan i razlicit od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore, odnosno
za

Re(s1) = Re(sz) > 0.

Dokaz. Za holomorfnost dovoljno je dokazati holomorfnost svakog od faktora
u dekomoziciji operatora ispreplitanja iz propozicije 3.1.2. Svaki faktor je op-
erator ispreplitanja za neki slu¢aj maksimalne parabolicke podgrupe. Buduc¢i
da je 7! superkuspidalna, prema propoziciji 3.3.3 ti faktori su holomorfni za
s = (s1, s9) takve da je Re(sy) = Re(sy) > 0. Kao u generi¢kom rascjepivom
slu¢aju razlicitost od nule slijedi iz holomorfnosti po lemi 1.7 iz [33]. O

Na kraju, u sljede¢em korolaru navodimo normalizacijske faktore na ne-
rascjepivim mjestima za sluc¢ajeve dvaju maksimalnih parabolickih podgrupa
koje se javljaju u rastavu svih potrebnih operatora ispreplitanja u nastavku.
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Korolar 3.3.5. (Lokalni normalizacijski faktori za nerascjepivi slu-
¢aj) Neka je m, = m, ® Ty, unitarna ireducibilna reprezentacija Levijevog
faktora M (k,) = GL(k,) x GL\(k,) grupe G4(k,), te neka je m, = Ty, @2,
njen lokalni lift na My(k,) = GLo(k,) x GLy(k,). Neka je (s1,82) € Ty c
te neka su wy, wy € W(M|) refleksije definirane u poglaviju 2.1.2 o strukturi
grupe GY,.

Tada je normalizacijsks faktor operatora ispreplitanja

A((517 82)7 ﬂ-:n wl)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GL| x GL} grupe

GLY jednak

L(Sl — 82, My X %2,1))

L(l + 81 — 82, M0 X %2,1;)5(51 — 82, M1 X %2,1;71%)7

T((sh 82)7 7T:;7 wl) -

gdje su na desnoj strani Rankin—Selbergove L—funkcije i e—faktor koji odgo-
varaju ireducibilnoj adjungiranoy reprezentaciji v izomorfnoj tenzorskom pro-
duktu dvaju standardnih reprezentacija grupe GLy(C).

Normalizacijski faktor operatora ispreplitanja

A((817 82)7 ﬂ-;n w2) = A<527 ﬂ-é,v? w2)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GLY grupe G jed-
nak je

L(2S27 w7r2,'u>
L(l -+ 252, wﬂ'27,u)€<2827 wﬂ'Q,qN ¢v> ,

gdje su na desnoj stranit Heckeove L—funkcije i e—faktor centralnog karaktera
Wr, , TEpTEZENtACIjE T2, k0ji 0dgovaraju ireducibilnoj adjungiranoj reprezenta-
ciji v izomorfnoj vanjskom kvadratu standardne reprezentacije grupe G Lo(C).

7“((81, SQ)? 7T;, w2) =

Dokaz. Formula (3.22) daje normalizacijski faktor u nerascjepivom sluc¢aju
pomocu normalizacijskog faktora za lokalni lift. Lokalni lift je genericka
kvadratno integrabilna reprezentacija pa primjenom (3.2) dobivamo formule
iz korolara. Uoc¢imo da se u normalizacijskom faktoru r((sy, s2), 7, ws) javlja
2s9 jer se dobije

T((Sl, 52)7 Ty, w2) = T(527 7T2,va UJQ) - T(QSQ&, 7T2,Ua UJQ)

zbog veze a = det})ﬂ. Nadalje, naglasimo jo$ jednom da je m, lokalni lift
reprezentacije 7, na nerascjepivom mjestu v pa u slucajevima kad lokalni i
globalni lift nisu kompatibilni 7, nije lokalna komponenta globalnog lifta. [
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3.4 Globalna normalizacija

3.4.1 Definicija

Nakon §to smo definirali normalizacijske faktore na svim lokalnim mjes-
tima, sada definiramo globalni normalizacijski faktor za kuspidalnu auto-
morfnu reprezentaciju 7 = ®,n, Levijevog faktora M{(A) te dokazujemo
da je i globalni normalizirani operator ispreplitanja holomorfan i razli¢it od
nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore (osim u ishodistu za slu¢aj C).
Za sve w € W(M]) globalni normalizacijski faktor operatora ispreplitanja
A(s, 7', w) definiramo kao analiticko produljenje s podrucja apsolutne kon-
vergencije produkta po svim mjestima od k lokalnih normalizacijskih faktora

r(s, 7, w) = Hr(g, L, w), (3.24)

v

a onda globalni normalizirani operator ispreplitanja kao
N(s, 7', w) =r(s, 7, w) " A(s, 7', w). (3.25)

Teorem 3.4.1. Neka je 7' = ®,7, kuspidalna automortna reprezentacija
grupe M{(A). Tada je, za svaki w € W(M}), globalni normalizacijski faktor

r(s, 7, w)
meromorfna funkcija od s te je globalni normalizirani operator ispreplitanja
N(s, 7', w)

holomorfan i razlicit od nule za s u zatvaracu pozitivne Weylove komore,
odnosno za

Re(s1) = Re(sq) > 0,

osim u ishodistu u slucaju C.

Dokaz. Lokalni normalizacijski faktori r(s, 7/, w) definirani su koristec¢i lokal-
ne L-funkcije i e-faktore. Po formulama iz korolara 3.1.5, 3.2.2 1 3.2.4 slijedi
da na svim rascjepivim mjestima v ¢ S lokalne L—funkcije i e—faktori dola-
ze od iste globalne kuspidalne automorfne reprezentacije. Tocnije, L—funk-
cije i e—faktori za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom

GL} xGL}| C GL, su Rankin—Selbergovi u slu¢aju A, glavni za G Ly u slucaju
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B i Heckeovi u slucaju C, a za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levije-
vim faktorom GL] C G} L-funkcije i e-faktori su Heckeovi od centralnog
karaktera u sva tri slucaja. Stoga, produkt po svim rascjepivim mjestima
v ¢ S lokalnih normalizacijskih faktora konvergira apsolutno za s dovoljno
duboko u pozitivnoj Weylovoj komori. Analiticko produljenje je dano po-
mocu parcijalnih L—funkcija i parcijalnih e—faktora za kuspidalne automorfne
reprezentacije, a to su meromorfne funkcije. Budué¢i da su lokalni normal-
izacijski faktori na preostalih kona¢no mnogo nerascjepivih mjesta v € S
meromorfni tvrdnja o r(s, 7", w) je dokazana.

Globalni normalizirani operator ispreplitanja se dekomponira u tenzorski
produkt lokalnih. Na skoro svim mjestima reprezentacija 7, je nerazgranata
reprezentacija rascjepive grupe My(k,). To znac¢i da postoji do na skalar
jedinstvena funkcija fs, u prostoru inducirane reprezentacije I(s, 7 ) koja je
invarijantna za djelovanje maksimalne kompaktne podgrupe K, od SOs(ky).
Neka je fs » invarijantna za dJelovanJe K, u prostoru inducirane reprezentacue
I(w(s), w(w)). Tada, za fuu i fs, normalizirane uvjetom f,,(I) = foo(I) =
1, po formuli Gindikin-Karpelevicha iz propozicije 5.2 u [11] i samoj definiciji
lokalnih L—funkcija i e-faktora na nerazgranatim mjestima vrijedi

A(s, 7l w) fso =1(8, 7, w)};,v‘

Stoga za lokalni normalizirani operator na tim mjestima vrijedi

N(Svﬂ-ww)fg,v = jz,v-

Na preostalih kona¢no mnogo mjesta, po propozicijama 3.1.1, 3.1.3, 3.1.4,
3.2.1, 3.2.3 1 3.3.4, lokalni normalizirani operatori ispreplitanja su holomorfni
i razli¢iti od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore, osim u ishodistu u
slu¢aju C. Dakle, i globalni normalizirani operator ispreplitanja N (s, 7", w)
je holomorfan i razli¢it od nule u zatvaracu pozitivhe Weylove komore, osim
u ishodistu u slucaju C. [

U nastavku eksplicitno navodimo globalne normalizacijske faktore za sve
w € W(M{) u svakom od slucajeva A, B i C. Pritom, da bismo globalne
normalizacijske faktore mogli napisati u $to pogodnijem obliku, koristimo
neka svojstva lokalnih L—funkcija koja su navedena tek u poglavlju 4.1.

3.4.2 Slucaj A

Slucaj A odnosi se na kuspidalne automorfne reprezentacije 7’ = 7} @), Levi-
jevog faktora M| (A) =2 GL|(A) x GL}(A) za koje niti jedna od reprezentacija
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7 1 7 nije jednodimenzionalna. Po definiciji globalnog lifta iz poglavlja
2.2.1, to znadi da je globalni lift 7 & m ® 75 od 7’ kuspidalna automorfna
reprezentacija Levijevog faktora My(A) = GLy(A)xGLy(A). U ovom slucaju
lokalni i globalni lift su kompatibilni pa je na nerascjepivim mjestima v € S
lokalni lift lokalne komponente 7/ naprosto lokalna komponenta m, od w. To
nam omogucuje da globalne normalizacijske faktore napisemo pomocu global-
nih L—funkcija i e-faktora vezanih s kuspidalnom automorfnom reprezentaci-
jom 7.

/
L w r(s, 7', w)
1 1
L(Sl*SQ,ﬂ'l X%Q)
w1 L(1+81782,ﬂ'1 X%Q)E(Sl*SQ,ﬂ'l X%Q)
w L(2s2,wry)
2 L(14252,wnry)e(282,wr, )
Wrw L(252,wny) L(s1+s2,m1 Xm2)
102 L(l+232,w7r2)5(252,w7r2) L(14s1+s2,m1 X7m2)e(s1+82,m1 X72)
Worl L(s1—s2,m1 X72) L(281,w7r1)
21 L(14s1—s2,m1 X%2)6(81—82,7T1 X72) L(1+281,w7‘-1)6(281,wﬂ-1)
L(Sl*SQ,ﬂ'l X%Q)
L(1+81—82,7T1 X%2)8(81—82,7T1 X%Q)
W1 Wawq
L(231,wﬂ-1) L(s1+s2,m1 X72)
L(14251,wny )e(251,wry ) L(14s1452,m1 XW2)e(51+52,m1 X72)
L(2s2,wry)
L(14252,wny)e(282,wry )
WaW1 W2
L(81+82,7T1 ><7T2) L(2517W7r1)
L(14s1+s2,m1 Xm2)e(s1+52,m1 X72) L(1+231,wﬁ1)5(251,wﬁ1)
L(252,wry) L(s1+s2,m1 Xm2)
L(1+4282,wny )e(252,wry) L(1+s1+52,m1 X72)e(51+52,m1 X72)
W1 WarW1W2
L(251,wry) L(s1—s2,m1 X72)
L(1+281,wﬂ-1 )5(281,w7r1) L(14-s1—s2,m1 XT2)e(s1—82,m1 XT2)

Tablica A. Normalizacijski faktori od A(s, 7', w) za w € W(M/) u slu¢aju A
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Iz korolara 3.1.5 i 3.3.5 dobivamo globalne normalizacijske faktore za
maksimalne parabolicke podgrupe iz tih korolara. Tocnije, za operator is-
preplitanja A((s1, s2), 7, w) je

L(Sl — 89,1 X %2)

(3.26)

/ _
r((s1,82), 7', w1) = L(1+ 81 — 89, X To)e(s1 — 89,7 X o)’

gdje su na desnoj strani Rankin—Selbergove L-funkcije i e-faktori, a za op-
erator ispreplitanja A((s1, $2), 7', w2) je

L(2s9, wr,)
L(1 + 259, wn, )e(282, wa, )

r((s1, 82), 7, wy) = (3.27)
gdje su na desnoj strani Heckeove L—funkcije i e-faktori od centralnog karak-
tera. Za proizvoljni w € W (M) globalni normalizacijski faktor dobivamo
kao produkt normalizacijskih faktora gornjeg oblika koriste¢i dekompoziciju
operatora ispreplitanja iz propozicije 3.1.2. U tablici A navedeni su ti glob-
alni normalizacijski faktori u slu¢aju A.

3.4.3 Sluéaj B

Slu¢aj B odnosi se na kuspidalne automorfne reprezentacije 7’ = 7] ® 7, Lev-
ijjevog faktora M) (A) = GL|(A) x GL|(A) za koje je jedna od reprezentacija
7 1 7, jednodimenzionalna, a druga nije. Globalne normalizacijske faktore
navodimo samo ako je reprezentacija 7, = x; o det’, gdje je x; unitarni
karakter od A*/k*, jednodimenzionalna, a reprezentacija 7, nije. Druga
mogucénost je potpuno analogna.

Po definiciji globalnog lifta iz poglavlja 2.2.1, u ovom sluc¢aju globalni
lift 7 = 7 ® m od 7’ nije kuspidalna automorfna reprezentacija Levijevog
faktora My(A) = GLy(A) x GLy(A). Tocnije, m; = x; o det nije kuspidalna
automorfna reprezentacija od GLs(A), a m jest. U ovom sluc¢aju lokalni i
globalni lift nisu kompatibilni. Po definiciji lokalnog lifta na nerascjepivim
mjestima v € S, lokalni lift lokalne komponente 77 , od 7} nije lokalna kom-
ponenta 7, = x1,0det, globalnog lifta 71, nego Steinbergova reprezentacija
Sty, - Stoga, da bismo globalne normalizacijske faktore napisali u $to pogod-
nijem obliku najprije ¢emo preciznije izraziti lokalne normalizacijske faktore
na nerascjepivim mjestima za maksimalne parabolicke sluc¢ajeve iz korolara
3.3.5.

Da ne bi doslo do zabune, naglasimo da u tom korolaru i ¢itavom poglavlju
3.3 oznaka m, predstavlja lokalni lift unitarne ireducibilne reprezentacije 7,
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Levijevog faktora M’(k,) na nerascjepivom mjestu v € S $to nije u skladu s
oznakom u ovom poglavlju o slu¢aju B gdje 7, oznacava lokalnu komponentu
globalnog lifta. U ovom poglavlju nemamo posebnu oznaku za lokalni lift na
nerascjepivim mjestima ve¢ ¢emo naprosto pisati St , ® ma,,.

U formuli za normalizacijski faktor iz korolara 3.3.5 za maksimalnu para-
boli¢ku podgrupu s Levijevim faktorom G L/ (k,) xGL (k,) u GL(k,) javljaju
se Rankin—Selbergove L—funkcije i e-faktori oblika

L(S, StXl,u X Wgyv),

(s, Sty , X Mo, y).

Dovoljno je njih pogodnije zapisati jer, po lemama 4.1.3 i 4.1.2, promjena
poretka reprezentacija ne mijenja ni L—funkciju ni e—faktor, a eventualni
kontragredijenti se jednostavno mogu ukomponirati u racun koji slijedi.

Sve reprezentacije grupe G L) (k,) na nerascjepivom mjestu su superkusp-
idalne jer GL}(k,) nema pravih paraboli¢kih podgrupa. Reprezentacija s,
je lokalni lift unitarne reprezentacije 7, grupe GL}(k,), pa je ili superkus-
pidalna ili kvadratno integrabilna.

Pretpostavimo najprije da je my, superkuspidalna. Tada, po lemi 4.1.3,

L(s,Sty,, X Tap) = L(s +1/2,X1072,),

5(37X1,v X 772,11’77011) -
L(1/2 — s, Xi,}ﬁgﬂ,)
L(S - 1/2a Xl,v7r2,v) .

Nadalje, po lemi 4.1.2, glavne L-funkcije za superkuspidalnu reprezentaciju
od GLy(k,) na nearhimedskom mjestu v su identicki jednake 1. Stoga moze-
mo lokalne L-funkcije i e-faktore zapisati u obliku

= 5(3+1/27 X1,0T2,0, ¢v)5(3_1/27 X1,072,0, wv)

L(s, Sty , X Map) = L(s + 1/2, x10720) L(5 — 1/2, X1,0T20),

5(87 X1,0 X T2, ’va) = 5(5 + 1/27 X1,0T20, ?/JU)E(S - 1/2, X1,072,0, ¢v)
Pretpostavimo sada da je 7, kvadratno integrabilna. Dakle, my, = St,,

za neki unitarni karakter x,, od k). Ponovo, po lemama 4.1.3 1 4.1.2,

L(Sa StXLU X 772,11) = L(S + 17 Xl,vX2,v>L(sa Xl,vXQ,v)
= L(S + 1/27 Xl,vﬂ-Q,fu>L(S - 1/27 Xl,vﬂ-Q,fu>a
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(s, Sty , X Mo, y) =
= e(s+1, X1,0X200 Uo)E(S, X1,0X2,0, Vo) 2E(5— 1, X1,0X2,00 )
L(=8, X10X2) L(1 = 8, XTuXz0)
CL(s, X1oX20) L(s — L X10X20)
= (s +1/2, x1,072,0, ¥0)e(s — 1/2, X1,0T2,05 o)
Uvrstavanjem tih formula za L-funkcije i e-faktore u lokalne normal-
izacijske faktore iz korolara 3.3.5 dobivamo potpuno jednake formule kao

na rascjepivim mjestima u korolaru 3.2.2. To nam omogucuje da globalne
normalizacijske faktore operatora ispreplitanja

A((s1,82), (x1 odet’) @ my,wy) i A((s1,82), T ® (x1 o det’), wy)

za maksimalnu parabolicku podgrupu s Levijevim faktorom GL| x GL}| u
G L5 napisemo koriste¢i globalne glavne L—funkcije i e—faktore kuspidalne
automorfne reprezentacije grupe G'Ly(A) kao

r((s1,89), (x1 0 det’) @ my, wi) = 7p(s1 — s2,X172),
r((s1,52), T @ (x10det’), wy) = rp(s; — s9, X1 T2), (3.28)

gdje je za kompleksan broj s € C i kuspidalnu automorfnu reprezentaciju o
od GLQ(A)

L(s—1/2,0)
s+3/2,0)e(s+1/2,0)e(s —1/2,0)

Za maksimalnu paraboli¢ku podgrupu s Levijevim faktorom GL} u G/, u
formulama za lokalne normalizacijske faktore na nerascjepivim mjestima iz
korolara 3.3.5 javljaju se Heckeove L—funkcije i e—faktori od centralnih karak-
tera. Medutim, centralni karakter Steinbergove reprezentacije St,, jednak
je X2 pa su u ovom sluc¢aju lokalni normalizacijski faktori na nerascjepivim
mjestima u skladu s normalizacijskim faktorima na rascjepivim mjestima.
Stoga, globalne normalizacijske faktore operatora ispreplitanja

re(s,o) = I

A((s1,82), (x1 odet’) @ mh,wy) 1 A((s1,82), Ty @ (x1 0 det’), wo)

mozemo zapisati koriste¢i globalne Heckeove L—funkcije i e-faktore kao

L(2s2,wn,)
d t, / — Y 2
rifen s ba o det)Emte) = L0305, wr)e (o o)
L(2s9, x?
r((s1,82),m @ (x1 o det’), wy) = (252, 1) (3.29)

L(l + 2827 X%)6<2827 X%) .
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Za svaki w € W(M]), globalne normalizacijske faktore dobivamo kao
produkte normalizacijskih faktora gornjeg oblika koriste¢i dekompoziciju op-
eratora ispreplitanja iz propozicije 3.1.2. Globalni normalizacijski faktori za
slucaj B navedeni su u tablici B.

/
w T’(§, m, w)
1 1
w L(s1—s2—1/2,x172)
1 L(81782+3/2,X1%2)6(5175271 2,X1%Q)E(S1752+1 2,)(1%2)
L(2s2,wr,)
Wa L(14252,wny)e(282,wr, )
W w L(2s2,wny) L(s1+s2—1/2,x1m2)
152 L(142s2,wry )e(282,wry) L(s1+s24+3/2,x1m2)e(s1+s2—1/2,x172)e(s1+s2+1/2,x172)
Word L(s1—s2—1/2,x172) L(2s1,x3)
21 L(s1—s2+3/2,x172)e(s1—82—1/2,xaT2)e(s1—s24+1/2,x172) L(1+2s1,x7)e(251,Xx})
L(s1—s2—1/2,x172)
L(s1—s2+3/2,x172)e(s1—s2—1/2,x172)e(s1—s2+1/2,x172)
WiwWawq
L(2s1,x7) L(s1+s2—1/2,x17m2)
L(142s1,x3)e(2s1,x2) L(s1+s2+3/2,x1m2)e(s1+s2—1/2,x1m2)e(s1+s2+1/2,x172)
L(2s2,wry)
L(1+42s2,wny )e(252,Wry)
WoWi W2
L(s14+s2—1/2,x172) L(2s1,x7)
L(s1+s2+3/2,x172)e(s1+s2—1/2,x17m2)e(s1+s2+1/2,x172) L(1+231,X%)€(231,X%)
L(2s2,wny) L(s1+s2—1/2,x172)
L(142s2,wny)e(252,wry) L(s1+s2+3/2,x172)e(s1+52—1/2,x172)e(s1+52+1/2,x172)
W1 W2W1W2

L(2s1,%3) L(s1—s2—1/2,x172)
L(142s1,x3)e(2s1,x3) L(s1—s243/2,x172)e(s1—s2—1/2,x172)e(s1—82+1/2,x172)

Tablica B. Normalizacijski faktori od A(s, 7', w) za w € W (M/) u slu¢aju B
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3.4.4 Sluéaj C

Slu¢aj C odnosi se na kuspidalne automorfne reprezentacije 7’ = 7] ® 7
Levijevog faktora M{(A) = GL(A) x GL|(A) za koje su obje reprezentacije
7 i m jednodimenzionalne. Dakle, m/ = ; o det’ za 1« = 1,2, gdje su y;
unitarni karakteri od A*/k*.

Po definiciji globalnog lifta iz poglavlja 2.2.1, u ovom slucaju reprezen-
tacija m = m ® my Levijevog faktora My(A) = GLy(A) x GLy(A), gdje
sum = y;odet za ¢ = 1,2, je globalni lift od 7/. To nije kuspidalna
automorfna reprezentacija Levijevog faktora. Stoga, kao i u prethodnom
slu¢aju B, lokalni i globalni lift nisu kompatibilni. Po definiciji lokalnog
lifta na nerascjepivim mjestima v € S, lokalni lift lokalne komponente 7,
od 7} nije lokalna komponenta m;, = Yx;, o det, globalnog lifta m;, nego
Steinbergova reprezentacija St,, ,. Stoga, da bismo globalne normalizacijske
faktore napisali u $to pogodnijem obliku najprije ¢emo preciznije izraziti
lokalne normalizacijske faktore na nerascjepivim mjestima za maksimalne
parabolicke slucajeve iz korolara 3.3.5.

Da ne bi doslo do zabune, ponovimo jo$ jednom da u tom korolaru i
¢itavom poglavlju 3.3 oznaka 7, predstavlja lokalni lift unitarne ireducibilne
reprezentacije 7/, Levijevog faktora M’(k,) na nerascjepivom mjestu v € S
Sto nije u skladu s oznakom u ovom poglavlju o slu¢aju C gdje 7, oznacava
lokalnu komponentu globalnog lifta. U ovom poglavlju nemamo posebnu
oznaku za lokalni lift na nerascjepivim mjestima ve¢ ¢emo naprosto pisati
StXl,v ® Sthu'

U formuli za normalizacijski faktor iz korolara 3.3.5 za maksimalnu para-
boli¢ku podgrupu s Levijevim faktorom G L (k,)x G L} (k,) u GL(k,) javljaju
se Rankin—Selbergove L—funkcije i e-faktori oblika

L(S’ StXl,'u X Stx2,'u>’
(s, Sty,, X Sty,,, ).

Po lemi 4.1.3, te L-funkcije i e-faktori mogu se zapisati koriste¢i Heckeove
kao

L(s, Sty , % Sty,,) = L(s + 1, X10X20) L(8, X1,0X20);
(s, Sty,, X Sty,,,1hy) =
= e(s+1, X1,0X200 Uo)E(S, X1,0X2,0, Vo) 2E(5—1, X1,0X2,00 )
L(1 — 8, X1.uXa.0) L(=5, X10X20)
L(s — ]‘7X1,’UX2,U)L(S7X1,’UX2,’U) '
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Globalni normalizacijski faktor je produkt po svim mjestima lokalnih normal-
izacijskih faktora koji nisu dani jednakom formulom za rascjepiva i nerasc-
jepiva mjesta. Stoga se u globalnom normalizacijskom faktoru osim global-
nih L—funkcija dobivaju i kona¢ni produkti po svim nerascjepivim mjestima
v € S lokalnih L—funkcija. Toc¢nije, iz korolara 3.2.4 i gornjih formula za
L—funkcije i e-faktore uvrstenih u formulu za lokalni normalizacijski faktor
iz korolara 3.3.5, dobiva se da je za operator ispreplitanja

A((s1,82), (x1 0 det’) ® (x2 o det’), wy),

globalni normalizacijski faktor jednak

7((s1,52), (x1 0det’) @ (x2 o det’), w;) = re(s1 — 52, X1X5 1), (3.30)

gdje je za kompleksan broj s € C i unitarni karakter y od A*/k*

ro(s, x) =

o H L(S> XU)L(S — 17 Xv) .
(542, x0)L(s + 1, x0)e(s + 1, Xo, ¥u)e(S, Xo, ¥0)?e(s — 1, X, )

H L<S+1JX’0)L(SJX’0) .
ves L<3 + 2a Xv)L(S + 17Xv>5(3 + 17Xv,wv)5(37 Xvs %)25(8 - 17 mev)

. L(s,xo)L(s —1,xs)
UEHS L(_S7X;1)L(1 - Sanjl) B

— L(SaX)L(S_ 17X> .
L(s+2 X)L(s +1,x)e(s + 1, x)e(s, x)%e(s — 1, x)

H 8 + 1 Xv)L(S’Xv)
L( 1—8 XD L(=s,x;1)’

a na desnoj strani su globalne i lokalne Heckeove L—funkcije i e—faktori.

Za maksimalnu paraboli¢ku podgrupu s Levijevim faktorom GL} u G/, u
formuli iz korolara 3.3.5 za lokalne normalizacijske faktore na nerascjepivim
mjestima javljaju se L-funkcije i e-faktori od centralnog karaktera. Kao i
u slucaju B, centralni karakter Steinbergove reprezentacije St,,, jednak je
Xiv pa su lokalni normalizacijski na nerascjepivim mjestima dani jednakom
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formulom kao na rascjepivim mjestima. Stoga se globalni normalizacijski
faktor operatora ispreplitanja

A((817 82)7 (Xl @) det/) ® (X2 o det/)7 w2)

moze zapisati koristeé¢i globalne Heckeove L—funkcije i e-faktore kao

L(252,x3)
L(1 + 289, x2)e (259, X3)

r((s1,82), (x1 0 det’) @ (xz2 o det’), wy) = (3.31)
Tada se, za svaki w € W (M), globalni normalizacijski faktori dobivaju

koristeci gornje formule i dekompoziciju operatora ispreplitanja iz propozicije

3.1.2. Globalni normalizacijski faktori u slu¢aju C navedeni su u tablici C.

’ w ‘ r(s, 7, w) ‘
1 1
—1
w ro(si —s2,xaxs )
w L(2s2,x3)
) L(1+252,x2)2(25a.x2)
L(2s2,x2)
1t L(1+282,x§)6(282,x§)TC(Sl + 52, X1X2)
— -1 L(281,X§)
o TC(SI 52; X1X2 ) L(142s1,x3)e(251,x3)
L(2s1,x2)

-1
wiwywy | To(s1 = S2, X1X2 )L(1+2517X§)5(2517X§)TC(SI + 82, X1X2)

L(2s2,x2) L(2s1,x3)
W\ Wy | ETas, o Beasad O (51 52, XaXe) Tiirms, e (e
L(282:X§)
LT € (51 1 52, X1X2)
W1 W21 W2

L(2s1,x3) -1
Lian e O (51 — 82, 1% )

Tablica C. Normalizacijski faktori od A(s, 7', w) za w € W(M}) u slu¢aju C
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3.5 Lema o ireducibilnosti slike

Na samom kraju ovog poglavlja o normalizaciji operatora ispreplitanja na-
vodimo lemu koja je korisna pri dokazivanju ireducibilnosti dijelova rezidu-
alnog spektra dobivenih racunom polova Eisensteinovih redova u sljede¢em
poglavlju. Ti dijelovi rezidualnog spektra izomorfni su slici odredenog nor-
maliziranog operatora ispreplitanja ¢iju ireducibilnost garantira ova lema.
Lema je generalizacija opservacije na stranici 135 u |30].

Lema 3.5.1. Neka je G reduktivna grupa definirana nad k @ 7, ireducibilna
reprezentacija od M(k,), gdje je M Levijev faktor standardne prave para-
bolicke podgrupe P. Pretpostavimo da je m, jedinstvena ireducibilna pod-
reprezentacija inducirane reprezentacije

(s ),

gdje je L C M Levijev faktor standardne parabolicke podgrupe, T, temperirana
reprezentacija od L(k,) te s' € a} . Ako postoje elementi Weylove grupe w’
" takvi da vrijedi

(1) Re(w' Y (s+5")) je u pozitivnoj Weylovoj komori od i (p)co
(2) w'ww' je dugi element Weylove grupe od (G,w'~'(L)),
(3) N(w(s+s'),w(r,),w”) je injektivan na podreprezentaciji I(w(s), w(m,)),
(4) slika od N(w'=(s+ &), w1 (7,),w') je I(s,7,),
onda je slika normaliziranog operatora ispreplitanja
N(s,my,w)
ireducibilna.

Dokaz. Po dekompoziciji normaliziranog operatora ispreplitanja iz (3.12) vri-
jedi
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Budu¢i da je slika operatora N(w'~(s + '), w'"(7,),w’) izomorfna (s, m,),
a N(w(s+ s'),w(r,), w") je injektivan, slika od

N(s,my,w) = N(s + 8,7, w) )

I(s,my
je izomorfna slici od N(w'~!(s+5'), w' ™ (7,), w"ww’). Medutim, to je norma-
lizirani dugi operator ispreplitanja Langlandsove klasifikacije jer je w1 (s+s')
u pozitivnoj Weylovoj komori i w'~*(7,) temperirana. Stoga je njegova slika

ireducibilna. O
Korolar 3.5.2. U posebnom slucaju prethodne leme, za G = GY i Levi-
jev faktor w'~'(L) = M} na nerascjepivom mjestu v € S, zahtjev da je

w s+ 8") = (s1, 82) u pozitivnoj Weylovoj komori moZe se zamijeniti slabi-
Jim uvjetom

Ss1 = S9 > 0.
U rascjepivom slucaju G = SOg i w' ™' (L) = GL,, X ... X GL,,, gdje je
ni+ ... +np =4, ako je 7, kvadratno integrabilna, onda se zahtjev da je
w™ s + ) = (s1,...,5:) u pozitivnoj Weylovoj komori moZe zamijeniti
slabijim uvjetom

$512...28,>0, akojen; > 1,
S12...2 81 2 |sk| >0, akojeny=11is,#0,
S12...2 81> |sk| =0, dko jeny=11s,=0.

Dokaz. U specijalnim sluc¢ajevima ovog korolara slabiji zahtjev na w'~!(s+s’)
je upravo zahtjev Langlandsove klasifikacije ako se uzme u obzir ¢injenica
da je za GL (k,) i GL,(k,) temperirana reprezentacija puna inducirana
reprezentacija s kvadratno integrabilne reprezentacije Levijeve podgrupe. [J



Poglavlje 4

Dekompozicija rezidualnog
spektra

U ovom zavrSnom poglavlju ove disertacije izracunata je dekompozicija dijela
rezidualnog spektra hermitske kvaternionske grupe GY% koji dolazi od mini-
malne paraboli¢ke podgrupe s Levijevim faktorom M| = GL| x GL/. Primi-
jenjena je Langlandsova spektralna teorija iz prvog poglavlja koja racun svodi
na odredivanje polova sume standardnih operatora ispreplitanja i njihovog
iteriranog poniStavanja u zatvaracu pozitivne Weylove komore. Pritom su
koristene normalizacije operatora ispreplitanja iz tre¢eg poglavlja. Buduci
da su globalni normalizirani operatori ispreplitanja koji se javljaju u racunu
holomorfni i razli¢iti od nule u zatvaracu pozitivne Weylove komore, prouca-
vanje polova svodi se na analiti¢ka svojstva globalnih normalizacijskih faktora
koji su dani u terminima L-funkcija i e-faktora.

Stoga ovo poglavlje zapocinje pregledom analiti¢kih svojstava lokalnih i
globalnih L—funkcija koje se javljaju u globalnim normalizacijskim faktorima.
U ostatku poglavlja redom se dekomponiraju dijelovi rezidualnog spektra za
svaki od slucajeva A, B i C. U svakom od tih slu¢ajeva odvojeno se ra¢una
doprinos svakog moguceg pola.

U citavom poglavlju pretpostavlja se da su kuspidalne automorfne repre-
zentacije odabrane tako da su polovi Eisensteinovih redova, a time i global-
nih L-funkcija realni. Kao $to je ve¢ napomenuto u poglavlju 1.3 o Eisen-
steinovim redovima svaka kuspidalna automorfna reprezentacija nakon zakre-
tanja pogodnom imaginarnom potencijom apsolutne vrijednosti reducirane
norme ima to svojstvo. Stoga pretpostavka da su polovi realni ne smanjuje
opcéenitost racuna veé predstavlja samo pogodan izbor koordinata za prikaz

76
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rezultata.

4.1 Svojstva L—funkcija

U sljede¢im lemama sakupljena su analiticka svojstva lokalnih i globalnih
Heckeovih, glavnih za G Ly te Rankin—Selbergovih za G Ly x G'Ly L—funkcija.
Svi e-faktori su cijele funkcije od s koje nemaju nultocki pa se oni ne spo-
minju u lemama. Kao $to je napomenuto u uvodu ovog poglavlja, u svim
tvrdnjama pretpostavljamo da su kuspidalne automorfne reprezentacije oda-
brane tako da su polovi L-funkcija realni.

Lema 4.1.1. (Heckeove L—funkcije) Neka je j1 = ®, 1, unitarni karakter
od A*/k*. Tada, ako je p = 1 trivijalan karakter, onda globalna Heckeova
L—funkcija L(s, p) ima polove prvog reda v s =0 i s =1, a ako p nije trivi-
jalan, onda je L(s, ) cijela funkcija. U oba slucéaja L(s, i) nema nultocki za
Re(s) > 1. Vrijedi globalna funkcionalna jednadzba

L(Sﬁjl) = 5(57 :U’)L(l - 57/%71)'

Neka je v nearhimedsko mjesto od k. Ako je p, = 1, trivijalan karakter od
kY, onda realan pol lokalna Heckeova L—funkcija L(s, ) ima u s = 0 i to
prvog reda, a ako p, nije trivijalan, onda je L(s, u,) cijela funkcija. U oba

slucaja L(s, p,) nema nultocki.

Dokaz. Sve tvrdnje ove leme mogu se nac¢i u [57]|. Tocnije, lokalne tvrdnje
slijede direktno iz definicije lokalnih L—funkcija u poglavlju 2.4, a globalne su
teorem 4.4.1. Uocimo da je globalna Heckeova L—funkcija L(s, 1) za trivijalni
karakter 1 od A*/k* zapravo potpuna (—funkcija polja algebarskih brojeva
k. O

Lema 4.1.2. (Glavne L—funkcije za GLs) Neka je 0 = ®,0, kuspidalna
automorfna reprezentacija grupe GLo(A). Tada je globalna glavna L—funkcija
L(s,0) cijela i nema nultocki za Re(s) > 1. Vrijedi funkcionalna jednadzba

L(s,0) =¢(s,0)L(1 —s,0).

Neka je v nearhimedsko mjesto od k. Tada, ako je o, superkuspidalna, onda

je
L(s,0,) =1,



DEKOMPOZICIJA REZIDUALNOG SPEKTRA 78

a ako je o, kvadratno integrabilna, pa stoga izomorfna St,, za neki unitarni
karakter ., od k), onda je

L(s,0,) = L(s +1/2, u,).

Dokaz. Sve tvrdnje ove leme o lokalnim i globalnim glavnim L-funkcijama
za G Lo mogu se naéi u [26]. Toc¢nije, tvrdnje o lokalnim L—funkcijama su
u dokazu teorema 2.18 za superkuspidalnu reprezentaciju, odnosno u pro-
poziciji 3.6 za kvadratno integrabilnu reprezentaciju. Tvrdnje o globalnim
L—funkcijama su u teoremu 11.1. Analogni lokalni rezultati za G L,, mogu se
nac¢i u [28], a globalni u [13]. O

Lema 4.1.3. (Rankin—Selbergove L—funkcije parova za GLy x GLy)
Neka su 01 = ®,01, ¢ 02 = ®,02, kuspidalne automorfne reprezentacije
grupe GLy(A). Po definiciji, promjena poretka reprezentacija ne utjece na
lokalne i globalne Rankin—Selbergove L—funkcije i —faktore.

Ako je 01 = 79, onda globalna Rankin—Selbergova L—funkcija L(s, o1 X 09)
ima polove prvog reda v s = 01 s = 1, a inace je cijela funkcija. U oba slucaja
L(s,01 X 03) nema nultocki za Re(s) > 1. Vrijedi funkcionalna jednadzba

L(s,01 X 09) = &(s,01 X 09)L(1 — 5,01 X 7).

Neka je v nearhimedsko mjesto od k. Tada, ako je o1, kvadratno integra-
bilna, pa stoga izomorfna St,, , za neki unitarni karakter p1, od kS, a o2,
superkuspidalna, onda je

L(s,014 X 02) = L(s 4+ 1/2, pt1.,02,)-

Za it = 1,2, ako su 0;, kvadratno integrabilne, pa stoga izomorfne St,, , za

neke unitarne karaktere p;, od k., onda je

L(s,014 X 02,) = L(s 4+ 1, pt opt2,0) L(s, p1,0pi2,0).-

Dokaz. Sve tvrdnje ove leme o Rankin—Selbergovim L-funkcijama parova za
GLsy x GLy mogu se naci u [27|. Toc¢nije, lokalne tvrdnje na nearhimedskim
mjestima su teorem 15.1, a globalne tvrdnje teorem 19.14. Analogni opce-
nitiji rezultati o Rankin—Selbergovim L—funkcijama parova za GL, x GL,,
mogu se naci u [29]. O

Na kraju navodimo lemu koja se koristi na viSe mjesta pri racunanju
reziduuma normalizacijskih faktora u nastavku.
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Lema 4.1.4. Neka je L(s) meromorfna funkcija na C koja ima samo polove
prvog reda, nema nultocku v s = 0 i zadovoljava funkcionalnu jednadzbu

L(s) = e(s)L(1 - s),
gdje je £(s) cijela funkcija koja nema nultocki takva da je
e(0)e(1) = 1.
Tada je

L(s)
L(1+ s)e(s)

| =1, ako je s =0 pol prvog reda funkcije L(s),
s=0 1, ako u s =0 funkcija L(s) nema pol.

Posebno, uvjete ove leme zadovoljavaju sve globalne L—funkcije © e—faktori
koji se javljaju u racunima.

Dokaz. Po funkcionalnoj jednadzbi
L(1+ s)e(s) = L(—s)e(1 + s)e(s).
Buduci da je €(0)e(1) = 1, traZeni kvocijent je jednak

L(s)
L0+ 9):0)

s=0  L(—s)

Sada, ako L(s) nema pol u s = 0, onda se L(0) # 0 u brojniku i nazivniku
pokrate i dobivamo 1. Ako L(s) ima pol prvog reda u s = 0, neka je

a_

n>0
Laurentov razvoj od L(s) oko s = 0. Tada je kvocijent jednak

L(S) % + Zn}O CLnSn

- -1
L(=s)ls=0 ==L 4 > nso(—1)mays™

s=0
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4.2 Prostor L?

Prema teoremu 1.3.3, prostor L2,7,,,eS je dio rezidualnog spektra koji se do-
biva iteriranim ponistavanjem poloova u zatvaracu pozitivne Weylove komore
Eisensteinovih redova odredenih kuspidalnom automorfnom reprezentacijom
Levijevog faktora M{(A) = GL(A) x GL|(A) standardne parabolitke po-
drupe Pj(A) od G4(A). Prema propoziciji 1.3.5, polovi Eisensteinovog reda
podudaraju se s polovima sume operatora ispreplitanja (1.3). Bududéi da
prema rezultatima treceg poglavlja globalni normalizacijski faktori opera-
tora ispreplitanja ovise o tome u koji od sluc¢ajeva A, B i C spada kuspidalna
automorfna reprezentacija od M{(A), prvi korak u dekompoziciji prostora
LQP&MS je rastav na prostore koji odgovaraju svakom od ta tri slucaja

Ly es 2 L% © L ® LG (4.1)
U ovom poglavlju ra¢unamo dekompoziciju prostora L% koji se dobiva preko
polova Eisensteinovih redova za kuspidalne automorfne reprezentacije Levi-
jevog faktora M{(A) koje spadaju u slucaj A.

Dakle, neka je 7’ = 7 ® 7, kuspidalna automorfna reprezentacija od
M{(A) koja spada u slu¢aj A. To znaci da kuspidalne automorfne reprezen-
tacije m) i m, od GL}(A) nisu jednodimenzionalne. Tada su globalni nor-
malizacijski faktori operatora ispreplitanja dani u tablici A u poglavlju 3.4.2
koristeci globalne Rankin—-Selbergove L-funkcije i e-faktore parova za global-
ne liftove m i 7o reprezentacija 7 i 5, te globalne Heckeove L—funkcije i e—
faktore njihovih centralnih karaktera. Po definiciji globalnog lifta iz poglavlja
2.2.1, m i my su kuspidalne automorfne reprezentacije od GLs(A). Globalni
normalizirani operatori ispreplitanja su holomorfni i razli¢iti od nule u zat-
varacu pozitivne Weylove komore po teoremu 3.4.1. Stoga, prema analitickim
svojstvima globalnih Rankin—Selbergovih L—-funkcija iz leme 4.1.3 i globalnih
Heckeovih L—funkcija iz leme 4.1.1, mogué¢i polovi normalizacijskih faktora
operatora ispreplitanja iz tablice A, a time i Eisensteinovih redova, nalaze se
u singularnim ravninama

§1— S =
S1+s2 =

281 =

—_ = = =

282 = (42)
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Pritom smo pretpostavili da je kuspidalna automorfna reprezentacija 7’ oda-
brana tako da su polovi Eisensteinovih redova realni. Stoga na slici A, singu-
larne ravnine i postupak pomaka linije integracije iz teorema 1.3.3 u ishodiSte
mozemo prikazati koriste¢i samo realni dio prostora a}'%’(c.

Pri pomaku linije integracije u integralu (1.1) iz teorema 1.3.3 od s, u
ishodiste prostora ajw(g,c kao na slici A, prelazimo singularne ravnine. Na tim
ravninama biramo koordinatne sustave s ishodistem u ortogonalnoj projekciji
ishodista od a}%@. Zatim, pomakom linije integracije iz tocke presjeka sa
singularnom ravninom u ishodiste te ravnine kao na slici A prelazimo preko
tocaka presjeka s drugim singularnim ravninama. Takve tocke su moguci
iterirani polovi operatora ispreplitanja. U slu¢aju A dobiju se tri takve tocke

A1(3/2,1/2),  As(1,0), As(1/2,1/2).

Tocke A; i As leze na singularnoj ravnini s; — sy = 1, a tocka Ajz lezi na
282 =1.

A
S92

281:1

1/2

Slika A. Singularne ravnine u slucaju A
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Koordinatni sustav na singularnoj ravnini s; — sy = 1 ¢ije je ishodiste
C o ; .
ortogonalna projekcija ishodista od VRS zadan je s

s1 = z+1/2,
Sy = z—1/2, (4.3)

gdje je z nova koordinata. Tada, za tocku A; je z = 1, a za tocku A, je
z=1/2.
Za singularnu ravninu 2s, = 1 koordinatni sustav zadan je s

S1 = Z,
SS9 = 1/2, (44)

gdje je z nova koordinata. Za tocku Az je z = 1/2.
Obzirom na tri moguca pola Eisensteinovog reda dio rezidualnog spektra
L% se dalje dekomponira u

L0 oLy, ®L%, (4.5)

gdje su L%, L%, i L%, razapeti izrazima koji se dobiju nakon iteriranog
poniStavanja polova Eisensteinovih redova redom u to¢kama A;, As i As. U
nastavku dajemo odvojeno dekompoziciju svakog od tih prostora.

4.2.1 Prostor L%
1

U sljede¢em teoremu dana je dekompozicija potprostora Lil rezidualnog
spektra grupe G, koji se dobije iteriranim ponistavanjem polova u toc¢ki A;.

Teorem 4.2.1. (Dekompozicija prostora L% ) Potprostor L% rezidual-
nog spektra grupe Gy dekomponira se u

L?éh = DAy (71-/>7

gdje je suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama 7" = m @)
od M{(A) takvim da 7} i 74 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

(1) m =7,

(2) centralni karakter wy, = wqy je trivijalan.
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Prostor Ay (n') je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim
reziduumom u s = (3/2,1/2) Fisensteinovog reda odredenog s @', a prelaskom
na konstantni ¢lan Fisensteinovog reda izomorfan je slici normaliziranog ope-
ratora ispreplitanja

N((3/2,1/2), 7", wiwowqws).

Dokaz. Najprije podsjetimo da u ¢itavom ovom poglavlju 4.2 reprezentacije
71 1 7 nisu jednodimenzionalne. Doprinos iteriranog pola u tocki A; sumi
operatora ispreplitanja (1.3) iz propozicije 1.3.5 dobiva se poni§tavanjem naj-
prije pola duz singularne ravnine s; — s9 = 1, a zatim, koriste¢i novu koordi-
natu z definiranu na toj ravnini s (4.3), ponistavanjem pola u z = 1. Koriste¢i
analiticka svojstva Rankin—Selbergovih L—funkcija iz leme 4.1.3, pol duz rav-
nine s; — so = 1 globalnih normalizacijskih faktora iz tablice A javlja se ako
i samo ako je m; = my. Tada pol prvog reda imaju normalizacijski faktori
operatora ispreplitanja koji odgovaraju elementima Weylove grupe wy, wowy,
wiwawi 1 WiwowiwWo. Do na konstantu

Res,—1L(s,m X Ta)
L(2,7T1 X ,7:(/2)6(1,71'1 X %2)

koja je razlicita od nule, njihovi reziduumi duz s; — s9 = 1, zapisani u novoj
varijabli z, dani su u tablici A-I.

/

| w \ Resg, _g,—17(s, 7', w)

w1 1

L(142z,wry)
W2 L(2422,w5,)e(1+22,0n,)
WA L(142z,wr,) L(2z,m1 Xm2)
121 L(242z,wr) )e(14+22,wry ) L(14-22,m1 X72)e(22,m1 X72)
L(—142z,w L(2z,m x L(142z,w
Wi W Wo ( o) (22,71 x72) ( 1)

L(2z,wry )e(=1422,wry ) L(1422,m1 XT2)e(22,m1 XT2) L(2+22,wny )e(14+22,wr; )

Tablica A-I. Reziduumi normalizacijskih faktora duz s; — sy = 1 u slucaju A

Po svojstvima L—funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.3, pol u tocki A;, odnosno
u z = 1, izraza u tablici A-I javlja se ako i samo je centralni karakter w,,
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trivijalan. Tada pol prvog reda ima jedino izraz koji odgovara elementu
Weylove grupe wiwswyws i reziduum je do na konstantu

Ress—1L(s,1) L(2,m X ) L(3,1)

L(2, 1)6(1, ]_) L(B, T X 7'['2)5(2, 7T X 7T2) [/(47 1)5(3, ].)

razli¢itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A*/k*, jednak normalizira-
nom operatoru ispreplitanja

N((3/2,1/2), 7', wiwawyws).

Kriterij kvadratne integrabilnosti iteriranog reziduuma iz leme 1.3.6 je ispu-
njen jer je
wywowiws(3/2,1/2) = (=3/2,—1/2).

Buduéi da su 7] i 7 izomorfne ako i samo su m; i w2 izomorfne, a globalni
lift ¢uva centralni karakter, doprinos A; (7’) potprostoru L% , daju samo kus-
pidalne automorfne reprezentacije 7’ od M{(A) koje zadovoljavaju uvjete iz
teorema i taj doprinos je izomorfan slici normaliziranog operatora isprepli-
tanja N((3/2,1/2), 7, wywawiw,).

Preostaje dokazati da je slika tog operatora ireducibilna. Koristeé¢i lemu
3.5.1 dokazujemo ireducibilnost slike lokalnih normaliziranih operatora is-
preplitanja N((3/2,1/2), 7, wiwowwe) na svim mjestima v od k. Neka je
w = wiweawiwe 1 s = (3/2,1/2). Na svim onim mjestima na kojima je
reprezentacija 7, temperirana slika je ireducibilna po Langlandsovoj klasi-
fikaciji iz poglavlja 2.2.2 jer je s u pozitivnhoj Weylovoj komori i w dugi
element Weylove grupe za (G, M{). Uo¢imo da je na nerascjepivim mjes-
tima v € S svaka reprezentacija m, superkuspidalna pa je za takva mjesta
ireducibilnost slike dokazana.

Za rascjepiva mjesta na kojima reprezentacija m, = m, ® T2, nije tem-
perirana barem jedna od reprezentacija m;, za ¢ = 1,2 je reprezentacija
komplementarne serije, odnosno puna inducirana reprezentacija

~ GL kv Ti —ri
T 2 IndG 200 o (il - 7 @ il - [77),

gdje je 0 < r; < 1/2 1 p;, unitarni karakter od k). Tada je 7, puna in-
ducirana reprezentacija s temperirane reprezentacije Levijevog faktora manje
parabolicke podgrupe. U oznakama iz leme 3.5.1, Levijev faktor L je jedan od
Levijevih faktora GLy X GL1XG Loy, GLoXGL1 xGLy, GL1xGLi xGL1 xGLy
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te
(3/2+11,3/2 —1r1,1/2),
§+§/: (3/271/2+T271/2_T2)7
(3/2+T1,3/2—T1,1/2+T2,1/2—7”2),

gdje je 0 < r; < 1/2. Neka je, u oznakama leme 3.5.1, w’ = 1 i w” element
Weylove grupe koji odgovara permutaciji

(1,2)(3),
w’ =4 (1)(2,3),
(1,2)(3,4),

kao u dokazu propozicije 3.2.1. Tada je w”ww’ dugi element Weylove grupe
za (SOg, L), a s+’ je u pozitivnoj Weylovoj komori. Normalizirani operator

N(w(s), w(m), w") = N(w(s + '), w(r), w”)

je izomorfizam jer je to operator za GL; x GL; C GL» ili kompozicija dva
takva operatora koji djeluju na ireducibilnoj induciranoj reprezentaciji po
lemi 2.2.9. Stoga su ispunjeni uvjeti leme 3.5.1 pa je slika normaliziranog
operatora ispreplitanja N((3/2,1/2),m,,w) ireducibilna. O

4.2.2 Prostor L%
2

Prije dekompozicije prostora L1242 uvedimo oznake vezane za induciranu re-
prezentaciju

G’ (kv)
Idcp (o)

grupe G’ (k,) i normalizirani operator ispreplitanja

N(0, 0., w,),
gdje je ol samokontragredijentna ireducibilna unitarna reprezentacija od
GL)(k,). Pritom koristimo lemu 2.2.11 o reducibilnostima te inducirane
reprezentacije da bi izra¢unali djelovanje normaliziranog operatora u sljedecoj
lemi.

Lema 4.2.2. Ako je centralni karakter we; trivijalan, onda normalizirani
operator ispreplitangja

N(0, 0, ws)

Y v
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djeluje na ireducibilnoj reprezentaciji ., IndGL, k )O'v kao Id, ili —Id,. Ako

Jje pak w1 netrivijalan, onda taj normalizirani opemtor zspreplztanja djeluje

na svakoj od dvije ireducibilne komponente od w! = In dGL, (k) )0 razlicitim

skalarom iz skupa {1, —1}.

U oba slucaja, za skalar n,, ireducibilnu komponentu od 7 na kojoj ope-
rator N(0, 0., ws) djeluje kao n,Id, oznacavamo sa o). Ako je v rascjepivo
mgesto i o nerazgranata, onda T, sadrzi nerazgranatu komponentu i na njoj
N(0, 0., ws) djeluje kao identiteta.

Dokaz. Normalizirani operator N (0,0, ,ws) isprepli¢e m sa samim sobom
i kvadrat mu je identiteta. Prema lemi 2.2.11, ako je centralni karakter
Wy trivijalan, onda je inducirana reprezentacija m, ireducibilna pa operator
N(0,0,,wsy) djeluje kao Id, ili —Id, po lemi 2.2.8. Prema lemi 2.2.11, ako
centralni karakter w,, nije trivijalan, onda se 7, reducira u direktnu sumu
dvije ireducibilne podreprezentacije koje nisu medusobno izomorfne. Tada
N(0,0),wsy) nije skalar na ¢itavom prostoru reprezentacije m, i ispreplice
svaku komponentu posebno. Dakle, taj operator djeluje na svakoj kompo-
nenti kao razli¢iti skalar iz skupa {1,—1}. Za nerazgranatu reprezentaciju
normalizirani operator ispreplitanja je identiteta po samoj definiciji norma-
lizacije. O]

Promotrimo sada induciranu reprezentaciju

In dGL’ k YXGL, (kv (T @ my,).

Pritom, v oznacava kao i u prethodnim poglavljima apsolutnu vrijednost
reducirane norme na nerascjepivim mjestima, odnosno determinante na ras-
cjepivim mjestima. Indukcijom u koracima ta inducirana reprezentacija je
izomorfna

5 (ko) 1 (ko
In dGL, (ko) X G, (ko) (ﬂlvu ® IndGL, o)™ §v> )
Prema prethodnoj lemi 4.2.2; koriste¢i uvedene oznake, dalje je izomorfna

My
In dGL’(k Yx G (k )(WMV@Wn)’

ako je centralni karakter wy, trivijalan, gdje je , € {1}, odnosno

G (kv) M
@ In dGQL’ (ko) x G/, (Ky) (leV ® Ty )
77'06{1’71}
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ako je centralni karakter w,; netrivijalan. Sliku djelovanja normaliziranog
operatora ispreplitanja

N((1,0), 7], ® 7, wywaw; )

na svakoj od ireducibilnih komponenti ozna¢avamo s II/™. Uoc¢imo da ako je
centralni karakter wy; globalne reprezentacije 7, trivijalan, onda su skalari
1, € {1} jedinstveno odredeni za svako mjesto v. Ako je wy, netrivijalan,
onda je 1, € {1} jedinstveno odreden samo na onim mjestima v na kojima
je wry | trivijalan, dok na mjestima v na kojima je Wrf | netrivijalan postoje
dva moguca izbora vrijednosti skalara 7,. Na skoro svim mjestima, tocnije,
na rascjepivim mjestima na kojima su reprezentacije nerazgranate je 7, = 1.

Teorem 4.2.3. (Dekompozicija prostora L% ) Potprostor L%, rezidual-
nog spektra grupe G dekomponira se u

L3, = (@W@ (m )) ® (@WAQ)(W’)).

Pritom je prva suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama
' =7 @7 od Mi(A) takvim da 7 i 7 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

E

(1-1) m
(1-2) = i 7 su samokontragredijentne,

(1-3) centralni karakter w. = wy je trivijalan,
(1-4)

1-4) TI,m0 = —1,

a druga po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama ©' = 7] ® 7l od
M{(A) takvim da 7 i 7 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

(2-1) m = 7,
(2-2) « i 7y su samokontragredijentne,
(2-3) centralni karakter wy = wyy je netrivijalan.

Oba prostora Aél)(ﬂ’) i A§2) (7') su prostori automorfnih formi razapeti iteri-
ranim reziduumom u s = (1,0) Fisensteinovog reda odredenog s . Prostor
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AS)(W’) je ireducibilan 1 prelaskom na konstantni clan Eisensteinovog reda
izomorfan slici normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1,0), 7", wiwawy).

Prostor A;Z)(W’) jge prelaskom na konstantni clan izomorfan sums ireducibilnih
reprezentacija oblika

®, I,
gdje je n, jedan od dva moguca skalara na mjestima gdje je wy == Wg
netrivijalan, na skoro svim mjestima je n, = 1 i produkt po svim mjestima

Hm: 1.

Dokaz. Reprezentacije 7] i 7, nisu jednodimenzionalne jer se u ¢itavom
poglavlju bavimo slu¢ajem A. Iterirano poniStavanje pola sume operatora
ispreplitanja (1.3) iz propozicije 1.3.5 u tocki As, kao $to je prikazano na slici
A, radimo najprije duz s; — ss = 1, a zatim, u novoj varijabli z definiranoj
s (4.3), u z = 1/2. Pol duz ravnine s; — s, = 1 ve¢ smo prouéili u dokazu
teorema 4.2.1 o dekompoziciji prostora Lil. Pol se javlja ako i samo ako
m = 9. Reziduumi u novoj varijabli z su dani u tablici A-I do na konstantu
razli¢itu od nule.

Pol u tocki Ay je zapravo pol izraza iz tablice A-I u z = 1/2. Prema
analitickim svojstvima Rankin—Selbergovih i Heckeovih L—funkcija iz lema
4.1.314.1.1, izrazi u tablici A-I mogu imati pol u z = 1/2 ako i samo ako vri-
jedi m; = m,. Tada pol prvog reda imaju izrazi koji odgovaraju elementima
Weylove grupe wiwsow; i wiwowiwsy. Uocimo da su m; = 79 samokontragredi-
jentne pa su njihovi centralni karakteri kvadratni.

Do na konstantu

Ress—1L(s,m X ) L(2,wy,)
L(2,m X m)e(1,m X ma) L(3,wr, )e(2, wx,)

razli¢itu od nule, reziduum izraza koji odgovara elementu wjwsw; jednak je
normaliziranom operatoru ispreplitanja

N((1,0), 7, wiwawr).

Za reziduum izraza koji odgovara elementu wiwswyws razlikujemo dva slu-
¢aja ovisno o we,.
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Najprije pretpostavimo da je kvadratni centralni karakter w;, trivijalan.
Tada, po lemi 4.1.1, Heckeova L—funkcija L(s,wy,) ima pol prvog reda u
s=01s=1, paje po lemi 4.1.4 reziduum izraza koji odgovara wjwywiws,
do na istu konstantu kao gore, jednak

—N((1,0), 7, wywawiwy).

Stoga je za trivijalni centralni karakter w,,, do na konstantu razli¢itu od nule,
iterirani reziduum u toc¢ki A, sume operatora ispreplitanja (1.3) jednak

N((l, 0), 7T/, ’lUﬂUQ'UJl) — N((l, O), 7T/, wlwgwlwg).

Po (3.12) lokalni normalizirani operatori ispreplitanja dekomponiraju se u
skladu s rastavom elemenata Weylove grupe pa djelovanje dobivenog rezidu-
uma na ®, f, mozemo zapisati kao

®vN((1> 0)77;7w1w2w1> [®va - ®vN((17 0),77';,@02)]%] :

Pritom, operator ispreplitanja N((1,0), 7., ws) je zapravo operator isprepli-
tanja za G (k,) koji djeluje na induciranoj reprezentaciji IndgllL(,k(q;g)v)ng i koji
smo razmotrili u prethodnoj lemi 4.2.2. Iz te leme, buduci da je centralni
karakter wy, , = Wry, trivijalan, taj operator ispreplitanja djeluje kao n,Id,,
gdje je skalar 7, € {£1} jedinstveno odreden na svim mjestima. Dakle,
reziduum je netrivijalan ako je

[Im=-1

i tada je jednak slici normaliziranog operatora ispreplitanja
N((1,0), 7, wiwawy).

Kvadratnu integrabilnost dobivenog iteriranog reziduuma i ireducibilnost sli-
ke tog operatora dokazujemo na samom kraju dokaza. Bududéi da su 7] i 7}
izomorfne ako i samo ako su m; i w9 izomorfne, a globalni lift ¢uva samokon-
tragredijentnost i centralni karakter, doprinos .Agl (7') potprostoru L%, daju
samo kuspidalne automorfne reprezentacije 7' od M{(A) koje zadovoljavaju
uvjete (1-1) do (1-4) iz teorema.

Pretpostavimo sada da je kvadratni centralni karakter w,, netrivijalan.
Tada, po lemi 4.1.1, Heckeova L—funkcija L(s,w,,) je cijela pa prema lemi
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4.1.4 reziduum izraza iz tablice A-I koji odgovara elementu w;wow,ws, jednak
je do na istu gornju konstantu, normaliziranom operatoru ispreplitanja

N((1,0), 7", wiwowywy).

Stoga je, u ovom slucaju, iterirani reziduum u tocki A, konstantnog ¢lana
Eisensteinovog reda, do na konstantu razli¢itu od nule, jednak

N((1,0),m ® mh, wiwewq) + N((1,0), 7] ® 75, wywaowyws).
Kao u prethodnom sluc¢aju, djelovanje na ®, f, mozemo zapisati kao
®@uN((1,0), 7, @ 7, wiwaws) (@ fo + RN ((1,0), ), @ ., w2) fo] -

Po lemi 4.2.2, u oznakama uvedenim prije iskaza teorema, operator isprepli-
tanja N((1,0), 7, ws) djeluje na f, kao n,Id, ako je f, € W;Z’j. Bududi da je
na skoro svim mjestima f, invarijantna za maksimalnu kompaktnu podgrupu
od GY(k,), skalar 7, = 1 na tim mjestima. Nadalje, ako za produkt po svim

mjestima ne vrijedi
H m =1,

onda se iterirani reziduum poniStava. Ponovo, zbog svojstava globalnog
lifta, doprinos A§2)(7r’) potprostoru L%  daju samo kuspidalne automorfne
reprezentacije 7’ od M{(A) koje zadovoljavaju uvjete (2-1) do (2-3), a zbog
posljednje dvije tvrdnje taj doprinos se dekomponira u direktnu sumu iz
teorema.

U oba sluc¢aja kvadratna integrabilnost dobivenih prostora automorfnih
formi slijedi po kriteriju iz leme 1.3.6 jer je

W1WQw1WQ(1,0) = wlewl(l,O) = (—1,0)

Preostaje dokazati da su Aél)(’/T/) i direktni sumandi ®,II" u AéQ)(W/) ire-
ducibilni. Uo¢imo da je potprostor Agl)(ﬂ/) takoder oblika ®,II™ pa je
dovoljno dokazati ireducibilnost od I/’ na svim mjestima v od k. Ali II)»
je slika djelovanja normaliziranog operatora ispreplitanja

N((L 0)7 7]—2;7 w1w2w1)

na induciranoj reprezentaciji

Gy (ko)

My
Inchg(kv)xag(k»v) (”ll,v’/ ® ”27,71)) :
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Ako su 7, i ), temperirane, onda je 74" takoder temperirana i slika je ire-
ducibilna po Langlandsovoj klasifikaciji jer je wjwsw; dugi element Weylove
grupe za (G4, GL} x GY), a 1 je u pozitivnoj Weylovoj komori. Uo¢imo da
smo time dokazali ireducibilnost na svim nerascjepivim mjestima v € S jer
je za njih 7 superkuspidalna.

Neka je v rascjepivo mjesto i neka m, = m, ® 2, nije temperirana.
Tada, barem jedna od reprezentacija m;,, za i = 1,2, grupe GLs(k,) nije
temperirana, a to znac¢i da je reprezentacija komplementarne serije

~ 1o 1GLa(ky)
Tiw = IndGL?(kv)xGLl(kv) (:“i,vl :

T (%9 ,Ui,v’ : ’7”) )

gdje je 0 < r; < 1/21 p;, unitarni karakter. Buduéi da su m;, samokontra-
gredijentne, p;, su kvadratni karakteri. Ako je my, reprezentacija komple-
.. .. . .. SO4(ky) . .

mentarne serije, onda je inducirana reprezentacija Ind, Lo (o) 2,0 ireducibilna
po korolaru 2.2.12. Dakle, ﬂgfv je puna inducirana reprezentacija s temperi-
rane reprezentacije Levijevog faktora G Ly (k,) x GL1(k,) u SO4(k,). Drugim
rijeima, m, ® ngv je u svakom sluc¢aju puna inducirana reprezentacija s
temperirane reprezentacije Levijevog faktora manje paraboli¢ke podgrupe.

U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = wjwsow, jedinstveni netrivijalni
element Weylove grupe za GLs x SOy C SOg te s = 1. Levijev faktor L je
jedan od Levijevih faktora GL; x GL; x SOy, GLy Xx GL1 X GLy, GL; X
GL1 X GL1 X GLl, a

(1 + 1, 1-— Tl),
§+§/: (1,7"2,—')"2),
(1 + 1, 1-— 1,79, —7”2)7

gdje je 0 < r; < 1/2. T dalje u oznakama leme 3.5.1, neka je w’' =11

(172)7
w” =< (3,4)ws,
(17 2)(37 4)w27

pri ¢emu permutacije shvacamo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu
propozicije 3.2.1. Tada je w'~!(s+5s') u pozitivnoj Weylovoj komori u prvom
slucaju, a u preostala dva slucaja zadovoljava nejednakosti iz korolara 3.5.2.
Element w”ww’ je dugi element Weylove grupe za (SOs, L), a normalizirani
operator ispreplitanja

N(w(s + 5'), w(r), w") = N(w(s), w(m,), w")

v
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je izomorfizam. Dakle, prema lemi 3.5.1, Il je ireducibilna. Uo¢imo jedino
da u drugom slucaju ako ; , nije kvadratno integrabilna zapravo ne mozemo
direktno primijeniti korolar 3.5.2. Medutim, tada je m, puna inducirana
reprezentacija s kvadratno integrabilne reprezentacije od GL;(k,) x GL1(k,)
pa zamjenom u drugom slucaju s + s’ s (1,1,79, —r9) te w” s (1,2)(3,4)ws
ipak mozemo primijeniti korolar 3.5.2. O

4.2.3 Prostor L%
3

Prije same dekompozicije prostora L?43 uvodimo oznake vezane uz djelovanje
normaliziranog operatora ispreplitanja

N(O’ Wi,v ® Wé,vv wl)

na induciranu reprezentaciju

GLY (ky)

(
IndGL’l(kv)xGL’l(kv) (ﬂ-i,v ® Wé,v) ;

gdje su 7, za i = 1,2 ireducibilne unitarne reprezentacije s trivijalnim cen-
tralnim karakterima. Prema lemi 2.2.9, ta inducirana reprezentacija je ire-
ducibilna pa po lemi 2.2.8 normalizirani operator djeluje kao skalar kojeg oz-
nacavamo 7,. Buduéi da mu je kvadrat identiteta, i, € {£1}. Na skoro svim
mjestima, odnosno na svim rascjepivim mjestima na kojima su reprezentacije
nerazgranate je 1, = 1 po samoj definiciji normalizacije.

Teorem 4.2.4. (Dekompozicija prostora LQAS) Potprostor Li3 rezidual-
nog spektra grupe G dekomponira se u

73, = (er AP () & (@0 AP ().
Pritom je prva suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama
' =27 @7l od Mi(A) takvim da 7 i 7l nisu jednodimenzionalne i vrijedi
(1-1) centralni karakteri wy, = wy su trivijalni,
(1_2) 7Tll % Wé;
(1-3) TL,no =1,

a druga po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama ™ = 7w @ 7h od
M{(A) takvim da 7 i 7 nisu jednodimenzionalne i vrijedi
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(2-1) centralni karakteri wy = wy su trivijalni,

(2-3) II,m = -1

Prostor A;gl)(ﬁ’) je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim
reziduumom u s = (1/2,1/2) Eisensteinovog reda odredenog s ©'. Prostor
.A:(f) (7') je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim rezidu-
umom u s = (1/2,1/2) FEisensteinovog reda odredenog s @' pomnoZenog sa
(s1 — 1/2). Oba prostora su prelaskom na konstantni c¢lan izomorfna slici
normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2,1/2), 7", wowiws).

Dokaz. Kao i u ¢itavom ovom poglavlju 4.2, bavimo se doprinosom rezidual-
nom spektru kuspidalnih automorfnih reprezentacija od M/ (A) koje spadaju
u slu¢aj A pa 7} i 7} nisu jednodimenzionalne. Kao §to je prikazano na
slici A, iterirani pol u tocki Az sume operatora ispreplitanja (1.3) najprije
ponistavamo duz singularne ravnine 2s, = 1, a zatim, u novoj varijabli z
definiranoj s (4.4), poni§tavamo ga u z = 1/2. Iz tablice A, koristeci svojstva
Rankin—Selbergovih i Heckeovih L—funkcija iz lema 4.1.3 i 4.1.1, pol duz sin-
gularne ravnine 2s, = 1 se javlja ako i samo ako je w,, trivijalan. Tada pol
prvog reda imaju normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za elemente
Weylove grupe ws, wiws, wowws i wiwowiwsy. Reziduumi zapisani u novoj
varijabli z, do na konstantu

Ress—1L(s,wp,)
L(2,wr,)e(1, wy,)

razli¢itu od nule, dani su u tablici A-II.

Sljedeci korak je poniStavanje polova izraza iz tablice A-IT u z = 1/2.
Buduéi da je wy, trivijalan, m je samokontragredijentna reprezentacija. Sto-
ga su uvjeti m = mo i m; = Ty ekvivalentni i impliciraju da je w,, trivijalan.
Po analitickim svojstvima L—funkcija iz lema 4.1.3 1 4.1.1, da bi postojao pol
u z = 1/2 izraza u tablici A-II centralni karakter w,, mora biti trivijalan.
Uz pretpostavku da su wr, = wy, trivijalni promatramo dva slu¢aja ovisno o
tome da li su 7 1 7y izomorfne ili nisu.
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| w \ Resgs,—17(s, 7', w)

Wa 1

L(z+1/2,71 Xm2)

Wr1W2 L(Z+3 2,771 ><7r2)a(z+1 2,71 ><7r2)
Wotl W L(z+1/2,m1 xX72) L(2z,wry)
2012 L(2+3/2,m1 xm2)e(2+1/2,m1 x72) L(14-22,wry )e(22,wry )
L(z+1/2,m1 xX2)
L(2+3/2,m1 xm2)e(z+1/2,m1 X72)
W1 Wa W1 W2

L(z—1/2,m1 xX72) L(2z,wr,)
L(z+1/2,m1 xXm2)e(2—1/2,m1 x72) L(1422,wry )e(22,wr )

Tablica A-II. Reziduumi normalizacijskih faktora duz 2s; = 1 u slucaju A

Najprije, pretpostavimo da m; % m. Tada se pol u z = 1/2 i to prvog
reda javlja za izraze iz tablice A-II koji odgovaraju elementima Weylove grupe
Wowqwe 1 wywowiwsy. Koristeéi samokontragredijentnost od m i 7o, po lemi
4.1.4, reziduumi su, do na konstantu

L(1,7m X m3) Ress—1L(s,wy,)
L(2,’/T1 X ’/TQ)€<1, T X 7T2) L<2,wﬂ-1)€<1,wﬂ-1)

razli¢itu od nule, jednaki redom
N((1/27 1/2)7 ﬂ-/a ’UJ2’UJ1U}2)7
N((1/2,1/2), 7', wiwswiws).

Uzevsi u obzir da je wjwowiwy = wowjwow; te koristeéi dekompoziciju
lokalnih normaliziranih operatora ispreplitanja iz (3.12), kao u dokazu pret-
hodnog teorema 4.2.3, dobiveni iterirani reziduum djeluje na ®, f, kao

Ry N((1/2,1/2), 7, wowiws) [Qy for + @, N((1/2,1/2), 7, w1) fo] -

Pritom je normalizirani operator N((1/2,1/2),x! w;) zapravo operator koji

) v

smo promotrili prije iskaza ovog teorema pa djeluje kao 7,/d, na svim mjes-
tima. Stoga se reziduum ne poniStava ako je

[In=1
v
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i jednak je, do na konstantu razli¢itu od nule, slici normaliziranog operatora
ispreplitanja
N((1/2,1/2), 7', wowyws).

Ireducibilnost slike tog operatora dokazujemo na samom kraju dokaza. Uvjet
kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 je ispunjen jer je

w2w1w2w1(1/2, 1/2) = w2w1w2(1/2, 1/2) = (—1/2, —1/2)

Buduéi da je globalni lift i gektlvan i ¢uva samokontragredijentnost i cen-
tralne karaktere, doprinos .A rezidualnom spektru u ovom slucaju daju
upravo kuspidalne automorfne reprezentacue 7" od M{(A) koje zadovoljavaju
uvjete (1-1) do (1-3) iz teorema.

Pretpostavimo sada da je m; = my. Tada, po svojstvima L—funkcija iz
lema 4.1.1 i 4.1.3, u tablici A-IT izraz koji odgovara elementu w;yws ima pol
prvog reda, a izrazi koji odgovaraju elementima wswws 1 wwowiwy imaju
pol drugog reda u z = 1/2. Stoga, da bi u ovom sluc¢aju izra¢unali dopri-
nos iteriranog pola rezidualnom spektru moramo ponistiti pol u z = 1/2,
odnosno izracunati reziduum konstantnog ¢lana Eisensteinovog reda pom-
nozenog s (z — 1/2). Medutim, moguce je da je taj reziduum jednak nuli, a
to znaci da se polovi drugog reda izraza koji odgovaraju elementima wow;ws
i wiwewiwy ponistavaju. Tada, iako pojedini izrazi iz tablice A-II imaju
polove drugog reda, njihova suma ima samo pol prvog reda i treba izracunati
njegov reziduum u z = 1/2.

Prema svojstvima L-funkcija iz lema 4.1.1 1 4.1.3 te lemi 4.1.4, reziduumi
u z = 1/2 izraza iz tablice A-IT pomnozenih s (z — 1/2), do na konstantu

Ress—1L(s,m X m)  Ress—1L(s,1)
L(2,m X my)e(1l,m X mg) L(2,1)e(1,1)

razli¢itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A*/k*, jednaki su
N((l/Q, 1/2), 7T/, wgwlwg),

—N((1/2,1/2), 7", wiwawiws).

Stoga je iterirani reziduum u toc¢ki Az konstantnog ¢lana Eisensteinovog reda
iz (1.3) pomnozenog s (z — 1/2) jednak

N((1/2,1/2), 7", wowywy) — N((1/2,1/2), 7', wiwswiws).
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Ponovo, koriste¢i dekompoziciju lokalnih normaliziranih operatora isprepli-
tanja iz (3.12), djelovanje na ®, f, mozemo zapisati kao

®UN<<1/27 1/2)7 7-‘-;7 w2w1w2) [®va - ®UN((1/27 1/2>7 ﬂ—:;a wl)fv] .

Ali lokalni normalizirani operator N((1/2,1/2), 7], w;) smo proucili prije
iskaza teorema i skalar kojim djeluje oznacili s 7,. Stoga se ovaj iterirani
reziduum ne ponistava ako vrijedi

an = -1

i tada je, do na konstantu razli¢itu od nule, jednak slici normaliziranog op-
eratora ispreplitanja
N((1/2,1/2), 7", wowiwy).

Ireducibilnost te slike dokazujemo na samom kraju dokaza. Kriterij kva-
dratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 je ispunjen kao i u prethodnom slucaju.
Budud¢i da je globalni lift injektivan i ¢uva samokontragredijentnost i cen-
tralne karaktere, iteriranim poniStavanjem pola u tocki As dobili smo da
doprinos .,45(32) (7") rezidualnom spektru u ovom slucaju daju upravo kuspi-
dalne automorfne reprezentacije 7’ od M/ (A) koje zadovoljavaju uvjete (2-1)
do (2-3) iz teorema. Medutim, ostaje promotriti slu¢aj u kojem se pol drugog
reda ponistava. Pokazat ¢e se da u tom slu¢aju nema doprinosa rezidualnom
spektru.
Neka je stoga

[In=1

Sto znaci da se pol drugog reda u z = 1/2 ponistava. Ostaje pol prvog reda
u z = 1/2 izraza iz tablice A-II koji odgovaraju elementima Weylove grupe
W1 Ws, W We 1 WiwWowiwsy. Za doprinos rezidualnom spektru u ovom sluc¢aju
treba izraC¢unati sumu reziduuma u z = 1/2 tih izraza. Ali da bi dobiveni
doprinos bio kvadratno integrabilan mora biti ispunjen kriterij iz leme 1.3.6.
Medutim,
wiwe(1/2,1/2) = (=1/2,1/2)

pa kriterij nije ispunjen za element w;w,. Stoga, jedina moguénost da iteri-

rani reziduum zaista doprinosi rezidualnom spektru je da postoji subkvocijent
inducirane reprezentacije

GhH(A) 1/2 1/2
IndGQLg(A)xch(A) (v 2 @ myvt/ )
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na kojem se reziduum u z = 1/2 izraza koji odgovara elementu w;ws ponis-
tava. Neka je stoga f automorfna forma koja pripada takvom subkvocijentu,
odnosno vrijedi

N((1/2,1/2), 7", wywy) f = 0. (4.6)

Za takvu automorfnu formu f treba izra¢unati reziduum u z = 1/2 sume
izraza iz tablice A-II koji odgovaraju elementima wowjwsy i wywowyws. lzraz
koji odgovara elementu wow;ws, jednak je

L(z+1/2,m X m3) L(2z,wx,)
L(Z + 3/277T1 X 7T2)6<Z + 1/27 T X 71-2> L(l + 2zaw7r1)6(227w7r1)

N((z,1/2), 7", wowywy).  (4.7)

Budud¢i da su m; = 7y samokontragredijentne, a prema globalnoj funkcional-
noj jednadzbi iz leme 4.1.3

L(z—1/2,m X m) =e(z —1/2,m X m)L(3/2 — z,m X ),
izraz koji odgovara elementu wjwowiwsy jednak je

L(3/2 — z,m X m3) L(2z,wx,)
L(z+3/2,m X mo)e(z + 1/2,m X m2) L(1 + 2z, wy,, )e(22, wy,)

‘N((2,1/2), 7", wiwawywy).  (4.8)
Neka je a_; reziduum u z = 1/2 razlomka

L(z+1/2,m X m3)
L(z+3/2,m X m)e(z4+1/2,m X m3)

Tada je reziduum u z = 1/2 razlomka

L(B/Q—Z,ﬂ'l Xﬂ'g)
L(Z—|—3/2,7T1 X 7T2)€(Z—|- 1/2,7T1 X 71'2)

jednak —a_;. Neka je b_; reziduum u z = 1/2 razlomka

L(2z,wy,)
L(1 4 2z,wy,)e(22,wp, )

Neka su f. automorfne forme iz

G5(A)

IHdGL/1 (A)XGL, (A)

(m* ® WéV1/2)
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izabrane tako da je ovisnost o z € C kao u poglavlju 1.2 te u z = 1/2 vrijedi
fi/2 = f. Taylorov razvoj od f, oko z =1/2 je

fo=fip+(z—-1/2)Df. + ... (4.9)

gdje je Df, derivacija od f, kao funkcije od z u z = 1/2. Normalizirani
operatori ispreplitanja kao funkcije od z takoder imaju sljedec¢e Taylorove
razvoje oko z = 1/2

N((z,1/2), 7" wowiwy) = N((1/2,1/2), 7, wowiws) +
+ (2—=1/2)DN((2,1/2), 7, wowiws) + ... (4.10)

N((=1/2,—z2), 7", wy) = N((=1/2,-1/2),7",wy) +
+ (2—=1/2)DN((—1/2,—2), 7" ,wy) + ...

gdje DN (-) oznacava derivacije u z = 1/2 odgovarajuc¢ih normaliziranih ope-
ratora ispreplitanja. Prije iskaza teorema vidjeli smo da lokalni normalizirani
operator ispreplitanja N((—1/2,—1/2), 7., w;) djeluje kao n,Id,. Buduéi da

Y v

sada pretpostavljamo da je [[, 7, = 1, globalni normalizirani operator
N((=1/2,-1/2), 7", w;) = Id.
Nadalje, koriste¢i dekompoziciju
N((z,1/2), 7", wiwowiwy) = N((—=1/2,—2), 7", w1 )N((z,1/2), 7', wowiwy)
iz (3.12) te prethodna dva Taylorova razvoja, dobivamo Taylorov razvoj
N((z,1/2), 7, wiwswiws) = N((1/2,1/2), 7', wowyws)+

+(z = 1/2)[DN((-1/2, —z2), @', w1)N((1/2,1/2), 7', wow ws) +
+DN((2,1/2), 7", wawyws)] + ... (4.11)

Konstantni ¢lanovi Taylorovih razvoja (4.10) i (4.11) oko z = 1/2 za oba
operatora ispreplitanja poniStavaju se primijenjeni na fi/» po pretpostavci
(4.6) na fi/2. Naime, po (3.12),

N((1/27 1/2)7 7T,L, w2w1w2)f1/2 =

= N((=1/2,1/2), wyws (), wo) N ((1/2,1/2), 7, wyws) f1 /o = 0.
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Stoga, iz razvoja (4.9) i (4.10), reziduum u z = 1/2 izraza (4.7) jednak je
sumi sljedeca dva ¢lana

a—lb—lDN((Zﬂ 1/2)a 7T/, ’LU2’LU1’LU2)f1/2,
(Zflb,lN((l/2, 1/2), 7T,, walwg)sz,

a iz razvoja (4.9) i (4.11), reziduum u z = 1/2 izraza (4.8) jednak je sumi
sljedeca tri ¢lana

_a—lb—lDN((_1/27 _Z)7 7T/7 wl)N((1/27 1/2)7 7T/7 U)2UJ1U)2)f1/2,
_a—lb—lDN((Z’ 1/2)a ﬂ-/a w2w1w2)f1/27
—(I_lb_lN((l/Q, 1/2),7r’,w2w1w2)DfZ.

Nakon §to zbrojimo ta dva reziduuma, svi ¢lanovi se poniste osim
—CLflb,lDzzl/QN(<—1/2, —Z), 7T/, wl)N((l/Q, 1/2), 7T/, w2w1w2>f1/2

koji je jednak nuli po pretpostavci (4.6) na fi/o. Dakle, ako vrijedi m =2 my
i [[, 7 =1 zaista nema doprinosa rezidualnom spektru.

Preostaje dokazati ireducibilnost prostora automorfnih formi Agl)(ﬁ’ ) i
A§2) (), odnosno ireducibilnost slike od

N((1/2,1/2), 7', wowiws).

Koriste¢i lemu 3.5.1 dokazujemo ireducibilnost slike lokalnih operatora is-
preplitanja
N((1/2,1/2), 7, wawiws)

na svakom mjestu v. Buduéi da N (wowiws(1/2,1/2), wawws (7)), w) djeluje
kao skalar n,, ta slika je izomorfna slici operatora

N((l/Za 1/2)7 ﬂ-im w1w2wlw2>~

U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = wywowywy i s = (1/2,1/2). Ako
su m, i m, obje kvadratno integrabilne, onda je po Langlandsovoj klasi-
fikaciji slika ireducibilna jer je w dugi element Weylove grupe za (G5, M{), a
s zadovoljava uvjete Langlandsove klasifikacije. Uo¢imo da smo time dokazali
ireducibilnost na svim nerazgranatim mjestima v € S jer je na njima svaka
reprezentacija 7, od M| (k,) superkuspidalna.
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Neka je sada v rascjepivo mjesto i m, = my , @2, reprezentacija od My(k,)
pri ¢emu barem jedna od reprezentacija m;,, za i = 1,2, grupe GLs(k,) nije
kvadratno integrabilna, a to znaci da je oblika

IndGL2(k?U) T ® Mé’v| . ’—ri) 7

o~ . .
Tiw = MAGL (k) xGL1 (kv) (:“w|

gdje su i, i g, unitarni karakteri od £, vrijedi 0 <r; < 1/2 te p;, = pi5,
zar; # 0. Tada je m, puna inducirana reprezentacija s kvadratno integrabilne
reprezentacije 7, Levijevog faktora manje parabolicke podgrupe. U oznakama
iz leme 3.5.1, Levijev faktor L je jedan od Levijevih faktora GLy X GL1 X G Ls,
GL2 X GL1 X GLl, GLl X GL1 X GL1 X GLl, a

(1/2 +71,1/2 —11,1/2),
s+s =4 (1/2,1/2+713,1/2 = 1),
(1/2+71,1/2 =71, 1/24 12, 1/2 = 13),

gdje je 0 < r; < 1/2. Pretpostavimo da je r; > ry jer se druga mogucénost
dokazuje na isti nacin. I dalje u oznakama iz leme 3.5.1, neka je

(1)(2,3),

w' =4 (1,2)(3),
(1)(2,3,4),

pri ¢emu su permutacije elementi Weylove grupe kao u dokazu propozicije
3.2.1. Tada w'~!(s + s') zadovoljava nejednakost iz korolara 2.2.12 i

N (s+s), 0 (r), w)

je izomorfizam na I(s + s',7,) = I(s,m,) jer po lemi 2.2.9 djeluje na ire-
ducibilnoj induciranoj reprezentaciji. Neka je, u oznakama iz leme 3.5.1,

(1,3,2),

w”" =< (1,2,3),
(1,4,2)(3).

Tada je w”ww’ dugi element Weylove grupe za (SOg, w' "' (L)) i
N (w(s), w(m), w") = N(w(s +5'), w(r), w”)

je izomorfizam jer se dekomponira u kompoziciju GL; X GL; C GLsy i
GLy x GLy C GL3 operatora koji, po lemi 2.2.9, djeluju na ireducibilnim
induciranim reprezentacijama. Stoga, po lemi 3.5.1 i njenom korolaru 3.5.2,
slika od N((1/2,1/2), 7!, w) je ireducibilna. O
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Napomenimo na kraju da je prostor L1243 jedini za kojeg je pitanje mul-
tipliciteta u dekompoziciji ostalo otvoreno. Naime, za drugi dio dekompozi-
cije prostora L2A3 iz teorema 4.2.4, iterirani pol Eisensteinovog reda nije u
svakom koraku prvog reda, pa ne mozemo zakljuciti multiplicitet jedan. Da
bi izrac¢unali multiplicitete treba dekomponirati skalarni produkt pseudo—
Eisensteinovih redova, a to nije dio ove disertacije.

4.3 Prostor L%

U poglavlju 4.2 o dekompoziciji prostora L% objasnili smo da se potpros-
tor L26’ms rezidualnog spektra dekomponira na doprinose kuspidalnih au-
tomorfnih reprezentacija Levijevog faktora M{(A) u G5(A) koje pripadaju
svakom od slucajeva A, B i C. U ovom poglavlju dekomponiramo prostor
L% koji sadrzi doprinose kuspidalnih automorfnih reprezentacija Levijevog
faktora koje spadaju u slucaj B.

Neka je ©' = 7] ® 7} kuspidalna automorfna reprezentacija Levijevog
faktora M}(A) = GL(A) x GL(A) u G4(A) koja spada u sluc¢aj B. To
znadi da je jedna od reprezentacija 7} i 7}, jednodimenzionalna, a druga nije.
U svim rac¢unima u ovom poglavlju pretpostavljamo da je 7} = y; o det’
jednodimenzionalna, a 7 nije, gdje je x1 unitarni karakter od A*/k*. Za
drugu mogué¢nost racuni su potpuno jednaki pa njezin doprinos rezidualnom
spektru navodimo samo u iskazu teorema o dekompoziciji prostora L%.

Globalni normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za slucaj B dani
su u tablici B u poglavlju 3.4.3 koriste¢i globalne glavne L-funkcije i e-faktore
za G Ly i globalne Heckeove L—funkcije i e—faktore od centralnih karaktera.
Po teoremu 3.4.1, globalni normalizirani operatori ispreplitanja su holomorfni
i razli¢iti od nule u zatvara¢u pozitivne Weylove komore. Stoga, prema anal-
itickim svojstvima L—funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.2, polovi normalizacijskih
faktora iz tablice B, a time i Eisensteinovih redova u ovom sluc¢aju, nalaze se
u singularnim ravninama

251 = 1,
25y = L. (4.12)

Pritom, kao i u prethodnom poglavlju, pretpostavljamo da su kuspidalne au-
tomorfne reprezentacije odabrane tako da su polovi Eisensteinovih redova re-
alni pa singularne ravnine i pomak linije integracije iz teorema 1.3.3 mozemo
prikazati na slici B gdje je prikazan samo realni dio prostora a’]‘%@.
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Na slici B, pri pomaku linije integracije u integralu (1.1) iz teorema 1.3.3
od s, u ishodiste prostora Gy ¢ prelazimo singularne ravnine. Na tim rav-
ninama biramo koordinatne sustave s ishodiStem u ortogonalnoj projekciji
ishodista od a}kw(;,@- Zatim, pomakom linije integracije iz tocke presjeka sa
singularnom ravninom u ishodisSte te ravnine kao na slici B prelazimo preko
tocaka presjeka s drugim singularnim ravninama. Jedina takva tocka na slici
B je

B(1/2,1/2)
pa je to jedini mogudi iterirani pol operatora ispreplitanja. Tocka B lezi na
singularnoj ravnini 2s5 = 1. Koordinatni sustav na toj singularnoj ravnini
zadan je s

S1 = Z,
sy = 1/2, (4.13)

gdje je z nova koordinata. Za tocku B je z = 1/2.

A
$9
281 =1
8§ > 8 >0
---------- 282 = 1
1/2
>
0 1/2 S

Slika B. Singularne ravnine u slucaju B
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Prije dekompozicije prostora L% uvodimo oznake vezane uz djelovanje
lokalnog normaliziranog operatora ispreplitanja

N(0, (x1,0 0 dety) ® w5, w1)

koji djeluje na induciranoj reprezentaciji

IndGL’ )><GL’( V) ((Xl,v o det,) ® 77577)) :

Prema lemi 2.2.9, ta inducirana reprezentacija je ireducibilna, pa po lemi
2.2.8 normalizirani operator ispreplitanja djeluje kao skalar kojeg oznacava-
mo 7),. Tada je n, € {£1} i na skoro svim mjestima, odnosno na rascjepivim
mjestima na kojima su reprezentacije nerazgranate je 1, = 1. Za potrebe
iskaza teorema o dekompoziciji istu oznaku 7, koristimo i za skalar kojim

N(0, 7, ® (X2 0 dety,), w1)

djeluje na induciranu reprezentaciju

kv)
IndGL/ (ko) xGL, (k) (7], ® (X2 0 dety)) .

Teorem 4.3.1. (Dekompozicija prostora L%) Potprostor L% rezidualnog
spektra od G dekomponira se u

1 = (0.80() & (0,50().

Pritom je prva suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama
7' & (i odet’) @7, od M(A) takvim da 7 nije jednodimenzionalna i vrijedi

1-1) x1 je kvadratni karakter,

1-3

(1-1)

(1-2) centralni karakter wyy je trivijalan,

(1-3) L(1/2,x1m2) # 0, gdje je my globalni lift od 7},
(1-4)

1-4) TI,ne =

a druga suma je po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama w =
™ @ (x2 o det’) od M{(A) takvim da 7 nije jednodimenzionalna i vrijedi

(2-1) x2 je kvadratni karakter,
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(2-2) centralni karakter w je trivijalan,
(2-3) L(1/2,x2m) # 0, gdje je m globalni lift od 7},

(2_4) H'u T = L.

Oba prostora B (') i B (') su ireducibilni prostori automorfnih formi
razapeti iteriranim reziduumom u s = (1/2,1/2) Fisensteinovog reda odrede-
nog s 7', a prelaskom na konstantni clan Eisensteinovog reda izomorfni su
slici mormaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2,1/2), 7", wowiws).

Dokaz. Teorem dokazujemo samo za kuspidalne automorfne reprezentacije
oblika 7 2 (y;odet’)®7) ¢ime dobivamo prostore automorfnih formi B (7).
Za drugu mogucénost tvrdnja teorema i dokaz su potpuno analogni i daju
prostore B@(7'). Uo¢imo odmah da 7}, nije jednodimenzionalna jer se u
ovom poglavlju 4.3 bavimo samo slucajem B.

I[terirani pol Eisensteinovog reda, odnosno sume operatora ispreplitanja
(1.3) iz proporzicije 1.3.5 u tocki B, kao $to je prikazano na slici B, najprije
ponistavamo duz singularne ravnine 2s, = 1, a zatim, u novoj varijabli z
zadanoj s (4.13), u z = 1/2. Po svojstvima L—funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.2,
pol duz 2s; = 1 globalnih normalizacijskih faktora iz tablice B u poglavlju
3.4.3 javlja se ako i samo ako je centralni karakter w,, trivijalan. Tada
pol i to prvog reda imaju normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za
elemente Weylove grupe ws, wiws, wowws 1 wywewiwy. Njihovi reziduumi
duz 2s; = 1 u novoj varijabli z dani su u tablici B-I do na konstantu

Resgs—1L(s,1)
L(2,1)e(1,1)

razli¢itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A*/k*. Uocimo da je o
samokontragredijentna jer je centralni karakter w,, trivijalan.

Sada treba odrediti polove u z = 1/2 izraza u tablici B-I. Opet, po svo-
jstvima L—funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.2, pol u z = 1/2 se javlja ako i samo
ako je xi1 kvadratni karakter. Tada pol i to prvog reda imaju izrazi koji
odgovaraju elementima wew;iwy i wywewiwy. Do na konstantu

Ress—1L(s,1) L(1/2, x1m2)
L(2,1)e(1,1) L(5/2, xam2)e(1/2, xam2)e(3/2, xama)’
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/
] w \ Resgs,—17(s, 7', w)
Wa 1

L(z,x1m2)

w1W2 L(z+2,x1m2)e(z,x172)e(2+1,x172)

L(z,x1m2) L(2z,x3)
Wiz | T m)eGonma)e et Lxars) L422x3)e@ox)

L(z,x1m2)

L(z42,x1m2)e(z,x172)e(z+1,x172)

W1 Wa2wW1 W2

L(227x%) L(Z_17X17r2)
L(14+22,x3)e(22,x3) L(z+1,x1m2)e(2—1,x1m2)e(2z,x172)

Tablica B-I. Reziduumi normalizacijskih faktora duz 2s; = 1 u sluc¢aju B

reziduumi su jednaki
N((1/2,1/2), 7", wowiwsy),

L(=1/2, x17)
L(3/2, xam2)e(—1/2, x1m2)e(1/2, x172)
Uoc¢imo da je gornja konstanta razli¢ita od nule ako i samo ako je globalna
L—funkcija

N((1/27 1/2)7 7T/, w1w2w1w2)-

L(1/2> X17T2) # 0.

Stoga, od ovog mjesta pretpostavljamo da je taj uvjet na globalnu L—funkciju
ispunjen jer inace nema netrivijalnog doprinosa rezidualnom spektru. Po
globalnoj funkcionalnoj jednadzbi iz leme 4.1.2

L(—1/2,x1m2) = e(—1/2, x1m2) L(3/2, x172)

te €(1/2, x1m2) = 1 jer je 17 samokontragredijentna pa se L(1/2, x1m2) # 0
pokrati. Tada je reziduum izraza koji odgovara elementu wjwsw;iws jednak

N(<1/27 1/2)7 7T/7 wlewle)'
Dakle, iterirani reziduum u toc¢ki B je jednak

N((1/2,1/2), 7", wowqwy) + N((1/2,1/2), 7', wiwawiws)
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pa njegovo djelovanje na ®, f,, koriste¢i dekompoziciju iz (3.12) i ¢injenicu
da je wywowiwe = wowiwowy, mozemo zapisati kao

Ry N((1/2,1/2), m, wowiws) [Qy fo + @uN((1/2,1/2), w0, w1) fo] -

Prije iskaza teorema pokazali smo da lokalni normalizirani operator isprepli-
tanja N((1/2,1/2),n! w;) djeluje kao skalar 7,. Stoga se iterirani reziduum

u tocki B poniétav’a g;im ako je
[In=1
te je tada jednak slici normaliziranog operatora ispreplitanja
N((1/2,1/2), 7', wowiws).
Kvadratna integrabilnost slijedi po kriteriju iz leme 1.3.6 jer je
wowwows (1/2,1/2) = wowywo(1/2,1/2) = (—1/2,—-1/2).

Buduéi da globalni lift ¢uva centralne karaktere, doprinos BY(7') potpros-
toru L% rezidualnog spektra daju upravo kuspidalne automorfne reprezenta-
cije 7" od M/ (A) koje zadovoljavaju uvjete teorema i taj doprinos je izomorfan
slici normaliziranog operatora ispreplitanja N((1/2,1/2), 7', wow ws).

Preostaje dokazati ireducibilnost slike tog operatora. Koriste¢i lemu 3.5.1
dokazujemo da je slika lokalnog operatora ispreplitanja

N((1/2,1/2), 7, wowyws)

ireducibilna na svakom mjestu v. Budu¢i da normalizirani operator isprepli-
tanja N (wowqws(1/2,1/2), wowiws (7)), wy) djeluje skalarom 7, ta slika je
izomorfna slici operatora

N((1/27 1/2)7 ﬂ—:;u w1w2w1w2>'

U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = wywowiwy i s = (1/2,1/2). Na
nerascjepivim mjestima v € S slika je ireducibilna po Langlandsovoj klasi-
fikaciji jer je m, superkuspidalna reprezentacija od M} (k,), w dugi element
Weylove grupe i s zadovoljava uvjete Langlandsove klasifikacije.

Neka je v ¢ S rascjepivo mjesto. Tada je xi, o det, jedinstvena ire-
ducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

GLa(kv) -1/2 1/2
IndGL?(kv)xGLl(kv) (Xl,v| ‘| ?® X1l | / ) )
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a my, je ili temperirana ili reprezentacija komplementarne serije

Mo = Indgﬁfﬁ’éﬁxcmv) (M2,v| " @ pag] - |_T> 3
gdje je 0 < r < 1/21 ps, unitarni karakter od k). Dakle, 7, je jedinstvena
ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije s temperirane repre-
zentacije 7, Levijevog faktora manje parabolicke podgrupe. U oznakama iz
leme 3.5.1, Levijev faktor L je jedan od Levijevih faktora GL; x GLy X G L,
GL1 X GL1 X GLl X GLl, a

) (0,1,1/2),
S _{ (0,1,1/2+7,1/2 7).

Nadalje, neka je

I (17 2’ 3)7
{ (1,2,3,4),
gdje permutacije shva¢amo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu propo-
zicije 3.2.1. Tada je w'~!(s+s') u pozitivnoj Weylovoj komori, a normalizirani
operator
N (s +5),w™ (), w')

je surjektivan sa slikom I(s,,) jer se moze dekomponirati u

SOg(kv) 1/2

Ind e (1) %G La (o) <G Ly (k) (X1l - | ©@ m20r? @ x10) —
SOsg(kv) 1/2

IndGL?(kv)XGLl(kv)XGLz(k?v) (X17v| . | ® Xl,'u ® 7T2,'UV / ) —
SOg(ky

IndGLz((k’U;XGLz(kv) ((XLU o) detv)yl/Q ® 7T27Uy1/2) = I(§, 7TU>,

gdje je prvi operator izomorfizam jer, po lemi 2.2.9, djeluje na ireducibilnoj
induciranoj reprezentaciji, a drugi je surjektivan jer je dugi operator Lang-
landsove klasifikacije za G La(k,). I dalje u oznakama leme 3.5.1 neka je

w//:{ (]‘)(273)’
(1)(2,4)(3).

Tada je w”ww’ dugi element Weylove grupe za (SOg,w'~'(L)), a normal-
izirani operator

N(w(s + 5'), w(m), w")
je izomorfizam jer je ili operator za GL; x GLy C GLj ili kompozicija
operatora za GL; x GL; C GLy koji po lemi 2.2.9 djeluju na ireducibil-

nim induciranim reprezentacijama. Dakle, prema lemi 3.5.1, slika operatora
N((1/2,1/2),m,,w) je ireducibilna. O
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4.4 Prostor LQC

U ovom poglavlju dekomponiramo potprostor L% dijela rezidualnog spektra
L?DA’NS koji dobivamo iteriranim poniStavanjem polova u pozitivnoj Weylovoj
komori Eisensteinovih redova odredenih kuspidalnim automorfnim reprezen-
tacijama Levijevog faktora M{(A) koje spadaju u slu¢aj C. Dakle, u ovom
poglavlju neka je 7 = (y; o det’) ® (2 o det’) kuspidalna automorfna repre-
zentacija Levijevog faktora M{(A) = GL{(A) x GL{(A) u G5(A), gdje su x1
i X2 unitarni karakteri od A*/k*.

Globalni normalizacijski faktori u ovom slu¢aju dani su u tablici C u
poglavlju 3.4.4 koristec¢i globalne i lokalne Heckeove L—funkcije i e-faktore.
Po teoremu 3.4.1, globalni normalizirani operatori ispreplitanja holomorfni
su i razli¢iti od nule u zatvaracu pozitivnhe Weylove komore, osim u ishodistu.
Medutim, u ishodistu ionako ne mozemo imati doprinos rezidualnom spek-
tru, pa je ipak dovoljno prouciti polove normalizacijskih faktora. Prema
svojstvima Heckeovih L—funkcija iz leme 4.1.1, singularne ravnine za nor-
malizacijske faktore operatora ispreplitanja iz tablice C su

§1 — S =

81+82 =

281 =

=N DN

Napomenimo da, iako globalni dio izraza oblika ro(s, x) iz tablice C ima
pol drugog reda u s = 1 za trivijalan y, taj se pol pokrati s polom prvog
reda lokalne L—funkcije iz nazivnika lokalnog dijela istog izraza koja se javlja
|S| > 2 puta. Podsjetimo da je konacan skup S mjesta od k£ na kojima
kvaternionska algebra D nije rascjepiva neprazan i sadrzi paran broj mjesta.
Stoga medu singularnim ravninama nema ravnina s; + so = 1. Kao u svim
ra¢unima rezidualnog spektra, pretpostavljamo da su kuspidalne automorfne
reprezentacije odabrane tako da su polovi Eisensteinovih redova realni pa se
singularne ravnine i pomak linije integracije u ishodiSte moze prikazati na
slici C koja predstavlja samo realni dio prostora a}‘\/l&c.

Pri pomaku linije integracije u integralu (1.1) iz teorema 1.3.3 od s,
u ishodiste prostora a*M(/)’(C, kao na slici C, prelazimo singularne ravnine.
Na njima biramo koordinatne sustave s ishodiStem u ortogonalnoj projek-
ciji ishodista od a}k\/[(,)’(c. Zatim, pomakom linije integracije iz tocke presjeka
sa singularnom ravninom u ishodiSte te ravnine kao na slici C prelazimo
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preko tocaka presjeka s drugim singularnim ravninama. Takve tocke pres-
jeka mogucdi su iterirani polovi operatora ispreplitanja. Na slici C su cetiri
takve tocke

C1(5/2,1/2), (5(2,0), C5(3/2,1/2), C4(1/2,1/2).

Tocke C i Cy leze na singularnoj ravnini s; — so = 2, a tocke Cs i Cy leze na
282 = 1.

A
82
281 =1

1/2

Slika C. Singularne ravnine u sluc¢aju C

Koordinatni sustav na singularnoj ravnini s; — s3 = 2 ¢ije je ishodiste
C . . N . .
ortogonalna projekcija ishodista od CAVRe zadan je s

s1 = z+1,
sg = z—1, (4.15)
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gdje je z nova koordinata. Tada, za tocku C} je z = 3/2, a za tocku Cy je
z=1.
Na singularnoj ravnini 2s = 1 koordinatni sustav zadan je s

S1 = X

so = 1/2, (4.16)

gdje je z nova koordinata. Za toc¢ku C3 je z = 3/2, a za tocku Cy je z = 1/2.
U skladu s cetiri moguéa iterirana pola Eisensteinovog reda dio rezidu-
alnog spektra LZ se dekomponira u

I3 6Lk, e b, 6 L, (4.17)

gdje su L%l, LQCQ, L%S 1 L%L; razapeti izrazima koji se dobiju nakon iteriranog
poniStavanja polova Eisensteinovih redova redom u toc¢kama C, Cy, C31i Cy.
U nastavku dajemo odvojeno dekompoziciju svakog od tih prostora.

4.4.1 Prostor LQCl

U sljede¢em teoremu dekomponiramo potprostor L%l koji se dobiva kao iteri-
rani reziduum Eisensteinovog reda odredenog s 7’ u tocki Cf.

Teorem 4.4.1. (Dekompozicija prostora L¢, ) Potprostor L, rezidual-
nog spektra grupe G dekomponira se u

LQC1 = @W’Cl(ﬂ-,)v

gdje je suma po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim repre-
zentacijama 7' = (x1 o det’) @ (x2 o det’) od My(A) takvim da vrijedi

(1) x1 = xz,
(2) xi je kvadratni karakter za i = 1, 2.

Prostor Ci(7") je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim
reziduumom u s = (5/2,1/2) Fisensteinovog reda odredenog s 7', a prelaskom
na konstantni c¢lan Fisensteinovog reda izomorfan je slici normaliziranog ope-
ratora ispreplitanja

N((5/2,1/2), 7", wywowqws).
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Dokaz. Doprinos iteriranog pola u toc¢ki C) rezidualnom spektru dobivamo
najprije ponistavajuéi pol izraza u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duz singularne
ravnine s; — So = 2, a zatim, u novoj varijabli z zadanoj na toj ravnini s
(4.15), pol u z = 3/2. Po svojstvima Heckeovih L—funkcija iz leme 4.1.1, pol
duz singularne ravnine s; — sy = 2 se javlja ako i samo ako je x; = x2. Tada
pol i to prvog reda imaju normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za
elemente Weylove grupe wi, wowy, wiwsw; i wywewiwy. U ostatku dokaza
neka je x = x1 = x2. U tablici C-I dani su, u novoj varijabli z, reziduumi
duz s; — s = 2 normalizacijskih faktora, do na konstantu

Ress—1L(s,1)L(2,1 H 1,)L(3,1,)
L(3,1)L(4,1)e(1,1)e(2 ,1 £(3,1) L 1,)L(-1,1,)

razli¢itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A*/k*, a 1, trivijalni karak-
ter od k5. U tablici C-I je

L(2z = 1,x*)L(22,X*)
L(2z + 1,X*)L(2z + 2, x*)e (22 — 1,x?)e(22, x*)%(22 + 1, x?)

TC’(sz X2) -

1 L(2z,x35)L(22 + 1,x3)
L(=22,x,?)L(1 — 22,x,?)’

kao u poglavlju 3.4.4.

/
| w \ Ress, —s,—ar(s, 7, w)
w1 1
L(2242,x>
Wot; (2242,x%)

L(2243.x?)e(2242.X?)

2242,
W1 WaWq L(23+3(X )5(;2_?_2 X2)T0(2Zﬂ X2)

W1 W21 W2

L(22—2,x%) L(22+2,x3)
L(2z—1 xz )s(gz 2,x%) L(2z+3, XZ )5(§z+2 XQ)TC(QZ X2)

Tablica C-I. Reziduumi normalizacijskih faktora duz s; — sy = 2 u sluc¢aju C

Za pol u tocki C; treba prouditi polove izraza u tablici C-I u z = 3/2. Pol
u z = 3/2 je mogu¢ jedino ako je x kvadratni karakter. Tada su sve L—funkcije
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iz tablice lokalne i globalne Heckeove L—funkcije od trivijalnog karaktera pa
po lemi 4.1.1, jedino izraz koji odgovara elementu Weylove grupe w;wyw;ws
ima pol u z = 3/2 i to prvog reda. Stoga je iterirani reziduum u tocki Cf,
do na konstantu

Ress—1L(s,1)  L(5,1)
L(2,1)e(1,1) L(6,1)e(5,1)

Tc(?), ]_)

razli¢itu od nule, jednak
N((5/2,1/2), 7", wywqwyws).
Kriterij kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 je ispunjen jer je
wiwawwy(5/2,1/2) = (=5/2,—1/2).

Dakle, kuspidalna automorfna reprezentacija 7’ od M{(A) daje doprinos
Ci(n’) potprostoru Lg, rezidualnog spektra upravo ako zadovoljava uvjete
iz teorema i tada je taj doprinos izomorfan slici normaliziranog operatora
ispreplitanja N((5/2,1/2), 7, wywawiwy).

Preostaje dokazati ireducibilnost te slike. Koristeéi lemu 3.5.1 dokazu-
jemo ireducibilnost slike lokalnih normaliziranih operatora ispreplitanja

N((5/27 1/2)7 ﬂ-;n w1w2w1w2)

na svim mjestima v. U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = wywowiws
is = (5/2,1/2). Na nerascjepivom mjestu v € S slika je ireducibilna po
Langlandsovoj klasifikaciji jer je 7/ superkuspidalna, s u pozitivnoj Weylovoj
komori i w dugi element Weylove grupe.

Na rascjepivom mjestu v ¢ S reprezentacija x;, o det,, za ¢ = 1,2, je
jedinstvena ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

GLa(ky) —1/2 1/2
IndGLi(kU)xGLl(kv) (Xi,v| ) | / & Xv:,v| ) | / ) :

Dakle, 7, je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezen-
tacije s temperirane reprezentacije Levijevog faktora GLi(k,) X GLy(k,) X
GLi(ky) X GLy(k,) te, u oznakama iz leme 3.5.1,

s+s =(2,3,0,1).

Neka je
w' = (1,2)(3,4),



DEKOMPOZICIJA REZIDUALNOG SPEKTRA 113

pri ¢emu permutacije shvacamo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu
propozicije 3.2.1. Tada je w'~!(s + s') u pozitivnoj Weylovoj komori i nor-
malizirani operator ispreplitanja

N (s+s), 0 (r),w)

je surjektivan sa slikom I(s,7,) jer je kompozicija dva duga operatora Lang-
landsove klasifikacije za GLs(k,). Buduéi da je ww’ dugi element Weylove
grupe, neka je w” = 1. Tada je slika operatora N((5/2,1/2),m,,w) ire-
ducibilna po lemi 3.5.1. O

4.4.2 Prostor L2C
2

Prije dekompozicije potprostora La uvedimo oznake vezane uz induciranu
reprezentaciju

G (ky
Indgi) | (xu o det!)

gdje je x, kvadratni karakter, te normalizirani operator ispreplitanja
N(0, x, o det] , wy).

Prema korolaru 2.2.12 ta inducirana reprezentacija je ireducibilna pa nor-
malizirani operator djeluje skalarom 7, € {£1} po lemi 2.2.8. Na skoro svim
mjestima, odnosno na rascjepivim mjestima na kojima je y, nerazgranat, je
N, = 1.

Teorem 4.4.2. (Dekompozicija prostora L?,) Potprostor Lg, rezidual-
nog spektra grupe G' dekomponira se u

L%‘z = EBTF'C2 (ﬂ-/)?

gdje je suma po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim repre-
zentacijama 7' = (x1 o det’) ® (x2 o det’) od My(A) takvim da vrijedi

(1) x1 = X2,
(2) xi je kvadratni karakter za i=1,2,

(3) II,m = —1.
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Prostor Co(') je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim
reziduumom u s = (2,0) Eisensteinovog reda odredenog s 7', a prelaskom na
konstantni ¢lan Eisensteinovog reda izomorfan je slict normaliziranog opera-
tora ispreplitanja

N((2,0), 7, wiwawy).

Dokaz. Da bi dobili doprinos rezidualnom spektru, iterirani pol u tocki Cs
najprije poniStavamo duz singularne ravnine s; — sy = 2, a zatim, u novoj
varijabli z zadanoj s (4.15), u z = 1. Polove globalnih normalizacijskih
faktora u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duz ravnine s; — so = 2 ve¢ smo proucili
pri dekompoziciji prostora L201 u prethodnom teoremu 4.4.1. Javljaju se ako
vrijedi x1 = X2, a njihovi reziduumi, do na konstantu razli¢itu od nule, dani
su u tablici C-I zapisani u novoj varijabli z. Pritom je x = x1 = Xxo.

Sada treba prouciti polove u z = 1 izraza iz tablice C-I. Pol se javlja
jedino ako je x kvadratni karakter. Tada, po svojstvima L—funkcija iz leme
4.1.1, pol i to prvog reda imaju izrazi koji odgovaraju elementima Weylove
grupe wjwow; 1 wiwswiwe. Njihovi reziduumi su, do na konstantu

L(4,1) Res,_1L(s,1)L(2,1) 2,1,)L(3,1,)
L(5,1)e(4,1) L(3,1)L(4, 1)e(1, 1)2(2, 1)2(3, 1) HL 1)L(—1.1,)

razli¢itu od nule, jednaki
N((2,0), 7, wiwaw),

—N((2,0), 7", wywawywy),

pri ¢emu je predznak minus u drugom reziduumu posljedica leme 4.1.4.
Dakle, iterirani reziduum u tocki Cs je, do na konstantu razli¢itu od nule,
jednak

N((2,0), ", wiwswy) — N((2,0), 7', wiwawiws).

Kao nekoliko puta do sada, koriste¢i dekomporziciju (3.12), njegovo djelovanje
na ®, f, moze se zapisati kao

®’UN((2 0)7 v,wl’UJQUJ1> [®va - N((Q 0)7 uva)fU] .
Ali lokalni operator ispreplitanja N ((2,0), 7., ws) je zapravo operator

N(0, x, o det., wy)
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koji prema tvrdnjama prije iskaza ovog teorema djeluje skalarom 7,. Stoga
se reziduum ponistava osim ako je

-1

i tada je, do na konstantu razli¢itu od nule, jednak normaliziranom operatoru
ispreplitanja
N((Q, O), 7T/, wlwgwl).

Kvadratna integrabilnost slijedi po kriteriju iz leme 1.3.6 jer je
U)1UJ2U}1U}2(2, 0) = w1w2w1(2, 0) = (—2, 0)

Dakle, doprinos Co(7") potprostoru L%Q rezidualnog spektra daju upravo kus-
pidalne automorfne reprezentacije 7’ od M{}(A) koje zadovoljavaju uvjete
ovog teorema i tada je taj doprinos izomorfan slici normaliziranog operatora
N((2,0), 7', wywawy).

Preostaje dokazati da je ta slika ireducibilna. Koriste¢i lemu 3.5.1 dokazu-
jemo da je slika lokalnih normaliziranih operatora

N((2,0),m, wiwawi)

ireducibilna na svim mjestima v. Na nerascjepivom mjestu v € S reprezen-
tacija x, o det. je superkuspidalna, a po korolaru 2.2.12, inducirana repre-
zentacija

In dGL,( (xw o det.)

jeireducibilna i temperirana. Element Weylove grupe wiwsw, je dugi element
Weylove grupe za GL] x G} C G, a 2 je u pozitivnoj Weylovoj komori. Stoga
je N((2,0), 7, wywewy) dugi operator Langlandsove klasifikacije za G4 (k,) pa
je njegova slika ireducibilna.

Na rascjepivim mjestima v ¢ S reprezentacija m, je jedinstvena ire-
ducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

Indy 20D (L T2 @ x| 2 @l - T2 @ vl - [Y2)

gdje je T'= GL; x GLy x GL; x GL;. Budué¢i da, prema tvrdnjama prije
iskaza ovog teorema, operator N((2,0),m,, ws) djeluje kao skalar 7,, slika
operatora N((2,0), m,, wywew;) izomorfna je slici operatora

N((2 0), Tys U)fLUQU)fLUQ).
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U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = wywswqws i s = (2,0). Nadalje, Levi-
jev faktor je L =T, reprezentacija 7, = Yo ® Xo ® Xo ® X, je superkuspidalna,
a

I dalje u oznakama iz leme 3.5.1, neka je
w' = (1,2)(3,4),

gdje permutaciju shva¢camo kao element Weylove grupe kao u dokazu propozi-
cije 3.2.1, te w” = 1. Tada w'~(s + ') zadovoljava nejednakost iz korolara
3.5.2, w"ww' je dugi element Weylove grupe za (SOs, T) i slika operatora

N (s+5),7,w)

je 1((2,0),m,) jer je taj operator kompozicija dvaju dugih operatora Lang-
landsove klasifikacije za G'Ly(k,). Stoga je, po lemi 3.5.1 i njezinom koro-
laru 3.5.2, slika normaliziranog operatora ispreplitanja N((2,0), m,, w) ire-
ducibilna. O

4.4.3 Prostor L%
3

U ovom poglavlju dokazujemo da je doprinos L%S iteriranih reziduuma Eisen-
steinovih redova u tocki C3 rezidualnom spektru trivijalan. To¢nije, u sljede-
¢em teoremu je dokazano da iz uvjeta kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6
slijedi poniStavanje tog reziduuma.

Teorem 4.4.3. (Dekompozicija prostora Lz,) Potprostor L¢, rezidual-
nog spektra grupe G4 je trivijalan, odnosno u tocki Cs nema doprinosa rezi-
dualnom spektru.

Dokaz. Neka je 7' = (x; o det’) ® (2 o det’) jednodimenzionalna kuspidalna
automorfna reprezentacija grupe M| (A). Za doprinos iteriranog pola Eisen-
steinovog reda odredenog s 7’ u tocki C3, najprije poniStavamo polove glo-
balnih normalizacijskih faktora u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duz singularne
ravnine 2s; = 1, a zatim, u novoj varijabli z zadanoj s (4.16), pol u z = 3/2.
Po svojstvima Heckeovih L—funkcija iz leme 4.1.1, pol duz 2s, = 1 se javlja
ako i samo ako je yo kvadratni karakter. Tada pol i to prvog reda imaju
globalni normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za elemente Weylove
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grupe ws, WiWs, Wel1Wy 1 WiWewiwy. Zapisani u novoj varijabli z, njihovi
reziduumi duz 2ss = 1 su, do na konstantu

Ress—1L(s,1)

L(2,1)e(1,1)

razli¢itu od nule, dani u tablici C-II. Pritom je za kompleksan broj s € C i
unitarni karakter y od A*/k* koriStena oznaka

L(SaX)L(S_LX) .
L(s+2,x)L(s+1,x)e(s+ 1,x)e(s, x)%e(s — 1, )

ro(s, x) =

L(s+1,x,)L(s, X
'HL( Xo) L (s, X0)

veS (]' _S7X171)L(_87X171>

kao u poglavlju 3.4.4.

w Resgg,—17(s, 7', w)
Wa 1
Wi wWy re(z+1/2, x1x2)
Waw W re(z +1/2, X1X2)L(22Jf1(,§<z§7;<s%()2z,x§)
wiwowiwe | Te(2 +1/2, x1X2) L(2z+L1(,i?))§()2z,X§)TC(Z —1/2,x1x2)

Tablica C-II. Reziduumi normalizacijskih faktora duz 2s, = 1 u slu¢aju C

Sljedeci korak je poniStavanje polova u z = 3/2 izraza u tablici C-II. Pol
se javlja jedino ako je xix2 trivijalan, a to znaci da je y; = Yo kvadratni
karakter. Tada izrazi koji odgovaraju elementima wyws i wowws imaju pol
prvog reda u z = 3/2, a izraz koji odgovara elementu wjwywiws ima pol u
z = 3/2 i to prvog reda jedino ako |S| = 2. Inace, ako je |S| > 4, onda se
pol tog izraza pokrati s polovima lokalnih L-funkcija iz nazivnika.

Bududi da je wiwy(3/2,1/2) = (—1/2,3/2), kriterij kvadratne integrabil-
nosti iz leme 1.3.6 nije ispunjen za wjws. Stoga, da bi doprinos iteriranog
reziduuma bio kvadratno integrabilan doprinos izraza koji odgovara elementu
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wiwy mora biti trivijalan. Drugim rije¢ima, mora postojati subkvocijent in-
ducirane reprezentacije

GL(A
IndGQL(’l(,g)XGL’l(A) ((x1 o det')v*? @ (x2 o det')v'/?)

na kojem je normalizirani operator ispreplitanja N((3/2,1/2), 7', wiws) tri-
vijalan, odnosno za automorfnu formu f iz tog subkvocijenta vrijedi

N((3/2,1/2), 7", wywsy) f = 0.

Ali, za takvu automorfnu formu f, poniStavaju se i reziduumi u z = 3/2
preostala dva izraza iz tablice C-II koji mogu imati pol prvog reda. Naime,
do na konstantu, oni su jednaki

N((3/2,1/2), 7" wowyws) f =

= N((=1/2,3/2), 7", wa)N((3/2,1/2), 7", wiws) f = 0,
N((3/2,1/2), 7', wiwawiws) f =
= N((—1/2,3/2), 7", wiwy)N((3/2,1/2), 7, wiws) f = 0.
Dakle L7, je trivijalan. O

4.4.4 Prostor L2C
4

Prije dekompozicije potprostora La rezidualnog spektra uvodimo oznake
vezane uz djelovanje lokalnog normaliziranog operatora ispreplitanja

N(Ov (Xl,v © det;) ® (X27v © det;)v wl)

na induciranoj reprezentaciji

GLy(kv)

IndGL’l(ku)xGL’l(kv) (X100 dety,) @ (X2 0 dety)) .

Prema lemi 2.2.9, ta inducirana reprezentacija je ireducibilna pa po lemi 2.2.8
normalizirani operator djeluje skalarom 7, € {£1}. Na skoro svim mjestima,
odnosno na rascjepivim mjestima na kojima su karakteri x;., za ¢ = 1,2,
nerazgranati je 1, = 1. Za opis ireducibilnih komponenti u dekompoziciji
prostora LQC4 potrebna nam je i sljedec¢a lema.
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Lema 4.4.4. Neka je wl, = (x1,0det])® (X2, 0det)) reprezentacija Levijevog
faktora M|(A), gdje su X1 i X2, unitarni kvadratni karakteri od k). Tada
je slika normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2,1/2), 7, wowyws)

ireducibilna na svim nerascjepivim mjestima 1 onim rascjepivim mjestima
gdje je X1, = Xow, @ 1zomorfna direktnoj sumi dvije ireducibilne reprezenta-
cije na onim rascjepivim mjestima gdje X1, 7 X2,0-

Dokaz. U dokazu koristimo lemu 3.5.1. Buduéi da je normalizirani operator
ispreplitanja koji smo promotrili prije iskaza ove leme izomorfizam, slike oper-
atora N((1/2,1/2), 7, wow ws) i N((1/2,1/2), 7}, wiwewyws) su izomorfne.
Neka je, u oznakama iz leme 3.5.1, s = (1/2,1/2) i w = wywow wy. Za
nerascjepivo mjesto slika je ireducibilna prema Langlandsovoj klasifikaciji
obzirom da je 7, superkuspidalna i w dugi element Weylove grupe.

Neka je v rascjepivo mjesto. Kao u dokazu teorema 4.4.2, m, je jedinstvena
ireducibilna podreprezentacija reprezentacije inducirane s torusa, odnosno, u

oznakama leme 3.5.1, Levijev faktor L =T,
§+§, = (07 170a 1)7

Ty = X1w X X1w ® X2,v ® X2,0-

Za w' iz leme 3.5.1 uzmimo element Weylove grupe koji, kao u dokazu
propozicije 3.2.1, odgovara permutaciji

W' = (1,4,3)(2).
Tada je
w' (s +5) = (1,1,0,0),
W HT,) = X2w @ X1 @ X1 @ X20-

Rastav w’ = (1)(2)(3,4)0(1,3,2)(4)o(1)(2, 3)(4) pokazuje da je normalizirani
operator ispreplitanja N(w'~*(s+s'),w'"(7,), w’) surjektivan na I(s,,) jer
se dekomponira u kompoziciju

SOs (kv
IndT(,fU() : (X2l 1@ X10] - | ® X120 ® X200) —

SOg(kv) 1/2
IndGLf(kv)xGLz(kv)xGLl(kv) (X2vv| | ® (X100 det,)? @ X2,v) —
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SOs (kv
IndGLZEkv;xGLl(k;U)xGLl(kv) ((x1wo det,)"? @ x20] - | ® X2) —

SOs (ke
IndGinkv))XQLQ(kv) ((x1,0 0 det,) "2 ® (X2, © ety )v?)

gdje su prva i trec¢a strelica surjektivne, a druga je izomorfizam.

Za w” iz leme 3.5.1 uzmimo element Weylove grupe w” = (1,2,3)(4).
Tada je w”ww’ dugi element Weylove grupe. Tvrdimo da je restrikcija nor-
maliziranog operatora ispreplitanja

N(w(s+ '), w(r),w")
koji djeluje na induciranoj reprezentaciji
Ind;agv()kv) (szlj‘ @ X1 ® Xow| [T @ X2w)
na podreprezentaciju
Indé@iﬁﬁigxch(kv) ((x1w o det,)v? @ (xa © detv)l/fl/z)

injektivna. Drugim rije¢ima, presjek njegove jezgre s tom podreprezentacijom
je trivijalan. Ako xi1., # X2, operator je izomorfizam kao produkt dvaju
G Ly (k,) normaliziranih operatora ispreplitanja koji djeluju na ireducibilnim
induciranim reprezentacijama. Ako je x1, = X2u = Xv, onda rastav w” =
(1,2)(3)(4) o (1)(2,3)(4), daje dekompoziciju promatranog operaratora u

SOg(ky — _
IndT(ksv() )(XU| | 1®X7}®XU| | 1®Xv) -

SOg(ky _ _
Ind; 00 (xo] - [T @ xol - [ @ X0 @ o) —

505 (kv - _
Indz g (ol - 7 @ X0l |7 @30 © x0) 4

gdje je druga strelica izomorfizam koji mijenja mjesta prvih dvaju karaktera.
Stoga je jezgra operatora N(w(s + &), w(7,),w") izomorfna

SOg(kv) -1 —-1/2
IndGL?(kv)xGLg(kv)xGLl(kv) (Xv| T @ Sty v ?® Xv) )

gdje St,, i na arhimedskim mjestima oznacava jedinstvenu ireducibilnu po-

dreprezentaciju od Indgﬁjgizgx(}h(kv) (X0l - [Y*® xu| - |7*?). Prema Lang-

landsovoj klasifikaciji, jezgra sadrzi jedinstvenu ireducibilnu podreprezenta-
ciju, toc¢nije Langlandsov kvocijent. Kad bi jezgra imala netrivijalan presjek
s
SOs (kv _ _
IndGLiEkvngLz(kv) ((x1,0 0 dety,)v Y2 & (o, 0 det, ) v~ 1?),
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onda bi presjek sadrzavao taj Langlandsov kvocijent kao podreprezentaciju.
Medutim, takva podreprezentacija je izomorfna kvocijentu inducirane repre-
zentacije

SOs (ko
In dGLz(ku))xGLz( ko) ((x10 0 dety,)'? @ (X2, © dety,)v'/?) |

a zbog surjektivnosti normaliziranog operatora ispreplitanja koji odgovara
w’, ona je kvocijent i inducirane reprezentacije

SOs(kv)
IndT(kg) (Xo| | @ X0l - | ® X0 ® Xo) -

Koriste¢i indukciju u koracima, najprije induciramo zadnja dva karaktera na
SOy4(k,). Ta inducirana reprezentacija je ireducibilna, po lemi 2.2.11 jer je
Xo kvadratni karakter, i temperirana, te je oznac¢imo sa o,. Tada,

SO kv ~
A5 (o] 1 @ Xl - | © X0 @ X0) &

=In dcszgf(kvgxcLl(kv)xso4(kv Ol - 1@ x| - [®@00),
te prema Langlandsovoj klasifikaciji, ima jedinstveni ireducibilni Langlandsov
kvocijent koji nije izomorfan Langlandsovom kvocijentu u jezgri. Time smo
dokazali nasu tvrdnju o injektivnost i za X1, = X2,.-

Nadalje, kao u dokazu leme 3.5.1, dokazana surjektivnost i injektivnost
pokazuju da je slika operatora N(w'~'(s + '), w (7)), w"ww’) izomorfna
slici operatora N(s,n,,w). Medutim, iako je w”ww’ dugi element Weylove
grupe, w'~!(s+s') ne zadovoljava nejednakosti iz korolara 3.5.2 pa ne mozemo
direktno primijeniti Langlandsovu klasifikaciju. Ipak, sliku mozemo opisati.
Indukcija u koracima daje

Indis“zcsv()kv) <X2,v| ’ ‘ ® Xl,v| ’ ‘ ® X1,v X X2,v) =
=In dggi(( ngLl(kv)xSOAL(ku)

(2ol - 1@ X1l | @ MAEP G 1,0 (10 © X))
Po lemi 2.2.11, reprezentacija inducirana na SO4(k,) je ireducibilna i temperi-
rana ako je x1, = X2, a rastavlja se u direktnu sumu dvije ireducibilne tem-
perirane reprezentacije ako X1, # X2.. U svakom slucaju, rastav dugog ele-
menta Weylove grupe u produkt dugog elementa za GL; X GL; x SOy C SOg
i dugog elementa za GL; x GL; C SO, dozvoljava primjenu Langlandsove
klasifikacije za svaku temperiranu komponentu inducirane reprezentacije ¢ime
je lema dokazana. O]
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Teorem 4.4.5. (Dekompozicija prostora L?,) Potprostor Lg, rezidual-
nog spektra grupe G' dekomponira se u

L2, = (@ch)(w’)) @ (@W,c?(w')) .

Pritom je prva suma po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim
reprezentacijama 7' = (x1 o det’) ® (x2 o det’) od My(A) takvim da vrijeds

1-1) x1 # X2,

1-2) x; su kvadratni karakter: za i = 1, 2,

1-3) X1 # X20 2a Sva nerascjepiva mjesta v € S,

(1-1)
(1-2)
(1-3)
(1-4)

1-4) TI,nw =

a druga je po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim reprezen-
tacijama ' = (x, o det’) ® (xo o det’) od My(A) takvim da

2-1) x1 = X,

(
(2-2) x; je kvadratni karakter za i = 1,2,
(2-3) broj nerascjepivih mjesta je |S| = 2,
(2-4) II,m =

Oba prostora Cil)(w’) i Cf)(w/) su prostori automorfnih formi razapeti iteri-
ranim reziduumom u s = (1/2,1/2) Eisensteinovog reda odredenog s @', a
prelaskom na konstantni clan Eisensteinovog reda izomorfni su slici norma-
liziranog operatora ispreplitanja

N((1/2,1/2), 7", wowyws).

Prostor Cf)(ﬂ’) je ireducibilan, a prostor Cf)(ﬁ’) je izomorfan sumi ire-
ducibilnih reprezentacija oblika ®,11,, gdje je 11, jedna od najvise dvije ire-
ducibilne komponente slike operatora iz prethodne leme 4.4.4 i pritom je na
skoro svim mjestima 11!, nerazgranata.
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Dokaz. Doprinos rezidualnom spektru iteriranog pola Eisensteinovog reda u
toc¢ki Cy dobivamo poniStavajué¢i najprije pol globalnih normalizacijski fak-
tora u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duz singularne ravnine 2s, = 1, a zatim,
u novoj varijabli z zadanoj s (4.16), pol u z = 1/2. Pol duZ 2ss = 1 koris-
tili smo ve¢ u dokazu prethodnog teorema 4.4.3. Javlja se samo ako je x»
kvadratni karakter i njegovi reziduumi duz 2s, = 1 dani su, u novoj varijabli
z, u tablici C-II do na konstantu

Ress—1L(s,1)
L(2,1)e(1,1)

razli¢itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A*/k*. U sljede¢em koraku
treba prouciti polove u z = 1/2 izraza iz tablice C-II. Razlikujemo dva slu¢aja
ovisno o tome da li su x; i x2 jednaki ili nisu.

Najprije pretpostavimo da je x1 # X2, odnosno xix» nije trivijalan. Tada,
po svojstvima L—funkcija iz leme 4.1.1, samo izrazi koji odgovaraju elemen-
tima Weylove grupe wawiwsy i wjwswwe mogu imati polove u z = 1/2 i to
samo ako je y; kvadratni karakter. Tada je reziduum izraza koji odgovara
elementu wowiwy, do na konstantu

Resgs—1L(s,1)

L 1)e(1,1) )

jednak
N((1/2,1/2), 7', wowiws).

Koriste¢i globalnu funkcionalnu jednadzbu iz leme 4.1.1 dobiva se
L(=1,x1x2) = e(=1 x1x2) L(2, x1x2);

L(0, x1x2) = €(0, x1x2)L(1, x1X2),
5(07X1X2)6(17X1X2> =1

pa je reziduum izraza koji odgovara elementu wjwswyws, do na istu gornju
konstantu, jednak
N(<1/27 1/2)7 77/7 w1w2w1w2)'

Medutim, gornja konstanta nije uvijek razli¢ita od nule. Naime, u lokalnom
dijelu izraza ro(1, x1x2) javlja se produkt

H 1

ves L(07 Xl,vXQ,v)
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Stoga, ako lokalna L—funkcija L(s, x1,,X2,) ima pol u s = 0 za samo jedno
mjesto v € S, onda se oba reziduuma ponistavaju. Po svojstvima L—funkcija
iz leme 4.1.1, te lokalne L—funkcije nemaju pol u s = 0 ako i samo ako je
X1,0X2,» netrivijalan, odnosno

X1v 7 X2w

za sva mjesta v € S. Tada je gornja konstanta razli¢ita od nule pa je iterirani
reziduum u toc¢ki Cy, do na konstantu razli¢itu od nule, jednak

N((1/2,1/2), 7", wowiws) + N((1/2,1/2), 7', wiwawyws).

Njegovo djelovanje na ®, f,, koriste¢i dekompoziciju (3.12) i ¢injenicu da je
W Wo W We = WoW WolW1, MOZe se zapisati kao

®uN((1/2,1/2), 7, wawiws) @ fo + @uN((1/2,1/2), 5, wi) fo] -

/

Po tvrdnjama prije iskaza teorema operator N((1/2,1/2),n. w;) djeluje ska-

) v

larom 7,. Stoga se iterirani reziduum poniStava osim ako je
[In=1
i tada je jednak slici operatora
N((1/2,1/2), 7', wowiws).
Uvjet kvadratne integrabilnosti iz kriterija u lemi 1.3.6 je ispunjen jer je
wywowiwsy(1/2,1/2) = wowywy(1/2,1/2) = (—=1/2,—1/2).

Dakle, u ovom slucaju doprinos Cil)(w’) potprostoru La rezidualnog spek-
tra daju upravo jednodimenzionalne kuspidalne automorfne reprezentacije '
koje zadovoljavaju uvjete (1-1) do (1-4) iz teorema i taj doprinos je izomorfan
slici normaliziranog operatora ispreplitanja N((1/2,1/2), 7", wew;ws) opisa-
noj u prethodnoj lemi 4.4.4.

Sada pretpostavimo da je x1 = X2, odnosno xix2 je trivijalan. Tada je i
X1 kvadratni karakter. Sve L-funkcije u izrazima iz tablice C-II su lokalne
ili globalne Heckeove L—funkcije od trivijalnog karaktera. Podsjetimo da je
broj mjesta od £ na kojima kvaternionska algebra D nije rascjepiva paran i
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|S| > 2. Prije poniStavanja pola u z = 1/2 izraza iz tablice C-II, promotrimo
izraz

ro(s, 1)

koji se javlja u toj tablici za s = 01 s = 1, gdje je 1 trivijalni karakter od
A*/k*. Prema globalnoj funkcionalnoj jednadzbi iz leme 4.1.1 je

L(~1,1) = £(~1,1)L(2,1),

£(0,1)e(1,1) = 1,

(i)

L(s,1,)
H L(-s,1,)

vES

a po lemi 4.1.4 je

=1
s=0

te

L (-8 =1.

Uvrstavanjem svih tih formula dobivamo da je
7“0(0, 1) = -1

Prema analitickim svojstvima Heckeovih L—funkcija iz leme 4.1.1, za s = 1
u brojniku izraza rc(s,1) je pol drugog reda, a u nazivniku pol reda |S|.
Stoga, ako je |S| > 4, onda r¢(s, 1) ima nultocku reda |S| —2 u s = 1, a ako
je |S| = 2 onda je r¢(1,1) konstanta razli¢ita od nule.

Koriste¢i dobivene ¢injenice o ¢ (s, 1) i analiticka svojstva Heckeovih 1—
funkcija iz leme 4.1.1 zaklju¢ujemo da za |S| > 4 niti jedan od izraza iz
tablice C-II nema pol u z = 1/2. Neka je stoga

5] = 2.

Tada pol u z = 1/2 i to prvog reda imaju izrazi koji odgovaraju elementima
Weylove grupe wowiwsy i wywowiws. Njihovi reziduumi su, do na konstantu

Ress—1L(s,1)

I e, e

razli¢itu od nule, jednaki

N((1/2, 1/2)a 7, w2w1w2)7
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—N((1/2,1/2), 7", wiwawiws).

Dakle, do na konstantu razli¢itu od nule, iterirani reziduum u tocki Cy u
ovom slucaju jednak je

N((1/2,1/2), 7", wowywy) — N((1/2,1/2), 7', wiwswiws).

Njegovo djelovanje na ®, f, moze se, koriste¢i dekompoziciju (3.12), zapisati
kao

®UN((1/27 1/2)7 ﬂ-;? w2w1w2) [®va - ®vN((1/27 1/2>’ ﬂ—:n wl)fv] .

Stoga, reziduum se poniStava osim ako
[In=-1
v

i tada je jednak, do na konstantu razlic¢itu od nule, normaliziranom operatoru
ispreplitanja
N((1/2,1/2), 7', wowyws).

Kriterij kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 ispunjen je kao u prethod-

. . 2) . 9 .
nom slucaju. Dakle, doprinos C,”(n’) ovog slucaja potprostoru Lg, rezi
dualnog spektra daju upravo one jednodimenzionalne kuspidalne automorfne
reprezentacije 7’ od M{(A) koje zadovoljavaju uvjete (2-1) do (2-4) iz teorema
i taj doprinos je ireducibilan jer je izomorfan slici normaliziranog operatora
ispreplitanja N((1/2,1/2), 7', wawyws) opisanoj u prethodnoj lemi 4.4.4. [
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Sazetak

Ova disertacija se bavi rezidualnim spektrom hermitske kvaternionske grupe
G, koja je unutarnja forma rascjepive grupe SOg. Pristup je baziran na
Langlandsovoj spektralnoj teoriji. Dekomponira se dio rezidualnog spek-
tra koji se dobiva iteriranim poniStavanjem polova Eisensteinovih redova
pridruzenih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Levijevog faktora
minimalne parabolicke podgrupe od G5. Rezultati pokazuju interesantne
dijelove rezidualnog spektra koji se ne javljaju kod kvazirascjepivih grupa.

Pri odredivanju polova Eisensteinovog reda treba normalizirati lokalne
standardne operatore ispreplitanja meromorfnim skalarnim funkcijama tako
da su normalizirani operatori ispreplitanja holomorfni i razli¢iti od nule u
zatvarac¢u pozitivnhe Weylove komore. Za kvazirascjepive grupe normaliza-
cijski faktori se mogu zapisati kao kvocijenti L-funkcija i e-faktora koris-
te¢i Langlands—Shahidijevu metodu. Za grupu G koja nije kvazirascjepiva
normalizacijski faktori definirani su u ovoj disertaciji prijenosom normaliza-
cijskih faktora s njene rascjepive forme.
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Summary

Neven Grbac, The Residual Spectrum of a Hermitian Quaternionic Inner
Form of the Group SQOg, Dissertation, Department of Mathematics, Univer-
sity of Zagreb, 2007.

This thesis deals with the residual spectrum of the hermitian quaternionic
group GY% which is an inner form of the split group SOs. The approach is
based on the Langlands spectral theory. The part of the residual spectrum
which is obtained by the iterated cancellation of the poles of the Eisenstein
series attached to cuspidal automorphic representations of the Levi factor
of the minimal parabolic subgroup of GY is decomposed. The results show
interesting parts of the residual spectrum which do not appear for quasi—split
groups.

During the calculation of the poles of the Eisenstein series the local stan-
dard intertwining operators should be normalized by the meromorphic scalar
functions in such a way that the normalized intertwining operators are holo-
morphic and nonvanishing in the closure of the positive Weyl chamber. For
quasi—split groups the normalizing factors can be written as the quotients
of L—functions and e-factors using the Langlands—Shahidi method. For the
group G which is not quasi-split the normalizing factors are defined in this
thesis transferring the normalizing factors from its split form.
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