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Uvod

Ova disertacija bavi se rezidualnim spektrom hermitske kvaternionske grupe
G′

2 poluprostog ranga 2 koja je unutarnja forma rascjepive grupe SO8. Alge-
barska grupa G′

2 de�nirana nad poljem algebarskih brojeva k nije kvaziras-
cjepiva za razliku od svih grupa £iji su rezidualni spektar ili njegovi dijelovi
dosad poznati. Stoga se u ovoj disertaciji javljaju interesantni dijelovi re-
zidualnog spektra kakvih nema kod kvazirascjepivih grupa. Osim toga, za
nerascjepiva mjesta v od k, grupa G′

2(kv), gdje je kv upotpunjenje od k
na mjestu v, nije kvazirascjepiva pa je izvan dosega Langlands�Shahidijeve
metode. Na tim mjestima valjalo je razviti novu tehniku za de�niciju nor-
malizacijskih faktora standardnih operatora ispreplitanja i dokazati ºelje-
na svojstva normaliziranih operatora ispreplitanja. No prije prikaza rezul-
tata dobivenih u disertaciji naveden je kratki povijesni pregled prou£avanja
adeli£kih automorfnih formi za reduktivne grupe i strategija dekomponiranja
rezidualnog spektra koriste¢i Langlandsovu spektralnu teoriju.

Po£etak razvoja klasi£ne teorije automorfnih formi nalazi se u Heckeovom
radu [24] iz prve polovine XX stolje¢a. U po£etku klasi£na teorija bavila
se samo holomorfnim automorfnim formama na gornjoj poluravnini nekih
ograni£enih simetri£nih domena. Tokom 1950-tih godina, Gelfand i Fomin
uo£ili su da se takve automorfne forme mogu promatrati kao glatki vektori
odre�enih reprezentacija realne poluproste grupe G na prostorima kompleks-
nih funkcija na G invarijantnim za danu diskretnu podgrupu Γ. To je dovelo
do de�nicije klasi£nih automorfnih formi na realnim poluprostim grupama
obzirom na aritmeti£ke podgrupe i prou£avanja samih reprezentacija. Veza
me�u klasi£nim automorfnim formama na ograni£enim simetri£nim dome-
nama i na realnim poluprostim grupama obja²njena je u specijalnom slu£aju
modularnih formi u knjizi Gelfanda, Graeva i Piatetskii�Shapiroa [12] te kas-
nije u Gelbartovoj knjizi [9]. Op¢eniti prikaz te veze moºe se na¢i u [4]. Vaºna
referenca za teoriju klasi£nih automorfnih formi na realnim poluprostim gru-
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UVOD 4

pama je Harish�Chandrina knjiga [23].
Adeli£ki pristup automorfnim formama ima svoj za£etak u Tateovoj di-

sertaciji [57] iz 1950. Za modularne forme prelazak s klasi£ne na adeli£ku
teoriju napravljen je u knjizi Jacqueta i Langlandsa [26]. Precizna de�ni-
cija klasi£nih i adeli£kih automorfnih formi i automorfnih reprezentacija za
povezanu reduktivnu grupu, te veza klasi£ne i adeli£ke teorije moºe se na¢i
u £lanku Borela i Jacqueta [5].

Za reduktivnu grupu G de�niranu nad poljem algebarskih brojeva k s
prstenom adela A, automorfna forma s centralnim karakterom ω de�nirana
je u de�niciji 1.1.1 iz poglavlja 1.1 kao klasa izmjerivih funkcija

f : G(A) → C

takvih da vrijedi

(1) f(γg) = f(g) za sve γ ∈ G(k) i skoro sve g ∈ G(A),

(2) f(zg) = ω(z)f(g) za sve z ∈ Z(A) i skoro sve g ∈ G(A),

(3)
∫

Z(A)G(k)\G(A)
|f(g)|2dg < ∞,

gdje je Z centar od G te ω unitarni centralni karakter od Z(A)/Z(k). Hilber-
tov prostor svih automorfnih formi na G(A) s centralnim karakterom ω ozna-
£en je kratko s L2. Cilj spektralne teorije automorfnih formi je dekompozicija
prostora kvadratno integrabilnih automorfnih formi L2 obzirom na desnu re-
gularnu reprezentaciju grupe G(A).

Spektralnu dekompoziciju prostora L2 adeli£kih automorfnih formi na re-
duktivnoj grupi razvio je Langlands u knjizi [37] nastavljaju¢i se na Selber-
gov rad iz [50]. Standardna referenca za Langlandsovu spektralnu teoriju je i
knjiga M÷glin i Waldspurgera [44]. Iako je Langlandsova spektralna teorija
izloºena u prvom poglavlju, ovdje su ukratko navedeni glavni rezultati jer
se na njima bazira cjelokupan ra£un rezidualnog spektra u ovoj disertaciji.
Postoje jo² dva osnovna pristupa spektralnoj dekompoziciji koja se ne koriste
u ovoj disertaciji. Prvi je metoda theta korespodencije i theta liftova koja se
moºe na¢i u Howeovom £lanku [25], a drugi Arthur�Selbergova formula traga
opisana u Arthurovom £lanku [1].

Prvi korak u spektralnoj dekompoziciji prostora L2 je rastav na diskretni
i rezidualni spektar

L2 = L2
d ⊕ L2

c .
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Diskretni spektar L2
d je zatvara£ prostora razapetog svim zatvorenim ire-

ducibilnim potprostorima od L2 koji su invarijantni za desnu regularnu re-
prezentaciju grupe G(A). Kontinuirani spektar L2

c je razapet direktnim inte-
gralima ireducibilnih reprezentacija koji je Langlands u citiranoj knjizi [37] u
potpunosti opisao integralima Eisensteinovih redova. Stoga ostaje problem
dekompozicije diskretnog spektra.

Diskretni spektar reduktivne grupe G dekomponira se na kuspidalni i
rezidualni spektar

L2
d = L2

cusp ⊕ L2
res.

Kuspidalni spektar L2
cusp je zatvoreni prostor invarijantan za desnu regularnu

reprezentaciju grupe G(A) koji se sastoji od kuspidalnih formi. Kuspidalne
forme na reduktivnoj grupi G(A) su automorfne forme na G(A) £iji je kon-
stantni £lan duº svake prave paraboli£ke podgrupe od G jednak nuli. Rezi-
dualni spektar L2

res je naprosto ortogonalni komplement kuspidalnog spek-
tra unutar diskretnog spektra, odnosno nekuspidalni dio diskretnog spektra.
Upravo rezidualni spektar je tema ove disertacije.

Langlandsova spektralna teorija daje i strategiju kako dekomponirati re-
zidualni spektar. Rezidualni spektar dalje se dekomponira u

L2
res = ⊕P L2

P,res,

gdje je suma po klasama konjugiranosti pravih paraboli£kih podgrupa od
G. Prostor L2

P,res je razapet automorfnim formama koje se dobiju nakon
iteriranog poni²tavanja polova u zatvara£u pozitivne Weylove komore Eisen-
steinovih redova odre�enih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Levi-
jevog faktora paraboli£ke podgrupe P . Prelaskom na konstantni £lan Eisen-
steinovog reda duº paraboli£ke podgrupe P , problem odre�ivanja polova
svodi se na odre�ivanje polova suma standardnih operatora ispreplitanja.
Standardne operatore ispreplitanja treba normalizirati skalarnim meromorf-
nim funkcijama na takav na£in da su normalizirani operatori ispreplitanja
holomorfni i razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Time
se odre�ivanje polova u zatvara£u pozitivne Weylove komore svodi na odre�i-
vanje polova normalizacijskih faktora, a automorfne reprezentacije koje pri-
padaju rezidualnom spektru mogu opisati koriste¢i paraboli£ku indukciju kao
slike normaliziranih operatora ispreplitanja. U ovoj disertaciji normalizacij-
ski faktori su zapisani kao kvocijenti L�funkcija i ε�faktora £ija analiti£ka
svojstva su poznata. Svi pojmovi koji u ovom kratkom prikazu Langlandsove
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spektralne teorije nisu de�nirani, kao i precizniji opis strategije za dekom-
poziciju rezidualnog spektra, mogu se na¢i u prvom poglavlju ove disertacije.

Mnogi autori bavili su se rezidualnim spektrom kvazirascjepivih grupa.
Me�u ostalim M÷glin i Walspurger za GLn u [43], M÷glin za rascjepive
klasi£ne grupe u [40], [41], [42], Kim za Sp4 u [30], izuzetnu grupu G2 u [31]
i neparnu specijalnu ortogonalnu grupu u [34], �ampera tako�er za izuzetnu
grupu G2 u [63] i neke dijelove rezidualnog spektra klasi£nih grupa u [62]
te Kon�No za kvazirascjepivu unitarnu grupu ranga dva U2,2 u [35]. Njihov
pristup baziran je na Langlandsovoj spektralnoj teoriji i koristi za normal-
izaciju operatora ispreplitanja Langlands�Shahidijevu metodu koju je za£eo
Langlands, a razvio Shahidi u £lancima [51] i [52]. Me�utim, kao ²to je
ve¢ spomenuto na po£etku uvoda, grupa G′

2 kojom se bavi ova disertacija
nije kvazirascjepiva pa je izvan dosega Langlands�Shahidijeve metode. Nova
tehnika razvijena u ovoj disertaciji, te primijenjena i u autorovim £lancima
[15], [16], [17] i [18], za prijenos normalizacijskih faktora s rascjepivih grupa
na njihove unutarnje forme bazira se na prijenosu Plancherelovih mjera na-
pravljenom u £lanku Mui¢a i Savina [48]. Pokazuje se da su normalizirani
operatori ispreplitanja normalizirani na taj na£in zaista holomorfni i razli£iti
od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore.

U nastavku, najprije su uvedene oznake potrebne za opis rezultata ove
disertacije. Neka je k polje algebarskih brojeva, A prsten adela od k te kv

upotpunjenje od k na mjestu v. Neka je D kvaternionska algebra centralna
nad k i τ uobi£ajena involucija koja �ksira centar od D. Tada je D rascjepiva
na svim osim kona£no mnogo mjesta od k. U ovoj disertaciji pretpostavlja
se da je D rascjepiva na svim arhimedskim mjestima.

Grupa G′
2 je algebarska grupa de�nirana nad k svih izometrija antiher-

mitske forme (·, ·) de�nirane na £etverodimenzionalnom desnom vektorskom
prostoru nad D na bazi {e1, e2, e3, e4} s

(ei, ej) = δi,5−j

za 1 6 i 6 j 6 4 i pro²irena s

(v, v′) = −τ((v′, v)),

(vx, v′x′) = τ(x)(v, v′)x′

za sve v, v′ ∈ V i x, x′ ∈ D. Tada je G′
2 unutarnja forma rascjepive grupe

SO8 i nije kvazirascjepiva.
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Minimalna paraboli£ka podgrupa P ′
0 od G′

2 de�nirana na k ima Levijev
faktor M ′

0
∼= GL′1×GL′1 gdje je GL′1 algebarska grupa nad k invertibilnih ele-

menata kvaternionske algebre D. Dakle, GL′1 je unutarnja forma rascjepive
grupe GL2.

Osnovni cilj ove disertacije je dekompozicija potprostora L2
P ′0,res rezidu-

alnog spektra grupe G′
2. Kao ²to je obja²njeno u gornjem kratkom pregledu

Langlandsove spektralne teorije, L2
P ′0,res je potprostor koji se dobiva iteri-

ranim poni²tavanjem polova u zatvara£u pozitivne Weylove komore Eisen-
steinovih redova odre�enih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Le-
vijevog faktora M ′

0(A). Dekompozicija je dobivena u teoremima 4.2.1, 4.2.3,
4.2.4, 4.3.1, 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3 i 4.4.5. Budu¢i da su ra£uni provedeni za Eisen-
steinove redove, a nije dekomponiran skalarni produkt pseudo�Eisensteinovih
redova, multiplicitet jedan u dekompozicijama iz tih teorema se dobiva samo
u slu£ajevima u kojima je iterirani pol prvog reda u svakom koraku. Me�u-
tim, jedini teorem u kojem iterirani pol nije takav je teorem 4.2.4 pa u njemu
multipliciteti nisu poznati. U svim ostalim teoremima dekompozicija je mul-
tipliciteta jedan. Rezultati pokazuju interesantne dijelove rezidualnog spek-
tra koji se ne javljaju kod kvazirascjepivih grupa kao ²to je na primjer dio
rezidualnog spektra iz teorema 4.4.5. Razlog tomu su razli£ite formule za
normalizacijske faktore na rascjepivim i nerascjepivim mjestima.

Osim £injenice da je G′
2 grupa poluprostog ranga 2 koja nije kvaziras-

cjepiva pa je ra£un njenog rezidualnog spektra interesantan sam po sebi,
dodatna motivacija za pristup tom problemu jest primjena na dokaz unita-
rizabilnosti nekih ireducibilnih reprezentacija grupe G′

2 nad p�adskim poljem.
�itav unitarni dual grupe G′

2 nad p�adskim poljem klasi�cirala je Hanzer u
[21] i [20] lokalnim metodama. Me�utim, unitarizabilnost dvaju izoliranih
unitarnih reprezentacija slijedi i iz £injenice da se javljaju kao lokalne kom-
ponente automorfnih reprezentacija iz rezidualnog spektra od G′

2 dobivenih
u teoremima 4.2.1 i 4.4.1 ove disertacije za pogodno odabranu kvaternionsku
algebru D. Usporedbu lokalne i globalne metode za dokaz unitarizabilnosti
dala je Hanzer u [22].

Slijedi kratki pregled sadrºaja disertacije po poglavljima. U prvom po-
glavlju izloºena je Langlandsova spektralna teorija. Tu su de�nirani osnovni
pojmovi kao ²to su automorfne i kuspidalne forme i reprezentacije, inducirane
reprezentacije i standardni operatori ispreplitanja te Eisensteinovi redovi.

Drugo poglavlje zami²ljeno je kao pregled rezultata potrebnih u nastavku
vezanih uz strukturu i reprezentacije grupe G′

2 i Levijevih faktora njezinih
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paraboli£kih podgrupa nad lokalnim poljima kv. Najprije su uvedene sve
grupe koje se javljaju u disertaciji zajedno s pogodnim matri£nim realizaci-
jama nekih od njih, a zatim je navedena Jacquet�Langlandsova korespo-
dencija, Langlandsova klasi�kacija za hermitske kvaternionske grupe, slutnja
o standardnom modulu za rascjepive klasi£ne grupe te neki rezultati o re-
ducibilnostima reprezentacija unutarnjih formi op¢e linearne grupe te rascje-
pive grupe SO4.

Tre¢e poglavlje posve¢eno je normalizaciji standardnih operatora isprepli-
tanja. Najprije je lokalno, za svako mjesto v od k i lokalnu komponentu kus-
pidalne automorfne reprezentacije od M ′

0(A), de�niran normalizacijski faktor
lokalnog standardnog operatora ispreplitanja te je dokazano da su normali-
zirani operatori ispreplitanja holomorfni i razli£iti od nule u zatvara£u pozi-
tivne Weylove komore. Na mjestima na kojima je D rascjepiva to se zapravo
svodi na primjenu Langlands�Shahidijeve metode, ali na mjestima gdje D
nije rascjepiva, grupa G′

2(kv) nije kvazirascjepiva pa je razvijena nova tehnika
prijenosa normalizacije s rascjepive grupe SO8(kv). Nadalje, de�nirani su
globalni normalizacijski faktori kao produkti lokalnih po svim mjestima i
dokazano je da su globalni normalizirani operatori ispreplitanja holomorfni i
razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Na kraju poglavlja
navedena je korisna lema za dokaz ireducibilnosti slike nekih lokalnih nor-
maliziranih operatora ispreplitanja.

U £etvrtom poglavlju najprije su sakupljena svojstva svih L�funkcija koje
se javljaju u globalnim normalizacijskim faktorima, a zatim je dekomponi-
ran prostor L2

P ′0,res u nizu teorema. Prvi korak dekompozicije je rastav na
tri slu£aja A, B i C ovisno o tipu kuspidalne automorfne reprezentacije od
M ′

0(A). Zatim je svaki od tih slu£ajeva rastavljen ovisno o to£ki u kojoj se
nalazi iterirani pol. U skladu s time dekompozicija prostora L2

P ′0,res se proteºe
kroz osam teorema ovog poglavlja.

∗ ∗ ∗

Na kraju ovog uvoda htio bih se zahvaliti svima koji su na bilo koji
na£in pridonijeli ostvarenju ove disertacije. To je prije svega moj mentor,
Goran Mui¢, koji mi je pomogao kroz brojne matemati£ke razgovore iz po-
dru£ja ove disertacije. Nadalje, htio bih se zahvaliti voditelju na²eg projekta,
Marku Tadi¢u, koji je s velikim zanimanjem podupirao moj rad. Razgovori s
Henry Kimom pomogli su u rasvjetljavanju mnogih tajni teorije automorfnih
formi, a s Ioan Badulescuom u teoriji reprezentacija op¢e linearne grupe nad
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Poglavlje 1

Langlandsova spektralna teorija

Cilj ovog poglavlja je objasniti kako se koriste¢i Langlandsovu spektralnu
teoriju moºe izra£unati rezidualni spektar reduktivne grupe. Pritom su
de�nirani osnovni pojmovi kori²teni u disertaciji kao ²to su inducirane re-
prezentacije, operatori ispreplitanja i Eisensteinovi redovi.

Rezidualni spektar reduktivne grupe je nekuspidalni dio diskretnog spek-
tra. Dijelove rezidualnog spektra dobiva se kao iterirane reziduume Eisen-
steinovih redova odre�enih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Lev-
ijevih faktora standardnih pravih paraboli£kih podgrupa. Te reziduume
ra£una se koriste¢i konstantni £lan Eisensteinovog reda koji je jednak sumi
operatora ispreplitanja. Polove operatora ispreplitanja moºe se odrediti zah-
valjuju¢i normalizaciji pomo¢u L�funkcija o kojoj ¢e vi²e rije£i biti u tre¢em
poglavlju.

Sadrºaj ovog poglavlja najve¢im dijelom prati knjige [37] i [44]. Ve¢ina
rezultata je dana bez dokaza obzirom da je ovo poglavlje zami²ljeno kao
pregled rezultata potrebnih u disertaciji.

1.1 Automorfne forme
Neka je k polje algebarskih brojeva. Ozna£imo s kv upotpunjenje polja k na
mjestu v te s A prsten adela polja k. Neka je G reduktivna grupa de�nirana
nad k, a Z njezin centar. Za proizvoljnu reduktivnu grupu H de�niranu
nad k s H(k), H(kv), H(A) ozna£imo k, kv, A�racionalne to£ke grupe H.
Fiksirajmo unitarni centralni karakter

ω : Z(A) → C.

10
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trivijalan na Z(k). Tada de�niramo Hilbertov prostor automorfnih formi
grupe G.

De�nicija 1.1.1. (Automorfne forme) Prostor automorfnih formi grupe
G s centralnim karakterom ω je Hilbertov prostor klasa izmjerivih funkcija

f : G(A) → C

takvih da vrijedi

(1) f(γg) = f(g) za sve γ ∈ G(k) i skoro sve g ∈ G(A),

(2) f(zg) = ω(z)f(g) za sve z ∈ Z(A) i skoro sve g ∈ G(A),

(3)
∫

Z(A)G(k)\G(A)
|f(g)|2dg < ∞.

Ozna£avamo ga s L2(G(k)\G(A), ω) ili kra¢e L2 kad je jasno o kojoj grupi
se radi. Klase izmjerivih funkcija u L2 zovemo automorfne forme.

Na prostoru L2 de�nirana je desna regularna reprezentacija ρ grupe G(A)
formulom

ρ(g)f(h) = f(hg).

Cilj spektralne teorije za reduktivnu grupu G je dekomponirati Hilbertov
prostor L2 obzirom na reprezentaciju ρ.

Osim prostora L2 de�niraju se i prostori glatkih i K�kona£nih auto-
morfnih formi, gdje je K �ksirana maksimalna kompaktna podgrupa od
G(A). To£nije, neka je Kv �ksirana maksimalna kompaktna podgrupa od
G(kv). Pritom, budu¢i da je na skoro svim nearhimedskim mjestima G kvazi�
rascjepiva, na tim mjestima neka je

Kv = G(ov),

gdje je ov prsten cijelih u kv. Tada je

K =
∏

v

Kv

maksimalna kompaktna podgrupa od G(A). Glatke i K�kona£ne automorfne
forme zapravo odgovaraju glatkim i K�kona£nim vektorima u L2.
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De�nicija 1.1.2. (Automorfne reprezentacije) Svaki ireducibilni sub-
kvocijent restrikcije reprezentacije ρ na potprostor glatkih automorfnih formi
u L2 zovemo glatka automorfna reprezentacija grupe G(A).

Osim glatke automorfne reprezentacije, prelaskom na K�kona£ne vektore
dobivamo K�kona£ne automorfne reprezentacije, a upotpunjenjem dobivamo
automorfne reprezentacije. Veza me�u tim reprezentacijama je detaljno ob-
ja²njena u prvom poglavlju rada [14] pa to ne¢emo ovdje ponavljati. Na-
glasimo jedino da K�kona£nost automorfne forme nije sa£uvana pri djelo-
vanju £itave grupe G(A). Problem se javlja na arhimedskim mjestima zbog
djelovanja grupe

G∞ =
∏

v∈S∞

G(kv),

gdje je S∞ skup svih arhimedskih mjesta. Me�utim, djelovanje realne Liejeve
algebre g∞ od G∞ i maksimalne kompaktne podgrupe

K∞ =
∏

v∈S∞

Kv

ipak £uvaju K�kona£nost. Stoga K�kona£na automorfna reprezentacija za-
pravo nije reprezentacija £itave grupe G(A), nego istovremeno Harish�Chan-
drin (g∞, K∞)�modul i reprezentacija grupe G(Af ), gdje je Af prsten kon-
a£nih adela, pri £emu djelovanja komutiraju.

Automorfna reprezentacija se dekomponira u restringirani tenzorski pro-
dukt unitarnih ireducibilnih reprezentacija grupa G(kv) na Hilbertovim pros-
torima. Sljede¢a tvrdnja je teorem 4 iz [8] koji vrijedi za neprekidne unitarne
reprezentacije od G(A) na Hilbertovom prostoru, a ne samo za automorfne
reprezentacije od G(A).

Teorem 1.1.3. (Dekompozicija automorfne reprezentacije) Neka je
π automorfna reprezentacija grupe G(A). Tada postoje do na izomor�zam
jedinstvene ireducibilne unitarne reprezentacije πv grupa G(kv) na Hilber-
tovim prostorima me�u kojima su skoro sve nerazgranate, takve da je π
izomorfna restringiranom tenzorskom produktu

π ∼= ⊗vπv,

obzirom na �ksirane Kv�invarijantne vektore na mjestima za koja je πv ne-
razgranata.
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Teorem 1.1.3 o dekompoziciji automorfne reprezentacije vrijedi i za glatke
i K�kona£ne automorfne reprezentacije. Pritom je dekompozicija na re-
stringirani tenzorski produkt kompatibilna s prelaskom na glatke i K�kona£-
ne vektore i sve lokalne komponente πv su dopustive u smislu da je prostor
K�kona£nih vektora od πv dopustiva reprezentacija.

Prvi korak u spektralnoj dekompoziciji prostora L2 je rastav na diskretni
i kontinuirani spektar

L2 = L2
d ⊕ L2

c .

Diskretni spektar L2
d je zatvara£ prostora razapetog svim zatvorenim ire-

ducibilnim ρ�invarijantnim potprostorima od L2, a kontinuirani spektar L2
c

je razapet direktnim integralima ireducibilnih reprezentacija. Budu¢i da se
kontinuirani spektar moºe jednostavno opisati integralima Eisensteinovih re-
dova ([37]), ova disertacija je usredoto£ena na diskretni spektar. U diskret-
nom spektru de�niramo kuspidalni spektar.
De�nicija 1.1.4. (Kuspidalne forme i reprezentacije) Automorfna for-
ma f ∈ L2 je kuspidalna ako vrijedi

∫

N(k)\N(A)

f(ng)dn = 0

za skoro sve g ∈ G(A) i za sve unipotentne radikale N pravih paraboli£kih
podgrupa od G. Prostor svih kuspidalnih formi zovemo kuspidalni spektar i
ozna£avamo L2

cusp. Budu¢i da je N(k)\N(A) kompaktan, uvjet kuspidalnosti
daje zatvoren potprostor od L2

d koji je ρ�invarijantan. Zatvorene ireducibilne
subkvocijente od L2

cusp zovemo kuspidalne automorfne reprezentacije.
Sljede¢i korak u spektralnoj dekompoziciji je rastav diskretnog spektra

na kuspidalni i rezidualni spektar

L2
d = L2

cusp ⊕ L2
res,

gdje je rezidualni spektar naprosto nekuspidalni dio diskretnog spektra, od-
nosno ortogonalni komplement kuspidalnog spektra u diskretnom spektru.
Upravo rezidualni spektar prou£avamo u ovoj disertaciji.

Rezidualni spektar se dalje dekomponira

L2
res = ⊕P L2

P,res.

gdje je suma po svim klasama konjugiranosti pravih paraboli£kih podgrupa
od G. Prostore L2

P,res ¢emo opisati u ostatku ovog poglavlja.
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1.2 Inducirane reprezentacije i operatori ispre-
plitanja

Prije de�nicije induciranih reprezentacija i operatora ispreplitanja uvedimo
jo² oznaka. Neka je T maksimalni rascjepivi torus u G de�niran nad pol-
jem algebarskih brojeva k. Fiksirajmo odabir pozitivnih korijena u sustavu
korijena od (G, T ). Time smo �ksirali Borelovu podgrupu B od G. Unipo-
tentni radikal Borelove podgrupe ozna£imo s U . Paraboli£ku podgrupu od G
zovemo standardna ako sadrºi B kao podgrupu. Neka je P prava standardna
paraboli£ka podgrupa od G i neka je P = MN njezina Levijeva dekompozi-
cija, gdje je M Levijev faktor, a N unipotentni radikal.

Neka X(M) ozna£ava Z�modul k�racionalnih karaktera Levijevog faktora
M . Nadalje,

aM = HomZ(X(M),R),

a∗M = X(M)⊗Z R.

Kompleksi�kaciju prostora aM i a∗M ozna£avamo aM,C i a∗M,C. Prostor a∗M,C
je r�dimenzionalan vektorski prostor nad C. Fiksirajmo izomor�zam

a∗M,C ∼= Cr

pomo¢u kojeg identi�ciramo vektore iz a∗M,C s ure�enim r�torkama komplek-
snih brojeva

s = (s1, . . . , sr).

De�nicija 1.2.1. (Inducirana reprezentacija) Neka je π ∼= ⊗vπv kuspi-
dalna automorfna reprezentacija Levijevog faktora M(A) te s ∈ a∗M,C. Tada
de�niramo sljede¢u induciranu reprezentaciju

I(s, π) = Ind
G(A)
P (A)

(
π ⊗ |s(·)| ⊗ 1N(A)

)
,

gdje je s(·) karakter od M(A) koji odgovara s ∈ a∗M,C, a 1N(A) trivijalna
reprezentacija unipotentnog radikala. Indukcija je normalizirana tako da je
sa£uvana unitarnost reprezentacija.

Obzirom da ¢e sve inducirane reprezentacije u ovoj disertaciji biti in-
ducirane sa standardnih paraboli£kih podgrupa naj£e²¢e ¢emo umjesto IndG

P

koristiti oznaku IndG
M gdje je M Levijev faktor. Tako�er, ne¢emo pisati
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1N(A) jer podrazumijevamo da se reprezentacija Levijevog faktora trivijalno
pro²iruje na unipotentni radikal.

Globalna inducirana reprezentacija je restringirani tenzorski produkt lo-
kalnih induciranih reprezentacija

I(s, π) ∼= ⊗vI(s, πv),

gdje uz oznake analogne globalnim

I(s, πv) = Ind
G(kv)
P (kv)

(
πv ⊗ |s(·)|v ⊗ 1N(kv)

)
.

Na skoro svim mjestima I(s, πv) je nerazgranata i tenzorski produkt je re-
stringiran obzirom na do na skalar jedinstvene Kv�invarijantne funkcije na
tim mjestima.

Prema propoziciji 2 u [38], svaki ireducibilni subkvocijent globalne induci-
rane reprezentacije I(s, π) je izomorfan automorfnoj reprezentaciji. Stoga
¢emo uvijek identi�cirati I(s, π) s njezinom realizacijom u prostoru auto-
morfnih formi. Nadalje, automorfne forme

fs ∈ I(s, π)

uvijek biramo na takav na£in da je ovisnost o s analiti£ka na £itavom a∗M,C i
Paley�Wienerova s vrijednostima u prostoru inducirane reprezentacije.

Neka je W Weylova grupa od (G, T ). Od ovog mjesta pretpostavljamo
da su sve paraboli£ke podgrupe s kojima radimo samokonjugirane. To zna£i
da je grupa

W (M) = NG(M)/M

netrivijalna, gdje je NG(M) normalizator od M u G, te da ne postoji w ∈ W
takav da je wMw−1 Levijev faktor neke druge standardne paraboli£ke pod-
grupe od G. Ova pretpostavka je tehni£ke prirode i pojednostavljuje daljnje
izlaganje, a pritom ne smanjuje op¢enitost jer u narednim poglavljima ¢e sve
paraboli£ke podgrupe zaista biti samokonjugirane. Grupa W (M) djeluje na
a∗M,C te reprezentacije od M(A) i M(kv) konjugiranjem

w(s)(m) = s(w−1mw),

w(π)(m) = π(w−1mw).
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De�nicija 1.2.2. (Operator ispreplitanja) Za w ∈ W (M) i fs ∈ I(s, π)
de�niramo standardni operator ispreplitanja

A(s, π, w)fs(g) =

∫

U(A)∩wN(A)w−1

fs(w
−1ng)dn,

gdje je N unipotentni radikal suprotne paraboli£ke podgrupe od P , a dn
�ksirana Haarova mjera na unipotentnom radikalu.

Sljede¢a tvrdnja moºe se na¢i u poglavljima II.1.6 i IV.1.8 knjige [44].
Propozicija 1.2.3. Za s dovoljno duboko u pozitivnoj Weylovoj komori inte-
gral koji de�nira standardni operator ispreplitanja konvergira apsolutno i uni-
formno za g u kompaktnom skupu. Analiti£ki se produljuje do meromorfnog
operatora na £itavom a∗M,C. Izvan polova A(s, π, w) je ispreplitanje induci-
ranih reprezentacija I(s, π) i I(w(s), w(π)).

Standardni operator ispreplitanja dekomponira se u restringirani ten-
zorski produkt lokalnih operatora ispreplitanja. To£nije, ako je

fs = ⊗vfs,v,

onda
A(s, π, w)fs = ⊗vA(s, πv, w)fs,v,

gdje su A(s, πv, w) lokalni standardni operatori ispreplitanja de�nirani inte-
gralom

A(s, πv, w)fs,v(gv) =

∫

U(kv)∩wN(kv)w−1

fs,v(w
−1nvgv)dnv.

Tvrdnje propozicije 1.2.3 vrijede i za lokalne operatore. Uo£imo da je na
skoro svim mjestima fs,v invarijantna za maksimalnu kompaktnu podgrupu
Kv. Na tim mjestima lokalni operator ispreplitanja Kv�invarijantnu funkciju
fs,v preslikava u Kv�invarijantnu funkciju u I(w(s), w(πv)). Vi²e rije£i o tome
bit ¢e u poglavlju o normalizaciji operatora ispreplitanja.

1.3 Eisensteinovi redovi i rezidualni spektar
De�nicija 1.3.1. (Eisensteinov red) Neka je i dalje π ∼= ⊗vπv kuspi-
dalna automorfna reprezentacija Levijevog faktora M(A) te fs ∈ I(s, π) au-
tomorfne forme, pri £emu je ovisnost o s ∈ a∗M,C kao u prethodnom poglavlju.
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Tada de�niramo Eisensteinov red

E(s, g; fs, π) =
∑

γ∈P (k)\G(k)

fs(γg)

za g ∈ G(A).

Sljede¢a tvrdnja se moºe na¢i u poglavljima II.1.5 i IV.1.8 knjige [44].

Propozicija 1.3.2. Za s dovoljno duboko u pozitivnoj Weylovoj komori red
koji de�nira Eisensteinov red konvergira apsolutno i uniformno za g u kom-
paktnom skupu. Analiti£ki se produljuje do meromorfne funkcije na £itavom
a∗M,C.

Koriste¢i Eisensteinove redove koji odgovaraju kuspidalnim automorfnim
reprezentacijama Levijevog faktora M(A) moºe se opisati odgovaraju¢i dio
prostora automorfnih formi. Pritom se, osim prostora L2

P,res spomenutih o
poglavlju 1.1, dobiva i dio kontinuiranog spektra. Ova tvrdnja moºe se na¢i
u poglavlju II.1.12 knjige [44].

Teorem 1.3.3. Doprinos prostoru automorfnih formi reduktivne grupe G koji
odgovara automorfnoj kuspidalnoj reprezentaciji π Levijevog faktora M(A) je
razapet funkcijama

g 7→ 1

(2πi)dim(a∗M,C)

∫

Re(s)=s0

E(s, g; fs, π)ds, (1.1)

gdje je s0 dovoljno duboko u pozitivnoj Weylovoj komori tako da integral koji
de�nira operatore ispreplitanja i suma koja de�nira Eisensteinov red kon-
vergiraju apsolutno u s0. Pritom gornji integral ra£unamo pomakom linije
integracije unutar pozitivne Weylove komore u ishodi²te od a∗M,C, gdje dobi-
vamo integral po Re(s) = 0 koji daje dio kontinuiranog spektra.

Putem prelazimo singularne hiperravnine u kojima Eisensteinov red ima
polove. Poni²tavanjem polova Eisensteinovog reda dobivamo nove integrale
analogne integralima (1.1) na (r−1)�dimenzionalnoj hiperravnini. Odabirom
koordinatnog sustava na hiperravnini s ishodi²tem u ortogonalnoj projek-
ciji ishodi²ta od a∗M,C nastavljamo postupak. Osim doprinosa kontinuiranom
spektru, ako su automorfne forme dobivene iteriranim poni²tavanjem polova
Eisensteinovog reda r puta kvadratno integrabilne, dobivamo dijelove rezid-
ualnog spektra L2

P,res koji odgovaraju kuspidalnoj automorfnoj reprezentaciji
π.
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Ovaj teorem zapravo daje recept kako izra£unati dekompoziciju prostora
L2

P,res kad bi znali na¢i polove Eisensteinovih redova, izra£unati ²to ostane
nakon njihovog iteriranog poni²tavanja te provjeriti kvadratnu integrabilnost.
To ¢e nam omogu¢iti konstantni £lanovi Eisensteinovih redova. Me�utim,
ovom metodom ne dobiva se multiplicitet reprezentacija u rezidualnom spek-
tru, osim ako su polovi u svakoj iteraciji jednostruki kada je multiplicitet
jednak jedan. Da bi se dobili multipliciteti trebalo bi dekomponirati skalarni
produkt pseudo�Eisensteinovih redova, a to je izvan dosega ove disertacije.

De�nicija 1.3.4. (Konstantni £lan Eisensteinovog reda) Neka je π
kuspidalna automorfna reprezentacija Levijevog faktora M(A). Konstantni
£lan Eisensteinovog reda E(s, g; fs, π) duº paraboli£ke podgrupe P je

EP (s, g; fs, π) =

∫

N(k)\N(A)

E(s, ng; fs, π)dn. (1.2)

Budu¢i da je N(k)\N(A) kompaktan, analiti£ka svojstva Eisensteinovog
reda i njegovog konstantnog £lana se podudaraju. Tako�er, konstantni £lan
automorfne forme u potpunosti ju odre�uje prema poglavlju I.3.4 iz [44].
Stoga je dovoljno prou£iti polove i kvadratnu integrabilnost konstantnog
£lana. Sljede¢a propozicija dovodi u vezu konstantni £lan Eisensteinovog
reda s operatorima ispreplitanja i moºe se na¢i u poglavlju II.1.7. knjige [44].

Propozicija 1.3.5. Neka je P samokonjugirana standardna prava paraboli£-
ka podgrupa od G i π kuspidalna automorfna reprezentacija njezinog Levijevog
faktora M(A). Tada je konstantni £lan Eisensteinovog reda E(s, g; fs, π)
jednak

EP (s, g; fs, π) =
∑

w∈W (M)

A(s, π, w)fs(g). (1.3)

Da bismo odredili dekompoziciju prostora L2
P,res, a time i £itav rezidu-

alni spektar L2
res, ra£unat ¢emo upravo polove sume operatora ispreplitanja

(1.3) unutar pozitivne Weylove komore. To ¢e nam omogu¢iti normalizacija
operatora ispreplitanja pomo¢u L�funkcija koju uvodimo u tre¢em poglavlju.

Iteriranim poni²tavanjem polova Eisensteinovog reda zaista dobivamo di-
jelove rezidualnog spektra ako i samo ako su dobivene forme kvadratno inte-
grabilne. Sljede¢i kriterij kvadratne integrabilnosti moºe se na¢i na stranici
104 knjige [37].



LANGLANDSOVA SPEKTRALNA TEORIJA 19

Lema 1.3.6. (Langlandsov kriterij kvadratne integrabilnosti) Prostor
dobiven nakon iteriranog poni²tavanja pola Eisensteinovog reda E(s, g; fs, π)
u to£ki

s = (z1, . . . , zr) ∈ a∗M,C
sastoji se od kvadratno integrabilnih automorfnih formi ako i samo ako

w(z1, . . . , zr) = (z′1, . . . , z
′
r)

zadovoljava nejednakosti

Re(z′1) < 0,

Re(z′1) + Re(z′2) < 0,

. . .

Re(z′1) + . . . + Re(z′r) < 0,

za svaki w ∈ W (M) takav da odgovaraju¢i operator ispreplitanja u konstant-
nom £lanu (1.3) daje netrivijalan doprinos sumi nakon iteriranog poni²ta-
vanja polova.

Naglasimo na kraju ovog poglavlja da provedba ovog recepta za ra£u-
nanje rezidualnog spektra nije tako jednostavna kao ²to izgleda. Javlja se
nekoliko problema. Najprije, nije jednostavno dokazati da je nakon normal-
izacije, normalizirani operator ispreplitanja holomorfan i razli£it od nule u
£itavoj zatvorenoj pozitivnoj Weylovoj komori. Nadalje, osim za grupe malog
ranga, te²ko je vidjeti nakon poni²tavanja polova da li se pojedini operatori
me�usobno poni²tavaju ili ne.

U dekompoziciji rezidualnog spektra u £etvrtom poglavlju uvijek pret-
postavljamo da su kuspidalne automorfne reprezentacije odabrane tako da
su polovi Eisensteinovih redova realni. Takvo svojstvo ima svaka kuspidalna
automorfna reprezentacija nakon pogodnog zakretanja imaginarnom potenci-
jom apsolutne vrijednosti reducirane norme ili determinante. Stoga navedena
pretpostavka ne smanjuje op¢enitost, ve¢ je samo pogodan odabir koordi-
natnog sustava.



Poglavlje 2

Hermitske kvaternionske grupe

U ovom poglavlju sakupljene su £injenice o strukturi te rezultati iz teorije
reprezentacija hermitskih kvaternionskih grupa i njihovih Levijevih podgrupa
nad lokalnim poljima karakteristike nula. Izbor je napravljen isklju£ivo ima-
ju¢i u vidu primjene u sljede¢im poglavljima ove disertacije. Stoga, ni u kojem
slu£aju ne treba smatrati ovo poglavlje cjelovitim pregledom rezultata.

Najprije su de�nirane sve grupe koje su potrebne u ovoj disertaciji zajedno
s njihovom pogodnim matri£nim realizacijama. Slijedi podsjetnik na lokalnu
i globalnu Jacquet�Langlandsovu korespodenciju, Langlandsovu klasi�kaciju
za hermitske kvaternionske grupe, slutnju o standardnom modulu te neke
rezultate o ireducibilnosti induciranih reprezentacija za op¢u linearnu grupu.
Sam kraj poglavlja posve¢en je induciranim reprezentacijama hermitske kva-
ternionske grupe ranga jedan koja je unutarnja forma rascjepive grupe SO4.

2.1 Struktura
2.1.1 De�nicije
Kao i prije, neka je k algebarsko polje brojeva i A prsten adela od k. Za
mjesto v od k ozna£imo s kv upotpunjenje od k na mjestu v. Neka je D
kvaternionska algebra centralna nad k i τ uobi£ajena involucija koja �ksira
centar od D. Tada je D rascjepiva na skoro svim mjestima od k, odnosno na
tim mjestima je upotpunjenje

D ⊗k kv
∼= M(2, kv),

20
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gdje je M(2, kv) aditivna grupa 2 × 2 matrica s koe�cijentima iz kv. Na
kona£no mnogo mjesta v od k na kojima D nije rascjepiva upotpunjenje

D ⊗k kv
∼= Dv,

gdje je Dv do na izomor�zam jedinstvena kvaternionska algebra centralna nad
kv. U ovoj disertaciji pretpostavljamo da je D rascjepiva na svim arhimed-
skim mjestima. Kona£an skup nearhimedskih mjesta na kojima D nije ras-
cjepiva ozna£avamo sa S. Broj takvih mjesta je uvijek paran.

Reduciranu normu kvaternionske algebre D ozna£avat ¢emo s det′. Istu
oznaku koristimo i za reduciranu normu proste algebre D ⊗k A. Ona je
produkt lokalnih reduciranih normi det′v pri £emu je na mjestima v 6∈ S
reducirana norma det′v zapravo determinanta. Apsolutnu vrijednost lokalnih
i globalnih reduciranih normi ozna£avamo s ν.

Uvedimo sada grupe koje ¢emo koristiti. Neka je GLn rascjepiva op¢a
linearna grupa de�nirana nad k koja se sastoji od svih invertibilnih n × n
matrica. Rascjepiva specijalna linearna grupa SLn de�nirana nad k je njezina
podgrupa koja se sastoji od svih n×n matrica jedini£ne determinante. Rasc-
jepiva specijalna ortogonalna grupa SO2n de�nirana nad k je komponenta
povezanosti grupe izometrija bilinearne forme de�nirane 2n× 2n matricom

J2n =




0 . . . 0 1
... . .. . .. 0

0 . .. . .. ...
1 0 . . . 0


 .

Neka je GL′n algebarska grupa de�nirana nad k invertibilnih n×n matrica
s koe�cijentima iz D. Tada

GL′n(kv) ∼=
{

GL2n(kv), za v 6∈ S,
GLn(Dv), za v ∈ S.

Algebarsku podgrupu od GL′n koja se sastoji od matrica jedini£ne reducirane
norme determinante ozna£avamo s SL′n. Vrijedi

SL′n(kv) ∼=
{

SL2n(kv), za v 6∈ S,
SLn(Dv), za v ∈ S.
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Na GL′n tako�er koristimo oznake det′ i det′v za reduciranu normu determi-
nante nad adelima i nad lokalnim poljem kv. Apsolutnu vrijednost reducirane
norme determinante ozna£avamo s ν.

Neka je V desni vektorski prostor nad D dimenzije 2n. Fiksirajmo bazu

{e1, . . . , e2n}

od V . Antihermitska forma (·, ·) na V de�nirana je na bazi

(ei, ej) = δi,2n−j+1 za 1 6 i 6 j 6 2n

i pro²iruje se formulama

(v, v′) = −τ((v′, v)),

(vx, v′x′) = τ(x)(v, v′)x′

za sve v, v′ ∈ V i x, x′ ∈ D. Algebarsku grupu nad k svih izometrija forme
(·, ·) ozna£avamo s G′

n. To je unutarnja forma rascjepive grupe SO4n. Stoga,

G′
n(kv) ∼=

{
SO4n(kv), za v 6∈ S,
G′

n(Dv), za v ∈ S.

2.1.2 Grupa G′
2

Ova disertacija bavi se upravo rezidualnim spektrom grupe G′
2 koja je un-

utarnja forma rascjepive grupe SO8. Stoga ¢emo sada detaljnije prou£iti
njezinu strukturu. Neka je T ′ maksimalni rascjepivi torus nad k u G′

2. Tada
je

T ′ ∼= GL1 ×GL1.

Ozna£imo s Φ′ skup korijena od G′
2 obzirom na T ′. Tada

Φ′ = {±e1 ± e2,±2e1,±2e2},

gdje je za i = 1, 2,

ei(t1, t2) = ti za sve (t1, t2) ∈ T ′ ∼= GL1 ×GL1.

Za skup pozitivnih korijena odaberimo

Φ′+ = {e1 ± e2, 2e1, 2e2}.
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Odgovaraju¢i skup prostih korijena je

∆′ = {e1 − e2, 2e2}.
Standardne paraboli£ke podgrupe od G′

2 de�nirane nad k odgovaraju pod-
skupovima skupa prostih korijena ∆′. Minimalnu paraboli£ku podgrupu koja
odgovara praznom skupu prostih korijena ozna£imo s P ′

0. U Levijevoj dekom-
poziciji P ′

0 = M ′
0N

′
0 Levijev faktor je

M ′
0
∼= GL′1 ×GL′1.

Grupa G′
2 ima jo² dvije maksimalne prave standardne paraboli£ke podgrupe

koje odgovaraju jedno£lanim podskupovima od ∆′. Neka P ′
1 = M ′

1N
′
1 s

Levijevim faktorom
M ′

1
∼= GL′2

odgovara prostom korijenu e1 − e2, a P ′
2 = M ′

2N
′
2 s Levijevim faktorom

M ′
2
∼= GL′1 ×G′

1

odgovara prostom korijenu 2e2. Weylovu grupu od (G′
2, T

′) ozna£imo s W .
Uo£imo da su po de�niciji iz poglavlja 1.2 sve tri prave paraboli£ke podgrupe
od G′

2 samokonjugirane. Pritom W (M ′
0) je zapravo £itava Weylova grupa W .

Ako ozna£imo s w1 re�eksiju na prostom korijenu e1 − e2, a s w2 re�eksiju
na prostom korijenu 2e2, onda je

W = W (M ′
0) = {1, w1, w2, w1w2, w2w1, w1w2w1, w2w1w2, w1w2w1w2}.

Nadalje, W (M ′
1) i W (M ′

2) sadrºe jedinstveni netrivijalni element kojeg u oba
slu£aja ozna£avamo w0. Za M ′

1 to je element koji odgovara elementu w2w1w2

Weylove grupe, a za M ′
2 odgovara elementu w1w2w1.

Promotrimo sada jo² i rascjepivu grupu SO8 £ija unutarnja forma je G′
2.

Standardne paraboli£ke podgrupe od SO8 £ije su unutarnje forme P ′
0, P ′

1 i P ′
2

ozna£avamo redom s P0, P1 i P2. Neka je Pi = MiNi Levijeva dekompozicija
za i = 0, 1, 2. Tada

M0
∼= GL2 ×GL2,

M1
∼= GL4,

M2
∼= GL2 × SO4.

Sve tri paraboli£ke podgrupe su samokonjugirane te W (Mi) ∼= W (M ′
i).
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Uo£imo da su prostori a∗M ′
i ,C i a∗Mi,C izomorfni za i = 0, 1, 2. Prostori

a∗M ′
0,C i a∗M0,C su dvodimenzionalni i za bazu uzimamo reducirane norme na

svakoj od kopija GL′1 u M ′
0, odnosno determinante na svakoj od kopija GL2

u M0. Time ujedno �ksiramo izomor�zam. Pozitivnu Weylovu komoru £ine
svi parovi s = (s1, s2) ∈ C2 takvi da vrijedi

Re(s1) > Re(s2) > 0.

Prostori a∗M ′
1,C i a∗M1,C su jednodimenzionalni i za bazu uzimamo reduciranu

normu determinante na M ′
1
∼= GL′2, odnosno determinantu na M1

∼= GL4,
£ime �ksiramo izomor�zam. Prostori a∗M ′

2,C i a∗M2,C su tako�er jednodimen-
zionalni. Za bazu uzimamo reduciranu normu na GL′1 u M ′

2, odnosno de-
terminantu na GL2 u M2. Time je �ksiran izomor�zam. Pozitivne Weylove
komore u oba slu£aja maksimalnih paraboli£kih podgrupa dane su uvjetom
Re(s) > 0 za s ∈ C.

Napomenimo jo² da i u situacijama koje nisu ovdje eksplicitno navedene,
uvijek za bazu prostora a∗M ′,C, gdje je M ′ Levijev faktor neke standardne
paraboli£ke podgrupe rascjepive klasi£ne grupe ili njezine unutarnje forme,
biramo determinante, odnosno reducirane norme determinante na svakoj od
grupa GLm ili GL′m koje se javljaju u M ′. Naglasimo da ovakav odabir
baze nije uvijek u skladu s bazom α̃ koja je odabrana u slu£aju maksimalne
standardne prave paraboli£ke podgrupe rascjepive klasi£ne grupe u poglavlju
3.1. Na primjer za standardnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom
GL2 u rascjepivoj grupi SO4 je α̃ = det1/2

v .

w w(s) = w(s1, s2) w(π′) ∼= w(π′1 ⊗ π′2)
1 (s1, s2) π′1 ⊗ π′2
w1 (s2, s1) π′2 ⊗ π′1
w2 (s1,−s2) π′1 ⊗ π̃′2

w1w2 (−s2, s1) π̃′2 ⊗ π′1
w2w1 (s2,−s1) π′2 ⊗ π̃′1

w1w2w1 (−s1, s2) π̃′1 ⊗ π′2
w2w1w2 (−s2,−s1) π̃′2 ⊗ π̃′1

w1w2w1w2 (−s1,−s2) π̃′1 ⊗ π̃′2

Tablica 1. Djelovanje W (M ′
0) na a∗M ′

0,C i reprezentacije od M ′
0(A)

Kao ²to je ve¢ navedeno u poglavlju 1.2, elementi w ∈ W (M ′
0) djeluju

na s = (s1, s2) ∈ a∗M ′
0,C i kuspidalnu automorfnu reprezentaciju π′ ∼= π′1 ⊗ π′2
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grupe M ′
0(A) ∼= GL′1(A)×GL′1(A) konjugiranjem, odnosno

w(s)(m) = s(w−1mw),

w(π)(m) = π(w−1mw),

za m ∈ M ′
0(A). To djelovanje eksplicitno je navedeno u tablici 1 za sve

w ∈ W (M ′
0). Pritom ·̃ ozna£ava kontragredijentnu reprezentaciju.

2.1.3 Matri£na realizacija grupe G′
1

Na kraju navodimo, nad lokalnim poljem kv za rascjepiva i nerascjepiva
mjesta, pogodnu matri£nu realizaciju grupe G′

1 koja je unutarnja forma rasc-
jepive grupe SO4. Moºe se pokazati da se G′

1 kao algebarska grupa nad k
moºe realizirati kao

G′
1 =





[
ag bg
cg dg

]
∈ GL′2 :

g ∈ GL′1,
[

a b
c d

]
∈ GL2,

(ad− bc)det′(g) = 1



 (2.1)

gdje je det′ odgovaraju¢a reducirana norma. Stoga G′
1 ima sljede¢e dvije

podgrupe

SL
′(1)
1 =

{[
g 0
0 g

]
∈ GL′2 : g ∈ SL′1

}
,

SL
(2)
2 =

{[
aI ′1 bI ′1
cI ′1 dI ′1

]
∈ GL′2 :

[
a b
c d

]
∈ SL2

}
,

gdje je I ′n na rascjepivim mjestima jedini£na 2n × 2n matrica, a na nerasc-
jepivim mjestima jedini£na n× n matrica. Presjek ovih podgrupa je {±I ′2},
a produkt SL

′(1)
1 SL

(2)
2 normalna podgrupa od G′

1. Nad lokalnim poljem kv

kvocijent je kona£an i to izomorfan s k×v /(k×v )2.
Neka je {γv} �ksirani skup predstavnika u kvocijentu k×v /(k×v )2. Koris-

te¢i γv, uvodimo predstavnike γ′v koji su istovremeno predstavnici klasa u
kvocijentima

GL′1(kv)/SL′1(kv)Z
′(kv) i G′

1(kv)/SL
′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv),

gdje je Z ′ centar od GL′1. Na rascjepivim mjestima γ′v su matrice

[
γv 0
0 1

]
∈ GL2(kv) i




γv 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 γ−1

v


 ∈ SO4(kv).
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Na nerascjepivim mjestima neka je

γ̂v ∈ D×
v
∼= GL′1(kv)

element koji odgovara matrici
[

γv 0
0 1

]
∈ GL2(kv)

u matri£noj reprezentaciji od Dv kao u poglavlju 2 u [19]. Tada su γ′v istovre-
meno

γ̂v ∈ GL′1(kv) ∼= D×
v i

[
γ̂v 0
0 γ−1

v γ̂v

]
∈ G′

1(kv) ∼= G′
1(Dv).

Ovakve jednake oznake predstavnika klasa za dva kvocijenta opravdane su
£injenicom da konjugiranje elemenata od SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv) s γ′v kao elemen-

tom u G′
1(kv) je zapravo isto ²to i odvojeno konjugiranje elemenata svake od

podgrupa SL
′(1)
1 (kv) i SL

(2)
2 (kv) s γ′v kao elementom u GL′1(kv) i GL2(kv).

Ova £injenica o konjugiranju omogu¢it ¢e nam u nastavku da prou£imo in-
ducirane reprezentacije grupe G′

1(kv).

2.2 Reprezentacije
2.2.1 Jacquet�Langlandsova korespodencija
U ovom poglavlju najprije ¢emo se podsjetiti Jacquet�Langlandsove kore-
spodencije. Lokalno, to je bijekcija izme�u ireducibilnih dopustivih repre-
zentacija grupe GL′1(kv) i ireducibilnih dopustivih kvadratno integrabilnih
reprezentacija rascjepive grupe GL2(kv), a globalno izme�u kuspidalnih auto-
morfnih reprezentacija grupe GL′1(A) i odre�enih automorfnih reprezentacija
grupe GL2(A). Precizniji iskaz Jacquet�Langlandsove korespondencije dan
je u sljede¢a dva teorema koji se mogu na¢i u poglavlju 8 u [10].

Teorem 2.2.1. (Lokalna Jacquet�Langlandsova korespodencija) Ne-
ka je v nearhimedsko mjesto od k na kojem D nije rascjepiva. Tada postoji
jedinstvena bijekcija

π′v ↔ πv
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izme�u klasa izomorfnosti ireducibilnih dopustivih reprezentacija π′v grupe
GL′1(kv) ∼= D×

v i klasa izomorfnosti ireducibilnih dopustivih kvadratno inte-
grabilnih reprezentacija πv grupe GL2(kv) karakterizirana uvjetom na njihove
karaktere

θπ′v(g
′) = −θπv(g)

za sve regularne poluproste elemente g′ i g od GL′1(kv) i GL2(kv) vezane
uvjetom da im se karakteristi£ni polinomi podudaraju.

Na osnovu ovog teorema, za potrebe ove disertacije de�niramo lokalni lift
reprezentacija od GL′1(kv).

De�nicija 2.2.2. (Lokalni lift) Na nerascjepivom mjestu v ∈ S lokalni lift
reprezentacije π′v grupe GL′1(kv) je reprezentacija πv grupe GL2(kv) koja je
s π′v u Jacquet�Langlandsovoj korespodenciji.

Na rascjepivom mjestu v 6∈ S je GL′1(kv) ∼= GL2(kv), pa je lokalni lift
de�niran naprosto kao πv

∼= π′v.

Budu¢i da grupa GL′1 nema pravih paraboli£kih podgrupa de�niranih nad
k, sve reprezentacije π′v od GL′1(kv) za nerascjepivo mjesto v su superkuspi-
dalne. Ako je π′v jednodimenzionalna, onda postoji karakter χv od k×v takav
da je

π′v ∼= χv ◦ det′v.

U Jacquet�Langlandsovoj korespodenciji ova jednodimenzionalna reprezen-
tacija odgovara Steinbergovoj reprezentaciji od GL2(kv) zakrenutoj za χv

koju ozna£avamo sa Stχv . To je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija
inducirane reprezentacije

Ind
GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
χv| · |1/2 ⊗ χv| · |−1/2

)
.

Po prethodnoj de�niciji Stχv je lokalni lift od χv ◦det′v. Uo£imo da ¢e nas za-
pravo zanimati jedino unitarne reprezentacije od GL′1(kv) jer su takve lokalne
komponente kuspidalnih automorfnih reprezentacija. Za unitarnu jednodi-
menzionalnu reprezentaciju χv je unitarni karakter.

Teorem 2.2.3. (Globalna Jacquet�Langlandsova korespodencija)
Neka je π′ ∼= ⊗π′v kuspidalna automorfna reprezentacija grupe GL′1(A) koja
nije jednodimenzionalna. Formiramo reprezentaciju π ∼= ⊗vπv grupe GL2(A)
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pri £emu je na svim mjestima πv lokalni lift od π′v. Tada je π kuspidalna
automorfna reprezentacija i preslikavanje

π′ 7→ π

je bijekcija izme�u klasa izomorfnosti kuspidalnih automorfnih reprezentacija
grupe GL′1(A) koje nisu jednodimenzionalne i klasa izomorfnosti kuspidalnih
automorfnih reprezentacija grupe GL2(A) takvih da je lokalna komponenta
πv kvadratno integrabilna na svim mjestima v ∈ S.

Prije de�nicije globalnog lifta pogledajmo ²to se doga�a s jednodimen-
zionalnim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama od GL′1(A). Za takvu
reprezentaciju π′ postoji unitarni karakter χ od A×/k× takav da je

π′ ∼= χ ◦ det′.

Pritom, ako je χ =
∏

v χv dekompozicija karaktera χ, onda je

χ ◦ det′ ∼= ⊗v(χv ◦ det′v).

Htjeli bismo i u ovom slu£aju de�nirati globalni lift koji ¢e biti reprezentacija
u diskretnom spektru od GL2(A). Me�utim, koriste¢i lokalne liftove na svim
mjestima ne dobiva se takva reprezentacija. Umjesto toga globalni lift de�ni-
ramo na sljede¢i na£in.

De�nicija 2.2.4. (Globalni lift) Za kuspidalnu automorfnu reprezentaciju
π′ grupe GL′1(A) koja nije jednodimenzionalna globalni lift je kuspidalna
automorfna reprezentacija π grupe GL2(A) iz prethodnog teorema.

Za jednodimenzionalnu kuspidalnu automorfnu reprezentaciju χ ◦ det′

grupe GL′1(A) globalni lift je rezidualna automorfna reprezentacija

χ ◦ det ∼= ⊗v(χv ◦ detv)

grupe GL2(A). Naglasimo da u ovom slu£aju globalni lift nije kompatibilan
s lokalnim liftovima.

Time smo de�nirali lokalni i globalni lift reprezentacija grupe GL′1 na
rascjepivu grupu GL2. Za Levijev faktor M ′

0
∼= GL′1×GL′1 lokalni i globalni

lift na M0
∼= GL2 × GL2 de�niran je koriste¢i lokalni i globalni lift za GL′1

na svakoj kopiji posebno.
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2.2.2 Langlandsova klasi�kacija i slutnja o standardnom
modulu

Sljede¢a tema je Langlandsova klasi�kacija za hermitske kvaternionske grupe
G′

n. Rezultati su potpuno analogni Langlandsovoj klasi�kaciji za rascjepive
grupe i mogu se na¢i u poglavlju 4.1 u [20].

Teorem 2.2.5. (Langlandsova klasi�kacija za G′
n) Neka je v ∈ S ne-

arhimedsko mjesto od k na kojem D nije rascjepiva. Za svaku paraboli£ku
padgrupu P ′ = M ′N ′ od G′

n induciranu reprezentaciju

I(s, τ ′v)

zovemo standardni modul ako je s u pozitivnoj Weylovoj komori, a τ ′v (uni-
tarna) temperirana reprezentacija od M ′(kv). Svaki standardni modul ima
jedinstvenu maksimalnu podreprezentaciju koja je jezgra standardnog opera-
tora ispreplitanja

A(s, τ ′v, w)

za najdulji element w Weylove grupe modulo M ′. Slika tog operatora je stoga
izomorfna jedinstvenom ireducibilnom kvocijentu standardnog modula kojeg
zovemo Langlandsov kvocijent.

Za svaku ireducibilnu dopustivu reprezentaciju π′v grupe G′
n postoji stan-

dardni modul £iji je Langlandsov kvocijent izomorfan s π′v.

Paraboli£ke podgrupe od G′
n imaju Levijeve faktore oblika

GL′n1
× . . .×GL′nk

×G′
m,

gdje je n1 + . . .+nk +m = n, ni > 1 i m > 0. Stoga je temperirana reprezen-
tacija Levijevog faktora tenzorski produkt temperiranih reprezentacija grupa
GL′ni

(kv) i G′
m(kv). Kao i u rascjepivom slu£aju temperirana reprezentacija

grupe GL′ni
(kv) je puna inducirana reprezentacija s kvadratno integrabilne

reprezentacije, pa se Langlandsova klasi�kacija moºe iskazati koriste¢i kva-
dratno integrabilne reprezentacije grupa GL′ni

(kv). Tada umjesto uvjeta da
je s = (s1, . . . , sk) u pozitivnoj Weylovoj komori dovoljan je slabiji uvjet koji
dozvoljava nekoliko uzastopnih jednakih realnih dijelova Re(si).

Slutnja o standardnom modulu za rascjepive klasi£ne grupe dokazana
je u [58] za arhimedski slu£aj te u [6] i [46] za nearhimedski slu£aj. Ona
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daje odgovor na pitanje kad je Langlandsov kvocijent standardnog mod-
ula generi£ke temperirane reprezentacije Levijevog faktora tako�er generi£ka
reprezentacija. Pritom je standardni modul za rascjepive grupe de�niran na
isti na£in kao za G′

n u teoremu 2.2.5. De�nicija generi£kih reprezentacija
moºe se na¢i u poglavljima 1.3 i 4.1 u [14].

Teorem 2.2.6. (Slutnja o standardnom modulu) Neka je ψv netrivijalni
neprekidni aditivni karakter od kv. Neka je G rascjepiva klasi£na grupa de�ni-
rana nad k i τv temperirana ψv�generi£ka reprezentacija od G(kv). Tada
je Langlandsov kvocijent standardnog modula I(s, τv) tako�er ψv�generi£ka
reprezentacija ako i samo ako je standardni modul ireducibilan.

2.2.3 Leme o induciranim reprezentacijama
Navedimo sada nekoliko lema o induciranim reprezentacijama i ispreplitan-
jima koje ¢emo koristiti u sljede¢im poglavljima.

Lema 2.2.7. Neka je P = MN maksimalna prava paraboli£ka podgrupa
reduktivne grupe G de�nirane nad k. Neka je πv ireducibilna temperirana
reprezentacija od M(kv). Tada su kompozicioni nizovi induciranih reprezen-
tacija

I(s, πv) i I(−s, w0(πv))

jednaki za sve s ∈ a∗M,C, gdje je w0 jedinstveni netrivijalni element Weylove
grupe modulo M .

Dokaz. Za s na imaginarnoj osi obje reprezentacije I(s, πv) i I(−s, w0(πv))
su ireducibilne osim u diskretnom podskupu imaginarne osi. Za takve s oper-
ator ispreplitanja A(s, πv, w0) je izomor�zam, pa su karakteri tih induciranih
reprezentacija jednaki. Analiti£kim produljenjem dobivamo jednakost karak-
tera za sve s ∈ a∗M,C, pa reprezentacije I(s, πv) i I(−s, w0(πv)) imaju jednake
kompozicione nizove.

Lema 2.2.8. Neka je G reduktivna grupa de�nirana nad k te σv ireducibilna
dopustiva reprezentacija od G(kv). Tada svaki operator ispreplitanja

A : σv → σv

djeluje mnoºenjem skalarom. Nadalje, ako je A2 identiteta onda je taj skalar
jednak 1 ili −1.
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Dokaz. Neka je V prostor reprezentacije σv. Za nearhimedsko mjesto v,
zbog dopustivosti reprezentacije σv, postoji otvorena kompaktna podgrupa
K od G(kv) takva da je prostor K�invarijanata V K kona£nodimenzionalan i
netrivijalan. Operator ispreplitanja A ima svojstvenu vrijednost ηv na V K .
Stoga operator ispreplitanja A− ηvIdv ima netrivijalnu jezgru. Budu¢i da je
σv ireducibilna, A− ηvIdv je nuloperator pa je A = ηvIdv.

Za arhimedsko mjesto v, zbog dopustivosti reprezentacije σv, svi Kv�
izotipovi su kona£nodimenzionalni, gdje je Kv maksimalna kompaktna pod-
grupa od G(kv). Operator ispreplitanja A ima svojstvenu vrijednost ηv na
netrivijalnom Kv�izotipu pa je ostatak dokaza jednak kao u nearhimedskom
slu£aju.

Na kraju, iz A2 = Idv slijedi η2
v = 1, odnosno ηv ∈ {±1}.

Lema 2.2.9. Neka je v nearhimedsko mjesto na kojem D nije rascjepiva te
neka su π′1,v i π′2,v ireducibilne unitarne reprezentacije od GL′1(kv). Tada je
inducirana reprezentacija

Ind
GL′2(kv)

GL′1(kv)×GL′1(kv)

(
π′1,v ⊗ π′2,v

)

ireducibilna.
Neka je v mjesto na kojem je D rascjepiva. Neka su χv, χ1,v i χ2,v

unitarni karakteri od k×v , π1,v i π2,v ireducibilne unitarne reprezentacije grupe
GL2(kv) te τv generi£ka temperirana reprezentacija grupe GL2(kv). Tada su
inducirane reprezentacije

Ind
GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv) (χ1,v| · |α1 ⊗ χ2,v| · |α2) ,

Ind
GL4(kv)
GL2(kv)×GL2(kv) (π1,v ⊗ π2,v) ,

Ind
GL3(kv)
GL1(kv)×GL2(kv)

(
χ1,v| · |1/2 ⊗ (χ2,v ◦ detv)

)
,

Ind
GL3(kv)
GL1(kv)×GL2(kv)

(
χ1,v| · |β ⊗ τv

)

ireducibilne, gdje su α1, α2 i β realni brojevi za koje vrijedi
|α1 − α2| < 1,

|β| 6 1/2.

Dokaz. Za nearhimedsko mjesto v na kojem D nije rascjepiva, π′1,v i π′2,v

su superkuspidalne pa ireducibilnost slijedi iz teorema B.2.d u [7]. Op¢en-
itije rezultate za GLn na nerascjepivom mjestu moºe se na¢i u [55]. Na
arhimedskim mjestima ireducibilnost svih induciranih reprezentacija slijedi
iz rezultata u [54], a na rascjepivim nearhimedskim mjestima iz [3].
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2.2.4 Reprezentacije grupe G′
1(kv)

Na kraju ovog poglavlja ostaje promotriti inducirane reprezentacije grupe
G′

1(kv) na rascjepivim i nerascjepivim mjestima. Pritom koristimo matri£nu
realizaciju grupe G′

1(kv) iz poglavlja 2.1.3. i oznake koje su tamo uvedene.

Lema 2.2.10. Neka je π′v ireducibilna reprezentacija grupe G′
1(kv). Tada se

restrikcija od π′v na podgrupu SL
′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv) dekomponira u

π′v
∣∣∣
SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv)

∼=
⊕

γ′v∈Γ′v

(
σ
′γ′v
1,v ⊗ σ

γ′v
2,v

)
,

gdje je σ′1,v ⊗ σ2,v proizvoljna ireducibilna podreprezentacija u toj restrikciji,
a σ

γ′v
i,v ozna£ava reprezentaciju

σ
γ′v
i,v(g) = σi,v(γ

′−1
v gγ′v).

Skup Γ′v je podskup skupa svih predstavnika γ′v koji ima svojstvo da me�u
reprezentacijama

σ
′γ′v
1,v ⊗ σ

γ′v
2,v

za γ′v ∈ Γ′v nema izomorfnih.
Obratno, za ireducibilnu reprezentaciju

σ′1,v ⊗ σ2,v

grupe SL
′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv) postoji ireducibilna reprezentacija π′v grupe G′

1(kv)
takva da vrijedi

σ′1,v ⊗ σ2,v ⊂ π′v
∣∣∣
SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv)

.

Takva reprezentacija π′v je jedinstvena do na kvadratni karakter od G′
1(kv)

koji je trivijalan na SL
′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv).

Dokaz. Uzev²i u obzir £injenice o konjugiranju elementima γ′v u G′
1(kv) i

GL′1(kv) navedene na kraju poglavlja 2.1.3, ova lema se dokazuje na isti
na£in kao leme 2.4, 2.5 i 2.8 u [36]. Sli£ni rezultati za restrikciju s GLn na
SLn mogu se na¢i u [56].
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Lema 2.2.11. Neka je
π′v = Ind

G′1(kv)

GL′1(kv)σ
′
v,

gdje je σ′v ireducibilna unitarna reprezentacija grupe GL′1(kv). Tada se, uz oz-
nake iz prethodne leme 2.2.10, restrikcija od π′v na SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv) dekom-

ponira u

π′v
∣∣∣
SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv)

∼=

 ⊕

γ′v∈Γ′v

τ ′γ
′
v

v


⊗ Ind

SL
(2)
2 (kv)

GL1(kv) ωσ′v ,

gdje je τ ′v podreprezentacija restrikcije od σ′v s GL′1(kv) na SL
′(1)
1 (kv), a ωσ′v

centralni karakter od σ′v. Skup Γ′v je podskup skupa svih predstavnika γ′v koji
ima svojstvo da me�u reprezentacijama τ

γ′v
v za γ′v ∈ Γ′v nema izomorfnih.

Stoga je π′v ireducibilna ako je ωσ′v trivijalan, a ina£e je direktna suma
dvaju ireducibilnih podreprezentacija koje nisu me�usobno izomorfne.
Dokaz. Primjena Mackeyjeve teorije kao u Korolaru 5.3.4.2 u [60] na na²
slu£aj podgrupe kona£nog indeksa daje
(
Ind

G′1(kv)

GL′1(kv)σ
′
v

) ∣∣∣
SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv)

∼= Ind
SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv)

SL
′(1)
1 (kv)T (2)(kv)

(
σ′v

∣∣∣
SL

′(1)
1 (kv)T (2)(kv)

)
,

gdje je T (2) maksimalan rascjepivi torus u SL
(2)
2 te

SL
′(1)
1 (kv)T

(2)(kv) ∼= GL′1(kv) ∩ SL
′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv).

U matri£noj realizaciji grupe G′
1(kv) iz poglavlja 2.1.3 je SL

′(1)
1 zapravo SL′1

kao podgrupa Levijevog faktora GL′1, a T (2) centar tog GL′1. Stoga, koriste¢i
rezultate za GL′1 iz [36] analogne prethodnoj lemi 2.2.10, restrikcija na desnoj
strani se dekomponira u kona£nu direktnu sumu


 ⊕

γ′v∈Γ′v

τ ′γ
′
v

v


⊗ ωσ′v ,

gdje je τ ′v ireducibilna podreprezentacija restrikcije od σ′v na SL
′(1)
1 , a ωσ′v

centralni karakter od σ′v. Dakle,

π′v
∣∣∣
SL

′(1)
1 (kv)SL

(2)
2 (kv)

∼=

 ⊕

γ′v∈Γ′v

τ ′γ
′
v

v


⊗ Ind

SL
(2)
2 (kv)

T (2)(kv)
ωσ′v .
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Na kraju, ako je ωσ′v trivijalan, onda je inducirana reprezentacija

Ind
SL

(2)
2 (kv)

T (2)(kv)
ωσ′v

ireducibilna i restrikcija od π′v postaje
⊕

γ′v∈Γ′v

(
τ ′γ

′
v

v ⊗ Ind
SL

(2)
2 (kv)

T (2)(kv)
ωσ′v

)

²to je restrikcija ireducibilne reprezentacije od G′
1(kv). Ako pak ωσ′v nije

trivijalan, onda se inducirana reprezentacija

Ind
SL

(2)
2 (kv)

T (2)(kv)
ωσ′v

dekomponira u direktnu sumu dvaju ireducibilnih reprezentacija od SL
(2)
2 (kv)

koje su me�usobno konjugirane nekim predstavnikom γ′v. Ozna£imo te di-
rektne sumande τ+ i τ−. Tada se restrikcija od π′v moºe zapisati kao


 ⊕

γ′v∈Γ′v

(
τ ′γ

′
v

v ⊗ (τ+)γ′v
)

 ⊕


 ⊕

γ′v∈Γ′v

(
τ ′γ

′
v

v ⊗ (τ−)γ′v
)

 .

Pritom je svaka uglata zagrada restrikcija ireducibilne reprezentacije grupe
G′

1(kv). Stoga je u ovom slu£aju π′v direktna suma dvaju ireducibilnih repre-
zentacija koje nisu me�usobno izomorfne.

Korolar 2.2.12. Neka je v nearhimedsko mjesto od k gdje D nije rascjepiva
i χv unitarni kvadratni karakter od k×v . Tada je inducirana reprezentacija

Ind
G′1(kv)

GL′1(kv) (χv ◦ det′v)

ireducibilna i temperirana.
Neka je v mjesto od k gdje je D rascjepiva i σv samokontragredijentna

reprezentacija komplementarne serije od GL2(kv). Tada je inducirana repre-
zentacija

Ind
SO4(kv)
GL2(kv)σv

ireducibilna.
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Dokaz. Centralni karakter reprezentacije χv ◦ det′v je χ2
v. Budu¢i da je χv

kvadratni karakter, χ2
v je trivijalan pa je prema prethodnoj lemi 2.2.11 prva

inducirana reprezentacija iz korolara ireducibilna. Obzirom da je na nerasc-
jepivom mjestu χv ◦ det′v superkuspidalna reprezentacija od GL′1(kv) ta in-
ducirana reprezentacija je temperirana prema teoremu 5.2 u [19].

Samokontragredijentna reprezentacija komplementarne serije od GL2(kv)
je puna inducirana reprezentacija oblika

σv
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
µv| · |r ⊗ µv| · |−r

)
,

gdje je 0 < r < 1/2 i µv kvadratni karakter od k×v . Centralni karakter od σv

je trivijalan jer je jednak µ2
v pa je druga inducirana reprezentacija iz korolara

ireducibilna prema prethodnoj lemi 2.2.11.



Poglavlje 3

Normalizacija operatora
ispreplitanja

Op¢a strategija za dekompoziciju rezidualnog spektra opisana u prvom po-
glavlju svodi ra£un na prou£avanje polova odre�enih suma globalnih ope-
ratora ispreplitanja u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Ova disertacija
bavi se dijelom rezidualnog spektra grupe G′

2 koji dolazi od kuspidalnih auto-
morfnih reprezentacija minimalne standardne paraboli£ke podgrupe. Stoga
je cilj ovog poglavlja de�nirati skalarne meromorfne normalizacijske faktore
za operatore ispreplitanja koji se javljaju u tom specijalnom slu£aju. Osnovni
zahtjev na normalizacijski faktor je da normalizirani operator ispreplitanja
bude holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore.
Time se prou£avanje polova operatora ispreplitanja svodi na prou£avanje
polova skalarnih normalizacijskih faktora koji su de�nirani kao kvocijenti L�
funkcija i ε�faktora £iji su polovi poznati.

Normalizacijski faktori se najprije de�niraju za lokalne operatore isprepli-
tanja na svim mjestima od k i dokazuje se da su normalizirani lokalni opera-
tori ispreplitanja holomorfni i razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove
komore. Mogu¢a su tri razli£ita slu£aja. Prvi slu£aj se odnosi na rascjepivo
mjesto na kojem je lokalna komponenta kuspidalne automorfne reprezentacije
Levijevog faktora generi£ka. U tom slu£aju za temperiranu generi£ku re-
prezentaciju normalizacija je provedena op¢enito za proizvoljnu paraboli£ku
podgrupu rascjepive klasi£ne grupe, a za netemperiranu generi£ku reprezen-
taciju samo u situaciji potrebnoj u ovoj disertaciji. Drugi slu£aj odnosi se
na rascjepivo mjesto na kojem lokalna komponenta kuspidalne automorfne
reprezentacije Levijevog faktora nije generi£ka. Najprije je dana op¢a ideja

36
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za de�niciju normalizacijskih faktora u negeneri£kom slu£aju koja je zatim
provedena u svim situacijama koje se javljaju u ovoj disertaciji. Tre¢i slu£aj
odnosi se na nerascjepiva mjesta. Normalizacijski faktor je de�niran samo u
situacijama potrebnim za ovu disertaciju koriste¢i lokalni lift reprezentacija
iz prethodnog poglavlja.

Globalni normalizacijski faktor je zatim de�niran kao produkt lokalnih te
se pokazuje da zadovoljava osnovni zahtjev holomorfnosti i razli£itosti od nule
u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Za operatore ispreplitanja potrebne
u ra£unu rezidualnog spektra u sljede¢em poglavlju globalni normalizacijski
faktori eksplicitno su izra£unati. Na samom kraju ovog poglavlja dana je
lema o ireducibilnosti slike za neke lokalne normalizirane operatore isprepli-
tanja. Ona ¢e omogu¢iti dokaze ireducibilnosti pojedinih dijelova rezidualnog
spektra u sljede¢em poglavlju.

3.1 Generi£ki rascjepivi slu£aj
U ovom poglavlju neka je G rascjepiva klasi£na grupa de�nirana nad lokalnim
poljem kv karakteristike nula. Najprije uvedimo oznake vezane uz njezinu
strukturu, inducirane reprezentacije i operatore ispreplitanja.

Neka je T maksimalan rascjepivi torus od G i Φ skup korijena. Fiksirajmo
Borelovu podgrupu B, a time i skup pozitivnih korijena Φ+ te skup prostih
korijena ∆. Neka je W Weylova grupa od (G, T ). Za svaki pravi podskup θ
od ∆ neka je Pθ odgovaraju¢a standardna paraboli£ka podgrupa s Levijevom
dekompozicijom

Pθ = MθNθ,

gdje je Mθ Levijev faktor, a Nθ unipotentni radikal.
Neka X(Mθ) ozna£ava Z�modul kv�racionalnih karaktera od Mθ te

aθ = HomZ(X(Mθ),R),

a∗θ = X(Mθ)⊗Z R.

Kompleksi�kaciju od aθ i a∗θ ozna£avamo s

aθ,C i a∗θ,C.

Koriste¢i prirodnu dualnost 〈·, ·〉 od a∗θ,C i aθ,C de�niramo Harish�Chandrin
homomor�zam

HPθ
: Mθ → aθ
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formulom
exp〈χ, HPθ

(m)〉 = |χ(m)|v
za sve racionalne karaktere χ ∈ X(Mθ). Pritom exp u nearhimedskom
slu£aju ozna£ava eksponencijalnu funkciju s bazom qv, gdje je qv broj ele-
menata rezidualnog polja od kv.

Kao u poglavlju 1.2, za ireducibilnu dopustivu reprezentaciju πv Levijevog
faktora Mθ(kv) i s ∈ a∗θ,C de�niramo induciranu reprezentaciju

I(s, πv) = Ind
G(kv)
Mθ(kv) (πv ⊗ exp〈s,HPθ

(·)〉) ,

te za svaki w ∈ W takav da je w(θ) ⊂ ∆ standarne operatore ispreplitanja
integralom

A(s, πv, w)fs,v(g) =

∫

U(kv)∩wNθ(kv)w−1

fs,v(w
−1ng)dn, (3.1)

gdje je fs,v u prostoru inducirane reprezentacije I(s, πv), N θ unipotentni
radikal suprotne paraboli£ke podgrupe od Pθ i U unipotentni radikal Borelove
podgrupe. Pritom, �ksirana Haarova mjera dn na Nθ(kv) je odabrana kao u
poglavlju 2 u [47]. Ovisnost fs,v o s se dobiva koriste¢i kompaktnu sliku
kao u poglavlju II.1 u [44]. Za operator ispreplitanja vrijedi propozicija
1.2.3 pa se analiti£kim produljenjem integrala iz de�nicije dobiva meromorfni
operator ispreplitanja koji izvan polova isprepli¢e reprezentacije I(s, πv) i
I(w(s), w(πv)).

Neka je rθ adjungirana reprezentacija Langlandsove dualne L�grupe od
Mθ na Liejevoj algebri L�grupe od Nθ. Tada se rθ potpuno reducira i neka
je

rθ = r1 ⊕ . . .⊕ r`,

njezina dekompozicija u sumu ireducibilnih reprezentacija.

Prvi korak u de�niciji normalizacijskih faktora je slu£aj maksimalne prave
paraboli£ke podgrupe. Neka je

P = P∆\{α} = MN

Levijeva dekompozicija maksimalne prave standardne paraboli£ke podgrupe
od G, gdje je α prosti korijen. Tada je, osim za G = GLn, odgovaraju¢i
prostor a∗C jednodimenzionalan. U svakom slu£aju neka je

α̃ = 〈ρP , α∨〉−1ρP ,
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gdje je ρP polovina sume pozitivnih korijena od G koji nisu korijeni od M .
Za s ∈ C pi²emo kra¢e

sα̃ = α̃⊗ s

U slu£aju maksimalne prave standardne paraboli£ke podgrupe od GLn s
Levijevim faktorom izomorfnim GLn1 × GLn2 prostor a∗C je dvodimenzion-
alan. Ipak, tenzoriranje s pogodnom potencijom apsolutne vrijednosti deter-
minante svodi prou£avanje operatora ispreplitanja na jednodimenzionalan
potprostor

sα̃ = 〈s, α∨〉α̃
od a∗C. Uo£imo da u slu£aju maksimalne paraboli£ke podgrupe postoji najvi²e
jedan netrivijalni element w ∈ W takav da je w(∆ \ {α}) ⊂ ∆. Tada je

w(sα̃) = −sα̃.

Neka je ψv netrivijalni neprekidni aditivni karakter od kv. Za ψv�ge-
neri£ku reprezentaciju πv Levijevog faktora M(kv) maksimalne paraboli£ke
podgrupe normalizacijski faktor de�niramo formulom

r(sα̃, πv, w) =
∏̀
i=1

L(is, πv, ri)

L(1 + is, πv, ri)ε(is, πv, ri, ψv)
(3.2)

za s ∈ C. Pritom su L�funkcije i ε�faktori na desnoj strani de�nirani u
poglavlju 7 u [52]. Normalizirani operator ispreplitanja N(sα̃, πv, w) se tada
de�nira kao

N(sα̃, πv, w) = r(sα̃, πv, w)−1A(sα̃, πv, w). (3.3)
U sljede¢oj propoziciji dokazuje se da je za ireducibilnu ψv�generi£ku tem-
periranu reprezentaciju πv normalizirani operator ispreplitanja holomorfan
i razli£it od nule u otvorenom skupu malo ve¢em od zatvara£a pozitivne
Weylove komore.

Propozicija 3.1.1. Neka je P = MN maksimalna prava standardna parabo-
li£ka podgrupa od G pridruºena podskupu ∆\{α} skupa prostih korijena te w
jedinstveni netrivijalni element Weylove grupe W takav da je w(∆\{α}) ⊂ ∆.
Neka je πv ireducibilna ψv�generi£ka temperirana reprezentacija od M(kv).
Tada je normalizirani operator ispreplitanja

N(sα̃, πv, w)
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holomorfan i razli£it od nule za
Re(s) > −1/`

gdje je ` duljina adjungirane reprezentacije r∆\{α}.
Dokaz. Iz de�nicije normalizacijskog faktora (3.2) i normaliziranog operatora
ispreplitanja (3.3) slijedi da treba dokazati da je

N(sα̃, πv, w) =
∏̀
i=1

L(1 + is, πv, ri)ε(is, πv, ri, ψv)

L(is, πv, ri)
A(sα̃, πv, w) (3.4)

holomorfan i razli£it od nule za Re(s) > −1/`. Me�utim, za ψv�generi£ku
temperiranu reprezentaciju lokalna L�funkcija L(s, πv, ri) je holomorfna za
Re(s) > 0 prema poglavlju 3 u [2] u arhimedskom te poglavlju 4 u [6] u
nearhimedskom slu£aju. Stoga je L�funkcija u brojniku L(1+ is, πv, ri) holo-
morfna za Re(s) > −1/`. Budu¢i da lokalne L�funkcije nemaju nulto£ki, a
ε�faktori ni nulto£ki ni polova, izraz (3.4) je holomorfan i razli£it od nule za
Re(s) > −1/` ako i samo ako je

∏̀
i=1

1

L(is, πv, ri)
A(sα̃, πv, w) (3.5)

holomorfan i razli£it od nule za Re(s) > −1/`.
Za Re(s) > 0 i temperiranu reprezentaciju πv operator ispreplitanja

A(sα̃, πv, w) je dugi operator ipreplitanja Langlandsove klasi�kacije pa je
holomorfan i razli£it od nule. Lokalne L�funkcije L(is, πv, ri) su holomorfne
za Re(s) > 0 i nemaju nulto£ki. Stoga je izraz (3.5) holomorfan i razli£it od
nule za Re(s) > 0.

Po de�niciji Plancherelove mjere
A(−sα̃, w(πv), w

−1)A(sα̃, πv, w) = µ(sα̃, πv)
−1,

a prema formulama (3.6) i (7.4) u [52] Plancherelova mjera od πv se moºe
zapisati pomo¢u L�funkcija i ε�faktora kao

µ(sα̃, πv) =
∏̀
i=1

ε(is, πv, ri, ψv)L(1− is, w(πv), ri)

L(is, πv, ri)
·

·
∏̀
i=1

ε(−is, w(πv), ri, ψv)L(1 + is, πv, ri)

L(−is, w(πv), ri)
=

= r(sα̃, πv, w)−1r(−sα̃, w(πv), w
−1)−1.
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Stoga za normalizirane operatore ispreplitanja vrijedi

N(−sα̃, w(πv), w
−1)N(sα̃, πv, w) = 1.

Prema poglavlju 3 u [2] u arhimedskom i poglavlju 2.4 u [51] u nearhimedskom
slu£aju hermitski dual normaliziranog operatora ispreplitanja za Re(s) = 0
je jednak

N(sα̃, πv, w)∗ = N(−sα̃, w(πv), w
−1).

U nearhimedskom slu£aju, budu¢i da je πv dopustiva, prostor K�invarijanata
za svaku otvorenu kompaktnu podgrupu K od G(kv) je kona£nodimenzion-
alan i za dovoljno male K netrivijalan. Tada je restrikcija od N(sα̃, πv, w) na
svaki takav kona£nodimenzionalan potprostor unitaran operator. Posebno,
ograni£en je i operatorska norma mu je najvi²e jedan. Uzimaju¢i sve manju i
manju otvorenu kompaktnu podgrupu K dobivamo holomorfnost normal-
iziranog operatora ispreplitanja za Re(s) = 0. U arhimedskom slu£aju,
budu¢i da je πv dopustiva, svaki Kv�izotip za maksimalnu kompaktnu pod-
grupu Kv je kona£nodimenzionalan pa holomorfnost za Re(s) = 0 slijedi
iz unitarnosti na svakom Kv�izotipu. U oba slu£aja razli£itost od nule je
posljedica holomorfnosti po lemi 1.7 u [33].

Na kraju, neka je −1/` < Re(s) < 0. Tada je Re(−s) > 0 odnosno
−sα̃ je u pozitivnoj Weylovoj komori. Podsjetimo se de�nicije Shahidijevih
lokalnih koe�cijenata (formula (1.2) u [52]). Za ψv�generi£ku reprezentaciju
πv inducirana reprezentacija I(sα̃, πv) je ψv�generi£ka i ima kanonski Whit-
takerov funkcional kojeg ozna£avamo s λ(sα̃, πv). Na isti na£in inducirana
reprezentacija I(−sα̃, w(πv)) ima svoj kanonski Whittakerov funkcional ko-
jeg ozna£avamo λ(−sα̃, w(πv)). Tada je kompozicija

λ(−sα̃, w(πv))A(sα̃, πv, w)

tako�er Whittakerov funkcional za I(sα̃, πv). Zbog jedinstvenosti Whit-
takerovog funkcionala do na skalar, postoji meromorfna funkcija C(sα̃, πv, w)
od s koju zovemo lokalni koe�cijent i de�niramo uvjetom

λ(sα̃, πv) = C(sα̃, πv, w)λ(−sα̃, w(πv))A(sα̃, πv, w). (3.6)

Teorem 3.5 u [52] daje formulu za lokalni koe�cijent u slu£aju maksimalne
paraboli£ke podgrupe pomo¢u L�funkcija i ε�faktora

C(sα̃, πv, w) =
∏̀
i=1

L(1− is, π̃v, ri)ε(is, πv, ri, ψv)

L(is, πv, ri)
. (3.7)
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Formula (3.6) za reprezentaciju I(−sα̃, w(πv)) postaje

λ(−sα̃, w(πv)) = C(−sα̃, w(πv), w
−1)λ(sα̃, πv)A(−sα̃, w(πv), w

−1) (3.8)

a po formuli (3.7) lokalni koe�cijent je jednak

C(−sα̃, w(πv), w
−1) =

∏̀
i=1

L(1 + is, w(π̃v), ri)ε(−is, w(πv), ri, ψv)

L(−is, w(πv), ri)
. (3.9)

Lokalne L�funkcije u formuli (3.9) su holomorfne za −1/` < Re(s) < 0 jer je
Re(1+is) > 0 i Re(−is) > 0. Stoga je lokalni koe�cijent C(−sα̃, w(πv), w

−1)
holomorfan i razli£it od nule.

Za −1/` < Re(s) < 0 operator ispreplitanja A(−sα̃, w(πv), w
−1) je dugi

operator ispreplitanja Langlandsove klasi�kacije pa je holomorfan i slika mu
je izomorfna Langlandsovom kvocijentu standardnog modula I(−sα̃, w(πv)).
Budu¢i da je Whittakerov funkcional λ(−sα̃, w(πv)) na lijevoj strani jed-
nakosti (3.8) razli£it od nule, Whittakerov funkcional

λ(sα̃, πv)A(−sα̃, w(πv), w
−1)

je tako�er netrivijalan Whittakerov funkcional. Time smo pokazali da je
Langlandsov kvocijent standardnog modula I(−sα̃, w(πv)) isto ψv�generi£ka
reprezentacija. Ali prema slutnji o standardnom modulu iz teorema 2.2.6, ako
je Langlandsov kvocijent ψv�generi£ki, onda je standardni modul ireducibi-
lan. Dakle, I(−sα̃, w(πv)) je ireducibilna. Tada, po lemi 2.2.7, I(sα̃, πv) je
tako�er ireducibilna.

Sada, budu¢i da je I(sα̃, πv) ireduciblna i λ(sα̃, πv) holomorfan i razli£it
od nule za −1/` < Re(s) < 0, iz jednakosti (3.6) zaklju£ujemo da je red
mogu¢eg pola od A(sα̃, πv, w) jednak redu nulto£ke od C(sα̃, πv, w). Ali
brojnik u (3.7) je holomorfan za Re(s) < 0 i razli£it od nule. Stoga je red
nulto£ke lokalnog koe�cijenta jednak redu nulto£ke izraza

∏̀
i=1

1

L(is, πv, ri)

£ime je i za −1/` < Re(s) < 0 dokazana holomorfnost i razli£itost od nule
izraza (3.5).
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Sljede¢i korak u de�niciji normalizacijskog faktora je slu£aj proizvoljne
standardne prave paraboli£ke podgrupe

Pθ = MθNθ

i ψv�generi£ke reprezentacije πv Levijevog faktora M(kv). Normalizacija
se bazira na dekompoziciji iz poglavlja 2.1 u [51] operatora ispreplitanja
A(s, πv, w) na kompoziciju operatora ispreplitanja za maksimalne prave pa-
raboli£ke podgrupe.

Propozicija 3.1.2. Za θ ⊂ ∆ i w ∈ W takav da je w(θ) ⊂ ∆ postoje prosti
korijeni

α1, α2, . . . , αn

sa sljede¢im svojstvom: ako de�niramo niz

θ1, θ2, . . . , θn, θn+1 = w(θ)

podskupova skupa prostih korijena ∆ i niz

w1, w2, . . . , wn

elemenata Weylove grupe W induktivno s

θ1 = θ,

wi = jedinstveni netrivijalni element Weylove grupe
od Mθi∪{αi} takav da je wi(θi) ⊂ θi ∪ {αi},

θi+1 = wi(θi),

onda vrijedi

(1) w = wnwn−1 . . . w1 i n je duljina od w,

(2) A(s, πv, w) = A(sn, πv,n, wn) . . . A(s2, πv,2, w2)A(s, πv, w1)
gdje je si = wi−1(si−1), πv,i = wi−1(πv,i−1) za i > 2, te s1 = s, πv,1 = πv.

Dokaz. Osim u poglavlju 2.1 u [51], dokaz se moºe na¢i u poglavljima I.1.8.
i IV.4.1. u [44].
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Uo£imo da je svaki A(si, πv,i, wi) operator ispreplitanja za slu£aj maksi-
malne paraboli£ke podgrupe s Levijevim faktorom

Mθi
⊂ Mθi∪{αi}.

Odgovaraju¢i s ∈ C je jednak 〈si, α
∨
i 〉. Nadalje, neka je Φ+

θ,w podskup skupa
pozitivnih korijena modulo komponenta povezanosti jedinice u centru od Mθ

de�niran kao
Φ+

θ,w = {α ∈ Φ+ : wα < 0}.
Tada se Φ+

θ,w sastoji od to£no n elemenata

Φ+
θ,w = {β1 = α1, β2 = w−1

1 α2, . . . , βn = (wn−1 . . . w1)
−1αn}

i pritom
〈si, α

∨
i 〉 = 〈s, β∨i 〉.

Stoga normalizacijski faktor operatora ispreplitanja A(s, πv, w) de�niramo u
skladu s dekompozicijom iz propozicije 3.1.2 formulom

r(s, πv, w) =
n∏

i=1

r(〈si, α
∨
i 〉α̃i, πv,i, wi), (3.10)

a normalizirani operator ispreplitanja kao

N(s, πv, w) = r(s, πv, w)−1A(s, πv, w). (3.11)

Po poglavlju 3 u [2] u arhimedskom i teoremu 7.9 u [52] u nearhimedskom
slu£aju, za normalizirane operatore ispreplitanja vrijedi dekompozicija

N(s, πv, w) = N(w′(s), w′(πv), w
′′)N(s, πv, w

′), (3.12)

gdje je w = w′′w′ rastav elementa w Weylove grupe koji ne mora biti reduci-
ran. U sljede¢oj propoziciji dokazujemo da je za ψv�generi£ku temperiranu
reprezentaciju πv Levijevog faktora Mθ(kv) proizvoljne paraboli£ke podgrupe
normalizirani operator ispreplitanja (3.11) holomorfan i razli£it od nule u
otvorenom skupu malo ve¢em od zatvara£a pozitivne Weylove komore.

Propozicija 3.1.3. Neka je Pθ = MθNθ prava standardna paraboli£ka pod-
grupa od G i w element Weylove grupe W takav da je w(θ) ⊂ ∆. Neka je
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πv ireducibilna ψv�generi£ka temperirana reprezentacija od Mθ(kv). Tada je
normalizirani operator ispreplitanja

N(s, πv, w)

holomorfan i razli£it od nule za s ∈ a∗θ,C takve da je

〈Re(s), α∨〉 > −1/`α

za sve α ∈ Φ+
w,θ, gdje je `α duljina odgovaraju¢e adjungirane reprezentacije

rα u dekompoziciji iz propozicije 3.1.2.

Dokaz. Normalizirani operator ispreplitanja N(s, πv, w) se dekomponira u
skladu s rastavom w = wn . . . w1 iz propozicije 3.1.2 u kompoziciju

N(s, πv, w) = N(sn, πv,n, wn) . . . N(s2, πv,2, w2)N(s, πv, w1).

Da bi dokazali holomorfnost dovoljno je dokazati holomorfnost svakog fak-
tora. Faktori su normalizirani operatori ispreplitanja u slu£aju maksimalnih
paraboli£kih podgrupa za

〈si, α
∨
i 〉α̃i = 〈s, β∨i 〉α̃i

gdje je α̃i odgovaraju¢i element od a∗θi,C. Budu¢i da je Φ+
θ,w = {β1, . . . , βn},

holomorfnost za s ∈ a∗θ,C takve da je

〈Re(s), α∨〉 > −1/`α

za sve α ∈ Φ+
w,θ slijedi iz propozicije 3.1.1. Razli£itost od nule je posljedica

holomorfnosti po lemi 1.7 u [33].

Na kraju ostaje promotriti slu£aj unitarne ψv�generi£ke reprezentacije
koja nije temperirana. To ¢emo napraviti za reprezentacije πv

∼= π1,v ⊗ π2,v

Levijevog faktora M0(kv) ∼= GL2(kv)×GL2(kv) u rascjepivoj grupi SO8(kv)
jer ¢e nam samo ta situacija biti potrebna za ra£un u sljede¢em poglavlju.
Podsjetimo da smo na kraju poglavlja 2.1.2 �ksirali baze prostora a∗θ,C za
rascjepivu klasi£nu grupu i to uzev²i za bazu determinantu na svakoj od
grupa GLm u Mθ. Stoga s = (s1, s2) ∈ a∗M0,C odgovara karakteru

(g1, g2) 7→ νs1(g1)ν
s2(g2).
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Propozicija 3.1.4. Neka je P0 = M0N0 standardna paraboli£ka podgrupa
rascjepive grupe SO8 s Levijevim faktorom M0 izomorfnim GL2×GL2. Neka
je πv

∼= π1,v⊗π2,v generi£ka unitarna reprezentacija od M0(kv) koja nije tem-
perirana. Tada je, za svaki w ∈ W (M0), normalizirani operator ispreplitanja

N(s, πv, w)

holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, odnosno
za s = (s1, s2) takve da je

Re(s1) > Re(s2) > 0.

Dokaz. Unitarna generi£ka reprezentacija πi,v od GL2(kv) koja nije tem-
perirana je reprezentacija komplementarne serije, odnosno puna inducirana
reprezentacija oblika

πi,v
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)(µi,v| · |ri ⊗ µi,v| · |−ri),

gdje je µi,v unitarni karakter od GL1(kv) i 0 < ri < 1/2. Budu¢i da su op-
eratori ispreplitanja kompatibilni s induciranjem u koracima problem holo-
morfnosti i razli£itosti od nule svodi se na temperirani slu£aj.

To£nije, postoji temperirana reprezentacija τv jednog od Levijevih faktora
GL1(kv) × GL1(kv) × GL2(kv), GL2(kv) × GL1(kv) × GL1(kv), GL1(kv) ×
GL1(kv) × GL1(kv) × GL1(kv), te element s′ odgovaraju¢eg prostora a∗θ′,C
takvi da je

I(s, πv) ∼= I(s′, τv).

Stoga je N(s, πv, w) holomorfan i razli£it od nule ako i samo ako je N(s′, τv, w)
holomorfan i razli£it od nule. Ako je s = (s1, s2), onda je u tri mogu¢a slu£aja

s′ =





(s1 + r1, s1 − r1, s2),
(s1, s2 + r2, s2 − r2),
(s1 + r1, s1 − r1, s2 + r2, s2 − r2),

gdje je 0 < ri < 1/2. Budu¢i da su sve adjungirane reprezentacije rα u
tri slu£aja ireducibilne, prema propoziciji 3.1.3, dovoljno je provjeriti da ako
vrijedi Re(s1) > Re(s2) > 0, onda je

〈Re(s′), β∨〉 > −1

za sve β ∈ Φ+
θ,w. Provjerom slu£aj po slu£aj koriste¢i ocjenu 0 < ri < 1/2

vidimo da su sve te nejednakosti ispunjene.
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Time smo de�nirali normalizacijske faktore i dokazali holomorfnost i ra-
zli£itost od nule normaliziranih operatora ispreplitanja u zatvara£u pozitivne
Weylove komore za sve generi£ke unitarne reprezentacije Levijevog faktora
M0(kv) ∼= GL2(kv) × GL2(kv) rascjepive grupe SO8(kv). Uo£imo da ako je
π′ kuspidalna automorfna reprezentacija od M ′

0(A) £iji je globalni lift kusp-
idalna automorfna reprezentacija π od M0(A), onda je na svim rascjepivim
mjestima v 6∈ S reprezentacija πv

∼= π′v generi£ka. To je posljedica £injenice
iz [53] i [49] koja kaºe da su sve lokalne komponente kuspidalne automorfne
reprezentacije od GLn(A) generi£ke. U ovoj disertaciji slu£aj u kojem je glob-
alni lift kuspidalne automorfne reprezentacije od M ′

0(A) tako�er kuspidalna
automorfna reprezentacija zovemo slu£aj A. U sljede¢em korolaru navodimo
normalizacijske faktore na rascjepivom mjestu u slu£aju A za dvije maksi-
malne paraboli£ke podgrupe koje se mogu javiti u dekompoziciji operatora
ispreplitanja A(s, πv, w) gdje je s = (s1, s2) ∈ a∗M0,C i w ∈ W (M0).
Korolar 3.1.5. (Lokalni normalizacijski faktori za slu£aj A) Neka
je πv

∼= π1,v ⊗ π2,v unitarna generi£ka ireducibilna reprezentacija Levijevog
faktora M0(kv) ∼= GL2(kv)×GL2(kv) grupe SO8(kv). Neka je (s1, s2) ∈ a∗M ′

0,C
te neka su w1, w2 ∈ W (M ′

0) re�eksije de�nirane u poglavlju 2.1.2 o strukturi
grupe G′

2.
Tada je normalizacijski faktor operatora ispreplitanja

A((s1, s2), πv, w1) = A((s1 − s2)α̃, πv, w1)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL2 ×GL2 grupe
GL4 jednak

r((s1, s2), πv, w1) =
L(s1 − s2, π1,v × π̃2,v)

L(1 + s1 − s2, π1,v × π̃2,v)ε(s1 − s2, π1,v × π̃2,v, ψv)
,

gdje su na desnoj strani Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktor koji odgo-
varaju ireducibilnoj adjungiranoj reprezentaciji r izomorfnoj tenzorskom pro-
duktu dvaju standardnih reprezentacija grupe GL2(C).

Normalizacijski faktor operatora ispreplitanja
A((s1, s2), πv, w2) = A(2s2α̃, π2,v, w2)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL2 grupe SO4

jednak je

r((s1, s2), πv, w2) =
L(2s2, ωπ2,v)

L(1 + 2s2, ωπ2,v)ε(2s2, ωπ2,v , ψv)
,
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gdje su na desnoj strani Heckeove L�funkcije i ε�faktor centralnog karaktera
ωπ2,v reprezentacije π2,v koji odgovaraju ireducibilnoj adjungiranoj reprezenta-
ciji r izomorfnoj vanjskom kvadratu standardne reprezentacije grupe GL2(C).

Dokaz. Direktno iz formule za normalizacijski faktor (3.2). Uo£imo samo
da se u normalizacijskom faktoru za slu£aj GL2 ⊂ SO4 javlja 2s2 zbog veze
α̃ = det1/2

v .

3.2 Negeneri£ki rascjepivi slu£aj
3.2.1 Op¢a ideja dokaza
Slu£aj rascjepivog mjesta v na kojem unitarna reprezentacija πv nije generi£ka
zapo£injemo op¢om idejom kako de�nirati normalizacijski faktor i dokazati
holomorfnost i razli£itost od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Ova
ideja zapravo prati dokaz leme I.8 u [43] i ovdje je navedena za proizvoljnu
rascjepivu klasi£nu grupu.

Neka je G rascjepiva klasi£na grupa de�nirana nad lokalnim poljem kv

karakteristike nula kao u poglavlju 3.1. Koristit ¢emo sve oznake koje su
tamo uvedene. Neka je P = MN standardna prava paraboli£ka podgrupa
od G de�nirana nad kv odre�ena podskupom θ skupa prostih korijena ∆.
Neka je πv ireducibilna unitarna reprezentacija od M(kv) koja nije generi£ka.
Pretpostavimo da postoji standardna paraboli£ka podgrupa od M s Levije-
vim faktorom L odre�ena podskupom θ′ ⊂ θ ⊂ ∆, ireducibilna temperirana
generi£ka reprezentacija τv od L(kv) te s′ ∈ a∗θ′,C takvi da je πv izomorfna
jedinstvenoj ireducibilnoj podreprezentaciji inducirane reprezentacije

IM
L (s′, τv) = Ind

M(kv)
L(kv) (τv ⊗ exp〈s′, HM

L (·)〉),

gdje je HM
L Harish�Chandrin homomor�zam. Tada je za svaki element w

Weylove grupe takav da je w(θ) ⊂ ∆, sljede¢i dijagram komutativan,

I(s, πv) ↪→ I(s + s′, τv)

A(s, πv, w)
y

yA(s + s′, τv)

I(w(s), w(πv)) ↪→ I(w(s + s′), w(τv)),
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gdje je s prirodno uloºen u a∗θ′,C.
Drugim rije£ima, A(s, πv, w) je restricija od A(s + s′, τv, w) na I(s, πv).

Stoga normalizacijski faktor za A(s, πv, w) de�niramo kao

r(s, πv, w) = r(s + s′, τv, w), (3.13)

gdje je normalizacijski faktor na desnoj strani de�niran u poglavlju 3.1. Tada
je normalizirani operator

N(s, πv, w) = N(s + s′, πv, w)
∣∣∣
I(s,πv)

(3.14)

restrikcija normaliziranog operatora N(s + s′, πv, w) na I(s, πv).
U dokazu da je N(s, πv, w) holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u poz-

itivne Weylove komore slijedimo dokaz leme I.8 u [43]. Budu¢i da je πv

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija od IM
L (s′, τv), postoji element w′

Weylove grupe takav da je πv slika M(kv)�normaliziranog operator isprepli-
tanja

N(w′−1(s′), w′−1(τv), w
′).

Uo£imo da je w′(s) = s. Tada je N(s, πv, w) dio sljede¢eg komutativnog
dijagrama

I(s, πv)
N(s+w′−1(s′),w′−1(τv),w′)←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− I(s + w′−1(s′), w′−1(τv))

N(s,πv ,w)
y

yN(s+w′−1(s′),w′−1(τv),ww′)

I(w(s), w(πv)) ↪→ I(w(s + s′), w(τv)).

Sada, ako s + w′−1(s′) ∈ a∗θ′,C zadovoljava nejednakosti iz propozicije
3.1.3 za ww′, onda je desna vertikalna strelica holomorfna i razli£ita od nule.
Budu¢i da je gornja horizontalna strelica surjektivna, komutativnost dija-
grama pokazuje da je normalizirani operator N(s, πv, w) holomorfan i razli£it
od nule za takve s.

Ako s + w′−1(s′) ∈ a∗θ′,C ne zadovoljava nejednakosti iz propozicije 3.1.3
za ww′, onda postoji element w′′ Weylove grupe takav da w′′−1(s + w′−1(s′))
zadovoljava te nejednakosti za ww′w′′. Pritom odabir w′′ ovisi o s. Tada je
N(s, πv, w) dio sljede¢eg komutativnog dijagrama
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I(s, πv)
N(w′′−1(s+w′−1(s′)),w′′−1w′−1(τv),w′w′′)
←−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−I

(
w′′−1(s + w′−1(s′)), w′′−1w′−1(τv)

)
yN(s,πv,w) N(w′′−1(s+w′−1(s′)),w′′−1w′−1(τv),ww′w′′)

y
I(w(s), w(πv)) ↪→ I(w(s + s′), w(τv)).

Desna vertikalna strelica je holomorfna i razli£ita od nule zbog odabira
elementa w′′. Stoga bi iz komutativnost dijagrama slijedila holomorfnost
i razli£itost od nule normaliziranog operatora N(s, πv, w) za takve s kad
bismo uspjeli dokazati da je gornja horizontalna strelica surjektivna. Upravo
to ¢emo napraviti u situacijama potrebnim za ra£un rezidualnog spektra u
sljede¢em poglavlju.

3.2.2 Dokazi
Prije samih dokaza prou£imo koje sve negeneri£ke reprezentacije mogu biti
lokalne komponente na rascjepivom mjestu kuspidalne automorfne reprezen-
tacije π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 Levijevog faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A) × GL′1(A). Kao
²to smo ve¢ primijetili na kraju poglavlja 3.1, ta situacija se javlja jedino
ako globalni lift π ∼= π1 ⊗ π2 nije kuspidalna automorfna reprezentacija od
M0(A) ∼= GL2(A) × GL2(A). Po de�niciji globalnog lifta za GL′1 to zna£i
da je barem jedna od reprezentacija π′1 i π′2 jednodimenzionalna. Slu£aj u
kojem je to£no jedna od reprezentacija π′1 i π′2 jednodimenzionalna zovemo
slu£aj B, a slu£aj u kojem su obje jednodimenzionalne zovemo slu£aj C. U
nastavku rje²avamo odvojeno ta dva slu£aja.

Najprije promotrimo slu£aj B. Neka je π′1 ∼= χ1 ◦det′ jednodimenzionalna
kuspidalna automorfna reprezentacija, gdje je χ1 unitarni karakter od A×/k×,
a π′2 kuspidalna automorfna reprezentacija od GL′1(A) koja nije jednodimen-
zionalna. Slu£aj u kojem π′1 nije jednodimenzionalna, a π′2 jest, tretira se na
potpuno jednak na£in. Lokalne komponente od π′1 na rascjepivim mjestima
v 6∈ S su

π′1,v
∼= π1,v

∼= χ1,v ◦ detv,

gdje je χ1,v unitarni karakter od k×v . Lokalne komponente od π′2 na rasc-
jepivim mjestima v 6∈ S su generi£ke unitarne reprezentacije

π′2,v
∼= π2,v
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od GL2(kv) jer su to lokalne komponente globalnog lifta od π′2 koji je kusp-
idalna automorfna reprezentacija od GL2(A). Stoga, ako nije temperirana,
π2,v je reprezentacija komplementarne serije

π2,v
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
µv| · |r ⊗ µv| · |−r

)
,

gdje je 0 < r < 1/2, a µv je unitarni karakter od GL1(kv). Tada je

πv
∼= (χ1,v ◦ detv)⊗ π2,v

jedinstvena ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

Ind
M0(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)×GL2(kv)

(
χ1,v| · |−1/2 ⊗ χ1,v| · |1/2 ⊗ π2,v

)
,

koja je izomorfna induciranoj reprezentaciji

Ind
M0(kv)
T (kv)

(
χ1,v| · |−1/2 ⊗ χ1,v| · |1/2 ⊗ µv| · |r ⊗ µv| · |−r

)

ako je π2,v reprezentacija komplementarne serije, gdje je T maksimalni rasc-
jepivi torus izomorfan GL1 ×GL1 ×GL1 ×GL1. To£nije, u oznakama op¢e
ideje iz poglavlja 3.2.1, ako je π2,v temperirana, onda L = GL1×GL1×GL2,
M = M0,

τv
∼= χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ π2,v,

s′ = (−1/2, 1/2, 0),

a ako je π2,v reprezentacija komplementarne serije L = T , M = M0,

τv
∼= χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ µv ⊗ µv,

s′ = (−1/2, 1/2, r,−r).

Stoga, prema op¢oj ideji za normalizaciju iz poglavlja 3.2.1, za s =
(s1, s2) ∈ a∗M ′

0,C i w ∈ W (M ′
0) normalizacijski faktor se de�nira kao

r(s, πv, w) = r((s1 − 1/2, s1 + 1/2, s2), χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ π2,v, w) (3.15)

ako je π2,v temperirana, odnosno

r(s, πv, w) = r((s1−1/2, s1+1/2, s2+r, s2−r), χ1,v⊗χ1,v⊗µv⊗µv, w) (3.16)

ako je π2,v reprezentacija komplementarne serije. Budu¢i da je reprezentacija
komplementarne serije puna inducirana reprezentacija, normalizacijski fak-
tor u tom slu£aju je tako�er jednak (3.15), ²to daje jedinstvenu formulu



NORMALIZACIJA OPERATORA ISPREPLITANJA 52

na svim rascjepivim mjestima neovisno o tome da li je π2,v temperirana ili
reprezentacija komplementarne serije. Takva jedinstvena formula je pogodna
za ra£unanje rezidualnog spektra u sljede¢em poglavlju. Me�utim, sada
pri dokazu da je normalizirani operator ispreplitanja holomorfan i razli£it
od nule pogodnije je normalizacijske faktore pisati koriste¢i temperirane
reprezentacije jer je to u skladu s op¢om idejom dokaza iz poglavlja 3.2.1.

Normalizirani operator ispreplitanja N(s, πv, w) je tada restrikcija

N(s, πv, w) = N((s1 − 1/2, s1 + 1/2, s2), χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ π2,v, w)
∣∣∣
I(s,πv)

, (3.17)

ako je π2,v temperirana, odnosno

N(s, πv, w) = N((s1−1/2, s1+1/2, s2+r, s2−r), χ1,v⊗χ1,v⊗µv⊗µv, w)
∣∣∣
I(s,πv)

,

(3.18)
ako je π2,v reprezentacija komplementarne serije. Kao i za normalizacijski
faktor, normalizirani operator se moºe pisati jedinstvenom formulom (3.17).

Propozicija 3.2.1. Za svaki w ∈ W (M ′
0), normalizirani operator isprepli-

tanja
N((s1, s2), (χ1,v ◦ detv)⊗ π2,v, w)

je holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, od-
nosno za

Re(s1) > Re(s2) > 0.

Dokaz. Iz diskusije koja prethodi ovoj propoziciji, u oznakama op¢e ideje iz
poglavlja 3.2.1,

τv =

{
χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ π2,v, ako je π2,v temperirana,
χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ µv ⊗ µv, ina£e,

s′ =
{

(−1/2, 1/2, 0), ako je π2,v temperirana,
(−1/2, 1/2, r,−r), ina£e.

Tada je w′ iz op¢e ideje element Weylove grupe koji odgovara permutaciji

w′ = (1, 2)(3)(4).

Pritom, (i1, . . . , il) ozna£ava ciklus koji ²alje

i1 → i2 → . . . → il → i1,
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a element Weylove grupe koji odgovara permutaciji p djeluje na a∗L,C kao

(s1, . . . , sk) → (sp−1(1), . . . , sp−1(k))

te analogno na reprezentacijama. Dakle,

s+w′−1(s′) =

{
(s1 + 1/2, s1 − 1/2, s2), ako je π2,v temperirana,
(s1 + 1/2, s1 − 1/2, s2 + r, s2 − r), ina£e.

U oba slu£aja, za svaki w ∈ W (M ′
0), nejednakosti iz propozicije 3.1.3 su

zadovoljene za Re(s1) > Re(s2) > 0 obzirom da je 0 < r < 1/2. Stoga je,
prema op¢oj ideji dokaza iz poglavlja 3.2.1, normalizirani operator isprepli-
tanja N(s, πv, w) holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove
komore.

Sljede¢i korolar daje normalizacijske faktore u slu£aju B za maksimalne
paraboli£ke podgrupe koje se javljaju u dekompoziciji operatora ispreplitanja
za w ∈ W (M ′

0).

Korolar 3.2.2. (Lokalni normalizacijski faktori za slu£aj B) Neka je
χv ◦ detv jednodimenzionalna unitarna reprezentacija grupe GL2(kv), gdje je
χv unitarni karakter od k×v , te neka je πv unitarna generi£ka ireducibilna
reprezentacija grupe GL2(kv). Nadalje, neka je (s1, s2) ∈ a∗M ′

0,C te neka su
w1, w2 ∈ W (M ′

0) re�eksije de�nirane u poglavlju 2.1.2 o strukturi grupe G′
2.

Tada su normalizacijski faktori operatora ispreplitanja

A ((s1, s2), (χv ◦ detv)⊗ πv, w1) i A ((s1, s2), πv ⊗ (χv ◦ detv), w1)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL2 ×GL2 grupe
GL4 jednaki

r((s1, s2), (χv ◦ detv)⊗ πv, w1) = rB,v(s1 − s2, χvπ̃v),

r((s1, s2), πv ⊗ (χv ◦ detv), w1) = rB,v(s1 − s2, χ
−1
v πv),

gdje je za kompleksan broj s ∈ C i unitarnu ireducibilnu reprezentaciju σv od
GL2(kv)

rB,v(s, σv) =
L(s− 1/2, σv)

L(s + 3/2, σv)ε(s + 1/2, σv, ψv)ε(s− 1/2, σv, ψv)
,

a na desnoj strani su glavne L�funkcije i ε�faktori za GL2(kv).
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Normalizacijski faktori operatora ispreplitanja

A((s1, s2), (χv ◦ detv)⊗ πv, w2) i A((s1, s2), πv ⊗ (χv ◦ detv), w2)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL2 grupe SO4

jednaki su

r((s1, s2), (χv ◦ detv)⊗ πv, w2) =
L(2s2, ωπv)

L(1 + 2s2, ωπv)ε(2s2, ωπv , ψv)
,

r((s1, s2), πv ⊗ (χv ◦ detv), w2) =
L(2s2, χ

2
v)

L(1 + 2s2, χ2
v)ε(2s2, χ2

v, ψv)
,

gdje su na desnoj strani Heckeove L�funkcije i ε�faktor centralnih karaktera
ωπv i χ2

v reprezentacija πv i χv ◦ detv.

Dokaz. Normalizacijski faktor u slu£aju B de�niran je formulom (3.15) preko
normalizacijskog faktora za generi£ku temperiranu reprezentaciju koji je dan
formulom (3.10) u skladu s dekompozicijom operatora ispreplitanja iz propo-
zicije 3.1.2 u kompoziciju operatora ispreplitanja za maksimalne paraboli£ke
podgrupe. Za maksimalnu paraboli£ku podgrupu normalizacijski faktori su
dani formulom (3.2). Koriste¢i navedene formule i dekompoziciju operatora
ispreplitanja dobivaju se normalizacijski faktori ovog korolara.

Promotrimo sada slu£aj C. Za i = 1, 2, neka su π′i ∼= χi ◦ det′ jednodi-
menzionalne kuspidalne automorfne reprezentacije grupe GL′1(A), gdje su χi

unitarni karakteri od A×/k×. Lokalne komponente na rascjepivim mjestima
v 6∈ S su

π′i,v ∼= πi,v
∼= χi,v ◦ detv,

gdje su χi,v unitarni karakteri od k×v . Dakle, u ovom slu£aju

πv
∼= (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv)

je reprezentacija Levijevog faktora M0(kv) ∼= GL2(kv)×GL2(kv) od SO8(kv)
koja nije generi£ka. Neka je T ∼= GL1 × GL1 × GL1 × GL1 maksimalan
rascjepivi torus od SO8 de�niran nad kv. Tada je πv jedinstvena ireducibilna
podreprezentacija inducirane reprezentacije

Ind
M0(kv)
T (kv)

(
χ1,v| · |−1/2 ⊗ χ1,v| · |1/2 ⊗ χ2,v| · |−1/2 ⊗ χ2,v| · |1/2

)
.
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U oznakama op¢e ideje za normalizaciju iz poglavlja 3.2.1, L = T , M = M0,

τv = χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v ⊗ χ2,v,

s′ = (−1/2, 1/2,−1/2, 1/2).

Stoga, za s = (s1, s2) ∈ a∗M ′
0,C i element w ∈ W (M ′

0), normalizacijski faktor
de�niramo kao

r(s, πv, w) = r((s1 − 1/2, s1 + 1/2, s2 − 1/2, s2 + 1/2), τv, w), (3.19)

a normalizirani operator ispreplitanja N(s, πv, w) kao restrikciju

N(s, πv, w) = N((s1 − 1/2, s1 + 1/2, s2 − 1/2, s2 + 1/2), τv, w)
∣∣∣
I(s,πv)

. (3.20)

Propozicija 3.2.3. Za svaki w ∈ W (M ′
0), normalizirani operator isprepli-

tanja
N((s1, s2), (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv), w)

je holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u Weylove komore bez ishodi²ta,
odnosno za

Re(s1) > Re(s2) > 0 i (Re(s1), Re(s2)) 6= (0, 0).

Dokaz. Iz diskusije koja prethodi ovoj propoziciji, u oznakama op¢e ideje
dokaza iz poglavlja 3.2.1,

τv = χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v ⊗ χ2,v,

s′ = (−1/2, 1/2,−1/2, 1/2).

Tada element Weylove grupe w′ iz op¢e ideje odgovara permutaciji

w′ = (1, 2)(3, 4).

Pritom, permutacije shva¢amo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu
prethodne propozicije. Stoga,

s + w′−1(s′) = (s1 + 1/2, s1 − 1/2, s2 + 1/2, s2 − 1/2).

Ako je Re(s1) > Re(s2) > 0 nejednakosti iz propozicije 3.1.3 su zadovoljene
za svaki element w ∈ W (M ′

0) pa je prema op¢oj ideji dokaza normalizirani
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operator N((s1, s2), (χ1,v ◦ detv) ⊗ (χ2,v ◦ detv), w) holomorfan i razli£it od
nule.

Preostaje mogu¢nost Re(s1) = Re(s2) > 0. Nejednakosti iz propozicije
3.1.3 nisu zadovoljene jer je razlika

(Re(s1)− 1/2)− (Re(s2) + 1/2) = −1,

a trebala bi biti strogo ve¢a od −1. Stoga, neka je w′′ iz op¢e ideje dokaza
element Weylove grupe koji odgovara permutaciji

w′′ = (1)(2, 3)(4).

Tada je

w′′−1
(
s + w′−1(s′)

)
= (s1 + 1/2, s2 + 1/2, s1 − 1/2, s2 − 1/2),

²to zadovoljava nejednakosti propozicije 3.1.3 za svaki w ∈ W (M ′
0), te

w′′−1w′−1(τv) ∼= χ1,v ⊗ χ2,v ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v.

Sada, prema op¢oj ideji dokaza iz poglavlja 3.2.1, dovoljno je provjeriti da je
slika operatora

N((s1 + 1/2, s2 + 1/2, s1 − 1/2, s2 − 1/2), χ1,v ⊗ χ2,v ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v, w
′w′′)

upravo I(s, πv). To je posljedica sljede¢e dekompozicije

Ind
SO8(kv)
T (kv)

(
χ1,v| · |s1+1/2 ⊗ χ2,v| · |s2+1/2 ⊗ χ1,v| · |s1−1/2 ⊗ χ2,v| · |s2−1/2

) →

Ind
SO8(kv)
T (kv)

(
χ2,v| · |s2+1/2 ⊗ χ1,v| · |s1+1/2 ⊗ χ1,v| · |s1−1/2 ⊗ χ2,v| · |s2−1/2

) →
Ind

SO8(kv)
GL1(kv)×GL2(kv)×GL1(kv)

(
χ2,v| · |s2+1/2 ⊗ (χ1,v ◦ detv)ν

s1 ⊗ χ2,v| · |s2−1/2
) →

Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL1(kv)×GL1(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

s1 ⊗ χ2,v| · |s2+1/2 ⊗ χ2,v| · |s2−1/2
) →

Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL2(kv) ((χ1,v ◦ detv)ν

s1 ⊗ (χ2,v ◦ detv)ν
s2) ,

gdje su prvi i tre¢i operator izomor�zmi jer djeluju na ireducibilnoj induci-
ranoj reprezentaciji po lemi 2.2.9, a drugi i £etvrti surjektivni jer su to dugi
operatori ispreplitanja Langlandsove klasi�kacije za GL2(kv).
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U sljede¢em korolaru navodimo normalizacijske faktore u slu£aju C za
maksimalne paraboli£ke podgrupe koje se javljaju u dekompoziciji operatora
ispreplitanja za w ∈ W (M ′

0).

Korolar 3.2.4. (Lokalni normalizacijski faktori za slu£aj C) Neka je
πv
∼= (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv) jednodimenzionalna reprezentacija Levijevog

faktora M0(kv) ∼= GL2(kv) × GL2(kv) grupe SO8(kv), gdje su χ1,v i χ2,v

unitarni karakteri od k×v . Neka je (s1, s2) ∈ a∗M ′
0,C te neka su w1, w2 ∈ W (M ′

0)

re�eksije de�nirane u poglavlju 2.1.2 o strukturi grupe G′
2.

Tada je normalizacijski faktor operatora ispreplitanja

A((s1, s2), (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv), w1)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL2 ×GL2 grupe
GL4 jednak

r((s1, s2), (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv), w1) = rC,v(s1 − s2, χ1,vχ
−1
2,v),

gdje je za kompleksan broj s ∈ C i unitarni karakter χv od k×v

rC,v(s, χv) =

=
L(s, χv)L(s− 1, χv)

L(s + 2, χv)L(s + 1, χv)ε(s + 1, χv, ψv)ε(s, χv, ψv)2ε(s− 1, χv, ψv)
,

a na desnoj strani su Heckeove L�funkcije i ε�faktori karaktera χv.
Normalizacijski faktor operatora ispreplitanja

A((s1, s2), (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv), w2)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL2 grupe SO4

jednak je

r((s1, s2), (χ1,v ◦ detv)⊗ (χ2,v ◦ detv), w2) =
L(2s2, χ

2
2,v)

L(1 + 2s2, χ2
2,v)ε(2s2, χ2

2,v, ψv)
,

gdje su na desnoj strani Heckeove L�funkcije i ε�faktor centralnog karaktera
χ2

2,v reprezentacije χ2,v ◦ detv.

Dokaz. Kao u slu£aju B koristimo najprije formulu (3.19) za normalizacijski
faktor u slu£aju C, zatim formulu (3.10) u skladu s dekompozicijom operatora
ispreplitanja iz propozicije 3.1.2, te na kraju formulu (3.2).
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3.3 Nerascjepivi slu£aj
Preostalo je de�nirati normalizacijske faktore i dokazati holomorfnost i ra-
zli£itost od nule normaliziranih operatora ispreplitanja u zatvara£u pozitivne
Weylove komore za ireducibilne unitarne reprezentacije π′v Levijevog faktora
M ′

0(kv) ∼= GL′1(kv) × GL′1(kv) u grupi G′
2(kv) na mjestima v ∈ S od k na

kojima D nije rascjepiva. Budu¢i da u ovoj disertaciji pretpostavljamo da je
kvaternionska algebra D rascjepiva na svim arhimedskim mjestima od k, u
ovom poglavlju v je nearhimedsko. Nadalje, reprezentacija π′v je superkuspi-
dalna jer M ′

0(kv) nema pravih paraboli£kih podgrupa de�niranih nad k.
Da bismo dokazali potrebni rezultat za minimalnu paraboli£ku podgrupu

s Levijevim faktorom
M ′

0 ⊂ G′
2,

moramo prou£iti i dvije maksimalne standardne prave paraboli£ke podgrupe
grupa G′

1 i GL′2 s Levijevim faktorima

GL′1 ⊂ G′
1 i GL′1 ×GL′1 ⊂ GL′2.

U po£etku sva tri slu£aja prou£avamo istovremeno pa uvodimo jedinstvenu
notaciju. Neka je G′ jedna od grupa G′

2, G′
1, GL′2 te P ′ = M ′N ′ standardna

paraboli£ka podgrupa grupe G′ s Levijevim faktorom M ′, redom jednim od
Levijevih faktora M ′

0, GL′1, GL′1×GL′1. Odgovaraju¢e rascjepive forme ovih
grupa ozna£avamo s G i P = MN .

Tako�er, koristit ¢emo oznake vezane uz inducirane reprezentacije i oper-
atore ispreplitanja uvedene u poglavlju 1.2 za proizvoljnu reduktivnu grupu.
Tako za Levijev faktor M ′ neka X(M ′) ozna£ava Z�modul kv�racionalnih
karaktera od M ′. Kao u poglavlju 1.2 uvodimo vektorske prostore aM ′,C i
a∗M ′,C. Na kraju poglavlja 2.1.2 �ksirali smo baze prostora a∗M ′,C i odgovara-
ju¢eg prostora a∗M,C za rascjepivu grupu uzev²i za bazu reduciranu normu na
svakoj od kopija GL′1(kv) ∼= D×

v u M ′(kv), odnosno determinantu na svakoj
od kopija GL2(kv) u M(kv). Apsolutnu vrijednost i reducirane norme i de-
terminante ozna£ili smo s ν. Podsjetimo da ovako odabrana baza nije uvijek
u skladu s odabirom elementa α̃ za element baze u slu£aju maksimalne stan-
dardne paraboli£ke podgrupe rascjepive grupe. Da ne bi do²lo do zabune
uvijek kad identi�ciramo s ∈ C s elementom a∗M,C koriste¢i bazu α̃ pi²emo
sα̃. Nadalje, u slu£aju GL′1 × GL′1 ⊂ GL′2, iako je a∗M ′,C dvodimenzion-
alan, kao u rascjepivom slu£aju dovoljno je promatrati jednodimenzionalan
potprostor oblika (s/2,−s/2) gdje je s ∈ C.
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Za s ∈ a∗M ′,C i ireducibilnu dopustivu reprezentaciju π′v od M ′(kv) de�ni-
ramo kao u poglavlju 1.2 induciranu reprezentaciju

I(s, π′v) = Ind
G′(kv)
M ′(kv) (π′v ⊗ |s(·)|v) ,

te za w ∈ W (M ′) operator ispreplitanja

A(s, π′v, w)fs,v(g) =

∫

U ′(kv)∩wN
′
(kv)w−1

fs,v(w
−1n′g)dn′, (3.21)

gdje je fs,v u prostoru inducirane reprezentacije I(s, π′v), N
′ unipotentni

radikal suprotne paraboli£ke podgrupe od P ′ i U ′ unipotentni radikal Borelo-
ve podgrupe od G′. Haarova mjera dn′ je odabrana kompatibilno s Haarovom
mjerom na rascjepivoj formi kao ²to je obja²njeno u poglavlju 2 u [48] da bi
vrijedila lema 3.3.1. Ovisnost fs,v o s je dobivena koriste¢i kompaktnu sliku
kao u poglavlju II.1 u [44]. Dekompozicija operatora ispreplitanja iz propozi-
cije 3.1.2 vrijedi i u nerascjepivom slu£aju jer vrijedi za svaku reduktivnu
grupu.

Za M ′ = GL′1 ×GL′1 i G′ = G′
1 ili GL′2, ako je π′v ∼= π′1,v ⊗ π′2,v reprezen-

tacija od M ′(kv) i s = (s1, s2) ∈ a∗M ′,C, onda

I(s, π′v) = Ind
G′(kv)
M ′(kv)(π

′
1,vν

s1 ⊗ π′2,vν
s2).

Ako je G′ = GL′2, tenzoriranje pogodnom potencijom apsolutne vrijednosti
reducirane norme pokazuje da je

I((s1, s2), π
′
v)
∼= I

((
s1 − s2

2
,−s1 − s2

2

)
, π′v

)
.

Uo£imo da je za lokalni lift πv od π′v, de�niran u poglavlju 2.2.1, reprezenta-
cija inducirana na GL4(kv)

I((s1, s2), πv) ∼= I

((
s1 − s2

2
,−s1 − s2

2

)
, πv

)
= I((s1 − s2)α̃, πv).

Za M ′ = GL′1, ako je s ∈ a∗M ′,C, onda

I(s, π′v) = Ind
G′1(kv)

GL′1(kv)(π
′
vν

s).

Uo£imo da za lokalni lift πv od π′v je reprezentacija inducirana na SO4(kv)

I(s, πv) = Ind
SO4(kv)
GL2(kv)(πvν

s) = I(2sα̃, πv).
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Normalizacija operatora ispreplitanja u nerascjepivom slu£aju de�nira se
koriste¢i lokalni lift reprezentacija de�niran pomo¢u Jacquet�Langlandsove
korespodencije u poglavlju 2.2.1. Svaka ireducibilna reprezentacija π′v od
M ′(kv) je superkuspidalna jer M ′(kv) nema pravih paraboli£kih podgrupa.
Neka je πv lokalni lift od π′v na M(kv). Po de�niciji lokalnog lifta, πv je
uvijek kvadratno integrabilna reprezentacija. Vaºno je naglasiti da u ovom
poglavlju o normalizaciji operatora ispreplitanja na nerascjepivom mjestu
πv predstavlja lokalni lift reprezentacije π′v i nema nikakve veze s globalnim
liftom koji moºe, ali i ne mora biti kompatibilan s lokalnim. Tada, normal-
izacijski faktor za operator ispreplitanja A(s, π′v, w) de�niramo kao

r(s, π′v, w) = r(s, πv, w), (3.22)

a normalizirani operator ispreplitanja

N(s, π′v, w) = r(s, π′v, w)−1A(s, π′v, w). (3.23)

Kao u generi£kom rascjepivom slu£aju, dokaz holomorfnosti i razli£itosti
od nule zapo£inje s maksimalnim paraboli£kim podgrupama i zatim koristi
dekompoziciju iz propozicije 3.1.2. Prije svega dokaºimo da se Plancherelove
mjere £uvaju pri lokalnom liftu.

Lema 3.3.1. Neka je M ′ ⊂ G′ jedan od slu£ajeva maksimalne paraboli£ke
podgrupe, odnosno GL′1 ⊂ G′

1 ili GL′1 ×GL′1 ⊂ GL′2. Neka je π′v ireducibilna
unitarna reprezentacija od M ′(kv) i πv njezin lokalni lift na M(kv). Tada su
Plancherelove mjere od π′v i πv jednake,

µ(s, π′v) = µ(s, πv),

za svaki s ∈ C. Pritom s identi�ciramo s (s/2,−s/2) za GL′1 ×GL′1 ⊂ GL′2
i GL2 × GL2 ⊂ GL4. Haarove mjere na unipotentnim radikalima N ′(kv)
i N(kv) kori²tene pri de�niciji operatora ispreplitanja odabrane su kompati-
bilno kao u poglavlju 2 u [48].

Dokaz. Jednakost Plancherelovih mjera u Siegelovim slu£ajevima GL′n ⊂ G′
n

za svaki n ∈ N je dokazana u propoziciji 2.1 u [48]. Slu£aj GL′1×GL′1 ⊂ GL′2
se dokazuje na isti na£in.

Korolar 3.3.2. Uz pretpostavke prethodne leme,

µ(s, π′v) = r(s, πv, w)−1r(−s, w(πv), w
−1)−1
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i hermitski dual normaliziranog operatora ispreplitanja za Re(s) = 0 je

N(s, π′v, w)∗ = N(−s, w(π′v), w
−1),

gdje je w jedinstveni netrivijalni element Weylove grupe za odgovaraju¢u mak-
simalnu paraboli£ku podgrupu.

Dokaz. Reprezentacija πv je kvadratno integrabilna pa stoga i generi£ka. Ad-
jungirana reprezentacija r je ireducibilna. Po formulama (3.6) i (7.4) u [52]
Plancherelova mjera od πv je jednaka

µ(sα̃, πv) =
ε(s, πv, r, ψv)L(1− s, w(πv), r)

L(s, πv, r)

ε(−s, w(πv), r, ψv)L(1 + s, πv, r)

L(−s, w(πv), r)

= r(sα̃, πv, w)−1r(−sα̃, w(πv), w
−1)−1.

Po prethodnoj lemi

µ(s, π′v) = µ(s, πv) = r(s, πv, w)−1r(−s, w(πv), w
−1)−1,

£ime je ispunjena jednakost (4.1) u [2] za normalizacijske faktore. Dakle,
normalizirani operator ispreplitanja zadovoljava teorem 2.1 u [2]. Posebno
vrijedi formula za njegov hermitski dual navedena u korolaru.

Propozicija 3.3.3. Neka je M ′ ⊂ G′ jedan od slu£ajeva maksimalne para-
boli£ke podgrupe, odnosno GL′1 ⊂ G′

1 ili GL′1 ×GL′1 ⊂ GL′2, te w jedinstveni
netrivijalni element Weylove grupe za odgovaraju¢u maksimalnu paraboli£ku
podgrupu. Neka je π′v ireducibilna unitarna reprezentacija od M ′(kv). Tada
je normalizirani operator ispreplitanja

N(s, π′v, w)

holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, odnosno
za

Re(s) > 0.

Dokaz. Za Re(s) > 0, obzirom da je π′v superkuspidalna, operator isprepli-
tanja A(s, π′v, w) je dugi operator Langlandsove klasi�kacije pa je holomorfan
i razli£it od nule. Lokalne L�funkcije koje se javljaju u r(s, πv, w) su tako�er
holomorfne za Re(s) > 0 i razli£ite od nule kao u dokazu propozicije 3.1.1
jer je lokalni lift πv kvadratno integrabilan. Dakle, normalizirani operator
ispreplitanja N(s, π′v, w) je holomorfan i razli£it od nule za Re(s) > 0.



NORMALIZACIJA OPERATORA ISPREPLITANJA 62

Za Re(s) = 0, po de�niciji Plancherelove mjere,

µ(s, π′v)
−1 = A(−s, w(π′v), w

−1)A(s, π′v, w),

a po lemi 3.3.1 i korolaru 3.3.2 tako�er je

µ(s, π′v)
−1 = r(s, πv, w)r(−s, w(πv), w

−1).

Stoga,
N(−s, w(π′v), w

−1)N(s, π′v, w) = 1.

Nadalje, po korolaru 3.3.2,

N(s, π′v, w)∗ = N(−s, w(π′v), w
−1).

Sada, ostatak dokaza je potpuno jednak kao u generi£kom rascjepivom slu£aju
koriste¢i dopustivost i lemu 1.7 iz [33].

Propozicija 3.3.4. Neka je π′v ∼= π′1,v ⊗ π′2,v ireducibilna unitarna reprezen-
tacija Levijevog faktora M ′

0(kv) ∼= GL′1(kv)×GL′1(kv) minimalne standardne
paraboli£ke podgrupe od G′

2(kv) te s = (s1, s2) ∈ a∗M ′
0,C. Tada je, za svaki

w ∈ W (M ′
0), normalizirani operator ispreplitanja

N(s, π′v, w)

holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, odnosno
za

Re(s1) > Re(s2) > 0.

Dokaz. Za holomorfnost dovoljno je dokazati holomorfnost svakog od faktora
u dekomoziciji operatora ispreplitanja iz propozicije 3.1.2. Svaki faktor je op-
erator ispreplitanja za neki slu£aj maksimalne paraboli£ke podgrupe. Budu¢i
da je π′v superkuspidalna, prema propoziciji 3.3.3 ti faktori su holomorfni za
s = (s1, s2) takve da je Re(s1) > Re(s2) > 0. Kao u generi£kom rascjepivom
slu£aju razli£itost od nule slijedi iz holomorfnosti po lemi 1.7 iz [33].

Na kraju, u sljede¢em korolaru navodimo normalizacijske faktore na ne-
rascjepivim mjestima za slu£ajeve dvaju maksimalnih paraboli£kih podgrupa
koje se javljaju u rastavu svih potrebnih operatora ispreplitanja u nastavku.
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Korolar 3.3.5. (Lokalni normalizacijski faktori za nerascjepivi slu-
£aj) Neka je π′v ∼= π′1,v ⊗ π′2,v unitarna ireducibilna reprezentacija Levijevog
faktora M ′

0(kv) ∼= GL′1(kv)×GL′1(kv) grupe G′
2(kv), te neka je πv

∼= π1,v⊗π2,v

njen lokalni lift na M0(kv) ∼= GL2(kv) × GL2(kv). Neka je (s1, s2) ∈ a∗M ′
0,C

te neka su w1, w2 ∈ W (M ′
0) re�eksije de�nirane u poglavlju 2.1.2 o strukturi

grupe G′
2.

Tada je normalizacijski faktor operatora ispreplitanja
A((s1, s2), π

′
v, w1)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1 ×GL′1 grupe
GL′2 jednak

r((s1, s2), π
′
v, w1) =

L(s1 − s2, π1,v × π̃2,v)

L(1 + s1 − s2, π1,v × π̃2,v)ε(s1 − s2, π1,v × π̃2,v, ψv)
,

gdje su na desnoj strani Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktor koji odgo-
varaju ireducibilnoj adjungiranoj reprezentaciji r izomorfnoj tenzorskom pro-
duktu dvaju standardnih reprezentacija grupe GL2(C).

Normalizacijski faktor operatora ispreplitanja
A((s1, s2), π

′
v, w2) = A(s2, π

′
2,v, w2)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1 grupe G′
1 jed-

nak je
r((s1, s2), π

′
v, w2) =

L(2s2, ωπ2,v)

L(1 + 2s2, ωπ2,v)ε(2s2, ωπ2,v , ψv)
,

gdje su na desnoj strani Heckeove L�funkcije i ε�faktor centralnog karaktera
ωπ2,v reprezentacije π2,v koji odgovaraju ireducibilnoj adjungiranoj reprezenta-
ciji r izomorfnoj vanjskom kvadratu standardne reprezentacije grupe GL2(C).
Dokaz. Formula (3.22) daje normalizacijski faktor u nerascjepivom slu£aju
pomo¢u normalizacijskog faktora za lokalni lift. Lokalni lift je generi£ka
kvadratno integrabilna reprezentacija pa primjenom (3.2) dobivamo formule
iz korolara. Uo£imo da se u normalizacijskom faktoru r((s1, s2), π

′
v, w2) javlja

2s2 jer se dobije
r((s1, s2), πv, w2) = r(s2, π2,v, w2) = r(2s2α̃, π2,v, w2)

zbog veze α̃ = det1/2
v . Nadalje, naglasimo jo² jednom da je πv lokalni lift

reprezentacije π′v na nerascjepivom mjestu v pa u slu£ajevima kad lokalni i
globalni lift nisu kompatibilni πv nije lokalna komponenta globalnog lifta.
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3.4 Globalna normalizacija
3.4.1 De�nicija
Nakon ²to smo de�nirali normalizacijske faktore na svim lokalnim mjes-
tima, sada de�niramo globalni normalizacijski faktor za kuspidalnu auto-
morfnu reprezentaciju π′ ∼= ⊗vπ

′
v Levijevog faktora M ′

0(A) te dokazujemo
da je i globalni normalizirani operator ispreplitanja holomorfan i razli£it od
nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore (osim u ishodi²tu za slu£aj C).
Za sve w ∈ W (M ′

0) globalni normalizacijski faktor operatora ispreplitanja
A(s, π′, w) de�niramo kao analiti£ko produljenje s podru£ja apsolutne kon-
vergencije produkta po svim mjestima od k lokalnih normalizacijskih faktora

r(s, π′, w) =
∏

v

r(s, π′v, w), (3.24)

a onda globalni normalizirani operator ispreplitanja kao

N(s, π′, w) = r(s, π′, w)−1A(s, π′, w). (3.25)

Teorem 3.4.1. Neka je π′ = ⊗vπ
′
v kuspidalna automortna reprezentacija

grupe M ′
0(A). Tada je, za svaki w ∈ W (M ′

0), globalni normalizacijski faktor

r(s, π′, w)

meromorfna funkcija od s te je globalni normalizirani operator ispreplitanja

N(s, π′, w)

holomorfan i razli£it od nule za s u zatvara£u pozitivne Weylove komore,
odnosno za

Re(s1) > Re(s2) > 0,

osim u ishodi²tu u slu£aju C.

Dokaz. Lokalni normalizacijski faktori r(s, π′v, w) de�nirani su koriste¢i lokal-
ne L�funkcije i ε�faktore. Po formulama iz korolara 3.1.5, 3.2.2 i 3.2.4 slijedi
da na svim rascjepivim mjestima v 6∈ S lokalne L�funkcije i ε�faktori dola-
ze od iste globalne kuspidalne automorfne reprezentacije. To£nije, L�funk-
cije i ε�faktori za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom
GL′1×GL′1 ⊂ GL′2 su Rankin�Selbergovi u slu£aju A, glavni za GL2 u slu£aju
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B i Heckeovi u slu£aju C, a za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levije-
vim faktorom GL′1 ⊂ G′

1 L�funkcije i ε�faktori su Heckeovi od centralnog
karaktera u sva tri slu£aja. Stoga, produkt po svim rascjepivim mjestima
v 6∈ S lokalnih normalizacijskih faktora konvergira apsolutno za s dovoljno
duboko u pozitivnoj Weylovoj komori. Analiti£ko produljenje je dano po-
mo¢u parcijalnih L�funkcija i parcijalnih ε�faktora za kuspidalne automorfne
reprezentacije, a to su meromorfne funkcije. Budu¢i da su lokalni normal-
izacijski faktori na preostalih kona£no mnogo nerascjepivih mjesta v ∈ S
meromorfni tvrdnja o r(s, π′, w) je dokazana.

Globalni normalizirani operator ispreplitanja se dekomponira u tenzorski
produkt lokalnih. Na skoro svim mjestima reprezentacija π′v je nerazgranata
reprezentacija rascjepive grupe M0(kv). To zna£i da postoji do na skalar
jedinstvena funkcija fs,v u prostoru inducirane reprezentacije I(s, π′v) koja je
invarijantna za djelovanje maksimalne kompaktne podgrupe Kv od SO8(kv).
Neka je f̃s,v invarijantna za djelovanje Kv u prostoru inducirane reprezentacije
I(w(s), w(π′v)). Tada, za fs,v i f̃s,v normalizirane uvjetom fs,v(I) = f̃s,v(I) =
1, po formuli Gindikin�Karpelevicha iz propozicije 5.2 u [11] i samoj de�niciji
lokalnih L�funkcija i ε�faktora na nerazgranatim mjestima vrijedi

A(s, π′v, w)fs,v = r(s, π′v, w)f̃s,v.

Stoga za lokalni normalizirani operator na tim mjestima vrijedi
N(s, π′v, w)fs,v = f̃s,v.

Na preostalih kona£no mnogo mjesta, po propozicijama 3.1.1, 3.1.3, 3.1.4,
3.2.1, 3.2.3 i 3.3.4, lokalni normalizirani operatori ispreplitanja su holomorfni
i razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, osim u ishodi²tu u
slu£aju C. Dakle, i globalni normalizirani operator ispreplitanja N(s, π′, w)
je holomorfan i razli£it od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, osim
u ishodi²tu u slu£aju C.

U nastavku eksplicitno navodimo globalne normalizacijske faktore za sve
w ∈ W (M ′

0) u svakom od slu£ajeva A, B i C. Pritom, da bismo globalne
normalizacijske faktore mogli napisati u ²to pogodnijem obliku, koristimo
neka svojstva lokalnih L�funkcija koja su navedena tek u poglavlju 4.1.

3.4.2 Slu£aj A
Slu£aj A odnosi se na kuspidalne automorfne reprezentacije π′ ∼= π′1⊗π′2 Levi-
jevog faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A)×GL′1(A) za koje niti jedna od reprezentacija
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π′1 i π′2 nije jednodimenzionalna. Po de�niciji globalnog lifta iz poglavlja
2.2.1, to zna£i da je globalni lift π ∼= π1 ⊗ π2 od π′ kuspidalna automorfna
reprezentacija Levijevog faktora M0(A) ∼= GL2(A)×GL2(A). U ovom slu£aju
lokalni i globalni lift su kompatibilni pa je na nerascjepivim mjestima v ∈ S
lokalni lift lokalne komponente π′v naprosto lokalna komponenta πv od π. To
nam omogu¢uje da globalne normalizacijske faktore napi²emo pomo¢u global-
nih L�funkcija i ε�faktora vezanih s kuspidalnom automorfnom reprezentaci-
jom π.

w r(s, π′, w)

1 1

w1
L(s1−s2,π1×eπ2)

L(1+s1−s2,π1×eπ2)ε(s1−s2,π1×eπ2)

w2
L(2s2,ωπ2)

L(1+2s2,ωπ2)ε(2s2,ωπ2)

w1w2
L(2s2,ωπ2 )

L(1+2s2,ωπ2 )ε(2s2,ωπ2 )
L(s1+s2,π1×π2)

L(1+s1+s2,π1×π2)ε(s1+s2,π1×π2)

w2w1
L(s1−s2,π1×eπ2)

L(1+s1−s2,π1×eπ2)ε(s1−s2,π1×eπ2)

L(2s1,ωπ1 )

L(1+2s1,ωπ1 )ε(2s1,ωπ1 )

L(s1−s2,π1×eπ2)
L(1+s1−s2,π1×eπ2)ε(s1−s2,π1×eπ2)

w1w2w1
L(2s1,ωπ1 )

L(1+2s1,ωπ1 )ε(2s1,ωπ1 )
L(s1+s2,π1×π2)

L(1+s1+s2,π1×π2)ε(s1+s2,π1×π2)

L(2s2,ωπ2)

L(1+2s2,ωπ2)ε(2s2,ωπ2)

w2w1w2
L(s1+s2,π1×π2)

L(1+s1+s2,π1×π2)ε(s1+s2,π1×π2)

L(2s1,ωπ1 )

L(1+2s1,ωπ1 )ε(2s1,ωπ1 )

L(2s2,ωπ2 )

L(1+2s2,ωπ2 )ε(2s2,ωπ2 )
L(s1+s2,π1×π2)

L(1+s1+s2,π1×π2)ε(s1+s2,π1×π2)

w1w2w1w2
L(2s1,ωπ1 )

L(1+2s1,ωπ1 )ε(2s1,ωπ1 )
L(s1−s2,π1×eπ2)

L(1+s1−s2,π1×eπ2)ε(s1−s2,π1×eπ2)

Tablica A. Normalizacijski faktori od A(s, π′, w) za w ∈ W (M ′
0) u slu£aju A
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Iz korolara 3.1.5 i 3.3.5 dobivamo globalne normalizacijske faktore za
maksimalne paraboli£ke podgrupe iz tih korolara. To£nije, za operator is-
preplitanja A((s1, s2), π

′, w1) je

r((s1, s2), π
′, w1) =

L(s1 − s2, π1 × π̃2)

L(1 + s1 − s2, π1 × π̃2)ε(s1 − s2, π1 × π̃2)
, (3.26)

gdje su na desnoj strani Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktori, a za op-
erator ispreplitanja A((s1, s2), π

′, w2) je

r((s1, s2), π
′, w2) =

L(2s2, ωπ2)

L(1 + 2s2, ωπ2)ε(2s2, ωπ2)
, (3.27)

gdje su na desnoj strani Heckeove L�funkcije i ε�faktori od centralnog karak-
tera. Za proizvoljni w ∈ W (M ′

0) globalni normalizacijski faktor dobivamo
kao produkt normalizacijskih faktora gornjeg oblika koriste¢i dekompoziciju
operatora ispreplitanja iz propozicije 3.1.2. U tablici A navedeni su ti glob-
alni normalizacijski faktori u slu£aju A.

3.4.3 Slu£aj B
Slu£aj B odnosi se na kuspidalne automorfne reprezentacije π′ ∼= π′1⊗π′2 Lev-
ijevog faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A)×GL′1(A) za koje je jedna od reprezentacija
π′1 i π′2 jednodimenzionalna, a druga nije. Globalne normalizacijske faktore
navodimo samo ako je reprezentacija π′1 ∼= χ1 ◦ det′, gdje je χ1 unitarni
karakter od A×/k×, jednodimenzionalna, a reprezentacija π′2 nije. Druga
mogu¢nost je potpuno analogna.

Po de�niciji globalnog lifta iz poglavlja 2.2.1, u ovom slu£aju globalni
lift π ∼= π1 ⊗ π2 od π′ nije kuspidalna automorfna reprezentacija Levijevog
faktora M0(A) ∼= GL2(A) × GL2(A). To£nije, π1

∼= χ1 ◦ det nije kuspidalna
automorfna reprezentacija od GL2(A), a π2 jest. U ovom slu£aju lokalni i
globalni lift nisu kompatibilni. Po de�niciji lokalnog lifta na nerascjepivim
mjestima v ∈ S, lokalni lift lokalne komponente π′1,v od π′1 nije lokalna kom-
ponenta π1,v

∼= χ1,v ◦detv globalnog lifta π1, nego Steinbergova reprezentacija
Stχ1,v . Stoga, da bismo globalne normalizacijske faktore napisali u ²to pogod-
nijem obliku najprije ¢emo preciznije izraziti lokalne normalizacijske faktore
na nerascjepivim mjestima za maksimalne paraboli£ke slu£ajeve iz korolara
3.3.5.

Da ne bi do²lo do zabune, naglasimo da u tom korolaru i £itavom poglavlju
3.3 oznaka πv predstavlja lokalni lift unitarne ireducibilne reprezentacije π′v
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Levijevog faktora M ′(kv) na nerascjepivom mjestu v ∈ S ²to nije u skladu s
oznakom u ovom poglavlju o slu£aju B gdje πv ozna£ava lokalnu komponentu
globalnog lifta. U ovom poglavlju nemamo posebnu oznaku za lokalni lift na
nerascjepivim mjestima ve¢ ¢emo naprosto pisati Stχ1,v ⊗ π2,v.

U formuli za normalizacijski faktor iz korolara 3.3.5 za maksimalnu para-
boli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1(kv)×GL′1(kv) u GL′2(kv) javljaju
se Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktori oblika

L(s, Stχ1,v × π2,v),

ε(s, Stχ1,v × π2,v, ψv).

Dovoljno je njih pogodnije zapisati jer, po lemama 4.1.3 i 4.1.2, promjena
poretka reprezentacija ne mijenja ni L�funkciju ni ε�faktor, a eventualni
kontragredijenti se jednostavno mogu ukomponirati u ra£un koji slijedi.

Sve reprezentacije grupe GL′1(kv) na nerascjepivom mjestu su superkusp-
idalne jer GL′1(kv) nema pravih paraboli£kih podgrupa. Reprezentacija π2,v

je lokalni lift unitarne reprezentacije π′2,v grupe GL′1(kv), pa je ili superkus-
pidalna ili kvadratno integrabilna.

Pretpostavimo najprije da je π2,v superkuspidalna. Tada, po lemi 4.1.3,

L(s, Stχ1,v × π2,v) = L(s + 1/2, χ1,vπ2,v),

ε(s, χ1,v × π2,v, ψv) =

= ε(s+1/2, χ1,vπ2,v, ψv)ε(s−1/2, χ1,vπ2,v, ψv)
L(1/2− s, χ−1

1,vπ̃2,v)

L(s− 1/2, χ1,vπ2,v)
.

Nadalje, po lemi 4.1.2, glavne L�funkcije za superkuspidalnu reprezentaciju
od GL2(kv) na nearhimedskom mjestu v su identi£ki jednake 1. Stoga moºe-
mo lokalne L�funkcije i ε�faktore zapisati u obliku

L(s, Stχ1,v × π2,v) = L(s + 1/2, χ1,vπ2,v)L(s− 1/2, χ1,vπ2,v),

ε(s, χ1,v × π2,v, ψv) = ε(s + 1/2, χ1,vπ2,v, ψv)ε(s− 1/2, χ1,vπ2,v, ψv).

Pretpostavimo sada da je π2,v kvadratno integrabilna. Dakle, π2,v
∼= Stχ2,v

za neki unitarni karakter χ2,v od k×v . Ponovo, po lemama 4.1.3 i 4.1.2,

L(s, Stχ1,v × π2,v) = L(s + 1, χ1,vχ2,v)L(s, χ1,vχ2,v)

= L(s + 1/2, χ1,vπ2,v)L(s− 1/2, χ1,vπ2,v),
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ε(s, Stχ1,v × π2,v, ψv) =

= ε(s+1, χ1,vχ2,v, ψv)ε(s, χ1,vχ2,v, ψv)
2ε(s−1, χ1,vχ2,v, ψv)·

·L(−s, χ−1
1,vχ

−1
2,v)

L(s, χ1,vχ2,v)

L(1− s, χ−1
1,vχ

−1
2,v)

L(s− 1, χ1,vχ2,v)
=

= ε(s + 1/2, χ1,vπ2,v, ψv)ε(s− 1/2, χ1,vπ2,v, ψv).

Uvr²tavanjem tih formula za L�funkcije i ε�faktore u lokalne normal-
izacijske faktore iz korolara 3.3.5 dobivamo potpuno jednake formule kao
na rascjepivim mjestima u korolaru 3.2.2. To nam omogu¢uje da globalne
normalizacijske faktore operatora ispreplitanja

A((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ π′2, w1) i A((s1, s2), π
′
2 ⊗ (χ1 ◦ det′), w1)

za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1 × GL′1 u
GL′2 napi²emo koriste¢i globalne glavne L�funkcije i ε�faktore kuspidalne
automorfne reprezentacije grupe GL2(A) kao

r((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ π′2, w1) = rB(s1 − s2, χ1π̃2),

r((s1, s2), π
′
2 ⊗ (χ1 ◦ det′), w1) = rB(s1 − s2, χ

−1
1 π2), (3.28)

gdje je za kompleksan broj s ∈ C i kuspidalnu automorfnu reprezentaciju σ
od GL2(A)

rB(s, σ) =
L(s− 1/2, σ)

L(s + 3/2, σ)ε(s + 1/2, σ)ε(s− 1/2, σ)
.

Za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1 u G′
1, u

formulama za lokalne normalizacijske faktore na nerascjepivim mjestima iz
korolara 3.3.5 javljaju se Heckeove L�funkcije i ε�faktori od centralnih karak-
tera. Me�utim, centralni karakter Steinbergove reprezentacije Stχv jednak
je χ2

v pa su u ovom slu£aju lokalni normalizacijski faktori na nerascjepivim
mjestima u skladu s normalizacijskim faktorima na rascjepivim mjestima.
Stoga, globalne normalizacijske faktore operatora ispreplitanja

A((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ π′2, w2) i A((s1, s2), π
′
2 ⊗ (χ1 ◦ det′), w2)

moºemo zapisati koriste¢i globalne Heckeove L�funkcije i ε�faktore kao

r((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ π′2, w2) =
L(2s2, ωπ2)

L(1 + 2s2, ωπ2)ε(2s2, ωπ2)
,

r((s1, s2), π2 ⊗ (χ1 ◦ det′), w2) =
L(2s2, χ

2
1)

L(1 + 2s2, χ2
1)ε(2s2, χ2

1)
. (3.29)
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Za svaki w ∈ W (M ′
0), globalne normalizacijske faktore dobivamo kao

produkte normalizacijskih faktora gornjeg oblika koriste¢i dekompoziciju op-
eratora ispreplitanja iz propozicije 3.1.2. Globalni normalizacijski faktori za
slu£aj B navedeni su u tablici B.

w r(s, π′, w)

1 1

w1
L(s1−s2−1/2,χ1eπ2)

L(s1−s2+3/2,χ1eπ2)ε(s1−s2−1/2,χ1eπ2)ε(s1−s2+1/2,χ1eπ2)

w2
L(2s2,ωπ2 )

L(1+2s2,ωπ2 )ε(2s2,ωπ2 )

w1w2
L(2s2,ωπ2 )

L(1+2s2,ωπ2 )ε(2s2,ωπ2 )
L(s1+s2−1/2,χ1π2)

L(s1+s2+3/2,χ1π2)ε(s1+s2−1/2,χ1π2)ε(s1+s2+1/2,χ1π2)

w2w1
L(s1−s2−1/2,χ1eπ2)

L(s1−s2+3/2,χ1eπ2)ε(s1−s2−1/2,χ1eπ2)ε(s1−s2+1/2,χ1eπ2)

L(2s1,χ2
1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)

L(s1−s2−1/2,χ1eπ2)
L(s1−s2+3/2,χ1eπ2)ε(s1−s2−1/2,χ1eπ2)ε(s1−s2+1/2,χ1eπ2)

w1w2w1
L(2s1,χ2

1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)

L(s1+s2−1/2,χ1π2)
L(s1+s2+3/2,χ1π2)ε(s1+s2−1/2,χ1π2)ε(s1+s2+1/2,χ1π2)

L(2s2,ωπ2 )

L(1+2s2,ωπ2 )ε(2s2,ωπ2 )

w2w1w2
L(s1+s2−1/2,χ1π2)

L(s1+s2+3/2,χ1π2)ε(s1+s2−1/2,χ1π2)ε(s1+s2+1/2,χ1π2)

L(2s1,χ2
1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)

L(2s2,ωπ2 )

L(1+2s2,ωπ2 )ε(2s2,ωπ2 )
L(s1+s2−1/2,χ1π2)

L(s1+s2+3/2,χ1π2)ε(s1+s2−1/2,χ1π2)ε(s1+s2+1/2,χ1π2)

w1w2w1w2
L(2s1,χ2

1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)

L(s1−s2−1/2,χ1eπ2)
L(s1−s2+3/2,χ1eπ2)ε(s1−s2−1/2,χ1eπ2)ε(s1−s2+1/2,χ1eπ2)

Tablica B. Normalizacijski faktori od A(s, π′, w) za w ∈ W (M ′
0) u slu£aju B
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3.4.4 Slu£aj C
Slu£aj C odnosi se na kuspidalne automorfne reprezentacije π′ ∼= π′1 ⊗ π′2
Levijevog faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A)×GL′1(A) za koje su obje reprezentacije
π′1 i π′2 jednodimenzionalne. Dakle, π′i ∼= χi ◦ det′ za i = 1, 2, gdje su χi

unitarni karakteri od A×/k×.
Po de�niciji globalnog lifta iz poglavlja 2.2.1, u ovom slu£aju reprezen-

tacija π ∼= π1 ⊗ π2 Levijevog faktora M0(A) ∼= GL2(A) × GL2(A), gdje
su πi

∼= χi ◦ det za i = 1, 2, je globalni lift od π′. To nije kuspidalna
automorfna reprezentacija Levijevog faktora. Stoga, kao i u prethodnom
slu£aju B, lokalni i globalni lift nisu kompatibilni. Po de�niciji lokalnog
lifta na nerascjepivim mjestima v ∈ S, lokalni lift lokalne komponente π′i,v
od π′i nije lokalna komponenta πi,v

∼= χi,v ◦ detv globalnog lifta πi, nego
Steinbergova reprezentacija Stχi,v

. Stoga, da bismo globalne normalizacijske
faktore napisali u ²to pogodnijem obliku najprije ¢emo preciznije izraziti
lokalne normalizacijske faktore na nerascjepivim mjestima za maksimalne
paraboli£ke slu£ajeve iz korolara 3.3.5.

Da ne bi do²lo do zabune, ponovimo jo² jednom da u tom korolaru i
£itavom poglavlju 3.3 oznaka πv predstavlja lokalni lift unitarne ireducibilne
reprezentacije π′v Levijevog faktora M ′(kv) na nerascjepivom mjestu v ∈ S
²to nije u skladu s oznakom u ovom poglavlju o slu£aju C gdje πv ozna£ava
lokalnu komponentu globalnog lifta. U ovom poglavlju nemamo posebnu
oznaku za lokalni lift na nerascjepivim mjestima ve¢ ¢emo naprosto pisati
Stχ1,v ⊗ Stχ2,v .

U formuli za normalizacijski faktor iz korolara 3.3.5 za maksimalnu para-
boli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1(kv)×GL′1(kv) u GL′2(kv) javljaju
se Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktori oblika

L(s, Stχ1,v × Stχ2,v),

ε(s, Stχ1,v × Stχ2,v , ψv).

Po lemi 4.1.3, te L�funkcije i ε�faktori mogu se zapisati koriste¢i Heckeove
kao

L(s, Stχ1,v × Stχ2,v) = L(s + 1, χ1,vχ2,v)L(s, χ1,vχ2,v),

ε(s, Stχ1,v × Stχ2,v , ψv) =

= ε(s+1, χ1,vχ2,v, ψv)ε(s, χ1,vχ2,v, ψv)
2ε(s−1, χ1,vχ2,v, ψv)·

·L(1− s, χ−1
1,vχ

−1
2,v)L(−s, χ−1

1,vχ
−1
2,v)

L(s− 1, χ1,vχ2,v)L(s, χ1,vχ2,v)
.
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Globalni normalizacijski faktor je produkt po svim mjestima lokalnih normal-
izacijskih faktora koji nisu dani jednakom formulom za rascjepiva i nerasc-
jepiva mjesta. Stoga se u globalnom normalizacijskom faktoru osim global-
nih L�funkcija dobivaju i kona£ni produkti po svim nerascjepivim mjestima
v ∈ S lokalnih L�funkcija. To£nije, iz korolara 3.2.4 i gornjih formula za
L�funkcije i ε�faktore uvr²tenih u formulu za lokalni normalizacijski faktor
iz korolara 3.3.5, dobiva se da je za operator ispreplitanja

A((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′), w1),

globalni normalizacijski faktor jednak

r((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′), w1) = rC(s1 − s2, χ1χ
−1
2 ), (3.30)

gdje je za kompleksan broj s ∈ C i unitarni karakter χ od A×/k×

rC(s, χ) =

=
∏

v 6∈S

L(s, χv)L(s− 1, χv)

L(s + 2, χv)L(s + 1, χv)ε(s + 1, χv, ψv)ε(s, χv, ψv)2ε(s− 1, χv, ψv)
·

·
∏
v∈S

L(s + 1, χv)L(s, χv)

L(s + 2, χv)L(s + 1, χv)ε(s + 1, χv, ψv)ε(s, χv, ψv)2ε(s− 1, χv, ψv)
·

·
∏
v∈S

L(s, χv)L(s− 1, χv)

L(−s, χ−1
v )L(1− s, χ−1

v )
=

=
L(s, χ)L(s− 1, χ)

L(s + 2, χ)L(s + 1, χ)ε(s + 1, χ)ε(s, χ)2ε(s− 1, χ)
·

·
∏
v∈S

L(s + 1, χv)L(s, χv)

L(1− s, χ−1
v )L(−s, χ−1

v )
,

a na desnoj strani su globalne i lokalne Heckeove L�funkcije i ε�faktori.
Za maksimalnu paraboli£ku podgrupu s Levijevim faktorom GL′1 u G′

1, u
formuli iz korolara 3.3.5 za lokalne normalizacijske faktore na nerascjepivim
mjestima javljaju se L�funkcije i ε�faktori od centralnog karaktera. Kao i
u slu£aju B, centralni karakter Steinbergove reprezentacije Stχi,v

jednak je
χ2

i,v pa su lokalni normalizacijski na nerascjepivim mjestima dani jednakom
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formulom kao na rascjepivim mjestima. Stoga se globalni normalizacijski
faktor operatora ispreplitanja

A((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′), w2)

moºe zapisati koriste¢i globalne Heckeove L�funkcije i ε�faktore kao

r((s1, s2), (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′), w2) =
L(2s2, χ

2
2)

L(1 + 2s2, χ2
2)ε(2s2, χ2

2)
. (3.31)

Tada se, za svaki w ∈ W (M ′
0), globalni normalizacijski faktori dobivaju

koriste¢i gornje formule i dekompoziciju operatora ispreplitanja iz propozicije
3.1.2. Globalni normalizacijski faktori u slu£aju C navedeni su u tablici C.

w r(s, π′, w)

1 1

w1 rC(s1 − s2, χ1χ
−1
2 )

w2
L(2s2,χ2

2)

L(1+2s2,χ2
2)ε(2s2,χ2

2)

w1w2
L(2s2,χ2

2)

L(1+2s2,χ2
2)ε(2s2,χ2

2)
rC(s1 + s2, χ1χ2)

w2w1 rC(s1 − s2, χ1χ
−1
2 )

L(2s1,χ2
1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)

w1w2w1 rC(s1 − s2, χ1χ
−1
2 )

L(2s1,χ2
1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)
rC(s1 + s2, χ1χ2)

w2w1w2
L(2s2,χ2

2)

L(1+2s2,χ2
2)ε(2s2,χ2

2)
rC(s1 + s2, χ1χ2)

L(2s1,χ2
1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)

L(2s2,χ2
2)

L(1+2s2,χ2
2)ε(2s2,χ2

2)
rC(s1 + s2, χ1χ2)

w1w2w1w2
L(2s1,χ2

1)

L(1+2s1,χ2
1)ε(2s1,χ2

1)
rC(s1 − s2, χ1χ

−1
2 )

Tablica C. Normalizacijski faktori od A(s, π′, w) za w ∈ W (M ′
0) u slu£aju C
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3.5 Lema o ireducibilnosti slike
Na samom kraju ovog poglavlja o normalizaciji operatora ispreplitanja na-
vodimo lemu koja je korisna pri dokazivanju ireducibilnosti dijelova rezidu-
alnog spektra dobivenih ra£unom polova Eisensteinovih redova u sljede¢em
poglavlju. Ti dijelovi rezidualnog spektra izomorfni su slici odre�enog nor-
maliziranog operatora ispreplitanja £iju ireducibilnost garantira ova lema.
Lema je generalizacija opservacije na stranici 135 u [30].

Lema 3.5.1. Neka je G reduktivna grupa de�nirana nad k i πv ireducibilna
reprezentacija od M(kv), gdje je M Levijev faktor standardne prave para-
boli£ke podgrupe P . Pretpostavimo da je πv jedinstvena ireducibilna pod-
reprezentacija inducirane reprezentacije

IM
L (s′, τv),

gdje je L ⊆ M Levijev faktor standardne paraboli£ke podgrupe, τv temperirana
reprezentacija od L(kv) te s′ ∈ a∗L,C. Ako postoje elementi Weylove grupe w′

i w′′ takvi da vrijedi

(1) Re (w′−1(s + s′)) je u pozitivnoj Weylovoj komori od a∗w′−1(L),C,

(2) w′′ww′ je dugi element Weylove grupe od (G,w′−1(L)),

(3) N(w(s+s′), w(τv), w
′′) je injektivan na podreprezentaciji I(w(s), w(πv)),

(4) slika od N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w
′) je I(s, πv),

onda je slika normaliziranog operatora ispreplitanja

N(s, πv, w)

ireducibilna.

Dokaz. Po dekompoziciji normaliziranog operatora ispreplitanja iz (3.12) vri-
jedi

N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w
′′ww′) =

= N(w(s+s′), w(τv), w
′′)N(s+s′, τv, w)N(w′−1(s+s′), w′−1(τv), w

′).
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Budu¢i da je slika operatora N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w
′) izomorfna I(s, πv),

a N(w(s + s′), w(τv), w
′′) je injektivan, slika od

N(s, πv, w) = N(s + s′, τv, w)
∣∣∣
I(s,πv)

je izomorfna slici od N(w′−1(s+s′), w′−1(τv), w
′′ww′). Me�utim, to je norma-

lizirani dugi operator ispreplitanja Langlandsove klasi�kacije jer je w′−1(s+s′)
u pozitivnoj Weylovoj komori i w′−1(τv) temperirana. Stoga je njegova slika
ireducibilna.

Korolar 3.5.2. U posebnom slu£aju prethodne leme, za G = G′
2 i Levi-

jev faktor w′−1(L) = M ′
0 na nerascjepivom mjestu v ∈ S, zahtjev da je

w′−1(s+ s′) = (s1, s2) u pozitivnoj Weylovoj komori moºe se zamijeniti slabi-
jim uvjetom

s1 > s2 > 0.

U rascjepivom slu£aju G = SO8 i w′−1(L) = GLn1 × . . . × GLnk
, gdje je

n1 + . . . + nk = 4, ako je τv kvadratno integrabilna, onda se zahtjev da je
w′−1(s + s′) = (s1, . . . , sk) u pozitivnoj Weylovoj komori moºe zamijeniti
slabijim uvjetom

s1 > . . . > sk > 0, ako je nk > 1,

s1 > . . . > sk−1 > |sk| > 0, ako je nk = 1 i sk 6= 0,

s1 > . . . > sk−1 > |sk| = 0, ako je nk = 1 i sk = 0.

Dokaz. U specijalnim slu£ajevima ovog korolara slabiji zahtjev na w′−1(s+s′)
je upravo zahtjev Langlandsove klasi�kacije ako se uzme u obzir £injenica
da je za GL′n(kv) i GLn(kv) temperirana reprezentacija puna inducirana
reprezentacija s kvadratno integrabilne reprezentacije Levijeve podgrupe.



Poglavlje 4

Dekompozicija rezidualnog
spektra

U ovom zavr²nom poglavlju ove disertacije izra£unata je dekompozicija dijela
rezidualnog spektra hermitske kvaternionske grupe G′

2 koji dolazi od mini-
malne paraboli£ke podgrupe s Levijevim faktorom M ′

0
∼= GL′1×GL′1. Primi-

jenjena je Langlandsova spektralna teorija iz prvog poglavlja koja ra£un svodi
na odre�ivanje polova sume standardnih operatora ispreplitanja i njihovog
iteriranog poni²tavanja u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Pritom su
kori²tene normalizacije operatora ispreplitanja iz tre¢eg poglavlja. Budu¢i
da su globalni normalizirani operatori ispreplitanja koji se javljaju u ra£unu
holomorfni i razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, prou£a-
vanje polova svodi se na analiti£ka svojstva globalnih normalizacijskih faktora
koji su dani u terminima L�funkcija i ε�faktora.

Stoga ovo poglavlje zapo£inje pregledom analiti£kih svojstava lokalnih i
globalnih L�funkcija koje se javljaju u globalnim normalizacijskim faktorima.
U ostatku poglavlja redom se dekomponiraju dijelovi rezidualnog spektra za
svaki od slu£ajeva A, B i C. U svakom od tih slu£ajeva odvojeno se ra£una
doprinos svakog mogu¢eg pola.

U £itavom poglavlju pretpostavlja se da su kuspidalne automorfne repre-
zentacije odabrane tako da su polovi Eisensteinovih redova, a time i global-
nih L�funkcija realni. Kao ²to je ve¢ napomenuto u poglavlju 1.3 o Eisen-
steinovim redovima svaka kuspidalna automorfna reprezentacija nakon zakre-
tanja pogodnom imaginarnom potencijom apsolutne vrijednosti reducirane
norme ima to svojstvo. Stoga pretpostavka da su polovi realni ne smanjuje
op¢enitost ra£una ve¢ predstavlja samo pogodan izbor koordinata za prikaz

76
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rezultata.

4.1 Svojstva L�funkcija
U sljede¢im lemama sakupljena su analiti£ka svojstva lokalnih i globalnih
Heckeovih, glavnih za GL2 te Rankin�Selbergovih za GL2×GL2 L�funkcija.
Svi ε�faktori su cijele funkcije od s koje nemaju nulto£ki pa se oni ne spo-
minju u lemama. Kao ²to je napomenuto u uvodu ovog poglavlja, u svim
tvrdnjama pretpostavljamo da su kuspidalne automorfne reprezentacije oda-
brane tako da su polovi L�funkcija realni.

Lema 4.1.1. (Heckeove L�funkcije) Neka je µ = ⊗vµv unitarni karakter
od A×/k×. Tada, ako je µ = 1 trivijalan karakter, onda globalna Heckeova
L�funkcija L(s, µ) ima polove prvog reda u s = 0 i s = 1, a ako µ nije trivi-
jalan, onda je L(s, µ) cijela funkcija. U oba slu£aja L(s, µ) nema nulto£ki za
Re(s) > 1. Vrijedi globalna funkcionalna jednadºba

L(s, µ) = ε(s, µ)L(1− s, µ−1).

Neka je v nearhimedsko mjesto od k. Ako je µv = 1v trivijalan karakter od
k×v , onda realan pol lokalna Heckeova L�funkcija L(s, µv) ima u s = 0 i to
prvog reda, a ako µv nije trivijalan, onda je L(s, µv) cijela funkcija. U oba
slu£aja L(s, µv) nema nulto£ki.

Dokaz. Sve tvrdnje ove leme mogu se na¢i u [57]. To£nije, lokalne tvrdnje
slijede direktno iz de�nicije lokalnih L�funkcija u poglavlju 2.4, a globalne su
teorem 4.4.1. Uo£imo da je globalna Heckeova L�funkcija L(s,1) za trivijalni
karakter 1 od A×/k× zapravo potpuna ζ�funkcija polja algebarskih brojeva
k.

Lema 4.1.2. (Glavne L�funkcije za GL2) Neka je σ ∼= ⊗vσv kuspidalna
automorfna reprezentacija grupe GL2(A). Tada je globalna glavna L�funkcija
L(s, σ) cijela i nema nulto£ki za Re(s) > 1. Vrijedi funkcionalna jednadºba

L(s, σ) = ε(s, σ)L(1− s, σ̃).

Neka je v nearhimedsko mjesto od k. Tada, ako je σv superkuspidalna, onda
je

L(s, σv) = 1,
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a ako je σv kvadratno integrabilna, pa stoga izomorfna Stµv za neki unitarni
karakter µv od k×v , onda je

L(s, σv) = L(s + 1/2, µv).

Dokaz. Sve tvrdnje ove leme o lokalnim i globalnim glavnim L�funkcijama
za GL2 mogu se na¢i u [26]. To£nije, tvrdnje o lokalnim L�funkcijama su
u dokazu teorema 2.18 za superkuspidalnu reprezentaciju, odnosno u pro-
poziciji 3.6 za kvadratno integrabilnu reprezentaciju. Tvrdnje o globalnim
L�funkcijama su u teoremu 11.1. Analogni lokalni rezultati za GLn mogu se
na¢i u [28], a globalni u [13].

Lema 4.1.3. (Rankin�Selbergove L�funkcije parova za GL2 × GL2)
Neka su σ1

∼= ⊗vσ1,v i σ2
∼= ⊗vσ2,v kuspidalne automorfne reprezentacije

grupe GL2(A). Po de�niciji, promjena poretka reprezentacija ne utje£e na
lokalne i globalne Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktore.

Ako je σ1
∼= σ̃2, onda globalna Rankin�Selbergova L�funkcija L(s, σ1×σ2)

ima polove prvog reda u s = 0 i s = 1, a ina£e je cijela funkcija. U oba slu£aja
L(s, σ1 × σ2) nema nulto£ki za Re(s) > 1. Vrijedi funkcionalna jednadºba

L(s, σ1 × σ2) = ε(s, σ1 × σ2)L(1− s, σ̃1 × σ̃2).

Neka je v nearhimedsko mjesto od k. Tada, ako je σ1,v kvadratno integra-
bilna, pa stoga izomorfna Stµ1,v za neki unitarni karakter µ1,v od k×v , a σ2,v

superkuspidalna, onda je

L(s, σ1,v × σ2,v) = L(s + 1/2, µ1,vσ2,v).

Za i = 1, 2, ako su σi,v kvadratno integrabilne, pa stoga izomorfne Stµi,v
za

neke unitarne karaktere µi,v od k×v , onda je

L(s, σ1,v × σ2,v) = L(s + 1, µ1,vµ2,v)L(s, µ1,vµ2,v).

Dokaz. Sve tvrdnje ove leme o Rankin�Selbergovim L�funkcijama parova za
GL2 ×GL2 mogu se na¢i u [27]. To£nije, lokalne tvrdnje na nearhimedskim
mjestima su teorem 15.1, a globalne tvrdnje teorem 19.14. Analogni op¢e-
nitiji rezultati o Rankin�Selbergovim L�funkcijama parova za GLn × GLm

mogu se na¢i u [29].

Na kraju navodimo lemu koja se koristi na vi²e mjesta pri ra£unanju
reziduuma normalizacijskih faktora u nastavku.
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Lema 4.1.4. Neka je L(s) meromorfna funkcija na C koja ima samo polove
prvog reda, nema nulto£ku u s = 0 i zadovoljava funkcionalnu jednadºbu

L(s) = ε(s)L(1− s),

gdje je ε(s) cijela funkcija koja nema nulto£ki takva da je

ε(0)ε(1) = 1.

Tada je

L(s)

L(1 + s)ε(s)

∣∣∣
s=0

=

{ −1, ako je s = 0 pol prvog reda funkcije L(s),
1, ako u s = 0 funkcija L(s) nema pol.

Posebno, uvjete ove leme zadovoljavaju sve globalne L�funkcije i ε�faktori
koji se javljaju u ra£unima.

Dokaz. Po funkcionalnoj jednadºbi

L(1 + s)ε(s) = L(−s)ε(1 + s)ε(s).

Budu¢i da je ε(0)ε(1) = 1, traºeni kvocijent je jednak

L(s)

L(1 + s)ε(s)

∣∣∣
s=0

=
L(s)

L(−s)

∣∣∣
s=0

.

Sada, ako L(s) nema pol u s = 0, onda se L(0) 6= 0 u brojniku i nazivniku
pokrate i dobivamo 1. Ako L(s) ima pol prvog reda u s = 0, neka je

L(s) =
a−1

s
+

∑
n>0

ansn

Laurentov razvoj od L(s) oko s = 0. Tada je kvocijent jednak

L(s)

L(−s)

∣∣∣
s=0

=

a−1

s
+

∑
n>0 ans

n

−a−1

s
+

∑
n>0(−1)nansn

∣∣∣
s=0

= −1.
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4.2 Prostor L2
A

Prema teoremu 1.3.3, prostor L2
P ′0,res je dio rezidualnog spektra koji se do-

biva iteriranim poni²tavanjem polova u zatvara£u pozitivne Weylove komore
Eisensteinovih redova odre�enih kuspidalnom automorfnom reprezentacijom
Levijevog faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A) × GL′1(A) standardne paraboli£ke po-
drupe P ′

0(A) od G′
2(A). Prema propoziciji 1.3.5, polovi Eisensteinovog reda

podudaraju se s polovima sume operatora ispreplitanja (1.3). Budu¢i da
prema rezultatima tre¢eg poglavlja globalni normalizacijski faktori opera-
tora ispreplitanja ovise o tome u koji od slu£ajeva A, B i C spada kuspidalna
automorfna reprezentacija od M ′

0(A), prvi korak u dekompoziciji prostora
L2

P ′0,res je rastav na prostore koji odgovaraju svakom od ta tri slu£aja

L2
P ′0,res

∼= L2
A ⊕ L2

B ⊕ L2
C . (4.1)

U ovom poglavlju ra£unamo dekompoziciju prostora L2
A koji se dobiva preko

polova Eisensteinovih redova za kuspidalne automorfne reprezentacije Levi-
jevog faktora M ′

0(A) koje spadaju u slu£aj A.
Dakle, neka je π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 kuspidalna automorfna reprezentacija od

M ′
0(A) koja spada u slu£aj A. To zna£i da kuspidalne automorfne reprezen-

tacije π′1 i π′2 od GL′1(A) nisu jednodimenzionalne. Tada su globalni nor-
malizacijski faktori operatora ispreplitanja dani u tablici A u poglavlju 3.4.2
koriste¢i globalne Rankin�Selbergove L�funkcije i ε�faktore parova za global-
ne liftove π1 i π2 reprezentacija π′1 i π′2, te globalne Heckeove L�funkcije i ε�
faktore njihovih centralnih karaktera. Po de�niciji globalnog lifta iz poglavlja
2.2.1, π1 i π2 su kuspidalne automorfne reprezentacije od GL2(A). Globalni
normalizirani operatori ispreplitanja su holomorfni i razli£iti od nule u zat-
vara£u pozitivne Weylove komore po teoremu 3.4.1. Stoga, prema analiti£kim
svojstvima globalnih Rankin�Selbergovih L�funkcija iz leme 4.1.3 i globalnih
Heckeovih L�funkcija iz leme 4.1.1, mogu¢i polovi normalizacijskih faktora
operatora ispreplitanja iz tablice A, a time i Eisensteinovih redova, nalaze se
u singularnim ravninama

s1 − s2 = 1,

s1 + s2 = 1,

2s1 = 1,

2s2 = 1. (4.2)
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Pritom smo pretpostavili da je kuspidalna automorfna reprezentacija π′ oda-
brana tako da su polovi Eisensteinovih redova realni. Stoga na slici A, singu-
larne ravnine i postupak pomaka linije integracije iz teorema 1.3.3 u ishodi²te
moºemo prikazati koriste¢i samo realni dio prostora a∗M ′

0,C.
Pri pomaku linije integracije u integralu (1.1) iz teorema 1.3.3 od s0 u

ishodi²te prostora a∗M ′
0,C kao na slici A, prelazimo singularne ravnine. Na tim

ravninama biramo koordinatne sustave s ishodi²tem u ortogonalnoj projekciji
ishodi²ta od a∗M ′

0,C. Zatim, pomakom linije integracije iz to£ke presjeka sa
singularnom ravninom u ishodi²te te ravnine kao na slici A prelazimo preko
to£aka presjeka s drugim singularnim ravninama. Takve to£ke su mogu¢i
iterirani polovi operatora ispreplitanja. U slu£aju A dobiju se tri takve to£ke

A1(3/2, 1/2), A2(1, 0), A3(1/2, 1/2).

To£ke A1 i A2 leºe na singularnoj ravnini s1 − s2 = 1, a to£ka A3 leºi na
2s2 = 1.

Slika A. Singularne ravnine u slu£aju A
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Koordinatni sustav na singularnoj ravnini s1 − s2 = 1 £ije je ishodi²te
ortogonalna projekcija ishodi²ta od a∗M ′

0,C zadan je s

s1 = z + 1/2,

s2 = z − 1/2, (4.3)

gdje je z nova koordinata. Tada, za to£ku A1 je z = 1, a za to£ku A2 je
z = 1/2.

Za singularnu ravninu 2s2 = 1 koordinatni sustav zadan je s

s1 = z,

s2 = 1/2, (4.4)

gdje je z nova koordinata. Za to£ku A3 je z = 1/2.
Obzirom na tri mogu¢a pola Eisensteinovog reda dio rezidualnog spektra

L2
A se dalje dekomponira u

L2
A
∼= L2

A1
⊕ L2

A2
⊕ L2

A3
, (4.5)

gdje su L2
A1
, L2

A2
i L2

A3
razapeti izrazima koji se dobiju nakon iteriranog

poni²tavanja polova Eisensteinovih redova redom u to£kama A1, A2 i A3. U
nastavku dajemo odvojeno dekompoziciju svakog od tih prostora.

4.2.1 Prostor L2
A1

U sljede¢em teoremu dana je dekompozicija potprostora L2
A1

rezidualnog
spektra grupe G′

2 koji se dobije iteriranim poni²tavanjem polova u to£ki A1.

Teorem 4.2.1. (Dekompozicija prostora L2
A1
) Potprostor L2

A1
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 dekomponira se u

L2
A1

= ⊕π′A1(π
′),

gdje je suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama π′ ∼= π′1⊗π′2
od M ′

0(A) takvim da π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

(1) π′1 ∼= π′2,

(2) centralni karakter ωπ′1 = ωπ′2 je trivijalan.
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Prostor A1(π
′) je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim

reziduumom u s = (3/2, 1/2) Eisensteinovog reda odre�enog s π′, a prelaskom
na konstantni £lan Eisensteinovog reda izomorfan je slici normaliziranog ope-
ratora ispreplitanja

N((3/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Dokaz. Najprije podsjetimo da u £itavom ovom poglavlju 4.2 reprezentacije
π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne. Doprinos iteriranog pola u to£ki A1 sumi
operatora ispreplitanja (1.3) iz propozicije 1.3.5 dobiva se poni²tavanjem naj-
prije pola duº singularne ravnine s1− s2 = 1, a zatim, koriste¢i novu koordi-
natu z de�niranu na toj ravnini s (4.3), poni²tavanjem pola u z = 1. Koriste¢i
analiti£ka svojstva Rankin�Selbergovih L�funkcija iz leme 4.1.3, pol duº rav-
nine s1 − s2 = 1 globalnih normalizacijskih faktora iz tablice A javlja se ako
i samo ako je π1

∼= π2. Tada pol prvog reda imaju normalizacijski faktori
operatora ispreplitanja koji odgovaraju elementima Weylove grupe w1, w2w1,
w1w2w1 i w1w2w1w2. Do na konstantu

Ress=1L(s, π1 × π̃2)

L(2, π1 × π̃2)ε(1, π1 × π̃2)

koja je razli£ita od nule, njihovi reziduumi duº s1 − s2 = 1, zapisani u novoj
varijabli z, dani su u tablici A-I.

w Ress1−s2=1r(s, π
′, w)

w1 1

w2w1
L(1+2z,ωπ1 )

L(2+2z,ωπ1 )ε(1+2z,ωπ1 )

w1w2w1
L(1+2z,ωπ1 )

L(2+2z,ωπ1 )ε(1+2z,ωπ1 )
L(2z,π1×π2)

L(1+2z,π1×π2)ε(2z,π1×π2)

w1w2w1w2
L(−1+2z,ωπ2 )

L(2z,ωπ2 )ε(−1+2z,ωπ2 )
L(2z,π1×π2)

L(1+2z,π1×π2)ε(2z,π1×π2)

L(1+2z,ωπ1 )

L(2+2z,ωπ1)ε(1+2z,ωπ1 )

Tablica A-I. Reziduumi normalizacijskih faktora duº s1− s2 = 1 u slu£aju A

Po svojstvima L�funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.3, pol u to£ki A1, odnosno
u z = 1, izraza u tablici A-I javlja se ako i samo je centralni karakter ωπ2
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trivijalan. Tada pol prvog reda ima jedino izraz koji odgovara elementu
Weylove grupe w1w2w1w2 i reziduum je do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

L(2, π1 × π2)

L(3, π1 × π2)ε(2, π1 × π2)

L(3,1)

L(4,1)ε(3,1)

razli£itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A×/k×, jednak normalizira-
nom operatoru ispreplitanja

N((3/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Kriterij kvadratne integrabilnosti iteriranog reziduuma iz leme 1.3.6 je ispu-
njen jer je

w1w2w1w2(3/2, 1/2) = (−3/2,−1/2).

Budu¢i da su π′1 i π′2 izomorfne ako i samo su π1 i π2 izomorfne, a globalni
lift £uva centralni karakter, doprinos A1(π

′) potprostoru L2
A1

daju samo kus-
pidalne automorfne reprezentacije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju uvjete iz
teorema i taj doprinos je izomorfan slici normaliziranog operatora isprepli-
tanja N((3/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Preostaje dokazati da je slika tog operatora ireducibilna. Koriste¢i lemu
3.5.1 dokazujemo ireducibilnost slike lokalnih normaliziranih operatora is-
preplitanja N((3/2, 1/2), π′v, w1w2w1w2) na svim mjestima v od k. Neka je
w = w1w2w1w2 i s = (3/2, 1/2). Na svim onim mjestima na kojima je
reprezentacija π′v temperirana slika je ireducibilna po Langlandsovoj klasi-
�kaciji iz poglavlja 2.2.2 jer je s u pozitivnoj Weylovoj komori i w dugi
element Weylove grupe za (G′

2,M
′
0). Uo£imo da je na nerascjepivim mjes-

tima v ∈ S svaka reprezentacija π′v superkuspidalna pa je za takva mjesta
ireducibilnost slike dokazana.

Za rascjepiva mjesta na kojima reprezentacija πv
∼= π1,v ⊗ π2,v nije tem-

perirana barem jedna od reprezentacija πi,v za i = 1, 2 je reprezentacija
komplementarne serije, odnosno puna inducirana reprezentacija

πi,v
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)(µi,v| · |ri ⊗ µi,v| · |−ri),

gdje je 0 < ri < 1/2 i µi,v unitarni karakter od k×v . Tada je πv puna in-
ducirana reprezentacija s temperirane reprezentacije Levijevog faktora manje
paraboli£ke podgrupe. U oznakama iz leme 3.5.1, Levijev faktor L je jedan od
Levijevih faktora GL1×GL1×GL2, GL2×GL1×GL1, GL1×GL1×GL1×GL1
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te

s + s′ =





(3/2 + r1, 3/2− r1, 1/2),
(3/2, 1/2 + r2, 1/2− r2),
(3/2 + r1, 3/2− r1, 1/2 + r2, 1/2− r2),

gdje je 0 < ri < 1/2. Neka je, u oznakama leme 3.5.1, w′ = 1 i w′′ element
Weylove grupe koji odgovara permutaciji

w′′ =





(1, 2)(3),
(1)(2, 3),
(1, 2)(3, 4),

kao u dokazu propozicije 3.2.1. Tada je w′′ww′ dugi element Weylove grupe
za (SO8, L), a s+s′ je u pozitivnoj Weylovoj komori. Normalizirani operator

N(w(s), w(πv), w
′′) = N(w(s + s′), w(τv), w

′′)

je izomor�zam jer je to operator za GL1 × GL1 ⊂ GL2 ili kompozicija dva
takva operatora koji djeluju na ireducibilnoj induciranoj reprezentaciji po
lemi 2.2.9. Stoga su ispunjeni uvjeti leme 3.5.1 pa je slika normaliziranog
operatora ispreplitanja N((3/2, 1/2), πv, w) ireducibilna.

4.2.2 Prostor L2
A2

Prije dekompozicije prostora L2
A2

uvedimo oznake vezane za induciranu re-
prezentaciju

Ind
G′1(kv)

GL′1(kv)σ
′
v

grupe G′
1(kv) i normalizirani operator ispreplitanja

N(0, σ′v, w2),

gdje je σ′v samokontragredijentna ireducibilna unitarna reprezentacija od
GL′1(kv). Pritom koristimo lemu 2.2.11 o reducibilnostima te inducirane
reprezentacije da bi izra£unali djelovanje normaliziranog operatora u sljede¢oj
lemi.

Lema 4.2.2. Ako je centralni karakter ωσ′v trivijalan, onda normalizirani
operator ispreplitanja

N(0, σ′v, w2)
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djeluje na ireducibilnoj reprezentaciji π′v = Ind
G′1(kv)

GL′1(kv)σ
′
v kao Idv ili −Idv. Ako

je pak ωσ′v netrivijalan, onda taj normalizirani operator ispreplitanja djeluje
na svakoj od dvije ireducibilne komponente od π′v = Ind

G′1(kv)

GL′1(kv)σ
′
v razli£itim

skalarom iz skupa {1,−1}.
U oba slu£aja, za skalar ηv, ireducibilnu komponentu od π′v na kojoj ope-

rator N(0, σ′v, w2) djeluje kao ηvIdv ozna£avamo sa σ′ηv
v . Ako je v rascjepivo

mjesto i σ′v nerazgranata, onda π′v sadrºi nerazgranatu komponentu i na njoj
N(0, σ′v, w2) djeluje kao identiteta.

Dokaz. Normalizirani operator N(0, σ′v, w2) isprepli¢e π′v sa samim sobom
i kvadrat mu je identiteta. Prema lemi 2.2.11, ako je centralni karakter
ωσ′v trivijalan, onda je inducirana reprezentacija π′v ireducibilna pa operator
N(0, σ′v, w2) djeluje kao Idv ili −Idv po lemi 2.2.8. Prema lemi 2.2.11, ako
centralni karakter ωσ′v nije trivijalan, onda se π′v reducira u direktnu sumu
dvije ireducibilne podreprezentacije koje nisu me�usobno izomorfne. Tada
N(0, σ′v, w2) nije skalar na £itavom prostoru reprezentacije π′v i isprepli¢e
svaku komponentu posebno. Dakle, taj operator djeluje na svakoj kompo-
nenti kao razli£iti skalar iz skupa {1,−1}. Za nerazgranatu reprezentaciju
normalizirani operator ispreplitanja je identiteta po samoj de�niciji norma-
lizacije.

Promotrimo sada induciranu reprezentaciju

Ind
G′2(kv)

GL′1(kv)×GL′1(kv)(π
′
1,vν ⊗ π′2,v).

Pritom, ν ozna£ava kao i u prethodnim poglavljima apsolutnu vrijednost
reducirane norme na nerascjepivim mjestima, odnosno determinante na ras-
cjepivim mjestima. Indukcijom u koracima ta inducirana reprezentacija je
izomorfna

Ind
G′2(kv)

GL′1(kv)×G′1(kv)

(
π′1,vν ⊗ Ind

G′1(kv)

GL′1(kv)π
′
2,v

)
.

Prema prethodnoj lemi 4.2.2, koriste¢i uvedene oznake, dalje je izomorfna

Ind
G′2(kv)

GL′1(kv)×G′1(kv)

(
π′1,vν ⊗ π′ηv

2,v

)
,

ako je centralni karakter ωπ′2,v
trivijalan, gdje je ηv ∈ {±1}, odnosno

⊕

ηv∈{1,−1}
Ind

G′2(kv)

GL′1(kv)×G′1(kv)

(
π′1,vν ⊗ π′ηv

2,v

)
,
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ako je centralni karakter ωπ′2,v
netrivijalan. Sliku djelovanja normaliziranog

operatora ispreplitanja

N((1, 0), π′1,v ⊗ π′2,v, w1w2w1)

na svakoj od ireducibilnih komponenti ozna£avamo s Π′ηv
v . Uo£imo da ako je

centralni karakter ωπ′2 globalne reprezentacije π′2 trivijalan, onda su skalari
ηv ∈ {±1} jedinstveno odre�eni za svako mjesto v. Ako je ωπ′2 netrivijalan,
onda je ηv ∈ {±1} jedinstveno odre�en samo na onim mjestima v na kojima
je ωπ′2,v

trivijalan, dok na mjestima v na kojima je ωπ′2,v
netrivijalan postoje

dva mogu¢a izbora vrijednosti skalara ηv. Na skoro svim mjestima, to£nije,
na rascjepivim mjestima na kojima su reprezentacije nerazgranate je ηv = 1.

Teorem 4.2.3. (Dekompozicija prostora L2
A2
) Potprostor L2

A2
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 dekomponira se u

L2
A2

=
(
⊕π′A(1)

2 (π′)
)
⊕

(
⊕π′A(2)

2 (π′)
)

.

Pritom je prva suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama
π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 od M ′

0(A) takvim da π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

(1-1) π′1 ∼= π′2,

(1-2) π′1 i π′2 su samokontragredijentne,

(1-3) centralni karakter ωπ′1 = ωπ′2 je trivijalan,

(1-4)
∏

v ηv = −1,

a druga po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 od
M ′

0(A) takvim da π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

(2-1) π′1 ∼= π′2,

(2-2) π′1 i π′2 su samokontragredijentne,

(2-3) centralni karakter ωπ′1 = ωπ′2 je netrivijalan.

Oba prostora A(1)
2 (π′) i A(2)

2 (π′) su prostori automorfnih formi razapeti iteri-
ranim reziduumom u s = (1, 0) Eisensteinovog reda odre�enog s π′. Prostor
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A(1)
2 (π′) je ireducibilan i prelaskom na konstantni £lan Eisensteinovog reda

izomorfan slici normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1, 0), π′, w1w2w1).

Prostor A(2)
2 (π′) je prelaskom na konstantni £lan izomorfan sumi ireducibilnih

reprezentacija oblika
⊗vΠ

′ηv
v ,

gdje je ηv jedan od dva mogu¢a skalara na mjestima gdje je ωπ′1,v
= ωπ′2,v

netrivijalan, na skoro svim mjestima je ηv = 1 i produkt po svim mjestima
∏

v

ηv = 1.

Dokaz. Reprezentacije π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne jer se u £itavom
poglavlju bavimo slu£ajem A. Iterirano poni²tavanje pola sume operatora
ispreplitanja (1.3) iz propozicije 1.3.5 u to£ki A2, kao ²to je prikazano na slici
A, radimo najprije duº s1 − s2 = 1, a zatim, u novoj varijabli z de�niranoj
s (4.3), u z = 1/2. Pol duº ravnine s1 − s2 = 1 ve¢ smo prou£ili u dokazu
teorema 4.2.1 o dekompoziciji prostora L2

A1
. Pol se javlja ako i samo ako

π1
∼= π2. Reziduumi u novoj varijabli z su dani u tablici A-I do na konstantu

razli£itu od nule.
Pol u to£ki A2 je zapravo pol izraza iz tablice A-I u z = 1/2. Prema

analiti£kim svojstvima Rankin�Selbergovih i Heckeovih L�funkcija iz lema
4.1.3 i 4.1.1, izrazi u tablici A-I mogu imati pol u z = 1/2 ako i samo ako vri-
jedi π1

∼= π̃2. Tada pol prvog reda imaju izrazi koji odgovaraju elementima
Weylove grupe w1w2w1 i w1w2w1w2. Uo£imo da su π1

∼= π2 samokontragredi-
jentne pa su njihovi centralni karakteri kvadratni.

Do na konstantu
Ress=1L(s, π1 × π2)

L(2, π1 × π2)ε(1, π1 × π2)

L(2, ωπ1)

L(3, ωπ1)ε(2, ωπ1)

razli£itu od nule, reziduum izraza koji odgovara elementu w1w2w1 jednak je
normaliziranom operatoru ispreplitanja

N((1, 0), π′, w1w2w1).

Za reziduum izraza koji odgovara elementu w1w2w1w2 razlikujemo dva slu-
£aja ovisno o ωπ2 .
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Najprije pretpostavimo da je kvadratni centralni karakter ωπ2 trivijalan.
Tada, po lemi 4.1.1, Heckeova L�funkcija L(s, ωπ2) ima pol prvog reda u
s = 0 i s = 1, pa je po lemi 4.1.4 reziduum izraza koji odgovara w1w2w1w2,
do na istu konstantu kao gore, jednak

−N((1, 0), π′, w1w2w1w2).

Stoga je za trivijalni centralni karakter ωπ2 , do na konstantu razli£itu od nule,
iterirani reziduum u to£ki A2 sume operatora ispreplitanja (1.3) jednak

N((1, 0), π′, w1w2w1)−N((1, 0), π′, w1w2w1w2).

Po (3.12) lokalni normalizirani operatori ispreplitanja dekomponiraju se u
skladu s rastavom elemenata Weylove grupe pa djelovanje dobivenog rezidu-
uma na ⊗vfv moºemo zapisati kao

⊗vN((1, 0), π′v, w1w2w1) [⊗vfv −⊗vN((1, 0), π′v, w2)fv] .

Pritom, operator ispreplitanja N((1, 0), π′v, w2) je zapravo operator isprepli-
tanja za G′

1(kv) koji djeluje na induciranoj reprezentaciji Ind
G′1(kv)

GL′1(kv)π
′
2,v i koji

smo razmotrili u prethodnoj lemi 4.2.2. Iz te leme, budu¢i da je centralni
karakter ωπ2,v = ωπ′2,v

trivijalan, taj operator ispreplitanja djeluje kao ηvIdv,
gdje je skalar ηv ∈ {±1} jedinstveno odre�en na svim mjestima. Dakle,
reziduum je netrivijalan ako je

∏
v

ηv = −1

i tada je jednak slici normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1, 0), π′, w1w2w1).

Kvadratnu integrabilnost dobivenog iteriranog reziduuma i ireducibilnost sli-
ke tog operatora dokazujemo na samom kraju dokaza. Budu¢i da su π′1 i π′2
izomorfne ako i samo ako su π1 i π2 izomorfne, a globalni lift £uva samokon-
tragredijentnost i centralni karakter, doprinos A(1)

2 (π′) potprostoru L2
A2

daju
samo kuspidalne automorfne reprezentacije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju
uvjete (1-1) do (1-4) iz teorema.

Pretpostavimo sada da je kvadratni centralni karakter ωπ2 netrivijalan.
Tada, po lemi 4.1.1, Heckeova L�funkcija L(s, ωπ2) je cijela pa prema lemi
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4.1.4 reziduum izraza iz tablice A-I koji odgovara elementu w1w2w1w2, jednak
je do na istu gornju konstantu, normaliziranom operatoru ispreplitanja

N((1, 0), π′, w1w2w1w2).

Stoga je, u ovom slu£aju, iterirani reziduum u to£ki A2 konstantnog £lana
Eisensteinovog reda, do na konstantu razli£itu od nule, jednak

N((1, 0), π′1 ⊗ π′2, w1w2w1) + N((1, 0), π′1 ⊗ π′2, w1w2w1w2).

Kao u prethodnom slu£aju, djelovanje na ⊗vfv moºemo zapisati kao

⊗vN((1, 0), π′1,v ⊗ π′2,v, w1w2w1)
[⊗vfv +⊗vN((1, 0), π′1,v ⊗ π′2,v, w2)fv

]
.

Po lemi 4.2.2, u oznakama uvedenim prije iskaza teorema, operator isprepli-
tanja N((1, 0), π′v, w2) djeluje na fv kao ηvIdv ako je fv ∈ π′ηv

2,v . Budu¢i da je
na skoro svim mjestima fv invarijantna za maksimalnu kompaktnu podgrupu
od G′

1(kv), skalar ηv = 1 na tim mjestima. Nadalje, ako za produkt po svim
mjestima ne vrijedi ∏

v

ηv = 1,

onda se iterirani reziduum poni²tava. Ponovo, zbog svojstava globalnog
lifta, doprinos A(2)

2 (π′) potprostoru L2
A2

daju samo kuspidalne automorfne
reprezentacije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju uvjete (2-1) do (2-3), a zbog
posljednje dvije tvrdnje taj doprinos se dekomponira u direktnu sumu iz
teorema.

U oba slu£aja kvadratna integrabilnost dobivenih prostora automorfnih
formi slijedi po kriteriju iz leme 1.3.6 jer je

w1w2w1w2(1, 0) = w1w2w1(1, 0) = (−1, 0).

Preostaje dokazati da su A(1)
2 (π′) i direktni sumandi ⊗vΠ

′ηv
v u A(2)

2 (π′) ire-
ducibilni. Uo£imo da je potprostor A(1)

2 (π′) tako�er oblika ⊗vΠ
′ηv
v pa je

dovoljno dokazati ireducibilnost od Π′ηv
v na svim mjestima v od k. Ali Π′ηv

v

je slika djelovanja normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1, 0), π′v, w1w2w1)

na induciranoj reprezentaciji

Ind
G′2(kv)

GL′1(kv)×G′1(kv)

(
π′1,vν ⊗ π′ηv

2,v

)
.
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Ako su π′1,v i π′2,v temperirane, onda je π′ηv

2,v tako�er temperirana i slika je ire-
ducibilna po Langlandsovoj klasi�kaciji jer je w1w2w1 dugi element Weylove
grupe za (G′

2, GL′1 × G′
1), a 1 je u pozitivnoj Weylovoj komori. Uo£imo da

smo time dokazali ireducibilnost na svim nerascjepivim mjestima v ∈ S jer
je za njih π′v superkuspidalna.

Neka je v rascjepivo mjesto i neka πv
∼= π1,v ⊗ π2,v nije temperirana.

Tada, barem jedna od reprezentacija πi,v, za i = 1, 2, grupe GL2(kv) nije
temperirana, a to zna£i da je reprezentacija komplementarne serije

πi,v
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
µi,v| · |ri ⊗ µi,v| · |−ri

)
,

gdje je 0 < ri < 1/2 i µi,v unitarni karakter. Budu¢i da su πi,v samokontra-
gredijentne, µi,v su kvadratni karakteri. Ako je π2,v reprezentacija komple-
mentarne serije, onda je inducirana reprezentacija Ind

SO4(kv)
GL2(kv)π2,v ireducibilna

po korolaru 2.2.12. Dakle, πηv

2,v je puna inducirana reprezentacija s temperi-
rane reprezentacije Levijevog faktora GL1(kv)×GL1(kv) u SO4(kv). Drugim
rije£ima, π1,v ⊗ πηv

2,v je u svakom slu£aju puna inducirana reprezentacija s
temperirane reprezentacije Levijevog faktora manje paraboli£ke podgrupe.

U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = w1w2w1 jedinstveni netrivijalni
element Weylove grupe za GL2 × SO4 ⊂ SO8 te s = 1. Levijev faktor L je
jedan od Levijevih faktora GL1 × GL1 × SO4, GL2 × GL1 × GL1, GL1 ×
GL1 ×GL1 ×GL1, a

s + s′ =





(1 + r1, 1− r1),
(1, r2,−r2),
(1 + r1, 1− r1, r2,−r2),

gdje je 0 < ri < 1/2. I dalje u oznakama leme 3.5.1, neka je w′ = 1 i

w′′ =





(1, 2),
(3, 4)w2,
(1, 2)(3, 4)w2,

pri £emu permutacije shva¢amo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu
propozicije 3.2.1. Tada je w′−1(s+s′) u pozitivnoj Weylovoj komori u prvom
slu£aju, a u preostala dva slu£aja zadovoljava nejednakosti iz korolara 3.5.2.
Element w′′ww′ je dugi element Weylove grupe za (SO8, L), a normalizirani
operator ispreplitanja

N(w(s + s′), w(τv), w
′′) = N(w(s), w(π′v), w

′′)
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je izomor�zam. Dakle, prema lemi 3.5.1, Π′ηv
v je ireducibilna. Uo£imo jedino

da u drugom slu£aju ako π1,v nije kvadratno integrabilna zapravo ne moºemo
direktno primijeniti korolar 3.5.2. Me�utim, tada je π1,v puna inducirana
reprezentacija s kvadratno integrabilne reprezentacije od GL1(kv)×GL1(kv)
pa zamjenom u drugom slu£aju s + s′ s (1, 1, r2,−r2) te w′′ s (1, 2)(3, 4)w2

ipak moºemo primijeniti korolar 3.5.2.

4.2.3 Prostor L2
A3

Prije same dekompozicije prostora L2
A3

uvodimo oznake vezane uz djelovanje
normaliziranog operatora ispreplitanja

N(0, π′1,v ⊗ π′2,v, w1)

na induciranu reprezentaciju

Ind
GL′2(kv)

GL′1(kv)×GL′1(kv)

(
π′1,v ⊗ π′2,v

)
,

gdje su π′i,v za i = 1, 2 ireducibilne unitarne reprezentacije s trivijalnim cen-
tralnim karakterima. Prema lemi 2.2.9, ta inducirana reprezentacija je ire-
ducibilna pa po lemi 2.2.8 normalizirani operator djeluje kao skalar kojeg oz-
na£avamo ηv. Budu¢i da mu je kvadrat identiteta, ηv ∈ {±1}. Na skoro svim
mjestima, odnosno na svim rascjepivim mjestima na kojima su reprezentacije
nerazgranate je ηv = 1 po samoj de�niciji normalizacije.

Teorem 4.2.4. (Dekompozicija prostora L2
A3
) Potprostor L2

A3
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 dekomponira se u

L2
A3

=
(
⊕π′A(1)

3 (π′)
)
⊕

(
⊕π′A(2)

3 (π′)
)

.

Pritom je prva suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama
π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 od M ′

0(A) takvim da π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne i vrijedi

(1-1) centralni karakteri ωπ′1 = ωπ′2 su trivijalni,

(1-2) π′1 6∼= π′2,

(1-3)
∏

v ηv = 1,

a druga po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 od
M ′

0(A) takvim da π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne i vrijedi
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(2-1) centralni karakteri ωπ′1 = ωπ′2 su trivijalni,

(2-2) π′1 ∼= π′2,

(2-3)
∏

v ηv = −1.

Prostor A(1)
3 (π′) je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim

reziduumom u s = (1/2, 1/2) Eisensteinovog reda odre�enog s π′. Prostor
A(2)

3 (π′) je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim rezidu-
umom u s = (1/2, 1/2) Eisensteinovog reda odre�enog s π′ pomnoºenog sa
(s1 − 1/2). Oba prostora su prelaskom na konstantni £lan izomorfna slici
normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Dokaz. Kao i u £itavom ovom poglavlju 4.2, bavimo se doprinosom rezidual-
nom spektru kuspidalnih automorfnih reprezentacija od M ′

0(A) koje spadaju
u slu£aj A pa π′1 i π′2 nisu jednodimenzionalne. Kao ²to je prikazano na
slici A, iterirani pol u to£ki A3 sume operatora ispreplitanja (1.3) najprije
poni²tavamo duº singularne ravnine 2s2 = 1, a zatim, u novoj varijabli z
de�niranoj s (4.4), poni²tavamo ga u z = 1/2. Iz tablice A, koriste¢i svojstva
Rankin�Selbergovih i Heckeovih L�funkcija iz lema 4.1.3 i 4.1.1, pol duº sin-
gularne ravnine 2s2 = 1 se javlja ako i samo ako je ωπ2 trivijalan. Tada pol
prvog reda imaju normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za elemente
Weylove grupe w2, w1w2, w2w1w2 i w1w2w1w2. Reziduumi zapisani u novoj
varijabli z, do na konstantu

Ress=1L(s, ωπ2)

L(2, ωπ2)ε(1, ωπ2)

razli£itu od nule, dani su u tablici A-II.
Sljede¢i korak je poni²tavanje polova izraza iz tablice A-II u z = 1/2.

Budu¢i da je ωπ2 trivijalan, π2 je samokontragredijentna reprezentacija. Sto-
ga su uvjeti π1

∼= π2 i π1
∼= π̃2 ekvivalentni i impliciraju da je ωπ1 trivijalan.

Po analiti£kim svojstvima L�funkcija iz lema 4.1.3 i 4.1.1, da bi postojao pol
u z = 1/2 izraza u tablici A-II centralni karakter ωπ1 mora biti trivijalan.
Uz pretpostavku da su ωπ1 = ωπ2 trivijalni promatramo dva slu£aja ovisno o
tome da li su π1 i π2 izomorfne ili nisu.
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w Res2s2=1r(s, π
′, w)

w2 1

w1w2
L(z+1/2,π1×π2)

L(z+3/2,π1×π2)ε(z+1/2,π1×π2)

w2w1w2
L(z+1/2,π1×π2)

L(z+3/2,π1×π2)ε(z+1/2,π1×π2)

L(2z,ωπ1 )

L(1+2z,ωπ1 )ε(2z,ωπ1)

L(z+1/2,π1×π2)
L(z+3/2,π1×π2)ε(z+1/2,π1×π2)

w1w2w1w2
L(z−1/2,π1×π2)

L(z+1/2,π1×π2)ε(z−1/2,π1×π2)

L(2z,ωπ1 )

L(1+2z,ωπ1 )ε(2z,ωπ1)

Tablica A-II. Reziduumi normalizacijskih faktora duº 2s2 = 1 u slu£aju A

Najprije, pretpostavimo da π1 6∼= π2. Tada se pol u z = 1/2 i to prvog
reda javlja za izraze iz tablice A-II koji odgovaraju elementimaWeylove grupe
w2w1w2 i w1w2w1w2. Koriste¢i samokontragredijentnost od π1 i π2, po lemi
4.1.4, reziduumi su, do na konstantu

L(1, π1 × π2)

L(2, π1 × π2)ε(1, π1 × π2)

Ress=1L(s, ωπ1)

L(2, ωπ1)ε(1, ωπ1)

razli£itu od nule, jednaki redom

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2),

N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Uzev²i u obzir da je w1w2w1w2 = w2w1w2w1 te koriste¢i dekompoziciju
lokalnih normaliziranih operatora ispreplitanja iz (3.12), kao u dokazu pret-
hodnog teorema 4.2.3, dobiveni iterirani reziduum djeluje na ⊗vfv kao

⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2) [⊗vfv +⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w1)fv] .

Pritom je normalizirani operator N((1/2, 1/2), π′v, w1) zapravo operator koji
smo promotrili prije iskaza ovog teorema pa djeluje kao ηvIdv na svim mjes-
tima. Stoga se reziduum ne poni²tava ako je

∏
v

ηv = 1
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i jednak je, do na konstantu razli£itu od nule, slici normaliziranog operatora
ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Ireducibilnost slike tog operatora dokazujemo na samom kraju dokaza. Uvjet
kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 je ispunjen jer je

w2w1w2w1(1/2, 1/2) = w2w1w2(1/2, 1/2) = (−1/2,−1/2).

Budu¢i da je globalni lift injektivan i £uva samokontragredijentnost i cen-
tralne karaktere, doprinos A(1)

3 (π′) rezidualnom spektru u ovom slu£aju daju
upravo kuspidalne automorfne reprezentacije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju
uvjete (1-1) do (1-3) iz teorema.

Pretpostavimo sada da je π1
∼= π2. Tada, po svojstvima L�funkcija iz

lema 4.1.1 i 4.1.3, u tablici A-II izraz koji odgovara elementu w1w2 ima pol
prvog reda, a izrazi koji odgovaraju elementima w2w1w2 i w1w2w1w2 imaju
pol drugog reda u z = 1/2. Stoga, da bi u ovom slu£aju izra£unali dopri-
nos iteriranog pola rezidualnom spektru moramo poni²titi pol u z = 1/2,
odnosno izra£unati reziduum konstantnog £lana Eisensteinovog reda pom-
noºenog s (z − 1/2). Me�utim, mogu¢e je da je taj reziduum jednak nuli, a
to zna£i da se polovi drugog reda izraza koji odgovaraju elementima w2w1w2

i w1w2w1w2 poni²tavaju. Tada, iako pojedini izrazi iz tablice A-II imaju
polove drugog reda, njihova suma ima samo pol prvog reda i treba izra£unati
njegov reziduum u z = 1/2.

Prema svojstvima L�funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.3 te lemi 4.1.4, reziduumi
u z = 1/2 izraza iz tablice A-II pomnoºenih s (z − 1/2), do na konstantu

Ress=1L(s, π1 × π2)

L(2, π1 × π2)ε(1, π1 × π2)

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

razli£itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A×/k×, jednaki su

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2),

−N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Stoga je iterirani reziduum u to£ki A3 konstantnog £lana Eisensteinovog reda
iz (1.3) pomnoºenog s (z − 1/2) jednak

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)−N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).
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Ponovo, koriste¢i dekompoziciju lokalnih normaliziranih operatora isprepli-
tanja iz (3.12), djelovanje na ⊗vfv moºemo zapisati kao

⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2) [⊗vfv −⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w1)fv] .

Ali lokalni normalizirani operator N((1/2, 1/2), π′v, w1) smo prou£ili prije
iskaza teorema i skalar kojim djeluje ozna£ili s ηv. Stoga se ovaj iterirani
reziduum ne poni²tava ako vrijedi

∏
v

ηv = −1

i tada je, do na konstantu razli£itu od nule, jednak slici normaliziranog op-
eratora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Ireducibilnost te slike dokazujemo na samom kraju dokaza. Kriterij kva-
dratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 je ispunjen kao i u prethodnom slu£aju.
Budu¢i da je globalni lift injektivan i £uva samokontragredijentnost i cen-
tralne karaktere, iteriranim poni²tavanjem pola u to£ki A3 dobili smo da
doprinos A(2)

3 (π′) rezidualnom spektru u ovom slu£aju daju upravo kuspi-
dalne automorfne reprezentacije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju uvjete (2-1)
do (2-3) iz teorema. Me�utim, ostaje promotriti slu£aj u kojem se pol drugog
reda poni²tava. Pokazat ¢e se da u tom slu£aju nema doprinosa rezidualnom
spektru.

Neka je stoga ∏
v

ηv = 1

²to zna£i da se pol drugog reda u z = 1/2 poni²tava. Ostaje pol prvog reda
u z = 1/2 izraza iz tablice A-II koji odgovaraju elementima Weylove grupe
w1w2, w2w1w2 i w1w2w1w2. Za doprinos rezidualnom spektru u ovom slu£aju
treba izra£unati sumu reziduuma u z = 1/2 tih izraza. Ali da bi dobiveni
doprinos bio kvadratno integrabilan mora biti ispunjen kriterij iz leme 1.3.6.
Me�utim,

w1w2(1/2, 1/2) = (−1/2, 1/2)

pa kriterij nije ispunjen za element w1w2. Stoga, jedina mogu¢nost da iteri-
rani reziduum zaista doprinosi rezidualnom spektru je da postoji subkvocijent
inducirane reprezentacije

Ind
G′2(A)

GL′1(A)×GL′1(A)

(
π′1ν

1/2 ⊗ π′2ν
1/2

)
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na kojem se reziduum u z = 1/2 izraza koji odgovara elementu w1w2 poni²-
tava. Neka je stoga f automorfna forma koja pripada takvom subkvocijentu,
odnosno vrijedi

N((1/2, 1/2), π′, w1w2)f = 0. (4.6)
Za takvu automorfnu formu f treba izra£unati reziduum u z = 1/2 sume
izraza iz tablice A-II koji odgovaraju elementima w2w1w2 i w1w2w1w2. Izraz
koji odgovara elementu w2w1w2 jednak je

L(z + 1/2, π1 × π2)

L(z + 3/2, π1 × π2)ε(z + 1/2, π1 × π2)

L(2z, ωπ1)

L(1 + 2z, ωπ1)ε(2z, ωπ1)
·

·N((z, 1/2), π′, w2w1w2). (4.7)
Budu¢i da su π1

∼= π2 samokontragredijentne, a prema globalnoj funkcional-
noj jednadºbi iz leme 4.1.3

L(z − 1/2, π1 × π2) = ε(z − 1/2, π1 × π2)L(3/2− z, π1 × π2),

izraz koji odgovara elementu w1w2w1w2 jednak je

L(3/2− z, π1 × π2)

L(z + 3/2, π1 × π2)ε(z + 1/2, π1 × π2)

L(2z, ωπ1)

L(1 + 2z, ωπ1)ε(2z, ωπ1)
·

·N((z, 1/2), π′, w1w2w1w2). (4.8)
Neka je a−1 reziduum u z = 1/2 razlomka

L(z + 1/2, π1 × π2)

L(z + 3/2, π1 × π2)ε(z + 1/2, π1 × π2)
.

Tada je reziduum u z = 1/2 razlomka

L(3/2− z, π1 × π2)

L(z + 3/2, π1 × π2)ε(z + 1/2, π1 × π2)

jednak −a−1. Neka je b−1 reziduum u z = 1/2 razlomka

L(2z, ωπ1)

L(1 + 2z, ωπ1)ε(2z, ωπ1)
.

Neka su fz automorfne forme iz

Ind
G′2(A)

GL′1(A)×GL′1(A)

(
π′1ν

z ⊗ π′2ν
1/2

)
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izabrane tako da je ovisnost o z ∈ C kao u poglavlju 1.2 te u z = 1/2 vrijedi
f1/2 = f . Taylorov razvoj od fz oko z = 1/2 je

fz = f1/2 + (z − 1/2)Dfz + . . . (4.9)

gdje je Dfz derivacija od fz kao funkcije od z u z = 1/2. Normalizirani
operatori ispreplitanja kao funkcije od z tako�er imaju sljede¢e Taylorove
razvoje oko z = 1/2

N((z, 1/2), π′, w2w1w2) = N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2) +

+ (z − 1/2)DN((z, 1/2), π′, w2w1w2) + . . . (4.10)

N((−1/2,−z), π′, w1) = N((−1/2,−1/2), π′, w1) +

+ (z − 1/2)DN((−1/2,−z), π′, w1) + . . .

gdje DN(·) ozna£ava derivacije u z = 1/2 odgovaraju¢ih normaliziranih ope-
ratora ispreplitanja. Prije iskaza teorema vidjeli smo da lokalni normalizirani
operator ispreplitanja N((−1/2,−1/2), π′v, w1) djeluje kao ηvIdv. Budu¢i da
sada pretpostavljamo da je

∏
v ηv = 1, globalni normalizirani operator

N((−1/2,−1/2), π′, w1) = Id.

Nadalje, koriste¢i dekompoziciju

N((z, 1/2), π′, w1w2w1w2) = N((−1/2,−z), π′, w1)N((z, 1/2), π′, w2w1w2)

iz (3.12) te prethodna dva Taylorova razvoja, dobivamo Taylorov razvoj

N((z, 1/2), π′, w1w2w1w2) = N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)+

+(z − 1/2)
[
DN((−1/2,−z), π′, w1)N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2) +

+DN((z, 1/2), π′, w2w1w2)
]
+ . . . (4.11)

Konstantni £lanovi Taylorovih razvoja (4.10) i (4.11) oko z = 1/2 za oba
operatora ispreplitanja poni²tavaju se primijenjeni na f1/2 po pretpostavci
(4.6) na f1/2. Naime, po (3.12),

N((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2)f1/2 =

= N((−1/2, 1/2), w1w2(π
′
v), w2)N((1/2, 1/2), π′v, w1w2)f1/2 = 0.
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Stoga, iz razvoja (4.9) i (4.10), reziduum u z = 1/2 izraza (4.7) jednak je
sumi sljede¢a dva £lana

{
a−1b−1DN((z, 1/2), π′, w2w1w2)f1/2,
a−1b−1N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)Dfz,

a iz razvoja (4.9) i (4.11), reziduum u z = 1/2 izraza (4.8) jednak je sumi
sljede¢a tri £lana




−a−1b−1DN((−1/2,−z), π′, w1)N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)f1/2,
−a−1b−1DN((z, 1/2), π′, w2w1w2)f1/2,
−a−1b−1N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)Dfz.

Nakon ²to zbrojimo ta dva reziduuma, svi £lanovi se poni²te osim

−a−1b−1Dz=1/2N((−1/2,−z), π′, w1)N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)f1/2

koji je jednak nuli po pretpostavci (4.6) na f1/2. Dakle, ako vrijedi π1
∼= π2

i
∏

v ηv = 1 zaista nema doprinosa rezidualnom spektru.
Preostaje dokazati ireducibilnost prostora automorfnih formi A(1)

3 (π′) i
A(2)

3 (π′), odnosno ireducibilnost slike od

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Koriste¢i lemu 3.5.1 dokazujemo ireducibilnost slike lokalnih operatora is-
preplitanja

N((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2)

na svakom mjestu v. Budu¢i da N(w2w1w2(1/2, 1/2), w2w1w2(π
′
v), w1) djeluje

kao skalar ηv, ta slika je izomorfna slici operatora

N((1/2, 1/2), π′v, w1w2w1w2).

U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = w1w2w1w2 i s = (1/2, 1/2). Ako
su π′1,v i π′2,v obje kvadratno integrabilne, onda je po Langlandsovoj klasi-
�kaciji slika ireducibilna jer je w dugi element Weylove grupe za (G′

2,M
′
0), a

s zadovoljava uvjete Langlandsove klasi�kacije. Uo£imo da smo time dokazali
ireducibilnost na svim nerazgranatim mjestima v ∈ S jer je na njima svaka
reprezentacija π′v od M ′

0(kv) superkuspidalna.
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Neka je sada v rascjepivo mjesto i πv
∼= π1,v⊗π2,v reprezentacija od M0(kv)

pri £emu barem jedna od reprezentacija πi,v, za i = 1, 2, grupe GL2(kv) nije
kvadratno integrabilna, a to zna£i da je oblika

πi,v
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
µi,v| · |ri ⊗ µ′i,v| · |−ri

)
,

gdje su µi,v i µ′i,v unitarni karakteri od k×v , vrijedi 0 6 ri < 1/2 te µi,v = µ′i,v
za ri 6= 0. Tada je πv puna inducirana reprezentacija s kvadratno integrabilne
reprezentacije τv Levijevog faktora manje paraboli£ke podgrupe. U oznakama
iz leme 3.5.1, Levijev faktor L je jedan od Levijevih faktora GL1×GL1×GL2,
GL2 ×GL1 ×GL1, GL1 ×GL1 ×GL1 ×GL1, a

s + s′ =





(1/2 + r1, 1/2− r1, 1/2),
(1/2, 1/2 + r2, 1/2− r2),
(1/2 + r1, 1/2− r1, 1/2 + r2, 1/2− r2),

gdje je 0 6 ri < 1/2. Pretpostavimo da je r1 > r2 jer se druga mogu¢nost
dokazuje na isti na£in. I dalje u oznakama iz leme 3.5.1, neka je

w′ =





(1)(2, 3),
(1, 2)(3),
(1)(2, 3, 4),

pri £emu su permutacije elementi Weylove grupe kao u dokazu propozicije
3.2.1. Tada w′−1(s + s′) zadovoljava nejednakost iz korolara 2.2.12 i

N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w
′)

je izomor�zam na I(s + s′, τv) ∼= I(s, πv) jer po lemi 2.2.9 djeluje na ire-
ducibilnoj induciranoj reprezentaciji. Neka je, u oznakama iz leme 3.5.1,

w′′ =





(1, 3, 2),
(1, 2, 3),
(1, 4, 2)(3).

Tada je w′′ww′ dugi element Weylove grupe za (SO8, w
′−1(L)) i

N(w(s), w(πv), w
′′) = N(w(s + s′), w(τv), w

′′)

je izomor�zam jer se dekomponira u kompoziciju GL1 × GL1 ⊂ GL2 i
GL1 × GL2 ⊂ GL3 operatora koji, po lemi 2.2.9, djeluju na ireducibilnim
induciranim reprezentacijama. Stoga, po lemi 3.5.1 i njenom korolaru 3.5.2,
slika od N((1/2, 1/2), π′v, w) je ireducibilna.
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Napomenimo na kraju da je prostor L2
A3

jedini za kojeg je pitanje mul-
tipliciteta u dekompoziciji ostalo otvoreno. Naime, za drugi dio dekompozi-
cije prostora L2

A3
iz teorema 4.2.4, iterirani pol Eisensteinovog reda nije u

svakom koraku prvog reda, pa ne moºemo zaklju£iti multiplicitet jedan. Da
bi izra£unali multiplicitete treba dekomponirati skalarni produkt pseudo�
Eisensteinovih redova, a to nije dio ove disertacije.

4.3 Prostor L2
B

U poglavlju 4.2 o dekompoziciji prostora L2
A objasnili smo da se potpros-

tor L2
P ′0,res rezidualnog spektra dekomponira na doprinose kuspidalnih au-

tomorfnih reprezentacija Levijevog faktora M ′
0(A) u G′

2(A) koje pripadaju
svakom od slu£ajeva A, B i C. U ovom poglavlju dekomponiramo prostor
L2

B koji sadrºi doprinose kuspidalnih automorfnih reprezentacija Levijevog
faktora koje spadaju u slu£aj B.

Neka je π′ ∼= π′1 ⊗ π′2 kuspidalna automorfna reprezentacija Levijevog
faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A) × GL′1(A) u G′
2(A) koja spada u slu£aj B. To

zna£i da je jedna od reprezentacija π′1 i π′2 jednodimenzionalna, a druga nije.
U svim ra£unima u ovom poglavlju pretpostavljamo da je π′1 ∼= χ1 ◦ det′

jednodimenzionalna, a π′2 nije, gdje je χ1 unitarni karakter od A×/k×. Za
drugu mogu¢nost ra£uni su potpuno jednaki pa njezin doprinos rezidualnom
spektru navodimo samo u iskazu teorema o dekompoziciji prostora L2

B.
Globalni normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za slu£aj B dani

su u tablici B u poglavlju 3.4.3 koriste¢i globalne glavne L�funkcije i ε�faktore
za GL2 i globalne Heckeove L�funkcije i ε�faktore od centralnih karaktera.
Po teoremu 3.4.1, globalni normalizirani operatori ispreplitanja su holomorfni
i razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore. Stoga, prema anal-
iti£kim svojstvima L�funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.2, polovi normalizacijskih
faktora iz tablice B, a time i Eisensteinovih redova u ovom slu£aju, nalaze se
u singularnim ravninama

2s1 = 1,

2s2 = 1. (4.12)

Pritom, kao i u prethodnom poglavlju, pretpostavljamo da su kuspidalne au-
tomorfne reprezentacije odabrane tako da su polovi Eisensteinovih redova re-
alni pa singularne ravnine i pomak linije integracije iz teorema 1.3.3 moºemo
prikazati na slici B gdje je prikazan samo realni dio prostora a∗M ′

0,C.
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Na slici B, pri pomaku linije integracije u integralu (1.1) iz teorema 1.3.3
od s0 u ishodi²te prostora a∗M ′

0,C prelazimo singularne ravnine. Na tim rav-
ninama biramo koordinatne sustave s ishodi²tem u ortogonalnoj projekciji
ishodi²ta od a∗M ′

0,C. Zatim, pomakom linije integracije iz to£ke presjeka sa
singularnom ravninom u ishodi²te te ravnine kao na slici B prelazimo preko
to£aka presjeka s drugim singularnim ravninama. Jedina takva to£ka na slici
B je

B(1/2, 1/2)

pa je to jedini mogu¢i iterirani pol operatora ispreplitanja. To£ka B leºi na
singularnoj ravnini 2s2 = 1. Koordinatni sustav na toj singularnoj ravnini
zadan je s

s1 = z,

s2 = 1/2, (4.13)

gdje je z nova koordinata. Za to£ku B je z = 1/2.

Slika B. Singularne ravnine u slu£aju B
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Prije dekompozicije prostora L2
B uvodimo oznake vezane uz djelovanje

lokalnog normaliziranog operatora ispreplitanja

N(0, (χ1,v ◦ det′v)⊗ π′2,v, w1)

koji djeluje na induciranoj reprezentaciji

Ind
GL′2(kv)

GL′1(kv)×GL′1(kv)

(
(χ1,v ◦ det′v)⊗ π′2,v

)
.

Prema lemi 2.2.9, ta inducirana reprezentacija je ireducibilna, pa po lemi
2.2.8 normalizirani operator ispreplitanja djeluje kao skalar kojeg ozna£ava-
mo ηv. Tada je ηv ∈ {±1} i na skoro svim mjestima, odnosno na rascjepivim
mjestima na kojima su reprezentacije nerazgranate je ηv = 1. Za potrebe
iskaza teorema o dekompoziciji istu oznaku ηv koristimo i za skalar kojim

N(0, π′1,v ⊗ (χ2,v ◦ det′v), w1)

djeluje na induciranu reprezentaciju

Ind
GL′2(kv)

GL′1(kv)×GL′1(kv)

(
π′1,v ⊗ (χ2,v ◦ det′v)

)
.

Teorem 4.3.1. (Dekompozicija prostora L2
B) Potprostor L2

B rezidualnog
spektra od G′

2 dekomponira se u

L2
B =

(⊕π′B(1)(π′)
)⊕ (⊕π′B(2)(π′)

)
.

Pritom je prva suma po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama
π′ ∼= (χ1 ◦det′)⊗π′2 od M ′

0(A) takvim da π′2 nije jednodimenzionalna i vrijedi

(1-1) χ1 je kvadratni karakter,

(1-2) centralni karakter ωπ′2 je trivijalan,

(1-3) L(1/2, χ1π2) 6= 0, gdje je π2 globalni lift od π′2,

(1-4)
∏

v ηv = 1,

a druga suma je po svim kuspidalnim automorfnim reprezentacijama π′ ∼=
π′1 ⊗ (χ2 ◦ det′) od M ′

0(A) takvim da π′1 nije jednodimenzionalna i vrijedi

(2-1) χ2 je kvadratni karakter,
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(2-2) centralni karakter ωπ′1 je trivijalan,

(2-3) L(1/2, χ2π1) 6= 0, gdje je π1 globalni lift od π′1,

(2-4)
∏

v ηv = 1.

Oba prostora B(1)(π′) i B(2)(π′) su ireducibilni prostori automorfnih formi
razapeti iteriranim reziduumom u s = (1/2, 1/2) Eisensteinovog reda odre�e-
nog s π′, a prelaskom na konstantni £lan Eisensteinovog reda izomorfni su
slici normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Dokaz. Teorem dokazujemo samo za kuspidalne automorfne reprezentacije
oblika π′ ∼= (χ1◦det′)⊗π′2 £ime dobivamo prostore automorfnih formi B(1)(π′).
Za drugu mogu¢nost tvrdnja teorema i dokaz su potpuno analogni i daju
prostore B(2)(π′). Uo£imo odmah da π′2 nije jednodimenzionalna jer se u
ovom poglavlju 4.3 bavimo samo slu£ajem B.

Iterirani pol Eisensteinovog reda, odnosno sume operatora ispreplitanja
(1.3) iz propozicije 1.3.5 u to£ki B, kao ²to je prikazano na slici B, najprije
poni²tavamo duº singularne ravnine 2s2 = 1, a zatim, u novoj varijabli z
zadanoj s (4.13), u z = 1/2. Po svojstvima L�funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.2,
pol duº 2s2 = 1 globalnih normalizacijskih faktora iz tablice B u poglavlju
3.4.3 javlja se ako i samo ako je centralni karakter ωπ2 trivijalan. Tada
pol i to prvog reda imaju normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za
elemente Weylove grupe w2, w1w2, w2w1w2 i w1w2w1w2. Njihovi reziduumi
duº 2s2 = 1 u novoj varijabli z dani su u tablici B-I do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

razli£itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A×/k×. Uo£imo da je π2

samokontragredijentna jer je centralni karakter ωπ2 trivijalan.
Sada treba odrediti polove u z = 1/2 izraza u tablici B-I. Opet, po svo-

jstvima L�funkcija iz lema 4.1.1 i 4.1.2, pol u z = 1/2 se javlja ako i samo
ako je χ1 kvadratni karakter. Tada pol i to prvog reda imaju izrazi koji
odgovaraju elementima w2w1w2 i w1w2w1w2. Do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

L(1/2, χ1π2)

L(5/2, χ1π2)ε(1/2, χ1π2)ε(3/2, χ1π2)
,
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w Res2s2=1r(s, π
′, w)

w2 1

w1w2
L(z,χ1π2)

L(z+2,χ1π2)ε(z,χ1π2)ε(z+1,χ1π2)

w2w1w2
L(z,χ1π2)

L(z+2,χ1π2)ε(z,χ1π2)ε(z+1,χ1π2)

L(2z,χ2
1)

L(1+2z,χ2
1)ε(2z,χ2

1)

L(z,χ1π2)
L(z+2,χ1π2)ε(z,χ1π2)ε(z+1,χ1π2)

w1w2w1w2
L(2z,χ2

1)

L(1+2z,χ2
1)ε(2z,χ2

1)

L(z−1,χ1π2)
L(z+1,χ1π2)ε(z−1,χ1π2)ε(z,χ1π2)

Tablica B-I. Reziduumi normalizacijskih faktora duº 2s2 = 1 u slu£aju B

reziduumi su jednaki

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2),

L(−1/2, χ1π2)

L(3/2, χ1π2)ε(−1/2, χ1π2)ε(1/2, χ1π2)
N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Uo£imo da je gornja konstanta razli£ita od nule ako i samo ako je globalna
L�funkcija

L(1/2, χ1π2) 6= 0.

Stoga, od ovog mjesta pretpostavljamo da je taj uvjet na globalnu L�funkciju
ispunjen jer ina£e nema netrivijalnog doprinosa rezidualnom spektru. Po
globalnoj funkcionalnoj jednadºbi iz leme 4.1.2

L(−1/2, χ1π2) = ε(−1/2, χ1π2)L(3/2, χ1π2)

te ε(1/2, χ1π2) = 1 jer je χ1π2 samokontragredijentna pa se L(1/2, χ1π2) 6= 0
pokrati. Tada je reziduum izraza koji odgovara elementu w1w2w1w2 jednak

N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Dakle, iterirani reziduum u to£ki B je jednak

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2) + N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2)
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pa njegovo djelovanje na ⊗vfv, koriste¢i dekompoziciju iz (3.12) i £injenicu
da je w1w2w1w2 = w2w1w2w1, moºemo zapisati kao

⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2) [⊗vfv +⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w1)fv] .

Prije iskaza teorema pokazali smo da lokalni normalizirani operator isprepli-
tanja N((1/2, 1/2), π′v, w1) djeluje kao skalar ηv. Stoga se iterirani reziduum
u to£ki B poni²tava osim ako je

∏
v

ηv = 1

te je tada jednak slici normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Kvadratna integrabilnost slijedi po kriteriju iz leme 1.3.6 jer je

w2w1w2w1(1/2, 1/2) = w2w1w2(1/2, 1/2) = (−1/2,−1/2).

Budu¢i da globalni lift £uva centralne karaktere, doprinos B(1)(π′) potpros-
toru L2

B rezidualnog spektra daju upravo kuspidalne automorfne reprezenta-
cije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju uvjete teorema i taj doprinos je izomorfan
slici normaliziranog operatora ispreplitanja N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Preostaje dokazati ireducibilnost slike tog operatora. Koriste¢i lemu 3.5.1
dokazujemo da je slika lokalnog operatora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2)

ireducibilna na svakom mjestu v. Budu¢i da normalizirani operator isprepli-
tanja N(w2w1w2(1/2, 1/2), w2w1w2(π

′
v), w1) djeluje skalarom ηv, ta slika je

izomorfna slici operatora

N((1/2, 1/2), π′v, w1w2w1w2).

U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = w1w2w1w2 i s = (1/2, 1/2). Na
nerascjepivim mjestima v ∈ S slika je ireducibilna po Langlandsovoj klasi-
�kaciji jer je π′v superkuspidalna reprezentacija od M ′

0(kv), w dugi element
Weylove grupe i s zadovoljava uvjete Langlandsove klasi�kacije.

Neka je v 6∈ S rascjepivo mjesto. Tada je χ1,v ◦ detv jedinstvena ire-
ducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

Ind
GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
χ1,v| · |−1/2 ⊗ χ1,v| · |1/2

)
,
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a π2,v je ili temperirana ili reprezentacija komplementarne serije

π2,v
∼= Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
µ2,v| · |r ⊗ µ2,v| · |−r

)
,

gdje je 0 < r < 1/2 i µ2,v unitarni karakter od k×v . Dakle, πv je jedinstvena
ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije s temperirane repre-
zentacije τv Levijevog faktora manje paraboli£ke podgrupe. U oznakama iz
leme 3.5.1, Levijev faktor L je jedan od Levijevih faktora GL1×GL1×GL2,
GL1 ×GL1 ×GL1 ×GL1, a

s + s′ =
{

(0, 1, 1/2),
(0, 1, 1/2 + r, 1/2− r).

Nadalje, neka je
w′ =

{
(1, 2, 3),
(1, 2, 3, 4),

gdje permutacije shva¢amo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu propo-
zicije 3.2.1. Tada je w′−1(s+s′) u pozitivnoj Weylovoj komori, a normalizirani
operator

N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w
′)

je surjektivan sa slikom I(s, πv) jer se moºe dekomponirati u

Ind
SO8(kv)
GL1(kv)×GL2(kv)×GL1(kv)

(
χ1,v| · | ⊗ π2,vν

1/2 ⊗ χ1,v

) →

Ind
SO8(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)×GL2(kv)

(
χ1,v| · | ⊗ χ1,v ⊗ π2,vν

1/2
) →

Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL2(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

1/2 ⊗ π2,vν
1/2

)
= I(s, πv),

gdje je prvi operator izomor�zam jer, po lemi 2.2.9, djeluje na ireducibilnoj
induciranoj reprezentaciji, a drugi je surjektivan jer je dugi operator Lang-
landsove klasi�kacije za GL2(kv). I dalje u oznakama leme 3.5.1 neka je

w′′ =
{

(1)(2, 3),
(1)(2, 4)(3).

Tada je w′′ww′ dugi element Weylove grupe za (SO8, w
′−1(L)), a normal-

izirani operator
N(w(s + s′), w(τv), w

′′)

je izomor�zam jer je ili operator za GL1 × GL2 ⊂ GL3 ili kompozicija
operatora za GL1 × GL1 ⊂ GL2 koji po lemi 2.2.9 djeluju na ireducibil-
nim induciranim reprezentacijama. Dakle, prema lemi 3.5.1, slika operatora
N((1/2, 1/2), πv, w) je ireducibilna.
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4.4 Prostor L2
C

U ovom poglavlju dekomponiramo potprostor L2
C dijela rezidualnog spektra

L2
P ′0,res koji dobivamo iteriranim poni²tavanjem polova u pozitivnoj Weylovoj

komori Eisensteinovih redova odre�enih kuspidalnim automorfnim reprezen-
tacijama Levijevog faktora M ′

0(A) koje spadaju u slu£aj C. Dakle, u ovom
poglavlju neka je π′ ∼= (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′) kuspidalna automorfna repre-
zentacija Levijevog faktora M ′

0(A) ∼= GL′1(A)×GL′1(A) u G′
2(A), gdje su χ1

i χ2 unitarni karakteri od A×/k×.
Globalni normalizacijski faktori u ovom slu£aju dani su u tablici C u

poglavlju 3.4.4 koriste¢i globalne i lokalne Heckeove L�funkcije i ε�faktore.
Po teoremu 3.4.1, globalni normalizirani operatori ispreplitanja holomorfni
su i razli£iti od nule u zatvara£u pozitivne Weylove komore, osim u ishodi²tu.
Me�utim, u ishodi²tu ionako ne moºemo imati doprinos rezidualnom spek-
tru, pa je ipak dovoljno prou£iti polove normalizacijskih faktora. Prema
svojstvima Heckeovih L�funkcija iz leme 4.1.1, singularne ravnine za nor-
malizacijske faktore operatora ispreplitanja iz tablice C su

s1 − s2 = 2,

s1 + s2 = 2,

2s1 = 1,

2s2 = 1. (4.14)

Napomenimo da, iako globalni dio izraza oblika rC(s, χ) iz tablice C ima
pol drugog reda u s = 1 za trivijalan χ, taj se pol pokrati s polom prvog
reda lokalne L�funkcije iz nazivnika lokalnog dijela istog izraza koja se javlja
|S| > 2 puta. Podsjetimo da je kona£an skup S mjesta od k na kojima
kvaternionska algebra D nije rascjepiva neprazan i sadrºi paran broj mjesta.
Stoga me�u singularnim ravninama nema ravnina s1 ± s2 = 1. Kao u svim
ra£unima rezidualnog spektra, pretpostavljamo da su kuspidalne automorfne
reprezentacije odabrane tako da su polovi Eisensteinovih redova realni pa se
singularne ravnine i pomak linije integracije u ishodi²te moºe prikazati na
slici C koja predstavlja samo realni dio prostora a∗M ′

0,C.
Pri pomaku linije integracije u integralu (1.1) iz teorema 1.3.3 od s0

u ishodi²te prostora a∗M ′
0,C, kao na slici C, prelazimo singularne ravnine.

Na njima biramo koordinatne sustave s ishodi²tem u ortogonalnoj projek-
ciji ishodi²ta od a∗M ′

0,C. Zatim, pomakom linije integracije iz to£ke presjeka
sa singularnom ravninom u ishodi²te te ravnine kao na slici C prelazimo
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preko to£aka presjeka s drugim singularnim ravninama. Takve to£ke pres-
jeka mogu¢i su iterirani polovi operatora ispreplitanja. Na slici C su £etiri
takve to£ke

C1(5/2, 1/2), C2(2, 0), C3(3/2, 1/2), C4(1/2, 1/2).

To£ke C1 i C2 leºe na singularnoj ravnini s1− s2 = 2, a to£ke C3 i C4 leºe na
2s2 = 1.

Slika C. Singularne ravnine u slu£aju C

Koordinatni sustav na singularnoj ravnini s1 − s2 = 2 £ije je ishodi²te
ortogonalna projekcija ishodi²ta od a∗M ′

0,C zadan je s

s1 = z + 1,

s2 = z − 1, (4.15)
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gdje je z nova koordinata. Tada, za to£ku C1 je z = 3/2, a za to£ku C2 je
z = 1.

Na singularnoj ravnini 2s2 = 1 koordinatni sustav zadan je s

s1 = z,

s2 = 1/2, (4.16)

gdje je z nova koordinata. Za to£ku C3 je z = 3/2, a za to£ku C4 je z = 1/2.
U skladu s £etiri mogu¢a iterirana pola Eisensteinovog reda dio rezidu-

alnog spektra L2
C se dekomponira u

L2
C
∼= L2

C1
⊕ L2

C2
⊕ L2

C3
⊕ L2

C4
, (4.17)

gdje su L2
C1
, L2

C2
, L2

C3
i L2

C4
razapeti izrazima koji se dobiju nakon iteriranog

poni²tavanja polova Eisensteinovih redova redom u to£kama C1, C2, C3 i C4.
U nastavku dajemo odvojeno dekompoziciju svakog od tih prostora.

4.4.1 Prostor L2
C1

U sljede¢em teoremu dekomponiramo potprostor L2
C1

koji se dobiva kao iteri-
rani reziduum Eisensteinovog reda odre�enog s π′ u to£ki C1.

Teorem 4.4.1. (Dekompozicija prostora L2
C1
) Potprostor L2

C1
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 dekomponira se u

L2
C1

= ⊕π′C1(π
′),

gdje je suma po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim repre-
zentacijama π′ ∼= (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′) od M ′

0(A) takvim da vrijedi

(1) χ1 = χ2,

(2) χi je kvadratni karakter za i = 1, 2.

Prostor C1(π
′) je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim

reziduumom u s = (5/2, 1/2) Eisensteinovog reda odre�enog s π′, a prelaskom
na konstantni £lan Eisensteinovog reda izomorfan je slici normaliziranog ope-
ratora ispreplitanja

N((5/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).
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Dokaz. Doprinos iteriranog pola u to£ki C1 rezidualnom spektru dobivamo
najprije poni²tavaju¢i pol izraza u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duº singularne
ravnine s1 − s2 = 2, a zatim, u novoj varijabli z zadanoj na toj ravnini s
(4.15), pol u z = 3/2. Po svojstvima Heckeovih L�funkcija iz leme 4.1.1, pol
duº singularne ravnine s1− s2 = 2 se javlja ako i samo ako je χ1 = χ2. Tada
pol i to prvog reda imaju normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za
elemente Weylove grupe w1, w2w1, w1w2w1 i w1w2w1w2. U ostatku dokaza
neka je χ = χ1 = χ2. U tablici C-I dani su, u novoj varijabli z, reziduumi
duº s1 − s2 = 2 normalizacijskih faktora, do na konstantu

Ress=1L(s,1)L(2,1)

L(3,1)L(4,1)ε(1,1)ε(2,1)2ε(3,1)

∏
v∈S

L(2,1v)L(3,1v)

L(−2,1v)L(−1,1v)

razli£itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A×/k×, a 1v trivijalni karak-
ter od k×v . U tablici C-I je

rC(2z, χ2) =
L(2z − 1, χ2)L(2z, χ2)

L(2z + 1, χ2)L(2z + 2, χ2)ε(2z − 1, χ2)ε(2z, χ2)2ε(2z + 1, χ2)
·

·
∏
v∈S

L(2z, χ2
v)L(2z + 1, χ2

v)

L(−2z, χ−2
v )L(1− 2z, χ−2

v )
,

kao u poglavlju 3.4.4.

w Ress1−s2=2r(s, π
′, w)

w1 1

w2w1
L(2z+2,χ2)

L(2z+3,χ2)ε(2z+2,χ2)

w1w2w1
L(2z+2,χ2)

L(2z+3,χ2)ε(2z+2,χ2)
rC(2z, χ2)

w1w2w1w2
L(2z−2,χ2)

L(2z−1,χ2)ε(2z−2,χ2)
L(2z+2,χ2)

L(2z+3,χ2)ε(2z+2,χ2)
rC(2z, χ2)

Tablica C-I. Reziduumi normalizacijskih faktora duº s1− s2 = 2 u slu£aju C

Za pol u to£ki C1 treba prou£iti polove izraza u tablici C-I u z = 3/2. Pol
u z = 3/2 je mogu¢ jedino ako je χ kvadratni karakter. Tada su sve L�funkcije
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iz tablice lokalne i globalne Heckeove L�funkcije od trivijalnog karaktera pa
po lemi 4.1.1, jedino izraz koji odgovara elementu Weylove grupe w1w2w1w2

ima pol u z = 3/2 i to prvog reda. Stoga je iterirani reziduum u to£ki C1,
do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

L(5,1)

L(6,1)ε(5,1)
rC(3,1)

razli£itu od nule, jednak

N((5/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Kriterij kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 je ispunjen jer je

w1w2w1w2(5/2, 1/2) = (−5/2,−1/2).

Dakle, kuspidalna automorfna reprezentacija π′ od M ′
0(A) daje doprinos

C1(π
′) potprostoru L2

C1
rezidualnog spektra upravo ako zadovoljava uvjete

iz teorema i tada je taj doprinos izomorfan slici normaliziranog operatora
ispreplitanja N((5/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Preostaje dokazati ireducibilnost te slike. Koriste¢i lemu 3.5.1 dokazu-
jemo ireducibilnost slike lokalnih normaliziranih operatora ispreplitanja

N((5/2, 1/2), π′v, w1w2w1w2)

na svim mjestima v. U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = w1w2w1w2

i s = (5/2, 1/2). Na nerascjepivom mjestu v ∈ S slika je ireducibilna po
Langlandsovoj klasi�kaciji jer je π′v superkuspidalna, s u pozitivnoj Weylovoj
komori i w dugi element Weylove grupe.

Na rascjepivom mjestu v 6∈ S reprezentacija χi,v ◦ detv, za i = 1, 2, je
jedinstvena ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

Ind
GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
χi,v| · |−1/2 ⊗ χi,v| · |1/2

)
.

Dakle, πv je jedinstvena ireducibilna podreprezentacija inducirane reprezen-
tacije s temperirane reprezentacije Levijevog faktora GL1(kv) × GL1(kv) ×
GL1(kv)×GL1(kv) te, u oznakama iz leme 3.5.1,

s + s′ = (2, 3, 0, 1).

Neka je
w′ = (1, 2)(3, 4),
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pri £emu permutacije shva¢amo kao elemente Weylove grupe kao u dokazu
propozicije 3.2.1. Tada je w′−1(s + s′) u pozitivnoj Weylovoj komori i nor-
malizirani operator ispreplitanja

N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w
′)

je surjektivan sa slikom I(s, πv) jer je kompozicija dva duga operatora Lang-
landsove klasi�kacije za GL2(kv). Budu¢i da je ww′ dugi element Weylove
grupe, neka je w′′ = 1. Tada je slika operatora N((5/2, 1/2), πv, w) ire-
ducibilna po lemi 3.5.1.

4.4.2 Prostor L2
C2

Prije dekompozicije potprostora L2
C2

uvedimo oznake vezane uz induciranu
reprezentaciju

Ind
G′1(kv)

GL′1(kv) (χv ◦ det′v) ,

gdje je χv kvadratni karakter, te normalizirani operator ispreplitanja

N(0, χv ◦ det′v, w2).

Prema korolaru 2.2.12 ta inducirana reprezentacija je ireducibilna pa nor-
malizirani operator djeluje skalarom ηv ∈ {±1} po lemi 2.2.8. Na skoro svim
mjestima, odnosno na rascjepivim mjestima na kojima je χv nerazgranat, je
ηv = 1.

Teorem 4.4.2. (Dekompozicija prostora L2
C2
) Potprostor L2

C2
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 dekomponira se u

L2
C2

= ⊕π′C2(π
′),

gdje je suma po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim repre-
zentacijama π′ ∼= (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′) od M ′

0(A) takvim da vrijedi

(1) χ1 = χ2,

(2) χi je kvadratni karakter za i=1,2,

(3)
∏

v ηv = −1.
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Prostor C2(π
′) je ireducibilan prostor automorfnih formi razapet iteriranim

reziduumom u s = (2, 0) Eisensteinovog reda odre�enog s π′, a prelaskom na
konstantni £lan Eisensteinovog reda izomorfan je slici normaliziranog opera-
tora ispreplitanja

N((2, 0), π′, w1w2w1).

Dokaz. Da bi dobili doprinos rezidualnom spektru, iterirani pol u to£ki C2

najprije poni²tavamo duº singularne ravnine s1 − s2 = 2, a zatim, u novoj
varijabli z zadanoj s (4.15), u z = 1. Polove globalnih normalizacijskih
faktora u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duº ravnine s1− s2 = 2 ve¢ smo prou£ili
pri dekompoziciji prostora L2

C1
u prethodnom teoremu 4.4.1. Javljaju se ako

vrijedi χ1 = χ2, a njihovi reziduumi, do na konstantu razli£itu od nule, dani
su u tablici C-I zapisani u novoj varijabli z. Pritom je χ = χ1 = χ2.

Sada treba prou£iti polove u z = 1 izraza iz tablice C-I. Pol se javlja
jedino ako je χ kvadratni karakter. Tada, po svojstvima L�funkcija iz leme
4.1.1, pol i to prvog reda imaju izrazi koji odgovaraju elementima Weylove
grupe w1w2w1 i w1w2w1w2. Njihovi reziduumi su, do na konstantu

L(4,1)

L(5,1)ε(4,1)

Ress=1L(s,1)L(2,1)

L(3,1)L(4,1)ε(1,1)ε(2,1)2ε(3,1)

∏
v∈S

L(2,1v)L(3,1v)

L(−2,1v)L(−1,1v)

razli£itu od nule, jednaki

N((2, 0), π′, w1w2w1),

−N((2, 0), π′, w1w2w1w2),

pri £emu je predznak minus u drugom reziduumu posljedica leme 4.1.4.
Dakle, iterirani reziduum u to£ki C2 je, do na konstantu razli£itu od nule,
jednak

N((2, 0), π′, w1w2w1)−N((2, 0), π′, w1w2w1w2).

Kao nekoliko puta do sada, koriste¢i dekompoziciju (3.12), njegovo djelovanje
na ⊗vfv moºe se zapisati kao

⊗vN((2, 0), π′v, w1w2w1) [⊗vfv −⊗vN((2, 0), π′v, w2)fv] .

Ali lokalni operator ispreplitanja N((2, 0), π′v, w2) je zapravo operator

N(0, χv ◦ det′v, w2)
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koji prema tvrdnjama prije iskaza ovog teorema djeluje skalarom ηv. Stoga
se reziduum poni²tava osim ako je

∏
v

ηv = −1

i tada je, do na konstantu razli£itu od nule, jednak normaliziranom operatoru
ispreplitanja

N((2, 0), π′, w1w2w1).

Kvadratna integrabilnost slijedi po kriteriju iz leme 1.3.6 jer je

w1w2w1w2(2, 0) = w1w2w1(2, 0) = (−2, 0).

Dakle, doprinos C2(π
′) potprostoru L2

C2
rezidualnog spektra daju upravo kus-

pidalne automorfne reprezentacije π′ od M ′
0(A) koje zadovoljavaju uvjete

ovog teorema i tada je taj doprinos izomorfan slici normaliziranog operatora
N((2, 0), π′, w1w2w1).

Preostaje dokazati da je ta slika ireducibilna. Koriste¢i lemu 3.5.1 dokazu-
jemo da je slika lokalnih normaliziranih operatora

N((2, 0), π′v, w1w2w1)

ireducibilna na svim mjestima v. Na nerascjepivom mjestu v ∈ S reprezen-
tacija χv ◦ det′v je superkuspidalna, a po korolaru 2.2.12, inducirana repre-
zentacija

Ind
G′1(kv)

GL′1(kv) (χv ◦ det′v)

je ireducibilna i temperirana. Element Weylove grupe w1w2w1 je dugi element
Weylove grupe za GL′1×G′

1 ⊂ G′
2, a 2 je u pozitivnoj Weylovoj komori. Stoga

je N((2, 0), π′v, w1w2w1) dugi operator Langlandsove klasi�kacije za G′
2(kv) pa

je njegova slika ireducibilna.
Na rascjepivim mjestima v 6∈ S reprezentacija πv je jedinstvena ire-

ducibilna podreprezentacija inducirane reprezentacije

Ind
GL2(kv)×GL2(kv)
T (kv)

(
χv| · |−1/2 ⊗ χv| · |1/2 ⊗ χv| · |−1/2 ⊗ χv| · |1/2

)
,

gdje je T = GL1 × GL1 × GL1 × GL1. Budu¢i da, prema tvrdnjama prije
iskaza ovog teorema, operator N((2, 0), πv, w2) djeluje kao skalar ηv, slika
operatora N((2, 0), πv, w1w2w1) izomorfna je slici operatora

N((2, 0), π′v, w1w2w1w2).
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U oznakama iz leme 3.5.1, neka je w = w1w2w1w2 i s = (2, 0). Nadalje, Levi-
jev faktor je L = T , reprezentacija τv = χv⊗χv⊗χv⊗χv je superkuspidalna,
a

s + s′ = (3/2, 5/2,−1/2, 1/2).

I dalje u oznakama iz leme 3.5.1, neka je

w′ = (1, 2)(3, 4),

gdje permutaciju shva¢amo kao element Weylove grupe kao u dokazu propozi-
cije 3.2.1, te w′′ = 1. Tada w′−1(s + s′) zadovoljava nejednakost iz korolara
3.5.2, w′′ww′ je dugi element Weylove grupe za (SO8, T ) i slika operatora

N(w′−1(s + s′), τv, w
′)

je I((2, 0), πv) jer je taj operator kompozicija dvaju dugih operatora Lang-
landsove klasi�kacije za GL2(kv). Stoga je, po lemi 3.5.1 i njezinom koro-
laru 3.5.2, slika normaliziranog operatora ispreplitanja N((2, 0), πv, w) ire-
ducibilna.

4.4.3 Prostor L2
C3

U ovom poglavlju dokazujemo da je doprinos L2
C3

iteriranih reziduuma Eisen-
steinovih redova u to£ki C3 rezidualnom spektru trivijalan. To£nije, u sljede-
¢em teoremu je dokazano da iz uvjeta kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6
slijedi poni²tavanje tog reziduuma.

Teorem 4.4.3. (Dekompozicija prostora L2
C3
) Potprostor L2

C3
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 je trivijalan, odnosno u to£ki C3 nema doprinosa rezi-

dualnom spektru.

Dokaz. Neka je π′ ∼= (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′) jednodimenzionalna kuspidalna
automorfna reprezentacija grupe M ′

0(A). Za doprinos iteriranog pola Eisen-
steinovog reda odre�enog s π′ u to£ki C3, najprije poni²tavamo polove glo-
balnih normalizacijskih faktora u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duº singularne
ravnine 2s2 = 1, a zatim, u novoj varijabli z zadanoj s (4.16), pol u z = 3/2.
Po svojstvima Heckeovih L�funkcija iz leme 4.1.1, pol duº 2s2 = 1 se javlja
ako i samo ako je χ2 kvadratni karakter. Tada pol i to prvog reda imaju
globalni normalizacijski faktori operatora ispreplitanja za elemente Weylove



DEKOMPOZICIJA REZIDUALNOG SPEKTRA 117

grupe w2, w1w2, w2w1w2 i w1w2w1w2. Zapisani u novoj varijabli z, njihovi
reziduumi duº 2s2 = 1 su, do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

razli£itu od nule, dani u tablici C-II. Pritom je za kompleksan broj s ∈ C i
unitarni karakter χ od A×/k× kori²tena oznaka

rC(s, χ) =
L(s, χ)L(s− 1, χ)

L(s + 2, χ)L(s + 1, χ)ε(s + 1, χ)ε(s, χ)2ε(s− 1, χ)
·

·
∏
v∈S

L(s + 1, χv)L(s, χv)

L(1− s, χ−1
v )L(−s, χ−1

v )

kao u poglavlju 3.4.4.

w Res2s2=1r(s, π
′, w)

w2 1

w1w2 rC(z + 1/2, χ1χ2)

w2w1w2 rC(z + 1/2, χ1χ2)
L(2z,χ2

1)

L(2z+1,χ2
1)ε(2z,χ2

1)

w1w2w1w2 rC(z + 1/2, χ1χ2)
L(2z,χ2

1)

L(2z+1,χ2
1)ε(2z,χ2

1)
rC(z − 1/2, χ1χ2)

Tablica C-II. Reziduumi normalizacijskih faktora duº 2s2 = 1 u slu£aju C

Sljede¢i korak je poni²tavanje polova u z = 3/2 izraza u tablici C-II. Pol
se javlja jedino ako je χ1χ2 trivijalan, a to zna£i da je χ1 = χ2 kvadratni
karakter. Tada izrazi koji odgovaraju elementima w1w2 i w2w1w2 imaju pol
prvog reda u z = 3/2, a izraz koji odgovara elementu w1w2w1w2 ima pol u
z = 3/2 i to prvog reda jedino ako |S| = 2. Ina£e, ako je |S| > 4, onda se
pol tog izraza pokrati s polovima lokalnih L�funkcija iz nazivnika.

Budu¢i da je w1w2(3/2, 1/2) = (−1/2, 3/2), kriterij kvadratne integrabil-
nosti iz leme 1.3.6 nije ispunjen za w1w2. Stoga, da bi doprinos iteriranog
reziduuma bio kvadratno integrabilan doprinos izraza koji odgovara elementu
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w1w2 mora biti trivijalan. Drugim rije£ima, mora postojati subkvocijent in-
ducirane reprezentacije

Ind
G′2(A)

GL′1(A)×GL′1(A)

(
(χ1 ◦ det′)ν3/2 ⊗ (χ2 ◦ det′)ν1/2

)

na kojem je normalizirani operator ispreplitanja N((3/2, 1/2), π′, w1w2) tri-
vijalan, odnosno za automorfnu formu f iz tog subkvocijenta vrijedi

N((3/2, 1/2), π′, w1w2)f = 0.

Ali, za takvu automorfnu formu f , poni²tavaju se i reziduumi u z = 3/2
preostala dva izraza iz tablice C-II koji mogu imati pol prvog reda. Naime,
do na konstantu, oni su jednaki

N((3/2, 1/2), π′, w2w1w2)f =

= N((−1/2, 3/2), π′, w2)N((3/2, 1/2), π′, w1w2)f = 0,

N((3/2, 1/2), π′, w1w2w1w2)f =

= N((−1/2, 3/2), π′, w1w2)N((3/2, 1/2), π′, w1w2)f = 0.

Dakle L2
C3

je trivijalan.

4.4.4 Prostor L2
C4

Prije dekompozicije potprostora L2
C4

rezidualnog spektra uvodimo oznake
vezane uz djelovanje lokalnog normaliziranog operatora ispreplitanja

N(0, (χ1,v ◦ det′v)⊗ (χ2,v ◦ det′v), w1)

na induciranoj reprezentaciji

Ind
GL′2(kv)

GL′1(kv)×GL′1(kv) ((χ1,v ◦ det′v)⊗ (χ2,v ◦ det′v)) .

Prema lemi 2.2.9, ta inducirana reprezentacija je ireducibilna pa po lemi 2.2.8
normalizirani operator djeluje skalarom ηv ∈ {±1}. Na skoro svim mjestima,
odnosno na rascjepivim mjestima na kojima su karakteri χi,v, za i = 1, 2,
nerazgranati je ηv = 1. Za opis ireducibilnih komponenti u dekompoziciji
prostora L2

C4
potrebna nam je i sljede¢a lema.
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Lema 4.4.4. Neka je π′v ∼= (χ1,v◦det′v)⊗(χ2,v◦det′v) reprezentacija Levijevog
faktora M ′

0(A), gdje su χ1,v i χ2,v unitarni kvadratni karakteri od k×v . Tada
je slika normaliziranog operatora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2)

ireducibilna na svim nerascjepivim mjestima i onim rascjepivim mjestima
gdje je χ1,v = χ2,v, a izomorfna direktnoj sumi dvije ireducibilne reprezenta-
cije na onim rascjepivim mjestima gdje χ1,v 6= χ2,v.

Dokaz. U dokazu koristimo lemu 3.5.1. Budu¢i da je normalizirani operator
ispreplitanja koji smo promotrili prije iskaza ove leme izomor�zam, slike oper-
atora N((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2) i N((1/2, 1/2), π′v, w1w2w1w2) su izomorfne.
Neka je, u oznakama iz leme 3.5.1, s = (1/2, 1/2) i w = w1w2w1w2. Za
nerascjepivo mjesto slika je ireducibilna prema Langlandsovoj klasi�kaciji
obzirom da je π′v superkuspidalna i w dugi element Weylove grupe.

Neka je v rascjepivo mjesto. Kao u dokazu teorema 4.4.2, πv je jedinstvena
ireducibilna podreprezentacija reprezentacije inducirane s torusa, odnosno, u
oznakama leme 3.5.1, Levijev faktor L = T ,

s + s′ = (0, 1, 0, 1),

τv = χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v ⊗ χ2,v.

Za w′ iz leme 3.5.1 uzmimo element Weylove grupe koji, kao u dokazu
propozicije 3.2.1, odgovara permutaciji

w′ = (1, 4, 3)(2).

Tada je
w′−1(s + s′) = (1, 1, 0, 0),

w′−1(τv) = χ2,v ⊗ χ1,v ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v.

Rastav w′ = (1)(2)(3, 4)◦(1, 3, 2)(4)◦(1)(2, 3)(4) pokazuje da je normalizirani
operator ispreplitanja N(w′−1(s+ s′), w′−1(τv), w

′) surjektivan na I(s, πv) jer
se dekomponira u kompoziciju

Ind
SO8(kv)
T (kv) (χ2,v| · | ⊗ χ1,v| · | ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v) →

Ind
SO8(kv)
GL1(kv)×GL2(kv)×GL1(kv)

(
χ2,v| · | ⊗ (χ1,v ◦ detv)ν

1/2 ⊗ χ2,v

) →
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Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL1(kv)×GL1(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

1/2 ⊗ χ2,v| · | ⊗ χ2,v

) →
Ind

SO8(kv)
GL2(kv)×GL2(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

1/2 ⊗ (χ2,v ◦ detv)ν
1/2

)
,

gdje su prva i tre¢a strelica surjektivne, a druga je izomor�zam.
Za w′′ iz leme 3.5.1 uzmimo element Weylove grupe w′′ = (1, 2, 3)(4).

Tada je w′′ww′ dugi element Weylove grupe. Tvrdimo da je restrikcija nor-
maliziranog operatora ispreplitanja

N(w(s + s′), w(τv), w
′′)

koji djeluje na induciranoj reprezentaciji

Ind
SO8(kv)
T (kv)

(
χ−1

1,v| · | ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v| · |−1 ⊗ χ2,v

)

na podreprezentaciju

Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL2(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

−1/2 ⊗ (χ2,v ◦ detv)ν
−1/2

)

injektivna. Drugim rije£ima, presjek njegove jezgre s tom podreprezentacijom
je trivijalan. Ako χ1,v 6= χ2,v operator je izomor�zam kao produkt dvaju
GL2(kv) normaliziranih operatora ispreplitanja koji djeluju na ireducibilnim
induciranim reprezentacijama. Ako je χ1,v = χ2,v = χv, onda rastav w′′ =
(1, 2)(3)(4) ◦ (1)(2, 3)(4), daje dekompoziciju promatranog operaratora u

Ind
SO8(kv)
T (kv)

(
χv| · |−1 ⊗ χv ⊗ χv| · |−1 ⊗ χv

) →

Ind
SO8(kv)
T (kv)

(
χv| · |−1 ⊗ χv| · |−1 ⊗ χv ⊗ χv

) →
Ind

SO8(kv)
T (kv)

(
χv| · |−1 ⊗ χv| · |−1 ⊗ χv ⊗ χv

)
,

gdje je druga strelica izomor�zam koji mijenja mjesta prvih dvaju karaktera.
Stoga je jezgra operatora N(w(s + s′), w(τv), w

′′) izomorfna

Ind
SO8(kv)
GL1(kv)×GL2(kv)×GL1(kv)

(
χv| · |−1 ⊗ Stχvν

−1/2 ⊗ χv

)
,

gdje Stχv i na arhimedskim mjestima ozna£ava jedinstvenu ireducibilnu po-
dreprezentaciju od Ind

GL2(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)

(
χv| · |1/2 ⊗ χv| · |−1/2

)
. Prema Lang-

landsovoj klasi�kaciji, jezgra sadrºi jedinstvenu ireducibilnu podreprezenta-
ciju, to£nije Langlandsov kvocijent. Kad bi jezgra imala netrivijalan presjek
s

Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL2(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

−1/2 ⊗ (χ2,v ◦ detv)ν
−1/2

)
,
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onda bi presjek sadrºavao taj Langlandsov kvocijent kao podreprezentaciju.
Me�utim, takva podreprezentacija je izomorfna kvocijentu inducirane repre-
zentacije

Ind
SO8(kv)
GL2(kv)×GL2(kv)

(
(χ1,v ◦ detv)ν

1/2 ⊗ (χ2,v ◦ detv)ν
1/2

)
,

a zbog surjektivnosti normaliziranog operatora ispreplitanja koji odgovara
w′, ona je kvocijent i inducirane reprezentacije

Ind
SO8(kv)
T (kv) (χv| · | ⊗ χv| · | ⊗ χv ⊗ χv) .

Koriste¢i indukciju u koracima, najprije induciramo zadnja dva karaktera na
SO4(kv). Ta inducirana reprezentacija je ireducibilna, po lemi 2.2.11 jer je
χv kvadratni karakter, i temperirana, te je ozna£imo sa σv. Tada,

Ind
SO8(kv)
T (kv) (χv| · | ⊗ χv| · | ⊗ χv ⊗ χv) ∼=

∼= Ind
SO8(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)×SO4(kv) (χv| · | ⊗ χv| · | ⊗ σv) ,

te prema Langlandsovoj klasi�kaciji, ima jedinstveni ireducibilni Langlandsov
kvocijent koji nije izomorfan Langlandsovom kvocijentu u jezgri. Time smo
dokazali na²u tvrdnju o injektivnost i za χ1,v = χ2,v.

Nadalje, kao u dokazu leme 3.5.1, dokazana surjektivnost i injektivnost
pokazuju da je slika operatora N(w′−1(s + s′), w′−1(τv), w

′′ww′) izomorfna
slici operatora N(s, π′v, w). Me�utim, iako je w′′ww′ dugi element Weylove
grupe, w′−1(s+s′) ne zadovoljava nejednakosti iz korolara 3.5.2 pa ne moºemo
direktno primijeniti Langlandsovu klasi�kaciju. Ipak, sliku moºemo opisati.
Indukcija u koracima daje

Ind
SO8(kv)
T (kv) (χ2,v| · | ⊗ χ1,v| · | ⊗ χ1,v ⊗ χ2,v) ∼=

∼= Ind
SO8(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)×SO4(kv)(

χ2,v| · | ⊗ χ1,v| · | ⊗ Ind
SO4(kv)
GL1(kv)×GL1(kv)(χ1,v ⊗ χ2,v)

)
.

Po lemi 2.2.11, reprezentacija inducirana na SO4(kv) je ireducibilna i temperi-
rana ako je χ1,v = χ2,v, a rastavlja se u direktnu sumu dvije ireducibilne tem-
perirane reprezentacije ako χ1,v 6= χ2,v. U svakom slu£aju, rastav dugog ele-
menta Weylove grupe u produkt dugog elementa za GL1×GL1×SO4 ⊂ SO8

i dugog elementa za GL1 × GL1 ⊂ SO4 dozvoljava primjenu Langlandsove
klasi�kacije za svaku temperiranu komponentu inducirane reprezentacije £ime
je lema dokazana.
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Teorem 4.4.5. (Dekompozicija prostora L2
C4
) Potprostor L2

C4
rezidual-

nog spektra grupe G′
2 dekomponira se u

L2
C4

=
(
⊕π′C(1)

4 (π′)
)
⊕

(
⊕π′C(2)

4 (π′)
)

.

Pritom je prva suma po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim
reprezentacijama π′ ∼= (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′) od M ′

0(A) takvim da vrijedi

(1-1) χ1 6= χ2,

(1-2) χi su kvadratni karakteri za i = 1, 2,

(1-3) χ1,v 6= χ2,v za sva nerascjepiva mjesta v ∈ S,

(1-4)
∏

v ηv = 1,

a druga je po svim jednodimenzionalnim kuspidalnim automorfnim reprezen-
tacijama π′ ∼= (χ1 ◦ det′)⊗ (χ2 ◦ det′) od M ′

0(A) takvim da

(2-1) χ1 = χ2,

(2-2) χi je kvadratni karakter za i = 1, 2,

(2-3) broj nerascjepivih mjesta je |S| = 2,

(2-4)
∏

v ηv = −1.

Oba prostora C(1)
4 (π′) i C(2)

4 (π′) su prostori automorfnih formi razapeti iteri-
ranim reziduumom u s = (1/2, 1/2) Eisensteinovog reda odre�enog s π′, a
prelaskom na konstantni £lan Eisensteinovog reda izomorfni su slici norma-
liziranog operatora ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Prostor C(2)
4 (π′) je ireducibilan, a prostor C(1)

4 (π′) je izomorfan sumi ire-
ducibilnih reprezentacija oblika ⊗vΠ

′
v, gdje je Π′

v jedna od najvi²e dvije ire-
ducibilne komponente slike operatora iz prethodne leme 4.4.4 i pritom je na
skoro svim mjestima Π′

v nerazgranata.
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Dokaz. Doprinos rezidualnom spektru iteriranog pola Eisensteinovog reda u
to£ki C4 dobivamo poni²tavaju¢i najprije pol globalnih normalizacijski fak-
tora u tablici C iz poglavlja 3.4.4 duº singularne ravnine 2s2 = 1, a zatim,
u novoj varijabli z zadanoj s (4.16), pol u z = 1/2. Pol duº 2s2 = 1 koris-
tili smo ve¢ u dokazu prethodnog teorema 4.4.3. Javlja se samo ako je χ2

kvadratni karakter i njegovi reziduumi duº 2s2 = 1 dani su, u novoj varijabli
z, u tablici C-II do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)

razli£itu od nule, gdje je 1 trivijalni karakter od A×/k×. U sljede¢em koraku
treba prou£iti polove u z = 1/2 izraza iz tablice C-II. Razlikujemo dva slu£aja
ovisno o tome da li su χ1 i χ2 jednaki ili nisu.

Najprije pretpostavimo da je χ1 6= χ2, odnosno χ1χ2 nije trivijalan. Tada,
po svojstvima L�funkcija iz leme 4.1.1, samo izrazi koji odgovaraju elemen-
tima Weylove grupe w2w1w2 i w1w2w1w2 mogu imati polove u z = 1/2 i to
samo ako je χ1 kvadratni karakter. Tada je reziduum izraza koji odgovara
elementu w2w1w2, do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)
rC(1, χ1χ2),

jednak
N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Koriste¢i globalnu funkcionalnu jednadºbu iz leme 4.1.1 dobiva se

L(−1, χ1χ2) = ε(−1, χ1χ2)L(2, χ1χ2),

L(0, χ1χ2) = ε(0, χ1χ2)L(1, χ1χ2),

ε(0, χ1χ2)ε(1, χ1χ2) = 1

pa je reziduum izraza koji odgovara elementu w1w2w1w2, do na istu gornju
konstantu, jednak

N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Me�utim, gornja konstanta nije uvijek razli£ita od nule. Naime, u lokalnom
dijelu izraza rC(1, χ1χ2) javlja se produkt

∏
v∈S

1

L(0, χ1,vχ2,v)
.
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Stoga, ako lokalna L�funkcija L(s, χ1,vχ2,v) ima pol u s = 0 za samo jedno
mjesto v ∈ S, onda se oba reziduuma poni²tavaju. Po svojstvima L�funkcija
iz leme 4.1.1, te lokalne L�funkcije nemaju pol u s = 0 ako i samo ako je
χ1,vχ2,v netrivijalan, odnosno

χ1,v 6= χ2,v

za sva mjesta v ∈ S. Tada je gornja konstanta razli£ita od nule pa je iterirani
reziduum u to£ki C4, do na konstantu razli£itu od nule, jednak

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2) + N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Njegovo djelovanje na ⊗vfv, koriste¢i dekompoziciju (3.12) i £injenicu da je
w1w2w1w2 = w2w1w2w1, moºe se zapisati kao

⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2) [⊗vfv +⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w1)fv] .

Po tvrdnjama prije iskaza teorema operator N((1/2, 1/2), π′v, w1) djeluje ska-
larom ηv. Stoga se iterirani reziduum poni²tava osim ako je

∏
v

ηv = 1

i tada je jednak slici operatora

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Uvjet kvadratne integrabilnosti iz kriterija u lemi 1.3.6 je ispunjen jer je

w1w2w1w2(1/2, 1/2) = w2w1w2(1/2, 1/2) = (−1/2,−1/2).

Dakle, u ovom slu£aju doprinos C(1)
4 (π′) potprostoru L2

C4
rezidualnog spek-

tra daju upravo jednodimenzionalne kuspidalne automorfne reprezentacije π′

koje zadovoljavaju uvjete (1-1) do (1-4) iz teorema i taj doprinos je izomorfan
slici normaliziranog operatora ispreplitanja N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2) opisa-
noj u prethodnoj lemi 4.4.4.

Sada pretpostavimo da je χ1 = χ2, odnosno χ1χ2 je trivijalan. Tada je i
χ1 kvadratni karakter. Sve L�funkcije u izrazima iz tablice C-II su lokalne
ili globalne Heckeove L�funkcije od trivijalnog karaktera. Podsjetimo da je
broj mjesta od k na kojima kvaternionska algebra D nije rascjepiva paran i
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|S| > 2. Prije poni²tavanja pola u z = 1/2 izraza iz tablice C-II, promotrimo
izraz

rC(s,1)

koji se javlja u toj tablici za s = 0 i s = 1, gdje je 1 trivijalni karakter od
A×/k×. Prema globalnoj funkcionalnoj jednadºbi iz leme 4.1.1 je

L(−1,1) = ε(−1,1)L(2,1),

ε(0,1)ε(1,1) = 1,

a po lemi 4.1.4 je (
L(s,1)

L(s + 1,1)ε(s,1)

) ∣∣∣
s=0

= −1

te ∏
v∈S

L(s,1v)

L(−s,1v)

∣∣∣
s=0

= (−1)|S| = 1.

Uvr²tavanjem svih tih formula dobivamo da je

rC(0,1) = −1.

Prema analiti£kim svojstvima Heckeovih L�funkcija iz leme 4.1.1, za s = 1
u brojniku izraza rC(s,1) je pol drugog reda, a u nazivniku pol reda |S|.
Stoga, ako je |S| > 4, onda rC(s,1) ima nulto£ku reda |S| − 2 u s = 1, a ako
je |S| = 2 onda je rC(1,1) konstanta razli£ita od nule.

Koriste¢i dobivene £injenice o rC(s,1) i analiti£ka svojstva Heckeovih L�
funkcija iz leme 4.1.1 zaklju£ujemo da za |S| > 4 niti jedan od izraza iz
tablice C-II nema pol u z = 1/2. Neka je stoga

|S| = 2.

Tada pol u z = 1/2 i to prvog reda imaju izrazi koji odgovaraju elementima
Weylove grupe w2w1w2 i w1w2w1w2. Njihovi reziduumi su, do na konstantu

Ress=1L(s,1)

L(2,1)ε(1,1)
rC(1,1)

razli£itu od nule, jednaki

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2),
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−N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Dakle, do na konstantu razli£itu od nule, iterirani reziduum u to£ki C4 u
ovom slu£aju jednak je

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2)−N((1/2, 1/2), π′, w1w2w1w2).

Njegovo djelovanje na ⊗vfv moºe se, koriste¢i dekompoziciju (3.12), zapisati
kao

⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w2w1w2) [⊗vfv −⊗vN((1/2, 1/2), π′v, w1)fv] .

Stoga, reziduum se poni²tava osim ako
∏

v

ηv = −1

i tada je jednak, do na konstantu razli£itu od nule, normaliziranom operatoru
ispreplitanja

N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2).

Kriterij kvadratne integrabilnosti iz leme 1.3.6 ispunjen je kao u prethod-
nom slu£aju. Dakle, doprinos C(2)

4 (π′) ovog slu£aja potprostoru L2
C4

rezi-
dualnog spektra daju upravo one jednodimenzionalne kuspidalne automorfne
reprezentacije π′ od M ′

0(A) koje zadovoljavaju uvjete (2-1) do (2-4) iz teorema
i taj doprinos je ireducibilan jer je izomorfan slici normaliziranog operatora
ispreplitanja N((1/2, 1/2), π′, w2w1w2) opisanoj u prethodnoj lemi 4.4.4.
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Saºetak

Ova disertacija se bavi rezidualnim spektrom hermitske kvaternionske grupe
G′

2 koja je unutarnja forma rascjepive grupe SO8. Pristup je baziran na
Langlandsovoj spektralnoj teoriji. Dekomponira se dio rezidualnog spek-
tra koji se dobiva iteriranim poni²tavanjem polova Eisensteinovih redova
pridruºenih kuspidalnim automorfnim reprezentacijama Levijevog faktora
minimalne paraboli£ke podgrupe od G′

2. Rezultati pokazuju interesantne
dijelove rezidualnog spektra koji se ne javljaju kod kvazirascjepivih grupa.

Pri odre�ivanju polova Eisensteinovog reda treba normalizirati lokalne
standardne operatore ispreplitanja meromorfnim skalarnim funkcijama tako
da su normalizirani operatori ispreplitanja holomorfni i razli£iti od nule u
zatvara£u pozitivne Weylove komore. Za kvazirascjepive grupe normaliza-
cijski faktori se mogu zapisati kao kvocijenti L�funkcija i ε�faktora koris-
te¢i Langlands�Shahidijevu metodu. Za grupu G′

2 koja nije kvazirascjepiva
normalizacijski faktori de�nirani su u ovoj disertaciji prijenosom normaliza-
cijskih faktora s njene rascjepive forme.
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Summary

Neven Grbac, The Residual Spectrum of a Hermitian Quaternionic Inner
Form of the Group SO8, Dissertation, Department of Mathematics, Univer-
sity of Zagreb, 2007.

This thesis deals with the residual spectrum of the hermitian quaternionic
group G′

2 which is an inner form of the split group SO8. The approach is
based on the Langlands spectral theory. The part of the residual spectrum
which is obtained by the iterated cancellation of the poles of the Eisenstein
series attached to cuspidal automorphic representations of the Levi factor
of the minimal parabolic subgroup of G′

2 is decomposed. The results show
interesting parts of the residual spectrum which do not appear for quasi�split
groups.

During the calculation of the poles of the Eisenstein series the local stan-
dard intertwining operators should be normalized by the meromorphic scalar
functions in such a way that the normalized intertwining operators are holo-
morphic and nonvanishing in the closure of the positive Weyl chamber. For
quasi�split groups the normalizing factors can be written as the quotients
of L�functions and ε�factors using the Langlands�Shahidi method. For the
group G′

2 which is not quasi�split the normalizing factors are de�ned in this
thesis transferring the normalizing factors from its split form.
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