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PREDGOVOR:

Ovaj se diplomski rad iz podrucja filozofije matematike temelji na Euklidovom
djelu Elementi i filozofskim teorijama na koje se ono oslanja.

Sredi$nji dio radnje bavi se Euklidom kao jednim od najutjecajnijih povijesnih
matematicara i njegovim kljuénim djelom. Izabrala sam Euklida i njegovo djelo kao
oslonac za prikazivanje jedne struje unutar filozofije matematike (one realisticke) jer
ga smatram najranijom nezaobilaznom matematic¢ko-filozofskom personom bez koje
danasnja matematika, pa stoga ni filozofija matematike, ne bi bila ista. Njegovo djelo
Elementi jedna je od naj¢uvenijih knjiga i prevedena je na gotovo sve svjetske jezike.

Euklid je znadajan i utoliko $to je prvi aksiomatizirao matematiku®, u nju uveo
red i sustav. A, Hegelovim rijeima, pravi lik u kojem egzistira istina moze biti samo
njezin znanstveni sustav.

Rad pocinje uvodnim dijelom u kojem Ccitatelja uvodim u problematiku filozofije
matematike i filozofiju matematike odjeljujem od matematike same.

Drugi dio ukratko objasnjava stanje u povijesti i znanosti stare Grcke. Taj dio
smatram neophodnim za razumijevanje glavne teme radnje budu¢i da kasnije
elaborirane teme stavlja u povijesno-znanstveni kontekst.

U tre¢em dijelu fokus je na Euklidu, osnovnim podacima o njegovu Zivotu i
tadasnjem stanju svijeta.

Cetvrti je dio elaboracija Elemenata u kojem navodim i obja$njavam glavne teze djela
te ekspliciram njegovu strukturu. Takoder, navedeni su originalni primjeri iz djela
kako bi Citatelj stekao dojam o nacinu na koji Euklid gradi svoj sustav.

Peti, kljucni dio, donosi upoznavanje s Platonovom filozofijom i Aristotelovom
logikom, dva filozofska sistema koja su obojila Euklidov rad. Takoder, ovaj dio spaja
do sada receno o Euklidovoj matematici i filozofiji Platona i Aristotela. Navodi se i

prijepor oko filozofskog statusa Euklidova djela — je li ono platonisticko ili pak nije.

* Aksiomatizacija je vrlo vazna utoliko §to broj neizvjesnih matemati¢kih elemenata svodi na
minimum. Dakle, cilj joj je nalazenje minimalnog i ograni¢enog broja elementarnih matemati¢kih
Cinjenica iz kojih dalje logicki slijede sve ostale matemati¢ke istine. NalaZzenjem tih osnovnih i
malobrojnih aksioma matematika dobiva na izvjesnosti.



Unato¢ postoje¢im suprotnim misljenjima, uvrijezeno je stajaliSte da Euklid ipak jest

platonicar.
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1. UVOD:

Sto je to filozofija matematike? Odgovor se sam nameée: filozofsko
promisljanje o matematici. No, zasto su se filozofi od davnih vremena odlucili baviti
ovom tematikom?

Matematika je temelj ljudskog znanja (slika 1 u prilozima prikazuje matematiku
kao korijen iz kojeg izrasta drvo znanosti). Njemacki matemati¢ar Carl Friedrich
Gauss nazvao ju je kraljicom znanosti. Ona se nalazi u samom dnu piramide ljudskih
znanosti kao njezin temelj. I Platon ju je takvom smatrao napisavs$i na ulaz svoje
Akademije: «Nitko tko nije uc¢io geometriju ne smije ovdje uci.»

Za pocetak, objasnimo razliku izmedu matematike i filozofije matematike. Kako
smo vidjeli, matematika je znanost koja za predmet ima apstraktne entitete kao $to su
geometrijski likovi ili brojevi. Filozofija matematike je grana filozofije koja za svoj
predmet ima matematiku, njezine temelje 1 osnovne pretpostavke koje kriticki
istrazuje. Filozofski misliti o matematici moze ili filozof upoznat s pitanjima kojima
se bavi matematika ili matematicar koji istupa iz okvira svoje znanosti, iz
matematiCkih aksioma i teorema, 1 okre¢e se metafizickim pitanjima ( poput: koja je
priroda predmeta interesa matematike?), semantickim (kao npr.: koja je priroda
matematicke istine?) ili epistemoloskim (kako spoznajemo matematicke istine?). «Ni
'¢isti filozofi' ni '¢isti matematidari' ne bave se filozofijom matematike.»'

Postavlja se pitanje zasto uopc¢e proucavati matematiku u filozofiji. Poznato je
da se filozofija bavi najneodredenijim dijelovima razli¢itih disciplina i znanosti. Tako
se npr. bavi i semantikom iako je ona dio lingvistike. U matematici su epistemoloska i
metafizicka pitanja ta na koja matematicari nisu trazili odgovore smatrajuéi ih
samoevidentnima (buduc¢i da je po njima, kako smo rekli, matematika «paradigmatski
primjer izvjesne poznaje») ili pak za matematiku nezanimljivima, te su ih zato
postavili filozofi. Dakle, Zeljeli su istraziti preSutne pretpostavke od kojih matematika

polazi.

' Siki¢, Z.: «Filozofija matematike», Skolska knjiga, Zagreb, 1995, str. 8



Cilj ovog rada takoder je filozofski se pozabaviti matemati¢kim pitanjima.

2. STARA GRCKA - OKRUZJE ZA RAZVOJ MATEMATIKE:

Kako bismo se mogli upustiti u filozofsko promisljanje o matematici, moramo se
upoznati sa matematikom sdmom. Za svrhe ovoga rada odabrala sam jedan od
najvec¢ih, svakako najstariji matematicki sustav, onaj starogrckog matematicara
Euklida. Oko njegova matematickog rada splele su se mnoge filozofske teorije te ga
to ¢ini pogodnim za istraZivanje u ovoj prilici.

Da bi nam samo Euklidovo djelo bilo jasnije, potrebno je ukratko objasniti i
stanje u Gr¢koj za vrijeme 1 prije njegova djelovanja, kao i djelovanje drugih

znacajnih antickih matematicara.

2.1. TRI RAZDOBLJA GRCKE MATEMATIKE:

Sukladno povijesno-drustvenom razvoju na podrucju stare Gréke razvijala se i
matematicka misao. Kao znanost koja izucava apstraktno, matematika je nastala u
starog Gr¢koj, no ona svoje korijene ima u dalekoj paleolitskoj proSlosti kada je
pracovjek u vucjoj kosti (u tzv. «ureznicamay) poceo rezbariti zareze. Svrha ureznica
jos ni danas nije u potpunosti otkrivena, ali se smatra da se radilo o najprimitivnijem
obliku matematike, tj. o brojanju ulova.

Kroz stoljeca se dalje razvijala u Sumeru, Babilonu i1 Egiptu, ali na drugadiji
nacin nego u staroj Gr€koj, Arabiji i Europi. Egipatska i ranije matematike bile su
usredotocene na praksu, sluzile su svakodnevnim potrebama (u gradevinarstvu, za
kalendar, navigaciju...). Glavno je matematicko pitanje bilo kako neSto izmjeriti ili
izgraditi, a rezultati su bili slucajni 1 joS uvijek shvacani kao dar od bogova. Kao dio
matematike, 1 geometrija je razvijana iskljucivo kao sredstvo za rjeSavanje odredenih
konkretnih problema (kako i sdma rije¢ kaze: geometrija = zemljomjerstvo).

U vrijeme stare Grcke dolazi do obrata. Matematika napusta pragmatiku i
praksu 1 matematicko istrazivanje postaje sdmo sebi svrhom. Glavno matematicko
pitanje postaje zasto su rezultati takvi kakvi jesu, a orude, umjesto metode pokuSaja i
pogresaka, postaje razmisljanje i Spekulacija. Logika dobiva na znacaju, kao i

apstraktnost i idealizacija matematickih objekata. Geometrija u Grckoj postaje



«pravay, Cista 1 apstraktna znanost. Ocem geometrije najéeS¢e se smatra Talesa iz
Mileta koji je zivio u 7. stoljecu pr. Kr.

Dva su filozofa stare Grcke takoder zasluZzna za razvoj matematike: Platon 1
Aristotel. Platona moZzemo nazvati prvim pravim filozofom matematike. Njegova je
zasluga 1 to Sto je u matematiku uveo strogu logi¢nost i deduktivnost koju nalazimo i
u njegovim filozofskim djelima. Aristotel, iako nije bio matematicar, svojim je
promisljanjima o logici dao temelj izgradnji deduktivne geometrije kao sistematskog
Znanja.

Starogrcku matematiku mozemo podijeliti u tri razdoblja:

a) razdoblje Pitagore;

b) razdoblje Euklida;

c¢) razdoblje Arhimeda.

Svako od tih razdoblja prati posebno drustveno-povijesno stanje. Kako to biva i
u drugim znanostima, i u starogrckoj matematici su pogledi na svijet klju¢nih aktera i
njihovi filozofski stavovi utjecali na njithov matematicki rad.

Krenimo redom.

a) Razdoblje Pitagorez:

Na pocetku 6. stoljeca prije nase ere u trgovackom mjestu Miletu po prvi
put u ljudskoj povijesti uspjelo se prevladati ogradu kozmicko-mitskoga
pogleda na svijet. Tales, Anaksimandar i Anaksimen zapocinju novu eru u
razvoju ljudske misli kada je Pitagora objasnio matematiku kao metodu
argumentacije i dedukcije.’

U vrijeme Pitagore teritorij Grcke bio je politicki rascjepkan. Geografska
udaljenost i razlike u zakonima sprecavale su da ta drzava postane velikim carstvom.
No, unato¢ tome, nesto je te prostore povezivalo: jezik, vjera, sustav vrijednosti, nacin
razmiSljanja 1 stil zivota. Poveznica je bio i veliki grcki pjesnik Homer. Za njega se
kaze da je odgojio Gr¢ku, a Gréka Europu, te da je Grke naucio kauzalnom misljenju.
U svojim je djelima pokazivao kako se u kruznom gibanju svijeta iz jednog dogadaja

odmotava cijeli lanac drugih koji su povezani medusobnim zakonitostima uzroka i

? Pitagora (vidi sliku 2 u prilozima) se rodio oko 580.g. pr. Kr. na otoku Samosu, blizu Mileta, za
vladanja tiranina Polikrata. Zbog sukoba s Polikratom, Pitagora je u dobi od 40 godina napustio Samos
i otiSao u juznotalijanski Kroton. Po putu se u Egiptu upoznao sa tadasnjim znanjima iz matematike. U
Krotonu je osnovao udruZenje filozofa i matematicara koje je privuklo mnoge sljedbenike. Umro je
497. pr. Kr. u Metapontu.

3 Znam, S. i dr. «Pogled u povijest matematike», Tehnicka knjiga, Zagreb, 1989., str. 21



posljedica. Taj novi nac¢in razmisljanja doveo je do toga da je, nasuprot principu mita,
doslo do principa logike.

Pitagora je bio Talesov ucenik i grcki filozof, zasluzan za vazne pomake u
povijesti matematike, astronomije i teorije glazbe. Budu¢i da nema nikakvih zapisa i
posto je Skola svoja saznanja drzala u tajnosti, teSko je re¢i Sto je od pitagorejskih
nauka izvorno Pitagorino, a $to potjece od njegovih sljedbenika.

Neki od «pronalazaka» Pitagore i njegove Skole su: teorem o zbroju kutova
trokuta, otkri¢e nesumjerljivosti veli€ina, tzv. Pitagorin poucak itd.

Pitagora je svoju teoriju razvijao na temeljima filozofije Miletske Skole.
Anaksimandrov apeiron potaknuo ga je na razmisljanje o prapocelu svega, slagao se
sa Anaksimandrom da to prapocelo mora biti opce, ali odredenije od apeirona. Dosao

je do zakljucka da je broj ono Sto je zajedni¢ko svemu postojecem.

Klju¢no za pitagorejsku skolu je upravo to, shvacanje da je u temelju svega, u
temelju prirode — broj. Na taj su nacin matematiku ucinili nedjeljivom od svijeta.
Matematika jest u svijetu. Ona se nalazi u svakom njegovom dijelu i sve (glazba,
putanje nebeskih tijela...) je ustrojeno prema njezinim zakonitostima. To njihovo
vjerovanje is¢itavamo 1 iz ¢injenice da su apstraktne brojeve prikazivali na konkretan,
opipljiv nac¢in — psefosima, tj. kamenci¢ima, te ih, zavisno od oblika koji bi takvim
slaganjem dobili, svrstavali medu trokutaste, kvadratne itd. brojeve (vidi sliku 3 u

prilozima).

b) Razdoblje Euklida:
Budu¢i da je ovo, srednje, razdoblje starogrcke matematike klju¢no za ovaj
diplomski rad, o njemu ¢u opseZnije govoriti u sljedeCem poglavlju te ga iz tog

razloga ovdje preskacem.

¢) Razdoblje Arhimeda:

Arhimed (vidi sliku 4 u prilozima) je starogr¢ki matematicar i fizicar koji je
zivio na Siciliji u Sirakuzi, koja je tada bila grcka kolonija Magna Graecija, od 287.
do 212. godine pr. Kr. Rijetki su oni koji nisu ¢uli za njega i njegove «krugovey. Ipak,
0 njegovu zivotu ne zna se mnogo budu¢i da su skoro svi podaci izgubljeni do

razdoblja renesanse. Ipak, smatra se da je on jedan on najznacajnijih antickih



znanstvenika. Osim S§to je znaCajno pridonio matematici i1 fizici, zasluzan je i1 za
mnoge izume.

Razdoblje u kojem je Arhimed Zivio obiljeZeno je nemirima te je i on sam
zavr$io svoj zivot poginuvsi u drugom punskom ratu kada su Rimljani napokon
okupirali Sirakuzu nakon dvogodisnje opsade.

Prema Plutarhovim® navodima, kada je grad zauzet, Arhimed je bio zamisljen
nad svojim matematickim projektima. Rimski vojnik naredio mu je da upozna
Rimskog generala, §to je Arhimed odbio rekavsi da mora dovrsiti zapoceti posao. To
je razbjesnilo vojnika koji ga je potom ubio mafem. Smatra se da su zadnje
Arhimedove rijeci bile «Ne dirajte moje krugove!», no to nije povijesno potvrdena
¢injenica.

Arhimedovo je matematicko djelovanje dvojako: s jedne strane, ono je
apstraktno promisljanje u Grckoj tradiciji, a s druge vratanje matematike praksi.
Tome je uvelike razlog i povijesno stanje u kojem je zivio. Njegovi su izumi sluzili
Sirakuzanima u obrani od Rimljana. Tako se Arhimedu pripisuju izumi mnogih ratnih
strojeva, medu kojima i sustav zrcala kojima su, uz pomo¢ suncevih zraka, palili
neprijateljske brodove dok su ovi jo§ bili na sigurnoj udaljenosti od grada (vidi sliku 5
u prilozima).

S druge strane, Arhimed je zivio blize Rimu koji je, za razliku od Grcke,
matematiku smatrao samo sredstvom: geometriju kao pomo¢ u arhitekturi 1 sl., a
aritmetiku kao pomo¢ u astrologiji. Ta je Cinjenica negativno djelovala na razvoj

matematike u srednjovjekovnoj Europi.

* Starogreki povjesni&ar.
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3. EUKLID:

Osvrnuvsi se u uvodnom dijelu na ostala dva klju¢na razdoblja starogrcke
matematike, spremni smo se upustiti u razradu epohe u kojoj je zivio i djelovao
Euklid. Kako smo ve¢ vidjeli u prethodnom poglavlju, povijesno stanje i drustvena
atmosfera vremena imaju velik utjecaj na rad znanstvenika. Ni Euklid nije iznimka.
Stoga ¢emo se, prije nego se upustimo u analizu njegova matematickog rada,

pozabaviti stanjem u Grckoj za njegova zivota i njegovim biografskim podacima.

3.1. POVIJESNO STANJE:

Razdoblje cetvrtog stoljeca prije nove ere razdoblje je obiljezeno borbom dviju
sila — Atene 1 Makedonije. To je vrijeme nastanka nove, velike helenisticke kulture.
Veliko carstvo makedonskog poglavara Filipa II., a kasnije 1 njegovog nasljednika
Aleksandra Velikog, protezalo se od Balkana do Perzije.

To je i vrijeme velikog kulturalnog mijesanja i previranja. Demokratska Atenska
kultura dosla je u doticaj sa kulturom moéne makedonske velesile. Velika je drzava
bila i spona izmedu europskih kultura na zapadu i azijskih na istoku.

Nakon Aleksandrove smrti u Babilonu 323.g. pr. Kr., na prijestolje je dosao
general Ptolomej’ i zemljom vladao iz Egipta, osnovavsi dinastiju koja ¢e vladati
sljedeca tri stoljeca.

Za vrijeme Ptolomejeve vladavine vladalo je kulturno blagostanje. Vladar je
uvazavao sugestije mudrih grckih i1 egipatskih savjetnika kojima se okruzio. Glavnim
je gradom ucinio Aleksandriju, grad na obalama Sredozemnog mora. Poticao je
suradnju sa ostalim sredozemnim drzavama i1 razvoj trgovine, kulture, pomorstva,
gradevinarstva, brodogradnje. Ptolomej je Aleksandriju uc¢inio kulturalnim srediStem
tadasnjeg zapadnog svijeta utemeljiv§i Museion, centar obrazovanja, znanosti i
umjetnosti. U Museionu se izucavala i predavala matematika, filozofija, zemljopis,

filologija, medicina, astronomija i prirodne znanosti — sva podrucja tadaSnje znanosti,

> Ptolomej I, general u makedonskoj vojsci i vladar Egipta od 323. do 283.g. pr. Kr. Ne treba ga
mijesati s astronomom Ptolomejom.
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te je on postao uzor za kasnija europska sveuciliSta. U Aleksandriji su utemeljeni i

botanicki i zooloski vrt, zvjezdarnica i slavna knjiznica.

3.2. BIOGRAFSKI PODACI:

Godine 1 mjesta Euklidovog (vidi sliku 6 u prilozima) rodenja i smrti Spekulacije
su, a ne znanstveno potvrdene Cinjenice. Ipak, smatra se da je roden otprilike 330.g.
pr. Kr., a umro 260.g. pr. Kr. Malo se toga zna o njegovu zivotu. Poznato je, ipak, da
je za vrijeme Ptolomejeve vladavine predavao matematiku u egipatskoj Aleksandriji i
da je za to vrijeme napisao svoje slavne Elemente. Ta je opsezna zbirka matematickih
znanja, koja se oslanja na rad Talesa, Pitagore, Platona, Aristotela 1 drugih, u upotrebi
vec¢ vise od 2000 godina.

Arapski lije¢nik i filozof al-Qifti zapisao je da je Euklidov otac bio Naukrat, da
mu je djed bio Zenarh, da je on bio Grk roden u Tiru (gradu u danasnjem Libanonu) i
da je zZivio u Damasku (danasSnja Sirija — Damask je, kao 1 Aleksandrija, bio poznat po
svojoj velikoj knjiznici). No ne postoje dokazi da se zaista radi o istom Euklidu.
Naime, drugog se Euklida (iz grcke Megare), filozofa koji je Zivio u vrijeme Platona,
¢esto zabunom poistovjecuje s Euklidom iz Aleksandrije.

Postoji 1 misljenje koje je poprili¢no egzoticno i nije povijesno prihva¢eno. Ono
kaze da Euklid ustvari nije napisao djela koja mu se pripisuju, nego da je bio na celu
tima matematicara koji su djelovali u Aleksandriji u to doba i ¢ija su zbirna djela
objavljena pod njegovom imenom. Jo§ je ekstremniji pogled da Euklid o kojemu
govorimo uopce nije postojao, nego da je spomenuti tim matematicara pisao pod
zajednickim pseudonimom kojeg su uzeli u Cast spomenutom Euklidu iz Meagre koji
je zivio stotinu godina ranije. Ovime je Euklid dobio mjesto medu velikanima koje
neki smatraju nepostoje¢ima. Jedan iz te skupine je i slavni engleski genije,
Shakespeare.’

Euklida se ¢esto smatra ocem geometrije. Vjerojatno je da je pohadao Platonovu
Akademiju u Ateni, u¢io matematiku od Platonovih ucenika i dobro se u poznao sa
Platonovim promisljanjima o geometriji, te zatim poSao u Aleksandriju. Aleksandrija

je tada bila najveéi grad zapadnoga svijeta i centar proizvodnje papirusa i trgovine

% Vidi http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Biographies/Euclid.html.
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knjigama. Mnogi su tadasnji Skolovani ljudi tamo predavali i radili. Postoje 1 neki
dokazi da je Euklid u Aleksandriji osnovao svoju i $kolu i u njoj poducavao.

U literaturi se Euklida spominje kao ¢ovjeka koji je Zivio za znanost i smatrao da
je znanje potrebno zbog znanja sdmoga, a ne zbog mogucée koristi koju ¢e ono
donijeti, Sto je, u konacnici, i sukladno intelektualnoj atmosferi u kulturi njegova
vremena. U vezi s tim njegovim stavom postoje 1 anegdote. Jedna kaze da ga je
jednom prilikom novi ucenik upitao kako ¢e mu znanje steCeno na predavanjima
koristiti u zivotu. Euklid nije odgovorio, nego je uc¢eniku naknadno po robu poslao
jedan zlatnik (kada ve¢ Zeli da mu se znanje isplati) i poruku da je otpusten iz Skole.
Druga anegdota kaze da ga je vladar nakon objave Elemenata pozvao u palacu,
darovao, te upitao ne postoji li laksi put za ulazak u tajne geometrije od onog
predstavljenog u Elementima. Euklid mu je odgovorio negativno rekavsi da ne postoji
kraljevski put u geometriji.

Osim Elemenata, do dana$njih su dana prezivjela jos dva Euklidova djela:

- Data — bavi se prirodom i1 implikacijama danih podataka u geometrijskim
problemima; tema je usko povezana s prve Cetiri knjige Elemenata;

- O dijeljenju — o podjeli geometrijskih likova; samo je djelomi¢no
sacuvano djelo i to u arapskom prijevodu.

Oba su djela jednako strukturirana kao i Elementi - sastoje se od definicija i
dokazivanja pretpostavki.

Postoje 1 djela koja se opravdano smatraju Euklidovima, no koja su tijekom
stoljeca unistena. To su: Konike, Porizmi, Pseudaria ili Knjiga logickih pogresaka, O
plohama, Phaenomena (o astronomiji), Optika i katoptrika (najstarija gr¢ka rasprava
o perspektivi, matematicka teorija o zrcalima, poglavito o slikama koje se stvaraju na
ravnim, izbo€enim i udubljenim zrcalima) i Sectio canonis (o glazbenim intervalima).

Euklid u svojim djelima nikada nije pisao predgovore (tj. predgovori ni u
jednom njegovom djelu nisu pronadeni/sacuvani, $to nam dopusta da zaklju¢imo da
nikada nisu ni postojali) te nam tako Euklid nije ostavio podatke o svojoj osobnosti 1
subjektivnim misljenjima, za razliku od mnogih grckih filozofa.

Naravno, najvaznija Euklidova ostavstina njegovi su Elementi. Vrijeme kada su
Elementi napisani razdoblje je kada je geometrija baratala znatnom koli¢inom znanja,
no ono je bilo nestrukturirano i1 nesustavno. Preuzevsi metode i sugestije Platona 1
Aristotela, Euklid je prvi geometriju sistematizirao na logic¢an i deduktivan nacin te ju

ucinio jasnom i preglednom.
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4. ELEMENTI:

Euklidovi su Elementi (slika 7 u prilozima) jedno od najutjecajnijih znanstvenih
djela u povijesti. Njihova ljepota lezi u logickom razvoju geometrije i drugih dijelova
matematike. Utjecali su na sve grane znanosti, a ponajvise, naravno, na matematiku 1
egzaktne znanosti.

Za Euklidova vremena, a i prije njega, bilo je ve¢ pokuSaja sistematizacije
geometrijskog znanja. Primjerice, Teidija iz Male Azije napisao je takoder vrlo dobre
Elemente. No Euklidovi su svojim rezultatima nadmasili sve ostale pokuSaje. Vrlo
brzo preuzeli su vode¢e mjesto medu geometrijskim djelima, ne samo u Grékoj nego i

izvan njenih granica.

Elementi su se poducavali u 24 zemlje i na mnogo jezika. Prvi je, naravno, bio
grcki, zatim arapski (Arapi imaju posebne zasluge budu¢i da su bili posrednici u
znanju izmedu anticke i srednjovjekovne Europe), pa latinski, te su se kroz stoljeca
dalje prevodili na druge europske jezike. To je kompilacija matematickog znanja koja
su 2000 godina bila centralna za matematicka izucavanja. Znacaj Euklida 1 Elemenata
za Europu vidljiv je i1 iz Cinjenice da se predmet geometrije u Engleskoj u 18.st.
nazivao jednostavno Euklid.

Originalnih Euklidovih rukopisa nema, unisteni su. Ono s c¢ime danas
raspolazemo prijepisi su, najvjerojatnije srednjovjekovni, u koje su prepisivaci unosili
svoje opaske 1 poboljSanja. No na temelju razlicitih prijepisa krajem 19. stoljeca

rekonstruirano je izvorno Euklidovo djelo.
4.1. STRUKTURA I SADRZAJ ELEMENATA:
Elementi su potpuno teorijsko djelo. U njima nema nikakvih racuna ni primjena
na praksu. Sastoje se od 13 knjiga u kojima je sistematizirano sve tadasnje

geometrijsko znanje. Postoje joS dvije knjige za koje je kasnije zaklju¢eno da nisu

autenticne Euklidove. Prvih Sest knjiga, koje su stolje¢ima bile osnovni udzbenici iz
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geometrije, bave se planimetrijom’

, sedma, osma i deveta geometrijskom teorijom
cijelih brojeva, deseta teorijom iracionalnih brojeva, a jedanaesta, dvanaesta i
trinaesta stereometrijom®. Pojedina¢no:

1. Prva knjiga: temeljna svojstva geometrije, Pitagorin poucak, jednakost
kutova, paralelnost, zbroj kutova u trokutu;
Druga knjiga: povrSine trokuta i ¢etverokuta, zlatni rez;
Treca knjiga: krugovi, kruznice 1 njihova svojstva, odsjecci, tangente;

Cetvrta knjiga: opisivanje i upisivanje trokuta i pravilnih poligona;

Peta knjiga: o omjerima veli€ina;

Sesta knjiga: primjena omjera u geometriji, sli¢nost trokuta;
Sedma knjiga: teorija brojeva — djeljivost, prim brojevi;
Osma knjiga: geometrijski redovi;

A A AT A T

Deveta knjiga: kombinira rezultate sedme i osme knjige — beskonacnost
prim brojeva, suma geometrijskog reda;
10. Deseta knjiga: nesumjerljivost i iracionalni brojevi;

11. Jedanaesta knjiga: primjena rezultata prve do Seste knjige na prostor —

okomitost, paralelnost i volumen kod kvadra;

12. Dvanaesta knjiga: povrsSine i volumeni stosca, piramide, valjka, sfere;

13. Trinaesta knjiga: generalizacija rezultata Cetvrte knjige na prostor —

upisivanje pet Platonovih pravilnih tijela u sferu.

Euklid je pisanju djela pristupio sustavno. Njegovo djelo ima temelj i
nadogradnju. Temelj je ono §to se u teoriju unosi takvo kakvo je, ne mijenja se i ne
objasnjava. Nadogradnja je sve ono §to se iz tih zadanih temelja stvori. U Euklidovom
slucaju, temelj su pojmovi koje ne objaSnjava i aksiomi, a nadogradnja su izvedeni
pojmovi i teoremi.

Objasnimo sustav poblize. Najprije je Euklid definirao pojmove koje kasnije u
djelu koristi. Nakon toga, odabrao je temeljne Cinjenice — aksiome i postulate, tj.
tvrdnje koje su dogovorno i intuitivno istinite i ne dokazuju se. Na temelju prvih
pojmova, aksioma 1 postulata, sada deduktivno i1 formalno-logic¢ki izgraduje
geometrijski sustav, izvodeéi nove cinjenice (teoreme) i nove, izvedene pojmove.

Euklid je djelo formirao tako da se teoremi nizu kao sastavni dijelovi cijelog

’ Grana geometrije koja proucava likove u ravnini.
¥ Grana geometrije koja proutava geometrijska tijela u prostoru.
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postupka. A svrha mu je dati podlogu za razumijevanje cjelokupne geometrije. U
odlomcima koji slijede posvetit ¢emo se svakom koraku zasebno i na kraju dati i

primjer Euklidovog izvoda kako bi Citatelj stekao dojam o njegovu nacinu rada.

Dijelo, dakle, po¢inje definicijama.” U prvoj knjizi'® ima ih 23. Kao primjere,
navest ¢u prvih pet. To su:
1. Tocka je ono §to nema dijela.
2. Crta je duljina bez Sirine.
3. Krajevi crte su tocke.
4. DuZina je ona crta koja jednako lezi prema tockama na njoj.
5. Ploha je ono Sto ima samo duljinu i Sirinu.

Prvim definicijama Euklid govori kojim ¢e se to pojmovima kasnije baratati.
Prva definicija nam otkriva da je jedan od tih pojmova «tocka». Sljedec¢ih nekoliko
definicija daje nam jo$ termina koji ¢e se koristiti: «crtu», «duzinuy», «plohuy itd. Daje
nam i podatke o tome u kakvoj su vezi razli¢iti pojmovi (Sto se vidi iz definicije broj 3
— crta 1 tocka u takvom su odnosu da tocka moze biti kraj crte).

Definicija tocke kao onoga §to nema dijelova govori nam da ¢e Euklid tocku
tretirati kao nesto bez duljine, Sirine i dubine. Definicija crte nam, pak, govori da ¢e
Euklid crtu definirati kao ono §to ima samo jednu dimenziju, naime, duljinu, bez
Sirine 1 dubine. Na ovom stupnju ne znamo da li govori o ravnoj crti ili zakrivljenoj. U
cetvrtoj definiciji, pretpostavlja se, govori o ravnoj crti, budu¢i da ona «jednako lezi».
Peta definicija govori da povrSina ima dvije dimenzije, duljinu i Sirinu. Daljnje
definicije govore o pojmovima kao $to su «kut», «okomitost», «krugy, itd.

Kasnije definicije koriste pojmove objasnjene prijaSnjim definicijama. Ali prvih
nekoliko definicija nema sve pojmove objasnjene. Ti pojmovi su osnovni pojmovi za
koje se pretpostavlja da su jasni i koje nije potrebno definirati (takvi pojmovi su
«dio», «Sirina» 1 dr.). Znacenje pojmova odredenih definicijama kasnije se jo$

ucvrscéuje kontekstom u postulatima i1 aksiomima.

Rijesili smo dakle temeljne pojmove i definicije. Prelazimo na temeljne tvrdnje,

tvrdnje koje, smatra Euklid, ne potrebuju dokaz. To su postulati i aksiomi.

? Euklid: «Elementi», KruZak, Zagreb, 1999., str. 1
 Ugzeti ¢emo primjere iz prve knjige budu¢i da se ona smatra najbitnijom i nesumnjivo je
najpopularnija.
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U prvoj je knjizi pet postulata.'' Navedimo ih:

1. Neka se postulira da se od svake toc¢ke do svake tocke povlaci duzina.

2. Ida se neogranic¢ena duzina neprekinuto produzuje u duZzini.

3. I da se sa svakim srediStem i udaljenos$¢u opisuje krug.

4. 1da su svi pravi kutovi medusobno jednaki.

5. I da ako duzina koja sijeCe dvije duzine Cini unutarnje kutove s iste
strane manjima od dva prava kuta, dvije duzine, neograni¢eno
produzene, sastaju se s one strane na kojoj su kutovi manji od dva prava
kuta.

Prva tri postulata pripisuju se Euklidovim prethodnicima dok se druga dva
pripisuju Euklidu.

Prva tri postulata govore o konstrukciji. Oni takoder impliciraju da postoje
tocke, duzine i krugovi i da postojanje drugih geometrijskih objekata deduciramo iz
njihovog postojanja. Postoje joS neke implicitne pretpostavke u ta tri postulata.
Primjerice, prvi pretpostavlja da dvije toc¢ke spaja jedna i samo jedna duzina. Takoder,
tre¢i pretpostavlja da se s jednim srediStem i jednom udaljeno$¢u moze opisati samo
jedan jedini krug."

Cetvrti i peti postulat drugagije su prirode. Oni govore o zakonitostima. Cetvrti
postulat, koji tvrdi da su svi pravi kutovi medusobno jednaki, djeluje ocit. No, on
pretpostavlja da je prostor homogen, tj. da je kut nezavisan od svojeg polozaja u
prostoru. Takoder, pokazalo se da se on moze dokazati pomoc¢u preostalih aksioma i
postulata te zato ne pripada ovdje. Dolazimo do slavnog, petog postulata. Euklidova
odluka da ovu tvrdnju ucini postulatom dovela je do stvaranja tzv. euklidske
geometrije. U 19.st. matematicari su pokusali negirati ovaj postulat Zele¢i istraziti da
li ¢e to dovesti do kontradikcije. Kontradikcije nije bilo, a posljedica je stvaranje i
proucavanje neeuklidskih geometrija. O tom problemu, problemu petog postulata,

govorit ¢emo u sljede¢em odjeljku.

Slijede aksiomi."> To nisu svojstva specifi¢no vezana za geometriju, za razliku
od postulata, nego opce pretpostavke koje matematiCarima omogucavaju da grade

deduktivnu znanost. U prvoj knjizi, njih je takoder pet.

" Tbid., str. 3
12 Vidi http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html.
13 Euklid: «Elementi», KruZak, Zagreb, 1999., str. 3
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1. Stvari koje su jednake istoj stvari i medusobno su jednake.

2. Ako se jednakim stvarima dodaju jednake stvari, i cjeline su jednake.
3. Ako se od jednakih stvari oduzmu jednake stvari, i ostaci su jednaki.
4. Stvari koje se jedna s drugom poklapaju medusobno su jednake.

5. Cjelina je veca od dijela.

Aksiomi se, dakle, ne odnose specificno na brojeve niti geometrijske objekte,
ve¢ na bilo kakve objekte, neovisno o kontekstu.

Postulati su jasno i nedvosmisleno izneseni. Prvi, dakle, kaze da, ako a=b i b=c,
onda i a=c. Cetvrti je vrlo slican prvom. On, naime, kaze da, ako jedna stvar moze
preuzeti ulogu druge bez da uzrokuje kakvu promjenu, onda su te dvije stvari jednake.

Isto kao Sto 1 posljednja dva postulata problemati¢na, tako je 1 peti aksiom

doveden u pitanje. Ali o tome takoder u sljede¢em odjeljku.

Dosli smo i do teorema. Teoremi su, kako smo rekli, nadogradnja, ono $to se
stvara na temeljima osnovnih pojmova, aksioma i postulata. Euklid teoreme oznacava
brojevima. U prvoj knjizi ima ih 48. Svaki teorem sastoji se od tvrdnje 1 dokaza. Svaki
korak u dokazu logicki je opravdan definicijom, postulatom, aksiomom ili prijaSnjim
teoremom.'* Takoder, uz dokaze se pojavljuju i dijagrami koji ilustriraju dokaze.

Neki se teoremi bave konstruiranjem. Konstruiranje uglavnom ovisi o
postulatima koji govore o konstruiranju duzine i kruga (prva tri postulata). Prvi dio
teorema o konstruiranju govori kako konstruirati, dok se u drugom dijelu pokazuje
kako pokazana konstrukcija zadovoljava potrebe i ciljeve iz tvrdnje.

Ipak, veéina teorema ne bavi se konstruiranjem. Njihove tvrdnje govore kako iz
odredenih uvjeta logicki slijede drugi uvjeti. Takva je, primjerice, peta tvrdnja prve
knjige koju ¢emo kasnije citirati kao ogledni primjerak.

Tvrdnje koje se ne bave konstruiranjem mogu takoder imati konstrukcijskih
dijelova budu¢i da su ponekad konstrukcije dodatnih krugova i duzina potrebne za
dokazivanje. Ali glavna je okosnica svih dokaza, bile tvrdnje konstrukcijske ili ne,
pokazivanje kako, iz tvrdnji koje su dokazane i logic¢ki opravdane, kao kulminacija
slijedi tvrdnja koju upravo dokazujemo.

Kao sto smo rekli, slijedi citiranje petog teorema prve knjige.

“u tvrdnjama se, osim na pojmove, aksiome i postulate, Euklid poziva i na ranije, ve¢ dokazane
tvrdnje (ista situacija kao u definicijama) te tako tvori mrezu ili sustav u kojemu zakljucci ovise jedan o
drugome. Gotovo se svi teoremi pozivaju na ve¢ dokazane tvrdnje. U prvoj se knjizi samo prvi i Cetvrti
teorem pozivaju iskljuc¢ivo na definicije, aksiome i postulate.
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5.

U jednakokracnim trokutima kutovi uz osnovicu medusobno su jednaki i ako jednake
duzine produzimo, kutovi ispod osnovice bit ¢e medusobno jednaki.
Neka je ABC jednakokracan trokut koji ima stranicu AB jednaku stranici AC i neka
se duzine BD, CE produze u duzini s AB, AC. [P.2]
Tvrdim da je kut ABC jednak kutu ACB, a kut CBD kutu BCE.

A

Neka se naime na BD uzme bilo koja to¢ka F i od veée AE neka se oduzme AG
jednaka manjoj AF [1.3]
te neka se povuku duzine FC, GB. [P.1]
Budu¢i da je dakle AF jednaka AG, a AB jednaka AC, dvije su stranice FA, AC
jednake dvjema odgovarajuc¢im stranicama GA, AB i obuhvacaju zajednicki kut, kut
FAG.

Stoga je osnovica FC jednaka osnovici GB, a trokut AFC bit ¢e jednak trokutu AGB 1
ostali ¢e kutovi biti jednaki ostalim odgovaraju¢im kutovima, oni nasuprot kojima
leZe jednake stranice — kut ACF kutu ABG, a kut AFC kutu AGB. [1.4]
Budu¢i da je cijela AF jednaka cijeloj AG, a njihovi su dijelovi AB i AC jednaki, i
preostala BF jednaka je preostaloj CG.

A dokazano je da je i FC jednaka GB. Dakle, dvije stranice BF, FC jednake su dvjema
odgovarajuc¢im stranicama CG, GB. K tome, kut BFC jednak je kutu CGB, a BC je
njihova zajednicka osnovica. I trokut BFC stoga ¢e biti jednak trokutu CGB 1 ostali ¢e
kutovi biti jednaki ostalim odgovaraju¢im kutovima, oni nasuprot kojima leze jednake
stranice. Dakle, kut FBC jednak je kutu GCB, a kut BCF kutu CBG.

Budu¢i da je dokazano da je cijeli kut ABG jednak cijelom kutu ACF, a njihovi su
dijelovi CBG i BCF jednaki, preostali kut ABC jednak je preostalom kutu ACB, a oni
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su kutovi uz osnovicu trokuta ABC. A dokazano je i da je kut FBC jednak kutu GCB,
i to su kutovi ispod osnovice.

Dakle, u jednakokra¢nim trokutima kutovi uz osnovicu medusobno su jednaki 1 ako
pridruzimo jednake stranice, kutovi ispod osnovice bit ¢e medusobno jednaki. A to je

ono §to je trebalo dokazati."

Pogledajmo, dakle, formu/strukturu teorema. Na uzglavlju je redni broj koji nam
pokazuje koje mjesto u sustavu ima ovaj teorem. Ispod njega, u italiku je napisana
tvrdnja koju treba dokazati. Nakon toga slijede vizualni prikaz i ve¢ dokazane
pretpostavke. U uglatim zagradama naznaceno je na koje se izjave pozivamo u
dokazu. Tako se u prvoj pozivamo na drugi postulat, u drugoj na tre¢i teorem prve
knjige, u trecoj na prvi postulat i u Cetvrtoj na Cetvrti teorem prve knjige. Koristeci
ve¢ dokazane tvrdnje, tako smo dokazali i ovu.

Kako kaze Znam (1989.), starim je Grcima u svemu $to su radili najvaznija bila
forma. Sistemati¢nost i dobra forma trazile su se u svemu §to je imalo znacaj u
svakodnevnom Zzivotu, od uredenja zajednice i hijerarhije olimpijskih bogova do
forme kazali$nih djela i matematickih dokaza. Dobra forma bila je bitna jer je ona
dopustala da se pronikne u srz stvari, dopustala je da se obuhvati velika koli¢ina
pojava i pronikne u nacela njihove organizacije.

I Euklid je veliku vaznost pridavao formi. Forma dokaza umnogome se
promijenila od vremena Pitagore i u Euklidovom radu postigla znatan napredak.
Znam (1989.) usporeduje Euklidovu formu dokaza s kazaliSnim djelom, s tragedijom
koja je bila na vrhuncu u anti¢koj Gr¢koj. Euklidov dokaz se, sli¢no kao i kazalisno
djelo, sastoji od striktno odredenih dijelova. Kada govorimo o dokazu, on ima Sest
dijelova:
formulacija (teorema);
prikazivanje (konkretizacija na slici);
odredivanje (onoga Sto treba pokazati ili konstruirati);
konstruiranje (objekata koji ¢e se pojaviti);

demonstriranje (kauzalnih povezanosti);

AN S o

zakljucak (ponavljanje izvrSenog).

15 Ibid., str. 8,9

20



Pogledajmo sada tablicni prikaz forme teorema. Tablica koja slijedi prikazuje

Sest dijelova teorema. Kraj svakog dijela strukture naveden je dio gore citiranog petog

teorema koji mu odgovara. U treCem stupcu su napomene, tj. objaSnjenja svakog od

Sest dijelova.

DIO STRUKTURE ODGOVARAJUCI NAPOMENE
TEOREMA/DOKAZA DIJELOVI 1Z NAVEDENOG
5. TEOREMA
Formulacija U jednakokracnim trokutima kutovi | 1znosi se tvrdnja koju
(teorema) uz osnovicu medusobno su jednaki i | treba dokazati.
ako jednake duzine produzimo,
kutovi ispod osnovice bit ce
medusobno jednaki.
Prikazivanje Na crtezu je

(konkretizacija na slici)

prikazano sve o ¢emu
¢e se govoriti ne bi li
problem Citatelju
postao blizi. Citatelj
na crtezu moze pratiti
o ¢emu se govori u
dokazu.

Odredivanje
(onoga Sto treba pokazati ili
konstruirati)

Neka je ABC jednakokracan trokut
koji ima stranicu AB jednaku
stranici AC 1 neka se duzine BD,
CE produze u duzini s AB, AC.

[P.2]
Tvrdim da je kut ABC jednak kutu
ACB, a kut CBD kutu BCE.

Tvrdnja u prvom
dijelu opcenita je. U
ovom dijelu ona se
prenosi na konkretni
trokut. Na
konkretnom trokutu,
onom koji je prikazan
crtezom, objaSnjava
se §to treba pokazati i

eksplicira se cilj
dokazivanja.
Neka se naime na BD uzme bilo | Konstruiraju se
koja toCka F i od veée AE neka se | pomo¢ni objekti
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oduzme AG jednaka manjoj AF

(pomoéne duzine, u

Konstruiranje [1.3] | ovom slucaju), oni
(objekata koji ée se te neka se povuku duzine FC, GB. koji omogucuju da se
pojaviti) [P.1] | dokaze tvrdnja.
Budu¢i da je dakle AF jednaka AG, | Konstruiranje pociva
a AB jednaka AC, dvije su stranice | na aksiomima,
FA, AC jednake dvjema | postulatima i
odgovarajuéim stranicama GA, AB | prethodno dokazanim
i obuhvacaju zajednicki kut, kut | teoremima (Sto je
FAG. navedeno u uglatim
Stoga je osnovica FC jednaka | zagradama).
osnovici GB, a trokut AFC bit ¢e
jednak trokutu AGB i ostali ¢e
kutovi  biti  jednaki  ostalim
odgovarajuéim  kutovima,  oni
nasuprot kojima leZze jednake
stranice — kut ACF kutu ABG, a kut
AFC kutu AGB. [1.4]
Demonstriranje Budu¢i da je cijela AF jednaka | Navode se i povezuju

(kauzalnih povezanosti)

cijeloj AG, a njihovi su dijelovi AB
i AC jednaki, i preostala BF
jednaka je preostaloj CG.

A dokazano je da je i FC jednaka
GB. Dakle, dvije stranice BF, FC
jednake su dvjema odgovaraju¢im
stranicama CG, GB. K tome, kut
BFC jednak je kutu CGB, a BC je
njihova zajednicka osnovica. 1
trokut BFC stoga ¢e biti jednak
trokutu CGB i ostali ¢e kutovi biti
jednaki  ostalim odgovaraju¢im
kutovima, oni nasuprot kojima leze
jednake stranice. Dakle, kut FBC
jednak je kutu GCB, a kut BCF
kutu CBG.

Budu¢i da je dokazano da je cijeli
kut ABG jednak cijelom kutu ACF,
a njihovi su dijelovi CBG i BCF
jednaki, preostali kut ABC jednak
je preostalom kutu ACB, a oni su
kutovi uz osnovicu trokuta ABC. A
dokazano je i da je kut FBC jednak
kutu GCB, i to su kutovi ispod
osnovice.

zakonitosti koji
pokazuju da je tvrdnja
navedena na pocetku
valjana.

Zakljucak

(ponavljanje izvrSenog)

Dakle, u jednakokra¢nim trokutima
kutovi uz osnovicu medusobno su
jednaki 1 ako pridruzimo jednake
stranice, kutovi ispod osnovice bit
¢e medusobno jednaki. A to je ono
Sto je trebalo dokazati.

Ukratko se ponavlja
izvrSeno. Kao logicka
posljedica izvrSenog
slijedi ~ tvrdnja s
pocetka, Sto znaci da
je dokaz uspjesno
izveden.
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Kada gradi svoje dokaze, Euklid ne raspravlja sa ¢itaocem kao §to to rade Sokrat
ili Platon. On samo nudi deduktivan sustav, koji iznosi najjasnije §to moze, u koji
Citatelj mora proniknuti i u potpunosti ga razumjeti.

Euklidovi su Elementi izrazito bitni zbog jasno¢e kojom su teoremi izneseni i
dokazivani. Taj je nacin iznoSenja ostao uzor znanstvenicima stotinama godina. lako
se vjeruje da nije sdm Euklid autor svih dokaza koje iznosi u djelu (naime, napravio je
kompilaciju svih geometrijskih znanja tog vremena preuzevsi zakljucke drugih
matematicara), ipak se smatra jednim od najvecih matematickih uclitelja antike, a
tisu¢ljetna popularnost Elemenata'® svjedoéi da nije samo veliki anti¢ki matematicar,
nego i jedan od najvecih sve do danasnjih dana.

Naravno, ne mozemo ni re¢i da je sve znanje iz Elemenata preuzeo od drugih.
On je i1 dokazivao teoreme koji prije njega nisu bili dovoljno dobro/precizno
objasnjeni i dokazani i inkorporirao ih u svoj rad.

Ipak, Euklidova je matematika ostala tako slavna i zbog mnogih svojih
problema. Matematicari koji su se bavili poboljSavanjem njegovih zakljucaka 1
ukazivanjem na njegove promasaje takoder su doprinijeli ¢injenici da Elementi jo$
nisu pali u zaborav. U sljede¢em odjeljku pozabavit ¢emo se nekima od njih i ukratko

ih objasniti.

4.2. PROBLEMI EUKLIDOVA SUSTAVA:

U Euklidovom radu, s danasnjeg stajaliSta, ima greSaka. Prva knjiga Elemenata
nije poznata samo kao izvrstan i slavan udzbenik iz geometrije i stoljetni matematicki
autoritet. Ta je knjiga, koliko je bila slavljena i priznavana kao temelj znanja, toliko
bila i napadana, kritizirana i osporavana. Kritike zauzimaju veliki dio u raspravama o
Elementima pa smatram da bi im trebalo biti posveceno barem nekoliko redaka i u
ovom radu. Pogledajmo, dakle, zasebno neke od problema i ukratko ih objasnimo.

Naglasimo jo§ jednom da su kritike koje slijede formulirane iz danasnje
perspektive. Do 19. stolje¢a Elementi su bili neprikosnoven matematic¢ki udzbenik i
Euklidova je matematika bila najveéi autoritet. Do 19. stolje¢a nije ni bilo
matemati¢kih sredstava kojima bi se mogle utvrditi, a kamo 1i ispraviti Euklidove

pogreske o kojima ¢emo govoriti.

1 Elementi su po prvi puta §tampani 1482. godine i od tada postoji vise od 1300 njihovih izdanja. To ih
svrstava na drugo mjesto najobjavljivanijih knjiga, odmah iza Biblije.
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a) Problem definicija:

U aksiomatskom se sustavu pojmovi dijele na osnovne pojmove i izvedene
pojmove. Osnovni pojmovi su oni koji se ne definiraju. Njihovo je znaCenje intuitivno
jasno ili dogovoreno. Izvedeni pojmovi su oni koje definiramo osnovnim pojmovima i
osnovnim ¢injenicama (aksiomima i postulatima). Suvremeni kritiari smatraju da u
dobrom aksiomatskom sustavu moraju biti strogo odijeljeni osnovni od izvedenih
pojmova. Definicije moraju iscrpiti sve bitne karakteristike pojma koji se definira.
Ona ne smije biti preuska, preSiroka niti usmjerena na nevazne karakteristike pojma.
Takoder, ako se za isti pojam daje viSe od jedne definicije, onda se mora dokazati
njihova ekvivalentnost.

Uzevsi u obzir takav, suvrementi, kriterij, neki kriticari smatraju da Euklid ovdje
nailazi na probleme (vidi Volenec, iz pogovora Elementima, 1999). On nije
eksplicitno odvojio osnovne od izvedenih pojmova. Kada u prvoj definiciji definira
tocku, definira je pojmom dijela. U drugoj crtu definira pojmom Sirine. Ali nije jasno
po ¢emu su dio 1 Sirina osnovniji od tocke i crte.

Nadalje, definicijama 1 i 3 definiraju se tocke na dva razli¢ita nacCina, ali bez
dokaza da su te dvije definicije ekvivalentne.

Naravno, moramo uzeti u obzir ¢injenicu da je eksplicitno odjeljivanje pojmova
suvremen zahtjev. Euklid ih nije eksplicitno odvojio, ali mu ipak npr. pojam tocke
ima drugaciji status od npr. pojma dijela, ¢ime ipak jest izdvojio osnovne od
izvedenih pojmova i to po sljede¢em kriteriju: kao osnovne pojmove uzeo je one koji
ne spadaju specificno u jezik matematike te je pomocu njih definirao specifi¢no-

matemati¢ke pojmove.

b) Problem ekspliciranja:

Kada smo govorili o postulatima u prethodnom poglavlju, rekli smo da postoje
¢injenice koje oni ne iznose eksplicitno, ¢injenice za koje zaklju¢ujemo da su tamo.
Tako smo spomenuli da prvi postulat pretpostavlja da dvije tocke spaja jedna i samo
jedna duzina, i1 da tre¢i pretpostavlja da se s jednim srediStem 1 jednom udaljenos¢u
moze opisati samo jedan jedini krug.'’

Takoder, kod Euklida ne postoje postulati ni aksiomi koji govore o poretku.

Primjerice, nema aksioma tipa: «Tocka A nalazi se izmedu tocaka B i C.» ili «Tocka

7 Vidi http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/toc.html.
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A 1 toc¢ka B leze s iste strane pravca.» U ovakvim sluc¢ajevima Euklid se oslanja na
crtez koji sluzi da ¢itatelju prikaze stanje o kojem se govori.

U suvremenom aksiomatskom sustavu sve se tvrdnje moraju eksplicirati, koliko
god one bile ocite. Ako su samoevidentne, treba ih proglasiti aksiomima ili
postulatima, ako nisu, treba ih dokazati kao teoreme. Ali sve tvrdnje moraju biti jasno
iznesene. To, vidjeli smo, kod Euklida nije slucaj. Ipak, i ovo je zahtjev koji je
postavljen tek u 19. stolje¢u kada su aksiomi poretka po prvi puta razradeni u

radovima M. Pascha (Volenec, iz pogovora Elementima, 1999).

¢) Problem petog aksioma:

Peti aksiom kaZe: «Cjelina je vecéa od dijela.»'®

Ova cinjenica zaista djeluje o€igledno i jasno. Takvom se 1 smatrala stotinama
godina sve dok matemati¢ari nisu uzeli u razmatranje sudove koji se bave
beskonacnim veli¢inama.

Georg Cantor, njemacki matematicar iz 19. stoljeca, pokazao je da, u domeni
beskonacnoga, dio nije manji od cjeline.

Pogledajmo dokaz:

-N je skup svih prirodnih brojeva, tj. N={1,2,3,4, ..., n,n+1,...}

-Z je skup cijelih brojeva, tj. Z={...,n, ...,-2,-1,0, 1,2, ...,n, ...}

-Nje podskupod Z, tj. Nc Z

Ako je N podskup od Z, to znaci da je N dio od Z te bi, prema petom aksiomu, N
trebao biti manji od Z. No to nije tako. I N i Z su beskona¢ni skupovi i imaju
beskonacno, ali jednako mnogo elemenata.

Prema Cantoru, jedini kriterij da bi skupovi, konacni ili beskona¢ni, bili jednaki
je bijekcija. Bijekcija, bijektivno preslikavanje ili obostrano jednoznacno
preslikavanje takva je funkcija koja svakom ¢lanu domene pridruzuje jedan i samo
jedan ¢lan kodomene. Dakle, mozemo reci da je bijekcija 1-1 korespondencija medu
skupovima (vidi sliku 8).

Buduéi da izmedu skupa N 1 skupa Z postoji bijektivno preslikavanje, oni su
jednaki, Sto proturjeci petom aksiomu i osporava ga.

Cantor nije prvi koji se bavio pitanjem beskona¢noga. Promisljanje o

beskonacnosti seze joS u vrijeme stare Greke, o cemu nam svjedoCe Zenonove aporije.

'8 Euklid: «Elementi», KruZak, Zagreb, 1999., str. 3
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U 17. stolje¢u o beskonacnosti je pisao Galilej. On je otkrio da prirodnih brojeva ima
jednako mnogo koliko i njihovih kvadrata, Sto takoder osporava Euklidov peti
aksiom. No Galilej se nije zelio zamjerat crkvenjacima pa je o tom svom otkri¢u
rekao samo «to ne moze biti». Do sli¢nih su rezultata o domeni beskona¢noga dosli i
Leibniz i Gauss.

Ipak, mnogi ¢e povjesniCari re¢i da je Euklid na umu imao konacne, a ne
beskonacne veli¢ine. Ukoliko je to tocno, protuprimjeri iz domene beskonacnog ne

Stete njegovu sustavu.

d) Problem petog postulata:

Za cetvrti smo postulat ve¢ rekli kako je dokazano da ne spada medu postulate
budu¢i da se moZze dokazati pomocu ostalih postulata i aksioma. I za peti je postulat,
primarno zbog toga §to je manje intuitivan i o¢it od drugih postulata, smatrano da ne
spada u tu skupinu. Takoder, njegova je formulacija znatno duza od formulacije
drugih postulata. Pokusaj dokazivanja petog postulata spada medu najstarije pokusaje
popravljanja Euklidova sustava. Peti je postulat danas vjerojatno najpopularniji dio
Euklidova djela.

Mnogi su pokusavali dokazati peti postulat. Bezuspjesno. Euklidov se peti
postulat ne moze dokazati pozivajuci se samo na temeljne tvrdnje koje je dao Euklid i
to potvrduje njegovo mjesto medu postulatima. Drugi su krenuli alternativnim
pristupom i, umjesto da pokaZu da je peti postulat moguce dokazati, negirati ga, Zeleci
vidjeti kakve ¢e to imati posljedice, tj. pokusali su, negirajuci peti postulat, do¢i do
kontradikcije. No kontradikcije nije bilo, a posljedice su bile znacajne. Negiranje
petog postulata dovelo je do stvaranja logicki konzistentnih alternativnih geometrija,
neeuklidskih geometrija, u 19. stoljeu. Neeuklidske geometrije gradene su na svim
Euklidovim aksiomima i postulatima, osim petog postulata, umjesto kojeg se uzima

njegova negacija. Tako od 19. stoljeca baratamo trokutima ¢iji je zbroj unutarnjih

kutova veéi od 180° i trokutima &iji je zbroj unutarnjih kutova manji od 180°."

1 Uzmimo primjer ne bi li docarali o ¢emu je rije¢. U neeuklidskim geometrijama, dakle, pravilo da
zbroj unutarnjih kutova iznosi 180°, koje slijedi iz petog postulata, ne vrijedi, §to znaci da postoje i
trokuti sa zbrojem unutarnjih kutova razli¢itim od 180°. Jedan od takvih, a koji pripada sfernoj
geometriji, mozemo vidjeti na slici 9. Trokut na sferi kao §to je Zemljina povrSina ima dva prava kuta
(kutovi koje zatvaraju meridijani s paralelom pravi su kutovi i njihov je zbroj ve¢ 180°; tom zbroju
dodaje se jos kut koji zatvaraju meridijani medusobno). Euklidska geometrija je geometrija ravnine
(kako je prikazano na zemljopisnoj karti), a geometrija prikazana na globusu primjer je neeuklidske
geometrije.
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Dakle, dokazano je da je peti Euklidov postulat nedokaziv, Sto ga zaista Cini
postulatom, i dokazano je da je potpuno neovisan od ostalih postulata i aksioma,
budu¢i da neeuklidske geometrije funkcioniraju na temeljima koje je postavio Euklid,
izuzevsi samo peti postulat. To znac¢i da su zamjerke Euklidovu petom postulatu bile

neopravdane.

5. FILOZOFSKI OKVIR:

Nakon opceg i matemati¢kog dijela, dolazimo do onog filozofskog.

Dakle, do sada smo se bavili odredivanjem pojma matematike i pojma filozofije
matematike, smjeStanjem Euklida u kontekst antickog drustva, znanosti i vremena.
Zatim smo u tre¢em dijelu elaborirali Euklidov matematicki sustav 1 upoznali se s
na¢inom na koji on gradi Elemente. Nakon §to smo se upoznali s Euklidovim
matematickim radom, vrijeme je da se upoznamo i sa njegovim filozofskim okvirom.
U ovom, cetvrtom dijelu radnje, govoriti ¢u o dva velika filozofska sustava,
Platonovom i Aristotelovom.

Iako je Euklid matematicar, a ne filozof, ipak je njegov znanstveni rad filozofski
obojen. To¢nije, stav o filozofiji koji se moze is¢itati iz njegovog rada je dvojak.

Prvo, Euklid je iz svojeg djela Zelio potpuno ukloniti filozofske pojmove.
Naime, prije Euklida matemati¢ki pojmovi objasnjavani su na vise filozofski nacin.
Pitagora je, primjerice, toCku definirao kao monadu koja ima svoj poloZaj. No
monada je Euklidu bila pojam koji previse iskace iz matematike 1 ulazi u filozofiju te
je izbjegao taj pojam u svom djelu. Njemu je vrlo stalo do autonomizacije matematike
i njenog potpunog odvajanja od filozofije.

S druge strane, iako pojmovno filozofski potpuno neutralni, Elementi odaju
svoju jaku filozofsku podlogu. U pisanju se Euklid uvelike oslanjao na dva grcka
filozofa, na Platona i Aristotela, ¢ija mu je filozofija pomogla u oblikovanju izvoda i
sustavnosti.

Aristotel 1 Platon (slika 10) bazi¢no se razlikuju u shvacanju pojmova (pa tako i
matematic¢kih) i njihove prirode. Zacetnici su temeljne razlike koja se u srednjem
vijeku razvila u pitanje o univerzalijama. Ukratko, problem univerzalija bazira se na
pitanju jesu li op¢i predmeti nesto realno ili nisu te kakav je njihov odnos prema

pojedinacnom. Dva su moguca odgovora: realisticki (u Platonovoj tradiciji) 1
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nominalisti¢ki (u Aristotelovoj tradiciji). Realisti vjeruju da opée postoji realno i da je
opce to Sto daje smisao pojedina¢nom. Nasuprot realistima, nominalisti smatraju da
opc¢e ne postoji realno 1 odvojeno od nas, da su pojedinacne stvari jedine stvarne, a
op¢i pojam je samo praktiéno pomagalo pomocu kojega si mi u umu grupiramo stvari.
Na taj je, nominalisticki nac¢in, neki smatraju, Aristotel zaCetnik empiristickog nacina
razmiSljanja i analiticke filozofije.

Platon ne vjeruje osjetilima 1 osuduje ih. Vid i sluh, po njemu, nisu presudni u
pronalaZzenju prave istine. Dusa je ta kojom spoznajemo ideje, savrSene i najstvarnije
entitete. Za razliku od njega, Aristotel smatra da bit predmeta moramo traZziti u njima
sdmima, a ne u nekom carstvu ideja odvojenom od stvari koje nas okruzuju.
Svakidasnje iskustvo nas, po njemu, vodi pravoj istini.

Unato¢ toj razlici 1 neslaganju, obojica su znatno utjecala na Euklidov rad.
Postoji i teza oko koje se obojica slazu: smatraju da je matematika izvjesna spoznaja.

Euklid je preuzeo Platonovu filozofiju (ontologiju) 1 Aristotelovu sistemati¢nost
(logiku). Za Euklida kao platonicara, matematika je nesto sasvim razli¢ito od onoga
kako ju je shvacao Pitagora. Matematika je postala potpuno odvojena od vanjskog

svijeta 1 prenesena u idealni.

Posvetimo se sada obojici filozofa odvojeno kako bismo bolje uocili njihov

utjecaj na Euklida.

5.1. PLATON:

Prije elaboriranja Platonove filozofije bitno je napomenuti da Platonova
filozofija, dakle filozofija koja je utjecala na Euklida, nije isto Sto i platonizam.
Platonizam je veliko podrucje filozofije koje se unutar sebe dijeli na mnogo podrucja.
Platonizam jest nastavak Platonove filozofije i razvijan je od njegovih sljedbenika, ali
se razlikuje od temeljne Platonove filozofije. Filozofija o kojoj ¢u govoriti u ovom
radu je, dakle, izvorna Platonova, koju je on naucavao i o kojoj je pisao u svojim

dijalozima.

28



5.1.1. BIOGRAFSKI PODACT:

Platon je bio Sokratov ucenik, Aristotelov ucitelj 1 potomak vrlo ugledne
Atenske obitelji. Medu njegovim precima s oceve strane nalazimo i vladare Atene.
Tocna godina njegova rodenja nije poznata, ali se op¢enito smatra da je zivio od 428.
ili 427. do 347. g. pr. Kr. Postoji teorija da mu je pravo ime Aristoklo, a Platon samo
slavni nadimak koji opisuje njegov stas («platon» na grckom znaci «Sirok, plecaty).

Prije susreta sa Sokratom u¢io je filozofiju, gramatiku, glazbu i gimnastiku. Cak
se smatra da je sudjelovao na Istmijskim igrama kao hrvac.

Nakon devet godina provedenih sa Sokratom, a poslije njegove smrti, Platon je
mnogo putovao. Posjetio je Italiju, Siciliju 1 Egipat. Nakon povratka u Atenu, u dobi
od 40 godina, u Akademovom vrtu je osnovao filozofsku skolu — Akademiju, Cije se
ime u Platonovu cCast i danas nalazi u naslovima najvi§ih drzavnih znanstvenih
ustanova. Akademija je prva visokoobrazovna ustanova zapadnog svijeta. U njoj se
poducavala filozofija, logika, retorika, matematika, itd. Tu su Skolovani mnogu grc¢ki 1
europski ucenjaci, najpoznatiji od kojih je Aristotel. Akademija je djelovala do 529.g.
nase ere kada ju je zatvorio bizantski vladar Justinijan I. smatrajuéi je prijetnjom
kr§¢anstvu.

Na Platona je vrlo utjecala filozofija njegovih prethodnika. Tako je od Heraklita
preuzeo ideju da se osjetilni svijet neprestano mijenja. Od elejca Zenona naucio je da
materija ne moze biti temelj svijeta jer je ona nedosljedna, kako istic¢e Zenon u svojim
aporijama, te da mora postojati neSto ¢vrS¢e u temelju svijeta. Platon je kao temelj
postavio ideju. Po elejcu Parmenidu je spoznaju podijelio na osjetilnu (varljivu) i
umsku (izvjesnu). Od Empedokla je preuzeo nauk o Cetiri elementa te im pridruzio po
jedan savrSen geometrijski oblik?'. Pitagorejci su ga zainteresirali za matematicka
pitanja. No Sokratov je utjecaj bio najveci. To vidimo 1 iz ¢injenice da je za Sokrata
rezervirao posebno mjesto u svojim dijalozima. O ovim temama biti ¢e rije¢i u

sljede¢im poglavljima.

20 Tstmijske igre jedne su od igara Stare Greke. Kao i Olimpijske igre, organizirane su svake Getiri
godine i to naizmjeni¢no s Olimpijskim igrama. Dakle, igre su se odigravale svake dvije godine,
naizmjeni¢no Olimpijske i Istmijske.

2! Platon je oktaedar, tetraedar, dodekaedar, kocka i ikosaedar (slika 11) smatrao savrenim tijelima
pridruzivsi tetraedru vatru, oktaedru zrak, ikosaedru vodu, kocki zemlju, a dodekaedru svemir u cjelini.
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Poznato je da je Platon svoja filozofska promisljanja biljeZio u obliku dijaloga®
(ostavio je u nasljede 35 dijaloga i 13 pisama koje strucnjaci grupiraju po razdobljima
u kojima su nastali na rane, srednje i1 kasne spise). Ipak, nikada kao lika u dijalogu
nije postavio sebe, nego svoje stavove prezentira kroz Sokratove rijeci ili rijeci
njegovih ucenika. On koristi i Sokratovu metodu pitanja 1 odgovora, tzv. majeutiku,
prema kojoj ucitelj pitanjima usmjerava ucenika na samostalne ispravne zakljucke.
Nikada nije otkriveno niti iz povijesnih zapisa zaklju¢eno zasto je Platon odlucio sebe
odvojiti od rijeci koje piSe. Zanimljivo je da Platonovi dijalozi, iako je on sam bio
protiv umjetnosti govore¢i da je ona tek odsjaj istine i poricu¢i njihovu didakticku
vrijednost, imaju formu anti¢kih drama. Oni naime nikad nemaju vise od tri lika u
fokusu 1 uvijek imaju zbor tihih slusaca. Dijalozi takoder nisu «suha» filozofska djela.
Ona imaju dramsku nit 1 utoliko $to su u njih inkorporirani podaci o obiteljskim
odnosima i odnosima izmedu Sokrata i njegovih ucenika.

U srednjem vijeku Platonovu je filozofiju u potpunosti zasjenila Aristotelova. U
tom je razdoblju Aristotelova teorija bila jedina prava znanost i jedini predmet
izuavanja, naravno, adaptirana tako da bude u skladu sa religijskim ucenjima.
Platonova djela bila su nedostupna i izgubljena za zapadnu civilizaciju tog doba.
Ocuvana su zahvaljujuéi bliskoisto¢nim ucéenjacima koji su ih kasnije na latinski
preveli sa arapskih i perzijskih prijevoda. Tek je renesansa preporodila i Platonovu
filozofiju, a do 19.st. vracena joj je duzna pozornost.

Platonova filozofija bila je posebno utjecajna na podrucju matematike i znanosti.
Uz Aristotelovu logiku, utjecala je na znanstvenike kao §to su Gottlob Frege, Kurt

Godel, Alfred Tarski ili Albert Einstein.

5.1.2. PLATONOVA FILOZOFIJA:

Jedan od najljepsih poklona koje nam je sudbina sacuvala iz starog doba
jesu, bez sumnje, Platonova djela. (Hegel)

Vratimo se za pocCetak na spomenuti problem univerzalija (lat. universalis =
opcenit). Rekli smo da u toj raspravi Platon zauzima stav da je op¢e ono §to postoji

realno. StoviSe, pojedinacno postoji samo zato Sto se u njemu djelomice oprimjeruje

22 Platon je smatrao da je razgovor najpodobnija forma za filozofiju. TraZenje istine, istraZivanje, vidi
kao bit filozofije. Pretpostavlja da je to razlog zasto je i svoja djela tako oblikovao.
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op¢e. Opée postojanje je pravo postojanje. Pojedinacne stvari promjenjive su i
propadljive dok su opée nepromjenjive i vjecne. Najopcenitije 1 najsavrsenije su ideje.
Ova je tvrdnja kamen temeljac cijele Platonove filozofije.

U Platonovom opusu nalazimo mnoge teme i podrucja. Teorija ideja je ono §to

cijeli njegov opus spaja u cjelinu provlacucéi se kao lajtmotiv kroz njegove dijaloge.

TEORIJA IDEJA:

Teorijom ideja Platon ustvari Zeli pokazati da smo mi kao ljudi sposobni za
apstraktno misljenje. Teorija ideja razdvaja apstraktni misaoni svijet od osjetilnog
svijeta u kojem vladaju umjetnost i mitologija. Platon vjeruje da je svijet ideja
superiorniji svijetu pojava. Istrazujuéi svijet ideja, Platon se nada da ¢e dosti¢i vece i
izvjesnije znanje.

Platonovo shvacanje ideja razlikuje se od dijaloga do dijaloga, i nigdje nije u
potpunosti razjasnjeno, tako da je umnogome teorija podlozna razli¢itim
interpretacijama. Teorija ideja po prvi puta je iznesena u dijalogu Fedon, ali nije
razradena nego je uvedena kao neSto s ¢im su sudionici u razgovoru ve¢ upoznati.
Sli¢no je i sa Drzavom u kojoj se Platon na teoriju ideja oslanja u izgradnji mnogih
drugih argumenata, ali ne osjeca potrebu objasniti poblize samu teoriju ideja.

Na kriti¢arima je, stoga, ostao zadatak da poblize objasne prirodu ideja i nacin
na koji ideje djeluju na pojavni svijet. Naravno, misljenja se razilaze. Neki smatraju
da su ideje paradigme, savrSeni primjeri na temelju kojih je izgraden osjetilni svijet.
Drugi ideje smatraju univerzalijama, op¢im pojmovima. Tako je, primjerice, ideja
ljepote ono Sto dijele sva lijepa bica. Trec¢a skupina kritiara drzi da su ideje
konglomeracije, skupovi svih predmeta u osjetilnom svijetu koji posjeduju odredenu
kvalitetu. To bi znacilo da malo ljepote postoji u jednom predmetu, malo ljepote u
drugom... Kada bismo sve predmete u kojima se nalazi komadi¢ ljepote stavili na
hrpu, to bi bila ideja ljepote. I sam Platon bio je svjestan nedovrSenosti i viSeznacnosti
svoje teorije, kako 1 napominje u svojem dijalogu Parmenid.

Ipak, teorija da Platon govori da su ideje opéi pojmovi, univerzalije,
najzastupljenija je medu kriticarima. Stoga ¢emo uzeti da je ona tona i njome se

pobliZe baviti. Krenimo.
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Ideja je bitak i bit svega. «Ideje su vjeéne i nepromjenjive biti svega.»> One su
najsavrSeniji entiteti na najviSem stupnju postojanja. NesavrSene 1 promjenjive
pojedinacne stvari materijaliziraju u sebi samo dio savrSene, nepromjenjive i vjecne
ideje. Uzmimo primjer iz podru¢ja geometrije. Imamo ideju kruZnice. KruZnica je
skup svih tocaka u ravnini jednako udaljenih od zadane tocke (srediSta). Samo je
idealna kruznica savrSena. Materijalna kruznica nikada ne moze biti savrSena, koliko
god bili precizni instrumenti kojima je crtamo i koliko god bio vjest crtac.

Svaki krug koji se stvarno crta ili ga tokar izradi pun je suprotnosti prema
ONOME ............... ne sadrzi, kazemo, u sebi ni u manjoj ni u ve¢oj mjeri
nista od prirode koja mu je suprotna.**

Nije moguce niti nacrtati dvije potpuno jednake (materijalne) kruznice. One se
nikada nec¢e podudarati, makar i na mikroskopskoj razini, na razini razlike u debljini
traga olovke kojom crtamo. Nacrtana kruznica moze se izbrisati gumicom ili se moZze
zapaliti papir na kojemu je nacrtana. No ideja se ne moze izbrisati ni zapaliti. Ne
moze se unistiti. Ideja kruznice je ono na $to nasa nacrtana kruznica referira 1 Sto nam
dozvoljava da naSim nacrtanim aproksimacijama dajemo dogovoreni status kruznice.
«Ideja se ne rada i ne umire, ne reflektira u sebi niSta drugo, i ne mijenja se na nista
drugo. (Timej 51E-52E)»*

Platon znacajno mjesto u svijetu ideja daje geometriji. Smatra da ona pomaze
dusi da se priblizi onom stvarnom i pobjegne iz pojavnog svijeta. Smatra da je i Bog
geometar. Po Platonu, matematika je smjeStena izmedu iskustvenog svijeta i svijeta
ideja. Ona je, dakle, posrednik izmedu ta dva svijeta. Matematika um izaziva da
shvati apstraktne pojmove i odnose te je zato neizmjerno vazna. Ona takoder barata
apstraktnim (idealnim) pojmovima te tako omogucuje sagledavanje pojmova izvan
iskustvenog svijeta Sto pomaze u shvacanju idealne istine. «Pri razumijevanju svih
ostalih znanosti imat ¢e neograni¢enu prednost onaj koji se bavio geometrijom, ispred
onoga koji to nije &inio.»*°

Po Platonu, postoje dvije vrste spoznaje:

> Ibid. str. 96

** Platon: «Drzavnik i sedmo pismo»

2 Znam, $. i dr. «Pogled u povijest matematike», Tehnitka knjiga, Zagreb, 1989., str. 57

Napomenimo jo§ jednom da se Aristotel ne slaze s ovim stavom. Dok za Platona postojanje
matematic¢kog svijeta nije uvjetovano postojanjem stvari u realnom svijetu, kod Aristotela to nije

slucaj. Za Aristotela, primjerice, brojevi postoje samo zato jer postoje stvari koje mozemo brojati.
26 11:
Ibid.
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a) Umska — jedina prava, spoznaja pomocu koje spoznajemo ideje, jedina
spoznaja koja dovodi do prave i pune istine. Ona dokucuje pravu zbilju, a to
je misaona zbilja ili svijet ideja.

b) Osjetilna — ne doseZe do srZi stvari, ostaje pri nesigurnoj spoznaji tj. prividu.
Ona dohvaéa samo prolaznu zbilju ili svijet pojava. Ona je doxa, privid.

Razli¢itim vrstama spoznaje odgovaraju razli¢iti predmeti spoznavanja. Dakle,
umskom spoznajom spoznajemo ideje, a osjetilnom propadljive pojedinacne
predmete. Pravo znanje moze se ste¢i samo na temelju nematerijalnih ideja te je zato
cilj znanosti istraZivanje i shvaéanje same ideje.”’

Platon je prvi koji je uvidio razliku izmedu pojavnih i apstraktnih stvari ili ideja.
Zapitao se na koji nacin svijet razli¢ito shvacaju matematiar 1 svi ostali. Kada,
primjerice, staklar, rade¢i svoj posao, u prozor ugraduje staklo mjera 100x50cm, on
staklo naziva pravokutnikom ne obaziru¢i se na nesavrSenosti. Njemu je staklo
«dovoljno dobar pravokutnik». Za matemati¢ara takav pojam «dovoljno dobrog
pravokutnika» ne postoji. Njegov pravokutnik, njegova ideja pravokutnika idealna je i
neupitna.

Recimo to njegovim rije€ima. Platon i geometriju i aritmetiku dijeli na
popularnu i filozofsku. Popularna geometrija se bavi objektima materijalnog svijeta,
ona je primijenjena (kako smo vidjeli na primjeru nasega staklara), dok je filozofska
geometrija apstraktna, bavi se idejama 1 posjeduje apsolutnu istinu. Njeni pojmovi se
ne nalaze u osjetilnom svijetu. Isto je 1 s aritmetikom. Popularnom aritmetikom
sluzimo se kada, primjerice, razvrstavamo treSnje u dvije jednake skupine.
Filozofskom se aritmetikom bavimo kada govorimo o ¢istim idejama.

Na ovaj je nacin, ¢ine¢i ovu razliku, Platon dao idealizirani, apstraktni oblik
matematickim pojmovima. Smatraju¢i ih neizbjeZnima, pripisao im je i realnu
opstojnost 1 oslobodio ih njihovih materijalnih reprezentacija. Platon je matematiku
smatrao pojmovno cistom, odredenom i idealnom. Matematicki pojmovi su, po

njemu, Ciste ideje.

TEORIJA SJECANJA:
S teorijom ideja usko je povezana i teorija sjecanja. To je epistemoloska teorija

koja objaSnjava kako to mi imamo uvid u savrSene forme ili ideje. Ako je priroda

27 Vidi Dadi¢, Z.: «Ideja i metoda u matematici», Skolska knjiga, Zagreb, 1992., str. 30
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ideja takva da niSta u svijetu koji nas okruzuje nije njihova savrsena slika, na koji ih
mi to nacin spoznajemo? Ve¢ smo vidjeli da ideju kruznice ne mozemo spoznati
ukazivanjem na nacrtanu kruznicu, jer nacrtana kruznica naprosto nije i nikada ne
moze biti idealna. Nacrtana tangenta kruznicu ne dodiruje u jednoj, nego u vise
tocaka. Ipak, tangentu definiramo kao pravac koji kruznicu dodiruje u jednoj jedinoj
tocki. Platon smatra da do takve definicije nismo mogli do¢i generalizacijom iz
iskustva naprosto zato jer u materijalnom svijetu ne postoji ni jedna takva kruznica s
takvom tangentom. On smatra da je na$ uvid u definiciju tangente neka vrsta
reminiscencije. Tu nam u pomo¢ dolazi spomenuta teorija sje¢anja.

Teorija sjecanja kaze da je besmrtna dusa prije rodenja boravila u carstvu ideja,
gdje je neposredno promatrala istinu, tj. ideje. Vidljivi, opazajni svijet pojavnih stvari
podsjeca dusu na ideje, uzroke 1 uzore onoga sto sada gleda. Tako je spoznaja zapravo
sje¢anje. Ono §to mi zovemo ucenjem i otkrivanjem istine, to je ustvari samo
aktiviranje znanja koje je oduvijek bilo u nasoj dusi.

Budu¢i, dakle, da je duSa besmrtna i1 da se viSe puta rada te buduci da je
vidjela i ono §to je ovdje i ono $to je u Hadu i sve stvari, ne postoji nista Sto
nije naucila, tako da nije ¢udno $to je moguce da se podsjeca na vrlinu 1 na
drugo $to je prethodno znala. Jer buduéi da je sva priroda srodna, a dusa je
naucila sve, niSta ne prijeci da podsjetivsi se samo na jednu stvar — a to je
ono S$to ljudi nazivaju ucenjem — Covjek sve ostalo sam nalazi, ako je
hrabar i ako se ne umori istrazujuéi; jer istrazivanje i ucenje u cijelosti je
podsjecanje.(Menon,81c) **

Posljedica vjecnosti ideja je 1 besmrtnost duse. «[A]ko svevremena i vje¢na
spoznaja kao takva biva stalno prisutna u dusi, onda i dusa mora biti svevremena 1i
vjecna, dakle besmrtna i nezavisna od tijela i njegovih osjeta koji su smrtni i
prolazni.»®’

Budu¢i da su i matematicki entiteti ideje, dusa se sjeca i matematike. Ne uci je,
nego otkriva, prisjeca je se. Iskustvo nije potrebno za spoznavanje matematike jer mi
ve¢ posjedujemo matematicke principe. Matemati¢ko znanje je apriorno. Iskustvo
doduse moze pomoci u prisjecanju, ali nikako nije presudni faktor.

Rekonstruirajmo argument kojega Platon navodi.*®

28 Platon: «Menony, KruZak, Zagreb, 1997., str. 41
9 §ikié, Z. «Filozofija matematike», Skolska knjiga, Zagreb, 1995., str. 12
3% Platon: «Menon», KruZak, Zagreb, 1997., str. 41-55
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Sokrat poziva Menonova roba, neobrazovanog i nepismenog, kako bi s njim
razgovarao o geometrijskom problemu. Jedino sustavno znanje roba je govorenje i
razumijevanje grckog jezika. Nikada nije bio poducavan geometriju.

Sokrat robu postavlja sljedece pitanje: koliko se mora povecati veli¢ina stranice
kvadrata da bi se udvostrucila njegova povrSina? Najprije utvrduje zna li rob Sto je to
kvadrat. Kada se uvjeri da zna, dovodi ga u nepriliku. Navodi roba da pogresno
zaklju¢i da se povrSina udvostruCuje udvostruCavanjem stranice. To smatra
didaktickim potezom jer su, po njegovu misljenju, nesigurnost i sumnja da bi
zakljucci koje posjedujemo mogli biti krivi, prvi korak u nalazenu istine. Ako
dogmati¢no vjerujemo u svoje zablude, nikada ih se ne¢emo rijesiti. Svrha sumnje i
«neprilike» je da nas probudi iz naSih slijepih vjerovanja i usmjeri na propitivanje
svoga znanja.

Sljede¢i je korak robu ukazati na pogresku. Sokrat mu objasnjava da dvostruko

veca stranica daje Cetverostruko vecu povrSinu. Rob uvida gdje je pogrijesio.

a a P =16stopa
a a
a =2 stope
P = 4 stope a a a
a a

dvostruko veca stranica = Cetiri puta veca povrsina

Tre¢i korak. Koliko treba biti dugacka stranica da bismo dobili dvostruku
povr§inu? Mora biti veca od dvije i manja od Cetiri stope. Sokrat potice roba da
pogada veli¢inu. Rob pokuSava s veli¢inom od tri stope, ali ga Sokrat opovrgava i
potice ga da mu na slici pokaze tu stranicu koja ¢e Ciniti dvostruku povrsSinu kada je
ve¢ ne zna brojcano izraziti.

Naposljetku, rob uvida da od cetverostruke povrSine mozemo dobiti onu koju
trazimo, dvostruku, tako da ovu prepolovimo. Sokrat ga navodi na odgovor da je

najbolji nain uciniti to tako da svaki od nasa Cetiri kvadrata dijagonalom podijelimo



na pola. Tako smo dobili Cetiri polovice i smanjili povrSinu na pola, §to nam je i bio

cilj.

Povrsina unutarnjeg kvadrata (ABCD),

Cije stranice su dijagonale izvornih

kvadrata, iznosi 8 stopa.

Sokrat naglaéava da niSta od ovoga on nije poducio roba, nego da ga je samo
navodio na ispravne zakljucke pomazuci mu da se prisjeti onoga Sto je unaprijed znao,
ispituju¢i ga, a ne poducavajuci. Kaze: «[U] onome tko ne zna nalaze se istinita
mnijenja o onome $to ne zna. (...) Ni od koga poducen, znat ¢e, sam iz sebe ponovo
uzimajuc¢i znanje. (...) A sam ponovo uzimati znanje u sebi, ne znaci li to podsjecati

se? (Menon 85¢c)»°!

Nakon obrazlaganja teorije ideja i teorije sje¢anja, zaklju¢imo. Platonova teorija
je realisticka teorija. Realizam govori da objekti neke domene objektivno postoje, da
ti objekti postoje nezavisno od nas i naseg znanja o njima, tj. da bi postojali i kada ne
bi postojao nitko tko bi ih mogao percipirati na bilo koji na€in. S epistemoloske
strane, realizam kaze da svijet moZzemo spoznati tocno onakvog kakav on jest,
mozemo ga spoznati objektivno.

Nadalje, Platonova je teorija realisticka po pitanju univerzalija. On govori da su
opéi pojmovi stvarni. StoviSe, ne samo da su stvarni nego su i savreniji od pojavnih,
promjenjivih 1 propadljivih oblika koji obitavaju u materijalnom svijetu. Na isti na¢in
kao 1 ideje dobra, lijepoga i sl. tretira i matematicke entitete. Matematicki su entiteti
idealni 1 savrSeni i u njihove istine imamo direktan, a priori uvid, kako nam to
u matematickom svijetu.

Vazno je napomenuti da termini «stvaran» i «postoji», kada se odnose na
matematiCcke pojmove i istine, nisu koriSteni na metaforicki nacin. Platon zaista
smatra da su matematicki objekti jednako stvarni kao i krov koji nas cuva od kise ili

kamen koji leZi u vrtu. Stovise, buduéi da su matematicki objekti ideje, oni su &ak na

3 Platon: «Menon», KruZak, Zagreb, 1997., str. 53
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viSem stupnju postojanja od materijalnih predmeta koji pripadaju fizickom svijetu
(budu¢i da je fizicki svijet samo kopija idealnog). Matematicki entiteti zaista,
objektivno 1 nezavisno od naSeg znanja o njima, postoje. I kada ne bi bilo ni jednog
covjeka koji bi o njima razmisljao ili pisao, oni bi svejedno postojali u svojem
idealnom obliku. Matematicki objekti, brojevi, skupovi, funkcije, trokuti, krugovi,
integrali, pravci, itd., su sui generis, Sto zna¢i da svoje postojanje ne duguju nicem
drugom. Napredovanje u matematici nije stvaranje nego otkrivanje (isto kao i
napredovanje, primjerice, u biologiji) onoga Sto je ve¢ postojalo nezavisno od nas.
Pitagorejci su otkrili, a ne stvorili, Pitagorin poucak, isto kao $to je i Kopernik otkrio,

a ne stvorio ili izumio, Zemljino kretanje oko Sunca.

5.1.2.1. PLATON I KARAKTERISTIKE MATEMATIKE:

Filozofija matematike bavi se, izmedu ostalog, i proucavanjem odredenih
karakteristika matematike. Na pitanja vezana uz te karakteristike razli¢iti filozofski
pravci daju razli€ite odgovore. U ovom odjeljku navest ¢emo neke od karakteristika i

vidjeti kakve odgovore daje Platonova teorija na pitanja koja iz njih izviru.

a) OntoloSka obveza matematickog diskursa

Matematicki je diskurs, dakle nafin na koji govorimo o matematici i
matematickim predmetima, takav da implicira da ti predmeti (geometrijski likovi,
funkecije, brojevi itd.) zaista i postoje. Taj je diskurs realisticki, Sto znaci da implicira
da ti entiteti ne samo da postoje, nego da postoje nezavisno od nas i nezavisno od
naseg znanja o njima.

Npr. kada kaZzemo da postoji broj ¢iji je drugi korijen broj 5, impliciramo da broj
25 zaista, realno i objektivno postoji, nezavisno od nas. Na slican, realisti¢ki nacin o
svojim predmetima govore i druge znanosti, npr. fizika (o elektronima, silama,
valovima) ili biologija (o stanicama, populacijama, jedinkama).

Prema Platonovoj teoriji, matematicki diskurs koji implicira realnu opstojnost
sasvim je razumljiv. Prema njoj, ontoloska obveza se podrazumijeva buduéi da ona i
tvrdi da matematic¢ki predmeti zaista objektivno postoje. Diskurs je realisti¢ki jer su i

predmeti realno postojec¢i. Kada ne bi bili, ni diskurs ne bi bio realisticki.
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b) Idealnost matematic¢kih predmeta

Matematicki predmeti (pravci, trokuti, kvadrati) nisu fizicki predmeti. Oni su
idealni, apstraktni i postoje nezavisno od fizickih predmeta u svijetu. Postavlja se
pitanje na koji ih nacin onda spoznajemo.

Takoder, ni dokazi za matemati¢ke tvrdnje ne smiju biti fizi¢ki. Zelimo li npr.
dokazati da je zbroj kutova u trokutu 180°, neemo otkinuti vrhove Skolskog,
drvenog, fizickog trokuta i pokuSati ih sloziti na ravnu crtu. To nije valjan
matematicki dokaz. Umjesto toga, u dokazivanju ¢emo se posluziti dijagramima i
apstraktnim matematickim pravilima.

Idealnost ili apstraktnost de facto jest Platonov pogled na matematiku.
Matematicki entiteti su realno postojeci, ali idealni ili apstraktni, a ne prostorno-
vremenski. Spoznajemo ih prije rodenja kada dusa ima uvid u Ciste ideje te ih se

nakon rodenja prisje¢amo.

¢) Beskonacnost

Beskonac¢nost je pojam koji se vrlo ¢esto koristi u matematici. Brojeva (npr.
prirodnih) ima beskona¢no mnogo. Takoder, izmedu dva prirodna broja ima
beskonacno mnogo (realnih) brojeva. Kroz jednu tocku se moze provuc¢i beskonacno
mnogo pravaca, pravac seze u beskonacnost... No pojam beskonacnosti nije vazan
samo matematicki nego i filozofski. To je jedan od spomenutih pojmova koji su
dovoljno neodredeni da bi bili filozofski zanimljivi.

Beskonacnost nije problem Platonu budu¢i da on barata idejama, a ne
materijalnim predmetima. U materijalnom svijetu beskonacnost jest problem (nije
potpuno jasno kako bi se beskonacnost mogla predstaviti u materijalnom svijetu
budu¢i da je naSe iskustvo konacno). No u matematickom, idealnom svijetu
beskonacnost nije nova niti nepoznata stvar. Beskona¢ni predmeti, poput pravaca ili

ravnina, postoje u idealnoj matematickoj stvarnosti.

d) Apriornost

Matematika se pocela razvijati jo§ u drevnim kulturama iskljucivo kao sredstvo
koje pomaze u svakodnevnom poslu, u graditeljstvu, u poljoprivredi i sl. U Egiptu su
se, primjerice, matematikom sluzili kako bi mjerili zemljiSte nakon poplava Nila.

Matematika je, dakle, primjenjiva u iskustvu. No je li ona empirijska znanost, je li
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matematicko istrazivanje empirijsko? Napreduje 1i matematika razmiSljanjem
matematicara ili premjeravanjem njiva? Da li se matematika spoznaje, Siri i razvija
nezavisno od iskustva? Je li apriorna?

Prema Platonovoj teoriji, matematika jest apriorna, urodena. Ona nije empirijska
znanost. Nova matematicka saznanja ne stjeCemo iz iskustva nego prisjecanjem,
prizivanjem u svijest onoga $to je otprije bilo u dusi. Teorija sje¢anja o tome nam

govori.

e) Imunost na empirijsko opovrgavanje

Cinjenica je da u svakodnevnom Zivotu potpuno vjerujemo matematici.
Uvrijezeno je misljenje da nas ona nece iznevjeriti. Primjerice, kada bismo trojici
ljudi pribrojali drugu petoricu, ponovno ih isli brojati i dobili rezultat razli¢it od osam,
zadnje u Sto bismo posumnjali je matematicko pravilo. Vjerojatnije je da bismo
pomislili da smo pogrijesili u brojanju, da se netko $ali s nama, da smo umorni i
dekoncentrirani ili pak da haluciniramo. U matematicka pravila jednostavno ne
sumnjamo, ¢ak ni u sluc¢aju kada nam iskustvo govori drugacije.

Matematika, po Platonu, ionako ne govori o fizickom, materijalnom svijetu te,
prema njegovoj teoriji, preko fizickog svijeta ne moze biti niti opovrgnuta, empirija
joj nije prijetnja niti iz nje moze proizaci protuprimjer za matematiku. Matematicke
ideje pouzdane su 1 nepobitne dok je materijalna stvarnost promjenjiva, propadljiva i

nepouzdana.

) Primjenjivost

Iako to zvuci proturjeno karakteristici e), matematika je zaista primjenjiva u
fizickom svijetu. I to ne samo na banalnoj razini zbrajanja 2 i 2 bombona $to daje 4
bombona, nego i na vrlo kompliciranim tehni¢kim poljima (gradevina, tehnika,
astronomija, ekonomija...). Sto bi o tome rekao Platon?

Iako idealna 1 pretpostavljena materiji, matematika je primjenjiva. Matematicke
ideje u svojem se nesavrSenom obliku utjelovljuju u materijalnom predmetima.
Materijalna stvarnost emanira iz idealne matematicke. Idealni svijet determinira onaj
materijalni. To nam omoguéava da imamo «paralelne pravce» na tracnicama i
«sferne» lopte za pilates. Naravno, niti su tracnice paralelni pravci niti je lopta za

pilates sfera. Ali «pribliznost» je dovoljno dobra za nesavr§eni materijalni svijet.
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5.2. ARISTOTEL:

Do sada smo, govore¢i o Platonovoj filozofiji, spominjali i naznacili tocke u
kojima se Platon i Aristotel razilaze. Rekli smo da, dok je Platon realist po pitanju
univerzalija, Aristotel je nominalist. Kod Platona spoznaja pocinje kada duSa
promatra ideje i nastavlja se kada oCi promatraju pojave i prisjecaju se ideja. Kod
Aristotela spoznaja pocinje u iskustvu koje generalizacijom uzdizemo do spoznaje
opceg. Takoder, opce ne postoji izvan uma. Samo su pojedinacni predmeti realno
postojeéi.

Tim raskolom izmedu njih dvojice ne¢emo se detaljnije baviti. Cilj ovog rada
nije usporedivanje Platonove i1 Aristotelove teorije o prirodi svijeta, nego prikaz
filozofskog okvira po kojemu je svoje djelo radio Euklid. Zato ¢u se u govoru o
Aristotelu usredotociti isklju¢ivo na njegovu logiku. No, drzimo se i ovoga puta

ustaljenog rasporeda i zapocnimo opet biografskim podacima.

5.2.1. BIOGRAFSKI PODACT:

Aristotel je roden u Stagiri u sjevernoj Grékoj 384.g. pr. Kr. Otac mu je bio
lijeénik na makedonskom dvoru za vladanja Aminta III., oca Filipa II. i djeda
Aleksandra Velikog. U dobi od 17 godina posSao je u Atenu studirati na Platonovoj
Akademiji 1 tamo je ostao sljede¢ih dvadeset godina. Bavio se skoro svim podrucjima
ljudske djelatnosti toga vremena: filozofijom, logikom, fizikom, politikom, etikom,
psihologijom, retorikom, poetikom, gramatikom, biologijom i astronomijom. Bio je
poprili¢no slavna li¢nost. Akademiju je napustio 347.g. godine, kada je umro Platon.
Postoje teorije da je otiSao jer se osje¢ao povrijedenim Sto ga Platon nije imenovao za
nasljednika na ¢elu Akademije. Ipak, vjerojatnije je da je otiSao zbog sve jace atenske
odbojnosti prema svemu makedonskom zbog cega se Aristotel bojao da ¢e biti
optuzen zbog suradnje s dvorom Filipa II.

Sljedece cetiri godine puno je putovao po Egeju, poducavajuci, uceci i baveci se
biologijom. 343.g. pozvan je da se vrati na makedonski dvor kako bi bio osobni
ucitelj sinu Filipa II., mladom Aleksandru. To je i ucinio i sljedeée tri godine bio je
Aleksandrov ucitel;.

Nakon Sto su Makedonci zavladali Grékom, Aristotel se vratio u Atenu i

osnovao svoju filozofsku Skolu u SetaliStima Apolona Likeja, Peripateti¢ku Skolu ili
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Likej (gr¢. peripatos = Setaliste). U to je vrijeme na Celu Akademije bio Ksenokrat
prema kojemu je Aristotel gajio izrazito negativne osjecaje, i u osobnom i u struénom
smislu. U Likeju je Aristotel poducavao od 335. do 323.g. Zapisi koje je ostavio u
nasljede uglavnom su predavanja koja je drzao u Likeju. Uzrok suhoparnom stilu i
neuobicajenoj strukturi najvjerojatnije lezi u Cinjenici da su to bile samo biljeske za
predavanja koje nikada nisu bile namijenjene za izdavanje, kao i u ¢injenici da
tekstove, onakve kakve ith danas poznajemo, nije organizirao Aristotel nego su oni
uredivani mnogo stolje¢a nakon njegove smrti. Aristotel je, naime, objavljivao mnoga
popularna djela koja su bila omiljena zbog pitkosti i prijemc¢ivog stila, ali, nazalost, ta
dijela nisu sacuvana do nasih dana.

Procjenjuje se da danas posjedujemo manje od tre€ine svega Sto je Aristotel
napisao. Ipak, i taj mali dio poprilicno je impresivan. No ni njima ne znamo
kronoloski poredak niti smo sigurni da su sva djela koja mu se pripisuju izvorno
njegova.

Sacuvana djela dijele se na logicke spise (Organon ili «orude», orude za
pravilno misljenje), spise o prirodnim zakonitostima, filozofske spise (od kojih je
najznacajnija Metafizika ili prva filozofija), politic¢ke spise i poeticke spise. Njegovi
poeticki spisi prvi su tekst iz teorije knjizevnosti u povijesti. Zanimljivo je da je iz
spisa o poetici sacuvan samo dio o tragediji, dok je dio o komediji uniSten. Smatra se
da razlog tome lezi u ranom srednjem vijeku. Naime, u to se doba u crkvenjackim
krugovima (a crkvenjaci su bili ti koji su imali pristup knjigama) smatralo da smijeh
ne moze biti od Boga, jer ljudsko lice, kada se smije, poprima zivotinjsku grimasu.
Postoje teorije da je stoga dio o komediji tada namjerno unisten.

Aristotelov utjecaj na buduce generacije je ogroman. lako su njegova djela bila
sakrivena 1 nedostupna tijekom mnogih stolje¢a, sacuvali su ih arapski znanstvenici i
vratili u Europu u srednjem vijeku. Zahvaljuju¢i Tomi Akvinskom, Aristotel je bio
najveci filozofski autoritet u kasnom srednjem vijeku. Biologija i logika nisu znatno
pomaknule granice koje je on postavio sve do 19. stoljeca.

Aristotel je bio pravi sistematiar. Prije nego bi dao svoje miSljenje o
odredenom problemu, uvijek bi najprije naveo povijesni pregled i komentirao
prijasnja dostignuca. On je i tvorac logike koju je smatrao temeljom za svaku drugu
znanost 1 filozofiju. Osnovao je nacela znanstvenog rada i njegova logika ostala je

autoritet sve dok nije osnovana moderna simbolicka logika. Njegova sistemati¢nost
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ocituje se i u Cinjenici da je od Likeja stvorio pravo istrazivacko-znanstveno srediste
koje je dalo temelje osnutku zasebnih znanosti kasnije u helenizmu.

Aristotel je umro 322.g. pr. Kr. u Sezdeset 1 drugoj godini Zivota.

Do sada smo objasnili jedan dio filozofskog okvira Euklidovog rada — Platonov.
Sada ¢emo se baviti drugim dijelom — Aristotelovim. Kako se ve¢ moglo naslutiti,
Euklid je od Platona preuzeo metafiziku, dakle teoriju ideja, a od Aristotela logiku,
nacin izgradnje argumenta, nacin definiranja i sustavnost. Pogledajmo sada kako

izgleda taj slavni Aristotelov logicki sistem.

5.2.2. ARISTOTELOVA LOGIKA:

Ni jedna znanstvena disciplina nije rodena iz Cistoga otkrivackog uzitka.
Pojava svake znanosti ima duboke druStvene uzroke. Uzrok pojave logike
[kao sistematiziranog skupa pravila zakljucivanja] je bila potreba u
suceljavanju raskolu koji su po Grekoj Sirili sofisti — «ucitelji mudrosti».
Ucili su kako lukavstvom zaskociti protivnika i tada kada je pravda na
njegovoj strani. Mudrost i obrazovanost stavljali su u sluzbu napretka.*

Aristotel, kao 1 Sokrat 1 Platon, smatra da su sofisti veliki neprijatelji vrline 1
nemilosrdno ih napada. Sofisti, koji su bili relativno poznati u Aristotelovo vrijeme,
bili su putujuci ucitelji koji su za novac mlade drzavnike poducavali umijecu retorike
i debatiranja. Naucavali su da su vrijednosti relativne i da je pobjeda u debati jedino
mjerilo kojim se dokazuje istinitost i valjanost argumenta. Pogledajmo primjer

sofizma:

Sokrat je ¢ovjek.
Korik je drugaciji od Sokrata.

Korik je nesto drugo od covjeka.*

Zakljucak ocito nije valjan, ali na prvi pogled izgleda kao da je dobro
konstruiran. Na to su racunali i sofisti i na prijevaru pobjedivali u debatama.
Sofisti su svoje mjesto na sceni nasli nakon $to je u Gr¢koj poceo opadati znacaj

mitova 1 religije, Sto se dogodilo kada je grcka kultura krenula u period racionalnosti.

32 Znam, S. i dr. «Pogled u povijest matematike», Tehnicka knjiga, Zagreb, 1989., str. 58
33 110
Ibid.
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Stare vrijednosti pocele su gubiti na snazi, a nije bilo novih da ih zamijene. Platon je
predvidio opasnosti koju taj novi relativizam nosi za njegovo drustvo i prokazao
njihovu demagogiju koju su mnogi smatrali mudro$c¢u. Aristotelova je logika, kao 1
Platonova Drzava, pokusaj da se moralne vrijednosti osnuju na ¢vrstim temeljima.

Sofisti, su, dakle, ti koji su potaknuli Aristotela da oformi novi sustav ispravnog
zakljuCivanja i argumentacije. On se protiv njih borio znanjem i znanstvenom
analizom. Za razliku od danaSnje formalizirane simbolicke logike, Aristotelova se
logika bavi prirodnim jezikom i zakonitostima pravilnog zaklju¢ivanja unutar njega te
je u tom smislu svakodnevna. Aristotel je napisao Sest radova o logici koji su kasnije
nazvani zajednickim imenom Organon ili «orude». Ovo je djelo temelj logike kao
nove znanstvene discipline. Sastoji se od rasprava o pojmovima, sudovima,
zaklju€cima, dokazima, logi¢kim pogreskama, elementima definicije, itd.

Organon se, dakle, sastoji od Sest knjiga. Pojedinac¢no, to su:

1. Prva analitika — o zakljucivanju, tj. silogizmu;

2. Druga analitika — o dokazu 1 definiciji;

3. O tumacenju — o dijelovima i vrstama recenica;

4. Topika — o dijalektickom zaklju€ivanju na osnovi vjerojatnih premisa;

5. O varljivim dokazima — o sofizmima, tj. o zakljuccima ¢ija je konkluzija
netocna, ali premise daju privid istinitosti;

6. Kategorije —ucenje o deset op¢ih predikata bica.

Ova se djela smatraju Aristotelovim logickim djelima, iako ima dijelova koje
danas ne bismo svrstali u logiku. Isto tako, u nekim drugim Aristotelovim djelima,
primjerice u Metafizici, postoje dijelovi koji spadaju pod logiku. Fokus ovih djela nije
isklju¢ivo na odredivanju §to je istinito, a S$to nije, nego se ona primarno bave
istrazivanjem struktura koje vode ka istini. Organon, dakle, daje smjernice kako
stvarima dati smisao.

Logika je dobila ime po logosu, tj. pojmu. Pojam, tj. dobra definicija pojma, je
temelj uspjeSne komunikacije i uspjesnog i ispravnog zakljucivanja, pa je stoga i
temelj logike, koja se 1 sdma bavi uspjeSnim 1 ispravnim zakljucivanjem. Pojam je
umska apstrakcija onoga $to primamo osjetilnom spoznajom. Primjerice, kada vidimo
konja, u umu nam se stvara pojam pod koji ¢emo supsumirati sve druge konje koje
¢emo u zivotu vidjeti. Aristotel smatra da, ukoliko izostane ta prva, osjetilna karika,
ne moze do¢i ni do formiranja pojma u umu. Iskustvo je prvi i temeljni korak u

spoznavanju. Vidimo da se u tome bazicno razlikuje od Platona.
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Ljudi komuniciraju pomoc¢u pojmova. Do problema dolazi kada pod istim
pojmom dvoje ljudi podrazumijeva razli¢ite stvari. Tada dolazi do nesporazuma i
greske.** Da bismo izbjegli nesporazume, potrebno je ispravno i potanko definirati
pojmove. Aristotel je dao formulu kako se konstruiraju definicije. Svaka dobra
definicija mora sadrzavati: genus proximum (najblizi visi rodni pojam) i differentiu
specificu (specificnu razliku). Primjerice, ako Zelimo definirati pojam trokuta, genus
proximum (ono pod S§to ga moZemo grupirati, vrsta, rod) nam kaze da je to
geometrijski lik, a differentia specifica (ono po ¢emu se razlikuje od svih drugih
pojmova istog roda, naime, od svih drugih geometrijskih likova) da ima tri stranice.

Nadalje, u definiciji se moraju upotrebljavati samo poznate i jasne rije¢i, ona ne
smije biti preuska (tj. mora obuhvatiti sve bitne karakteristike pojma) i mora biti
istinita. Takoder, definicija niSta je govori o ontologiji pojma koji definira, ne govori
da 1i taj pojam zaista postoji ili ne. Ona govori samo o njegovim karakteristikama.
Primjerice, ako Sherlocka Holmesa definiramo kao briljantnog i pronicljivog
londonskog detektiva kasnog 19. stolje¢a (genus proximum) koji svira violinu, pusi
opijum i s Dr. Watsonom iznimno uspjesno rjeSava zagonetke (differentia specifica),

nismo rekli nidta o tome postoji li on realno ili ne. Barem tako tvrdi Aristotel.*

Spomenimo sada i ukratko objasnimo neke od pojmova kojima se Aristotel bavi
u Organonu.

Aristotel uvodi dva pojma: indukciju i dedukciju. Kada put spoznaje ide od
jednostavnog ka opéem, onda govorimo o indukciji. Tako dobivene podatke
provjeravamo zakljuccima, i to ponovnim svodenjem opéeg na pojedinacno. To je
dedukcija. Indukcija donosi nove stvari i nova znanja dok se dedukcijom samo
vrtimo u krug sa starim, postoje¢im znanjima. Ali dedukcija je snaznija od indukcije i
sigurno Cuva istinitost, dok se indukcija bavi vjerojatnostima.

Aristotel uvodi i pojam dokaza. Dokazujemo tvrdnju kada pokazemo da je novo
nacelo posljedica ve¢ postojeceg. Nadgradnja te operacije je silogizam ili logicki
zakljucak, jedan od najbitnijih pojmova Aristotelove logike.

Tematski se veliki dio Organona bavi silogizmom, glavnim Aristotelovim
logickim orudem. Silogizam je objasnjen primarno u Prvoj analitici i u O tumacenju.

U ostale cetiri knjige fokus je na drugim temama kao §to su znanje 1 argument.

** Ponovimo, na greske ovakvog tipa ra¢unaju sofisti u svojim varljivim argumentima.
33 Platonicari se s time ne bi sloili. Vidjeli smo da oni realisti¢ki diskurs povezuju s realizmom samim.
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Hipoteza je tvrdnja koja nije bila dokazivana, ali je poznata obojici diskutanata.

Postulati su tvrdnje koje uzimamo kao istinite na temelju vjerovanja. O njima
nemamo direktne spoznaje. Aksiomi su temeljne tvrdnje koje se ne dokazuju. Oni su
baza na koju se nadograduju sve druge tvrdnje te su najopcenitiji. Dijele se na
zajednicke i posebne. Primjerice, aksiom «Dvije razlicite tocke odreduju pravac» je
posebni aksiom geometrije. Aksiom «Broj se sastoji od jedinica» je posebni aksiom
aritmetike. A aksiom «Oni objekti koji su jednaki istom objektu jednaki su i
medusobno» je zajednicki aksiom geometrije i aritmetike jer se moze primijeniti i na
objekte aritmetike (brojeve) i na objekte geometrije (geometrijske likove).*®

Jo$ je jedna zanimljivost da je Aristotel redefinirao pojam istine. Do njega,
istinitim se smatralo, po Parmenidu, ono Sto «otkriva bitak». Istina je bila alétheia
(gr¢. neskrivenost, razotkrivenost). Aristotel je istinu utemeljio kao podudaranje
misljenja s predmetom o kojem se misli. Ta definicija vrijedi i danas i naziva se

teorijom adekvacije ili korespondencije.

Spomenuli smo vrlo vaZan pojam silogizma. Vratila bih se na njega i poblize ga
objasnila, budu¢i da se nauka o zakljucku ili silogistika smatra jezgrom aristotelovske
logike.

Silogizam je zakljucak od tri koraka koji sadrzi tri razli¢ita pojma. Navedimo

jednostavan, ali slavan primjer:

Svi ljudi su smrtni.

Sokrat je ¢ovjek.

Sokrat je smrtan.

Ovaj se trodijelni zakljuCak sadrzi tri suda u kojima su spomenuta tri pojma:
«Sokraty, «Covjek» 1 «smrtany. Prva dva suda zovu se premise, a treéi je konkluzija.
U valjanom silogizmu, kakav je i ovaj koji smo naveli, konkluzija nuzno slijedi iz
premisa. To znaci da, ako znamo da su obje premise istinite, sigurni smo da je i
konkluzija istinita. (Radi se o spomenutom deduktivhom zaklju¢ivanju koje cuva
istinu.)

Aristotel koristi sljedecu terminologiju kako bi imenovao dijelove silogizma:

3% Vidi Znam, S. i dr. «Pogled u povijest matematike», Tehni¢ka knjiga, Zagreb, 1989., str. 59
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- premisa Ciji se subjekt pojavljuje u konkluziji zove se manja premisa ili

premisa minor;

- premisa Ciji se predikat pojavljuje u konkluziji zove se veéa premisa ili

premisa major.

Premisa «Svi ljudi su smrtni» je premisa major buduéi da se njezin predikat
pojavljuje u konkluziji. Takoder, njezin se predikat («smrtni»), stoga naziva veéim
pojmom. «Sokraty» je manji pojam jer se nalazi u manjoj premisi i jer se pojavljuje kao
subjekt u konkluziji. A «Covjek», koji se u silogizmu pojavljuje u obje premise, ali ne
i u konkluziji (doduSe, u vecoj premisi u mnozini «ljudi»), naziva se srednjim
pojmom.

Kada analizira silogizam, Aristotel Cini razliku izmedu dvije vrste termina:
pojedinacnih i univerzalnih. «Sokrat» je pojedinacni termin jer se odnosi na jednu,
odredenu osobu. Termini «Cfovjek» 1 «smrtan» su univerzalni jer imenuju opce
kategorije ili kvalitete koje se mogu primijeniti na mnoge pojedina¢ne termine.
«Sokrat» je jedan od milijardi pojedina¢nih termina kojima se pripisuje univerzalni
termin «Covjek». Univerzalni termini mogu biti subjekti ili predikati u sudu dok
pojedinacni termini mogu biti samo subjekti.

Aristotel definira cCetiri vrste kategori¢nih sudova. Ukoliko je subjekt suda
univerzalni termin, ispred njega mora stajati jedan od kvantifikatora: «svaki», «neki»
ili «ni jedan». Kako bismo to ilustrirali, vratimo se na trenutak na na$ primjer
silogizma sa Sokratom. Prva premisa ne kaze «Ljudi su smrtni», nego «Svi ljudi su
smrtni.»

Dakle, Aristotel sudove dijeli na:

- a-sud ili op¢e-potvrdni sud («Svi ljudi su smrtni.»);

- e-sud ili op¢e-nijecni sud («Ni jedan covjek nije smrtan.»);

- i-sud ili posebno-potvrdni sud («Neki ljudi su smrtni.»);

- o-sud ili posebno-nije¢ni

a supraotnost e sud («Neki ljudi nisu

smrtni.»).

Odnosi medu sudovima

2
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Logika, Hrvatska sveuciliSna naklada, Zagreb, 1999., str. 56). Sudu a suprotan je sud
e. Oba mogu u isto vrijeme biti neistinita, ali ne mogu oba biti istinita.

Sudu i podsuprotan je sud o. Oba ne mogu biti neistinita, ali oba mogu biti
istinita.

Sudovi i i 0 podredeni su sudovima a i e jer i slijedi iz a, 1 o slijedi iz e.

Dijagonale logickog kvadrata prikazuju proturje¢nost. Proturje¢ni sudovi
iskljucuju jedan drugog. Oba ne mogu u isto vrijeme biti istiniti, a ne mogu u isto
vrijeme biti ni neistiniti.

Aristotel kaze da se sve reCenice, svi sudovi koje kazemo i pomislimo, mogu
staviti u formu jednog od ova Cetiri suda i tako uc¢init podobnima za silogizam. Ako se
sve reCenice mogu oblikovati kao dio silogizma, to znaci da je silogizam okvir kojim
se objaSnjava sve ljudsko razmisljanje 1 zaklju€ivanje. Svaki valjani argument mora
mo¢i podrzati formu silogizma. Na taj je nacin Aristotelova analiza silogizma ustvari
analiza cjelokupnog ljudskog argumentiranja. On analizira ¢etrdeset i osam mogucih
na¢ina slaganja silogizma koji se mogu konstruirati od kategorickih sudova 1
zaklju€uje da je od njih 48 samo 14 valjanih.

U knjizi O tumacenju Aristotel §iri ovu teoriju i1 ulazi u podru¢je modalne
logike, tj. u re¢enice umecée modifikatore «moguce» 1 «nuzno». Ne ulazi duboko u tu
analizu, ali dolazi do jednog vaznog zakljucka. Zakljucuje da su se svi dogadaji iz
proslosti ili nuzno dogodili ili se nuzno nisu dogodili. Ne postoje prosli dogadaju koji
su se mozda dogodili (ne govorimo o naSem znanju o dogadajima, nego o stanju stvari
u svijetu). Za razliku od toga, kada govorimo o buduénosti, govorimo u domeni
moguceg.

Aristotelovo insistiranje na silogizmu kao okviru ispravnog misljenja 1
zaklju€ivanja pokazuje i njegovu uvjerenost da je znanje hijerarhijski strukturirano,
kako 1 eksplicitno govori u Drugoj Analitici. Znati neSto ne znaci samo biti sposoban
ponoviti ¢injenicu koju smo ¢uli ili procitali. Znati neSto znaci biti u stanju objasniti
ili demonstrirati zasto je to tako, tj. pokazati da je predmet znanja konkluzija valjanog
silogizma. Konkluzija valjanog silogizma moze biti dalje koriStena kao premisa

sljedeceg silogizma. To je ispravan nacin konstruiranja i zove se silogisticki niz.

Ako su neke istine premise koje mozemo koristiti u dokazivanju drugih istina, te
prve istine logicki su primarnije drugima, onima koje slijede iz njih. Naposljetku, tako

dolazimo do skupine «prvih istinax» ili principa iz kojih sve duge istine slijede, a one
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same ne slijede ni iz ¢ega (to su ve¢ spomenuti aksiomi). Ipak, ako te prve istine ne
slijede ni iz ¢ega, onda njih ne mozemo nazvati znanjem buduci da ne mozemo
demonstrirati silogizme kojima smo do njih dosli 1 pokazati da su valjani. Aristotel
smatra da do tih prvih istina dolazimo intuicijom i nekom vrstom generalizacije iz
iskustva.

Iako sve istinsko znanje kre¢e od prvih istina ili principa, prava, svakodnevna
debatiranja i prepirke puno su manje transparentne. Kada dvoje ljudi debatira, ne
vra¢aju se unatrag do prvih istina kako bi utemeljili svaku svoju tvrdnju. Umjesto
toga, oni kre¢u od tvrdnji oko kojih se oboje slazu. U debatiranju je bitno naci
premise s kojima se protivnik slaze i onda pokazati da iz njih nuzno slijede konkluzije
suprotne onima koje zastupa protivnik. Velik dio Topike posvecen je klasificiranju
razli¢itih konkluzija koje slijede iz razli€itih vrsta premisa. O varljivim dokazima
razlaze razlicite logicke trikove i sofizme kojima se mogu zavarati ljudi kako bi

prihvatili krive konkluzije.

Aristotelov rad u polju logike zaista je impresivan, pogotovo kad znamo da je on
1 utemeljio logiku kao granu znanosti. Njegov se rad nije mijenjao ni nadopunjavao
sve do stvaranja moderne matematicke logike u kasnom 19. stolje¢u. Naravno,
Aristotel nije prvi koji se koristio formom silogizma u argumentiranju, ¢ak nije ni prvi
koji je razmisljao o nacinu oblikovanja zakljucaka. Ipak, on je prvi koji je pokuSao
sustavno izloziti vrste zakljucaka, eksplicirati njihovu strukturu i metodu kojom se
odreduje jesu li oni to¢ni, neto¢ni, valjani ili ne. Njegova analiza €ini transparentnim
nacin argumentiranja $to nam pomaze da vidimo istinu ¢ak i kada je ona umotana u
nejasnu retoriku, viSeznacnost 1 sofizam. Aristotel nam govori kako se, uz pomo¢
pravilne analize, argument moze izlozZiti kao slijed jednostavnih sudova S$to ce

njegovu valjanost ili nevaljanost uciniti o¢itom.

Vidjeli smo dakle §to Aristotel govori o nekim klju¢nim logi¢kim pojmovima.
Ali opéenito se smatra da je njegov cilj bio posve metodoloski. Zelio je pokazati put
kojim se moze do¢i do sigurne, izvjesne spoznaje. Kao Sto su sofisti ucili vjestinu
uvjeravanja (bili u pravu ili ne), tako je Aristotel ucio vjeStinu znanstvenog
istrazivanja, spoznavanja i dokazivanja. Ni sam Aristotel, stoga, logiku nije svrstavao
medu druge filozofske discipline, nego ju je gledao kao opce «orude» pomocu kojeg

se do istine dolazi u svim znanostima.
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5.3. ELEMENTI 1 FILOZOFIJA:

U cetvrtom poglavlju razmotrili smo glavne tocke Euklidovih Elemenata.
Vidjeli smo na koji nacin on gradi svoj matematicki sustav, kojim pojmovima i
tehnikama se sluzi ne bi li jasno izlozio matematicke ideje i dostignu¢a svoga
vremena. Dotaknuli smo se njegovih definicija, postulata, aksioma i teorema, ali
takoder i problema koji izviru iz njegova sustava.

Zatim smo u prvom i drugom dijelu petoga poglavlja objasnili dva velika
filozofska sistema koja su imala znatan utjecaj na oblikovanje Euklidovog
matematickog sustava. Eksplicirali smo glavne teze Platonove filozofije. To je teza da
su matematicki pojmovi i matematicke istine objektivno postojece. Govorili smo o
teoriji ideja 1 teoriji sje¢anja, o dvije vrste spoznaje, o zasnivanju matematike kao
znanosti koja se bavi apstraktnim pojmovima. Takoder smo rekonstruirali argument iz
Menona koji objaSnjava teoriju sjeCanja. Zatim smo se pozabavili Aristotelom,
njegovim stavom prema sofistima i glavnim temama iz Organona. To su pojam,
definicija, indukcija i dedukcija, hipoteza, dokaz, aksiom, kategorije, i najvazniji
silogizam.

Sada kada je objaSnjena temeljna filozofska podloga i kada su predstavljeni
Elementi, jasno se vidi povezanost tog trojca. U ovome ¢emo dijelu vidjeti u kojim se
to momentima Euklid oslanja na dva filozofska sustava koje smo naveli i objasnili u
treCem poglavlju.

Nesumnjivo je da je Euklidovo djelo napisano u duhu Aristotelove logike.
Aristotel se logikom borio protiv sofizma i zamiranja vrijednosti u grckom drustvu, a
Euklid protiv nereda u nakupljenom, nesistematiziranom geometrijskom i uopce
matematickom znanju.

No, kada govorimo o Platonovom utjecaju na Euklida, nailazimo na razlicita
misljenja. Postoje dva suprotna stava. Jedna strana kaze da Euklid ustvari nije
platonicar, dok druga tvrdi da jest, i to pravi i prvi primjer jasne Platonove tradicije u
matematici. Uvrijezeno i zastupljenije je misljenje da jest platonic¢ar. U zadnjem ¢emo

odjeljku ovog poglavlja razmotriti argumente 1 za jedan i za drugi stav.
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5.3.1. ELEMENTI 1 ARISTOTEL:

Zakljucak koji se nezaobilazno namece kada Euklida promatramo kroz prizmu
Aristotelove logike jest da je Euklidov sustav aksiomatizirani sustav aristotelovskog
tipa. Pogledajmo samo kako se pojmovno podudaraju ta dva sistema. Euklid je od
Aristotela preuzeo pojmove kao §to su definicija, dokaz, postulat i aksiom, osnovne
gradevne strukture svoga sistema.

Dakle, prema Aristotelovu predlosku 1 smjernicama kako bi dobar aksiomatski
sustav trebao izgledati, Euklid odabire nekoliko jednostavnih nacela kao temelje na
kojima ¢e dalje graditi svoj matematicki sustav. To je ranije spomenuti sustav temelja
i nadgradnje koji smo temeljito analizirali i u poglavlju o Elementima i u poglavlju o
Aristotelu. To je sustav koji kaze da svako podrucje ljudske djelatnosti i promisljanja,
pa i matematika, ima svoj poseban vokabular, skup stru¢nih rije¢i koje koristi. Taj
skup stru¢nih rije¢i potrebno je definirati jednostavnijim i poznatijim pojmovima.
Lanac definiranja, naravno, ne moze i¢i u beskonac¢nost, nego on staje kada dodemo
do pojma koji vise ne moze biti definiran jednostavnijim pojmom. Te pojmove
«definiramoy, tj. odredujemo, tako da za njih ukazujemo na primjere iz vanjskog
svijeta koji ¢e nam razjasniti Sto se pod tim pojmom podrazumijeva. Sve druge
pojmove, dakle, definiramo koriste¢i se osnovnim pojmovima. Tako u Euklidovoj
matematici dolazimo do pojmova kao §to su tocka, crta i slicno.

Euklid zatim daje aksiome 1 postulate, tj. tvrdnje koje su intuitivno istinite 1 ne
dokazuju se, kako kaZze Aristotel, to su najopcenitiji poceci svega ostalog. Zatim krece
na teoreme koje izvodi koriste¢i pojmove, aksiome i postulate. U kasnijim dokazima
koristi i prethodno dokazane tvrdnje, prema zakonitostima Aristotelova silogistickog
niza.

Ono §to je Aristotel nazvao zajednickim i posebnim aksiomima (str.40 ovog
rada) kod Euklida nalazimo kao aksiome i postulate. Aristotelovi zajednicki aksiomi
Euklidovi su aksiomi, a Aristotelovi posebni aksiomi Euklidovi su postulati. Manja
razlika u terminologiji, ali vjerno slijedenje metodologije.

Bitno je jo$ jednom naglasiti da u takvom aksiomatskom sustavu iz prvotnih

istina logic¢ki slijede izvedene S§to stvara isprepletenu mrezu znanja. Takav je
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aksiomatski sustav jednostavan, elegantan, Cist i jasan. Tako dobiveno znanje je
sustavno i jedinstveno. Sustavno jer se moze izloziti aksiomatski, a jedinstveno jer sve
istine izvodimo iz jednog skupa aksioma (Barnes, 1996).

Takoder, nac¢in na koji on gradi svoje teoreme strogo je deduktivan. Deduktivan
je jer sve ostale pojmove koje definiramo logicki deduciramo ili izvodimo iz osnovnih
pojmova i aksioma. Bitno je da to ¢inimo Cisto logicki, bez pozivanja na intuiciju ili
empiriju. To je naCin za koji je Aristotel rekao da sigurno Cuva istinu te mozemo biti
sigurni da su nam zakljucci istiniti ukoliko su istinite pretpostavke, $to je Euklid
smatrao jedinim dobrim nac¢inom izgradnje matematike.

Nadalje, rekli smo da Aristotel kaze da znati nesto ne znaci samo biti sposoban
ponoviti ¢injenicu koju smo culi ili procitali. Znati neSto zna¢i moci objasniti ili
demonstrirati zaSto je to tako, tj. pokazati da je predmet znanja konkluzija valjanog
silogizma (str.43 ovog rada). Ovo je i nacin na koji Euklid dokazuje svoje teoreme.
Euklid, doduse ne koristi formu silogizma niti kategori¢ne sudove, ali jasno naznacuje
na koje se prethodne pretpostavke 1 prethodno dokazane tvrdnje referira. Slijedeci
Aristotelov predlozak, tako nam Euklid demonstrira kako je do zaklju¢aka doSao i
pokazuje da je put gradenja njegova sustava put koji uva istinu.

ZakljuCujemo, dakle, da je Aristotelova logika skela, nacin gradnje ili forma u
koju je u Euklidovom djelu umetnuto tkivo, znanje ili sadrzaj. Logika je kostur koji
podrzava nagomilano i do Euklida nesistematizirano matematicko znanje i daje mu
preglednost 1 transparentnost. Od terminologije do nacina izgradnje, Aristotelov
utjecaj na Euklida je neporeciv, nezaobilazan i o€it.

Takoder, Aristotelova logika nije utjecala samo na Euklida, ona je utjecala i na
metodologiju drugih znanosti. Rije¢ima Alberta Einsteina:

Mi u staroj Grekoj postujemo kolijevku zapadne znanosti. Ovdje je po prvi
put stvoreno misaono ¢udo logickog sustava, ¢ije su tvrdnje s takvom
ostrinom proizlazile jedne iz drugih da je svaka od dokazanih tvrdnji bila
van svake sumnje.”’

37 Radi¢, M. «O izgradnji geometrije i dokazi nekih klju¢nih teorema», Pedagoski fakultet u Rijeci,
Rijeka, 1997, str. 3
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5.3.2. EUKLID, PLATONICAR ILI MOZDA NE?

Kada govorimo o Platonovom utjecaju na Euklida, nailazimo na razli¢ita
misljenja. Postoje dva suprotna stava. Jedna strana kaze da Euklid ustvari nije
platonicar, dok druga tvrdi da jest, i to pravi i prvi primjer jasne Platonove tradicije u
matematici. U ovom ¢emo dijelu govoriti o obje skupine argumenata. Pozabavimo se
sada najprije argumentima u prilog tvrdnji da Euklid nije platonicar. Napomenimo
takoder da to stajaliSte pretezno zastupaju matematicari i oni koji Elemente ne Citaju

«filozofski», nego «matematicki».

NEGACIJSKI ARGUMENTI:

> Sjetimo se prvo karakteristika matematike nabrojanih u odjeljku 5.1.2.1.
Jedna od njih bila je ontoloska obveza matematickog diskursa. Dakle, karakteristika
koja ide u prilog Platonovoj teoriji je ta da na§ matematicki govor implicira da mi
govorimo o realno postoje¢im stvarima. Zastupnici stava da Euklid nije platonicar
nece se prikloniti tom stavu. Oni, poput Aristotela, vjeruju da realisti¢ki diskurs ne
govori niSta o stvarnom postojanju predmeta, tj. o njegovoj metafizici. Metafizicki
aristotelovci ¢e reci da oblik diskursa nista je govori o ontologiji pojma o kojemu je
rijec, ne govori da li taj pojam zaista postoji ili ne (str.40 ovog rada). On govori samo

o njegovim karakteristikama. Sjetimo se primjera sa Sherlockom Holmesom.

> Nadalje, sjetimo se problema univerzalija i raskola izmedu Platona i
Aristotela. Platon smatra da spoznaja pocinje od opéeg, a Aristotel da pocinje od
pojedinacnog. Autori poput Dadica (1992.) smatraju da je Euklid, po pitanju
ontologije, viSe na Aristotelovoj nego na Platonovoj strani. Naime, kako smo rekli,
pocetne postavke, aksiomi, postulati i temeljni pojmovi, ne dokazuju se. Oni su
postavljeni kao direktno i intuitivno jasni. Intuicija je ovdje kljuc¢an pojam. «Prostorna
intuicija», kako kaze Dadi¢. Cijeli je Euklidov aksiomatski sustav sazidan na
temeljnim ¢injenicama koje nisu niSta drugo nego utemeljene na direktnom iskustvu i
prostornoj intuiciji. Direktno iskustvo i osjetilna predodzba izvor su cijelog
apstraktnog sustava. Po ovom uvjerenju, Euklidova geometrija nije stroga
aksiomatska teorija izgradena na hipotetickim tvrdnjama vec slika stvarnog svijeta

podignuta na razinu apstraktnog.
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On [Euklid] je tim «definicijamay, ¢ini se, htio dati samo zornu predodzbu
o apstraktnim osnovnim pojmovima, koji su apstrakcijom uzeti iz
svakidasnjeg Zivota.*®

Euklid, prema Dadicu, smatra da nema niceg pouzdanijeg od naSe intuicije, pa
ona mora opravdati sve polazne pretpostavke. Zbog toga cijela njegova geometrija
nikad ne gubi kontakt s prostornom intuicijom ni osjetilnim svijetom na ¢ijim
temeljima se gradi. U ovoj, dakle, pri¢i nigdje nema govora o platonistickom
idealnom svijetu ideja. Osjet je temelj svega, a dedukcijska nadgradnja gradena je na
temeljima sazdanim od obi¢nog osjeta.

Upitno je, ipak, koliko ¢vrstu potkrjepu ovaj argument nalazi u Elementima.
Primjerice, Euklid definira tocku kao neSto §to nema dijelova. Do njega se,
tradicionalno u gré¢koj matematici, pojam tocke povezivao s pojmom mjesta, s
lokacijom.” Euklid se ne trudi oduvati tu tradiciju. Njegova se definicija zasniva na
odbijanju povezanosti ideje tocke s materijalnos¢u Sto je jasno povezano s

Platonovom tradicijom.

> Sljede¢i argument nije usmjeren direktno na filozofiju pod C¢ijim
utjecajem je Euklid gradio matematiku nego na koncept urodenog matematickog
znanja. Argument ide ovako. Platonova teorija kaze da postoje objektivno postojeci
matemati¢ki objekti koji postoje realno i nezavisno od nas. NaSe znanje o tim
objektima je apriorno, tj. ne u¢imo o njima i zakonitostima koje medu njima vladaju
iz iskustva, nego nam je to znanje urodeno (sjetimo se teorije sjecanja). Takoder,
postoji euklidska geometrija za koju neki smatraju da opisuje taj idealni svijet
matemati¢kih predmeta. Euklidska geometrija, prema tome, trebala bi biti izvjesna,
sigurna, neosporiva i nepromjenjiva budu¢i da opisuje stvarnost koja je idealna i
nepromjenjiva. No, kako je onda moguce da postoje neeuklidske geometrije?
Ispocetka je to bio skup teorija koje su dolazile do konzistentnih, ali kontraintuitivnih
rezultata. No Riemann i drugi matematicari upravo te nove geometrije vide kao pravo
znanje koje opisuje objektivnu stvarnost. Koja, je, dakle geometrija nuzna apriorna
spoznaja koje se nasa dusa sjeca? Koja od geometrija vjerno opisuje Platonovu

idealnu matematicku stvarnost? Budu¢i da nemamo kona¢nog odgovora na to pitanje,

3% Volenec, V. iz pogovora Elementima, Euklid: «Elementi I-VI», KruZak, Zagreb, 1999., str. 239
3 U staroj grékoj su se koristile dvije rije¢i za tocku: stigme i semeion, obje povezane s pojmom
mjesta: stigme = ubod, mjesto gdje je strijela prodrla u tijelo; semeion = znak, oznaka mjesta.

53



mozda je najbolje odbaciti koncept urodenog matematickog znanja.** A ako taj
koncept odbacimo, onda moramo odbaciti i ideju Euklidova sustava kao utemeljenog

na apriornom matemati¢kom znanju.”*'

Ovakva su promisljanja u pogledu Euklidovog rada malobrojna. Veéina filozofa
matematike ipak smatra da je Euklidova matematika pravi primjer matematike pisane
u duhu Platonove filozofije. Spojimo dakle do sada receno o Platonu i Euklidu 1

razmotrimo argumente u prilog Euklida kao platonicara.

AFIRMACIJSKI ARGUMENTI:

> Vratimo se jo$ jednom na karakteristike matematike navedene u odjeljku
5.1.2.1. Vidjeli smo na koji ih nacin objasnjava Platonova filozofija. Uvrstimo sada u
tu jednadzbu i1 konkretni matematicki sustav, onaj Euklidov.

Unato¢ ¢injenici da smo na pretprosloj stranici naveli aristotelovsko pobijanje
znacaja realistickog diskursa u matematici, on nije potpuno neznakovit. Euklid o
matematickim predmetima i ¢injenicama govori kao da vjeruje da oni realno postoje,
to je neosporno, $to nam daje za pravo barem pretpostaviti da je on to zaista, u duhu
Platonove teorije, i vjerovao.

Nadalje, Sto se ti¢e idealnosti matematickih predmeta, Euklidova nam
metodologija govori da on vjeruje da su matematicki objekti apstraktni, idealni i da
nisu u doticaju sa osjetilnim svijetom koji nas okruzuje. U njegovu djelu nigdje ne
nailazimo na konkretne primjere niti na sluc¢ajeve primjenjive u praksi. On, takoder,
dokaze ne gradi na empiriji nego na Cisto apstraktnoj razini (dakle, da je zbroj kutova
u trokutu 180° ne dokazuje tako da otkine vrhove $kolskog trokuta i pokusa ih sloziti
na ravnu crtu, nego se sluzi apstraktnim matematickim pravilima).

S beskonac¢noséu Euklid, kao ni Platon, nema problema. Euklid s beskona¢nim
veli¢inama vjesSto barata, primjerice kada govori o paralelnim pravcima (koji se ne
sijeku ni u beskonacnosti). Idealnom svijetu pojam beskonac¢nosti nije stran. S druge
strane, da je Euklidov sustav baziran na iskustvenom svijetu, pojam beskonac¢nosti bio

bi mu problemati¢an budu¢i da je, kako smo rekli, naSe iskustvo ogranic¢eno.

' vidi Siki¢, Z.: «Filozofija matematikey, Skolska knjiga, Zagreb, 1995, str. 40
*I Ovaj argument, naravno, nista ne govori o tome $to je Euklid vjerovao kada je pisao Elemente i koje
su filozofske postavke na njega utjecale u njegovu matematickom radu.

54



Euklidova je matematika i apriorna na platonisticki nacin. Izgradena je
razmi$ljanjem matematicara (Euklida i njegovih prethodnika), a ne premjeravanjem
njiva. Euklidova se matematika spoznaje, Siri 1 razvija nezavisno od iskustva, Cistim
matemati¢arevim promisljanjima.

Euklidova je, kao i Platonova, matematika apstraktna i ne govori o fizickom,
materijalnom svijetu te preko njega ne moze biti niti opovrgnuta, empirija joj nije
prijetnja niti iz nje moZe proizaci protuprimjer za matematiku. Matematicke su ideje
pouzdane dok je materijalna stvarnost promjenjiva, propadljiva i nepouzdana.

Euklidova je matematika i primjenjiva. Njegova je geometrija stolje¢ima i
tisu¢lje¢ima bila glavno sredstvo za premjeravanje i proracunavanje udaljenosti u
osjetilnom svijetu. Ipak, to ne znaci da nije idealna i pretpostavljena materiji. Kako
rekosmo, materijalna stvarnost emanira iz idealne matematicke. Idealni svijet
determinira onaj materijalni. Tako primjenjivost, Euklidova geometrija i Platonova
filozofija mogu koegzistirati bez kontradikcije.

Euklidov sustav, dakle, nigdje nije u koliziji s objaSnjenjima koja Platonova
teorija daje u pogledu karakteristika matematike te nam to dopusta da zaklju¢imo da

Euklid zaista jest platonicar u punom smislu rijeci.

> Sljede¢i argument da Euklid jest platoni¢ar nalazimo u Cinjenici da je za
cilj cijelog djela Elementi postavio konstrukciju Platonovih pet pravilnih tijela:
tetraedra, heksaedra, oktaedra, dodekaedra i ikozaedra (slika 11). Veliko finale djela,
trinaesta knjiga, bavi se upisivanjem pravilnih platonickih tijela u sferu. Bilo bi zaista
¢udno, u najmanju ruku, da se odlucio baviti Platonovim pravilnim tijelima, a da gaji
stavove suprotne Platonovoj filozofiji. To nam daje pravo da zaklju¢imo, ponovno, da

jest platonicar.

> Nadalje, ¢injenicu da je Euklid platoni¢ar is¢itavamo i iz njegova
nevoljkog koriStenja pojma gibanja. Platonove savrSene ideje su stalne, neunistive 1
nepromjenjive, stati¢ne su. U Platonovu idealnom svijetu nema gibanja. Kod Euklida
uocavamo da je, kad je god to bilo moguce, izbjegao pozivati se na gibanje. Umjesto
vrlo jednostavnog konstruiranja pomocu gibanja, on se radije odludivao za
komplicirane 1 dugacke izvode i konstrukcije koje ne ukljucuju gibanje.

Ipak, u slucajevima kada se gibanje ne moze izbje¢i, Euklid ga primjenjuje

(primjerice, u Cetvrtoj propoziciji o sukladnosti dvaju trokuta). Gibanje je pojam koji
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se u geometriji ¢esto spominje i koristi. Primjerice, i kruznica nastaje tako da se vrh
Sestara giba oko sredista. Bez gibanja ne mozemo konstruirati ni kruznicu . Ipak, to ne
proturjeci stavu da je Euklid platonicar. Gibanje koje koristimo u osjetilnom svijetu,
koje geometricar koristi kada zorno prikazuje zakonitosti geometrije, samo su sjene i
nadomjesci idealnih objekata. lako nesavrSene, one odrazavaju i predstavljaju ideje.
Geometricar umom zahvaca ono §to njegove o¢i naziru kada gleda nacrtanu kruznicu.
Takoder, nesavrSena nacrtana kruznica koja je konstruirana pomocu gibanja nije

prijetnja Cisto¢i idealne kruznice.

> Daljnji se argument za Euklida kao platonicara temelji na njegovu
shvacanju 1 definiranju pojma tocke. Iz Euklidova djela moze se iSCitati da on ima
predodZzbu tocke kao objekta sa dvije razine apstrakcije. Jedna je razina ona u
definiciji: «Tocka je ono §to nema dijela.»** Posve opéenito i ekvivalentno Platonovoj
ideji. Takoder, postoji beskona¢no mnogo primjera pojedinac¢nih, konkretnih tocaka
na drugoj razini apstrakcije: «tocka Ay, «toCka By»... One su ekvivalentne Platonovim
pojavama u kojima se ozbiljuje dio ideje. U svakom teoremu situacija se navodi
najprije opéenito, a poslije se konkretizira. Dvije razine apstrakcije, dakle, javljaju se
u svakom teoremu. Opcéa toCka, ona na viSoj razini apstrakcije ili prauzrok svih
pojedinacnih tocaka, nije odredena polozajem, dok pojedinacna, ona na niZoj razini
apstrakcije, jest. Takoder, za razliku od njegovih prethodnika matematicara (koji su
tocku definirali kao mjesto), Euklid odbija povezati tocku s materijalnos¢u, $to nam

takoder govori da je sljedbenik Platonove filozofije.

> Razmotrimo i posljednji argument u prilog tezi da je Euklid pisao
Elemente u duhu Platonove filozofije. U pretproslom paragrafu vidjeli smo da su
zorni prikazi i nesavrsSeni oblici konstruiranja u osjetilnom svijetu dopusteni buduéi da
je osjetilni svijet samo odraz i pripomo¢ u shvacanju idealnog. Tako dolazimo i do
problema crteza u Elementima. Naime, Cinjenica da se Euklid sluzi crtezom da
nije kompatibilno s Platonovom filozofijom. No to niposto nije tako. Stovise, to i jest
Platonova tradicija. I Platonov lik Sokrat u Menonu Menonovu robu crtezom

docarava problem o kojem razgovaraju. I kod Euklida, crtez se pojavljuje kada treba

2 Euklid: «Elementi», KruZak, Zagreb, 1999., str. 1
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vje€nu istinu pribliziti Citatelju, i1 to uvijek u drugom dijelu dokaza, kako bi doprinio
jasno¢i. U Platonovoj tradiciji, crtez se nikada ne pojavljuje tamo gdje se iskazuju
vje€ne istine o nepromjenjivom svijetu ideja.

Niti jedan od 14 aksioma, niti jedna od 113 definicija, a i niti jedan od viSe
od 500 opéenitih izraza (tvrdnji, zakljuCaka, tema) nije ilustriran crtezom.
[...] CrteZ ne primjenjuje u svijetu ideja i ostaje tek pomocnik koji
omogucuje Covjeku bolje sacuvati u saznanju predodzbe onoga Sto se
razmatra. CrteZ ne govori o svijetu planimetrije, on ga samo priblizuje.*

Zaklju¢imo, dakle, i ovo posljednje poglavlje u kojemu smo pokazali na koji je
nacin filozofija utjecala na Euklidov rad. Rekli smo da utjecaj Aristotelove logike
nikako nije sporan i potpuno je oc¢igledan. Utjecaj Platona je onaj koji je bio stavljan
pod znak upitnika. No miSljenje da Euklid nije platonicar poprilicno je egzoti¢no u
filozofskim krugovima. Nakon §to smo naveli argumente u prilog objema tezama,
moramo priznati da su argumenti za Euklida kao platonicara jaci. Uzmimo u obzir i
¢injenicu da je Euklid svoje obrazovanje stekao u Platonovoj Akademiji i da je
odgojen u duhu idealne matematike Platonovog tipa. Ipak, prepustam citatelju da sam

zakljuci koje mu je stajaliste blize.

* Znam, S. i dr. «Pogled u povijest matematike», Tehnicka knjiga, Zagreb, 1989., str. 74
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6. ZAKLJUCAK:

Cilj ovog rada bio je uci u dio problematike filozofije matematike i pozabaviti se
nekim njezinim podrucjima. Euklid, Platon 1 Aristotel stoje u po€ecima razmatranja
matematike kao predmeta zanimljivog filozofiji. Platon je, moZemo reéi, uz Zenona iz
Eleje, prvi pravi filozof matematike, prvi koji se na filozofski nacin pozabavio
pitanjima koja su kasnije prerasla u podrucja proucavanja filozofije matematike. On je
prvi promiSljao o ontoloSkom statusu matemati¢kih predmeta i bio zacetnik nove
grane filozofije.

Teme koje smo u ovom radu naceli povoji su onoga $to ¢e se u ovom podrucju
razvijati u narednim stolje¢ima. 1z njih ¢e se, kasnije, razviti problem univerzalija koji
¢e biti centralni problem u srednjem vijeku, a taj ¢e predmet stolje¢ima kasnije na
precizniji i argumentiraniji nacin razviti moderni matematicari i filozofi matematike.

Unato¢ problemima koji iz njih izviru, Elementi su neosporno neizmjerno vazno
matematicko djelo, kako u podru¢ju matematike tako i u podrucju filozofije
matematike, ¢emu svjedocCi i Cinjenica da nakon svih ovih stolje¢a jo§ nije palo u
zaborav.

Razlog zbog kojega sam se odlucila baviti ovom prvom, startnom fazom
filozofije matematike, a ne modernom i razvijenom, je taj Sto smatram da su poceci
svake znanosti izuzetno vazni. A starogrcki zaceci znanosti dali su temelje ne samo
filozofiji 1 filozofiji matematike nego cjelokupnoj zapadnoj kulturi. Temelji koje su
stari Grei udarili odredili su put i smjer kretanja zapadne civilizacije 1 to ih ¢ini
neizmjerno bitnima.

Takoder, na¢in na koji anticki mislioci grade znanost mnogo je blizi izvornom
ljudskom nacinu razmi$ljanja. Kao Sto je Aristotelova logika svakodnevna logika,
logika zdravog razuma (za razliku od simboli¢ke logike rezervirane za uski krug
intelektualaca), tako su i starogrcka filozofija i matematika grane znanosti koje na
nacin pristupacan svima objasnjavaju bitne stvari. Starogrcki je nafin promisljanja,
stoga, i1 estetski primamljiviji, $to je takoder jedan od razloga zasto sam se odlucila
baviti tim periodom u ovom radu.

Za kraj jo§ samo jedna opaska o vezi filozofije i matematike, dva podrucja koja

sam pokusSala spojiti u ovom radu. Na prvi pogled moze se uciniti da filozofija 1
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matematika nemaju pretjerano mnogo dodirnih toc¢aka. Ipak, iako su im podrucja rada
vrlo razli¢ita, matematicari 1 filozofi jedni od drugih mogu mnogo nauciti.
Matematicar, baveci se filozofijom, moze u¢i dublje u temelje svojeg predmeta
izu¢avanja, a filozof od matematiCara moZe nauciti zakonitosti Cvrstog i
nedvosmislenog dokazivanja. I Platon je rekao da onaj koji nije u¢io geometriju ne
moze oc¢ekivati da ¢e uspjeti proniknuti u druge istine. Naposljetku,

[u]¢enik koji se nije uspio upoznati s geometrijskim dokazima, propustio je
najbolje 1 najjednostavnije primjere pravilnog dokazivanja i propustio
najbolju priliku da usvoji ideju strogog zaklju€ivanja. Bez te ideje on nece
imati pravo mjerilo kojim bi mogao usporedivati razne tvrdnje i toboznje
dokaze na koje ¢e u Zivotu nailaziti.(G. Polya)™

* Radi¢, M.: «O izgradnji geometrije i dokazi nekih klju¢nih teoremay», Pedagoski fakultet u Rijeci,
Rijeka, 1997., str.52
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PRILOZI:

Slika 1: matematika u korijenu drva znanosti
Preuzeto iz Radi¢, M.: O izgradnji geometrije i dokazi nekih klju¢nih teorema,

Pedagoski fakultet u Rijeci, Rijeka, 1997., str. 11
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Psihologija
Bakteriologija
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Slika 2: Pitagora

Slika 3: psefosi i figurativni brojevi
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Slika 4: Arhimed
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Slika 5: Arhimedov sustav obrane zrcalima

:ﬁ'obalé
.
foon

zrcalo

64



Slika 7: stranica iz srednjovjekovnih «Elemenata»
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Slika 8: bijektivno 1-1 preslikavanje
Svakom elementu domene (X) pridruzen je jedan i samo jedan element kodomene

(Y).
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Slika 9: sferna nasuprot euklidskoj geometriji
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Slika 10: Platon i Aristotel

Slika 11: pet pravilnih Platonovih tijela — oktaedar, tetraedar,
dodekaedar, kocka i ikosaedar

Preuzeto iz Dadié, 7.: Ideja i metoda u matematici, Skolska knjiga,
Zagreb, 1992., str. 30
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