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Uvod

1. Uvod

Unatrag zadnjih deset godina postignut je veliki napredak u grafi¢koj industriji.
Sa sve realnijim grafickim prikazom virtualnih okruzenja sve se viSe trazi i realnija
fizikalna simulacija. Simulacija krutih tijela naveliko je prisutna u filmovima
pogotovo kad je potrebno simulirati veliki broj tijela koje bi bilo previse
komplicirano ru¢no animirati pa je potrebno primijeniti odgovaraju¢u fizikalnu
simulaciju. Kako je raCunalna snaga danas dovoljno napredovala i u racunalnim

igrama se vec¢ puno koristiti fizikalna simulacija.

Vecina rada je zasnovana na radu “Nonconvex Rigid Bodies with Stacking“ [1].
Prvo je opisan nacCin detekcije sudara izmedu konkavnih tijela. Zatim je prikazan
postupak simulacije gibanja tijela. Sudari i kontakti izmedu tijela opisani su
pomocu impulsa s time da su se pokusali ispraviti neki od nedostataka koji se
javljaju kod impulsne metode. Simulirano je staticko i dinamicko trenje, te trenje
prilikom kotrljanja i vrtnje. Veliki problem kod simulacije veceg broja tijela je kada
ima mnogo tijela naslaganih jedno na drugo. Taj problem je rijeSen konstruiranjem
kontaktnog grafa predlozenog u [1]. Na kraju je joS prikazano i kako se impulsi
takoder mogu iskoristiti za modeliranje zglobova i njihovo kombiniranje sa

sudarima i kontaktima.
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2. Prikaz tijela

Kruta tijela se na raCunalu najceSce prikazuju pomocu mreze trokuta. Za svako
tijelo definirati e se lista vrhova, trokuta i bridova. Vecina programskih alata za
modeliranje podrzava zapis objekta kao mreze poligona pri ¢emu se u datoteku
zapisuju liste vrhove i trokuta, medutim bez liste bridova. Buduéi da ce za
detekciju sudara konkavnih tijela biti potrebno znati i pojedine bridove svakog tijela
potrebno je posebno izraCunati i bridove. Bridovi se odrede tako da se za svaki
trokut u listi trazi ima li neki drugi trokut dva vrha koji se podudaraju s vrhovima
prvog trokuta. Osim toga mnogi programski alati pri zapisu liste vrhova iste vrhove
zapisuju viSe puta za razliCite trokute, tako da je Cesto potrebno izbaciti duple

vrhove.

2.1. Polje udaljenosti

Osim mreze trokuta za svako tijelo definirat ¢e se i polje udaljenosti. Polje
udaljenosti za svaku toCku u prostoru odreduje udaljenost te toCke od tijela.
Ovisno o kompleksnosti tijela biti ce potrebna razli€ita veli€ina polja. Polje se moze
spremiti na jednoliku mrezu ili na oktalno stablo, ovisno o tome $to je usko grlo u
simulaciji, memorija ili procesor. Buduéi da ¢e se u ovoj simulaciji simulirati
uglavnom maleni objekti memorija nece biti usko grlo pa ¢e se koristiti jednolika

mreza.

Slika 1. 2D polje udaljenosti za simbol R [2]

Polje udaljenosti definirat ¢e se samo unutar omeduju¢eg volumena tijela

poravnatog s koordinatnim osima (AABB, axis aligned bounding box). Za svaku
2



Prikaz tijela

toCku mreze unutar AABB potrebno je odrediti udaljenost te tocke od povrSine
tijela. Pri tome je potrebno odrediti je li toc¢ka unutar tijela ili izvan, za toCke unutar
tijela udaljenost ¢e se oznaciti negativnom vrijednoSéu a za toCke izvan tijela
udaljenost ¢e imati pozitivnu vrijednost. Odredivanje udaljenosti detaljnije je
objasnjeno u poglavlju o detekciji sudara. Udaljenost odredene toCke (x y z) od
tijela odredit ée se trilinearnom interpolacijom 8 najblizih susjednih toCaka, pri
¢emu je koordinate x,y,z potrebno transformirati u koordinatni sustavu celije i

normalizirati na vrijednost [0 1].
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Slika 2. Interpolacija udaljenosti

Udaljenost je odredena sljede¢om formulom:

¢ = (1_ Z)'((l_ y)'(dooo '(1_ X)+ leO 'X)"' y'(dom '(1_ X)+ dllO X))

+ Z'((l_ y)'(dom -(1—X)+d101-X)+ y'(d011 '(1_ X)+d111 ) X)) =D

Velika prednost koriStenja polja udaljenosti je pri raCunanju normale. Kako tocCke
unutar tijela imaju negativnu, a toCke izvana pozitivnhu vrijednost normala se moze

definirati kao gradijent udaljenosti u trazenoj tocki:
N=Vg (2.2)

Time dobivamo aproksimaciju normale u cijelom prostoru za razliku od normale
definirane na samoj povrsini objekta ¢ime se ubrzava postupak detekcije sudara i

odredivanja reakcije na sudar.

Gradijent skalarnog polja je vektorsko polje koje pokazuje u kojem smjeru najvise
raste skalarno polje i njegova veliCina odgovara povec¢anju u tom smjeru. Gradijent

se definira kao:

_[9¢ 0¢ 09
V¢_(8x'6y’azj (2:3)
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Slika 3. Skalarno polje i njemu odgovarajuce vektorsko polje

Potrebno je izraCunati parcijalne derivacije udaljenosti u smjerovima x, y i z.

Kao i kod odredivanja udaljenosti normala ¢e se takoder odrediti interpolacijom.

o

Parcijalna derivacija x odredi se tako da se prvo izraCunaju parcijalne derivacije
X

toCaka koje se nalaze u sredini bridova paralelnih sa x.

dx, = (%j _ G — Ao (2.4)
1

OX cellSize
gdje je:
cellSize duljina stranice kocke Celije

S time da valja napomenuti da prilikom implementacije nije potrebno dijeliti sa
cellSize jer nas ne zanima toCna veliina gradijenta ve¢ samo smjer. Ukupna

derivacija po x izraCuna se bilinearnom interpolacijom izmedu Cetiri brida.
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Slika 4. Interpolacija normale

Vrijednost x normale sudara je:

%: (1-2)-(@-y)-dx, +y-dx,)+z-(L—y)-dx, + y-dx,) (2.5)
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Na slican nacin se odrede i preostale parcijalne derivacije: g—¢ [ % koje odreduju
X
normalu N = %%% .
oX oy oz

Odredivanje celije u kojoj se nalazi tocka te koordinate toCke u koordinatnom

sustavu celije prikazano je na sljedeco;j slici:

..... IceIISize
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Slika 5. 2D prikaz odredivanja cCelije u kojoj se nalazi to¢ka te njezine koordinate

u koordinatnom sustavu celije

Formula za odredivanje indeksa prve tocke celije g =(9,,9,,9,) U kojoj se nalazi

tocka je:

g= {MJ (2.6)

cellSize
gdje su:
p, koordinate tocke u lokalnom sustavu tijela
s koordinate prve toCke mreze u lokalnom sustavu tijela

Koordinate toCke u lokalnom koordinatnom sustavu celije p, odrede se prema

sljedecoj formuli:

(pL B S)
_ _ 2.7
Pe = elisize  © (2.7)
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3. Detekcija sudara

Testiranje je li dosSlo do sudara izmedu dva tijela odreduje se na nacin da se za
svaki vrh testira je li unutar ili izvan tijela. Na taj naCin se nece detektirati svi sudari
poput sudara izmedu dva brida kada se vrhovi brida nalaze izvan tijela s kojim se
trazi sudar. Kada se tijelo sastoji od velikog broja trokuta greSka zbog
zanemarenih sudara izmedu bridova biti ce mala, no ukoliko se trazi sudar za tijelo
s malim brojem trokuta greska cCe biti prevelika da bi zanemarili sudare izmedu
bridova. Na primjer, za detekciju sudara izmedu dvije kocke koje imaju samo 12
trokuta greSka je prevelika pa je potrebno detektirati sudare izmedu bridova.
Sudari izmedu bridova se detektiraju na nacin da se na svaki brid doda odredeni
broj toCaka, ovisno o tome koliko preciznu simulaciju Zelimo (za sudar izmedu
dvije kocke iste veliCine dovoljno je dodati dva do tri vrha). Za svaku toCku na bridu
vrSi se detekcija sudara i od svih tih to¢aka za to¢ku sudara se uzima samo ona

toCka koja se nalazi najdublje unutar drugog tijela.

Slika 6. Sudar izmedu dva brida

3.1. Odredivanje predznaka

Nalazi li se toCka unutar konkavnog tijela ili izvan njega moze se odrediti na
mnogo nacina. Jedan od jednostavnijih nacina je bacanjem zrake iz toCke i
odredivanja sjeciSta zrake s mrezom poligona. Ukoliko je zraka presjekla mrezu
neparan broj puta toCka je unutar tijela. Problem kod bacanja zrake je kada zraka

6
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sijeCe viSe trokuta u istoj toCci (kada sijeCe bridove ili vrhove) pa je potrebno ta
sjecista brojati kao jedno. Zbog toga ¢e se u ovom radu za odredivanje predznaka

koristiti metoda predstavljena u [3].

Prvo je potrebno odrediti toCku na povrsini tijela x koja je najbliza toCki p za
koju zelimo odrediti predznak. Normala n u toCki x jednaka je normali poligona
kojem pripada (osim za toCke na bridovima i vrhovima). Sada je jednostavno za
odrediti je li toCka unutar ili izvan tijela a to je skalarnim produktom normale n i

vektora r = p—x. Ukoliko je produkt pozitivan toCka je izvan tijela a inaCe je u

tijelu. Medutim za bridove i vrhove normala nije definirana te se lako moze
pokazati da postoje sluCajevi kod kojih je skalarni produkt s nekim normalama
poligona koji se sjeku u vrhu pozitivan dok je s drugim negativan. Primjer takvog

slucaja vidi se na slici 7.

n,

Slika 7. Skalarni umnoZak r = p—x s jednom normalom daje pozitivan rezultat a s

drugom negativan.

Potrebno je odrediti normalu kod koje ¢e skalarni produkt dati ispravan rezultat.
Takva normala nazvat Ce se pseudo normala. Pseudo normala bi se mogla
izraCunati kao srednja vrijednost svih normala poligona u vrhu, kao kod raCunanja
normale prilikom Gouraud-ovog sjen€anja, no i tada se mogu pronadéi slu¢ajevi kod
kojih skalarni produkt ne daje ispravan rezultat. Ispravna normala odredit ¢e se
zbrojem svih normala poligona pri Cemu Ce teZina svake normale ovisiti o veli€ini
kuta pod kojim odredeni poligon sudjeluje u vrhu. Tako za normalu na bridu

izmedu dva poligona i i j vrijedi:

n,=7z-N+7z-n, (3.1)
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Dok za normalu u vrhu vrijedi:

n, =>.a-n (3.2)

Za trokut odreden vrhovima P,, P,, P, koji vchom P, sudjeluje u odredivanju

normale tezina «; normale n, jednaka je kutu izmedu vektora PP, i PP,.

_ I:)1P2 ’ P1P3

= (3.3)
[P.P[[P.P|

cosa

Prilikom odredivanja udaljenosti toCke od tijela potrebno je odrediti udaljenost
toCke od svakog trokuta, udaljenost od tijela jednaka je najmanjoj od svih tih
udaljenosti. Osim udaljenosti potrebno je odrediti i toCku na trokutu koja je najbliza
za trazenu toCku te normalu. Da bi se to odredilo potrebno je pronaéi regiju u koju
se projicira trazena toCka a to ¢e se sve odrediti prilikom odredivanja udaljenosti
toCke od trokuta (Slika 8.).

Slika 8. Sedam razlicitih Voronoi-evih regija ravnine u kojoj se nalazi trokut

3.2. Udaljenost toCke od trokuta

Udaljenost toCke od trokuta nije jednostavno za izraCunati kao Sto bi se moglo
pomisliti na prvi pogled. To je zbog toga Sto postoji mnogo razli€itih slu€ajeva.
ToCka moze biti najbliza ravnini trokuta, najbliza bridu trokuta ili najbliza vrhu
trokuta. Metoda odredivanja udaljenosti koja se koristi u ovom radu dobro je

opisana u [4].
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Np
‘»2 , Py ~ o /’ Ty
P, | PU . Ny P - e II
A " X ol
// \\\ \\\ . f.-
// T \\A,\&\ /
e Ll Pp.” N
P3,// B : Ow \p
-~ 1
V3
Slika 9. Odredivanje udaljenosti tocke od trokuta
Normala N, od trokuta P,P,P, se moze izracunati kao:
N, = PP, xPP, (3.4)
Kut izmedu normale N i PR, je:
PP, -N
cosq =——2 P (3.5)
PRI,
Udaljenost tocke P, do njene projekcije na ravnini trokuta P, je:
|P,P,| =|P,P)|cosex (3.6)
Vektor P,P, iznosi:
. AN,
PoPo = _‘Po Po‘ (3.7)
N,
Sada se moze odrediti projicirana to¢ka P, :
P, =P, +P,P, (3.8)

Da bi se odredilo je li projicirana to€ka unutra ili izvan trokuta i ako je izvan kojem
je bridu ili vrhu najbliza potrebno je odrediti polozaj toCke u odnosu na tri vektora

V,,V,,V, koji predstavljaju simetrale kutova:
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P3 P2

V3

\1

Py

Slika 10. Odredivanje poloZaja toCke u odnosu na simetrale kutova

_PR
V, _|P2P1|+

O

Lt
PP

Pspz + I:)1F>2
PP

V, = (3.9)

<9

Akoje f, =(V,xPPR))-N_,i f, >0 kaZzemo da se P, nalazi iznad vektora V, (ili da
se P, nalazi suprotno od smjera kazaljke na satu u odnosu na V, ). Na isti na¢in se
mogu i izracunati f, i f,. Koriste¢i f,, f, i f, moZe se odrediti poloZaj totke P, u
odnosu na V,, V, i V,. Ako se P, nalazi ispod V,iiznad V, to¢ka je unutar trokuta
ako je:

(PP, xP;P,)-N, >0 (3.10)
Slijedi da je udaljenost togke od trokuta jednaka [P,P|.

Ukoliko je izraz (3.10) neistinit toCka je izvan trokuta i potrebno je odrediti je li

najbliza bridu ili vrhu.

Smijer od P, (projekcija P, na ravninu) prema P, (projekcija P,na brid) jednak je:
R=(P,P,xP,P,)x PP, (3.11)

Kut izmedu vektora R i P,P, je:

PPN,

(3.12)

10
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Udaljenost tocke P, do njene projekcije na bridu je:
PP | =|PsRy|cos 8 (3.13)
Vektor P,P, iznosi:
‘o R
P.P, :\POPO\ﬁ (3.14)

Sada se moze odrediti projicirana to¢ka na bridu P,

P, =P +P,P, (3.15)
Neka je:
P B (3.16)
Pz - F:‘1

Gdje je predznak negativan ukoliko je P,P, <0.

Ako je 0<t<1, P, je izmedu P, i P,, znadi da je totka P, najbliza bridu P,P,.

Udaljenost P, od brida PP, je ‘POPO‘ izracunata u (3.13) a udaljenost P,od brida

. 2 2
PP, je \/\POPO\ +|PR[
Ako je t<0, P, je najbliza tocki P,, i udaljenost P, od trokuta je |P,—P,|.
Ako je t>1, P, je najbliza tocki P,, i udaljenost P, od trokuta je |P, — P,|.

Na slian nacin se izraGuna udaljenost tocke od trokuta za slu¢aj kada se P,

nalazi ispod V, i iznad V,, te sluaj kada se P, nalaziispod V, iiznad V,.

11
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4. Dinamika krutog tijela

Simulacija gibanja krutog tijela slicna je simulaciji gibanja Cestica. Kod
simulacije Cestica stanje Cestice odredeno je pozicijom x i brzinom v. Promjena

stanja kroz vrijeme odredena je promjenom pozicije x=Vv te promjenom brzine

\'/:H. Novo stanje odrediti ¢e se pomocu jednog od mnogih postupaka

integriranja. Na sli¢an nacin ¢e se simulirati i kruta tijela osim $to ¢e stanje tijela

sadrzavati viSe podataka i promjenu stanja ¢e biti nesto teze za odrediti.

4.1. Pozicija i orijentacija

<

Slika 11. Pozicija i orijentacija tijela

Pozicija Cestice u prostoru u vremenu t odredena je vektorom x. Kako kruto
tijelo zauzima u prostoru odredeni volumen njegov prikaz je nesSto slozeniji. Za
poziciju tijela uzet ¢e se jedna fiksna toCka u prostoru, pri tome se za tu toCku
odredi da se u koordinatnom sustavu tijela nalazi na poziciji (0,0,0). Kako bi se
pojednostavile mnoge operacije za tu toCku se uzima centar mase tijela. Osim
pozicije tijela, za razliku od Cestica kruta tijela se mogu i rotirati tako da je potrebno
odrediti njihovu orijentaciju. Orijentacija tijela se mozZe predstaviti 3x3 matricom
rotacije. Tako da ukoliko je r pozicija toCke u koordinathom sustavu tijela pozicija
toCke u globalnim koordinatama ce biti rezultat rotiranja toCke oko ishodista i zatim

translatiranja tocke:
p=Xx+R-r 4.1)
gdje su:

12
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R 3x3 matrica rotacije

X pozicija tijela

Prilikom iscrtavanja tijela koristit ¢e se formula (4.1) za odredivanje nove
pozicije svakog vrha tijela. Dakle kod odredivanja nove pozicije i orijentacije tijela
prilikom simulacije nije potrebno raCunati i novu poziciju svakog vrha tijela vec ¢e

se to raditi samo prilikom iscrtavanja buduc¢i da postoji graficka podrSka za brzo

raCunanje s matricama.

4.2. Linearna i kutna brzina

Slika 12. Linearna i kutna brzina tijela

SliedeCe Sto je potrebno odrediti je promjena pozicije i orijentacije tijekom
vremena, dakle potrebno je odrediti x i R. Promjena pozicije je jednostavna,
buduci da je x pozicija centra mase u globalnim koordinatama x biti ¢e jednako

definiranoj linearnoj brzini tijela v.
X=V (4.2)
Kutna brzina mozZe se zapisati pomoc¢u vektora . Smjer o odreduje os oko
koje se tijelo vrti. Duljina vektora |a)| odreduje koliko brzo se tijelo vrti (kutna

brzina). Za linearnu brzinu odnos izmedu xi v jednak je v = X. Postavlja se pitanje
koji je odnos izmedu R i @w. Kako stupci od R predstavljaju smjerove koordinatnih
osi lokalnog sustava tijela, znadi da stupci od R opisuju brzinu promjene smjera

koordinatnih osi. Promjena smjera vektora odredena je sa:

r=wxr (43)
13
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Znamo da je smjer x osi lokalnog koordinatnog sustava tijela zapisan u prvom

stupcu matrice R.

Na isti nacin se odrede i ostala dva stupca, te se dobije odnos izmedu R | w.

r r I

XX yX X

R=|wx|r, |, wx y L @X|T,

(4.4)

xy |
r r r

Xz yz z

y

Kako bi se izradun R donekle pojednostavio vektorski produkt éemo definirati na

drugi nacin. Vektorski produkt axb jednak je:

a,b, -ba,
axb=|-ab, +b.a, 4.5)
ab, -ba,

Za odredeni vektor a definira se matrica vektorskog produkta kao:

- z y
a=| a, 0 -a, (4.6)
-a, a, 0
Sada se R moze zapisati kao:
_ I’-xx _ r-yx _ rzx
R=|aw|r, @ {r, |0, (4.7)
r r r

Prema pravilima mnozenja matrica dobijemo da je promjena orijentacije jednaka:

R=wR (4.8)

Matrica vektorskog produkta ¢e se osim za raCunanje promjene orijentacije dosta

Cesto koristiti kod racunanja reakcije na sudar.
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4.3. Brzina toc¢ke na tijelu

Slika 13. Brzina to¢ke na tijelu

Prilikom rjeSavanja sudara izmedu tijela Cesto ¢e biti potrebno znati brzinu
odredene toCke na tijelu. Derivacijom izraza (4.1) i uvrStavanjem izraza (4.8) te

malo raspisivanja dobije se brzina toCke na tijelu:

p=v+aoxr (4.9)

4.4. Orijentacija pomocu kvaterniona

Osim 3x3 matrica rotacije orijentacija tijela moze se predstaviti i kvaternionima.
Kvaternioni su bolji za prikaz orijentacije zbog mnogih razloga poput bolje
interpolacije izmedu dviju orijentacija. No za simulaciju krutih tijela glavni razlog za
koriStenje kvaterniona je zbog greSke zaokruzivanja koja se akumulira tijekom
rotacije. Konstantnim aZzuriranjem orijentacije pomocu formule (4.8) numericka
greSka ¢e se nakupiti unutar koeficijenata matrice tako da matrica rotacije nece
viSe predstavljati iskljuivo matricu rotacije veC Ce sadrzavati i efekte smika i
skaliranja. GreSka se moze ispraviti ortonormiranjem matrice prilikom svakog
azuriranja no bolji nain je koridtenje kvaterniona. Kako kvaternioni koriste Cetiri
parametra za prikaz tri stupnja slobode dok matrica koristi devet parametra ocito je
da ¢e greSka biti mnogo manja. GreSka kod kvaterniona se moze zanemariti, no
ukoliko je potrebno greSka se moZze ispraviti normaliziranjem kvaterniona na
jediniénu duljinu. Za integriranje orijentacije ¢e se Koristiti kvaternioni dok ce
matrica rotacije jo$ uvijek biti potrebna za odredene izraCune poput racunanja

momenta inercije tijela u globalnim koordinatama, takoder kutna brzina @ ¢e joS
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uvijek biti prikazana pomocu vektora. Za derivaciju kvaterniona g =(s,v) se moze

pokazati da vrijedi [5]:
aq (4.10)

gdje je:
@ skraceni zapis za kvaternion @ = (0, kutnaBrzina)

Za pretvorbu iz kvaterniona q = (s,v) u matricu rotacije R vrijedi [6]:
1-2vi—2vi 2v,v, —2sv, 2V,V, +2sv,
R=[2v,v, +25v, 1-2vi-2vi 2v,V,+2sV

2V,V, =25V, 2V,V, +2sv, 1-2vi-2v

z

(4.11)

y
2

y

4.5. Masa tijela i centar mase

Za realnu simulaciju krutih tijela potrebno je znati masu tijela i centar mase.
Masa tijela se jednostavno moze ruc¢no zadati za svako tijelo, takoder centar mase
se moze intuitivno odrediti za jednostavna tijela poput kugle ili kocke, medutim za
kompleksna konkavna tijela centar Ce biti potrebno izraCunati. lako postoje metode
koje raCunaju svojstva tijela direktno iz mreze trokuta poput [7] kako ve¢ imamo
izraCunato polje udaljenosti svojstva tijela se mogu izraCunati na jednostavniji

nacin slicno kao u [8]. Masa tijela M i centar mase x_,, mogu se izraCunati pomocu

zadane gustoce tijela 6 . Za ukupnu masa tijela vrijedi:
M = Zmi (4.12)

gdje je:
m, masa pojedine Cestice tijela

Kako za tijelo imamo izraCunato polje udaljenosti masa tijela ¢e se izraCunati
zbrajanjem masa pojedinih Celija unutar polja udaljenosti, s time da se zbrajaju

samo one celije koje se nalaze unutar tijela. Vrijedi:
m=¢-d° (4.13)
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gdje je:
d duljina stranice cCelije

Centar mase moze izraCunati prema sljedec¢oj formuli:

Xgy = 2 (4.14)

gdje je:

r, udaljenost centra pojedine Celije od ishodiSta koordinatnog sustava

4.6. Moment inercije

Kao Sto masa tijela utjeCe na translaciju tijela moment inercije (moment
tromosti) utjeCe na rotaciju tijela. Da bi ispravno odredili kutnu brzinu tijela prilikom
odredivanja reakcije na sudar potrebno je odrediti moment inercije tijela. Kao i
centar mase moment inercije se ne moze intuitivno odrediti te ga je potrebno

izraCunati. Za inerciju materijalne toCke vrijedi:

2 2
r-iy +r;, — Iy IFiy — Il
2 2
Ii =my —-nrh h+th =L (4-15)
2 2
— I, N - r-iy iy + Iriy

gdje je:
r, udaljenost to¢ke od centra rotacije

Na slican nacin kao Sto se masa tijela raCuna zbrajanjem mase celija koje se
nalaze unutar tijela tako ¢e se i moment inercije izraCunati zbrajanjem momenta
inercije pojedinih éelija. Celije su oblika kocke pa je potrebno odrediti moment

inercije kocke. Za moment inercije kocke vrijedi:

,| 1

| —gm9 0
kocka_3 2

0

Ok O

0
0 (4.16)
1

gdje su:
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m masa kocke
d duljina stranice kocke

Moze se pokazati da je moment inercije tijela oko zadane tocke jednak zbroju
momenta inercije oko tezista i momenta inercije Cestice oko zadane tocCke. Slijedi
da je moment inercije tijela | jednak:

N

1= (loga + 1) (4.17)

i=1

Na prvi pogled pomislilo bi se da je potrebno raunati prethodnu sumu svaki put
kod promjene rotacije objekta. To bi bilo raCunski prezahtjevno tako da c¢e se
moment inercije izraCunati samo jedanput na pocCetku programa dok tijelo jos nije
rotirano a ispravan moment inercije ¢e se prilikom svake promjene orijentacije

racunati prema sljedecoj formuli [5]:

-RT (4.18)
gdje su:

I, pocetni moment inercije tijela

R 3x3 matrica orijentacije

U programu ¢e se zbog brzine spremati inverzija momenta inercije pa se u tom

slu€aju moment inercije moze izraCunati na sljedeci nacin [5]:

|*=R-1}-R' (4.19)

init
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5. Korak integracije
Za svaki vremenski korak potrebno je izraCunati novo stanje objekta na temelju
proteklog vremena. Jednadzbe gibanja krutog tijela su sljedece:

X=V q:%a)q (5.1)

V=— o=1""7 (5.2)

gdje je:
7 ukupni moment sile koji djeluje na tijelo

Postoji mnogo razli€itih preciznih postupaka numeriCke integracije. No kako se
u ovom algoritmu nece traziti toCno vrijeme sudara sasvim dovoljan postupak ¢e

biti i jednostavan Eulerov postupak. Tako da za nove pozicije objekata vrijedi:

Vg =V, +V, At @, = 0, +o,At (5.3)

Xn+1 = Xn +Vn+lAt qn+1 = qn +%a)ant (54)

Dva su osnovna pristupa rjeSavanja sudara i kontakata, pomocu impulsa i
pomocu ograni¢enja. Postupak rjeSavanja sudara pomocu impulsa radi na nacin
da se odredi sudar izmedu dva tijela te se obi¢no pronade par najblizih to¢aka i na
njih se primjeni impuls. Zbog primijenjenog impulsa mogu se dogoditi novi sudari
pa je potrebno ponovo primjenjivati nove impulse sve dok se svi sudari ne rijese.
IzraCun impulsa je vrlo brz pa je metoda vrlo efikasna. Problem nastaje kada se
tijela naslanjaju jedno na drugo te tada medusobno imaju puno kontakata
istovremeno, medutim samo Ce jedan kontakt biti rijeSen u jednom vremenskom
koraku. Rezultat toga ¢e biti vibriranje tijela. Ukoliko bi se htjela velika preciznost
svi kontakti bi se trebali rijeSiti u isto vrijeme. To se moze rijeSiti pomocu
ograni¢enja. Za svaki kontakt koji se dogodi definira se odredeno ograni¢enje
penetracije, odredeni uvjet koji mora biti zadovoljen. Sva ta ograni¢enja se mogu
zapisati pomocu skupa linearnih jednadzbi. RjeSavanje tih jednadzbi moze biti jako
sloZzeno pogotovo kada ima mnogo tijela koja su istovremeno u kontaktu. Pa je
tako u vecini sluCajeva osim kad je potrebna velika preciznost bolje rjeSavati

kontakte pomoc¢u impulsa.
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Sudar se definira kao dodir izmedu dva tijela pri C¢emu tijela medusobno imaju
odredenu relativhu brzinu, dok je kontakt dodir izmedu dva tijela pri ¢emu tijela
nemaju brzinu vec¢ djeluju jedno na drugo samo odredenom silom. U [1] je
predlozen novi algoritam kojim se nastoje smanjiti mnogi problemi vezani uz

simulaciju pomocu impulsa. Uobicajeni postupak simulacije krutih tijela je sljedeci:
e odredi nove pozicije i brzine tijela
e rijeSi sudare
¢ rijeSi kontakte

Pri tome se za rjeSavanje sudara i rieSavanja kontakta koriste razliciti algoritmi.
Pri rjeSavanju kontakta bi se primjerice izraunao impuls kao i za sudar te bi se na
novu brzinu odredenu pomocu impulsa nadodala jo§ mala brzina ovisno o tome
koliko je objekt penetrirao unutar drugi objekt kako bi ih se razdvojilo. Na mjesto
kontakta se mozZe postaviti i opruga tako da ovisno o dubini u kojoj se neko tijelo
nalazi unutar drugog toliko na njega djeluje veca sila. Problem koji se tada javlja
najbolje se vidi prilikom simulacije kocke koje klizi niz kosinu. Neka je koeficijent
elastinosti ¢ =1 i koeficijent trenja dovoljno velik da bi tijelo trebalo stajati mirno
na kosini. Pod utjecajem sile teze kocka dobije brzinu i poCne propadati kroz
kosinu. Prilikom detekcije sudara buduc¢i da sada postoji mala brzina izmedu tijela i
kosine detektira se sudar te Ce zbog ¢ =1 kocka promijeniti smjer gibanja tj. odbiti
¢e se od kosine. Nakon toga slijedi detekcija kontakata gdje se nece nista
detektirati buduci da se kocka udaljava od kosine. Kocka Ce kasnije ponovo pasti
na kosinu i nastavit ce se nepravilno odbijati od kosine umjesto da klizi niz kosinu.
Zbog istog razloga se javlja i efekt da tijelo koje stoji na podlozi nepravilno vibrira

umjesto da mirno stoji.

o 34 =4 =

Slika 14. Gibanje kocke na kosini pri standardnom koraku integracije
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Postoji mnogo metoda rjeSavanja tog problema. Jedan od jednostavnijih nacina
kojim se mozZe rijeSiti taj problem je da se za odredivanje je su li tijela u sudaru ili u
kontaktu zada odredeni prag pa ukoliko je relativna brzina tijela manja od

odredenog praga tijela su u kontaktu dok su inace u sudaru.

Prednost predlozenog algoritma je razdvajanje rjeSavanja sudara i kontakata
bez upotrebe praga. Sudari su vezani uz brzinu jer tijela prilikom sudara mijenjaju
brzinu dok su kontakti vezani uz silu i akceleraciju jer da nema akceleracije
kontakte ne bi trebalo uopce rjeSavati. Zato ima smisla rjeSavati sudare prije nego
Sto se na tijela primjeni sila, tj. akceleracija, a kontakte nakon primjene sile.

Upravo je to predlozeno u [1]. Algoritam je sljedeci:
e detekcija i rjeSavanje sudara
e odredivanje novih brzina
e detekcija i rjeSavanje kontakata
e odredivanje novih pozicija

Kako se prvo vrsi detekcija sudara sva tijela u mirovanju imaju brzinu jednaku
nuli ili blizu nule tako da se prilikom detekcije sudara ukoliko je £ =1 ne dobije viSe
elasti¢ni sudar. Nakon detekcije sudara odrede se nove brzine tijela pod utjecajem
gravitacije. Sada slijedi rjeSavanje kontakta kod kojeg se ispravno zaustavi tijelo

tako da se kod odredivanja nove pozicije tijelo ostaje na svome mjestu.

PPy p

Slika 15. Gibanje kocke na kosini pri novom koraku integracije

Prilikom detekcije sudara i kontakata mora se voditi raCuna o tome da se isti
algoritam koristi za detekciju sudara kao i za detekciju kontakata, inate bi se
moglo dogoditi da se ne detektira sudar ali da se detektira kontakt pri Cemu Ce se

primiti neispravan impuls, neelasti¢ni umjesto elasticnog.
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6. Rjesavanje sudara

Kako se u simulaciji na raCunalu koristi diskretno vrijeme kod simulacije velikog
broja tijela docCi ¢e do istovremenog sudara viSe tijela. Kada se istovremeno sudari
veliki broj tijela vrlo je teSko rijeSiti sudare. Ispravno bi bilo odrediti to¢no vrijeme
sudara izmedu svakog tijela te rijeSiti sve sudare prema redoslijedu kojim su se
dogodili. No to bi zahtijevalo previSe procesorskog vremena. Umjesto vracanja
simulacije u vrijeme sudara svi sudari se mogu rijesiti istovremeno. Na taj nacin se
nece dobiti fizikalno ispravno rjeSenje (ij. isto rijeSenje koje bi se dobilo da su se
sudari rjeSavali po redoslijedu kojem su se dogodili), no ionako nas fizikalni model
krutog tijela nije savrSen tako da ni ne mozemo dobiti skroz ispravno fizikalno
rieSenje. GreSka koja Ce se dobiti zbog istovremenog rjeSavanja sudara moze se
pripisati nesavrSenosti tijela, tj. mikro-strukturi materijala. Dobiti ¢e se jedno od
mnogih fiziCki uvjerljivih rjeSenja, a Sto je i bio cil].

Sudari se detektiraju tako da se tijela privremeno pomaknu na mjesto sljedeceg
vremenskog koraka, te se provjerava koja se tijela medusobno preklapaju. Na isti
nacin se detektiraju i kontakti izmedu tijela, tako da ukoliko nema sudara tijela se
trebaju pomaknuti na isto mjesto na koje su se pomakli tijekom detekcije sudara.
To Ce se posti¢i tako da se nove brzine (brzine koje dobijemo u sljede¢em
vremenskom koraku zbog utjecaja sile) koriste pri odredivanju novih pozicija tijela i
kod detekcije sudara i kod detekcije kontakta. Dok Ce se stare brzine koristiti za

rjeSavanje sudara a nove brzine za rjeSavanje kontakata.

Neka su trenutna pozicija i brzina objekta x i v. Nova pozicija objekta koja ¢e

se koristiti za detekciju sudara je:

X' = X+ At(v + Atg) (6.1)
Impuls za rjeSavanje sudara primijeniti Ce se na brzinu v.
Nova pozicija objekta koja ¢e se koristiti za detekciju kontakta je:

X" =X+ AtV (6.2)

Impuls za rjeSavanje kontakta primijeniti ¢e se na brzinu v' =v+ Atg .
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Pri tome se V' odreduje nakon rjeSavanja sudara tako da se vidi da ukoliko nema

sudara nove pozicije ¢e biti jednake kao i kod detekcije sudara.

Nakon rjeSavanja svih sudara tijela imaju nove brzine tako da se mogu pojaviti
novi sudari izmedu tijela koja prethodno nisu bila u sudaru, tako da se cijeli
postupak ponovi nekoliko puta. Pri tome se redoslijed po kojem se detektiraju
sudari izmedu tijela svaki put promijeni na naCin da se dva nasumi¢no odabranim

tijelima u listi zamijene mjesta.

Za svaki pronadeni par tijela u sudaru odrede se svi vrhovi tijela koje se nalaze
unutar drugog tijela te po jedna toCka sa svakog ruba koja se nalazi najdublje
unutar drugog tijela. Od svih tih vrhova te toCaka sa rubova uzme se tocka koja se
nalazi najdublje unutar nekog od tijela. Pomocu nje se odredi reakcija na sudar, .
nova brzina tijela. Pomocu te nove brzine ponovo se odredi pozicija objekta. Sada
je moguce da vise nema sudara izmedu tijela, ukoliko jo§ uvijek ima sudara
postupak se ponavlja sve dok se sve toCke jednog tijela viSe ne nalaze unutar
drugog tijela ili se udaljavaju od njega. Kako bi se ubrzalo rjeSavanje sudara
postupak se neée ponavljati sve dok se sve toCke razdvajaju nego dok se sve

toCke barem jedanput ne razdvajaju.
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7. Reakcija na sudar

Sve sile koje djeluju na kruto tijelo mogu se obuhvatiti jednom silom F koja
djeluje na centar mase tijela i jednog momenta sile M . Neka je r pozicija centra

mase i m masa tijela. Prema osnovnim fizikalnim zakonima vrijedi [9]:
F =ma, (7.1)
M=rxF=lLa +o,xl0 (7.2)
gdje su:
a, linearna akceleracija tijela
@, kutna akceleracija tijela

lzraz o, x| @, iz jednadZbe (7.2) sadrzi sile koje djeluju na tijelo pod utjecajem
momenta inercije koje su zanemarive u trenutku sudara. Uzimajuéi u obzir da su

m,, I, i r, konstante gornje jednadzbe se mogu integrirati tako da se dobije:
j=mAv, (7.3)
nxj, =LA (7.4)
gdje je:
t

j impuls sudara j(t) = [ f (¢)dz

0

Sada se mogu napisati promjene brzine i kutne brzine pod utjecajem impulsa:

AV, == ] (7.5)

Ao, = 1,71, % (7.6)
Brzina toCke na tijelu je:
U, =v, +o, xn (7.7)

Kombiniranjem jednadzbi (7.5), (7.6) i (7.7) dobije se promjena brzine toCke na

tijelu:
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1 . _ . 1 - T,
Aul:m—J+(| lrlxj)xrlz[m—l—rlllll’le (7.8)

1 1
gdje je:

; matrica vektorskog produkta od r

1 jediniCna matrica veliCine 3x3
Na isti nacin se moze dobiti promjena brzine toCke na drugom tijelu, jedina razlika
je dase j zamijenis — j.

Au, =—[i1—r; Izlr;jj (7.9)
mZ

Sada se mogu napisati brzine to¢aka nakon sudara:
u, =u, +K;j (7.10)
u, =u, —K,j (7.11)

gdje je:

K = (il—; | fj 3x3 matrica i naziva se matrica sudara.
m

Iz (7.10) i (7.11) odredi se relativha brzina toCaka nakon sudara:

Uy =Ug +Ki ] (7.12)

rel
gdje je:
K; zbroj K, i K,
MnoZenjem gornje jednadzbe s normalom dobije se:
Ulgn = Uy + NTKIN (7.13)

Relativna brzina izmedu toCaka nakon sudara u slu€aju bez trenja jednaka je:

Uy, =—¢U (7.14)

|,'el,n rel,n
gdje je:
¢ koeficijent elasti¢nosti
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Uvrstavanjem (7.14) u (7.13) dobije se konacna vrijednost impulsa:

(_g urel,n _urel,n)

i, = NTKCN (7.15)
i=1i,N (7.16)
Iz (7.5) i (7.6) slijedi da Ce brzine tijela nakon sudara biti:
V' :vJ_rl (7.17)
m
o' =0l (rxj) (7.18)

7.1. Stati¢ko i dinamicko trenje

Postoje dvije vrste trenja: statiCko i dinami¢ko. StatiCko trenje se odnosi na
trenje kod kojeg tijelo miruje na podlozi dok se kod dinami€kog trenja tijelo klize po

podlozi. Svako tijelo ima svoj odredeni koeficijent trenja x koji opisuje odnos sile

trenja i sile kojom tijelo pritiS¢e podlogu. Kod odredivanja reakcije na sudar uzima
se najveéi od ta dva moguca koeficijenta. Prvo se odredi impuls s pretpostavkom

da je staticko trenje dovoljno veliko tako da se tijela ne mogu micati. Dakle, za

’
rel,t

brzinu nakon sudara u smjeru tangente vrijedi u’,, =0. Iz Cega slijedi da ce
relativha brzina nakon sudara biti:

’
rel

Uy =—¢€ Uy N (7.19)

rel,n

Sada se moze izraCunati impuls j uvrStavanjem (7.19) u (7.12):

j=K*(-eu, ,N-u,) (7.20)
Prema Columb-ovom zakonu za silu trenja vrijedi:
F, <uN (7.21)

r

Znaci da ukoliko je sila kojom djelujemo na tijelo u smjeru tangente na podlogu
veca od uN tijelo ¢e se poceti gibati i na njega Ce djelovati dinamicko trenje.

Analogno tome za izraCunati impuls sudara u (7.20) komponenta u smjeru
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tangente mora biti ve¢a od 4j, kako bi u trenutku sudara na tijelo djelovalo

dinamicko trenje.
[i= (- NN < -, (7.22)

Ukoliko vrijedi (7.22) izraCunati impuls j u (7.20) je ispravan te se moZze primijeniti
na rjeSavanje sudara. InacCe je potrebno odrediti impuls uzimajuéi u obzir kineticko

u rel t

trenje. Neka je T = smjer tangente sudara, impuls sudara zbog trenja biti e

rel,t

u smjeru obrnuto smjera tangente:
Jo=—u 5T (7.23)
Ukupni impuls je zbroj impulsa sudara bez trenja i impulsa zbog dinamickog trenja:
j=j N—ujT (7.24)

Uvrstavanjem (7.24) i (7.14) u (7.12) pomnozeno s normalom i dobijemo impuls:

. —(e+1u, .,
o = T( al (7.25)
NTK (N-zT)

Iz (7.24) i (7.25) dobijemo konacni impuls sudara:

j=Jy(N=uT) (7.26)

7.2. Trenje prilikom kotrljanja i vrtnje

Kada se toCke kontakta ne mogu micati pod utjecajem statiCkog impulsa, tijelo

joS uvijek ima slobodu da se kotrlja i vrti. Trenje ovisi o relativnoj kutnoj brzini

izmedu tijela o, i o koeficijentima trenja u,;, i u,, . Brzina vrtnje u smjeru

normale kontakta jednaka je @, , = ®,,N i ona ozna€ava vrtnju tijela dok je brzina

rel,n

vrtnje u smjeru tangente o, =0, -0, ,N i oznacava kotrljanje tijela. Kutna

brzina o/, odredi se tako da se veli€ine normalne i tangencijalne komponente
umanje za vrijednosti g, J, 1 g J,- Pri tome valja limitirati vrijednosti na nulu da

se ne bi obrnuo smjer vrinje tijela.
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!/

Kutni impuls kojim se smanjuje relativna kutna brzina za vrijednost o/, —o,,
jednak je:
=L (0 o) (7.27)
gdje je:
L =17 +1,"
Za nove kutne brzine vrijedi:
o' =+l (7.28)
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8. Rjesavanje kontakata

Kod rjeSavanja sudara izvrSeno je nekoliko iteracija tako da su se tijela odbila
jedna od drugih nekoliko puta i dobilo se uvjerljivo ponaSanje tijela. lako mozda i
nisu rijeSeni svi sudari pa se tijela i dalje sudaraju svejedno se azuriraju brzine i
krene se na rjeSavanje kontakata. Algoritam za rjeSavanje kontakata jednak je
algoritmu za rjeSavanje sudara osim Sto se za koeficijent elasti¢nosti koristi
vrijednost nula tj. sudari Ce se tretirati kao da su neelasti¢ni. Sudare je ispravno
tretirati na ovaj nacin zbog toga Sto se tijela koja se mnogo puta sudaraju unutar

kratkog vremenskog intervala vrlo brzo gube energiju i prestaju se gibati.

Isto kao i kod detektiranja sudara kontakti se detektiraju tako da se privremeno
odrede novi polozaiji tijela koje bi poprimili u sljiede¢em vremenskom koraku i zatim
se testiraju na sudare. Tako za tijela koja stoje na podlozi niSta se necCe detektirati
prilikom detekcije sudara ali nakon $to im se promjeni brzina utjecajem gravitacije

detektirat e se kontakti.

8.1. Koeficijent elasti¢nosti

Za svaki vrh koji se nalazi unutar drugog tijela oznacCi se da je u kontaktu. Uzme
se onaj vrh koji se nalazi najdublje unutar drugog tijela i giba se prema drugom
tijelu i na njega se primjeni neelasti¢ni impuls. Za novu poziciju tijela ponovo se
uzme vrh s najve¢om dubinom sudara i na njega se primjeni neelasti¢ni impuls.
Postupak se ponavlja sve dok se svi vrhovi barem jednom ne nadu izvan tijela ili
se udaljavaju od tijela. Pri tome se za bolju preciznost umjesto primjenjivanja
potpunog neelasticnog impulsa ¢ =0 za svaki vrh u kontaktu postepeno se u
svakom koraku iteracije upotrebljavaju impulsi £ =-0.9, £¢=-0.8, ¢ =-0.7 sve do
¢ =0 u zadnjem koraku iteracije, €ime se tijelo postepeno usporava umjesto da se
potpuno zaustavi. Negativni koeficijent elastiCnosti oznatava to da ¢e se tijelo

samo usporiti umjesto da promjeni smjer.

29



RjeSavanje kontakata

8.2. Propagirajuc¢i model

Veliki problem se javlja kada imamo tijela koja stoje jedno na drugom tako da ¢e
biti potrebno izvrsiti viSe iteracija kako bi se svi kontakti detektirali. Takav nacin
rjeSavanja kontakata naziva se propagiraju¢i model za razliku od simultanog

rjeSavanja kontakata.

|
v v

“—— — <

|
v v
l

Slika 16. Propagirajuci model

Neka za primjer imamo kocke koje stoje jedna na drugoj. Pod utjecajem
gravitacije sve kocke ¢e poceti padati istom brzinom tako da ¢e se samo za kocku
na dnu detektirati kontakt sa podlogom. RjeSavanjem kontakta kocka na dnu ¢ée
dodi u stanje mirovanja i u sljedecoj iteraciji Ce se detektirati kontakt izmedu te
kocke i kocke koja stoji na njoj. Sada Ce se rijesiti kontakt kao neelastiCni sudar
tako da se gornja kocka nece zaustaviti nego ¢e se samo duplo sporije gibati. Da
bi stvar bila jo§ gora sada ¢e se i donja kocka nastaviti gibati i biti e potrebno
ponovo rijeSiti sudar izmedu nje i podloge kako bi se zaustavila. Vidimo da tijela
sporo konvergiraju ispravnom rjeSenju pa je potrebno mnogo iteracija kako bi se

dobilo uvjerljivo ponasSanije tijela.

8.3. Kontaktni graf

Kako bi se povecala efikasnost rjeSavanja kontakata potrebno je konstruirati
kontaktni graf. Pomocu grafa ¢e se odrediti redoslijed kojim ¢e se rieSavati kontakti
izmedu tijela. Zeljeni redoslijed rjeSavanja kontakata je u smjeru od podloge i
drugih statickih objekata prema vrhu. Nakon odredivanja novih brzina tijela zbog
utjecaja gravitacije za svako tijelo se odredi njegova nova pozicija u sljiede¢em
vremenskog koraku, zatim se odrede svi kontakti izmedu tog i ostalih tijela. Za

svaki se kontakt u graf doda usmijereni brid koji pokazuje od trenutnog tijela prema
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tijelu s kojim je detektiran kontakt. Tijela je potrebno sortirati a to se postize
pretraZivanjem grafa u dubinu. Tako se za naslagane kocke dobije sortirana lista

kocaka od dna prema vrhu kao $to pokazuje sljedeca slika.

ALN K

QY12 21z

S 1

Slika 17. Konstrukcija kontaktnog grafa

Za usmijereni aciklicki graf G sortiranje je prilicno jednostavno. Sljedeéim

algoritmom stvara se sortirana lista ¢vorova:

DFS (G)
{
za svaki ¢vor u iz G
u.visited = false;

za svaki ¢vor u iz G
ako (!u.visited) DFS-Visit (u);

DFS-Visit (u)
{

u.visited = true;

za svaki ¢vor v iz u.cvoroviDjeca
ako (!v.visited) DFS-Visit (v);

dodaj ¢vor u u listu ¢&vorova;
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Za slozenije sluCajeve poput skupa domino plocCica sloZenih u krug gdje svaka
leZi na onoj ispod sebe u jednu razinu se stavi podloga a sve plocCice se stave u
drugu razinu. Znadi sva tijela koja medusobno imaju cikliCku vezu postavljaju se u

istu razinu kao Sto se vidi na slici 18.

/
/
<<:1| 2 2

1

Slika 18. RjeSavanje ciklicke veze u kontaktnom grafu
Sortiranje grafa koji ima ciklicke veze obavlja se na sljedeci nacin:
1. izradunaj inverz grafa G'.
2. pozovi DFS(G') kako bi se odredio redoslijed izlaza iz &vorova.

3. pozovi DFS(G) s time da se pocetni ¢vorovi u glavnoj petlji od DFS

uzimaju obrnutim redoslijedom od redoslijeda izraCunatog u koraku 2.

4. Za svaki novi ¢vor u glavnoj petlji od DFS broj razine povecaj za jedan, a
sve Cvorovi do kojih se dolazi rekurzivnim pozivom DFS-Visit oznaci

trenutnim brojem razine.

Za primjer na slici 18. Dobije se sljedeci kontaktni graf G.
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Inverz G' grafa G dobije se promjenom smijera svih veza unutar grafa.

Pretrazivanjem u dubinu inverznog grafa G' u koraku 2 dobije se sortirana lista
(4,3,5,2,1). U koraku 3 graf G se pretraZuje obrnutim redoslijedom od redoslijeda
zapisanog u listi pa se tako prvo ¢vor 1 stavi u prvu razinu, zatim se u sljedecu
razinu stave ¢vorovi 2,3,4 i u zadnjoj razini ¢vor 5 ¢ime dobijemo sortirane ¢vorove
po razinama kao na slici 17. Dokaz da je prethodni algoritam ispravan te njegov

detaljniji opis mogu se pronaci u [10]i [11].

8.4. Propagiranje Soka

Bez obzira na koristenje kontaktnog grafa svejedno ce biti potreban dosta veliki
broj iteracija da bi se dobila uvjerljiva simulacija. No neovisno o tome koliki je broj
iteracija koriSten nakon nekog vremena ¢e se primijetiti da tijela propadaju jedno u
drugo pogotovo za simulaciju veceg broja tijela naslaganih jedno na drugo. Da bi
se rijeSio taj problem koristit Ce se metoda propagiranja Soka [1]. To znaci da Ce
se nakon rjeSavanja kontakata izvrsiti joS jedna iteracija na poseban nacin. Nakon
rieSavanja kontakata u svakom nivou grafa za sva tijela u tom nivou masa se
postavlja na beskonacnu vrijednost (matrica sudara se postavi na nulu). Sada se
vidi prava svrha kontaktnog grafa. Ako se tijelo kojem je masa postavljena na
beskonacnu vrijednost nade u sudaru s nekim tijelom iz viSeg nivoa njegova brzina
se nece promijeniti pod utjecajem impulsa nego ce tijelo iz viSeg nivoa dobiti duplo
vecu brzinu tako da Ce se tijela ispravno razdvoijiti. Nakon Sto zavrSi propagiranje
Soka, mase tijela je potrebno vratiti na prethodnu vrijednost. Valja napomenuti da
za dva tijela koja su u kontaktu i nalaze se u istom nivou nijednom jo$ nije
postavljena beskonatna masa tako da se medu njima rjeSavanje kontakata
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obavlja na uobi€ajen nacin. Medutim sada je spora konvergencija tijela lokalizirana

na maniji skup.

Primjer rada algoritma se mozZe vidjeti na slici 19. Prolaskom kroz graf
kontakata u prvom nivou zbog kontakta s podlogom kocka na dnu se zaustavlja te
joj se masa postavlja na beskonacnu vrijednost. U sljede¢em nivou kocka koja je
iznad nje se zaustavlja i masa joj se postavlja na beskonac¢nu vrijednost i tako se
nastavlja sve do zadnjeg nivoa. Vidimo kako nam kontaktni graf omogucuje da se

u jednom prolazu ispravno zaustave sva tijela.

|
v
|
v v
|
v

Slika 19. Princip rada metode propagiranja Soka.

Da bi vidjeli zasto je potrebno prvo izvrSiti nekoliko iteracija rjeSavanja
kontakata pomocu propagirajuéeg modela prije primjene propagiranja Soka
posluzit ¢e primjer na slici 20. Kontaktni graf pokazuje od podloge prema vrhu.
Ako bi se sada odmah primijenilo propagiranje Soka, daska bi poprimila
beskonacnu masu tako da bi desna teza kocka vidjela dasku beskonaCne mase i
ne bi mogla gurnuti dasku prema dolje. Propagiraju¢i model nam omogucava da
daska dobije "osjecaj tezine". KoriStenjem odredenog broja iteracija, daska i tijela
u kontaktu s njom dobiju odgovarajuée brzine prije primjene konac¢nog
propagiranja Soka, ¢ime je omoguceno da desna kocka gurne dasku prema dolje i

da daska gurne lijevu kocku prema gore.
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@,

Slika 20. Propagiraju¢i model omogucava da teZa kocka gurne dasku prema

dolje i da zatim daska gurne lijevu kocku prema gore.
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9. Zglobovi

Kao Sto su se impulsi koristili za modeliranje sudara i kontakata na sliCan
nacin mozemo odrediti impulse za modeliranje zglobova tj. za odredivanje
ograniCenja pozicije i orijentacije. Postoje dvije osnovne vrste zglobova:

translacijski i rotacijski zglobovi.

9.1. Translacijski zglobovi

Translacijski zglobovi briSu translacijske stupnjeve slobode, to znaci da se tijela
nece moci translatirati u odredenim smjerovima ali ¢e se modéi rotirati u svim

smjerovima.

Slika 21. Stupnjevi slobode translacijskih zglobova

9.1.1.Translacijski zglob s ograni¢ena tri stupnja slobode
Najjednostavniji primjer zgloba je sferni zglob koji se vidi na slici 21a. Zglob
spaja jednu tocCku tijela A s jednom tockom tijela B tako da se tijela jedino mogu
rotirati oko zajedniCke spojne toCke. Ovaj zglob brise sva tri translacijska stupnja
slobode. Naravno da se tijela mogu translatirati u globalnom sustavu, medutim u

odnosu jedan na prema drugom tijela se ne mogu translatirati.
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Slika 22. Sferni zglob
Ako bi se tijela simulirala bez uzimanja u obzir ogranienja, tijela ¢e se razdvoijiti
kao na slici 22. Potrebno je pronaci impuls j na poc€etku simulacijskog koraka
kojim ¢e se eliminirati udaljenost Ap koja nastaje na kraju simulacijskog koraka

(stabilizacija pozicije). Udaljenost na kraju vremenskog koraka jednaka je:
Ap=x,+R -r,—%x,—-R,-T, (9.1)
gdje su:
X,, X, pozicije tijela na kraju vremenskog koraka
R,, R, orijentacije tijela na kraju vremenskog koraka
r,,r, pozicije toCke zgloba u lokalnim koordinatama tijela

Bududi da toCke na tijelu uglavnom imaju nelinearno gibanje odgovarajuci impuls
se moze odrediti rjeSavanjem nelinearne jednadzbe iterativho kao u [12] no ovdje

Ce se odrediti na pojednostavljen nacin kao u [13]. Ako je relativha brzina izmedu

dvije toCke u simulacijskom koraku promijenjena za i—f kao da je relativnho gibanje

izmedu toCaka linearno tada ¢e izraCunati impuls j kojim se eliminira brzina i—f

smanijiti udaljenost Ap no nece se potpuno eliminirati. Stoga je potrebno iterativho
nekoliko puta izraCunati impuls j sve dok udaljenost ne nestane s odredenom

tolerancijom. U [13] su odredili da je za vremenski korak od 0.04s koji odgovara
simulaciji od 25 sli¢ica u sekundi dovoljno jedna do dvije iteracije da bi se
eliminirala udaljenost s tolerancijom od 10°m, osim u slu¢ajevima gdje tijela imaju

veliku brzinu. U primjerima napravljenim u ovom radu dovoljna je bila i jedna
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iteracija za uvjerljivu simulaciju. Prednost ovakvog pojednostaviljenja je da je
jednadzba za odredivanje odgovarajuceg impulsa linearna pa je impuls lako za

izraCunati.
1z (7.12) slijedi da za impuls kojim se eliminira brzina Au vrijedi:
Au =K, j (9.2)

Iz Cega se slijedi da za impuls kojim se eliminira udaljenost Ap na kraju

vremenskog koraka vrijedi:

Ap .
— =K 9.3
At 7] (9-3)
gdje je:

At veliina vremenskog koraka

Nakon zavrSetka simulacijskog koraka potrebno je jo§ zadovoljiti ograni¢enja
brzine (stabilizacija brzine). Relativha brzina toCaka tijela koje odgovaraju zglobu
mora biti jednaka nuli tako da je potrebno eliminirati brzinu na kraju simulacijskog

koraka. Brzina na kraju simulacijskog koraka jednaka je:
AU=V, +®, xI, =V, —®, X, (9.4)
gdje su:
v,,V, brzine tijela na kraju vremenskog koraka
®,, ®, Kutne brzine tijela na kraju vremenskog koraka
r,,r, pozicije tocke zgloba u lokalnim koordinatama tijela

Impuls kojim se eliminira brzina Au odreden je jednadzbom (9.2).

9.1.2. Translacijski zglob s ograni¢ena dva stupnja slobode

Druga vrsta translacijskog zgloba je zglob koji briSe dva stupnja slobode i
prikazan je na slici 21b. Zglob je odreden toCkama zgloba A i B u lokalnim
koordinatama prvog i drugog tijela i vektora osi rotacije a u lokalnim koordinatama
prvog tijela. Tocka B moze se slobodno gibati na liniji A+ Aa. Prije raCunanja

impulsa toCka A trebala bi se pomaknuti po liniji odredenoj s osi a na poziciju
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gdje je najmanja udaljenost od tocke B. Prilikom implementacije toCka se nece
direktno pomicati po liniji nego ¢e se impuls izraCunati na drugi nacin. Impuls kojim
se eliminira promjena brzine Au odreden je jednadzbom (9.3). Impuls se izraCuna
projekcijom jednadzbe (9.3) u dvodimenzionalni prostor. Potrebno je odrediti
linearno nezavisne vektore b i ¢ okomite na vektor a. Vektor b izraCuna se
pomocu vektorskog produkta vektora a i vektora jedne od osi koordinatnog
sustava, na primjer v=(10,0). Problem je to vektorski produkt izmedu dva
paralelna vektora nije definiran pa ukoliko je kut izmedu a i v priblizno jednak nuli
vektor b se izraCuna kao vektorski produkt vektora a i vektora neke druge osi npr.
v =(0,1,0). Za uvjet kuta se uzima vrijednost pribliZzno jednaka nula a ne jednaka
nuli zbog bolje preciznosti prilikom raCunanja okomitog vektora. Vektor ¢ jednak
je vektorskom produktu vektora a i b. lzraCunati vektori b i ¢ odgovaraju
stupnjevima slobode koje treba ograniciti. Slijedi da za jednadzbu pomocu koje se

raCuna impuls vrijedi:

Ap T v
2P _pKk.P 9.5
At P (9.9)

gdje su:

.
P= [bT ] € R?*® matrica projekcije
c

j' projicirani impuls u dvije dimenzije
Impuls u tri dimenzije odreden je sa:
ji=P"-J (9.6)
Na isti nacin se odredi i impuls kojim se eliminira promjena brzine Au
PAu = PK,PTj’ (9.7)

Takoder je potrebno impuls j' pomocu izraza (9.6) transformirati u 3D prostor.
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9.1.3.Translacijski zglob s ograni¢enim jednim stupnjem slobode

Ovaj translacijski zglob brise samo jedan stupanj slobode i prikazan je na slici
21c. Zglob je odreden toCkama zgloba A i B u lokalnim koordinatama prvog i
drugog tijela i vektora osi rotacije a i b u lokalnim koordinatama prvog tijela.
ToCka B moze se slobodno gibati na ravnini A+ la+ 4b. Potrebno je prije
racunanja impulsa pomaknuti toCku A po ravnini na poziciju gdje je najmanje
udaljena od toCke B . Dakle, impuls ¢e se izraCunati projekcijom jednadzbi (9.2) i
(9.3) u jednodimenzionalni prostor. Matrica projekcije jednaka je P :(cT)e R™ a
impulsi kojima se eliminira promjena udaljenosti Ap i brzine Au raCunaju se

rjeSavanjem jednadzbi na isti naCin kao i u prethodnom poglavlju. | zglob sa sva tri
ograni¢ena stupnja slobode bi se takoder mogao rijesiti na isti naCin s time da se

za matricu projekcije uzme jediniCna matrica.

9.2. Rotacijski zglobovi

Rotacijski zglobovi briSu jedan do tri rotacijska stupnja slobode. Za razliku od
prijasnjih impulsa ovdje Ce biti potrebno izraCunati kutni impuls j;. Kutni impuls
mijenja samo kutnu brzinu. 1z (7.18) se moze vidjeti da promjena kutne brzine pod

utjecajem kutnog impulsa iznosi:
o' =0t (9.8)
Sada se moze izraCunati kutni impuls iz relativne promjene brzine:
Aw =L, j; (9.9)
gdje je:

1 -1
L= +1,
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(a)

Slika 23. Stupnjevi slobode rotacijskih zglobova

9.2.1. Rotacijski zglob s ograni€ena tri stupnja slobode

Za zglob koji brise sva tri rotacijska stupnja slobode vrijedi da se mogu
translatirati u svim smjerovima ali se ne mogu rotirati relativno u donosu jedan na
prema drugom, prikazan je na slici 23a. Sli¢no kao sto je kod translacijskog zgloba
bilo potrebno eliminirati udaljenost na kraju simulacijskog koraka tako je ovdje
potrebno eliminirati rotaciju koja nastaje na kraju simulacijskog koraka. Promjena u

relativnoj orijentaciji izmedu tijela na kraju simulacijskog koraka jednaka je:

AQ = (0, ()™ a, t, + A (0, t) ™ - 0, (t, + AL)) (9.10)
gdje su:
aq,(t,), q,(t,) orijentacije tijela na po€etku simulacijskog koraka
q, (t, + At), q,(t, + At) orijentacije tijela na kraju simulacijskog koraka

Kvaternion Aq potrebno je pretvoriti u os rotacije a i kut rotacije « . Rotacija koju
je potrebno eliminirati jednaka je Ad =« -a. 1z (9.9) slijedi da za kutni impuls kojim

se eliminira rotacija Ad vrijedi:

Ad :
Ttk (9.11)
Odgovarajuci impuls j; se racuna iterativno sve dok rotacija Ad ne nestane s

odgovarajucom tolerancijom. Na kraju simulacijskog koraka mora se eliminirati i
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razlika u relativnoj kutnoj brzini izmedu tijela Ao =w, —o,. Za impuls kojim se

eliminira kutna brzina Aw vrijedi:

Ao=L, -, (9.12)

9.2.2.Rotacijski zglob s ograni€ena dva stupnja slobode

Rotacijski zglob koji briSe dva rotacijska slobode stupnja prikazan je na slici
23b. Tijela se mogu rotirati oko jedne zajedniCke osi i translatirati u svim
smjerovima. Zglob je odreden s dvije osi a, i a, koje predstavljaju tu zajedniCku os
u lokalnim koordinatama tijela. Potrebno je odrediti linearno nezavisne vektore b i
¢ okomite na vektor a,. Vektori se odrede na isti nacin kako je opisano u poglavlju

o translacijskim zglobovima. GreSka koja nastaje prilikom simulacije tj. razlika u
orijentaciji na kraju simulacijskog koraka koju treba ispraviti jednaka je vektorskom

produktu dviju rotacijskih osi u trenutku t, + At.
Ad = a, (t, + At) xa, (t, + At) (9.13)

Odgovarajuéi impuls izraCunat ¢e se projekcijom jednadzbe (9.11) u ravninu

odredenu sa vektorima b i c. Dakle, vrijedi:

Ad ,
PE=PLTPT-1T (9.14)

gdje su:
bT
2)(3 . . .
P= (CT j € R“ matrica projekcije
j' projicirani impuls u dvije dimenzije

Za kutni impuls kojim se eliminira razlika u kutnim brzinama Ao vrijedi:

PA®@=PL.PT - j! (9.15)

!

Kutni impuls u tri dimenzije jednak je j, =P - j..
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Zglobovi

9.2.3.Rotacijski zglob s ograni€enim jednim stupnjem slobode
Rotacijski zglob s ograniCenim samo jednim rotacijskim stupnjem slobode
prikazan je na slici 23c. Tijela se mogu translatirati u svim smjerovima i rotirati oko
dva linearno nezavisna vektora a i b. Zglob je odreden s dva vektora a i b pri
¢emu se a nalazi u lokalnom koordinatnom sustavu tijela prvog tijela dok se b
nalazi u lokalnom koordinathom sustavu drugog tijela. Oba dva vektora su
normalizirana. Zglob onemogucava rotiranje oko osi c=axb, to znaci da kut

izmedu vektora a i b ¢ =arccos(a-b) mora biti jednak tokom cijele simulacije.

GreSka koja nastaje na kraju simulacijskog koraka tj. razlika u rotaciji koju treba

eliminirati jednaka je:
Ad = (p(t, +At) - o(t,))- (9.16)

Kutni impuls kojim se eliminira nastala greSka raCuna se projekcijom jednadzbe
(9.11) u jednodimenzionalni prostor. Matrica projekcije jednaka je P = (cT)e R™.
Razlika u kutnim brzinama A eliminira se projekcijom jednadzbe (9.12) s istom
matricom projekcije. Svi rotacijski zglobovi se mogu simulirati pomoc¢u jednadzbi
(9.11) i (9.12) s time da se za rotacijski zglob s ograniCena tri stupnja slobode

koristi jedini€na matrica za matricu projekcije.
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Hibridni model

10. Hibridni model

Prednost prethodne metode modeliranja zglobova je Sto se mozZe jednostavno

integrirati u simulaciju sa sudarima i kontaktima. Korak integracije je sada:
o detekcija i rjeSavanje sudara i stabilizacija brzine
e odredivanje novih brzina i stabilizacija brzine
e detekcija i rjeSavanje kontakata i stabilizacija pozicije
e odredivanje novih pozicija i stabilizacija brzine

Buduéi da se prilikom rjeSavanja sudara i odredivanja novih brzina pod
utjecajem gravitacije mijenjaju brzine potrebno je izvrSiti stabilizaciju brzine nakon
tih koraka. Stabilizacija pozicije je povezana s rjeSavanjem kontakata. Nakon
konstruiranja kontaktnog grafa rjeSavaju se kontakti jedan po jedan od najnize
prema najvisoj razini. Nakon rjeSavanja svih kontakata izmedu tijela na odredenoj
razini s tijelima na nizoj razini rjeSavaju se ogranicenja (zglobovi) izmedu tijela na
toj razini i tijela na nizoj razini. Takoder se izvodi i propagiranje Soka na isti nacin.
Na kraju se odrede nove pozicije i orijentacije i ponovo se izvede stabilizacija
brzine. Razlog zbog kojeg se stabilizacija pozicije vrsi unaprijed je zbog toga jer
ako bi se stabilizacije izvela nakon odredivanja novih pozicija doslo bi do
preklapanja objekata. Na sljedecoj slici se vidi sluaj kada se ne koristi stabilizacija
unaprijed. Tijela na slici lijevo bi dosSla u konfiguraciju prikazanu desno i tada bi se
pokuSalo spoijiti toCke zgloba, Sto je nemoguce bez preklapanja tijela. Koristenjem

stabilizacije unaprijed onemogucuje se uopce dolazak u desnu konfiguraciju [12].

Slika 24. Stabilizacija unaprijed
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Implementacija

11. Implementacija

Program za simulaciju je napravljen u programskom jeziku C++ Kkoristenjem

OpenGL grafiCkog sucelja te koda za stvaranje .avi datoteka AVIGenerator.cpp.

M RigidBody Simulation 9(=)t3
Simulation  RigidBody Demos  Joint Demos  Wiew  Record

)
b
Wy

)

gh
I

/
0%
)

o

i
o

Slika 25. Program za simulaciju

Pritiskom lijeve tipke miSa i pomicanjem miSa moguce je rotirati kameru dok je
kursorskim tipkama moguce pomicati kameru. Ostalo upravljanje programom

obavlja se pomoc¢u menija u gornjem dijelu prozora.

U grupi Simulation mogucée je pokretati i zaustavljati simulaciju te odrediti
parametre simulacije a to su broj iteracija rjeSavanja sudara, kontakata zglobova

te koriStenje novog ili starog koraka simulacije.
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Implementacija

Collision Iterations: | 5 (0]4 |
Contack Iterations: | 10 Cancel

Joink Iterations: | 10 [ 2ld Tirme Step

Set parameters

Slika 26. Postavljanje parametra simulacije

U grupama RigidBody Demos i JointDemos pokrec¢u se razne simulacije.

U grupi view moguce je odrediti nacin prikaza tijela.

Wireframe prikazuje ZiCani oblik tijela.
Sample Points prikazuje toCke koje se koriste prilikom detekcije sudara.

Depth Field prikazuje polje udaljenosti gdje su zelenom bojom prikazane

toCke unutar tijela a crvenom toCke izvan tijela.

World AABB za svako tijelo prikazuje omedujuéi kvadar poravnat s

koordinatnim osima.

Planar Shadows za svako tijelo prikazuje njegovu sjenu.

U grupi Record moguce je pokrenuti i zaustaviti snimanje simulacije.
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Rezultati

12. Rezultati

Dobiveni rezultati prikazani su u sljede¢im primjerima. Ukoliko nije drukdcije
navedeno koriSteni parametri su 5 iteracija rjeSavanja sudara, 10 iteracija

rjeSavanja kontakata i 10 iteracija rjeSavanja zglobova.

Slika 27. Savrseno elasti¢no tijelo na kosini
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Rezultati

Na slici 27 prikazan je primjer savrSeno elastiCnhog tijela na kosini gdje je u
ljevom stupcu koriSten standardni korak integracije, dok je u desnom stupcu
koriSten novi postupak integracije opisan u petom poglavlju. Vidi se kako u prvom
primjeru kocka nekontrolirano skaku¢e dok u drugom primjeru ispravno klizi niz

kosinu.

=

Slika 28. Klackalica

Na prethodnoj slici prikazan je primjer klackalice. TeZza kocka ispravno gurne
lakSu kocku i nakon Sto teZza kocka otklize s klackalice lakSa kocka gurne nazad
klackalicu prema dolje. Ukoliko se koristi samo propagiranje Soka bez da se izvrsi
nekoliko koraka rieSavanja kontakata klackalica ¢e ostati u po¢etnom polozaju i

nece se uopce pomaknuti.
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Rezultati
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Slika 29. Prevrtanje kocki

Na slici 29 je primjer u kojem je uvjerljivo prikazano prevrtanje kocki. Prvo se

daska lagano pocinje prevrtati, zatim se kocke naslazu na dasku i onemogucuju

kocke prevrce daska zajedno s

ce

s

dasku da se prevrne te se dolaskom ve

naslaganim kockama.
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Slika 30. Biljarske kugle

MUY T T
__ﬂ___,_-_—_—-—————"

Na slici 30 prikazan je rad propagiraju¢eg modela. Biljarska kugla udari jedan
dara.

Takoder ukoliko nije koristen dovoljan broj koraka rjeSavanja sudara kugle se

v

kraj kugli poslaganih u red i impuls propagira na kraj gdje se zadnja kugla po¢ne
rjeSavanja su

nece ispravno odbiti. Na sljedecoj slici je prikazan rezultat simulacije sa 4 koraka

kotrljati i utjecajem trenja kotrljanja kugla se zaustavi. Ukoliko se koristi samo

statiCko trenje kugla se nece nikad zaustaviti.
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Rezultati
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Slika 32. Domino

Slika 32 prikazuje ispravno ruSenje domino plocica. Ukoliko bi se kontaktni graf
konstruirao jednostavnim pretrazivanjem u dubinu bez rjeSavanja ciklicke veze kod
konstruiranja kontaktnog grafa nailaskom na ciklicku vezu program bi zablokirao

jer bi se beskonacno vrtio u ciklickoj vezi.

Vremena simulacije prethodnih primjera bila su zanemariva. Na slici 33 su
prikazani primjeri simulacije slozenih konkavnih tijela. Kod simulacije 60 prstena
od po 216 trokuta koji padaju na 3 stupca od 84 trokuta za simulaciju od 12
sekundi bilo je potrebno 9 minuta, tj. 0.5 sekunde po simulacijskom koraku u
trenutku kada su tijela naslagana jedno na drugo. Kod simulacije 50 naslaganih
konkavnih lubanja gdje svaka lubanja ima 2970 trokuta za simulaciju od 7 sekunde
bilo je potrebno 11 minuta, tj. 1 sekunda po simulacijskom koraku u trenutku kada
su tijela naslagana jedno na drugo. Testno racunalo je bilo Athlon64 2.4GHz, 1GB
RAM. U [1] su simulirali 500 prstena te 500 kostiju nesto vece slozenosti (lubanja

je imala 3520 trokuta) i vremena jednog simulacijskog koraka su bila 3 te 5 minuta.
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Slika 33. Slaganje prstena na stupce te slaganje konkavnih lubanja

Sljedeci primjeri prikazuju simulaciju zglobova. Na slici 34 je njihalo kod kojeg su

sve kocke spojene pomocu translacijskih ograniCenja sa ograniCena sva 3
translacijska stupnja slobode.

Slika 34. Visestruko njihalo sastavljeno pomocu translacijskih ograni¢enja
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Slika 35. Njihalo sastavljeno pomocu translacijskih i rotacijskih ograni¢enja



Rezultati

Na slici 35 je prikazano njihalo kod kojeg su sve kocke spojene pomocu
translacijskih i rotacijskih ograni¢enja tako da su ogranic¢eni svi stupnjevi slobode.
Na lijevom primjeru je prikazan ispravan rad njihala dok je u desnom primjeru
prikazano njihalo ukoliko se koristi samo jedna iteracija rjeSavanja zglobova.
Dolazi do pogreske jer se rjeSavanjem jednog zgloba javlja greSka u drugom

zglobu.

Slika 36 prikazuje zglobove s dva ograni¢ena stupnja slobode. Lijeve dvije kocke
su spojene pomoc¢u jednog translacijskog zgloba s 3 ograniCena stupnja i
rotacijskog zgloba s 2 ograni€ena stupnja. Kako je desna kocka nepomicna lijeva
kocka pod utjecajem gravitacije rotira samo oko jedne osi. Desne dvije kocke su
spojene s rotacijskim zglobom s 3 ograniCena stupnja slobode i translacijskim

zglobom s 2 ograni€ena stupnja slobode tako da se kocke mogu samo translatirati

po jednoj osi u ovisnosti jedna prema drugo;.

Slika 36. Zglobovi s ograni¢ena dva stupnja slobode
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Rezultati

Na slici 37 je prikazano kombiniranje zglobova sa simulacijom sudara i kontakata.
Simulirano je 108 lubanja (od kojih se svaka sastoji od 2970 trokuta) kako padaju
na stupce s time da je po 6 lubanja povezano zglobovima u krug te se vidi kako
zglobovi ostaju nerazdvojeni tijekom simulacije. Simulacija od 6 sekundi je trajala
26 minuta. Testno raCunalo je Athlon64 2.4GHz, 1GB RAM.

=

Slika 37. Slaganje konkavnih lubanja povezanih zglobovima.
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Zakljucak

13. Zakljuéak

U ovom radu predstavljena je jedna od mnogih metoda simulacije krutih tijela.
Veliki dio rada se moze iskoristiti i za simulaciju tijela pomoc¢u neke druge metode,
pogotovo dio o gibanju tijela te raCunanju svojstva tijela. Prednost ove metode je u
dvostrukom prikazu geometrije tijela tako da je jednostavno za odrediti sudar vrha
s tijelom te normalu sudara. Upotrebom novog redoslijeda integracije nije potrebno
koristiti otprilike odredenu granicu brzine za razlikovanje sudara od kontakata te
metoda propagiranja Soka omogucuje brzu a ujedno i uvjerljivu simulaciju

naslaganih tijela.

Nedostatak je u tome Sto se preklapanje izmedu objekata jo$ uvijek moze
dogoditi zbog toga Sto su neki objekti stavljeni u istu razinu prilikom konstrukcije
grafa. Osim toga metoda je i prilicno spora i to najviSe zbog toga Sto se vrSi
preveliki broj detekcija sudara. Ukoliko se Zeli napraviti $to brza simulacija ne bi se
smijelo koristiti viSe od jedne detekcije sudara po koraku simulacije. Neke od brzih
metoda su [8] i [14]. Metoda [14] je sliCna opisanoj metodi s time da se ne vrsi
ponovna detekcija sudara prilikom rjeSavanja svake toCke sudara. Dok je kod
metode [8] odredivanje reakcije na sudar veoma pojednostavljeno (koristi se sila
opruge) tako da je moguée paralelno rjeSavanje sudara a time ujedno i
implementacija na grafi¢koj kartici te tada i simulacija velikog broja konkavnih tijela

radi u stvarnom vremenu.

56



Popis slika

14. Popis slika

Slika 1. 2D polje udaljenosti za SImbol R [2] .........ouuueeeeeeeiiiiiieeeeeeeeeeen, 2
Slika 2. Interpolacija UdaljenosSti..............cccoooi i 3
Slika 3. Skalarno polje i njemu odgovarajuce vektorsko polje............ccccccuuunnn.. 4
Slika 4. Interpolacija NOrMAE ..................ccooeiiiiiiieicee e 4

Slika 5. 2D prikaz odredivanja celije u kojoj se nalazi toCka te njezine koordinate

U koordinatnom SUSEAVU CEIIJE ...........ccooeeeeeeeee et 5
Slika 6. Sudar izmedu dva brida.................ccccoouuiiiiiiiiiiiiieeiee e 6

Slika 7. Skalarni umnozak r = p—x s jednom normalom daje pozitivan rezultat

A S Arugom NEQGALIVAN. ............cuuii ittt e e e e e 7
Slika 8. Sedam razli¢itih Voronoi-evih regija ravnine u kojoj se nalazi trokut ..... 8
Slika 9. Odredivanje udaljenosti tocke od trokuta...................coceeeiiiiiiiieeeiinnnnnnn. 9
Slika 10. Odredivanje poloZaja to¢ke u odnosu na simetrale kutova................ 10
Slika 11. Pozicija i orijentacija tijela.....................cooouuueiieeeeiiiiiieiieeee e 12
Slika 12. Linearna i kutna brzina tijela..................oooouuiiiiiiiiiiiiiiieee e 13
Slika 13. Brzina toCke na tifelu .................cccccoeiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeee 15
Slika 14. Gibanje kocke na kosini pri standardnom koraku integracije............. 20
Slika 15. Gibanje kocke na kosini pri novom koraku integracije........................ 21
Slika 16. PropagirajuCi MOQEl.................uuuniiiieiiieeeeeeeee e 30
Slika 17. Konstrukcija kontaktnog grafa .............cccccccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeee 31
Slika 18. RjeSavanje ciklicke veze u kontaktnom grafu............cccccceeeeeeieeeennnnn. 32
Slika 19. Princip rada metode propagiranja SOKa. ...............cccccoeuvueeeeeeeeaneennnn, 34

Slika 20. Propagiraju¢i model omogucava da teZza kocka gurne dasku prema

dolje i da zatim daska gurne lijevu kocku prema gore. ...............cceeeeeeeeeeeeeeeennnnnnn. 35
Slika 21. Stupnjevi slobode translacijskih zglobova .............ccccccccceeeiieeiiiennnnnnn. 36
Slika 22. STerni ZQIOD ..............coeeeiieeeeeeee et 37



Popis slika

Slika 23.
Slika 24.
Slika 25.
Slika 26.
Slika 27.
Slika 28.
Slika 29.
Slika 30.
Slika 31.
Slika 32.
Slika 33.
Slika 34.
Slika 35.
Slika 36.

Slika 37.

Stupnjevi slobode rotacijskih zglobova.................ceeiiiiiiiiiieeiiinnnnn. 41
Stabilizacija unaprifed............ccccoooiiiiii 44
Program za SIMUIACIIU ...............cccoouuuiiiiiiiiiiee e 45
Postaviljanje parametra SImulacife ..................ccoceeeeeeeiiiiieeeeiiiieeeeeennan, 46
Savrseno elastiCno tijelo Na KOSINI.............cccoooeeeveeeiiiiiiieeeeeeeeenn 47
KIGCKAIICA ...t 48
Prevrtanje KOCKI ..............uiia it 49
BilJarske KUGIE ...........cooeeueeeeeie et 50
Nedovoljan broj koraka SIMulacife ..................cooeeeeeeiiieeeeeeeeeennn 50
DOMUNO ...t e e e e e 51
Slaganje prstena na stupce te slaganje konkavnih lubanja .............. 52
Visestruko njihalo sastavijeno pomocu translacijskih ogranicenja..... 52
Njihalo sastaviljeno pomocu translacijskih i rotacijskih ogranicenja ... 53
Zglobovi s ograni¢ena dva stupnja slobode................cccccoeeeueunciann.... 54
Slaganje konkavnih lubanja povezanih zglobovima. ......................... 55

58



Literatura

15. Literatura

1.

10.

1.

12.

13.

Eran Guendelman, Robert Bridson and Ronald Fedkiw. Nonconvex rigid bodies with stacking.
ACM Transactions on Graphics, (SIGGRAPH 03), pp. 871-878, Lipanj 2003.

Sarah F. Frisken, Ronald N. Perry, Alyn P. Rockwood, and Thouis R. Jones. Adaptively
Sampled Distance Fields: a general representation of shape for computer graphics. In Proc.
SIGGRAPH 2000, pp. 249-254, 2000.

J. Andreas Beerentzen and Henrik Aanaes. Generating Signed Distance Fields From Triangle
Meshes. IMM-TECHICAL REPORT, 2002.

Mark W. Jones. 3D Distance from a Point to a Triangle. Technical Report CSR-5-95, Department
of Computer Science, University of Wales Swansea, Veljaca 1995.

David Baraff. Physically Based Modeling: Rigid Body Simulation. Online SIGGRAPH 2001
Course Notes, 2001.

Rick Parent. Computer Animation - Algorithms and Techniques, 2002.

Brian Mitrich. Fast and accurate computation of polyhedral mass properties. J. Graph. Tools 1,
2, pp. 31-50, 1996.

Masayuki Tanaka, Mikio Sakai and Seiichi Koshizuka. Particle-based Rigid Body Simulation and
Coupling with Fluid Simulation. Transactions of JSCES, 2007.

Brian Mitrich. Impulse-based Dynamic Simulation of Rigid Body Systems, doktorska disertacija,
University of California, Berkly, Jesen 1996.

Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald L. Rivest. Introduction to algorithms. The MIT
Press,1990.

Robert Sedgewick. Algorithms in Java, Third Edition, Part 5: Graph Algorithms. Addison Wesley.
2003.

Rachel Weinstein, Joseph Teran, and Ron Fedkiw. Dynamic Simulation of Articulated Rigid
Bodies with Contact and Collision. IEEE Transactions on visualization and computer graphics.
2005.

Jan Bender and Alfred A. Schmitt. Fast Dynamic Simulation of Multy-Body Systems Using
Impulses. Institut flr Betriebs- und Dialogsysteme, Universitat Karlsruhe, Germany. 2006.

14.Jan Bender and Alfred A. Schmitt. Constraint-based collision and contact handling using

impulses. Universitat Karlsruhe, Germany. 2006.

59



Sazetak

Sazetak

(Fizikalna simulacija sudara konkavnih krutih tijela)

U ovom radu je opisana fizikalna simulacija krutih tijela. ObjaSnjene su osnove
gibanja krutih tijela te raCunanja fizikalnih svojstva tijela. Sudari izmedu konkavnih
tijela se detektiraju koristenjem polja udaljenosti dok se za reakciju na sudar
koriste impulsi. Prilikom reakcije na sudar uzeto je u obzir statiCko i dinamicko
trenje te trenje prilikom kotrljanja i vrtnje. KoriSten je novi redoslijed integracije
kojim se eliminira potreba za koriStenje praga brzine za razlikovanje izmedu
sudara i kontakta. Velika vaznost je dana uvjerljivom simuliranju velikog broja
naslaganih tijela a to je postignuto koriStenjem metode propagiranja Soka. Takoder
je opisana simulacija zglobova pomoc¢u impulsa i njihovo integriranje sa

simulacijom krutih tijela.

Kljuéne rije€i: konkavna kruta tijela, sudar, kontakt, polja udaljenosti, trenje,

naslagana tijela, zglobovi
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Abstract

Abstract

(Physical simulation of collisions between concave rigid bodies)

This paper describes physical simulation of rigid bodies. It explains basics of
rigid body motion and computation of rigid body physical properties. Collisions
between concave bodies are detected using signed distance fields while collision
reaction is performed using impulses. Collision reaction is using static, dynamic,
rolling and spinning friction. New time stepping scheme is used that eliminates the
need for velocity threshold to differentiate between collisions and contacts. Great
importance is given to efficient simulation of large number of stacked bodies and
that is accomplished using shock propagation algorithm. It also describes

simulation of joints using impulses and their integration with rigid body simulation.

Keywords: concave rigid bodies, collision, contact, signed distance fields,

friction, stacking, joints
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