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Uvod

Kao $to naslov sugerira bavit ¢emo se jednim od najvaznijih slucajnih procesa
— Brownovim gibanjem {W(¢) : ¢ > 0} i njegovom vezom s Dirichletovim
rubnim problemom

Au=0

na otvorenom povezanom skupu U C R s rubnim uvjetom

U\aU =

za p € C(OU).

Prica o Brownovom gibanju pocinje sa britanskim botanicarom Robertom
Brownom!, koji je proucavaju¢i pod mikroskopom zrnce peluda u vodi, primi-
jetio da se Cestice peluda kaoti¢no kre¢u. On je uocio da te Cestice nasumic¢no
mijenjaju smjer i brzinu gibanja. Kasnije je fizikalno objasnjeno da do gibanja
dolazi zbog sudara sa drugim cesticama iz okoline. Postoje naznake da je ovaj
fenomen opazen i ranije.

Albert Einstein i Marian Smoluchowski? (neovisno jedan od drugoga)
pokazali su, preko jednadzbe provodenja, vezu Brownovog gibanja i Gaussovskih
funkcija. Jean Perin? je svojim eksperimentima potvrdio rezultate Einsteina i
Smoluchowskog.

Matematicki (vjerojatnosni) model nosi naziv Wienerov proces u ¢ast ame-
rickog matematicara Norberta Wienera. Wiener je prvi postavio precizniji
matematicki model za Brownovo gibanje. U ovom radu posvetit ¢emo se upravo
tom modelu.

Danas se matematicki model Brownova gibanja koristi za modeliranje cijena
na burzama. Kao $to na jednu cesticu peluda utjece kretanje molekula vode, tako
i na kretanje cijena na burzama utjec¢u razni drugi (¢esto nepredvidivi) faktori.

Ovaj rad sastoji se od cetiri poglavlja. U nultom poglavlju Preliminarije po-
novljene su neke definicije i rezultati, a i uvedeni su neki novi pojmovi (poput
slu¢ajnih elemenata).

U prvom poglavlju Osnovna svojstva Brownovog gibanja definiramo ovaj pro-
ces, dokazujemo egzistenciju vjerojatnosnog prostora, pokazujemo da Brownovo

11773.-1858.
Zpoljski fizicar, 1872.-1917.
3francuski fizidar, 1870.-1942.



gibanje pripada skupini Gaussovih procesa i neka vremenska svojstva, kao i
vaznu vezu izmedu slu¢ajne Setnje i Brownovog gibanja. U ovom poglavlju,
nadalje dokazujemo da ne postoji vremenski interval u kojem je Brownovo giba-
nje monotono, te da funkcija t — W (t) nije derivabilna ni u jednoj tocki (gotovo
sigurno).

U drugom poglavlju Markovljevo svojstvo i harmonicnost uvodimo nove poj-
move poput filtracije, visedimenzionalnog Brownovog gibanja i vremena za-
ustavljanja. Promatramo (jako) Markovljevo svojstvo Brownovog gibanja i
neke posljedice tih svojstava. Pokazujemo da je Brownovo gibanje martingal i
da pripada skupini Markovljevih procesa. Preko nekih opéenitih teorema, koji
govore o svojstvima martingala, pokazujemo svojstva vremena izlaska.

U tre¢em poglavlju Dirichletov problem ponavljamo neka poznata svojstva
harmonijskih funkcija, uvodimo pojam Dirichletovog rubnog problema i
pokazujemo jedinstvenost njegovog rjeSenja (ukoliko postoji). Na kraju poka-
zujemo da ako skup U na kojem je zadan Dirichletov rubni problem omeden i
zadovoljava Poincaréov uvjet konusa da onda postoji rjesenje Dirichletovog
rubnog problema. U tom slucaju rjesenje je zadano sa

u(z) = Eu[o(W(7))], (*)

gdje je 7 =inf{t > 0: W(t) € oU}.

()

Slika 0.1. Interpretacija jednakosti (x): Prosjek vrijednosti funkcije ¢
u tockama prvog susreta s rubom OU Brownovog gibanja
s pocetkom u x tezi prema u(zx).



0. Preliminarije

0.1. Limesi superior i inferior

Mnogo puta smo se imali priliku susresti s ovim limesima, a i u ovom radu ¢emo
ih susretati ¢esto. Znamo da postoji viSe vrsta tih limesa, npr. limes inferior
za nizove, limes superior za skupove. U ovom odjeljku kratko ¢emo ponoviti
definicije, uvesti oznake i navesti svojstva ovih limesa, te se upoznati s limesom
inferiorom i superiorom funkcija.

Definicija 1. Neka je (a,) niz realnih brojeva. Tada sa
limninf a, = sup{inf{a; : k > n} :n € N}

oznacavamo limes inferior ili donji limes niza (a,), a sa
limsup a,, := inf{sup{ay : k > n} : n € N}

oznacavamo limes superior ili gornji limes niza (a,,).

Sljedeca propozicija govori o svojstvima limesa superior i inferior za niz bro-
jeva.

Propozicija 0.1. Za niz realnih brojeva (a,) vrijede sljedece turdnje.

(a) Limes inferior i superior postizu svoju vrijednost u skupu R = RU{—o0, +00},
tj. limint, a,, limsup, a, € R.

(b) Vrijedi
liminf a,, < limsupa,
i pritom je liminf, a, najmanja, a limsup,, a, najveca tocka gomilanja niza
(an) u R.

(¢) Niz (a,) konvergira u R, ako i samo ako je liminf, a, = limsup, a,. U tom
slucaju vrijedi lim,, a,, = liminf, a,, = lim sup,, a,.

Sljedeca vrsta limesa superiora i inferiora s kojom smo se susreli je ona za
nizove skupova.



0. PRELIMINARIJE
Definicija 2. Neka je (A,) niz dogadaja u vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).

Sa -
@M:HUM

n=1k=n

definiramo limes superior tog niza, a sa

n n=1k=n

limes inferior toga niza.

Sljedeca propozicija nam govori o poznatim svojstvima limesa superior i infe-
rior za niz skupova.

Propozicija 0.2. Neka je (A,,) niz dogadagja u vierojatnosnom prostoru (Q, F,P).
Vrijede sljedece tvrdngje.

(a) lim, A,,lim A, € F.
(b) Sljedece skupovne jednakosti su tocne

limA, = {we€Q:we A, za beskonacno mnogo n}

limA, = {weQ:weA, zasven osim njih konaéno mnogo}
n

(¢c) Vrijedi lim, A, C lim, A,,.
(d) Ako je (A,) rastuéi niz dogadaja, tada je

n=1
a ako je padajuci, tada je
lim A, =Tim A, = [ 4,.
n " n=1
(e) Vrijedi nejednakost

P(lim A4,) < liminf P(A,) < limsup P(A,) < P(lim 4,,)

n

Posljednja vrsta je limes superior i inferior za funkcije u nekoj tocki.

Definicija 3. Neka je S C R, f:S5 — R funkcija i S? skup gomilista skupa S u
R. Za zy € S¢ sa

limsup f(z) = sup{a € R+ (I(zn) € (S\ {z0})")(@n — 20)(f(zn) — a)}

T—xo



0.1. Limesi superior i inferior

definiramo limes superior funkcije u tocki x,, a sa

liminf f(z) = inf{a € R: (3(zn) € (S\ {20})")(wn — 20)(f(2n) — )}

T—To

definiramo limes inferior funkcije u tocki x,.

Trebat ¢e nam limes superior i inferior s lijeva i zdesna za funkcije u nekoj
tocki.

Definicija 4. Neka je S CR i f:S — R funkcija. Oznac¢imo sa
St .={zeR: (Ve >0)(3s e S)(s e (x—e,z))},

St ={xeR: (Ve >0)3s € S)(s € (v, +¢e))}.

Za xy € S¢ sa

limsup f(z) = sup{a € R : (I(zs) € (S\ {2o})")(@n /" 20)(f(22) — a)}

T—To—

liminf f(z) = inf{a € R: (3(za) € (S\ {20})") (w0 /" 20)(f(2n) — a)}

T—To—

definiramo limese superior i inferior s lijeva funkcije u tocki xy. Za xy € Si
sa

limsup f(z) = sup{a € R : (I(zs) € (S\ {2o})")(@n \, 20)(f(22) — @)}

r—x0+

liminf f(z) = inf{a € R: (3(zn) € (S\ {20})") (@0 \ 20)(f(2n) — )}

T—xo+
definiramo limese superior i inferior funkcije zdesna u tocki x.

Sljedeca propozicija ¢e nam reé¢i nesto o vezi limesa funkcije i limesa superior
i inferior funkcije.

Propozicija 0.3. Neka je f : R — R funkcija i xqg € R. Vrijede sljedece turdnje.
(a) Limes lim, .., f(z) postoji ako i samo ako je

limsup f(z) = liminf f(z).

T—x0 T—T0

b) Limes lim,_ ..+ f(x) postoji ako i samo ako je
0

limsup f(x) = liminf f(z).

r—xot r—Tot
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0.2. Borel-Cantellijeva lema i Borelov zakon nula-
jedan

Vrlo ¢esto ¢e nam trebati neki kriterij da utvrdimo da li se nesto dogodilo besko-
na¢no mnogo puta. O tome nam govori sljede¢a propozicija.

Propozicija 0.4. (BOREL-CANTELLIJEVA LEMA) Ako su A,, n € N dogadaji u
vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) i vrijedi

i P(A,) < +o0,
n=1

tada je
Plim 4,) =P (Z 14, = —|—oo> =0.
" n=1

Ako su dogadaji A, i nezavisni, vrijedi sljedeé¢i teorem.

Teorem 0.5. (BORELOV ZAKON NULA-JEDAN) Neka su A,, n € N nezavisni
dogadagi u vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P). Tada je

— [0, akoje Y P(A,) < +oo,
IP’(h}lnAn) N { 1, akoje >.0° P(A,) = +o0.

n=1

0.3. Gotovo sigurna svojstva

Ovdje ¢emo precizno definirati gotovo sigurna svojstva.

Definicija 5. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Za dogadaj A € F kazemo
da je vjerojatnosti nula ili zanemariv, ako je P(A) = 0.

Za svojstvo P(w) kazemo da vrijedi gotovo sigurno na dogadaju B € F, ako
postoji zanemariv dogadaj C' € F (podskup od B) takav da za sve w € B\ C je
ispunjeno P(w).

Ako je B =€) onda kazemo da svojstvo P vrijedi gotovo sigurno.

Vrlo ¢esto ¢e se dogadati da éemo imati gotovo sigurna svojstva P za koja
skup

{weQ: Pw)}
uopce ne mora biti izmjeriv, tj. nije dogadaj!

Primjerice, ako imamo vremenski neprekidan sluc¢ajni proces {X(¢) : ¢ > 0}
mozemo zahtijevati da t — X (¢) bude gotovo sigurno neprekidno preslikavanje,
no skup

{we D :t— X(t)(w) neprekidno preslikavangje}

ne mora biti dogadaj. Mi ¢emo u ovakvom slucaju pokazati da postoji dogadaj A
za koji je P(A) = 1 takav da je za w € A preslikavanje ¢ — X (¢)(w) neprekidno.

6



0.4. Slucajni elementi na metrickom prostoru i konvergencija po distribuciji

0.4. Slucajni elementi na metrickom prostoru i ko-
nvergencija po distribuciji

Kako bismo mogli bolje proucavali slu¢ajne procese vise ne¢emo moci promatrati
samo slucajne varijable ili vektore na kona¢nodimenzionalnom realnom prostoru,
ve¢ ¢emo morati razmatrati prirodno poopéenje pojma slucajnih varijabli, tzv.
slucajne elemente na nekom opcéenitom metrickom prostoru.

Definicija 6. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i (M, d) metricki prostor. Sa
7, oznac¢imo topologiju na prostoru M induciranu metrikom d i neka je B(M) =
0(7;). Preslikavanje X : Q) — M je slu¢ajni element (u M ), ako je ono izmjeriva
funkcija u paru o-algebri (F,B(M)).

Za sluc¢ajne elemente u metrickim prostorima vrijede razni sli¢ni teoremi onima
koje smo dokazivali za sluc¢ajne varijable, no definicija konvergencije po distribu-
ciji je nesto drukcija.

Definicija 7. Neka je (M, d) metricki prostor i B(M) Borelova c-algebra na M.
Pretpostavimo da su X, zan € N i X slucajni elementi u M. KaZemo da niz
slucajnih elemenata (X,) konvergira po distribuciji slu¢ajnom elementu X ako
za svaku omedenu neprekidnu funkciju g : M — R vrijedi

Tim E[g(X,)] = E[g(X)].
U tom slucaju pisemo X, 24X,
Napomena 1. Uofimo da kompozicija go X izmjerive funkcije g : M — R (u paru
o-algebri (B(M),B(R))) i slu¢ajnog elementa (na M) X predstavlja izmjerivu
funkciju, odnosno u ovom slu¢aju je g(X) slu¢ajna varijabla.
Napomena 2. Slucajni elementi X i X,, za n € N ne moraju nuzno biti defi-
nirani na istom vjerojatnosnom prostoru. (Kao §to to nije bilo nuzno ni kod
konvergencije po distribuciji slu¢ajnih varijabli).

Pojam konvergencije gotovo sigurno za sluc¢ajne elemente je analogan onom ko-
jeg smo imali kod sluc¢ajnih varijabli. Kao i kod slu¢ajnih varijabli, kod sluc¢ajnih
elemenata konvergencija gotovo sigurno povlaci konvergenciju po distribuciji.

Teorem 0.6. Neka niz (X,,) niz slucajnih elemenata (u metrickom prostoru M)
koji konvergira gotovo sigurno prema slucajnom elementu (u M) X (na nekom

vjerojatnosnom prostoru (2, F,P)). Tada vrijedi X, <X,

Sljedeci teorem nam govori o karakterizacijama konvergencije sluc¢ajnih eleme-
nata po distribuciji.

Teorem 0.7. (PORTMANTEAUOV TEOREM) Neka su X i X,, za n € N slucajni
elementi na nekom metrickom prostoru M. Sljedece su tvrdnje ekvivalentne.

(i) X, > X.
(i) Za sve zatvorene skupove F u M wvrijedi

limsupP(X,, € F) <P(X € F).
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(iii) Za sve otvorene skupove U u M wvrijedi

P(X € U) <liminf P(X,, € U).

(iv) Za sve Borelove skupove A u M za koje je P(X € 0A) = 0 vrijedi
lim P(X, € A) =P(X € A).

n—oo

(v) Za sve omedene izmjerive funkcije g : M — R sa svojstvom
P(g ima prekid w X) = 0 vrijedi

Elg(Xn)] — E[g(X)].

Napomena. Za izmjerivu funkciju g skup {g ima prekid u X} = {X € D,} (gdje
je D, oznaka za skup toc¢aka u kojima g ima prekid) je izmjeriv.

Za slucajne varijable (i slucajne vektore) definicija konvergencije po distri-
buciji ekvivalentna onoj za slu¢ajne elemente u metrickom prostoru R (R") sa
standardnom euklidskom metrikom.

Teorem 0.8. (HELLY-BRAY TEOREM) Neka su X i X, za n € N slucajne
varijable te neka su njihove funkcije distribucije dane sa F(x) = P(X < x) i
F.(x) =P(X, <z). Tada su sljedece tvrdngje ekvivalentne

(i) Niz (X,,) konvergira po distribuciji prema X (u smislu definicije 7).
(i1) Vrijedi lim F,(x) = F(z) za sve x u kojima je F' neprekidna.
Ista tvrdnja vrijedi za sluc¢ajne vektore. Odjeljak zavrsavamo sljede¢om lemom
i njezinom posljedicom.

Lema 0.9. Neka su M i M’ metricki prostori i g : M — M’ neprekidna funkcija.
Neka niz slucajnih elemenata (X,) (u M) konvergira po distribuciji slucajnom
elementu (v M) X. Tada su g(X) i g(X,) za n € N slucajni elementi (u (M'))

i vrijedi g(X,,) <, g(X).

Posljedica 0.10. Neka je (X,,) niz d-dimenzionalnih slucajnih vektora koji ko-
nvergira po distribucigi d-dimenzionalnom slucajnom vektoru X. Tada za sve

neprekidne funkcije g : R — R™ wrijedi g(X,,) 4 9(X).

0.5. ViSedimenzionalne normalne razdiobe

U cijelom odjeljku radimo na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) na kojem su
definirane slucajne varijable koje navodimo.

Definicija 8. Neka su X1, X», ..., X, nezavisne jedini¢cne normalne slucajne va-
rijable. Slucajni vektor X = (X1, Xs,...,X,) zovemo standardni normalni
n-dimenzionalni slu¢ajni vektor. Ovo oznacavamo X ~ N(0,1,).

Pokazuje se da vrijede sljedeca svojstva.

8



0.6. Uvjetno ocekivanje

Propozicija 0.11. Funkcija gustoée standardnog n-dimenzionalnog normalnog
slucajnog vektora X je dana formulom

_ 2
eIz,

gdje je x € R™. Takoder vrijedi da je ocekivanje BE[X] = 0 € R™ i kovarijacijska
matrica Cov|[X] =T &€ M,«,(R).

Definicija 9. Kazemo da slucajni vektor Y ima m-dimenzionalnu normalnu
razdiobu ako postoje n-dimenzionalni standardni normalni slucajni vektor X,
matrica A € M,,«,(R) i m-dimenzionalni vektor b € R™ takvi da vrijedi

Y =AX"+b".

Vrijede sljedeca svojstva.

Propozicija 0.12. Slucajni vektor Y definiran u definiciji 9 ima matematicko
ocekivange E[Y] = b i kovarijacijsku matricu Cov[Y] = AAT.

Propozicija 0.13. Neka je A € M, «,(R) regularna matrica, X ~ N(0,I,),
beR":Y™ = AX" +b". Tada je Y neprekidan n-dimenzionalan normalna
slucajan vektor s gustocom

fy(y) = (V2m)™"(det C)"Zexp ((C™'(y — b)|y — b)) (1)
za sve'y € R", gdje je C = AA" kovarijacijska matrica.

Propozicija 0.14. Neka je C pozitivno definitna matrica, b € R"™ ¢ Y n-
dimenzionalan slucajni vektor s funkcijom gustoée (1) tada postoji reqularna ma-
trica A € My,«n(R), X ~ N(0,1,,) takvi da je YT = AX" + b".

Koristimo oznaku Y ~ N(b, C) za n-dimenzionalnu normalnu slu¢ajnu vari-
jablu s ocekivanjem b € R" i kovarijacijskom matricom C € M,y (R).

Propozicija 0.15. Neka je Y ~ N(b,C), te neka je B regularna matrica reda
m. Oznacimo sa Z := BY, tada je Z ~ N(Bb, BCB").

Sljedeca propozicija nam govori o nezavisnosti komponenti normalnog slucaj-
nog vektora.

Propozicija 0.16. Neka je C = diag(o?,03,...,02) i Y ~ N(b,C). Tada su
komponente od Y nezavisne slucajne varijable.

0.6. Uvjetno ocekivanje

Neka je dan vjerojatnosni prostor (2, Fy,P) i X slu¢ajna varijabla na tom vje-

rojatnosnom prostoru za koju postoji E[X]. Za A € Fy oznacavali smo uvjetno
ocekivanje sluc¢ajne varijable X za dani A sa

E(X|A) = /QX Py,

9



0. PRELIMINARIJE
gdje je P4(-) = P(:|A) uvjetna vjerojatnost uz uvjet A.
Sada ¢emo promatrati malo drukéije uvjetno ocekivanje.

Definicija 10. Neka je o-algebra F na ) takva da je F C Fy. Uvjetnim oceki-
vanjem od X uz dano F zovemo svaku slucajnu varijabluY (na vjerojatnosnom
prostoru (2, Fy,P)) koja ima sljedeca svojstva

(i) o(Y) C F, odnosno Y je F-izmjeriva;

/XdIP:/YdIP’.
A A

Vrijedi tvrdnja sljedeéeg teorema.

(ii) za sve A € F vrijedi

Teorem 0.17. Slucajna varijabla Y postoji i jedinstvena je do na F-izmjeriv
skup wvjerojatnosti nula.

Radi ovog teorema za uvjetno ocekivanje od X uz danu o-algebru F oznaca-
vamo sa

E(X|F).

Neka je Z neka slucajna varijabla na poc¢etnom vjerojatnosnom prostoru. De-
finiramo uvjetno ocekivanje slu¢ajne varijable X uz uvjet sluc¢ajne varijable Z
sa

E(X|Z) =E(X|o(Z)).
Sljede¢im teoremom opisana su svojstva uvjetnog ocekivanja.

Teorem 0.18. Za sve a, § € R, slucajne varijable X,Y @ o-algebru F na Q) takvu
da je F C Fo.Pretpostavimo da je E[|X|] < 400 i E[|Y]] < +00. Vrijede sljedece
tordnje.

(a) E[E(X|F)] = E[X].
(b) E(aX + BY|F) = aE(X|F) + SE(Y |F). (LINEARNOST)
(c) Ako je X <Y, onda vrijedi E(X|F) < E(Y|F). (MONOTONOST)

(d) Ako je X, > 014 X, / X, onda vrijedi E(X,|F) / E(X|F). (MONOTONA
KONVERGENCIJA)

(e) Neka je ¢ : R — R neprekidna konveksna i E[|o(X)|] < 400. Tada vrijedi
C(E(X|F)) <E(e(X)|F). (UVJETNA JENSENOVA NEJEDNAKOST)

(f) Neka je X F-izmjeriva. Tada vrijedi BE(X|F) = X.
(g9) Neka je X F-izmjeriva i E[|XY|] < 4+o00. Tada vrijedi E(XY|F) = XE(Y|F).

(h) Neka je X nezavisna o F, tj. za sve A € o(X) i B € F vrijedi P(AN B) =
P(A)P(B). Tada je E(X|F) = E[X].
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0.7. Diskretni martingali

(i) Neka su Ay, Ag, ..., A, € Fo takvi da je AN A; =0 zai# 35, U, Ai = Q,
P(A) >0zai=1,2,...n1F =0{A;1,As,..., A,}. Tada vrijedi

E(X|F) = iE[X|Ai]1Ai'

Iz definicije uvjetnog ocekivanja definiramo i uvjetnu vjerojatnost.

Definicija 11. Uz iste oznake kao i na pocetku definiramo

P(A|F) == E(14]F).

0.7. Diskretni martingali

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Promatramo niz sluc¢ajnih varijabli (X,,)
na tom vjerojatnosnom prostoru i familiju rastu¢ih o-podalgebri {F,, : n € N}
od F.

Definicija 12. Za niz slucajnih varijabli (X,,) kazemo da je martingal (u odnosu
na {F, :n € N}) ako za sve n € N vrijedi

(i) E[[Xn[] < +o00;

(ii) X, je F, izmjeriva;

(iii) E(X,11|Fn) = Xy
Martingali brojna svojstva.

Teorem 0.19. Ako je (X,,) martingal tada za m,n € N takve da je m < n vrijedi
E(X,|Fn) = X
Nadalje, vrijedi E[X,] = E[X,,].

Definicija 13. Kazemo da je slucajna varijabla N vrijeme zaustavljanja ako
za sve n € N vrijedi
{N =n} e F,.

Sa
Fy ={AceF:(VneN)(AN{N =n}eF,)}

definiramo o-algebru pridruzenu sluc¢ajnom vremenu N.

Propozicija 0.20. Ako je N vrijeme zaustavljanja i (X,,) je martingal, onda je
Xuin{Nn} takoder martingal.

Teorem 0.21. Neka je (X,,) martingal i N, M vremena zaustavljanja. Ako je
M < N i postoji k € N takav da je P(N < k) =1, onda vrijede sljedece tvrdnje.
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0. PRELIMINARIJE
(a) E[Xo] = E[Xn] = E[X,].
(b) E[Xu] = E[XN].
(c) E[Xn|Fu] = Xu.
Kao posljedica svojstava martingala dobiva se sljedeé¢i koristan teorem.

Teorem 0.22. Neka je (A,,) padajuéi niz o-podalgebri od F 1Y slucajna varijabla
s konacnim ocekivanjem na vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P). Vrijedi

E[V|A] S EYA] i E[Y]A] ™ E[Y]A),
gdje je A=(", A,.

0.8. Opcéeniti Markovljevi procesi

Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor, (F,E) izmjeriv prostor (najcesée (R, B)
ili (R*,B™)) i T' C R skup parametara.

Definicija 14. Slucdajnim procesom s vrijednostima u (E,E) zovemo svaku
familiju X = {X(t) : t € T} funkcija X(t) : Q@ — FE izmjerivih u paru c-algebri
(F,E).

U daljem tekstu je T = R .

Definicija 15. Neka je X = {X(t) : t € T’} slucajni proces s vrijednostima u
(E, &), {F(t) : t > 0} rastuca familija o-podalgebri od F na Q, {P, : x € E}
familija vjerojatnosnih mjera na (2, F), te {6, : Q@ — Q : t > 0} niz preslikavanja.
Kazemo da je X Markovljev proces ako su zadovoljene sljedece tvrdnje.

(a) Preslikavanje x — P,(X(t) € B) sa E u [0,1] je E-izmjerivo za sve t > 0 i
Bek&.

(b) Za sve t,h > 0 vrijedi X (t) o6, = X(t+ h).
(¢) Vrijedi Markovljevo svojstvo
P, (Xiys € B|F;) = Pxw (X, € B) (MS)
zasvet,s >0, re FiBeCE.
Sljedeci teorem govori nesto o svojstvima Markovljevih procesa.
Teorem 0.23. Vrigede sljedece turdngje.

(i) Preslikavanje x — E,[Y] je E-izmjerivo za sve x € E i ogranicenu slucajnu
varijablu Y koja je o{X(s) : s < t}-izmjeriva.

(1) Markovljevo svojstvo (MS) ekvivalentno je s
Eo(f(Xip)|F (1)) = Exn [/ (X)] (MS1)

za svex € E,t,s >0 1 E-izmjerive omedene funkcije f.

12



0.8. Opceniti Markovljevi procesi

(111) Markovljevo svojstvo (MS) ekvivalentno je s
E(Y 0 0,|F;) = Ex[Y] (MS2)

za sve x € B, t > 0 i ogranicenu slucajnu varijablu Y koja je c{X(s) : s <
t}-izmjeriva.

Definicija 16. Preslikavanje T' : 2 — [0, +00] zove se vrijeme zaustavljanja
obzirom na {F(t) : t > 0} ako je {T < t} € F(t) za sve t > 0. Nadalje,
definiramo Fr pripadnu o-podalgebru od F na () sa

F(T):={AeF: (vt >0)(An{T <t} € F(t))}.

Lako se pokaze da je deterministicko vrijeme T" = ¢ vrijeme zaustavljanja i u
tom slucaju je F(T') = F(t).

Teorem 0.24. Neka je E metricki prostor i € = B(E). Ako je proces Y = {Y (t) :
t > 0} neprekidan zdesna i Y (t) je F(t)-izmjerivo za svakit > 0, onda je Y (T)
izmjeriv u paru o-algebri (Fr,E).

Neka je T' vrijeme zaustavljanja za Markovljev proces X operator translacije
01 : €1 — () definiramo na sljedeéi nacin

Or(w) = Or@)(@)-
Ocito vrijedi X (h) o Op(w) = X(h+ T(w))(w).

U daljem tekstu pretpostavljamo da imamo vjerojatnosni prostor takav da je
O na njemu dobro definiran.

Propozicija 0.25. Neka je je X Markovljev proces. Za sva vremena zaustavljanja
T takva da je X(T') F(T')-izmjerivo, vrijeds

07 (o{X(s): s <t}) C F(T+1),
odnosno 07 (o{X(t) : t > 0}) C F(T +1).

Definicija 17. Neka je X = {X(t) : t € T} Markovljev proces s vrijednostima
u (E,E). Kazemo X ima jako Markovljevo svojstvo ako za svako vrijeme
zaustavljanja T i E-izmjerivu i ogranic¢enu funkciju f vrijedi

(i) X(T) je izmjerivo u paru o-algebri (F(T),&);
(ii) zasvet > 0ixz € E je
Eo(f (Xeyr) | F(T)) = Ex) [f(X(2))].

Sljedeci teorem ¢e nam trebati.

Teorem 0.26. Neka je X jaki Markovljev proces i Y ogranicena i c{X(t) : t >
0}-izmjeriva slucajna varijabla. Tada vrijedi

E.[Y 0 0| F(T)] = ExnE[Y] (JMS)
za sve x € E i svako vrijeme zaustavljanja T .
Mnoge od tvrdnji ovdje izrecenih ¢emo ponovno razmatrati za Brownovo gi-

banje u 2. poglavlju.
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0. PRELIMINARIJE

0.9. Integrali po plohama

Ovdje ¢emo ukratko ponoviti integrale po plohama.

Definicija 18. Za > C R" kazemo da je glatka (elementarna) k-dimenzionalna
ploha ako postoji otvoren povezan podskup Q C R* i preslikavanje r :  — R®
klase C* takvo da vrijedi:

(1) r(Q) =%, r je difeomorfizam izmedu 2 i 3;

(2) za svako q € Q je
{01r(q), 0ar(q), - -, Okr (@)} (2)

linearno nezavisan skup. (Ovaj skup zovemo bazom tangencijalnog prostora.)

Ako je k =n — 1, onda ¥ zovemo hiperplohom.

Za dano preslikavanje r i tocku ¢ iz njegove domene definiramo Gramovu
matricu

Gr(q) == [(0ir(@)|05m(a))ij=1... = (V1 (q))"V7(q).

Pokazuje se da vrijedi det G,.(¢q) > 0.
Vektori (2) odreduju tangencijalni prostor, a u njemu (kao bridovi) paralelotop

k
{ZAjajr(q):ogAjgl,j:L...,k}.
j=1

Volumen tog paralelotopa je D,(q) = (det G,.(q))"/2.

Definicija 19. Neka D C Q J-izmjeriv, Q) := r(D) i f : Q — R neprekidna.
Definiramo integral funkcije f po plohi () formulom

/Qde = /D<f°'f’)(q)Dr(fJ) dg.

Pokazuje se da definirani integral ne ovisi o parametrizaciji (D, r) skupa Q.
Ako je @) unija (do na zanemariv skup) disjunktnih ploha Qi,...,Q, s para-
metrizacijom (Dy,71), (D2,72), ..., (D,, 1) tada je

/Qfds = i/ijdS - i/Dj(fom(q)Drj(q) dg.

Npr. kod integriranja funkcije po sferi, ponekad, ra¢unamo integral posebno po
gornjem i donjem dijelu sfere.

Definirani integral ima uobicajena svojstva po skupovima u R™.

Sa
Q| = /Q s

definiramo k-dimenzionalnu povrsinu plohe Q). (Ovu oznaku nadalje redovito
koristimo u navedenom znacenju.)
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0.9. Integrali po plohama

Promatrajmo hiperplohu @ s parametrizacijom (D, r). Tada je tangencijalni
prostor u tocki z € @ (n — 1)-dimenzionalan, a njegov ortogonalni komplement
je jednodimenzionalan podprostor odreden vektorom

N(g) = 817“:1@ 8@((1) 017’?(61)
On—171(q) On—1r2(q) -+ Op—1rn(q)

Lako se pokaze da vrijedi ||N(q)|| = D(q). Vektor

o (No 7’_1)<5L’)
) = W or @]

zovemo jedini¢na normala hiperplohe ) u tocki x.

Vrijedi sljedeé¢i poznati teorem.

Teorem 0.27. (TEOREM O DIVERGENCIII) Neka je Q C R"™ podrucje i I' = U
po dijelovima glatka hiperploha. Za funkciju f € Cl(ﬁn) vrijeds

/Qdiv de:/F(ﬂy) ds.
(div f =327, 0;f)
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1. Osnovna svojstva Brownovog
gibanja

U ovom poglavlju proucit ¢emo definiciju Brownovog gibanja, dokazati egzisten-
ciju tog procesa i pokazati neka njegova svojstva.

1.1. Definicija i konstrukcija

Definicija 20. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor. Slucajni proces W =
{W(t) : t > 0} zove se Brownovo gibanje s pocetkom u x € R ako zadovoljava
sljedeca cetiri uvjeta:

(i) W(0) = x.
(ii)) Za sve 0 =ty <t; <ty <...<t,, su prirasti
W(ty) — Wi(to), W(ta) = W(t1),..., W(tm) — W (tm-1)
nezavisne slucajne varijable.
(iii) Za sve 0 < s <t je W(t) —W(s) ~ N(0,t — s).
(iv) Putovit — W (t)(w) su neprekidne funkcije sa R§ u R (za skoro sve w € Q).

Ako je x = 0, kazemo da je VW standardno Brownovo gibanje.

Postoji li uopc¢e vjerojatnosni prostor (2, F,P) i slu¢ajni proces W takav da
su zadovoljeni uvjeti iz ove definicije?

Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan. Prije nego iznesemo konstruktivni
dokaz postojanja Brownovog gibanja trebat ¢e nam sljedec¢a lema.

Lema 1.1. Neka je X ~ N(0,1), tada za sve x > 0 vrijedi

—z2/2

P(X >zx) < e

/27

Dokaz. Za u € [z, +00) vrijedi 1 < %, §to povlaci

P(X >zx) < — —e 2 du = e w2,
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1.1. Definicija i konstrukcija
Takoder ¢e nam trebati i ova propozicija.

Propozicija 1.2. Neka je (X,,) niz m-dimenzionalnih normalno distribuiranih
slucajnih vektora 1 X = lim,,_, X,, gotovo sigurno. Ako postoje b := lim,,_ ., EX,
i C = lim, .o CovX, € Myun(R) takvi da je det C > 0, tada je X m-
dimenzionalan normalno distribuiran slucajni vektor s ocekivanjem b i kovari-
jacigskom matricom C.

Dokaz. Neka je X,, ~ N(b,,C,). Konvergencija gotovo sigurno povlaci konver-
genciju po distribuciji. Neka je x = (x1, 29, ..., 7,,) € R™ tada vrijedi

P(X < x) = lim P(X, < x)

n—oo

= lim (27)~™/2(det C,,) "% exp (—%(Cnl(t —b,)[t — bn)) dA(t).
"0 (—o0,x]
Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je b, = 0 za sve n € N.
Funkcija det : M,,».»(R) — R je neprekidna. To povlaci da je lim,, ., det C,, =
det C. Kako je lim,, . [|C,|| = ||C||, postoji M > 0 takav da je |C,| < M. Kako
je C, simetri¢na ||C,| je njena najveca svojstvena vrijednost. Zbog pozitivne
definitnosti matrica C,, i C! je ||C,||~! najmanja svojstvena vrijednost matrice
C. L, te vrijedi |G, || 7H|E]1? < (C;ttt).
Sada smo dobili

v (=567 00)| < [eww (— 53700

Funkcija t — exp (—5i;(t[t)) je Lebesgue/Riemann integrabilna na (—oco,x], a
zbog neprekidnosti vrijedi

exp (—%(Cnlﬂt))' <

lim exp (—%(C;lﬂt)) = exp (—%(C_lﬂt)) ;

n—oo
za sve t € R™ (pa onda i A-gotovo sigurno). Po Lebesgueovu teoremu o domini-

ranoj konvergenciji slijedi

lim (27m)"™/% exp (—%(Cnlt\t)) dA(t) =

n—0o0 (—OO,X]

1
:/ (27) "™/ exp (—§(C1t|t)) dA(t)
(—OO,X]
Kona¢no dobivamo:

P(X < x) = / (27)"/2(det C) 2 exp (—%(Clﬂt)) AA(t).

(—OO,X]
Dakle, X ~ N(0,C). Time je pokazano trazeno. |

Jos nam je potrebna definicija nezavisnosti slu¢ajnih procesa.
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1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Definicija 21. Neka su 11,75 C R. Dva slucajna procesa X = {X(t):t € Ty} i
Y ={Y(t) : t € Ty} su nezavisni, ako su njihove o-algebre o(X) = o{X(t) : t €
T} io(Y)=0o{Y(t):t €Ty} medusobno nezavisne.

Sli¢no se definira nezavisnost slu¢ajnog procesa i o-algebre.
Teorem 1.3. Standardno Brownovo gibanje postoji.

Dokaz. Prvo konstruiramo Brownovo gibanje na [0, 1]. Definirajmo

k " ) .
Dn::{%:0§k§2} i D.:UDn.

neN

D zovemo skup dijadskih tocaka. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor na ko-
jemu je definiran {Z; : d € D} skup nezavisnih slu¢ajnih varijabli s distribucijom
N(0,1) na tom vjerojatnosnom prostoru.

Neka je W(0) :=01i W(1) := Z,. Za sve n € Ny definiramo W(d) za d € D,
tako da:

(1) Zasve r < s < t iz D,, vrijedi da je W (t) — W (s) ~ N(0,t — s) i nezavisno
od W(s) — W(r).
(2) Slucajni vektor (W(d) : d € D,,) i niz slu¢ajnih varijabli (Z,; : d € D\ D,,)

Su nezavisni.

Za Dy = {0, 1} zadovoljeni su ovi uvjeti pa nastavljamo induktivno. Pretpos-
tavimo da smo definirali W (d) za d € D,,_;. Sada definiramo za d € D, \ D,,_4

W({d=2")+W(d+2")  Z4
92 + 2(n+1)/2°

W(d) :=

Uoc¢imo da prvi razlomak predstavlja aritmeticku sredinu dva susjeda od d u
D,,—1. Dakle W(d) je nezavisna sluc¢ajna varijabla od (7, : t € D\ D,,) i svojstvo
(2) je ispunjeno.

Kako [W(d +2™) — W(d — 27™)] ovisi samo o (Z; : t € D,_1), neza-
visna je slu¢ajna varijabla od Z;/2("*1/2. Obje slu¢ajne varijable imaju dis-
tribuciju N(0,27(*V). Stoga su i njihov zbroj W(d) — W(d — 27") i razlika
W (d + 27™) — W (d) neovisne slu¢ajne varijable (zbog propozicije 0.16') s distri-
bucijom N(0,277).

Stovise, svi prirasti W (d) — W(d —27") za d € D, \ {0} su nezavisni. Kako
bi to pokazali dovoljno je vidjeti da su u parovima nezavisni, jer je njihov vektor
(2" 4+ 1)-dimenzionalni normalni slu¢ajni vektor. Pokazali smo da su W (d) —
W(d—2"")iW(d+2")—W(d) zad € D, \ D,_1 nezavisni. Druga mogucnost

'Neka su X,Y ~ N(0,a) nezavisne slutajne varijable. Tada je (X + Y, X —Y)7 =

va +a - . . . . .
[ N } (X/Va,Y//a)". Kako je (X/+v/a,Y/+/a) standardni normalni dvodimenzional-

ni slucajni vektor, kovarijacijska matrica vektora (X +Y, X —Y) { 2a 0

0 2 } povlac¢i da su

slu¢ajne varijable X +Y i X —Y nezavisne s distribucijom N (0, 2a).
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1.1. Definicija i konstrukcija

je da prirasti definirani s razli¢itih strana nekog d € D,_;. Odaberimo d € D;
s tim svojstvom i najmanjim j takvim da su dva intervala za koje promatramo
priraste u redom u [d — 277, d] i [d,d + 277]. Induktivno prirasti duljine 277 nad
ova dva intervala su nezavisni i prirasti duljine 27" su konstruirani od nezavisnih
prirasta W(d) — W(d —277) i W(d + 277) — W(d) koristeé¢i disjunktne skupove
sastavljenje od niza (Z; : t € D,,). Dakle, oni su nezavisni. Ovo dokazuje svojstvo
(1) i korak indukcije.

F3(t) A
27227/8
2_2Z1/8 2_2Z5/8
0 TN b " 3 6 - 1 ¢
8 8 8 8 8 8 8
2_2Z3/8
Slika 1.2.

Sada kad smo izabrali vrijednosti procesa na svim dijadskim tockama, interpo-
liramo izmedu njih. Formalno definiramo Fy(t) := tZ;, uo¢imo da je Fy(0) = 0,
Fy(1) = Z; i da je funkcija linearna. Sli¢no definiramo za n > 1 po dijelovima
linearnu funkciju (vidi sliku 1.2.):

2~ (127, zat € Dy \ Dny
Fo(t) = 0 zat € D,
) 2mni2z, B gate (to ty),t- € Dy \ Dy, ty € Doy
2-nt27, = zate (t_,ty),t- € Dy_i,ty € D, \ Dy,

gdjesuzat € [0,1]\ D, tocke t_ it susjedne u D,, takve dajet_ <t <t,. Ove
funkcije su neprekidne na [0,1] i za sve n € Ny i d € D,, vrijedi

W(d) = Z Fi(d) = Z Ey(d). (1)

Ovo se dokazuje indukcijom.Tvrdnja vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da vrijedi
zan — 1. Neka je d € D, \ D,_;. Kako za 0 < i < n funkcija F; je linearna na
[d— 27" d+ 27"], dobivamo

—

n—

F(d) = i Fi(d =27 . Fd+27) %(W(d Y W(d2)).

Il
o

Kako je F,(d) = 2= ("*V/2 7, dobivamo (1). S druge strane, iz definicije Z; i leme
1.1. za ¢ > 0 i dovoljno veliki n vrijedi

P(1Z4] > /) < oxp (‘2”) |
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1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Tada vrijedi

> r(@e pyalzem) - Sr(UGazam) o
< 33 Rz = evi)
. 2

> @'+ 1) exp (_02 n)

Zac>+V2In2red > (2" +1)exp <_02") konvergira, pa tada konvergira i red (2).

2
Fiksirajmo takav c. Po Borel-Cantellijevoj lemi (propozicija 0.4) slijedi

P(lim{(3d € D,,)(|Za| = ev/n)}) =0,
odnosno

1= P(({(3d € D) (12| = ey/m)})") = Pllim{(vd € D,)(|Zi| < cvi}).

Dakle, za gotovo sve w € 2 postoji N = N(w) takav da za sve n > N(w) i sve
d € D, vrijedi |Z4(w)| < ¢cy/n. Za sve n > N,

[Folloe < ey/n27 072,

Ova gornja granica implicira da, gotovo sigurno, red
W(t) =Y Fu(t)
n=0

konvergira uniformno na [0, 1]. Uo¢imo da je ovako dobivena funkcija W : [0, 1] —
R, gotovo sigurno, neprekidna.

Preostaje provjeriti da prirasti dobivenog procesa {W(t) : ¢t € [0,1]} imaju
trazene distribucije. Ovo slijedi izravno zbog svojstava W na gustom podskupu
D skupa [0, 1] i neprekidnosti dobivene funkcije W. Zaista, pretpostavimo da su
ty <ty <...<ty,izskupa [0,1]. Mozemo za k = 1,2,... naci t; 5 <top <...<
tnr 1 D takve da je limy_.oo t; 5 = t;. Iz neprekidnosti od W slijedi

Witiv) = W(t:) = Im (W(tirr) — W(tix))-

k—o0

Kako je limy_oo E[W (tix14) — W(tix)] =01

. tz - tiu 1= .7
Jim Cov (W(i3120 = W (1) W ty0) ~ Witie) = { (77 122

prirasti W (t;41)—W (¢;) su po propoziciji 1.2 neovisne normalne slu¢ajne varijable
s oc¢ekivanjem 0 i varijancom t; 1 — ;.
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1.2. Svojstva Brownovog gibanja

Konstruirali smo neprekidni proces W : [0,1] — R sa istim distribucijama
prirasta kao standarno Brownovo gibanje na [0, 1].

Za svaki t > 0in € Ny po definiciji je F,(t) linearna funkcija neke slu¢ajne
varijable iz skupa {X, : d € D,,}. Kako je 0{Xy:d € D,} C 0{X,:d € D} te
je Fo(t) o{Xq4: d € D,}-izmjeriva, F,(t) je 0{Xy: d € D}-izmjeriva. To povlaci
da je > 7"  Wi(t) 0{Xq4 : d € D}-izmjeriva za sve m € N, odnosnopo definiciji je
W, (t) (kao limes tih suma) o{X, : d € D}-izmjeriva slu¢ajna varijabla. Prema
tome je o{W,(t) :t >0} Co{X,:d e D}.

Konstrirajmo Brownovo gibanje na [0, 4+00). Odaberimo (novi) vjerojatnosni
prostor (€2, F,P) na kojem je definirana familija { X4, : d € D,n € N} nezavisnih
sluc¢ajnih varijabli s distribucijom N (0, 1).

Neka je W : [0,1] — R Brownovo gibanje na [0, 1] konstruirano kao u prvom
dijelu dokaza pomocu familije sluc¢ajnih varijabli {X,; : d € D}, W5 : [0,1] — R
Brownovo gibanje na [0, 1] konstruirano kao u prvom dijelu dokaza pomoc¢u fami-
lije slucajnih varijabli { X, : d € D},...Na taj nacin dobili smo niz Wi, W, ...
takvih procesa na [0,1]. Kako vrijedi o{Wy(t) : t € [0,1]} C 0{X4x : d € D}
za k € N, ovi procesi su nezavisni jer je {o{Xg4y : d € D} : k € N} nezavisna
familija.

Sada procese slijepimo na sljedeéi nacin

1)1
W (t) = Wiy (t — |t +ZW

za sve t > 0. Tako smo definirali funkciju W : [0, +00) — R za koju se lako
pokaze da je standardno Brownovo gibanje. |

1.2. Svojstva Brownovog gibanja

U ovom odjeljku upoznat ¢emo se nekim svojstvima standardnog Brownovog
gibanja W.

Lema 1.4. (SKALIRAJUCE SVOJSTVO) Neka je W = {W (t) : t > 0} standardno
Brownovo gibanje. Za sve a > 0 proces X = {X(t) := W (a®) : t > 0} je
takoder standardno Brownovo gibanje.

Dokaz. O¢ito je X(0) = 0. Neprekidnost putova i nezavisnost prirasta ¢e ostati
i nakon skaliranja. Zbog svojstava normalne distribucije, distribucija slucajne
varijable X (¢) — X(s) = (W (a’t) — W(a’s)) je normalna s ocekivanjem 0 i
varijancom t — s, za sve t > s > 0. |

Lema 1.5. (SVOJSTVO SIMETRIJE) Neka je W = {W(t) : t > 0} standardno
Brownovo gibanje. Negativno standardno Brownovo gibanje —W = {—=W (t) :
t > 0} je ponovo standardno Brownovo gibanje.

Dokaz. Promjena predznaka oc¢uvala je neprekidnost putova te nezavisnost i dis-
tribuciju prirasta. Pocetno stanje je —W (0) = 0 = W(0). [ |
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1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Brownovo gibanje kao Gaussov proces
Sada ¢emo pokazati da Brownovo gibanje pripada skupini Gaussovih procesa.

Definicija 22. Slucajni proces X = {X(t) : t > 0} se zove Gaussov, ako za
sve 0 <t < ty < ... < t, slucajni vektor X = (X(t1), X(t2),...,X(t,)) ima
n-dimenzionalnu normalnu razdiobu.

Teorem 1.6. Brownovo gibanje W = {W(t) : t > 0} s pocetkom u x € R je
Gaussov proces.

Dokaz. Odaberimo 0 < t; <ty < ... <t,. Neka su

1 0 0 \/LE 0 0
-1 0
M = i D:= Viz—t (3)
0 0 0
1

matrice iz M, «,(R). Sada je
Y :=DM(W(t;) —x,..., W(t,) —x)7,

standardni n-dimenzionalni sluc¢ajni vektor. Kako su matrice M i D regular-
ne, tada je A := M~'D~! = (DM)~! dobro definirana. Ozna¢imo li sa b :=
(x,z,...,2)" € Myx1(R), dobivamo da je

(W(t), W(ts), ..., W(t,)) = AY" + b.
W (t

Dakle slu¢ajni vektor (W (ty), W(t2), ..., W(t,)) ima n-dimenzionalnu normalnu
razdiobu. Neka je ty = 0, lako se pokaze da (W (to), W (t1), ..., W(t,)) ima (n+1)-
dimenzionalnu normalnu razdiobu: tada je

(W (to), W(t1),...,W(t,)) = AY™ + b,

. — 0...0
gdje jeb = (z,2,...,2)" € Mp41)x1(R) i A= [ A } € Mpni1)xn(R).
Dakle, Brownovo gibanje W s poc¢etkom u x je Gaussov proces. |

Lema 1.7. Neka je W = {W(t) : t > 0} standardno Brownovo gibanje. Tada je
Cov(W (s), W(t)) = min{s,t}.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je £ > s. Redom
dobivamo:

Cov(W(s), W(t)) = E[W(s)W ()] =EW
= E[W(s)(W(t) — W(s

[z nezavisnosti slu¢ajnih varijabli W (s) i W (t)—W (s) je E[W (s)(W (t) =W (s))] =
0. Zbog W (s) ~ N(0,s) slijedi E[W (s)?] = VarW(s) = s. Time smo pokazali
trazeno. ]
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1.2. Svojstva Brownovog gibanja

Posljedica 1.8. Neka je W = {W (t) : t > 0} Brownovo gibanje s pocetkom u
r € R. Tada je
Cov(W (s), W(t)) = min{s,t}.

Dokaz. Kako je Cov(W (s), W(t)) = E[(W(s) — E[W(s)])(W(t) — E[W(¢)])] =
E[(W(s) — z)(W(t) — z)], a W = {W'(t) .= W(t) —z : t > 0} je standardno
Brownovo gibanje, tvrdnja slijedi iz prethodne leme. [

Iz posljednjih razmatranja slijedi da je kovarijacijska matrica normalnog slu-
cajnog vektora (W (ty), Wi(ts),...,W(t,)) za 0 <t; <ty <...<t, jednaka

ti1 t1 1 ... Ty
t1 to o ... 1o
t1 to t3 ... 13 . (4)
foty ts ... L,

Dobiveni rezultati nam daju sljede¢u karakterizaciju Brownovog gibanja.

Teorem 1.9. (KARAKTERIZACIJA BROWNOVOG GIBANJA) Neka je (§2, F,P)
vjerojatnosni prostor i W = {W(t) : t > 0} slucagni proces definiran na njemu,
te neka su putovi t — W (t)(w) neprekidni gotovo sigurno i W(0) = 0. W je
standardno Brownovo gibanje ako i samo ako je Gaussov proces takav da za sve
0 <t <ty < ...<ty slucajni vektor (W (ty),W(ts),...,W(t,)) ima vektor
ocekivanja nula i kovarijacijsku matricu zadanu sa (4).

Dokaz. Jedan smjer smo dokazali, da je standardno Brownovo gibanje Gaussov
proces sa trazenim svojstvima. Obratno, neka za 0 < t; < t, < ... < t,, sluc¢ajni
vektor W = (W (ty), W (t2), ..., W(t,)) ima n-dimenzionalnu normalnu razdiobu
s kovarijacijskom matricom A zadanu sa (4) i vektorom o¢ekivanja 0. Promatraj-
mo slu¢ajni vektor X := (W (ty), W(ty) — W (t),..., W(t,) — W(ta_1)). O¢ito je
X7 = MW7, gdje je M zadana s (3). Sada je kovarijacijska matrica vektora X
dana sa
MAM" = diag(ty, t1 —to, ... by — ty_1).

Odavde, po svojstvima n-dimenzionalnih sluc¢ajnih vektora, slijedi da su kompo-
nente vektora X nezavisne normalno distribuirane sluc¢ajne varijable s ocekiva-
njem nula i varijancama redom ty,to — tq,...,t, — t,_1. [ |

Lako se pokazuje sljedeca posljedica.

Posljedica 1.10. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i W = {W(t) : t > 0}
slucajni proces definiran na njemu, te neka su putovi t — W(t)(w) neprekidni
gotovo sigurno i W(0) =z € R. W je Brownovo gibanje s pocetkom u x € R ako
i samo ako je Gaussov proces takav da za sve 0 <t <ty < ... < t, slucajni vektor
(W(t1), W(ts),...,W(t,)) ima vektor ocekivanja b = (z,x ..., x) i kovarijacijsku
matricu zadanu sa (4).
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1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Vremenska inverzija

Jos jedno svojstvo invarijantnosti Brownovog gibanja je vremenska inverzija. Ka-
ko bi dokazali ovo svojstvo treba nam sljede¢a poznata nejednakost.

Lema 1.11. (KOLMOGOROVLJEVA NEJEDNAKOST) Neka su X1, Xo, ..., X,
nezavisne sa svojstvom da je E[X;] = 0 i Var[X;] < 400 za sve i = 1,2,...,n.
Ako je S, = X1+ Xo+ ...+ X, onda za sve x > 0 vrijedi

P (max |Sk| > aj) < Var[Sn]_

1<k<n x2

Teorem 1.12. (VREMENSKA INVERZIJA) Neka je W = {W(t) : t > 0} stan-
dardno Brownovo gibanje. Tada je slucajan proces X = {X(t) : t > 0} zadan

sa
0 zat =0,
X():= { tW(3) zat>0,

takoder standardno Brownovo gibanje.

Dokaz. Proces X je Gaussov, takav da za za sve 0 < t; <ty < ... < t, slucajni
vektor (X (t1),...,X(¢,)) ima n-dimenzionalnu normalnu razdiobu s vektorom
ocekivanja 0. Zat > 01 h > 0 po lemi 1.7 dobivamo

1

Cov(X(t+h),X(t)) = (t+ h)tCov(W( h

W) = (R =t

t+ t
Ocito je Cov(X(h),X(0)) =0 za sve h > 0.

Preostaje pokazati da je X' gotovo sigurno neprekidan. Putovi ¢t — X (t) su
ocito gotovo sigurno neprekidni za t > 0. Za t = 0 ¢emo pokazati da je

1 s.
i oW (L) = fim A e
t—0-+ t s—+oco 8
Za s € [n,n + 1] redom dobivamo
Wis) Wl _ |Wls) Wn N W(n) W(n)
S n - S S S n
<! W (s) = W)l + W) |+ -
— su s)—Wi(n n)| |- ——

N nsE[n,erl] s n
AN O]

-~ n n?

gdje je Zn = supyepyy [W(n +s) — W(n)|. Kako je (W(j) = W(j — 1))jen niz
nezavisnih jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli s oc¢ekivanjem 0, jaki zakon
velikih brojeva nam daje

W(n) _ 2 (W) —W( 1) 95 .
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1.3. Slucajna Setnja i Brownovo gibanje

Zn .S. . . . .
Kako bi pokazali da == %3 0, dovoljno je pokazati da za svaki & > 0
n

iIP(|Zn|/n > g) < 400.

n=0

Koristimo Kolmogorovljevu nejednakost, iz koje slijedi

P(sm)HWn+M”ﬂ—MKthm)§ !

O<k<2m £2n?

Posljednja nejednakost kad m — oo daje

Kako red > # konvergira, slijedi tvrdnja teorema. ]

1.3. Slucajna Setnja i Brownovo gibanje

Brownovo gibanje mozemo promatrati kao vremenski neprekidnu aproksimaciju
slucajne Setnje gdje je pomak malen, a pomaci su ¢es¢i. U daljem tekstu pod
slu¢ajnom Setnjom smatramo proces {5, : n € Ny} definiran na sljedeéi naédin:

Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i { X,, : n € N} nezavisne jednako distri-
buirane slu¢ajne varijable na tom prostoru za koje vrijedi E[X,,] = 01 Var[X,] =
1. Definiramo proces {S,, : n € Ng} zadan sa Sy :=01 5, :== X5+ Xo+ ...+ X,,.

Sljedec¢i teorem pokazat ¢e nam vezu izmedu Brownovog gibanja i slu¢ajne
Setnje. Za sve n € N definirajmo vremenski neprekidan proces W, := {W,, () :
t >0}, sa

Sin
Wi (t) = 22 ¢ > 0. (5)

NG

Lema 1.13. Za sve t > 0 vrijeds

Dokaz. Za t = 0 tvrdnja je trivijalna. Promatrajmo ¢ > 0. Po centralnom
grani¢nom teoremu vrijedi
Sn d
— — N(0,1).
T= SN0
Slucajnu varijablu W, (t) mozemo zapisati
S [0t

Wi, = N
(t) iV n

Int] _

kako je lim, o tilim, .o [nt] = oo, slijedi

4

Wi (t) % VEN(0,1) = N(0,1) < W (2).
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1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Lema 1.14. Za svet > s > 0 vrijed:

Woa(t) — Wa(s) % W (t) — W(s).

Dokaz. Dobivamo

[nt]
D i ins|+1 X3 d Slnt]|ns]
Vn Vn
L VE—sN(0,1) = N(0,¢ — s) L W(t) — W(s).

Wi(t) = Wi(s) =

Nadalje, vrijedi.

Propozicija 1.15. Neka je k € N, za sve 0 <ty <ty < ... <ty i realne brojeve
T1,To, ..., T vrijeds
lm P(W,(t;) <x;:i=1,2,....k)=PW(t;) <z;:i=1,2,...,k).

n—oo

Dokaz. Slucajni vektor
(Wn(tl)u Wn(t2> - Wn<t1)7 RS Wn<tk) - Wn(tkfl))

sastoji se od medusobno nezavisnih slucajnih varijabli, jer svaka komponenta
funkcija razli¢itih X;-jeva. Promatrajuéi distribuciju vektora i koriste¢i leme 1.13
i 1.14 dobivamo

P(W, (1) < a1, Wa(ta) — Walt)) < @, .., Wate) — Wi(teo1) < 1)
= P(W,(t1) < 21)P(Wy(t2) — Wa(t) S T ) P(Wa(te) = Wilte—1) < k)
— PW(t) <z1)P(W(ta) = W(t1) < x2) .. . P(W(ty) — W(ts-1) < x)

= P(W(t) < a1, W(ts) — W(t) < 2 W(tk) W (they) < ).

Time smo pokazali da
(Walty), Wi(te) — Wi(t1), ..., Wi(ty) — Wy (tr—1))
S (W (02), W (t2) = W (), W (ki) = W (1))
Kako je ¢ : R¥ — R* zadana sa
(x1,22,...,2k) ER (1,21 + Ty ..., 21 + T2+ ...+ 3)
neprekidna, slijedi

d

(W(t1), Wa(ta), - .., Walte)) 2 (W(t), W (ta), . .., W(t)).
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1.3. Slucajna Setnja i Brownovo gibanje

Definicija 23. Marginalnim distribucijama slucajnog procesa X = {X(t) :
t > 0} zovemo zakone razdiobe konacnodimenzionalnih slucajnih vektora

(X(t1),...,X(tn))

gdjeje 0 <t <ty <...<t,.
Za opis ovih zakona dovoljno je poznavati zajednicke zakone razdiobe X (0) i
vektora prirasta

(X (1) = X(0),. .., X(t) — X(taor)).

Pokazali smo da marginalne distribucije procesa W, konvergiraju prema mar-
ginalnim distribucijama Brownovog gibanja WW. Medutim za dani proces W, =
{W,(t) : t > 0}, preslikavanje t — W,,(¢) nije neprekidna funkcija (gotovo sigur-
no). Stoga se obi¢no promatra modificirani proces W, zadan sa

Wo(t) = % + (nt — LntJ)X%H

za t > 0. Graf funkeije ¢ — W, (t) se dobiva tako da se duZinama spoje sve tocke

iz skupa {(£, %) : j > 0}.

We(t)

Sg/V6
S1/v6
2
| \ﬁ/ | | | —
1 3 4 5 t
6 5’2/\/6 6 6 6 1
Slika 1.3.
Simulacija

Kao sto smo vidjeli, prethodna razmatranja nam pokazuju da proces W, dobro
oponasa standardno Brownovo gibanje. Kako bi to dodatno poboljsali stavimo
Xy ~ N(0,1) za k € N. Tada je W, (k/n) — W,(I/n) ~ N(0,(k —1)/n) za
nenegativne cijele brojeve k > I. Pomo¢u W, ¢emo simulirati (aproksimativno)
Brownovo gibanje na nekom intervalu, odnosno njegovu trajektoriju. Napravimo
realizaciju W, procesa za n = 10000. Prvo simulirajmo realizaciju x4, ..., Z10000
slu¢ajnog uzorka od N(0,1). Pomoc¢u njih opiSemo realizaciju koraka sluc¢ajne
Setnje S, . .., Sio000 i nacrtamo tocke iz skupa {(ﬁ, 1%) 27 =20,...,10000}.
Na kraju nacrtane tocke redom spojimo duzinama. Evo kako je ispala simulacija
na intervalu [0, 1] u programu Octave.
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1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Slika 1.4. Simulacija

>x=randn(1,10000) ; o4
>s(1)=0; o2
>for i=1:10000 0
>s (i+1)=sum(x(1:1i));
>end

>8=8/100;
>j=(0:10000) /10000 ;
>plot(j,s)

-0.2

.04 F

-0.6

-0.8

1.4. Nemonotonost i nediferencijabilnost Browno-
vog gibanja

U ovom odjeljku proucit ¢emo svojstva (ne)monotonosti i (ne)diferencijabilnosti
Brownovog gibanja.

Zanimljivo je da Brownovo gibanje nema intervala monotonosti.

Lema 1.16. Gotovo sigurno, za sve 0 < a < b < 400 Brownovo gibanje nije
monotono na intervalu |a, b.

Dokaz. Fiksirajmo interval [a, b]. Ako je [a, b] interval na kojem je W (¢) monotona
funkcija, odaberimo brojeve ai,as,...,a, takve da vrijedi a = a1 < ay < ... <
a, = b. Svaki prirast W(a;11) — W(a;) za i = 1,2,...,n — 1 mora biti istog
predznaka. Zbog nezavisnosti prirasta slijedi

P <ﬂ{w<ai+l> W (a) <0} U ) {(Wlaisr) ~ W(a)) > 0})

i=1

= F <O{W(a,~+1) = Wiai) = 0}> +P (m{W(aH—l) - Wi(a;) > 0}>
= h P(W (aiy1) — W(a) € Ry) + hP(W(aiH) — W(a;) €RE) =220 D),

i=1

Sto kada n — oo tezi u 0. Dakle vjerojatnost da je [a, ] interval monotonosti je
0.

Promatramo li prebrojivu uniju pokazujemo da je vjerojatnost da postoji in-
terval monotonosti s krajevima u racionalnim tockama je nula. No, ako postoji
interval monotonosti onda on sadrzava monotoni podinterval s krajevima u raci-
onalnim tockama.

Derivacija funkcije f : R — R realne varijable je definirana kao limes

oy i J@ ) = f(2)
Df(x):= f'(z) :== lim W :

h—0
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1.4. Nemonotonost i nediferencijabilnost Brownovog gibanja

no taj limes ne mora postojati. Zato uvijek postoje gornja i donja derivacija
zdesna
fla+h) - f(z)

L | g
D f(x)_h;?l%ljp Y i D+f(:p)—hhrr_1)ér+1f

r+h) - fx)
- :

Na sli¢an se nacin definiraju gornja i donja derivacija slijeva D~ f(x) i D~ f(z).
(Ovo su tzv. Dinijeve derivacije.) Ako je DV f(x) = D, f(x) onda postoji de-
rivacija funkcije f zdesna, a ako su sve cetiri derivacije jednake onda funkcija f
ima derivaciju.

Pokazat ¢emo da gotovo sigurno, za svaki t, € RJ preslikavanje t — W (t)
nema c¢ak ni derivaciju zdesna u t.

Teorem 1.17. Gotovo sigurno, Brownovo gibanje nije diferencijabilno. gtovi:;*e,
vrijedi da je za sve za sve t € RE ili DYW (t) = +o0 ili DLW (t) = —oo0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoji tg € [0,1] takav da je —oo < D W(ty) <
DtW(ty) < +oo. Tada za neki M € R{ za to vrijedi

W (to+h) —W(to)|

< M.
he(0,1] h

Dovoljno je pokazati da je vjerojatnost gornjeg dogadaja nula za sve M > 0.
Fiksirajmo M. Neka je to sadrzano u intervalu [(k — 1)/2", k/2"] za n > 2, tada
za sve 1 < j < 2" — k iz nejednakosti trokuta slijedi

w(5) v ()
) ()
> J .

IA

_|_

Definirajmo dogadaje
k+j k+j7—1
Yor = {’W ( ;;j) W (%)’ <M25+41)/2" za j = 1,2,3}.

Sada iz nezavisnosti prirasta i skalirajuceg svojstva (lema 1.4) dobivamo za 1 <
E<2"—3

P(Y,e) — (‘W (k“) W(%)' gM(2j+1)/2")

TM /27 3
P(|W(1)] < 7TM/v/27)3 = / e/ dy
V2 J_rmyve

< (14M/V2n+1r)3,

jer je e~**/2 < 1. Stoga je

IN

P ( Lj Yn7k> < 2M(14M/V2r7)® = (14M/V/2r)32 /2.

k=1

29



1. OSNOVNA SVOJSTVA BROWNOVOG GIBANJA

Uotimo da je >, (14M/v/27)327"/? < 400, §to po Borelovu zakonu nula-jedan

povlaci
23
P <lim U Yn,k> = 0.
)
Kako je
W (to + h) — Wt 2T
(Jty € 0,1]) | sup Wito + 1) = Wito)| <M| b Chm | | Yo
hel0,1] h " k=
tvrdnja slijedi. [ |
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2. Markovljevo svojstvo 1
harmonic¢nost

2.1. ViSedimenzionalno Brownovo gibanje

Nezavisnosti slu¢ajnih procesa smo definirali u 1.1. (vidi definiciju 21). Vrijedi
sljedeca karakterizacija nezavisnosti sluc¢ajnih procesa.

Teorem 2.1. Neka su T1,Ty C R. Duva slucajna procesa X = {X(t) : t € T}
i Y =A{Y(t) : t € To} su nezavisni ako i samo ako za sve konacne skupove
{t1,...,tm} CT1 i {s1,82,...,8.} C Ty su slucajni vektori

(X(t1), X(t2),..., X(tm)) 1 (Y(s1),Y(s2),...,Y(sn))

Dokaz. Ako su X i Y nezavisni slu¢ajni procesi onda je tvrdnja ocita.

Za obrat, promatrajmo familije skupova

Sy ={{X(th) € By, X(t2) € By,..., X(t) € By} :m €N,
t1y.ostm €T, By, ..., By, € B},

Sy ={{Y(s1) € A1,Y(s2) € Ay,...,Y(s,) € Ap}:n €N,
81,...,SnETQ,A1,...,AnEB}.

Familija {Sx,Sy} je prema pretpostavci nezavisna i lako se provjeri da su Sy i
Sy m-sistemi. Sada je {o(Sx), 0(Sy)} nezavisna familija.

Ocito je Sy C o(X), sto povlad o(Sy) C o(X). Nadalje je o(X(1))
o(Sx) za sve t € T1. To povladi J,ep, o(X(t)) € 0(Sx), odnosno o(&X)
o (Uier, (X (1)) € o(Sx). Time smo pokazali o(X) = o(Sx). Na isti nacin se
pokaze o(Y) = o(Sy).

1M

Do sada smo promatrali jednodimenzionalno (linearno) Brownovo gibanje, a
dalje promatramo d-dimenzionalno Brownovo gibanje.

Definicija 24. Ako su W; = {W;(t) : t > 0} za j = 1,2,...,d nezavisna
linearna Brownova gibanja s pocetkom redom u xi,xs,...,xq, tada se slucajni
proces W = {W (t) : t > 0} zadan sa

W(t) = (Wi (t), Wa(t),. .., Walt))
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2. MARKOVLJEVO SVOJSTVO I HARMONICNOST

zove d-dimenzionalno Brownovo gibanje s pocetkom u x = (x1,xs,...,Zq).
d-dimenzionalno Brownovo gibanje s pocetkom u ishodistu se takoder naziva
standardnim, a dvodimenzionalno Brownovo gibanje se naziva planarnim.

Nadalje, pod Brownovim gibanjem podrazumijevamo d-dimenzionalno Browno-
vo gibanje. U sljede¢em teoremu pokazujemo da Brownovo gibanje zadovoljava
Markovljevo svojstvo.

Slika 2.5. Stmulacija standardnog dvodimenzionalnog i trodimenzionalnog
Brownovog gibanja do trenutka t =1

2.2. Markovljevo svojstvo

Kod slucajne Setnje i drugih vremenski diskretnih slucajnih procesa cesto smo
spominjali Markouvljevo svojstvo. Sli¢no svojstvo ima i Brownovo gibanje.

Teorem 2.2. (MARKOVLIEVO SVOJSTVO) Pretpostavimo da je W = {W(¢) :
t > 0} Brownovo gibanje s pocetkom u x € R Neka je s > 0, tada slucajni
proces {W(t+s) —W(s) : t > 0} je Brownovo gibanje s pocetkom u ishodistu i
nezavisan o procesu {W(t) : t € [0, s]}.

Dokaz. Lako se provjeri da proces {W(t +s) — W(s) : t > 0} zadovoljava de-
finiciju d-dimenzionalnog Brownovog gibanja. Bez smanjenja opcenitosti mo-
zemo pretpostaviti da je z = (0,...,0). Za m,n € N promatrajmo skupove
{t1,t2, ..., ty} C [0,400) i {s1,52,...,8m} C [0,s]. Pokazimo da su slucajni
vektori

Wyi=Wi(t1+s)—W(s),...,W(t, +s) — W(s))

i
Wy = (W(s1),...,W(sn))
nezavisni. Vrijedi da je
Wy =g, (W(ti+s)=W(s),W(ta+s)—W(t1+58),..., W(t,+s) —W(th_1+5)),
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2.2. Markovljevo svojstvo

i Wy = gm(W(Sl)7 W(Sz) - W(Sl), ceey W(Sm) - W<3m71>>7 gdje je gy R* — R*

zadana sa
ge(x1, . o) = (X, 21+ 20y .o 21 20+ )

za k = m,n. Kako su g,, i g, neprekidne (time i Borelove funkcije) te prirasti
W(s1),. s W(sm) = W(sm-1), W(t1 +s) = W(s),..., W(t, + ) — W(t,_1 +9)

medusobno nezavisni, vektori Wi i W5 su nezavisni. [ |

Sada uvodimo jo$ jedan novi pojam.

Definicija 25. Filtracija na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) je familija {F(t) :
t > 0} o-podalgebri na Q takvih da je F(s) C F(t) C F za sve s < t. Vjero-
jatnosni prostor zajedno s filtracijom zove se filtrirani vjerojatnosni prostor.
Slucajni proces {X (t) : t > 0} definiran na (2, F,P) naziva se adaptiranim ako
je X(t) F(t)-izmjeriva za sve t > 0.

Promatramo li Brownovo gibanje W = {W (t) : t > 0} definirano na nekom
vjerojatnosnom prostoru, tada mozemo definirati filtraciju {F°(¢) : ¢ > 0} tako
da je F°(t) o-algebra generirana skupom sluc¢ajnih varijabli {W(s) : 0 < s < t}.
S ovakom definicijom, Brownovo gibanje je o¢ito prilagodeno filtraciji.

U teoremu 2.2 pokazali smo da je proces {W (t+s)—W(s) : t > 0} nezavisan od
FO(s). Mozemo malo poboljsati taj rezultat. Za proizvoljni s > 0 promatrajmo
(malo vecéu) o-algebru

Ft(s):= nfo(t).
t>s
Uoc¢imo da je F*(s) o-algebra i F9(s) C F*(s). O¢ito je {F*(t) : t > 0} ponovo
filtracija. Dogadaje iz F*(s) promatramo kao pogled u buducénost, tj. A € F(s)
ako za sve € > 0 vrijedi A € F9(s + ¢). Vrijedi sljedeéi teorem.

Teorem 2.3. Za svaki s > 0 proces {W(t+ s) — W (s) : t > 0} je nezavisan od
F*(s).

Dokaz. Neka je (s,) padajuéi niz za koji s, — s. Zbog neprekidnosti slijedi
Wi(t+s)—W(l+s) = lim,_oo W(t+ s,) — W(l+ s,) P-gotovo sigurno za sve
t > 1> 0. Takoder je W(t+s) — W(l +s) < W(t+s,) — W(l+s,). Neka je

A € F*(s) proizvoljan, tada je za sve B € B(R?)
P(W(t+s)—W(s) e BIP(A) = PW(t+s,) —W(s,) € B)P(A)
= PH{W(t+s,) —W(s,) € BfnA). (1)
Ako je P(A) = 0, tada se lako pokaze da je P(W(t+s) — W (s) € B)P(A) =0=
P{W(t+s) —W(s) € B} N A). Ako je P(A) > 0 onda jednakost (1) zapravo
maci Pa(W(t + s,) — W(s,) € B) = P(W(t+ s) — W(s) € B). Takoder je
W(t+s,)—W(s,) — W(t+s)—W(s) P4s-gotovo sigurno. Konvergencija gotovo
sigurno povlaci konvergenciju po distribuciji, pa za sve x € R? i B = (—o00, ]
vrijedi
Pa(W(t+s)—W(s)<x) = lm Ps(W(t+s,)—W(s,) <x)
= P(W(t+s) = W(s) < x).
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2. MARKOVLJEVO SVOJSTVO I HARMONICNOST

Kako su funkcije distribucija iste, one induciraju istu vjerojatnost na vjerojat-
nosnom prostoru (R%, B(R?)). Stoga za sve B € B(R?) vrijedi

P,(W(t+s)—W(s)e B)=P(W(t+s)—W(s) € B), (2)
)

odnosno, zbog proizvoljnosti od A, W (t + s) — W (s) je nezavisno od F*(s).
Na sli¢an na¢in se pokazuje da je za proizvoljan konacan podskup {t1,ts, ..., t,n} C
[0, +00) slucajni vektor

(W(ts +5) = W(S), ... Wt + ) — W(s)
nezavisan od FT(s). Dalje tvrdnja slijedi iz istih razloga kao u teoremu 2.1. W

Jednostavna posljedica prethodnog teorema je sljedec¢a tvrdnja.

Posljedica 2.4. (BLUMENTHALOV ZAKON 0-1) Neka je x € R? i A € F+(0)
tada je
P(A) € {0,1}.

Dokaz. Koristeci teorem 2.3 znamo da je svaki skup A € o{W (t) —W(0) : t > 0}
nezavisan od F(0). Ovo se odnosi i na proizvoljan skup A € F*(0). Zato je
P(A) =P(AN A) = P(A)P(A) = P(A)?, §to povlaci P(A) € {0,1}. |

Sada ¢emo dokazat vaznu posljedicu Markovljevog svojstva. Prvo navodimo
lemu koju ¢emo dosta koristiti.

Lema 2.5. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je G C F o-algebra na
Q. Pretpostavimo da za d-dimenzionalne slucajne vektore X 1Y wrijedi da je X
G-izmjeriv i Y nezavisan od G. Neka je h : R? x R — R ogranicena Borelova
funkcija i definiragmo
g9(z) = E[h(z,Y)].
Tada je (g.s.)
E[h(X,Y)|g] = g(X).

Dokaz. Zbog Fubinijevog teorema je g izmjeriva, te je g(X) G-izmjeriva. Preos-
taje dokazati da za svaki A € G vrijedi

/A B(X (@), Y (w)) dP(w) = / ( / B(X (1), Y () dB(w2)) dB(wr).  (3)

A

Dokazimo jednakost (3) za h = 1p gdje je B € B*!. Uo¢imo da su sa B £
[415(X (w),Y (w)) dP(w) i B - J4(Jo15(X (w1), Y (w2)) dP(ws)) dP(w;) zadane
konacne mjere na B%?. (Lako se pokaZe da vrijedi p1 (R??) = 15(R??) = P(A) < 1.)
Neka je B = C' x D gdje su C, D € B?. Dobivamo

i(C x D) = / Lowp(X(), Y (@) dP(w)

Q
— P(Y € D)P{X € C} N A).
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2.2. Markovljevo svojstvo

Jednakost u zadnjem redu vrijedi zbog nezavisnosti Y od G. Na slican nacin
slijedi

in(C x D) = / ( / Losn (X (@), Y (wn) dP(ws)) dP(w1)
- / ( / Lo(X (0) 1 (Y (w2)) dP(ws)) dB (1)
_ / 1oX (w))P(Y € D) dP(w;) = B(Y € D)P({X € C} N A).

Znaci p11(C x D) = pa(C x D) za sve C, D € B Kako je B2 = B4 x B¢ =
o{C x D :C,D € B} teje {C xD:C,D € B msustav, po teoremu o
Dynkinovim klasama vrijedi py = po.

Za jednostavne funkcije h = >, axla, gdje je A1, As, ..., A, € B2 tvrdnja
(3) slijedi iz aditivnosti integrala.

Neka je h > 0, tada postoji rastuéi niz h,, > 0 jednostavnih funkcija takvih
da vrijedi h, T h. Koristenjem Lebesgueova teorema o monotonoj konvergenciji
slijedi (3).

Za izmjerivu funkciju h, promatramo pozitivni (h*) i negativni dio (h~). Tvrd-
nja (3) slijedi iz prethodnog koraka.

Jednakost (3) vrijedi u smislu ako postoji jedan od ta dva integrala, onda
postoji i drugi i vrijednosti su im jednake. Kako je h ograni¢ena oba integrala
postoje. |

U daljnjem tekstu koristimo oznake E, i P, koje oznacavaju ocekivanje i vje-

rojatnost ako Brownovo gibanje W ima pocetak u z € R? (razli¢ito od ishodigta).

Teorem 2.6. Neka je W = {W (t) : t > 0} d-dimenzionalno Brownovo gibanje i
f:RY — R ogranicena Borelova funkcija. Tada za 0 < s < t vrijedi sljedeci niz
jednakosti (g.s)

E[f(W(0)|F*(s)] = E[f(W(0))|F"(s)] = E[f (W ()W ()] = Ew o) [f (W (t—s))].

Dokaz. Neka F(s) oznacava neku od o-algebri FT(s), F°(s), o(W(s)). Vrijedi

E[f(WO)F(s)] = E[f(W(s) +W(t) = W(s))|F(s)];

= E[R(W(s), W(t) — W(s))],
gdje je h(z,y) = f(x +y). Uocimo da je W (s) F(s)-izmjeriva, a W (t) — W(s)
nezavisno od F(s). Po prethodnoj lemi 2.5 vrijedi jednakost (g.s.)
E[f(W @) F(s)] = g(W(s)), (4)

gdje je

g(x) = Elh(z, W(t) = W(s))] = E[f(z + (W (1) = W(s)))].
Zbog jednake distribuiranosti sluc¢ajnih vektora W (t) — W (s) i W(t —s) — W(0)
slijedi

9(x) = B [f(W(t = s))].

Iz (4) slijedi tvrdnja. [
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2. MARKOVLJEVO SVOJSTVO I HARMONICNOST

Sada ¢emo definirati Markovljevu jezgru i vremenski homogen Markovljev pro-
ces na R?, te pokazati da Brownovo gibanje spada u tu vrstu procesa s pripada-
ju¢om jezgrom.

Definicija 26. Funkcijap : [0, +00) xR?x B¢ — R je Markovljeva tranzicijska
jezgra ako je

(i) (t,z) — p(t,z, A) izmjeriva funkcija za svaki A € B%
(ii) p(t,z,-) je vjerojatnosna mjera na (R%,B%) za svet > 0 iz € R

(iii) za sve A € B, x € R it, s > 0 vrijedi

p(t+ 5,7, A) = / Pty A)p(s, . dy).

R4

Adaptirani proces { X (t) : t > 0} je (vremenski homogen) Markovljev proces
s tranzicijskom jezgrom p u odnosu na filtraciju {F(t) : t > 0}, ako za sve t > s
i Borelove skupove A € B® vrijedi

P(X(t) € A|F(s)) =p(t —s,X(s), A).

Uoc¢imo da je p(t,z, A) vjerojatnost da je proces poprimio vrijednost u A u
trenutku ¢, ako je poceo u .

Propozicija 2.7. d-dimenzionalno Brownovo gibanje je Markovljev proces opisan
jezgrom

Dtz A) = /A (27t) /2 exp (-%) A(y).

Dokaz. Koristec¢i definiciju uvjetne vjerojatnosti i teorem 2.6 dobivamo

P(W(t) € A|F*(s) = E[La(W(t)|F"(s)]
= Ew[1a(W(t —s))]

= [rte- oy e (-LEE=IE i)
= p(t—s,W(s),A).

Iz prethodne definicije slijedi tvrdnja. ]

2.3. Vremena zaustavljanja

Slobodno re¢eno, Markovljevo svojstvo kaze da Brownovo gibanje pocinje iznova
u svakom deterministi¢ckom trenutku. Ovo znacajno svojstvo Brownovog gibanja
vrijedi za vrlo vaznu klasu slu¢ajnih vremena, tzv. vremena zaustavljanja.
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Definicija 27. Slucajna varijabla T, s vrijednostima u [0, +0c|, definirana na
vjerojatnosnom prostoru s filtracijom {F(t) : t > 0} zove se vrijeme zaustav-
Ijanja ako za sve t > 0 vrijedi {T < t} € F(t). Slucajna varijabla T je strogo
vrijeme zaustavljanja ako za sve t > 0 vrijedi {T <t} € F(t).

Pokazuje se da su sva stroga vremena zaustavljanja ujedno i vremena zaustav-
ljanja.

Lema 2.8. Ako je T strogo vrijeme zaustavljanja, onda je T vrijeme zaustavlja-
nja.
Dokaz. Neka je t proizvoljan. Za sve n € Nje {T <t— =} € F(t— 1) C F(t).
Vrijedi
= 1
T<t}= T<t——}eF({t).
ren=UJrsi-yeFw

n=1

Ovisno o filtraciji vjerojatnosnog prostora, moze vrijediti i obrat prethodne
tvrdnje. Klju¢ni uvjet na filtraciju {F(¢) : ¢ > 0}, kao Sto ¢emo pokazati, je
neprekidnost zdesna, odnosno da za sve t > 0 vrijedi

(F(s) = F(t).

s>t

Teorem 2.9. Svako vrijeme zaustavljanja T u odnosu na neku zdesna neprekidnu
filtraciju {F(t) : t > 0} je strogo vrijeme zaustavljanja.

Dokaz. Vrijedi

(T<t)= ﬁ{T<t+%}€ ﬁ]—"(tJrl/n):]-"(t).

Filtraciju {F*(¢) : t > 0} smo uveli u prethodnom odjeljku upravo jer ona
ima svojstvo neprekidnosti zdesna. Lako se pokaze

7 s) =) (ﬂ f%)) =7 (u) = F ().

Posljedica 2.10. Svako vrijeme zaustavljanja T u odnosu na filtraciju {F*(t) :
t > 0} je strogo vrijeme zaustavljanja.

U slu¢aju Brownovog gibanja W = {W(t) : ¢ > 0} koristit ¢emo filtraciju
{F*(t) : t > 0} i promatrati vremena zaustavljanja u odnosu na nju.

Teorem 2.11. Vrigede sljedece turdngje.

(a) Svako deterministicko vrijeme t > 0 je vrijeme zaustavljanja.
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(b) Neka je U C R? otvoren skup. Tada je T = inf{t > 0: W (t) € U} vrijeme
zaustavljanja.

(c) Ako je (T,,) rastuéi niz vremena zaustavljanja i T = lim, .o T,,. Tada je T
vrijeme zaustavljanja.

(d) Neka je F C R zatvoren skup. Tada je T = inf{t > 0: W (t) € F} vrijeme
zaustavljanja.

[2"T|+1
2n

(e) Neka je T wvrijeme zaustavljanja, tada je T, := (za n € N) vrijeme

zaustavljanja.

Dokaz. (a) Trivijalno. (b) Zbog neprekidnosti Brownovog gibanja W slijedi

{T<ty= [J {(W(s)eU}eF ).

s€QN(0,t)

(¢) O¢ito je T' = sup,,cy Tr,. Dobivamo

(T <t}=(T. <t} e Fr(t).
n=1
(d) Neka je U(n) := {xr € RY: (3y € F)(|ly — x|| < 1/n)}. Nije tesko pokazati
da je U(n) = U,cp K(y,1/n), odnosno U(n) je otvoreni skup. Takoder vrijedi
F = (N,enU(n). Sada definiramo T;, := inf{t > 0 : W(t) € U(n)}. Zbog
U(n+1) CU(n) slijedi T,, < T,,11. Pokazuje se T' = lim,, . T},.
(e) Za t > 0 dobivamo

(T, <t} ={[2"T] < 2"t —1} = {[2"T| < [2"t — 1]}.

Ako je t < 27" onda je {T,, <t} =0 € F*(t).

Ako je t > 27", onda je

[2"t]
on

Zadnja inkluzija slijedi zbog |2"t] /2" < t. |

{12"T] < |2"t] =1} ={2"T < |2"t]} ={T < Le Fr(|2mt] /2™) C Fr(t).

Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor na kojem je definirano Brownovo giba-
nje W. Za vrijeme zaustavljanja T" definiramo o-algebru

FHT)={AeF:(Vt >0)(An{T <t} € F*(t))}.
Lako se pokaze da vrijedi

FHT)={AeF:(Vt>0)(An{T <t} e Fr(t))}
O¢ito, za deterministicko vrijeme T' = ¢ vrijedi F(T) = F*(t).
Propozicija 2.12. Vrijede sljedece turdnje.

(i) Ako je T wvrijeme zaustavljanja, onda je T F*(T)-izmjeriva.
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(i1) Ako su S, T vremena zaustavljanja takva da vrijedi S < T, onda je F*(S) C
FH(T).

(iii) Ako su S, T vremena zaustavljanja, onda je {S < T} sadrZan u F*(S) i
FH(T).

(iv) Neka je (T,) niz vremena zaustavljanja, onda je T = inf{T, : n € N}
vrijeme zaustavljanja @ vrijedi

FHT) = ﬁ F(T,).

(v) Slucajna varijabla W(T') je F*(T)-izmjeriva.
Dokaz. (i) Moramo pokazati da je {T' < a} € F(T) za proizvoljni a > 0. Za
sve t > 0 dobivamo
{T <a}n{T <t} ={T < min{a,t}} € F(min{a,t}) C FH(t).
(i) Neka je A € FT(S). Za sve t > 0 slijedi
AN{T <t} = (An{S <t})n{T <t} € FH(1).
(iii) Za sve t > 0 vrijedi jednakost
{(S<Tin{T<ty= |J ({S<adnf{g<T <t}) e F (1)
q€Q,q<t
To povladi {S < T} € FF(T). Zasvet > 01 D, = [0,t)NQU{¢t} vrijedi jednakost
{S<Tin{s<t}=|J{S<gn{g<T}eFt ).
q€Dy

To povladi {S < T} € FH(S).

(iv) Za sve t > 0 vrijedi {T < t} = U~ {7, < t} € Ft(t). T je vrijeme
zaustavljanja.

Kako je T' < T,,, po (ii) slijedi F7(T') € (,—, FT(T5). Nekaje A € (", FH(T,).
Za sve t > 0 vrijedi

AN{T <t}=AnN (U{Tn < t}) = JAn{T, <t}) e FH ().
n=1 n=1
Zna¢i A € FH(T).
(v) Promatrajmo vremena zaustavljanja T,, = ([2"T| + 1)/2". Pokazimo da
je W(T,,) vrijeme zaustavljanja. Neka su sy < s1 < sy < ... vrijednosti koje T,

postize. Za proizvoljne B € B it > 0 vrijedi
{(W(T,) e By {T, <t} = | {W(sx) € B} € FH(1).

keNg,sip <t
To znaci {W(T,) € B} € F™(T,). Nadalje je T < T,.1 < T, 1T =inf,enT),, =
lim, o Tp,. Vrijedi FH(T,,) € FH(Th1) € FHT) = N2, F(Tn). Zbog ne-
prekidnosti Brownovog gibanja je lim, .., W(T,) = W(T). Za svaki k,n € N
je W(Thix) FH(Ty)-izmjeriv (jer je (F1(T,))) padajuéi niz o-algebri, stoga je
lim, oo W(T,,) = lim, oo W(Tpix) FT(T))-izmjeriv. To povlaci da je W(T)
Nrey F(Ty) = FH(T) izmjeriv. |
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2.4. Jako Markovljevo svojstvo

Sada ¢emo dokazati jako Markovljevo svojstvo za Brownovo gibanje. Trebat ¢e
nam sljede¢a lema.

Lema 2.13. Neka su X i X,, za n € N m-dimenzionalni slucajni vektori na
vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) i A C F. Vrijede sljedece tvrdnje.

(1) Slucajni vektor X i familija A su medusobno nezavisni ako i samo ako su
za svaki A € A slucajni vektor X 1 varijabla 14 nezavisne.

(i) Ako X, 5 X i za sve n € N wvrijedi da su X,, i A nezavisne, tada su X i
A nezavisne.

Dokaz. (a) Odaberimo A € A proizvoljno. Ako su X i 14 nezavisne slijedi
P{X € B}nNA)=P(X € B,14 € {1}) =P(X € B)P(14 € {1}) =P(X € B)P(A)

za sve B € B™. Zbog proizvoljnosti skupa A, X i A su nezavisni.

Neka su X i A nezavisni. Odaberimo proizvoljan A € A. Tada je {14 € C} €
{0,Q, A, A} za sve C' € B. Lako se pokaze da je svaki od tih dogadaja nezavisan
dogadaju {X € B} za proizvoljan B € B™.

(b) Odaberimo proizvoljan A € A. Prema (a) X,, i 14 su nezavisni. To znaci
da je

(p(Xn,lA)<t7 k) = ¥x, (t>901,4(k> (5)
zasvet € R™ ik € R X, 2% X povladi (X,,14) &5 (X,14). Konvergencija
gotovo sigurno povlaci konvergenciju po distribuciji, pa (5) po teoremu neprekid-
nosti povlaci

pixan (b k) = ox(t)e(k).
Zadnja jednakost je karakterizacija nezavisnosti X i 14 preko karakteristi¢nih
funkcija. Po (a) slijedi nezavisnost X i A. |

Teorem 2.14. (JAKO MARKOVLJEVO SVOJSTVO) Za svako gotovo sigurno ko-
nacno vrijeme zaustavljanja T proces {W (T +t) — W(T) : t > 0} je standardno
Brownovo gibanje neovisno od F*(T).

Dokaz. Proces {W (T +t) — W(T) :t > 0} je o¢ito gotovo sigurno neprekidan.
Promatrajmo vremena zaustavljanja 7, = (|2"7T] + 1)/2". Vrijedi T =
lim,, .o T,, = inf,en T5,.
Odaberimo proizvoljan n € N. T,, postize prebrojivo mnogo vrijednosti. Ozna-
¢imo ih redom sy < s1 < $9 < .... Pokazimo da za proizvoljne 0 < t; < ty vrijedi

W(T, +ta) — W(T, +t1) < W (ty) — W(t,). Za proizvoljan x € R? dobivamo
]P(W(T +ty) = W(T, +t1) < x)

= ZIP T+ ty) — W(T, + 1) < x,T) = sz)
= ZIP’ (sp +t2) — Wisp+1t1) <x,T,, = sg).
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2.4. Jako Markovljevo svojstvo

Kako je {T,, < si},{T, < sp} € F(sy), slijedi {T,, = sp.} = {T,, < sp} \ {1, <
skt € FT(sk) za sve k € Ny. Iz teorema 2.3 dobivamo
P(W (sptte)—W (sk+t1) < x, T, = si) = P(W (sp+ta)—W (sp+t1) < x)P(T,, = s)
za sve k € Ny. Iz svojstava Brownovog gibanja slijedi

P(W(T,, +t2) = W(T,, + t1) < x)

— iP(W(sk +tg) — W(sp +t1) < x)P(T}, = sp)

= Y P(W(ts) = W(t) < x)P(T, = s5)

= P(W(t) - W(t) <x) ) P(T, = s)
k=0

= P(W(ty) — W(t) < x).
Vrijedi W (T, +t2) =W (T +t1) L5 W(T+ty) =W (T+t1), ato povladi W (T, +t,)—
W(T, +t) < W(T +ty) — W (T +1;). Iz upravo pokazanog (zbog proizvoljnosti
od n)

P(W(T +ty) —W(T +t1) <x) =P(W(ty) — W(t;) <x).

Zbog proizvoljnosti t; i t5 pokazali smo da prirasti imaju istu distribuciju kao
prirasti Brownovog gibanja.

Na isti nacin se pokazuje da za 0 <ty < t; <ty < ... < t,, vrijedi

= P(W(tl) — W(to) < X1y .. W(tm) — W(tmfl) < Xm).
Zbog nezavisnosti prirasta Brownovog gibanja i prije pokazanog dobivamo

= P(W(t;) — W(ty) <x1)...P(W(ty) — W(tm_1) < Xmn)

= PW(T +t)) —W(T+1ty) <x1)...PW(T +t,,) = W(T + ty_1) < Xpn)-
Time je pokazana nezavisnost prirasta. Dakle {W(t+T)— W(T) : t > 0} je
standardno Brownovo gibanje.

Po teoremu 2.12(iv) vrijedi FH(T) = (—, F"(T,). Odaberimo proizvoljne
meN, Ae FH(T)ity,..., t, > 0ifiksirajmo ih. Pokazimo da su za sve n € N
sluc¢ajni vektor

W, = (W(T, +t1) = W(T,),.... W(T, +t,) — W(T,)),
i skup A nezavisni. Uo¢imo da je A € F(T},) i neka su sp < s1 < 5 < ...
vrijednosti koje postize T,,. Neka je B € B™ proizvoljan, vrijedi
P{W, € B}N A)

— iIP’({Wn € ByNANAT, = si})
k=0

= SCPU(W(sk+ ) = W(sk), oo Wisk + tn) — W(si)) € BYNAN{T, = 1))
k=0
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2. MARKOVLJEVO SVOJSTVO I HARMONICNOST

Ranije smo pokazali da je {T,, = sx} € F'(s1), a po definiciji vrijedi A N{T,, <
skt € F(sk). To povlaci (AN{T, < sp})N{T,, = sx} = AN{T,, = sp} € FT(sy)
za sve k € Ng. Po teoremu 2.3 dobivamo

P({W, € B} N A)

= D P(W(sk+t) = W(se), ... W(sk+tm) = W(sr)) € BP(AN{T, = si.}).

Kako su procesi {W (t+T,,)—W(T,) : t > 0} i {W(t) : t > 0} prema prvom dijelu
dokaza standardna Brownova gibanja, oni imaju iste marginalne distribucije pa
je

]P)((W(Sk + tl) — W(Sk), cee W(Sk + tm) — W(Sk)) € B) =

Sad dobivamo

P({W, € B} N A)

— P(W, € B) ip(A N{T, = s1})
— P(W, ¢ 3)1;(:31).

Ovime smo pokazali da je W, nezavisan od F*+(T) za sve n € N. Kako W, %%

W* .= (W(T +t,) —W(T),..., W(T + t,,) — W(T)), po tvrdnji (b) prethodne

leme su W* i F*(T') nezavisni. Zbog proizvoljnosti izbora ¢y, ..., t,, slijedi da su

proces {W(t+T)—W(T):t >0} i F"(T) nezavisni. |
Sada slijedi poopc¢enje teorema 2.6.

Teorem 2.15. Neka je W = {W(t) : t > 0} d-dimenzionalno Brownovo gibanje
i f: RY — R ogranicena Borelova. Tada za gotovo sigurno konacno vrijeme
zaustavljanja T i t > 0 vrijedi sljedeca jednakost (g.s)

E[f(W(t + T)|IF(T)] = Ew ) [f(W(1)].

Dokaz. Redom dobivamo

E[f(W(t+T)|IFNT)] = E[f(W(t+T)—-W(T)+ W(T))|F(T)]
= E[p(W(T),W(t+T) - W(D))|F" (T

gdje je h(x,y) = f(x + y). Prema lemi 2.5 vrijedi (g.s.) jednakost
E(f(W(t+T)|F(T)) = g(W(T))

gdje je g(x) =E[f(x+ W (t+T)—W(T))]. Zbog jednake distribuiranosti W (¢ +
T)—W(T) i W(t) — W(0) vrijedi

9(x) = E[f(W(1))].
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2.5. Brownovo gibanje kao martingal

Sljedeci teorem pokazat ¢e se znacajnim kasnije.
Teorem 2.16. Neka je T vrijeme zaustavljanja i F C R? zatvoren skup. Oznaci-
mo sa 7(F) :=inf{t > 0: W (t) € F}. Pretpostavimo da je T < 7(F) i da su oba
vremena gotovo siqurno konacna. Tada za svaku ogranicenu Borelovu funkciju

f: R — R vrijedi (g.s.)

B (f (W (r(F)|FNT)) = Ew ) [f (W (7(F))].

Dokaz. Zbog T < 7(F) dobivamo

7(F) 0 07(w) = inf{t < 02 W(t + T(w)) ()} = 7(F)(w) ~ T(w).
Nadalje je

W(r(F)) o 0r(w) = W(r(F) 0 0p(w)) (0r()) = W ((F)(@)) ().

Ovime smo pokazali f(W(7(F))) o0y = f(W(7(F))). Prema teoremu 0.26 sada
slijedi
E,[f (W (r(F)|F(T)] = Bo[f(W (7(F))) 0 02| F(T)] "2 By [f(W (7(F)))].

2.5. Brownovo gibanje kao martingal

U ovom odjeljku pokazat ¢emo da Brownovo gibanje pripada vaznoj skupini slu-
¢ajnih procesa - martingalima. Kreéemo s definicijom.

Definicija 28. Slucajni proces {M(t) : t > 0} je martingal s obzirom na filtra-
ciju {F(t) : t > 0} ako ima sljedeca tri svojstva:

(a) E[|M(t)|] < 400 za svet > 0.
(b) Proces {M(t) : t > 0} je adaptiran na filtraciju.
(¢) Za svaki par vremena 0 < s < t vrijedi

E(M (1) F(s)) = M(s) g.s.

Intuitivno, martingal je proces u kojem je trenutno stanje najbolja procjena
buduceg stanja.

Propozicija 2.17. Linearno Brownovo gibanje W = {W(t) : t > 0} je martingal
u odnosu na filtraciju {F*(t) : t > 0}.
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2. MARKOVLJEVO SVOJSTVO I HARMONICNOST

Dokaz. Koristeci svojstva Brownovog gibanja i uvjetnog ocekivanja dobivamo

EW@®)|F(s) = EW(E)—W(s)+W(s)[F(s))
= E[W(t) - W(s)] + W(s) = W(s).

Sada ¢emo dokazati rezultat o martingalima koji ¢e nam omogudéiti da izracu-
namo prosjecna vremena izlaska iz intervala.

Teorem 2.18. Neka je {X(t) : t > 0} zdesna neprekidan martingal adaptiran na
zdesna neprekidnu filtraciju {F(t) : t > 0}. Ako je T omedeno vrijeme zaustav-
ljanga, tada je E[X (T)] = E[X(0)].

Dokaz. Neka je h prirodan broj takav da je P(T" < h — 1) = 1. Promatrajmo
vrijeme zaustavljanja T,, = ([2"T| + 1)/2". (Ovo je vrijeme zaustavljanja po
propoziciji 2.11(e).) Ozna¢imo Y;* := X (k27™) za n,k € Ny. Za sve n € Ny
je niz slucajnih varijabli (Y}"), martingal (u smislu definicije 12) u odnosu na
familiju o-algebri {F}' = F(k27") : k € No} i S,, = 2"T,, je vrijeme zaustavljanja
(u smislu definicije 13). Sada po teoremu 0.21(c) vrijedi

X(Tn) = YSZ - E(thn|~7:gn) = E(Xh|~7:(Tn))

Kako je niz (7},) padajuéi vrijedi T = inf ey T}, = lim,\ oo T5- Zbog neprekidnosti
zdesna dobivamo lim, .., X(T},,) = X(T) i po propoziciji 2.12(iv) je F(T) =
N>~ F(T,). 1z tvrdnje teorema 0.22 slijedi

X(T) = E(X (n)|F(T)).
Ocekivanje nam daje E[X(T")] = E[X (n)] = E[X(0)] jer je niz (X(n — 1)) mar-
tingal (u smislu definicije 12). |

Sada ¢emo iskoristiti martingalno svojstvo i prethodni teorem da bi utvrdili
neke ¢injenice vezane uz linearno Brownovo gibanje. Zanimat ¢e nas, za Brownovo
gibanje s pocetkom u 0 € (a,b), kolika je vjerojatnost da ce izaci iz tog intervala
kroz a ili kroz b i koliko ¢e prosje¢no vremena u njemu provesti?

Za odgovor na ova pitanja korisna je sljedec¢a lema.

Teorem 2.19. Neka je {W (t) : t > 0} linearno Brownovo gibanje. Tada je proces
{W()?> —t:t >0} martingal.

Dokaz. Po definiciji Brownovog gibanja je E[WW (#)?] < 400 za sve t > 0. Novi
proces je oc¢ito adaptiran u odnosu na filtraciju {F*(¢) : ¢ > 0}. Dobivamo za
s<t

EW(t)* —t|F*(s)] = E[(W(t) = W(s))*|F"(s)]
H2R[W ()W (5)| F ¥ (s)] = W(s)* — ¢
= (t—s)+2W(s)> = W(s)* —t =W(s)* —

Time smo pokazali da je novi proces takoder martingal. |
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2.5. Brownovo gibanje kao martingal

Prethodni rezultati su dovoljni za izracunavanje izlazne vjerojatnosti i oceki-
vanog vremena za linearno Brownovo gibanje.

Teorem 2.20. Neka je a < 0 < b ¢ za standardno linearno Brownovo gibanje
{W(t) : t > 0} definirajmo T = inf{t > 0: W(t) € {a,b}}. Tada vrijedi

b , |al
= P(W(T)=15b) = .
la| + b i PW(T) ) la| + b

P(W(T) = a) (6)

Nadalje, E[T] = |a|b.

Dokaz. Pokazimo da je T integrabilna, tj. E[T] < +o0c. Dobivamo
E[T]:/ ]P(T>t)dt:/ P(B(s) € (a,b) Vs € [0,4]) dt.
0 0

Izraz ispod integrala za t > k € N je ograni¢en k-tom potencijom izraza
SUD,e (0. Pe{W (1) € (a,b)}. Ovaj integral moZemo ograniciti geometrijskim re-
dom, pa je T integrabilna.

Prema prethodnom vrijedi 7" < +oo g.s. Neka je S, := min{7,n} za sve
n € N. Za ova vremena zaustavljanja vrijedi lim, .., S, = T. Prema teoremu
2.18 vrijedi

EW(S,)] = EW(0)] = 0.
Kako je [W(S,)| < max{|al|,b} i lim,,_... W(S,,) = W(T), po teoremu o domini-
ranoj konvergenciji slijedi
E[W(T)] = 0.
Sada je
0=E[W(T)] =aP(W(T) = a) + 0P(W(T) =0).

Odavde i iz trivijalne jednakosti P(W (T) = a) + P(W(T) = b) = 1 slijede jedna-
kosti (6).

Ocekivano vrijeme izlaska odredit ¢emo na slican nacin. Koristit ¢emo ¢inje-
nicu da je proces {W(#)? — ¢ : ¢t > 0} martingal. Uo¢imo da vrijedi

(W (S,)?* = S,| < (max{|a|,b})* +T.
Koristec¢i tvrdnju teorema 2.18 i teorem o dominiranoj konvergenciji

E[W(T)*> — T] = lim E[W(S,)* — S,] = E[W(0)*> — 0] = 0.

Iz jednakosti (6) dobivamo

a’b lap®>

T a6 Ja b

E[T] = E[W(T)?] lalb.

Prethodni teorem nam omogucuje da pokazemo kako ¢e d-dimenzionalno Browno-
vo gibanje uvijek izac¢i iz omedenog skupa S C R%.
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2. MARKOVLJEVO SVOJSTVO I HARMONICNOST

Lema 2.21. Neka je S C R? omeden skup i {W(t) : t > 0} Brownovo gibanje s
pocetkom u xy € S. Tada je T = inf{t > 0: W(t) € S} < 400 gotovo sigurno.

Dokaz. Neka je m : R? — R projekcija prve koordinate, tj. mi(z) = z; za sve
v = (21,...,24) € R4 Kako S omeden skup, tada je m;(S) omeden, odnosno
postoji interval (a,b) C R takav da je a,b € Rim(5) C (a,b). No, m (W(t)) je
(linearno) Brownovo gibanje s poc¢etkom u 7 (z9) koje ¢e po teoremu 2.20 gotovo
sigurno iza¢i iz intervala (a,b). To povlaéi da ¢e i W(t) izaci iz S, odnosno
T < 400 gotovo sigurno. |
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3. Dirichletov problem

3.1. Harmonijske funkcije i Dirichletov rubni pro-
blem

U ovom odjeljku upoznajemo se s harmonijskim funkcijama i Laplaceovom jed-
nadzbom s Dirichletovim rubnim uvjetima. Rezultati koji ¢e biti izneseni su
standardni sadrzaj svake knjige o parcijalnim diferencijalnim jednadzbama. (Do-
kazi svih tvrdnji ovdje izrecenih mogu se naci, primjerice, u knjizi [1, Aganovi¢,
Veseli¢|, str. 71.)

Definicija 29. Neka je U C R? otvoren skup. Za funkciju u : U — R kazemo da
je harmonijska na skupu U, ako jeuw € C*(U) i za sve x € U vrijedi
d
92
Au(z) = Y x) =0.

= D)
= Ox;

Sljedeci rezultati nam govore o svojstvima ovih funkcija.

Propozicija 3.1. (TEOREM SREDNJE VRIJEDNOSTI) Neka je u : U — R harmo-

nijska funkcija na otvorenom skupu U C RY. Tada za sve v € U i svaku otvorenu
kuglu K(x,r) C U vrijedi

1

o u(y) dy,
|K(‘T7 T‘)| K(z,r)

u(z) =

1

. udS. 1
OR@ ] Jorcten M)

u(z)

Propozicija 3.2. (OBRAT TEOREMA SREDNJE VRIJEDNOSTI) Neka je U C R?
otvoren skup iu € C*(U). Ako za svaki x € U i svaku otvorenu kuglu K (x,r) C U
vrijedi jednakost (1) onda je u harmonijska funkcija.

Vazno svojstvo harmonijskih funkcija je sadrzano u principu maksimuma.

Teorem 3.3. (PRINCIP MAKSIMUMA) Neka je u : U — R harmonijska funkcija
na otvorenom skupu U C RY. Tada vrijedi:

(1) Ako je U podrucje i u postize maksimum na U, onda je u konstantna funkcija
na tom skupu.
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3. DIRICHLETOV PROBLEM
(ii) Ako je u neprekidna na U i U je omeden, onda vrijedi

Iileaﬁxu(a:) = mné%é(u(:c) i min u(z) = irelér[l]u(a:)

Posljedica 3.4. Neka su funkcije uy,us U — R harmonijske na ogranicenom
podruciu U C R i neprekidne na U. Ako je uiloy = usloy, onda je u; = us.

Dokaz. Funkcija v := u; — us je takoder harmonijska na U, te je v|sy = 0. Stoga
je po principu maksimuma

1 pu— 1 = 0 pum = .
rxne%l v(x) min v(z) grcléggv(:p) Teag{ v(z)

Dakle v = 0, odnosno u; = us. [ |

Definicija 30. Pod Dirichletovim rubnim problemom podrazumijevamo rje-
Senje Laplaceove jednadzZbe
Au =0

na otvorenom povezanom skupu U C R? uz Dirichletov rubni uvjet

u|8U =¥,

gdje je ¢ : OU — R neprekidna funkcija.

Rjefenje ove jednadzbe trazimo u skupu C2?(U) N C(U) i uobicajeno ga je
promatrati za omeden skup U. Tada rjesenje, ako postoji, po posljedici 3.4 je
jedinstveno. No skup U ne moze biti bilo kakav. Obi¢no se traze rjeSenja kada je
rub OU po dijelovima gladak.

U iduéem odjeljku mi éemo pokazati da postoji rjeSenje za drukéiju vrstu
skupova U.

3.2. Poincaréov uvjet konusa i rjeSenje Dirichleto-
vog rubnog problema

Dirichletov rubni problem prvi je postavio Gauss, koji je mislio da rjesenje uvijek
postoji. Kasnije su Zaremba i Lebesgue nasli da to nije uvijek tako. Pokazuje
da skup U mora zadovoljavati neke uvjete, kako bi postojalo rjesenje. Mi ¢emo
pokazati egzistenciju rjesenja preko Brownovog gibanja.

Prvo pokazujemo vezu izmedu Brownovog gibanja i harmonijskih funkcija.

Teorem 3.5. Neka je U podrucje, {W(t) : t > 0} Brownovo gibanje s pocetkom
wU i1 =inf{t > 0: W(t) € OU} wvrijeme prvog susreta s rubom. Neka je
© : 0U — R izmjeriva i takva da funkcijo u: U — R zadana sa

u() = Eo[p(W(T)) 1< to0)] (2)

postoji za sve x € U i lokalno je ogranicena. Tada je u harmonijska funkcija.
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3.2. Poincaréov uvjet konusa i rjeSenje Dirichletovog rubnog problema

Dokaz. Iskoristimo jako Markovljevo svojstvo i obrat teorema srednje vrijednosti.
Neka je K(z,7) CU i 7 = inf{t > 0: W(t) ¢ K(x,r)}. Jako Markovljevo
svojstvo (to¢nije teorem 2.16) nam daje

w(@) = EalEulp(W(r)Lireson) | FHP)]
= Efu(W(7)] = / () (dy),
OK (z,r)

gdje je w,, jednolika distribucija na sferi 0K (z,r). Dakle u zadovoljava (1) te je
po obratu teorema srednje vrijednosti u harmonijska. [

U daljenjem tekstu, za zatvoren skup F C R%, sa 7(F) ozna¢avamo vrijeme
prvog dolaska Brownovog gibanja u F, tj. 7(F) :=inf{t > 0: W(t) € F}.

Definicija 31. Tocka x zove se regularna rubna toc¢ka od U ako je x € OU
i P.(7(U°) = 0) = 1. Skup regularnih rubnih toc¢aka od U se oznacava (OU), i
kaze se da je U regularna ako je (OU), = OU.

Pokazuje se da su rubne tocke regularne ako zadovoljavaju uvjet konusa.

Definicija 32. Neka je U C R? podrucje. Kazemo da U zadovoljava Poincaréov
uvjet konusa u x € OU ako postoji konus V' s vrhom u x i kutom o > 0 te h > 0
tako da je VN K(x,h) CU°.

Po dijelovima glatki putovi ne zadovoljavaju nuzno Poincaréov uvjet konu-
sa. Rub podruéja na slici 3.6., sastavljen od jedne veée (gornje) polukruznice i

Slika 3.6. Rub je po dijelovima gladak put koji ne zadovoljava Poincaréov uvjet konusa

dvije manje (donje) polukruznice (dvostruko manjeg polumjera), ne zadovoljava
Poincaréov uvjet konusa. (Uvjet nije zadovoljen u tocki T'.)

Teorem 3.6. Neka je v € OU. Ako je u tocki x zadovoljen Poincaréov uvjet
konusa, tada je x reqularna rubna tocka.

Dokaz. Neka je V konus s vrhom u x i kutom a > 0 te h > 0 tako da je
VN K(z,h) C U Oznaimo

[V S(xz,h)|

©= 5@ )

> 0.
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3. DIRICHLETOV PROBLEM

(S(z,h) = 0K (x,h)) Neka su K,, := K(z,h/n)i A, = ANS(x,h/n). Za proma-
trano Brownovo gibanje s poc¢etkom u z vrijedi

{T(U") =0} 2 im{W (7 (K7)) € A, }.
Zato je

Po(r(U) =0) = P.(Lm{W(r(K7)) € Au})
> limsup P, (W (7(K})) € A4,) =C.

n—0o0

Kako je {7(U¢) = 0} € F*(0) slijedi iz Blumenthalovog zakona 0-1 (tj. posljedice
2.4) da je P,(7(U°) =0) = 1. |

Lema 3.7. Neka su 0 < a < 27 i Co(a) C RY s vrhom u ishodistu i kutom
otvaranja o. Oznacimo

a:= sup P,(1(0K(0,1)) < 7(Co(a))).

xef(o,%)
Tada je a < 1 i za sve k € N ¢ b/ > 0 imamo
P, (r(0K(z, 1)) < 7(C.(a))) < a*,

za sve x,z € R? sa svojstvom ||z — z|| < 27%W, gdje C.(a) konus sa vrhom u z i
kutom otvaranja c.

—k+3
Slika 3.7.
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3.2. Poincaréov uvjet konusa i rjeSenje Dirichletovog rubnog problema
Dokaz. Otito a < 1. Ako je W(0) = z € K(0,27%) tada vrijedi
P(OK (0,2751)) < r(9K (0,2752)) < - < £(9K(0,1)).

Oznac¢imo sa ‘
A; = {1(0K(0, 2’“”1)) < 17(Co(a)}
za1=0,1,2,...,k—1. Lako se utvrdi A,_1 C A,_o C ... C A; C A,.
Vrijedi
P.(7(0K(0,1)) < 7(Co(a))) = Pp(Ag_1)
= Po(Ap—1]|Ak—2)Pe(Ar—1]|Ak—2) - - - Py (As| A1) P (A1 Ag) P2 (Ap)

Vrijedi P, (Ag) <a. Zal e {1,...,k — 1} dobivamo

1
]P){L'(Al‘Al71> == mA 1Al d]P)x (3)
r - -1

Prema tvrdnji (iii) teorema 2.12 vrijedi A;_; € F*(7(0K(0,27%+))), a po jakom
Markovljevu svojstvu je E,(14,|F*(7(0K(0,27%)))) = Ew(ror0.2-++1))[L1al;
pa jednakost (3) povladi

1
P, (A]A-1) = m/A Ew -k 0,2-+1y)) [14,] APy
z - -1
),
< - sup E.[14,]dP,
P$<Al*1) A1 xe?(O,Q*k‘H) :

= sup  P.(A) =a.
z€K(0,2-F+1)

Time dobivamo
P.(T(0K(0,1)) < 7(Co(a))) < av.

Dakle, za svaki k € Ni A’ > 0, vrijedi (zbog homotetije)
P.(T(0K (z, 1)) < 7(C.(a))) < a*,
za x sa svojstvom ||z — z|| < 27FR/. |

Teorem 3.8. (DIRICHLETOV PROBLEM) Pretpostavimo da je U C R? ograniceno
podrucje, tako da svaka tocka ruba OU zadovoljava Poincaréov uvjet konusa i
¢ : 0U — R je neprekidna funkcija. Tada postoji jedinstvena neprekidna funkcija
u: U — R koja je harmonijska na U takva da je u(x) = p(x) za sve x € OU.

Dokaz. Jedinstvenost slijedi iz posljedice 3.4. Teorem 3.5 nam sugerira formu
rjesenja: Neka je {W(t) : ¢t > 0} d-dimenzionalno Brownovo gibanje i

u(z) = E[p(W(r(0U)))]. (4)

(Zbog leme 2.21 je 1{(9u)<+oo} %2 1, pa jednakost (2) povlaci gornju jednakost.)
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%

Slika 3.8.

Funkcija ¢ je neprekidna na kompaktnom skupu, pa je i omedena. Time smo

pokazali da je i u(x) omedena. Prema teoremu 3.5 u je harmonijska funkcija na
U.

Preostaje pokazati da Poincaréov uvjet konusa povlac¢i da gornja funkcija ne-
prekidna na rubu. Odaberimo 2z € 90U, tada postoji konus C,(«) s vthom u z i
kutom a > 0 takav da je za neki h > 0 C,(a) N K(z,h) C U°. Po lemi 3.7 za
svaki £k € Nih' > 0 vrijedi

P.(T(0K (2, 1)) < 7(C.(a))) < a”

za sve T sa svojstvom ||z — z|| < 27%h’. Neka je ¢ > 0, tada postoji 0<d<h
takav da za sve y € OU N K (z,0) vrijedi |¢(y) — ¢(2)| < e. Za sve x € U za koje
je |z — x| < 27§ slijedi

u(z) = u(2)] = [Eo[p(W(T(0U)))] = ¢(2)| < Eul|o(W(r(0U))) = ()] (5)

Ako Brownovo gibanje pogodi konus C,(«) koji je izvan domene U, prije sfere
0K (z,0), tada je |z—W (7 (0U))| < § 1 p(W(7(9U))) je blizak ¢(z). Komplement
suprotnog dogadaja ima malu vjerojatnost. Preciznije, (5) je omeden odozgo sa

2]|0llocPa(T(OK (2, 6)) < 7(C:(a))) + ePu(T(AV) < T(OK (2,0))) < 2[|¢lloca” + .
Time smo pokazali da je u neprekidna na U. |

Tvrdnju ovog teorema mozemo interpretirati na sljede¢i nacin: Ako pustimo
Cesticu iz tocke x € U, koja se giba po Brownovom gibanju, prosjek vrijednosti
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funkcije ¢ u tockama prvog susreta s rubom OU ¢e (gotovo sigurno) teziti prema

W(r)

ou

Slika 3.9.

Kako bi opravdali ograni¢enja koja smo stavili na domenu U, pogledajmo
sljede¢u napomenu (Zarembin primjer).

Napomena. Neka je v : K(0,1) — R rjefenje Dirichletovog rubnog problema na
kugli K(0,1) s rubnim uvjetom ¢ : 9K(0,1) — R. Neka je U = {z € R* : 0 <
|z] <1} = K(0,1) \ {0} probuseni krug. Tvrdimo da Dirichletov rubni problem
na U s rubnim uvjetom ¢ : 0K (0,1) U{0} — R nema rjeenja u obliku (4) ako je
©(0) # v(0). Pretpostavimo da je u : U — R rjeSenje ovog rubnog problema dano
s (4). Kako Brownovo gibanje (gotovo sigurno) ne pogada tocke, vrijeme prvog
pogotka skupa 0U = 0K (0,1)U{0} i skupa 0K (0, 1) se poklapaju gotovo sigurno.
Stoga bi za sve x € U vrijedilo u(x) = E,[p(7(0U))] = E.[e(7(0K(0,1)))] =

v(z). Kako je v|y = u|y zbog neprekidnosti slijedi u(z) = v(x) za sve z € U =

K(0,1), 8to je u suprotnosti s u(0) = ¢(0) # v(0).

93



54

3. DIRICHLETOV PROBLEM



Zahvale

Zahvaljujem se voditelju rada prof. dr.sc. Hrvoju Siki¢u na predlozenoj zanimlji-
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Hvala svima koji su mi savjetima i na drugi nac¢in pomogli u pisanju ovoga
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mog Skolovanja.

Takoder, zahvaljujem svojim roditeljima na podrsci koju su mi pruzili.

%)



Literatura

[1] AcaNovIC 1., VESELIC K., Linearne diferencijalne jednadzbe : uvod u
rubne probleme, Element, Zagreb, 1997.

[2] BLUMENTHAL R.M., GETOOR R.K.,Markov Processes and Potential The-
ory, Dover Publication Inc., New York, 2007.

[3] CHuNG K.L., ZHAO Z., From Brownian Motion to Schridinger’s Equation,
Springer, Berlin, 2001.

[4] DURRETT R., Probability: Theory and Ezamples, Third Edition, Bro-
oks/Cole, 2005.

[5] KARATZAS 1., SHREVE S.E., Brownian Motion and Stochastic Calculus,
Second Edition, Springer, New York, 1991.

[6] MORTERS P., PERES Y., Brownian Motion
http://www.stat.berkeley.edu/ peres/bmbook.pdf

[7] RESNICK S.I., Advantures in Stochastic Processes, Birkhiuser, Bos-
ton,1992.

[8] SARAPA N., Teorija vjerojatnosti, Skolska knjiga, Zagreb, 2002.

[9] VONDRACEK Z., Predavanja iz financijskog modelirangja
http://web.math.hr/nastava/fm/predavanja.html

26



