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UvodKao ²to naslov sugerira bavit ¢emo se jednim od najvaºnijih slu£ajnih pro
esa� Brownovim gibanjem {W (t) : t ≥ 0} i njegovom vezom s Diri
hletovimrubnim problemom
∆u = 0na otvorenom povezanom skupu U ⊆ Rd s rubnim uvjetom
u|∂U = ϕza ϕ ∈ C(∂U).Pri£a o Brownovom gibanju po£inje sa britanskim botani£arom RobertomBrownom1, koji je prou£avaju¢i pod mikroskopom zrn
e peluda u vodi, primi-jetio da se £esti
e peluda kaoti£no kre¢u. On je uo£io da te £esti
e nasumi£nomijenjaju smjer i brzinu gibanja. Kasnije je �zikalno obja²njeno da do gibanjadolazi zbog sudara sa drugim £esti
ama iz okoline. Postoje naznake da je ovajfenomen opaºen i ranije.Albert Einstein i Marian Smolu
howski2 (neovisno jedan od drugoga)pokazali su, preko jednadºbe provo�enja, vezu Brownovog gibanja i Gaussovskihfunk
ija. Jean Perin3 je svojim eksperimentima potvrdio rezultate Einsteina iSmolu
howskog.Matemati£ki (vjerojatnosni) model nosi naziv Wienerov pro
es u £ast ame-ri£kog matemati£ara Norberta Wienera. Wiener je prvi postavio pre
iznijimatemati£ki model za Brownovo gibanje. U ovom radu posvetit ¢emo se upravotom modelu.Danas se matemati£ki model Brownova gibanja koristi za modeliranje 
ijenana burzama. Kao ²to na jednu £esti
u peluda utje£e kretanje molekula vode, takoi na kretanje 
ijena na burzama utje£u razni drugi (£esto nepredvidivi) faktori.Ovaj rad sastoji se od £etiri poglavlja. U nultom poglavlju Preliminarije po-novljene su neke de�ni
ije i rezultati, a i uvedeni su neki novi pojmovi (poputslu£ajnih elemenata).U prvom poglavlju Osnovna svojstva Brownovog gibanja de�niramo ovaj pro-
es, dokazujemo egzisten
iju vjerojatnosnog prostora, pokazujemo da Brownovo11773.-1858.2poljski �zi£ar, 1872.-1917.3fran
uski �zi£ar, 1870.-1942. 1



gibanje pripada skupini Gaussovih pro
esa i neka vremenska svojstva, kao ivaºnu vezu izme�u slu£ajne ²etnje i Brownovog gibanja. U ovom poglavlju,nadalje dokazujemo da ne postoji vremenski interval u kojem je Brownovo giba-nje monotono, te da funk
ija t 7→ W (t) nije derivabilna ni u jednoj to£ki (gotovosigurno).U drugom poglavlju Markovljevo svojstvo i harmoni£nost uvodimo nove poj-move poput �ltra
ije, vi²edimenzionalnog Brownovog gibanja i vremena za-ustavljanja. Promatramo (jako) Markovljevo svojstvo Brownovog gibanja ineke posljedi
e tih svojstava. Pokazujemo da je Brownovo gibanje martingal ida pripada skupiniMarkovljevih pro
esa. Preko nekih op¢enitih teorema, kojigovore o svojstvima martingala, pokazujemo svojstva vremena izlaska.U tre¢em poglavlju Diri
hletov problem ponavljamo neka poznata svojstvaharmonijskih funk
ija, uvodimo pojam Diri
hletovog rubnog problema ipokazujemo jedinstvenost njegovog rje²enja (ukoliko postoji). Na kraju poka-zujemo da ako skup U na kojem je zadan Diri
hletov rubni problem ome�en izadovoljava Poin
aréov uvjet konusa da onda postoji rje²enje Diri
hletovogrubnog problema. U tom slu£aju rje²enje je zadano sa
u(x) = Ex[ϕ(W (τ))], (∗)gdje je τ = inf{t ≥ 0 : W (t) ∈ ∂U}.
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Slika 0.1. Interpreta
ija jednakosti (∗): Prosjek vrijednosti funk
ije ϕu to£kama prvog susreta s rubom ∂U Brownovog gibanjas po£etkom u x teºi prema u(x).
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0. Preliminarije
0.1. Limesi superior i inferiorMnogo puta smo se imali priliku susresti s ovim limesima, a i u ovom radu ¢emoih susretati £esto. Znamo da postoji vi²e vrsta tih limesa, npr. limes inferiorza nizove, limes superior za skupove. U ovom odjeljku kratko ¢emo ponovitide�ni
ije, uvesti oznake i navesti svojstva ovih limesa, te se upoznati s limesominferiorom i superiorom funk
ija.De�ni
ija 1. Neka je (an) niz realnih brojeva. Tada sa

lim inf
n

an := sup{inf{ak : k ≥ n} : n ∈ N}ozna£avamo limes inferior ili donji limes niza (an), a sa
lim sup

n
an := inf{sup{ak : k ≥ n} : n ∈ N}ozna£avamo limes superior ili gornji limes niza (an).Sljede¢a propozi
ija govori o svojstvima limesa superior i inferior za niz bro-jeva.Propozi
ija 0.1. Za niz realnih brojeva (an) vrijede sljede¢e tvrdnje.(a) Limes inferior i superior postiºu svoju vrijednost u skupu R = R∪{−∞, +∞},tj. lim infn an, lim supn an ∈ R.(b) Vrijedi

lim inf
n

an ≤ lim sup
n

ani pritom je lim infn an najmanja, a lim supn an najve¢a to£ka gomilanja niza
(an) u R.(
) Niz (an) konvergira u R, ako i samo ako je lim infn an = lim supn an. U tomslu£aju vrijedi limn an = lim infn an = lim supn an.Sljede¢a vrsta limesa superiora i inferiora s kojom smo se susreli je ona zanizove skupova. 3



0. PreliminarijeDe�ni
ija 2. Neka je (An) niz doga�aja u vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P).Sa
lim

n
An :=

∞
⋂

n=1

∞
⋃

k=n

Akde�niramo limes superior tog niza, a sa
lim

n
An :=

∞
⋃

n=1

∞
⋂

k=n

Aklimes inferior toga niza.Sljede¢a propozi
ija nam govori o poznatim svojstvima limesa superior i infe-rior za niz skupova.Propozi
ija 0.2. Neka je (An) niz doga�aja u vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P).Vrijede sljede¢e tvrdnje.(a) limn An, limn An ∈ F .(b) Sljede¢e skupovne jednakosti su to£ne
lim

n
An = {ω ∈ Ω : ω ∈ An za beskona£no mnogo n}

lim
n

An = {ω ∈ Ω : ω ∈ An za sve n osim njih kona£no mnogo}(
) Vrijedi limn An ⊆ limn An.(d) Ako je (An) rastu¢i niz doga�aja, tada je
lim

n
An = lim

n
An =

∞
⋃

n=1

An,a ako je padaju¢i, tada je
lim

n
An = lim

n
An =

∞
⋂

n=1

An.(e) Vrijedi nejednakost
P(lim

n
An) ≤ lim inf

n
P(An) ≤ lim sup

n
P(An) ≤ P(lim

n
An)Posljednja vrsta je limes superior i inferior za funk
ije u nekoj to£ki.De�ni
ija 3. Neka je S ⊆ R, f : S → R funk
ija i Sd skup gomili²ta skupa S u

R. Za x0 ∈ Sd sa
lim sup

x→x0

f(x) = sup{a ∈ R : (∃(xn) ∈ (S \ {x0})N)(xn → x0)(f(xn) → a)}4



0.1. Limesi superior i inferiorde�niramo limes superior funk
ije u to£ki x0, a sa
lim inf
x→x0

f(x) = inf{a ∈ R : (∃(xn) ∈ (S \ {x0})N)(xn → x0)(f(xn) → a)}de�niramo limes inferior funk
ije u to£ki x0.Trebat ¢e nam limes superior i inferior s lijeva i zdesna za funk
ije u nekojto£ki.De�ni
ija 4. Neka je S ⊆ R i f : S → R funk
ija. Ozna£imo sa
Sd
− := {x ∈ R : (∀ε > 0)(∃s ∈ S)(s ∈ 〈x − ε, x〉)},

Sd
+ := {x ∈ R : (∀ε > 0)(∃s ∈ S)(s ∈ 〈x, x + ε〉)}.Za x0 ∈ Sd

− sa
lim sup
x→x0−

f(x) = sup{a ∈ R : (∃(xn) ∈ (S \ {x0})N)(xn ր x0)(f(xn) → a)}

lim inf
x→x0−

f(x) = inf{a ∈ R : (∃(xn) ∈ (S \ {x0})N)(xn ր x0)(f(xn) → a)}de�niramo limese superior i inferior s lijeva funk
ije u to£ki x0. Za x0 ∈ Sd
+sa

lim sup
x→x0+

f(x) = sup{a ∈ R : (∃(xn) ∈ (S \ {x0})N)(xn ց x0)(f(xn) → a)}

lim inf
x→x0+

f(x) = inf{a ∈ R : (∃(xn) ∈ (S \ {x0})N)(xn ց x0)(f(xn) → a)}de�niramo limese superior i inferior funk
ije zdesna u to£ki x0.Sljede¢a propozi
ija ¢e nam re¢i ne²to o vezi limesa funk
ije i limesa superiori inferior funk
ije.Propozi
ija 0.3. Neka je f : R → R funk
ija i x0 ∈ R. Vrijede sljede¢e tvrdnje.(a) Limes limx→x0
f(x) postoji ako i samo ako je

lim sup
x→x0

f(x) = lim inf
x→x0

f(x).(b) Limes limx→x0± f(x) postoji ako i samo ako je
lim sup
x→x0±

f(x) = lim inf
x→x0±

f(x).5



0. Preliminarije0.2. Borel-Cantellijeva lema i Borelov zakon nula-jedanVrlo £esto ¢e nam trebati neki kriterij da utvrdimo da li se ne²to dogodilo besko-na£no mnogo puta. O tome nam govori sljede¢a propozi
ija.Propozi
ija 0.4. (Borel-Cantellijeva lema) Ako su An, n ∈ N doga�aji uvjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P) i vrijedi
∞
∑

n=1

P(An) < +∞,tada je
P(lim

n
An) = P

( ∞
∑

n=1

1An
= +∞

)

= 0.Ako su doga�aji An i nezavisni, vrijedi sljede¢i teorem.Teorem 0.5. (Borelov zakon nula-jedan) Neka su An, n ∈ N nezavisnidoga�aji u vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P). Tada je
P(lim

n
An) =

{

0, ako je ∑∞
n=1 P(An) < +∞,

1, ako je ∑∞
n=1 P(An) = +∞.0.3. Gotovo sigurna svojstvaOvdje ¢emo pre
izno de�nirati gotovo sigurna svojstva.De�ni
ija 5. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor. Za doga�aj A ∈ F kaºemoda je vjerojatnosti nula ili zanemariv, ako je P(A) = 0.Za svojstvo P (ω) kaºemo da vrijedi gotovo sigurno na doga�aju B ∈ F , akopostoji zanemariv doga�aj C ∈ F (podskup od B) takav da za sve ω ∈ B \ C jeispunjeno P (ω).Ako je B = Ω onda kaºemo da svojstvo P vrijedi gotovo sigurno.Vrlo £esto ¢e se doga�ati da ¢emo imati gotovo sigurna svojstva P za kojaskup

{ω ∈ Ω : P (ω)}uop¢e ne mora biti izmjeriv, tj. nije doga�aj!Primjeri
e, ako imamo vremenski neprekidan slu£ajni pro
es {X(t) : t ≥ 0}moºemo zahtijevati da t 7→ X(t) bude gotovo sigurno neprekidno preslikavanje,no skup
{ω ∈ Ω : t 7→ X(t)(ω) neprekidno preslikavanje}ne mora biti doga�aj. Mi ¢emo u ovakvom slu£aju pokazati da postoji doga�aj Aza koji je P(A) = 1 takav da je za ω ∈ A preslikavanje t 7→ X(t)(ω) neprekidno.6



0.4. Slu£ajni elementi na metri£kom prostoru i konvergen
ija po distribu
iji0.4. Slu£ajni elementi na metri£kom prostoru i ko-nvergen
ija po distribu
ijiKako bismo mogli bolje prou£avali slu£ajne pro
ese vi²e ne¢emo mo¢i promatratisamo slu£ajne varijable ili vektore na kona£nodimenzionalnom realnom prostoru,ve¢ ¢emo morati razmatrati prirodno poop¢enje pojma slu£ajnih varijabli, tzv.slu£ajne elemente na nekom op¢enitom metri£kom prostoru.De�ni
ija 6. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor i (M, d) metri£ki prostor. Sa
Td ozna£imo topologiju na prostoru M indu
iranu metrikom d i neka je B(M) =
σ(Td). Preslikavanje X : Ω → M je slu£ajni element (u M), ako je ono izmjerivafunk
ija u paru σ-algebri (F ,B(M)).Za slu£ajne elemente u metri£kim prostorima vrijede razni sli£ni teoremi onimakoje smo dokazivali za slu£ajne varijable, no de�ni
ija konvergen
ije po distribu-
iji je ne²to druk£ija.De�ni
ija 7. Neka je (M, d) metri£ki prostor i B(M) Borelova σ-algebra na M .Pretpostavimo da su Xn za n ∈ N i X slu£ajni elementi u M . Kaºemo da nizslu£ajnih elemenata (Xn) konvergira po distribu
iji slu£ajnom elementu X akoza svaku ome�enu neprekidnu funk
iju g : M → R vrijedi

lim
n→∞

E[g(Xn)] = E[g(X)].U tom slu£aju pi²emo Xn
d→ X.Napomena 1. Uo£imo da kompozi
ija g ◦X izmjerive funk
ije g : M → R (u paru

σ-algebri (B(M),B(R))) i slu£ajnog elementa (na M) X predstavlja izmjerivufunk
iju, odnosno u ovom slu£aju je g(X) slu£ajna varijabla.Napomena 2. Slu£ajni elementi X i Xn za n ∈ N ne moraju nuºno biti de�-nirani na istom vjerojatnosnom prostoru. (Kao ²to to nije bilo nuºno ni kodkonvergen
ije po distribu
iji slu£ajnih varijabli).Pojam konvergen
ije gotovo sigurno za slu£ajne elemente je analogan onom ko-jeg smo imali kod slu£ajnih varijabli. Kao i kod slu£ajnih varijabli, kod slu£ajnihelemenata konvergen
ija gotovo sigurno povla£i konvergen
iju po distribu
iji.Teorem 0.6. Neka niz (Xn) niz slu£ajnih elemenata (u metri£kom prostoru M)koji konvergira gotovo sigurno prema slu£ajnom elementu (u M) X (na nekomvjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P)). Tada vrijedi Xn
d→ X.Sljede¢i teorem nam govori o karakteriza
ijama konvergen
ije slu£ajnih eleme-nata po distribu
iji.Teorem 0.7. (Portmanteauov teorem) Neka su X i Xn za n ∈ N slu£ajnielementi na nekom metri£kom prostoru M . Sljede¢e su tvrdnje ekvivalentne.(i) Xn

d→ X.(ii) Za sve zatvorene skupove F u M vrijedi
lim sup

n
P(Xn ∈ F ) ≤ P(X ∈ F ).7



0. Preliminarije(iii) Za sve otvorene skupove U u M vrijedi
P(X ∈ U) ≤ lim inf

n
P(Xn ∈ U).(iv) Za sve Borelove skupove A u M za koje je P(X ∈ ∂A) = 0 vrijedi

lim
n→∞

P(Xn ∈ A) = P(X ∈ A).(v) Za sve ome�ene izmjerive funk
ije g : M → R sa svojstvom
P(g ima prekid u X) = 0 vrijedi

E[g(Xn)] → E[g(X)].Napomena. Za izmjerivu funk
iju g skup {g ima prekid u X} = {X ∈ Dg} (gdjeje Dg oznaka za skup to£aka u kojima g ima prekid) je izmjeriv.Za slu£ajne varijable (i slu£ajne vektore) de�ni
ija konvergen
ije po distri-bu
iji ekvivalentna onoj za slu£ajne elemente u metri£kom prostoru R (Rn) sastandardnom euklidskom metrikom.Teorem 0.8. (Helly-Bray teorem) Neka su X i Xn za n ∈ N slu£ajnevarijable te neka su njihove funk
ije distribu
ije dane sa F (x) = P(X ≤ x) i
Fn(x) = P(Xn ≤ x). Tada su sljede¢e tvrdnje ekvivalentne(i) Niz (Xn) konvergira po distribu
iji prema X (u smislu de�ni
ije 7).(ii) Vrijedi lim

n→∞
Fn(x) = F (x) za sve x u kojima je F neprekidna.Ista tvrdnja vrijedi za slu£ajne vektore. Odjeljak zavr²avamo sljede¢om lemomi njezinom posljedi
om.Lema 0.9. Neka su M i M ′ metri£ki prostori i g : M → M ′ neprekidna funk
ija.Neka niz slu£ajnih elemenata (Xn) (u M) konvergira po distribu
iji slu£ajnomelementu (u M) X. Tada su g(X) i g(Xn) za n ∈ N slu£ajni elementi (u (M ′))i vrijedi g(Xn)

d→ g(X).Posljedi
a 0.10. Neka je (Xn) niz d-dimenzionalnih slu£ajnih vektora koji ko-nvergira po distribu
iji d-dimenzionalnom slu£ajnom vektoru X. Tada za sveneprekidne funk
ije g : Rd → Rm vrijedi g(Xn)
d→ g(X).0.5. Vi²edimenzionalne normalne razdiobeU 
ijelom odjeljku radimo na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P) na kojem sude�nirane slu£ajne varijable koje navodimo.De�ni
ija 8. Neka su X1, X2, . . . , Xn nezavisne jedini£ne normalne slu£ajne va-rijable. Slu£ajni vektor X = (X1, X2, . . . , Xn) zovemo standardni normalni

n-dimenzionalni slu£ajni vektor. Ovo ozna£avamo X ∼ N(0, In).Pokazuje se da vrijede sljede¢a svojstva.8



0.6. Uvjetno o£ekivanjePropozi
ija 0.11. Funk
ija gusto¢e standardnog n-dimenzionalnog normalnogslu£ajnog vektora X je dana formulom
fX(x) =

1

(
√

2π)n
e−‖x‖2/2,gdje je x ∈ Rn. Tako�er vrijedi da je o£ekivanje E[X] = 0 ∈ Rn i kovarija
ijskamatri
a Cov[X] = I ∈ Mn×n(R).De�ni
ija 9. Kaºemo da slu£ajni vektor Y ima m-dimenzionalnu normalnurazdiobu ako postoje n-dimenzionalni standardni normalni slu£ajni vektor X,matri
a A ∈ Mm×n(R) i m-dimenzionalni vektor b ∈ Rm takvi da vrijedi

Yτ = AXτ + bτ .Vrijede sljede¢a svojstva.Propozi
ija 0.12. Slu£ajni vektor Y de�niran u de�ni
iji 9 ima matemati£koo£ekivanje E[Y] = b i kovarija
ijsku matri
u Cov[Y] = AAτ .Propozi
ija 0.13. Neka je A ∈ Mn×n(R) regularna matri
a, X ∼ N(0, In),
b ∈ Rn i Yτ = AXτ + bτ . Tada je Y neprekidan n-dimenzionalan normalnaslu£ajan vektor s gusto¢om

fY(y) = (
√

2π)−n(detC)−1/2 exp
(

(C−1(y − b)|y − b)
) (1)za sve y ∈ Rn, gdje je C = AAτ kovarija
ijska matri
a.Propozi
ija 0.14. Neka je C pozitivno de�nitna matri
a, b ∈ Rn i Y n-dimenzionalan slu£ajni vektor s funk
ijom gusto¢e (1) tada postoji regularna ma-tri
a A ∈ Mn×n(R), X ∼ N(0, In) takvi da je Yτ = AXτ + bτ .Koristimo oznaku Y ∼ N(b,C) za n-dimenzionalnu normalnu slu£ajnu vari-jablu s o£ekivanjem b ∈ Rn i kovarija
ijskom matri
om C ∈ Mn×n(R).Propozi
ija 0.15. Neka je Y ∼ N(b,C), te neka je B regularna matri
a reda

m. Ozna£imo sa Z := BY, tada je Z ∼ N(Bb,BCBτ ).Sljede¢a propozi
ija nam govori o nezavisnosti komponenti normalnog slu£aj-nog vektora.Propozi
ija 0.16. Neka je C = diag(σ2
1, σ

2
2, . . . , σ

2
n) i Y ∼ N(b,C). Tada sukomponente od Y nezavisne slu£ajne varijable.0.6. Uvjetno o£ekivanjeNeka je dan vjerojatnosni prostor (Ω,F0, P) i X slu£ajna varijabla na tom vje-rojatnosnom prostoru za koju postoji E[X]. Za A ∈ F0 ozna£avali smo uvjetnoo£ekivanje slu£ajne varijable X za dani A sa

E(X|A) =

∫

Ω

X dPA,9



0. Preliminarijegdje je PA(·) = P(·|A) uvjetna vjerojatnost uz uvjet A.Sada ¢emo promatrati malo druk£ije uvjetno o£ekivanje.De�ni
ija 10. Neka je σ-algebra F na Ω takva da je F ⊆ F0. Uvjetnim o£eki-vanjem od X uz dano F zovemo svaku slu£ajnu varijablu Y (na vjerojatnosnomprostoru (Ω,F0, P)) koja ima sljede¢a svojstva(i) σ(Y ) ⊆ F , odnosno Y je F -izmjeriva;(ii) za sve A ∈ F vrijedi
∫

A

X dP =

∫

A

Y dP.Vrijedi tvrdnja sljede¢eg teorema.Teorem 0.17. Slu£ajna varijabla Y postoji i jedinstvena je do na F-izmjerivskup vjerojatnosti nula.Radi ovog teorema za uvjetno o£ekivanje od X uz danu σ-algebru F ozna£a-vamo sa
E(X|F).Neka je Z neka slu£ajna varijabla na po£etnom vjerojatnosnom prostoru. De-�niramo uvjetno o£ekivanje slu£ajne varijable X uz uvjet slu£ajne varijable Zsa

E(X|Z) = E(X|σ(Z)).Sljede¢im teoremom opisana su svojstva uvjetnog o£ekivanja.Teorem 0.18. Za sve α, β ∈ R, slu£ajne varijable X, Y i σ-algebru F na Ω takvuda je F ⊆ F0.Pretpostavimo da je E[|X|] < +∞ i E[|Y |] < +∞. Vrijede sljede¢etvrdnje.(a) E[E(X|F)] = E[X].(b) E(αX + βY |F) = αE(X|F) + βE(Y |F). (linearnost)(
) Ako je X ≤ Y , onda vrijedi E(X|F) ≤ E(Y |F). (monotonost)(d) Ako je Xn ≥ 0 i Xn ր X, onda vrijedi E(Xn|F) ր E(X|F). (monotonakonvergen
ija)(e) Neka je ϕ : R → R neprekidna konveksna i E[|ϕ(X)|] < +∞. Tada vrijedi
ϕ(E(X|F)) ≤ E(ϕ(X)|F). (uvjetna jensenova nejednakost)(f) Neka je X F-izmjeriva. Tada vrijedi E(X|F) = X.(g) Neka je X F-izmjeriva i E[|XY |] < +∞. Tada vrijedi E(XY |F) = XE(Y |F).(h) Neka je X nezavisna o F , tj. za sve A ∈ σ(X) i B ∈ F vrijedi P(A ∩ B) =
P(A)P(B). Tada je E(X|F) = E[X].10



0.7. Diskretni martingali(i) Neka su A1, A2, . . . , An ∈ F0 takvi da je Ai ∩ Aj = ∅ za i 6= j, ⋃n
i=1 Ai = Ω,

P(Ai) > 0 za i = 1, 2, . . . n i F = σ{A1, A2, . . . , An}. Tada vrijedi
E(X|F) =

n
∑

i=1

E[X|Ai]1Ai
.Iz de�ni
ije uvjetnog o£ekivanja de�niramo i uvjetnu vjerojatnost.De�ni
ija 11. Uz iste oznake kao i na po£etku de�niramo

P(A|F) := E(1A|F).

0.7. Diskretni martingaliNeka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor. Promatramo niz slu£ajnih varijabli (Xn)na tom vjerojatnosnom prostoru i familiju rastu¢ih σ-podalgebri {Fn : n ∈ N}od F .De�ni
ija 12. Za niz slu£ajnih varijabli (Xn) kaºemo da jemartingal (u odnosuna {Fn : n ∈ N}) ako za sve n ∈ N vrijedi(i) E[|Xn|] < +∞;(ii) Xn je Fn izmjeriva;(iii) E(Xn+1|Fn) = Xn.Martingali brojna svojstva.Teorem 0.19. Ako je (Xn) martingal tada za m, n ∈ N takve da je m < n vrijedi
E(Xn|Fm) = Xm.Nadalje, vrijedi E[Xn] = E[Xm].De�ni
ija 13. Kaºemo da je slu£ajna varijabla N vrijeme zaustavljanja akoza sve n ∈ N vrijedi
{N = n} ∈ Fn.Sa

FN := {A ∈ F : (∀n ∈ N)(A ∩ {N = n} ∈ Fn)}de�niramo σ-algebru pridruºenu slu£ajnom vremenu N .Propozi
ija 0.20. Ako je N vrijeme zaustavljanja i (Xn) je martingal, onda je
Xmin{N,n} tako�er martingal.Teorem 0.21. Neka je (Xn) martingal i N, M vremena zaustavljanja. Ako je
M ≤ N i postoji k ∈ N takav da je P(N ≤ k) = 1, onda vrijede sljede¢e tvrdnje.11



0. Preliminarije(a) E[X0] = E[XN ] = E[Xk].(b) E[XM ] = E[XN ].(
) E[XN |FM ] = XM .Kao posljedi
a svojstava martingala dobiva se sljede¢i koristan teorem.Teorem 0.22. Neka je (An) padaju¢i niz σ-podalgebri od F i Y slu£ajna varijablas kona£nim o£ekivanjem na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P). Vrijedi
E[Y |An]

g.s.→ E[Y |A] i E[Y |An]
m1

→ E[Y |A],gdje je A =
⋂∞

n=1 An.0.8. Op¢eniti Markovljevi pro
esiNeka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor, (E, E) izmjeriv prostor (naj£e²¢e (R,B)ili (Rn,Bn)) i T ⊆ R skup parametara.De�ni
ija 14. Slu£ajnim pro
esom s vrijednostima u (E, E) zovemo svakufamiliju X = {X(t) : t ∈ T} funk
ija X(t) : Ω → E izmjerivih u paru σ-algebri
(F , E).U daljem tekstu je T = R+

0 .De�ni
ija 15. Neka je X = {X(t) : t ∈ T} slu£ajni pro
es s vrijednostima u
(E, E), {F(t) : t ≥ 0} rastu¢a familija σ-podalgebri od F na Ω, {Px : x ∈ E}familija vjerojatnosnih mjera na (Ω,F), te {θt : Ω → Ω : t ≥ 0} niz preslikavanja.Kaºemo da je X Markovljev pro
es ako su zadovoljene sljede¢e tvrdnje.(a) Preslikavanje x 7→ Px(X(t) ∈ B) sa E u [0, 1] je E-izmjerivo za sve t ≥ 0 i

B ∈ E .(b) Za sve t, h ≥ 0 vrijedi X(t) ◦ θh = X(t + h).(
) Vrijedi Markovljevo svojstvo
Px(Xt+s ∈ B|Ft) = PX(t)(Xs ∈ B) (MS)za sve t, s ≥ 0, x ∈ E i B ∈ E .Sljede¢i teorem govori ne²to o svojstvima Markovljevih pro
esa.Teorem 0.23. Vrijede sljede¢e tvrdnje.(i) Preslikavanje x 7→ Ex[Y ] je E-izmjerivo za sve x ∈ E i ograni£enu slu£ajnuvarijablu Y koja je σ{X(s) : s ≤ t}-izmjeriva.(ii) Markovljevo svojstvo (MS) ekvivalentno je s
Ex(f(Xt+s)|F(t)) = EX(t)[f(Xt)] (MS1)za sve x ∈ E , t, s ≥ 0 i E-izmjerive ome�ene funk
ije f .12



0.8. Op¢eniti Markovljevi pro
esi(iii) Markovljevo svojstvo (MS) ekvivalentno je s
E(Y ◦ θt|Ft) = EX(t)[Y ] (MS2)za sve x ∈ E, t ≥ 0 i ograni£enu slu£ajnu varijablu Y koja je σ{X(s) : s ≤

t}-izmjeriva.De�ni
ija 16. Preslikavanje T : Ω → [0, +∞] zove se vrijeme zaustavljanjaobzirom na {F(t) : t ≥ 0} ako je {T ≤ t} ∈ F(t) za sve t ≥ 0. Nadalje,de�niramo FT pripadnu σ-podalgebru od F na Ω sa
F(T ) := {A ∈ F : (∀t ≥ 0)(A ∩ {T ≤ t} ∈ F(t))}.Lako se pokaºe da je deterministi£ko vrijeme T = t vrijeme zaustavljanja i utom slu£aju je F(T ) = F(t).Teorem 0.24. Neka je E metri£ki prostor i E = B(E). Ako je pro
es Y = {Y (t) :

t ≥ 0} neprekidan zdesna i Y (t) je F(t)-izmjerivo za svaki t ≥ 0, onda je Y (T )izmjeriv u paru σ-algebri (FT , E).Neka je T vrijeme zaustavljanja za Markovljev pro
es X operator transla
ije
θT : Ω → Ω de�niramo na sljede¢i na£in

θT (ω) = θT (ω)(ω).O£ito vrijedi X(h) ◦ θT (ω) = X(h + T (ω))(ω).U daljem tekstu pretpostavljamo da imamo vjerojatnosni prostor takav da je
θT na njemu dobro de�niran.Propozi
ija 0.25. Neka je je X Markovljev pro
es. Za sva vremena zaustavljanja
T takva da je X(T ) F(T )-izmjerivo, vrijedi

θ−1
T (σ{X(s) : s ≤ t}) ⊆ F(T + t),odnosno θ−1

T (σ{X(t) : t ≥ 0}) ⊆ F(T + t).De�ni
ija 17. Neka je X = {X(t) : t ∈ T} Markovljev pro
es s vrijednostimau (E, E). Kaºemo X ima jako Markovljevo svojstvo ako za svako vrijemezaustavljanja T i E-izmjerivu i ograni£enu funk
iju f vrijedi(i) X(T ) je izmjerivo u paru σ-algebri (F(T ), E);(ii) za sve t ≥ 0 i x ∈ E je
Ex(f(Xt+T )|F(T )) = EX(T )[f(X(t))].Sljede¢i teorem ¢e nam trebati.Teorem 0.26. Neka je X jaki Markovljev pro
es i Y ograni£ena i σ{X(t) : t ≥

0}-izmjeriva slu£ajna varijabla. Tada vrijedi
Ex[Y ◦ θT |F(T )] = EX(T )E[Y ] (JMS)za sve x ∈ E i svako vrijeme zaustavljanja T .Mnoge od tvrdnji ovdje izre£enih ¢emo ponovno razmatrati za Brownovo gi-banje u 2. poglavlju. 13



0. Preliminarije0.9. Integrali po plohamaOvdje ¢emo ukratko ponoviti integrale po plohama.De�ni
ija 18. Za Σ ⊆ Rn kaºemo da je glatka (elementarna) k-dimenzionalnaploha ako postoji otvoren povezan podskup Ω ⊆ Rk i preslikavanje r : Ω → Rnklase C1 takvo da vrijedi:(1) r(Ω) = Σ, r je difeomor�zam izme�u Ω i Σ;(2) za svako q ∈ Ω je
{∂1r(q), ∂2r(q), . . . , ∂kr(q)} (2)linearno nezavisan skup. (Ovaj skup zovemo bazom tangen
ijalnog prostora.)Ako je k = n − 1, onda Σ zovemo hiperplohom.Za dano preslikavanje r i to£ku q iz njegove domene de�niramo Gramovumatri
u

Gr(q) := [(∂ir(q)|∂jr(q))]i,j=1,...r = (∇r(q))τ∇r(q).Pokazuje se da vrijedi det Gr(q) > 0.Vektori (2) odre�uju tangen
ijalni prostor, a u njemu (kao bridovi) paralelotop
{

k
∑

j=1

λj∂jr(q) : 0 ≤ λj ≤ 1, j = 1, . . . , k

}

.Volumen tog paralelotopa je Dr(q) = (det Gr(q))
1/2.De�ni
ija 19. Neka D ⊆ Ω J-izmjeriv, Q := r(D) i f : Q → R neprekidna.De�niramo integral funk
ije f po plohi Q formulom

∫

Q

f dS =

∫

D

(f ◦ r)(q)Dr(q) dq.Pokazuje se da de�nirani integral ne ovisi o parametriza
iji (D, r) skupa Q.Ako je Q unija (do na zanemariv skup) disjunktnih ploha Q1, . . . , Qp s para-metriza
ijom (D1, r1), (D2, r2), . . . , (Dp, rp) tada je
∫

Q

f dS :=

p
∑

j=1

∫

Qj

f dS =

p
∑

j=1

∫

Dj

(f ◦ rj)(q)Drj
(q) dq.Npr. kod integriranja funk
ije po sferi, ponekad, ra£unamo integral posebno pogornjem i donjem dijelu sfere.De�nirani integral ima uobi£ajena svojstva po skupovima u Rn.Sa

|Q| :=

∫

Q

dSde�niramo k-dimenzionalnu povr²inu plohe Q. (Ovu oznaku nadalje redovitokoristimo u navedenom zna£enju.) 14



0.9. Integrali po plohamaPromatrajmo hiperplohu Q s parametriza
ijom (D, r). Tada je tangen
ijalniprostor u to£ki x ∈ Q (n − 1)-dimenzionalan, a njegov ortogonalni komplementje jednodimenzionalan podprostor odre�en vektorom
N(q) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e1 e2 · · · en

∂1r1(q) ∂1r2(q) · · · ∂1rn(q)... ... ...
∂n−1r1(q) ∂n−1r2(q) · · · ∂n−1rn(q)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.Lako se pokaºe da vrijedi ‖N(q)‖ = D(q). Vektor
ν(x) :=

(N ◦ r−1)(x)

‖(N ◦ r−1)(x)‖zovemo jedini£na normala hiperplohe Q u to£ki x.Vrijedi sljede¢i poznati teorem.Teorem 0.27. (Teorem o divergen
iji) Neka je Ω ⊆ Rn podru£je i Γ = ∂Upo dijelovima glatka hiperploha. Za funk
iju f ∈ C1(Ω
n
) vrijedi

∫

Ω

div fdV =

∫

Γ

(f |ν) dS.(div f :=
∑n

j=1 ∂jf)

15



1. Osnovna svojstva BrownovoggibanjaU ovom poglavlju prou£it ¢emo de�ni
iju Brownovog gibanja, dokazati egzisten-
iju tog pro
esa i pokazati neka njegova svojstva.1.1. De�ni
ija i konstruk
ijaDe�ni
ija 20. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor. Slu£ajni pro
es W =
{W (t) : t ≥ 0} zove se Brownovo gibanje s po£etkom u x ∈ R ako zadovoljavasljede¢a £etiri uvjeta:(i) W (0) = x.(ii) Za sve 0 = t0 < t1 < t2 < . . . < tm su prirasti

W (t1) − W (t0), W (t2) − W (t1), . . . , W (tm) − W (tm−1)nezavisne slu£ajne varijable.(iii) Za sve 0 ≤ s < t je W (t) − W (s) ∼ N(0, t − s).(iv) Putovi t 7→ W (t)(ω) su neprekidne funk
ije sa R+
0 u R (za skoro sve ω ∈ Ω).Ako je x = 0, kaºemo da je W standardno Brownovo gibanje.Postoji li uop¢e vjerojatnosni prostor (Ω,F , P) i slu£ajni pro
es W takav dasu zadovoljeni uvjeti iz ove de�ni
ije?Odgovor na postavljeno pitanje je potvrdan. Prije nego iznesemo konstruktivnidokaz postojanja Brownovog gibanja trebat ¢e nam sljede¢a lema.Lema 1.1. Neka je X ∼ N(0, 1), tada za sve x > 0 vrijedi

P(X > x) ≤ 1

x
√

2π
e−x2/2.Dokaz. Za u ∈ [x, +∞〉 vrijedi 1 ≤ u

x
, ²to povla£i

P(X > x) ≤ 1√
2π

∫ +∞

x

u

x
e−u2/2 du =

1

x
√

2π
e−x2/2.

�16



1.1. De�ni
ija i konstruk
ijaTako�er ¢e nam trebati i ova propozi
ija.Propozi
ija 1.2. Neka je (Xn) niz m-dimenzionalnih normalno distribuiranihslu£ajnih vektora i X = limn→∞ Xn gotovo sigurno. Ako postoje b := limn→∞ EXni C := limn→∞ CovXn ∈ Mm×m(R) takvi da je detC > 0, tada je X m-dimenzionalan normalno distribuiran slu£ajni vektor s o£ekivanjem b i kovari-ja
ijskom matri
om C.Dokaz. Neka je Xn ∼ N(bn,Cn). Konvergen
ija gotovo sigurno povla£i konver-gen
iju po distribu
iji. Neka je x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Rm tada vrijedi
P(X ≤ x) = lim

n→∞
P(Xn ≤ x)

= lim
n→∞

∫

〈−∞,x]

(2π)−m/2(detCn)−1/2 exp

(

−1

2
(C−1

n (t − bn)|t− bn)

)

dλ(t).Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je bn = 0 za sve n ∈ N.Funk
ija det : Mm×m(R) → R je neprekidna. To povla£i da je limn→∞ detCn =
detC. Kako je limn→∞ ‖Cn‖ = ‖C‖, postoji M > 0 takav da je ‖Cn‖ < M . Kakoje Cn simetri£na ‖Cn‖ je njena najve¢a svojstvena vrijednost. Zbog pozitivnede�nitnosti matri
a Cn i C−1

n je ‖Cn‖−1 najmanja svojstvena vrijednost matri
e
C−1

n , te vrijedi ‖Cn‖−1‖t‖2 ≤ (C−1
n t|t).Sada smo dobili

∣

∣

∣

∣

exp

(

−1

2
(C−1

n t|t)
)
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

exp

(

− 1

2‖Cn‖
(t|t)

)
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

exp

(

− 1

2M
(t|t)

)
∣

∣

∣

∣

.Funk
ija t 7→ exp
(

− 1
2M

(t|t)
) je Lebesgue/Riemann integrabilna na 〈−∞,x], azbog neprekidnosti vrijedi

lim
n→∞

exp

(

−1

2
(C−1

n t|t)
)

= exp

(

−1

2
(C−1t|t)

)

,za sve t ∈ Rm (pa onda i λ-gotovo sigurno). Po Lebesgueovu teoremu o domini-ranoj konvergen
iji slijedi
lim

n→∞

∫

〈−∞,x]

(2π)−m/2 exp

(

−1

2
(C−1

n t|t)
)

dλ(t) =

=

∫

〈−∞,x]

(2π)−m/2 exp

(

−1

2
(C−1t|t)

)

dλ(t)Kona£no dobivamo:
P(X ≤ x) =

∫

〈−∞,x]

(2π)−m/2(detC)−1/2 exp

(

−1

2
(C−1t|t)

)

dλ(t).Dakle, X ∼ N(0,C). Time je pokazano traºeno. �Jo² nam je potrebna de�ni
ija nezavisnosti slu£ajnih pro
esa.17



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaDe�ni
ija 21. Neka su T1, T2 ⊆ R. Dva slu£ajna pro
esa X = {X(t) : t ∈ T1} i
Y = {Y (t) : t ∈ T2} su nezavisni, ako su njihove σ-algebre σ(X ) = σ{X(t) : t ∈
T1} i σ(Y) = σ{Y (t) : t ∈ T2} me�usobno nezavisne.Sli£no se de�nira nezavisnost slu£ajnog pro
esa i σ-algebre.Teorem 1.3. Standardno Brownovo gibanje postoji.Dokaz. Prvo konstruiramo Brownovo gibanje na [0, 1]. De�nirajmo

Dn :=

{

k

2n
: 0 ≤ k ≤ 2n

} i D :=
⋃

n∈N

Dn.

D zovemo skup dijadskih to£aka. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor na ko-jemu je de�niran {Zd : d ∈ D} skup nezavisnih slu£ajnih varijabli s distribu
ijom
N(0, 1) na tom vjerojatnosnom prostoru.Neka je W (0) := 0 i W (1) := Z1. Za sve n ∈ N0 de�niramo W (d) za d ∈ Dntako da:(1) Za sve r < s < t iz Dn vrijedi da je W (t) −W (s) ∼ N(0, t− s) i nezavisnood W (s) − W (r).(2) Slu£ajni vektor (W (d) : d ∈ Dn) i niz slu£ajnih varijabli (Zd : d ∈ D \ Dn)su nezavisni.Za D0 = {0, 1} zadovoljeni su ovi uvjeti pa nastavljamo induktivno. Pretpos-tavimo da smo de�nirali W (d) za d ∈ Dn−1. Sada de�niramo za d ∈ Dn \ Dn−1

W (d) :=
W (d − 2−n) + W (d + 2−n)

2
+

Zd

2(n+1)/2
.Uo£imo da prvi razlomak predstavlja aritmeti£ku sredinu dva susjeda od d u

Dn−1. Dakle W (d) je nezavisna slu£ajna varijabla od (Zt : t ∈ D \Dn) i svojstvo(2) je ispunjeno.Kako 1
2
[W (d + 2−n) − W (d − 2−n)] ovisi samo o (Zt : t ∈ Dn−1), neza-visna je slu£ajna varijabla od Zd/2(n+1)/2. Obje slu£ajne varijable imaju dis-tribu
iju N(0, 2−(n+1)). Stoga su i njihov zbroj W (d) − W (d − 2−n) i razlika

W (d + 2−n) − W (d) neovisne slu£ajne varijable (zbog propozi
ije 0.161) s distri-bu
ijom N(0, 2−n).�tovi²e, svi prirasti W (d) − W (d − 2−n) za d ∈ Dn \ {0} su nezavisni. Kakobi to pokazali dovoljno je vidjeti da su u parovima nezavisni, jer je njihov vektor
(2n + 1)-dimenzionalni normalni slu£ajni vektor. Pokazali smo da su W (d) −
W (d− 2−n) i W (d + 2−n)−W (d) za d ∈ Dn \ Dn−1 nezavisni. Druga mogu¢nost1Neka su X, Y ∼ N(0, a) nezavisne slu£ajne varijable. Tada je (X + Y, X − Y )τ =
[ √

a
√

a√
a −√

a

]

(X/
√

a, Y/
√

a)τ . Kako je (X/
√

a, Y/
√

a) standardni normalni dvodimenzional-ni slu£ajni vektor, kovarija
ijska matri
a vektora (X + Y, X − Y )

[

2a 0
0 2a

] povla£i da suslu£ajne varijable X + Y i X − Y nezavisne s distribu
ijom N(0, 2a).18



1.1. De�ni
ija i konstruk
ijaje da prirasti de�nirani s razli£itih strana nekog d ∈ Dn−1. Odaberimo d ∈ Djs tim svojstvom i najmanjim j takvim da su dva intervala za koje promatramopriraste u redom u [d − 2−j, d] i [d, d + 2−j]. Induktivno prirasti duljine 2−j nadova dva intervala su nezavisni i prirasti duljine 2−n su konstruirani od nezavisnihprirasta W (d) − W (d − 2−j) i W (d + 2−j) − W (d) koriste¢i disjunktne skupovesastavljenje od niza (Zt : t ∈ Dn). Dakle, oni su nezavisni. Ovo dokazuje svojstvo(1) i korak induk
ije.PSfrag repla
ements
F3(t)

0

2−2Z1/8

2−2Z3/8

2−2Z5/8

2−2Z7/8

1
8

2
8

3
8

4
8

5
8

6
8

7
8

1 tSlika 1.2.Sada kad smo izabrali vrijednosti pro
esa na svim dijadskim to£kama, interpo-liramo izme�u njih. Formalno de�niramo F0(t) := tZ1, uo£imo da je F0(0) = 0,
F0(1) = Z1 i da je funk
ija linearna. Sli£no de�niramo za n ≥ 1 po dijelovimalinearnu funk
iju (vidi sliku 1.2.):

Fn(t) :=















2−(n+1)/2Zt za t ∈ Dn \ Dn−1

0 za t ∈ Dn−1

2−(n+1)/2Zt
−

t+−t
2n za t ∈ 〈t−, t+〉, t− ∈ Dn \ Dn−1, t+ ∈ Dn−1

2−(n+1)/2Zt+
t−t

−

2n za t ∈ 〈t−, t+〉, t− ∈ Dn−1, t+ ∈ Dn \ Dn−1,gdje su za t ∈ [0, 1]\Dn to£ke t− i t+ susjedne u Dn takve da je t− < t < t+. Ovefunk
ije su neprekidne na [0, 1] i za sve n ∈ N0 i d ∈ Dn vrijedi
W (d) =

n
∑

i=0

Fi(d) =

∞
∑

i=0

Fi(d). (1)Ovo se dokazuje induk
ijom.Tvrdnja vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da vrijediza n − 1. Neka je d ∈ Dn \ Dn−1. Kako za 0 ≤ i ≤ n funk
ija Fi je linearna na
[d − 2−n, d + 2−n], dobivamo

n−1
∑

i=0

Fi(d) =
n−1
∑

i=0

Fi(d − 2−n) + Fi(d + 2−n)

2
=

1

2
(W (d − 2−n) + W (d + 2−n)).Kako je Fn(d) = 2−(n+1)/2Zd, dobivamo (1). S druge strane, iz de�ni
ije Zd i leme1.1. za c > 0 i dovoljno veliki n vrijedi

P(|Zd| ≥ c
√

n) ≤ exp

(−c2n

2

)

.19



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaTada vrijedi
∞
∑

n=0

P((∃d ∈ Dn)(|Zd| ≥ c
√

n)) =
∞
∑

n=0

P

(

⋃

d∈Dn

{|Zd| ≥ c
√

n}
) (2)

≤
∞
∑

n=0

∑

d∈Dn

P(|Zd| ≥ c
√

n)

≤
∑

(2n + 1) exp

(−c2n

2

)Za c >
√

2 ln 2 red∑(2n +1) exp
(

−c2n
2

) konvergira, pa tada konvergira i red (2).Fiksirajmo takav c. Po Borel-Cantellijevoj lemi (propozi
ija 0.4) slijedi
P(lim

n
{(∃d ∈ Dn)(|Zd| ≥ c

√
n)}) = 0,odnosno

1 = P((lim
n
{(∃d ∈ Dn)(|Zd| ≥ c

√
n)})c) = P(lim

n
{(∀d ∈ Dn)(|Zd| < c

√
n}).Dakle, za gotovo sve ω ∈ Ω postoji N = N(ω) takav da za sve n ≥ N(ω) i sve

d ∈ Dn vrijedi |Zd(ω)| < c
√

n. Za sve n ≥ N ,
‖Fn‖∞ < c

√
n2−(n+1)/2.Ova gornja grani
a impli
ira da, gotovo sigurno, red

W (t) :=

∞
∑

n=0

Fn(t)konvergira uniformno na [0, 1]. Uo£imo da je ovako dobivena funk
ija W : [0, 1] →
R, gotovo sigurno, neprekidna.Preostaje provjeriti da prirasti dobivenog pro
esa {W (t) : t ∈ [0, 1]} imajutraºene distribu
ije. Ovo slijedi izravno zbog svojstava W na gustom podskupu
D skupa [0, 1] i neprekidnosti dobivene funk
ije W . Zaista, pretpostavimo da su
t1 < t2 < . . . < tn iz skupa [0, 1]. Moºemo za k = 1, 2, . . . na¢i t1,k < t2,k < . . . <
tn,k u D takve da je limk→∞ ti,k = ti. Iz neprekidnosti od W slijedi

W (ti+1) − W (ti) = lim
k→∞

(W (ti+1,k) − W (ti,k)).Kako je limk→∞ E[W (ti+1,k) − W (ti,k)] = 0 i
lim
k→∞

Cov (W (ti+1,k) − W (ti,k), W (tj+1,k) − W (tj,k)) =

{

ti+1 − ti, i = j,
0, i 6= j,prirasti W (ti+1)−W (ti) su po propozi
iji 1.2 neovisne normalne slu£ajne varijables o£ekivanjem 0 i varijan
om ti+1 − ti. 20



1.2. Svojstva Brownovog gibanjaKonstruirali smo neprekidni pro
es W : [0, 1] → R sa istim distribu
ijamaprirasta kao standarno Brownovo gibanje na [0, 1].Za svaki t ≥ 0 i n ∈ N0 po de�ni
iji je Fn(t) linearna funk
ija neke slu£ajnevarijable iz skupa {Xd : d ∈ Dn}. Kako je σ{Xd : d ∈ Dn} ⊆ σ{Xd : d ∈ D} teje Fn(t) σ{Xd : d ∈ Dn}-izmjeriva, Fn(t) je σ{Xd : d ∈ D}-izmjeriva. To povla£ida je ∑m
k=0 Wk(t) σ{Xd : d ∈ D}-izmjeriva za sve m ∈ N, odnosnopo de�ni
iji je

Wn(t) (kao limes tih suma) σ{Xd : d ∈ D}-izmjeriva slu£ajna varijabla. Prematome je σ{Wn(t) : t ≥ 0} ⊆ σ{Xd : d ∈ D}.Konstrirajmo Brownovo gibanje na [0, +∞〉. Odaberimo (novi) vjerojatnosniprostor (Ω,F , P) na kojem je de�nirana familija {Xd,n : d ∈ D, n ∈ N} nezavisnihslu£ajnih varijabli s distribu
ijom N(0, 1).Neka je W1 : [0, 1] → R Brownovo gibanje na [0, 1] konstruirano kao u prvomdijelu dokaza pomo¢u familije slu£ajnih varijabli {Xd,1 : d ∈ D}, W2 : [0, 1] → RBrownovo gibanje na [0, 1] konstruirano kao u prvom dijelu dokaza pomo¢u fami-lije slu£ajnih varijabli {Xd,2 : d ∈ D},. . . Na taj na£in dobili smo niz W1, W2, . . .takvih pro
esa na [0, 1]. Kako vrijedi σ{Wk(t) : t ∈ [0, 1]} ⊆ σ{Xd,k : d ∈ D}za k ∈ N, ovi pro
esi su nezavisni jer je {σ{Xd,k : d ∈ D} : k ∈ N} nezavisnafamilija.Sada pro
ese slijepimo na sljede¢i na£in
W (t) = W⌊t⌋(t − ⌊t⌋) +

⌊t⌋−1
∑

i=1

Wi(1),za sve t ≥ 0. Tako smo de�nirali funk
iju W : [0, +∞〉 → R za koju se lakopokaºe da je standardno Brownovo gibanje. �1.2. Svojstva Brownovog gibanjaU ovom odjeljku upoznat ¢emo se nekim svojstvima standardnog Brownovoggibanja W.Lema 1.4. (Skaliraju¢e svojstvo) Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} standardnoBrownovo gibanje. Za sve a > 0 pro
es X = {X(t) := 1
a
W (a2t) : t ≥ 0} jetako�er standardno Brownovo gibanje.Dokaz. O£ito je X(0) = 0. Neprekidnost putova i nezavisnost prirasta ¢e ostatii nakon skaliranja. Zbog svojstava normalne distribu
ije, distribu
ija slu£ajnevarijable X(t) − X(s) = 1

a
(W (a2t) − W (a2s)) je normalna s o£ekivanjem 0 ivarijan
om t − s, za sve t > s ≥ 0. �Lema 1.5. (Svojstvo simetrije) Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} standardnoBrownovo gibanje. Negativno standardno Brownovo gibanje −W := {−W (t) :

t ≥ 0} je ponovo standardno Brownovo gibanje.Dokaz. Promjena predznaka o£uvala je neprekidnost putova te nezavisnost i dis-tribu
iju prirasta. Po£etno stanje je −W (0) = 0 = W (0). �21



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaBrownovo gibanje kao Gaussov pro
esSada ¢emo pokazati da Brownovo gibanje pripada skupini Gaussovih pro
esa.De�ni
ija 22. Slu£ajni pro
es X = {X(t) : t ≥ 0} se zove Gaussov, ako zasve 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn slu£ajni vektor X = (X(t1), X(t2), . . . , X(tn)) ima
n-dimenzionalnu normalnu razdiobu.Teorem 1.6. Brownovo gibanje W = {W (t) : t ≥ 0} s po£etkom u x ∈ R jeGaussov pro
es.Dokaz. Odaberimo 0 < t1 < t2 < . . . < tn. Neka su

M :=











1 0 . . . 0

−1
. . . . . . ...

0
. . . . . . 0

0 0 −1 1











i D :=













1√
t1

0 . . . 0

0 1√
t2−t1

. . . ...... . . . . . . 0
0 0 0 1√

tn−tn−1













(3)matri
e iz Mn×n(R). Sada je
Yτ := DM(W (t1) − x, . . . , W (tn) − x)τ ,standardni n-dimenzionalni slu£ajni vektor. Kako su matri
e M i D regular-ne, tada je A := M−1D−1 = (DM)−1 dobro de�nirana. Ozna£imo li sa b :=

(x, x, . . . , x)τ ∈ Mn×1(R), dobivamo da je
(W (t1), W (t2), . . . , W (tn))τ = AYτ + b.Dakle slu£ajni vektor (W (t1), W (t2), . . . , W (tn)) ima n-dimenzionalnu normalnurazdiobu. Neka je t0 = 0, lako se pokaºe da (W (t0), W (t1), . . . , W (tn)) ima (n+1)-dimenzionalnu normalnu razdiobu: tada je
(W (t0), W (t1), . . . , W (tn))

τ = ÃYτ + b̃,gdje je b̃ = (x, x, . . . , x)τ ∈ M(n+1)×1(R) i Ã =

[

0 . . . 0
A

]

∈ M(n+1)×n(R).Dakle, Brownovo gibanje W s po£etkom u x je Gaussov pro
es. �Lema 1.7. Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} standardno Brownovo gibanje. Tada je
Cov(W (s), W (t)) = min{s, t}.Dokaz. Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je t ≥ s. Redomdobivamo:

Cov(W (s), W (t)) = E[W (s)W (t)] = E[W (s)((W (t) − W (s)) + W (s))]

= E[W (s)(W (t) − W (s))] + E[W (s)2].Iz nezavisnosti slu£ajnih varijabliW (s) i W (t)−W (s) je E[W (s)(W (t)−W (s))] =
0. Zbog W (s) ∼ N(0, s) slijedi E[W (s)2] = VarW (s) = s. Time smo pokazalitraºeno. �22



1.2. Svojstva Brownovog gibanjaPosljedi
a 1.8. Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} Brownovo gibanje s po£etkom u
x ∈ R. Tada je

Cov(W (s), W (t)) = min{s, t}.Dokaz. Kako je Cov(W (s), W (t)) = E[(W (s) − E[W (s)])(W (t) − E[W (t)])] =
E[(W (s) − x)(W (t) − x)], a W ′ = {W ′(t) := W (t) − x : t ≥ 0} je standardnoBrownovo gibanje, tvrdnja slijedi iz prethodne leme. �Iz posljednjih razmatranja slijedi da je kovarija
ijska matri
a normalnog slu-£ajnog vektora (W (t1), W (t2), . . . , W (tn)) za 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn jednaka















t1 t1 t1 . . . t1
t1 t2 t2 . . . t2
t1 t2 t3 . . . t3... ... ... ... ...
t1 t2 t3 . . . tn















. (4)Dobiveni rezultati nam daju sljede¢u karakteriza
iju Brownovog gibanja.Teorem 1.9. (Karakteriza
ija Brownovog gibanja) Neka je (Ω,F , P)vjerojatnosni prostor i W = {W (t) : t ≥ 0} slu£ajni pro
es de�niran na njemu,te neka su putovi t 7→ W (t)(ω) neprekidni gotovo sigurno i W (0) = 0. W jestandardno Brownovo gibanje ako i samo ako je Gaussov pro
es takav da za sve
0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn slu£ajni vektor (W (t1), W (t2), . . . , W (tn)) ima vektoro£ekivanja nula i kovarija
ijsku matri
u zadanu sa (4).Dokaz. Jedan smjer smo dokazali, da je standardno Brownovo gibanje Gaussovpro
es sa traºenim svojstvima. Obratno, neka za 0 < t1 < t2 < . . . < tn slu£ajnivektor W = (W (t1), W (t2), . . . , W (tn)) ima n-dimenzionalnu normalnu razdiobus kovarija
ijskom matri
om A zadanu sa (4) i vektorom o£ekivanja 0. Promatraj-mo slu£ajni vektor X := (W (t1), W (t2)−W (t1), . . . , W (tn)−W (tn−1)). O£ito je
Xτ = MWτ , gdje je M zadana s (3). Sada je kovarija
ijska matri
a vektora Xdana sa

MAMτ = diag(t1, t1 − t2, . . . , tn − tn−1).Odavde, po svojstvima n-dimenzionalnih slu£ajnih vektora, slijedi da su kompo-nente vektora X nezavisne normalno distribuirane slu£ajne varijable s o£ekiva-njem nula i varijan
ama redom t1, t2 − t1, . . . , tn − tn−1. �Lako se pokazuje sljede¢a posljedi
a.Posljedi
a 1.10. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor i W = {W (t) : t ≥ 0}slu£ajni pro
es de�niran na njemu, te neka su putovi t 7→ W (t)(ω) neprekidnigotovo sigurno i W (0) = x ∈ R. W je Brownovo gibanje s po£etkom u x ∈ R akoi samo ako je Gaussov pro
es takav da za sve 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn slu£ajni vektor
(W (t1), W (t2), . . . , W (tn)) ima vektor o£ekivanja b = (x, x . . . , x) i kovarija
ijskumatri
u zadanu sa (4). 23



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaVremenska inverzijaJo² jedno svojstvo invarijantnosti Brownovog gibanja je vremenska inverzija. Ka-ko bi dokazali ovo svojstvo treba nam sljede¢a poznata nejednakost.Lema 1.11. (Kolmogorovljeva nejednakost) Neka su X1, X2, . . . , Xnnezavisne sa svojstvom da je E[Xi] = 0 i Var[Xi] < +∞ za sve i = 1, 2, . . . , n.Ako je Sn = X1 + X2 + . . . + Xn, onda za sve x > 0 vrijedi
P

(

max
1≤k≤n

|Sk| ≥ x

)

≤ Var[Sn]

x2
.Teorem 1.12. (Vremenska inverzija) Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} stan-dardno Brownovo gibanje. Tada je slu£ajan pro
es X = {X(t) : t ≥ 0} zadansa

X(t) :=

{

0 za t = 0,
tW (1

t
) za t > 0,tako�er standardno Brownovo gibanje.Dokaz. Pro
es X je Gaussov, takav da za za sve 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn slu£ajnivektor (X(t1), . . . , X(tn)) ima n-dimenzionalnu normalnu razdiobu s vektoromo£ekivanja 0. Za t > 0 i h ≥ 0 po lemi 1.7 dobivamo

Cov(X(t + h), X(t)) = (t + h)tCov(W (
1

t + h
), W (

1

t
)) = (t + h)t · 1

t + h
= t.O£ito je Cov(X(h), X(0)) = 0 za sve h ≥ 0.Preostaje pokazati da je X gotovo sigurno neprekidan. Putovi t 7→ X(t) suo£ito gotovo sigurno neprekidni za t > 0. Za t = 0 ¢emo pokazati da je

lim
t→0+

tW (
1

t
) = lim

s→+∞

W (s)

s

g.s.
= 0.Za s ∈ [n, n + 1] redom dobivamo

∣

∣

∣

∣

W (s)

s
− W (n)

n

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

W (s)

s
− W (n)

s

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

W (n)

s
− W (n)

n

∣

∣

∣

∣

≤ 1

n
sup

s∈[n,n+1]

|W (s) − W (n)| + |W (n)|
∣

∣

∣

∣

1

s
− 1

n

∣

∣

∣

∣

≤ Zn

n
+

|W (n)|
n2

,gdje je Zn = sups∈[0,1] |W (n + s) − W (n)|. Kako je (W (j) − W (j − 1))j∈N niznezavisnih jednako distribuiranih slu£ajnih varijabli s o£ekivanjem 0, jaki zakonvelikih brojeva nam daje
W (n)

n2
=

∑n
j=1(W (j) − W (j − 1))

n2

g.s.→ 0.24



1.3. Slu£ajna ²etnja i Brownovo gibanjeKako bi pokazali da Zn

n

g.s.→ 0, dovoljno je pokazati da za svaki ε > 0

∞
∑

n=0

P (|Zn|/n > ε) < +∞.Koristimo Kolmogorovljevu nejednakost, iz koje slijedi
P

(

sup
0<k≤2m

|W (n + k2−m) − W (n)| > εn

)

≤ 1

ε2n2
.Posljednja nejednakost kad m → ∞ daje

P (|Zn| > εn) ≤ 1

ε2n2
.Kako red ∑ 1

n2 konvergira, slijedi tvrdnja teorema. �1.3. Slu£ajna ²etnja i Brownovo gibanjeBrownovo gibanje moºemo promatrati kao vremenski neprekidnu aproksima
ijuslu£ajne ²etnje gdje je pomak malen, a poma
i su £e²¢i. U daljem tekstu podslu£ajnom ²etnjom smatramo pro
es {Sn : n ∈ N0} de�niran na sljede¢i na£in:Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor i {Xn : n ∈ N} nezavisne jednako distri-buirane slu£ajne varijable na tom prostoru za koje vrijedi E[Xn] = 0 i Var[Xn] =
1. De�niramo pro
es {Sn : n ∈ N0} zadan sa S0 := 0 i Sn := X1 + X2 + . . . + Xn.Sljede¢i teorem pokazat ¢e nam vezu izme�u Brownovog gibanja i slu£ajne²etnje. Za sve n ∈ N de�nirajmo vremenski neprekidan pro
es Wn := {Wn(t) :
t ≥ 0}, sa

Wn(t) :=
S⌊nt⌋√

n
, t ≥ 0. (5)Lema 1.13. Za sve t ≥ 0 vrijedi

Wn(t)
d→ W (t).Dokaz. Za t = 0 tvrdnja je trivijalna. Promatrajmo t > 0. Po 
entralnomgrani£nom teoremu vrijedi

Sn√
n

d→ N(0, 1).Slu£ajnu varijablu Wn(t) moºemo zapisati
Wn(t) =

S⌊nt⌋
√

⌊nt⌋

√

⌊nt⌋
n

,kako je limn→∞
⌊nt⌋
n

= t i limn→∞ ⌊nt⌋ = ∞, slijedi
Wn(t)

d→
√

tN(0, 1) = N(0, t)
d
= W (t).

�25



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaLema 1.14. Za sve t > s ≥ 0 vrijedi
Wn(t) − Wn(s)

d→ W (t) − W (s).Dokaz. Dobivamo
Wn(t) − Wn(s) =

∑⌊nt⌋
j=⌊ns⌋+1 Xj√

n

d
=

S⌊nt⌋−⌊ns⌋√
n

d→
√

t − sN(0, 1) = N(0, t − s)
d
= W (t) − W (s).

�Nadalje, vrijedi.Propozi
ija 1.15. Neka je k ∈ N, za sve 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tk i realne brojeve
x1, x2, . . . , xk vrijedi

lim
n→∞

P(Wn(ti) ≤ xi : i = 1, 2, . . . , k) = P(W (ti) ≤ xi : i = 1, 2, . . . , k).Dokaz. Slu£ajni vektor
(Wn(t1), Wn(t2) − Wn(t1), . . . , Wn(tk) − Wn(tk−1))sastoji se od me�usobno nezavisnih slu£ajnih varijabli, jer svaka komponentafunk
ija razli£itih Xi-jeva. Promatraju¢i distribu
iju vektora i koriste¢i leme 1.13i 1.14 dobivamo

P(Wn(t1) ≤ x1, Wn(t2) − Wn(t1) ≤ x2, . . . , Wn(tk) − Wn(tk−1) ≤ xk)

= P(Wn(t1) ≤ x1)P(Wn(t2) − Wn(t1) ≤ x2) . . .P(Wn(tk) − Wn(tk−1) ≤ xk)

→ P(W (t1) ≤ x1)P(W (t2) − W (t1) ≤ x2) . . . P(W (tk) − W (tk−1) ≤ xk)

= P(W (t1) ≤ x1, W (t2) − W (t1) ≤ x2, . . . , W (tk) − W (tk−1) ≤ xk).Time smo pokazali da
(Wn(t1), Wn(t2) − Wn(t1), . . . , Wn(tk) − Wn(tk−1))

d→ (W (t1), W (t2) − W (t1), . . . , W (tk) − W (tk−1))Kako je g : Rk → Rk zadana sa
(x1, x2, . . . , xk)

g7→ (x1, x1 + x2, . . . , x1 + x2 + . . . + xk)neprekidna, slijedi
(Wn(t1), Wn(t2), . . . , Wn(tk))

d→ (W (t1), W (t2), . . . , W (tk)).
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1.3. Slu£ajna ²etnja i Brownovo gibanjeDe�ni
ija 23. Marginalnim distribu
ijama slu£ajnog pro
esa X = {X(t) :
t ≥ 0} zovemo zakone razdiobe kona£nodimenzionalnih slu£ajnih vektora

(X(t1), . . . , X(tn))gdje je 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn.Za opis ovih zakona dovoljno je poznavati zajedni£ke zakone razdiobe X(0) ivektora prirasta
(X(t1) − X(0), . . . , X(tn) − X(tn−1)).Pokazali smo da marginalne distribu
ije pro
esa Wn konvergiraju prema mar-ginalnim distribu
ijama Brownovog gibanja W. Me�utim za dani pro
es Wn =

{Wn(t) : t ≥ 0}, preslikavanje t 7→ Wn(t) nije neprekidna funk
ija (gotovo sigur-no). Stoga se obi£no promatra modi�
irani pro
es W̃n zadan sa
W̃n(t) =

S⌊nt⌋√
n

+ (nt − ⌊nt⌋)X⌊nt⌋+1√
nza t ≥ 0. Graf funk
ije t 7→ W̃n(t) se dobiva tako da se duºinama spoje sve to£keiz skupa {( j

n
,

Sj√
n
) : j ≥ 0}.PSfrag repla
ements

W̃6(t)

S1/
√

6

S2/
√

6

S3/
√

6

S4/
√

6

S5/
√

6

1
6

2
6

3
6

4
6

5
6

1

S6/
√

6

tSlika 1.3.Simula
ijaKao ²to smo vidjeli, prethodna razmatranja nam pokazuju da pro
es W̃n dobroopona²a standardno Brownovo gibanje. Kako bi to dodatno pobolj²ali stavimo
Xk ∼ N(0, 1) za k ∈ N. Tada je W̃n(k/n) − W̃n(l/n) ∼ N(0, (k − l)/n) zanenegativne 
ijele brojeve k > l. Pomo¢u W̃n ¢emo simulirati (aproksimativno)Brownovo gibanje na nekom intervalu, odnosno njegovu trajektoriju. Napravimorealiza
iju W̃n pro
esa za n = 10000. Prvo simulirajmo realiza
iju x1, . . . , x10000slu£ajnog uzorka od N(0, 1). Pomo¢u njih opi²emo realiza
iju koraka slu£ajne²etnje Ŝ0, . . . , Ŝ10000 i na
rtamo to£ke iz skupa {( j

10000
,

Ŝj

100
) : j = 0, . . . , 10000}.Na kraju na
rtane to£ke redom spojimo duºinama. Evo kako je ispala simula
ijana intervalu [0, 1] u programu O
tave. 27



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaSlika 1.4. Simula
ija>x=randn(1,10000);>s(1)=0;>for i=1:10000>s(i+1)=sum(x(1:i));>end>s=s/100;>j=(0:10000)/10000;>plot(j,s)1.4. Nemonotonost i nediferen
ijabilnost Browno-vog gibanjaU ovom odjeljku prou£it ¢emo svojstva (ne)monotonosti i (ne)diferen
ijabilnostiBrownovog gibanja.Zanimljivo je da Brownovo gibanje nema intervala monotonosti.Lema 1.16. Gotovo sigurno, za sve 0 < a < b < +∞ Brownovo gibanje nijemonotono na intervalu [a, b].Dokaz. Fiksirajmo interval [a, b]. Ako je [a, b] interval na kojem je W (t) monotonafunk
ija, odaberimo brojeve a1, a2, . . . , an takve da vrijedi a = a1 < a2 < . . . <
an = b. Svaki prirast W (ai+1) − W (ai) za i = 1, 2, . . . , n − 1 mora biti istogpredznaka. Zbog nezavisnosti prirasta slijedi

P

(

n−1
⋂

i=1

{W (ai+1) − W (ai) ≤ 0} ∪
n−1
⋂

i=1

{W (ai+1) − W (ai) ≥ 0}
)

= P

(

n−1
⋂

i=1

{W (ai+1) − W (ai) ≤ 0}
)

+ P

(

n−1
⋂

i=1

{W (ai+1) − W (ai) ≥ 0}
)

=
n−1
∏

i=1

P(W (ai+1) − W (ai) ∈ R−
0 ) +

n−1
∏

i=1

P(W (ai+1) − W (ai) ∈ R+
0 ) = 2 · 2−(n−1),²to kada n → ∞ teºi u 0. Dakle vjerojatnost da je [a, b] interval monotonosti je

0. Promatramo li prebrojivu uniju pokazujemo da je vjerojatnost da postoji in-terval monotonosti s krajevima u ra
ionalnim to£kama je nula. No, ako postojiinterval monotonosti onda on sadrºava monotoni podinterval s krajevima u ra
i-onalnim to£kama.
�Deriva
ija funk
ije f : R → R realne varijable je de�nirana kao limes

Df(x) := f ′(x) := lim
h→0

f(x + h) − f(x)

h
,28



1.4. Nemonotonost i nediferen
ijabilnost Brownovog gibanjano taj limes ne mora postojati. Zato uvijek postoje gornja i donja deriva
ijazdesna
D+f(x) = lim sup

h→0+

f(x + h) − f(x)

h
i D+f(x) = lim inf

h→0+

f(x + h) − f(x)

h
.Na sli£an se na£in de�niraju gornja i donja deriva
ija slijeva D−f(x) i D−f(x).(Ovo su tzv. Dinijeve deriva
ije.) Ako je D+f(x) = D+f(x) onda postoji de-riva
ija funk
ije f zdesna, a ako su sve £etiri deriva
ije jednake onda funk
ija fima deriva
iju.Pokazat ¢emo da gotovo sigurno, za svaki t0 ∈ R+

0 preslikavanje t 7→ W (t)nema £ak ni deriva
iju zdesna u t0.Teorem 1.17. Gotovo sigurno, Brownovo gibanje nije diferen
ijabilno. �tovi²e,vrijedi da je za sve za sve t ∈ R+
0 ili D+W (t) = +∞ ili D+W (t) = −∞.Dokaz. Pretpostavimo da postoji t0 ∈ [0, 1] takav da je −∞ < D+W (t0) ≤

D+W (t0) < +∞. Tada za neki M ∈ R+
0 za t0 vrijedi

sup
h∈[0,1]

|W (t0 + h) − W (t0)|
h

≤ M.Dovoljno je pokazati da je vjerojatnost gornjeg doga�aja nula za sve M ≥ 0.Fiksirajmo M . Neka je t0 sadrºano u intervalu [(k − 1)/2n, k/2n] za n > 2, tadaza sve 1 ≤ j ≤ 2n − k iz nejednakosti trokuta slijedi
∣

∣

∣

∣

W

(

k + j

2n

)

− W

(

k + j − 1

2n

)
∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

W

(

k + j

2n

)

− W (t0)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

W (t0) − W

(

k + j − 1

2n

)
∣

∣

∣

∣

≤ M(2j + 1)/2n.De�nirajmo doga�aje
Yn,k :=

{
∣

∣

∣

∣

W

(

k + j

2n

)

− W

(

k + j − 1

2n

)
∣

∣

∣

∣

≤ M(2j + 1)/2n za j = 1, 2, 3

}

.Sada iz nezavisnosti prirasta i skaliraju¢eg svojstva (lema 1.4) dobivamo za 1 ≤
k ≤ 2n − 3

P(Yn,k) =

3
∏

j=1

P

(
∣

∣

∣

∣

W

(

k + j

2n

)

− W

(

k + j − 1

2n

)
∣

∣

∣

∣

≤ M(2j + 1)/2n

)

≤ P(|W (1)| ≤ 7M/
√

2n)3 =

(

1√
2π

∫ 7M/
√

2n

−7M/
√

2n

e−x2/2 dx

)3

≤ (14M/
√

2n+1π)3,jer je e−x2/2 ≤ 1. Stoga je
P

(

2n−3
⋃

k=1

Yn,k

)

≤ 2n(14M/
√

2n+1π)3 = (14M/
√

2π)32−n/2.29



1. Osnovna svojstva Brownovog gibanjaUo£imo da je∑n∈N(14M/
√

2π)32−n/2 < +∞, ²to po Borelovu zakonu nula-jedanpovla£i
P

(

lim
n

2n−3
⋃

k=1

Yn,k

)

= 0.Kako je
{

(∃t0 ∈ [0, 1])

(

sup
h∈[0,1]

|W (t0 + h) − W (t0)|
h

≤ M

)}

⊆ lim
n

2n−3
⋃

k=1

Yn,ktvrdnja slijedi. �
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2. Markovljevo svojstvo iharmoni£nost2.1. Vi²edimenzionalno Brownovo gibanjeNezavisnosti slu£ajnih pro
esa smo de�nirali u 1.1. (vidi de�ni
iju 21). Vrijedisljede¢a karakteriza
ija nezavisnosti slu£ajnih pro
esa.Teorem 2.1. Neka su T1, T2 ⊆ R. Dva slu£ajna pro
esa X = {X(t) : t ∈ T1}i Y = {Y (t) : t ∈ T2} su nezavisni ako i samo ako za sve kona£ne skupove
{t1, . . . , tm} ⊆ T1 i {s1, s2, . . . , sn} ⊆ T2 su slu£ajni vektori

(X(t1), X(t2), . . . , X(tm)) i (Y (s1), Y (s2), . . . , Y (sn))nezavisni.Dokaz. Ako su X i Y nezavisni slu£ajni pro
esi onda je tvrdnja o£ita.Za obrat, promatrajmo familije skupova
SX = {{X(t1) ∈ B1, X(t2) ∈ B2, . . . , X(tm) ∈ Bm} : m ∈ N,

t1, . . . , tm ∈ T1, B1, . . . , Bm ∈ B},

SY = {{Y (s1) ∈ A1, Y (s2) ∈ A2, . . . , Y (sn) ∈ An} : n ∈ N,

s1, . . . , sn ∈ T2, A1, . . . , An ∈ B}.Familija {SX ,SY} je prema pretpostav
i nezavisna i lako se provjeri da su SX i
SY π-sistemi. Sada je {σ(SX ), σ(SY)} nezavisna familija.O£ito je SX ⊆ σ(X ), ²to povla£i σ(SX ) ⊆ σ(X ). Nadalje je σ(X(t)) ⊆
σ(SX ) za sve t ∈ T1. To povla£i ⋃t∈T1

σ(X(t)) ⊆ σ(SX ), odnosno σ(X ) =

σ
(
⋃

t∈T1
σ(X(t))

)

⊆ σ(SX ). Time smo pokazali σ(X ) = σ(SX ). Na isti na£in sepokaºe σ(Y) = σ(SY). �Do sada smo promatrali jednodimenzionalno (linearno) Brownovo gibanje, adalje promatramo d-dimenzionalno Brownovo gibanje.De�ni
ija 24. Ako su Wj = {Wj(t) : t ≥ 0} za j = 1, 2, . . . , d nezavisnalinearna Brownova gibanja s po£etkom redom u x1, x2, . . . , xd, tada se slu£ajnipro
es W = {W (t) : t ≥ 0} zadan sa
W (t) = (W1(t), W2(t), . . . , Wd(t))31



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nostzove d-dimenzionalno Brownovo gibanje s po£etkom u x = (x1, x2, . . . , xd).
d-dimenzionalno Brownovo gibanje s po£etkom u ishodi²tu se tako�er nazivastandardnim, a dvodimenzionalno Brownovo gibanje se naziva planarnim.Nadalje, pod Brownovim gibanjem podrazumijevamo d-dimenzionalno Browno-vo gibanje. U sljede¢em teoremu pokazujemo da Brownovo gibanje zadovoljavaMarkovljevo svojstvo.
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Slika 2.5. Simula
ija standardnog dvodimenzionalnog i trodimenzionalnogBrownovog gibanja do trenutka t = 1

2.2. Markovljevo svojstvoKod slu£ajne ²etnje i drugih vremenski diskretnih slu£ajnih pro
esa £esto smospominjali Markovljevo svojstvo. Sli£no svojstvo ima i Brownovo gibanje.Teorem 2.2. (Markovljevo svojstvo) Pretpostavimo da je W = {W (t) :
t ≥ 0} Brownovo gibanje s po£etkom u x ∈ Rd. Neka je s > 0, tada slu£ajnipro
es {W (t + s) − W (s) : t ≥ 0} je Brownovo gibanje s po£etkom u ishodi²tu inezavisan o pro
esu {W (t) : t ∈ [0, s]}.Dokaz. Lako se provjeri da pro
es {W (t + s) − W (s) : t ≥ 0} zadovoljava de-�ni
iju d-dimenzionalnog Brownovog gibanja. Bez smanjenja op¢enitosti mo-ºemo pretpostaviti da je x = (0, . . . , 0). Za m, n ∈ N promatrajmo skupove
{t1, t2, . . . , tn} ⊆ [0, +∞〉 i {s1, s2, . . . , sm} ⊆ [0, s]. Pokaºimo da su slu£ajnivektori

W1 := (W (t1 + s) − W (s), . . . , W (tn + s) − W (s))i
W2 := (W (s1), . . . , W (sn))nezavisni. Vrijedi da je

W1 = gn(W (t1 + s)−W (s), W (t2 + s)−W (t1 + s), . . . , W (tn + s)−W (tn−1 + s)),32



2.2. Markovljevo svojstvoi W2 = gm(W (s1), W (s2) − W (s1), . . . , W (sm) − W (sm−1)), gdje je gk : Rk → Rkzadana sa
gk(x1, . . . , xk) = (x1, x1 + x2, . . . , x1 + x2 + . . . + xk)za k = m, n. Kako su gm i gn neprekidne (time i Borelove funk
ije) te prirasti

W (s1), . . . , W (sm) − W (sm−1), W (t1 + s) − W (s), . . . , W (tn + s) − W (tn−1 + s)me�usobno nezavisni, vektori W1 i W2 su nezavisni. �Sada uvodimo jo² jedan novi pojam.De�ni
ija 25. Filtra
ija na vjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P) je familija {F(t) :
t ≥ 0} σ-podalgebri na Ω takvih da je F(s) ⊆ F(t) ⊆ F za sve s < t. Vjero-jatnosni prostor zajedno s �ltra
ijom zove se �ltrirani vjerojatnosni prostor.Slu£ajni pro
es {X(t) : t ≥ 0} de�niran na (Ω,F , P) naziva se adaptiranim akoje X(t) F(t)-izmjeriva za sve t ≥ 0.Promatramo li Brownovo gibanje W = {W (t) : t ≥ 0} de�nirano na nekomvjerojatnosnom prostoru, tada moºemo de�nirati �ltra
iju {F0(t) : t ≥ 0} takoda je F0(t) σ-algebra generirana skupom slu£ajnih varijabli {W (s) : 0 ≤ s ≤ t}.S ovakom de�ni
ijom, Brownovo gibanje je o£ito prilago�eno �ltra
iji.U teoremu 2.2 pokazali smo da je pro
es {W (t+s)−W (s) : t ≥ 0} nezavisan od
F0(s). Moºemo malo pobolj²ati taj rezultat. Za proizvoljni s ≥ 0 promatrajmo(malo ve¢u) σ-algebru

F+(s) :=
⋂

t>s

F0(t).Uo£imo da je F+(s) σ-algebra i F0(s) ⊆ F+(s). O£ito je {F+(t) : t ≥ 0} ponovo�ltra
ija. Doga�aje iz F+(s) promatramo kao pogled u budu¢nost, tj. A ∈ F+(s)ako za sve ε > 0 vrijedi A ∈ F0(s + ε). Vrijedi sljede¢i teorem.Teorem 2.3. Za svaki s ≥ 0 pro
es {W (t + s) − W (s) : t ≥ 0} je nezavisan od
F+(s).Dokaz. Neka je (sn) padaju¢i niz za koji sn → s. Zbog neprekidnosti slijedi
W (t + s) − W (l + s) = limn→∞ W (t + sn) − W (l + sn) P-gotovo sigurno za sve
t > l ≥ 0. Tako�er je W (t + s) − W (l + s)

d
= W (t + sn) − W (l + sn). Neka je

A ∈ F+(s) proizvoljan, tada je za sve B ∈ B(Rd)

P(W (t + s) − W (s) ∈ B)P(A) = P(W (t + sn) − W (sn) ∈ B)P(A)

= P({W (t + sn) − W (sn) ∈ B} ∩ A). (1)Ako je P(A) = 0, tada se lako pokaºe da je P(W (t + s) − W (s) ∈ B)P(A) = 0 =
P({W (t + s) − W (s) ∈ B} ∩ A). Ako je P(A) > 0 onda jednakost (1) zapravozna£i PA(W (t + sn) − W (sn) ∈ B) = P(W (t + s) − W (s) ∈ B). Tako�er je
W (t+ sn)−W (sn) → W (t+ s)−W (s) PA-gotovo sigurno. Konvergen
ija gotovosigurno povla£i konvergen
iju po distribu
iji, pa za sve x ∈ Rd i B = 〈−∞,x]vrijedi

PA(W (t + s) − W (s) ≤ x) = lim
n→∞

PA(W (t + sn) − W (sn) ≤ x)

= P(W (t + s) − W (s) ≤ x).33



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nostKako su funk
ije distribu
ija iste, one indu
iraju istu vjerojatnost na vjerojat-nosnom prostoru (Rd,B(Rd)). Stoga za sve B ∈ B(Rd) vrijedi
PA(W (t + s) − W (s) ∈ B) = P(W (t + s) − W (s) ∈ B), (2)odnosno, zbog proizvoljnosti od A, W (t + s) − W (s) je nezavisno od F+(s).Na sli£an na£in se pokazuje da je za proizvoljan kona£an podskup {t1, t2, . . . , tm} ⊆

[0, +∞〉 slu£ajni vektor
(W (t1 + s) − W (s), . . . , W (tm + s) − W (s))nezavisan od F+(s). Dalje tvrdnja slijedi iz istih razloga kao u teoremu 2.1. �Jednostavna posljedi
a prethodnog teorema je sljede¢a tvrdnja.Posljedi
a 2.4. (Blumenthalov zakon 0-1) Neka je x ∈ Rd i A ∈ F+(0)tada je

P(A) ∈ {0, 1}.Dokaz. Koriste¢i teorem 2.3 znamo da je svaki skup A ∈ σ{W (t)−W (0) : t ≥ 0}nezavisan od F+(0). Ovo se odnosi i na proizvoljan skup A ∈ F+(0). Zato je
P(A) = P(A ∩ A) = P(A)P(A) = P(A)2, ²to povla£i P(A) ∈ {0, 1}. �Sada ¢emo dokazat vaºnu posljedi
u Markovljevog svojstva. Prvo navodimolemu koju ¢emo dosta koristiti.Lema 2.5. Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor i neka je G ⊆ F σ-algebra na
Ω. Pretpostavimo da za d-dimenzionalne slu£ajne vektore X i Y vrijedi da je X
G-izmjeriv i Y nezavisan od G. Neka je h : Rd × Rd → R ograni£ena Borelovafunk
ija i de�nirajmo

g(x) = E[h(x, Y )].Tada je (g.s.)
E[h(X, Y )|G] = g(X).Dokaz. Zbog Fubinijevog teorema je g izmjeriva, te je g(X) G-izmjeriva. Preos-taje dokazati da za svaki A ∈ G vrijedi

∫

A

h(X(ω), Y (ω)) dP(ω) =

∫

A

(

∫

Ω

h(X(ω1), Y (ω2)) dP(ω2)) dP(ω1). (3)Dokaºimo jednakost (3) za h = 1B gdje je B ∈ B2d. Uo£imo da su sa B
µ17→

∫

A
1B(X(ω), Y (ω)) dP(ω) i B

µ27→
∫

A
(
∫

Ω
1B(X(ω1), Y (ω2)) dP(ω2)) dP(ω1) zadanekona£ne mjere na B2d. (Lako se pokaºe da vrijedi µ1(R

2d) = µ2(R
2d) = P(A) ≤ 1.)Neka je B = C × D gdje su C, D ∈ Bd. Dobivamo

µ1(C × D) =

∫

A

1C×D(X(ω), Y (ω)) dP(ω)

=

∫

Ω

1{X∈C,Y ∈D}∩A dP = P({X ∈ C, Y ∈ D} ∩ A)

= P(Y ∈ D)P({X ∈ C} ∩ A).34



2.2. Markovljevo svojstvoJednakost u zadnjem redu vrijedi zbog nezavisnosti Y od G. Na sli£an na£inslijedi
µ2(C × D) =

∫

A

(

∫

Ω

1C×D(X(ω1), Y (ω2)) dP(ω2)) dP(ω1)

=

∫

A

(

∫

Ω

1C(X(ω1))1D(Y (ω2)) dP(ω2)) dP(ω1)

=

∫

A

1CX(ω1)P(Y ∈ D) dP(ω1) = P(Y ∈ D)P({X ∈ C} ∩ A).Zna£i µ1(C × D) = µ2(C × D) za sve C, D ∈ Bd. Kako je B2d = Bd × Bd =
σ{C × D : C, D ∈ Bd} te je {C × D : C, D ∈ Bd} π-sustav, po teoremu oDynkinovim klasama vrijedi µ1 = µ2.Za jednostavne funk
ije h =

∑n
k=1 ak1Ak

gdje je A1, A2, . . . , An ∈ B2d tvrdnja
(3) slijedi iz aditivnosti integrala.Neka je h ≥ 0, tada postoji rastu¢i niz hn ≥ 0 jednostavnih funk
ija takvihda vrijedi hn ↑ h. Kori²tenjem Lebesgueova teorema o monotonoj konvergen
ijislijedi (3).Za izmjerivu funk
iju h, promatramo pozitivni (h+) i negativni dio (h−). Tvrd-nja (3) slijedi iz prethodnog koraka.Jednakost (3) vrijedi u smislu ako postoji jedan od ta dva integrala, ondapostoji i drugi i vrijednosti su im jednake. Kako je h ograni£ena oba integralapostoje. �U daljnjem tekstu koristimo oznake Ex i Px koje ozna£avaju o£ekivanje i vje-rojatnost ako Brownovo gibanje W ima po£etak u x ∈ Rd (razli£ito od ishodi²ta).Teorem 2.6. Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} d-dimenzionalno Brownovo gibanje i
f : Rd → R ograni£ena Borelova funk
ija. Tada za 0 ≤ s ≤ t vrijedi sljede¢i nizjednakosti (g.s)
E[f(W (t))|F+(s)] = E[f(W (t))|F0(s)] = E[f(W (t))|W (s)] = EW (s)[f(W (t−s))].Dokaz. Neka F(s) ozna£ava neku od σ-algebri F+(s), F0(s), σ(W (s)). Vrijedi

E[f(W (t))|F(s)] = E[f(W (s) + W (t) − W (s))|F(s)],

= E[h(W (s), W (t) − W (s))],gdje je h(x, y) = f(x + y). Uo£imo da je W (s) F(s)-izmjeriva, a W (t) − W (s)nezavisno od F(s). Po prethodnoj lemi 2.5 vrijedi jednakost (g.s.)
E[f(W (t))|F(s)] = g(W (s)), (4)gdje je

g(x) = E[h(x, W (t) − W (s))] = E[f(x + (W (t) − W (s)))].Zbog jednake distribuiranosti slu£ajnih vektora W (t)−W (s) i W (t− s)−W (0)slijedi
g(x) = Ex[f(W (t − s))].Iz (4) slijedi tvrdnja. �35



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nostSada ¢emo de�nirati Markovljevu jezgru i vremenski homogen Markovljev pro-
es na Rd, te pokazati da Brownovo gibanje spada u tu vrstu pro
esa s pripada-ju¢om jezgrom.De�ni
ija 26. Funk
ija p : [0, +∞〉×Rd×Bd → R jeMarkovljeva tranzi
ijskajezgra ako je(i) (t, x) 7→ p(t, x, A) izmjeriva funk
ija za svaki A ∈ Bd;(ii) p(t, x, ·) je vjerojatnosna mjera na (Rd,Bd) za sve t ≥ 0 i x ∈ Rd;(iii) za sve A ∈ Bd, x ∈ Rd i t, s > 0 vrijedi
p(t + s, x, A) =

∫

Rd

p(t, y, A)p(s, x, dy).Adaptirani pro
es {X(t) : t ≥ 0} je (vremenski homogen)Markovljev pro
ess tranzi
ijskom jezgrom p u odnosu na �ltra
iju {F(t) : t ≥ 0}, ako za sve t ≥ si Borelove skupove A ∈ Bd vrijedi
P(X(t) ∈ A|F(s)) = p(t − s, X(s), A).Uo£imo da je p(t, x, A) vjerojatnost da je pro
es poprimio vrijednost u A utrenutku t, ako je po£eo u x.Propozi
ija 2.7. d-dimenzionalno Brownovo gibanje je Markovljev pro
es opisanjezgrom

p(t, x, A) =

∫

A

(2πt)−d/2 exp

(

−‖x − y‖2

2t

)

dλ(y).Dokaz. Koriste¢i de�ni
iju uvjetne vjerojatnosti i teorem 2.6 dobivamo
P(W (t) ∈ A|F+(s)) = E[1A(W (t))|F+(s)]

= EW (s)[1A(W (t− s))]

=

∫

A

(2π(t − s))−d/2 exp

(

−‖W (s) − y‖2

2(t − s)

)

dλ(y)

= p(t − s, W (s), A).Iz prethodne de�ni
ije slijedi tvrdnja. �2.3. Vremena zaustavljanjaSlobodno re£eno, Markovljevo svojstvo kaºe da Brownovo gibanje po£inje iznovau svakom deterministi£kom trenutku. Ovo zna£ajno svojstvo Brownovog gibanjavrijedi za vrlo vaºnu klasu slu£ajnih vremena, tzv. vremena zaustavljanja.36



2.3. Vremena zaustavljanjaDe�ni
ija 27. Slu£ajna varijabla T , s vrijednostima u [0, +∞], de�nirana navjerojatnosnom prostoru s �ltra
ijom {F(t) : t ≥ 0} zove se vrijeme zaustav-ljanja ako za sve t ≥ 0 vrijedi {T < t} ∈ F(t). Slu£ajna varijabla T je strogovrijeme zaustavljanja ako za sve t ≥ 0 vrijedi {T ≤ t} ∈ F(t).Pokazuje se da su sva stroga vremena zaustavljanja ujedno i vremena zaustav-ljanja.Lema 2.8. Ako je T strogo vrijeme zaustavljanja, onda je T vrijeme zaustavlja-nja.Dokaz. Neka je t proizvoljan. Za sve n ∈ N je {T ≤ t − 1
n
} ∈ F(t − 1

n
) ⊆ F(t).Vrijedi

{T < t} =

∞
⋃

n=1

{T ≤ t − 1

n
} ∈ F(t).

�Ovisno o �ltra
iji vjerojatnosnog prostora, moºe vrijediti i obrat prethodnetvrdnje. Klju£ni uvjet na �ltra
iju {F(t) : t ≥ 0}, kao ²to ¢emo pokazati, jeneprekidnost zdesna, odnosno da za sve t ≥ 0 vrijedi
⋂

s>t

F(s) = F(t).Teorem 2.9. Svako vrijeme zaustavljanja T u odnosu na neku zdesna neprekidnu�ltra
iju {F(t) : t ≥ 0} je strogo vrijeme zaustavljanja.Dokaz. Vrijedi
{T ≤ t} =

∞
⋂

n=1

{T < t +
1

n
} ∈

∞
⋂

n=1

F(t + 1/n) = F(t).

�Filtra
iju {F+(t) : t ≥ 0} smo uveli u prethodnom odjeljku upravo jer onaima svojstvo neprekidnosti zdesna. Lako se pokaºe
⋂

s>t

F+(s) =
⋂

s>t

(

⋂

u>s

F0(u)

)

=
⋂

u>t

F0(u) = F+(t).Posljedi
a 2.10. Svako vrijeme zaustavljanja T u odnosu na �ltra
iju {F+(t) :
t ≥ 0} je strogo vrijeme zaustavljanja.U slu£aju Brownovog gibanja W = {W (t) : t ≥ 0} koristit ¢emo �ltra
iju
{F+(t) : t ≥ 0} i promatrati vremena zaustavljanja u odnosu na nju.Teorem 2.11. Vrijede sljede¢e tvrdnje.(a) Svako deterministi£ko vrijeme t ≥ 0 je vrijeme zaustavljanja.37



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nost(b) Neka je U ⊆ Rd otvoren skup. Tada je T = inf{t ≥ 0 : W (t) ∈ U} vrijemezaustavljanja.(
) Ako je (Tn) rastu¢i niz vremena zaustavljanja i T = limn→∞ Tn. Tada je Tvrijeme zaustavljanja.(d) Neka je F ⊆ Rd zatvoren skup. Tada je T = inf{t ≥ 0 : W (t) ∈ F} vrijemezaustavljanja.(e) Neka je T vrijeme zaustavljanja, tada je Tn := ⌊2nT ⌋+1
2n (za n ∈ N) vrijemezaustavljanja.Dokaz. (a) Trivijalno. (b) Zbog neprekidnosti Brownovog gibanja W slijedi

{T < t} =
⋃

s∈Q∩〈0,t〉
{W (s) ∈ U} ∈ F+(t).(
) O£ito je T = supn∈N Tn. Dobivamo

{T ≤ t} =

∞
⋂

n=1

{Tn ≤ t} ∈ F+(t).(d) Neka je U(n) := {x ∈ Rd : (∃y ∈ F )(‖y − x‖ < 1/n)}. Nije te²ko pokazatida je U(n) =
⋃

y∈F K(y, 1/n), odnosno U(n) je otvoreni skup. Tako�er vrijedi
F =

⋂

n∈N U(n). Sada de�niramo Tn := inf{t ≥ 0 : W (t) ∈ U(n)}. Zbog
U(n + 1) ⊆ U(n) slijedi Tn ≤ Tn+1. Pokazuje se T = limn→∞ Tn.(e) Za t ≥ 0 dobivamo

{Tn ≤ t} = {⌊2nT ⌋ ≤ 2nt − 1} = {⌊2nT ⌋ ≤ ⌊2nt − 1⌋}.Ako je t < 2−n, onda je {Tn ≤ t} = ∅ ∈ F+(t).Ako je t ≥ 2−n, onda je
{⌊2nT ⌋ ≤ ⌊2nt⌋ − 1} = {2nT < ⌊2nt⌋} = {T ≤ ⌊2nt⌋

2n
} ∈ F+(⌊2nt⌋ /2n) ⊆ F+(t).Zadnja inkluzija slijedi zbog ⌊2nt⌋ /2n ≤ t. �Neka je (Ω,F , P) vjerojatnosni prostor na kojem je de�nirano Brownovo giba-nje W. Za vrijeme zaustavljanja T de�niramo σ-algebru

F+(T ) := {A ∈ F : (∀t ≥ 0)(A ∩ {T < t} ∈ F+(t))}.Lako se pokaºe da vrijedi
F+(T ) = {A ∈ F : (∀t ≥ 0)(A ∩ {T ≤ t} ∈ F+(t))}.O£ito, za deterministi£ko vrijeme T = t vrijedi F+(T ) = F+(t).Propozi
ija 2.12. Vrijede sljede¢e tvrdnje.(i) Ako je T vrijeme zaustavljanja, onda je T F+(T )-izmjeriva.38



2.3. Vremena zaustavljanja(ii) Ako su S, T vremena zaustavljanja takva da vrijedi S ≤ T , onda je F+(S) ⊆
F+(T ).(iii) Ako su S, T vremena zaustavljanja, onda je {S < T} sadrºan u F+(S) i
F+(T ).(iv) Neka je (Tn) niz vremena zaustavljanja, onda je T = inf{Tn : n ∈ N}vrijeme zaustavljanja i vrijedi

F+(T ) =
∞
⋂

n=1

F(Tn).(v) Slu£ajna varijabla W (T ) je F+(T )-izmjeriva.Dokaz. (i) Moramo pokazati da je {T ≤ a} ∈ F+(T ) za proizvoljni a ≥ 0. Zasve t ≥ 0 dobivamo
{T ≤ a} ∩ {T ≤ t} = {T ≤ min{a, t}} ∈ F+(min{a, t}) ⊆ F+(t).(ii) Neka je A ∈ F+(S). Za sve t ≥ 0 slijedi

A ∩ {T ≤ t} = (A ∩ {S ≤ t}) ∩ {T ≤ t} ∈ F+(t).(iii) Za sve t ≥ 0 vrijedi jednakost
{S < T} ∩ {T ≤ t} =

⋃

q∈Q,q≤t

({S < q} ∩ {q < T ≤ t}) ∈ F+(t).To povla£i {S < T} ∈ F+(T ). Za sve t ≥ 0 i Dt = [0, t]∩Q∪{t} vrijedi jednakost
{S < T} ∩ {S ≤ t} =

⋃

q∈Dt

{S ≤ q} ∩ {q < T} ∈ F+(t).To povla£i {S < T} ∈ F+(S).(iv) Za sve t ≥ 0 vrijedi {T < t} =
⋃∞

n=1{Tn < t} ∈ F+(t). T je vrijemezaustavljanja.Kako je T ≤ Tn, po (ii) slijediF+(T ) ⊆ ⋂∞
n=1 F+(Tn). Neka je A ∈ ⋂∞

n=1 F+(Tn).Za sve t ≥ 0 vrijedi
A ∩ {T ≤ t} = A ∩

( ∞
⋃

n=1

{Tn ≤ t}
)

=
∞
⋃

n=1

(A ∩ {Tn ≤ t}) ∈ F+(t).Zna£i A ∈ F+(T ).(v) Promatrajmo vremena zaustavljanja Tn = (⌊2nT ⌋ + 1)/2n. Pokaºimo daje W (Tn) vrijeme zaustavljanja. Neka su s0 < s1 < s2 < . . . vrijednosti koje Tnpostiºe. Za proizvoljne B ∈ Bd i t ≥ 0 vrijedi
{W (Tn) ∈ B} ∩ {Tn ≤ t} =

⋃

k∈N0,sk≤t

{W (sk) ∈ B} ∈ F+(t).To zna£i {W (Tn) ∈ B} ∈ F+(Tn). Nadalje je T ≤ Tn+1 ≤ Tn i T = infn∈N Tn =
limn→∞ Tn. Vrijedi F+(Tn) ⊆ F+(Tn+1) ⊆ F+(T ) =

⋂∞
n=1 F(Tn). Zbog ne-prekidnosti Brownovog gibanja je limn→∞ W (Tn) = W (T ). Za svaki k, n ∈ Nje W (Tn+k) F+(Tk)-izmjeriv (jer je (F+(Tn))) padaju¢i niz σ-algebri, stoga je

limn→∞ W (Tn) = limn→∞ W (Tn+k) F+(Tk)-izmjeriv. To povla£i da je W (T )
⋂∞

k=1 F(Tk) = F+(T ) izmjeriv. �39



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nost2.4. Jako Markovljevo svojstvoSada ¢emo dokazati jako Markovljevo svojstvo za Brownovo gibanje. Trebat ¢enam sljede¢a lema.Lema 2.13. Neka su X i Xn za n ∈ N m-dimenzionalni slu£ajni vektori navjerojatnosnom prostoru (Ω,F , P) i A ⊆ F . Vrijede sljede¢e tvrdnje.(i) Slu£ajni vektor X i familija A su me�usobno nezavisni ako i samo ako suza svaki A ∈ A slu£ajni vektor X i varijabla 1A nezavisne.(ii) Ako Xn
g.s.→ X i za sve n ∈ N vrijedi da su Xn i A nezavisne, tada su X i

A nezavisne.Dokaz. (a) Odaberimo A ∈ A proizvoljno. Ako su X i 1A nezavisne slijedi
P({X ∈ B}∩A) = P(X ∈ B, 1A ∈ {1}) = P(X ∈ B)P(1A ∈ {1}) = P(X ∈ B)P(A)za sve B ∈ Bm. Zbog proizvoljnosti skupa A, X i A su nezavisni.Neka su X i A nezavisni. Odaberimo proizvoljan A ∈ A. Tada je {1A ∈ C} ∈
{∅, Ω, A, Ac} za sve C ∈ B. Lako se pokaºe da je svaki od tih doga�aja nezavisandoga�aju {X ∈ B} za proizvoljan B ∈ Bm.(b) Odaberimo proizvoljan A ∈ A. Prema (a) Xn i 1A su nezavisni. To zna£ida je

ϕ(Xn,1A)(t, k) = ϕXn
(t)ϕ1A

(k) (5)za sve t ∈ Rm i k ∈ R. Xn
g.s.→ X povla£i (Xn, 1A)

g.s.→ (X, 1A). Konvergen
ijagotovo sigurno povla£i konvergen
iju po distribu
iji, pa (5) po teoremu neprekid-nosti povla£i
ϕ(X,1A)(t, k) = ϕX(t)ϕ1A

(k).Zadnja jednakost je karakteriza
ija nezavisnosti X i 1A preko karakteristi£nihfunk
ija. Po (a) slijedi nezavisnost X i A. �Teorem 2.14. (Jako Markovljevo svojstvo) Za svako gotovo sigurno ko-na£no vrijeme zaustavljanja T pro
es {W (T + t) − W (T ) : t ≥ 0} je standardnoBrownovo gibanje neovisno od F+(T ).Dokaz. Pro
es {W (T + t) − W (T ) : t ≥ 0} je o£ito gotovo sigurno neprekidan.Promatrajmo vremena zaustavljanja Tn = (⌊2nT ⌋ + 1)/2n. Vrijedi T =
limn→∞ Tn = infn∈N Tn.Odaberimo proizvoljan n ∈ N. Tn postiºe prebrojivo mnogo vrijednosti. Ozna-£imo ih redom s0 < s1 < s2 < . . .. Pokaºimo da za proizvoljne 0 ≤ t1 < t2 vrijedi
W (Tn + t2) − W (Tn + t1)

d
= W (t2) − W (t1). Za proizvoljan x ∈ Rd dobivamo

P(W (Tn + t2) − W (Tn + t1) ≤ x)

=

∞
∑

k=0

P(W (Tn + t2) − W (Tn + t1) ≤ x, Tn = sk)

=

∞
∑

k=0

P(W (sk + t2) − W (sk + t1) ≤ x, Tn = sk).40



2.4. Jako Markovljevo svojstvoKako je {Tn < sk}, {Tn ≤ sk} ∈ F+(sk), slijedi {Tn = sk} = {Tn ≤ sk} \ {Tn <
sk} ∈ F+(sk) za sve k ∈ N0. Iz teorema 2.3 dobivamo
P(W (sk+t2)−W (sk+t1) ≤ x, Tn = sk) = P(W (sk+t2)−W (sk+t1) ≤ x)P(Tn = sk)za sve k ∈ N0. Iz svojstava Brownovog gibanja slijedi

P(W (Tn + t2) − W (Tn + t1) ≤ x)

=

∞
∑

k=0

P(W (sk + t2) − W (sk + t1) ≤ x)P(Tn = sk)

=

∞
∑

k=0

P(W (t2) − W (t1) ≤ x)P(Tn = sk)

= P(W (t2) − W (t1) ≤ x)

∞
∑

k=0

P(Tn = sk)

= P(W (t2) − W (t1) ≤ x).Vrijedi W (Tn+t2)−W (Tn+t1)
g.s.→ W (T+t2)−W (T +t1), a to povla£i W (Tn+t2)−

W (Tn + t1)
d→ W (T + t2)−W (T + t1). Iz upravo pokazanog (zbog proizvoljnostiod n)

P(W (T + t2) − W (T + t1) ≤ x) = P(W (t2) − W (t1) ≤ x).Zbog proizvoljnosti t1 i t2 pokazali smo da prirasti imaju istu distribu
iju kaoprirasti Brownovog gibanja.Na isti na£in se pokazuje da za 0 ≤ t0 < t1 < t2 < . . . < tm vrijedi
P(W (T + t1) − W (T + t0) ≤ x1, . . . , W (T + tm) − W (T + tm−1) ≤ xm) =

= P(W (t1) − W (t0) ≤ x1, . . .W (tm) − W (tm−1) ≤ xm).Zbog nezavisnosti prirasta Brownovog gibanja i prije pokazanog dobivamo
P(W (T + t1) − W (T + t0) ≤ x1, . . . , W (T + tm) − W (T + tm−1) ≤ xm)

= P(W (t1) − W (t0) ≤ x1) . . .P(W (tm) − W (tm−1) ≤ xm)

= P(W (T + t1) − W (T + t0) ≤ x1) . . . P(W (T + tm) − W (T + tm−1) ≤ xm).Time je pokazana nezavisnost prirasta. Dakle {W (t + T ) − W (T ) : t ≥ 0} jestandardno Brownovo gibanje.Po teoremu 2.12(iv) vrijedi F+(T ) =
⋂∞

n=1 F+(Tn). Odaberimo proizvoljne
m ∈ N, A ∈ F+(T ) i t1, . . . , tm ≥ 0 i �ksirajmo ih. Pokaºimo da su za sve n ∈ Nslu£ajni vektor

Wn := (W (Tn + t1) − W (Tn), . . . , W (Tn + tm) − W (Tn)),i skup A nezavisni. Uo£imo da je A ∈ F(Tn) i neka su s0 < s1 < s2 < . . .vrijednosti koje postiºe Tn. Neka je B ∈ Bmd proizvoljan, vrijedi
P({Wn ∈ B} ∩ A)

=

∞
∑

k=0

P({Wn ∈ B} ∩ A ∩ {Tn = sk})

=

∞
∑

k=0

P({(W (sk + t1) − W (sk), . . . , W (sk + tm) − W (sk)) ∈ B} ∩ A ∩ {Tn = sk}).41



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nostRanije smo pokazali da je {Tn = sk} ∈ F+(sk), a po de�ni
iji vrijedi A ∩ {Tn ≤
sk} ∈ F+(sk). To povla£i (A∩{Tn ≤ sk})∩{Tn = sk} = A∩{Tn = sk} ∈ F+(sk)za sve k ∈ N0. Po teoremu 2.3 dobivamo

P({Wn ∈ B} ∩ A)

=

∞
∑

k=0

P((W (sk + t1) − W (sk), . . . , W (sk + tm) − W (sk)) ∈ B)P(A ∩ {Tn = sk}).Kako su pro
esi {W (t+Tn)−W (Tn) : t ≥ 0} i {W (t) : t ≥ 0} prema prvom dijeludokaza standardna Brownova gibanja, oni imaju iste marginalne distribu
ije paje
P((W (sk + t1) − W (sk), . . . , W (sk + tm) − W (sk)) ∈ B) =

= P((W (Tn + t1) − W (Tn), . . . , W (Tn + tm) − W (Tn)) ∈ B) = P(Wn ∈ B).Sad dobivamo
P({Wn ∈ B} ∩ A)

= P(Wn ∈ B)

∞
∑

k=0

P(A ∩ {Tn = sk})

= P(Wn ∈ B)P(A).Ovime smo pokazali da je Wn nezavisan od F+(T ) za sve n ∈ N. Kako Wn
g.s.→

W ∗ := (W (T + t1) − W (T ), . . . , W (T + tm) − W (T )), po tvrdnji (b) prethodneleme su W ∗ i F+(T ) nezavisni. Zbog proizvoljnosti izbora t1, . . . , tm slijedi da supro
es {W (t + T ) − W (T ) : t ≥ 0} i F+(T ) nezavisni. �Sada slijedi poop¢enje teorema 2.6.Teorem 2.15. Neka je W = {W (t) : t ≥ 0} d-dimenzionalno Brownovo gibanjei f : Rd → R ograni£ena Borelova. Tada za gotovo sigurno kona£no vrijemezaustavljanja T i t ≥ 0 vrijedi sljede¢a jednakost (g.s)
E[f(W (t + T ))|F+(T )] = EW (T )[f(W (t))].Dokaz. Redom dobivamo

E[f(W (t + T ))|F+(T )] = E[f(W (t + T ) − W (T ) + W (T ))|F+(T )]

= E[h(W (T ), W (t + T ) − W (T ))|F+(T )],gdje je h(x, y) = f(x + y). Prema lemi 2.5 vrijedi (g.s.) jednakost
E(f(W (t + T )|F+(T )) = g(W (T ))gdje je g(x) = E[f(x + W (t + T )−W (T ))]. Zbog jednake distribuiranosti W (t +

T ) − W (T ) i W (t) − W (0) vrijedi
g(x) = Ex[f(W (t))].

�42



2.5. Brownovo gibanje kao martingalSljede¢i teorem pokazat ¢e se zna£ajnim kasnije.Teorem 2.16. Neka je T vrijeme zaustavljanja i F ⊆ Rd zatvoren skup. Ozna£i-mo sa τ(F ) := inf{t > 0 : W (t) ∈ F}. Pretpostavimo da je T ≤ τ(F ) i da su obavremena gotovo sigurno kona£na. Tada za svaku ograni£enu Borelovu funk
iju
f : Rd → R vrijedi (g.s.)

Ex(f(W (τ(F ))|F+(T )) = EW (T )[f(W (τ(F ))].Dokaz. Zbog T ≤ τ(F ) dobivamo
τ(F ) ◦ θT (ω) = inf{t ≤ 0 : W (t + T (ω))(ω)} = τ(F )(ω) − T (ω).Nadalje je
W (τ(F )) ◦ θT (ω) = W (τ(F ) ◦ θT (ω))(θT (ω)) = W (τ(F )(ω))(ω).Ovime smo pokazali f(W (τ(F ))) ◦ θT = f(W (τ(F ))). Prema teoremu 0.26 sadaslijedi

Ex[f(W (τ(F )))|F(T )] = Ex[f(W (τ(F ))) ◦ θT |F(T )]
(JMS)

= EW (T )[f(W (τ(F )))].

�2.5. Brownovo gibanje kao martingalU ovom odjeljku pokazat ¢emo da Brownovo gibanje pripada vaºnoj skupini slu-£ajnih pro
esa - martingalima. Kre¢emo s de�ni
ijom.De�ni
ija 28. Slu£ajni pro
es {M(t) : t ≥ 0} je martingal s obzirom na �ltra-
iju {F(t) : t ≥ 0} ako ima sljede¢a tri svojstva:(a) E[|M(t)|] < +∞ za sve t ≥ 0.(b) Pro
es {M(t) : t ≥ 0} je adaptiran na �ltra
iju.(
) Za svaki par vremena 0 ≤ s ≤ t vrijedi
E(M(t)|F(s)) = M(s) g.s.Intuitivno, martingal je pro
es u kojem je trenutno stanje najbolja pro
jenabudu¢eg stanja.Propozi
ija 2.17. Linearno Brownovo gibanje W = {W (t) : t ≥ 0} je martingalu odnosu na �ltra
iju {F+(t) : t ≥ 0}. 43



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nostDokaz. Koriste¢i svojstva Brownovog gibanja i uvjetnog o£ekivanja dobivamo
E(W (t)|F+(s)) = E(W (t) − W (s) + W (s)|F+(s))

= E[W (t) − W (s)] + W (s) = W (s).

�Sada ¢emo dokazati rezultat o martingalima koji ¢e nam omogu¢iti da izra£u-namo prosje£na vremena izlaska iz intervala.Teorem 2.18. Neka je {X(t) : t ≥ 0} zdesna neprekidan martingal adaptiran nazdesna neprekidnu �ltra
iju {F(t) : t ≥ 0}. Ako je T ome�eno vrijeme zaustav-ljanja, tada je E[X(T )] = E[X(0)].Dokaz. Neka je h prirodan broj takav da je P(T ≤ h − 1) = 1. Promatrajmovrijeme zaustavljanja Tn = (⌊2nT ⌋ + 1)/2n. (Ovo je vrijeme zaustavljanja popropozi
iji 2.11(e).) Ozna£imo Y n
k := X(k2−m) za n, k ∈ N0. Za sve n ∈ N0je niz slu£ajnih varijabli (Y n

k )k martingal (u smislu de�ni
ije 12) u odnosu nafamiliju σ-algebri {Fn
k = F(k2−n) : k ∈ N0} i Sn = 2nTn je vrijeme zaustavljanja(u smislu de�ni
ije 13). Sada po teoremu 0.21(
) vrijedi

X(Tn) = Y n
Sn

= E(Y n
h2n |Fn

Sn
) = E(Xh|F(Tn)).Kako je niz (Tn) padaju¢i vrijedi T = infn∈N Tn = limnց∞ Tn. Zbog neprekidnostizdesna dobivamo limn→∞ X(Tn) = X(T ) i po propozi
iji 2.12(iv) je F(T ) =

⋂∞
n=1 F(Tn). Iz tvrdnje teorema 0.22 slijedi

X(T ) = E(X(n)|F(T )).O£ekivanje nam daje E[X(T )] = E[X(n)] = E[X(0)] jer je niz (X(n − 1)) mar-tingal (u smislu de�ni
ije 12). �Sada ¢emo iskoristiti martingalno svojstvo i prethodni teorem da bi utvrdilineke £injeni
e vezane uz linearno Brownovo gibanje. Zanimat ¢e nas, za Brownovogibanje s po£etkom u 0 ∈ 〈a, b〉, kolika je vjerojatnost da ¢e iza¢i iz tog intervalakroz a ili kroz b i koliko ¢e prosje£no vremena u njemu provesti?Za odgovor na ova pitanja korisna je sljede¢a lema.Teorem 2.19. Neka je {W (t) : t ≥ 0} linearno Brownovo gibanje. Tada je pro
es
{W (t)2 − t : t ≥ 0} martingal.Dokaz. Po de�ni
iji Brownovog gibanja je E[W (t)2] < +∞ za sve t ≥ 0. Novipro
es je o£ito adaptiran u odnosu na �ltra
iju {F+(t) : t ≥ 0}. Dobivamo za
s < t

E[W (t)2 − t|F+(s)] = E[(W (t) − W (s))2|F+(s)]

+2E[W (t)W (s)|F+(s)] − W (s)2 − t

= (t − s) + 2W (s)2 − W (s)2 − t = W (s)2 − s.Time smo pokazali da je novi pro
es tako�er martingal. �44



2.5. Brownovo gibanje kao martingalPrethodni rezultati su dovoljni za izra£unavanje izlazne vjerojatnosti i o£eki-vanog vremena za linearno Brownovo gibanje.Teorem 2.20. Neka je a < 0 < b i za standardno linearno Brownovo gibanje
{W (t) : t ≥ 0} de�nirajmo T = inf{t ≥ 0 : W (t) ∈ {a, b}}. Tada vrijedi

P(W (T ) = a) =
b

|a| + b
i P(W (T ) = b) =

|a|
|a| + b

. (6)Nadalje, E[T ] = |a|b.Dokaz. Pokaºimo da je T integrabilna, tj. E[T ] < +∞. Dobivamo
E[T ] =

∫ ∞

0

P(T > t) dt =

∫ ∞

0

P(B(s) ∈ 〈a, b〉 ∀s ∈ [0, t]) dt.Izraz ispod integrala za t ≥ k ∈ N je ograni£en k-tom poten
ijom izraza
supx∈〈a,b〉 Px{W (1) ∈ 〈a, b〉}. Ovaj integral moºemo ograni£iti geometrijskim re-dom, pa je T integrabilna.Prema prethodnom vrijedi T < +∞ g.s. Neka je Sn := min{T, n} za sve
n ∈ N. Za ova vremena zaustavljanja vrijedi limn→∞ Sn = T . Prema teoremu2.18 vrijedi

E[W (Sn)] = E[W (0)] = 0.Kako je |W (Sn)| ≤ max{|a|, b} i limn→∞ W (Sn) = W (T ), po teoremu o domini-ranoj konvergen
iji slijedi
E[W (T )] = 0.Sada je

0 = E[W (T )] = aP(W (T ) = a) + bP(W (T ) = b).Odavde i iz trivijalne jednakosti P(W (T ) = a) + P(W (T ) = b) = 1 slijede jedna-kosti (6).O£ekivano vrijeme izlaska odredit ¢emo na sli£an na£in. Koristit ¢emo £inje-ni
u da je pro
es {W (t)2 − t : t ≥ 0} martingal. Uo£imo da vrijedi
|W (Sn)

2 − Sn| ≤ (max{|a|, b})2 + T.Koriste¢i tvrdnju teorema 2.18 i teorem o dominiranoj konvergen
iji
E[W (T )2 − T ] = lim

n→∞
E[W (Sn)2 − Sn] = E[W (0)2 − 0] = 0.Iz jednakosti (6) dobivamo

E[T ] = E[W (T )2] =
a2b

|a| + b
+

|a|b2

|a| + b
= |a|b.

�Prethodni teorem nam omogu¢uje da pokaºemo kako ¢e d-dimenzionalno Browno-vo gibanje uvijek iza¢i iz ome�enog skupa S ⊆ Rd.45



2. Markovljevo svojstvo i harmoni£nostLema 2.21. Neka je S ⊆ Rd ome�en skup i {W (t) : t ≥ 0} Brownovo gibanje spo£etkom u x0 ∈ S. Tada je τ = inf{t ≥ 0 : W (t) ∈ Sc} < +∞ gotovo sigurno.Dokaz. Neka je π1 : Rd → R projek
ija prve koordinate, tj. π1(x) = x1 za sve
x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd. Kako S ome�en skup, tada je π1(S) ome�en, odnosnopostoji interval 〈a, b〉 ⊆ R takav da je a, b ∈ R i π1(S) ⊆ 〈a, b〉. No, π1(W (t)) je(linearno) Brownovo gibanje s po£etkom u π1(x0) koje ¢e po teoremu 2.20 gotovosigurno iza¢i iz intervala 〈a, b〉. To povla£i da ¢e i W (t) iza¢i iz S, odnosno
τ < +∞ gotovo sigurno. �
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3. Diri
hletov problem
3.1. Harmonijske funk
ije i Diri
hletov rubni pro-blemU ovom odjeljku upoznajemo se s harmonijskim funk
ijama i Lapla
eovom jed-nadºbom s Diri
hletovim rubnim uvjetima. Rezultati koji ¢e biti izneseni sustandardni sadrºaj svake knjige o par
ijalnim diferen
ijalnim jednadºbama. (Do-kazi svih tvrdnji ovdje izre£enih mogu se na¢i, primjeri
e, u knjizi [1, Aganovi¢,Veseli¢℄, str. 71.)De�ni
ija 29. Neka je U ⊆ Rd otvoren skup. Za funk
iju u : U → R kaºemo daje harmonijska na skupu U , ako je u ∈ C2(U) i za sve x ∈ U vrijedi

∆u(x) =
d
∑

j=1

∂2u

∂x2
j

(x) = 0.Sljede¢i rezultati nam govore o svojstvima ovih funk
ija.Propozi
ija 3.1. (Teorem srednje vrijednosti) Neka je u : U → R harmo-nijska funk
ija na otvorenom skupu U ⊆ Rd. Tada za sve x ∈ U i svaku otvorenukuglu K(x, r) ⊆ U vrijedi
u(x) =

1

|K(x, r)|

∫

K(x,r)

u(y) dy,

u(x) =
1

|∂K(x, r)|

∫

∂K(x,r)

u dS. (1)Propozi
ija 3.2. (Obrat teorema srednje vrijednosti) Neka je U ⊆ Rdotvoren skup i u ∈ C2(U). Ako za svaki x ∈ U i svaku otvorenu kuglu K(x, r) ⊆ Uvrijedi jednakost (1) onda je u harmonijska funk
ija.Vaºno svojstvo harmonijskih funk
ija je sadrºano u prin
ipu maksimuma.Teorem 3.3. (Prin
ip maksimuma) Neka je u : U → R harmonijska funk
ijana otvorenom skupu U ⊆ Rd. Tada vrijedi:(i) Ako je U podru£je i u postiºe maksimum na U , onda je u konstantna funk
ijana tom skupu. 47



3. Diri
hletov problem(ii) Ako je u neprekidna na U i U je ome�en, onda vrijedi
max
x∈U

u(x) = max
x∈∂U

u(x) i min
x∈U

u(x) = min
x∈∂U

u(x).Posljedi
a 3.4. Neka su funk
ije u1, u2 : U → R harmonijske na ograni£enompodru£ju U ⊆ Rd i neprekidne na U . Ako je u1|∂U = u2|∂U , onda je u1 = u2.Dokaz. Funk
ija v := u1 − u2 je tako�er harmonijska na U , te je v|∂U = 0. Stogaje po prin
ipu maksimuma
min
x∈U

v(x) = min
x∈∂U

v(x) = 0 = max
x∈∂U

v(x) = max
x∈U

v(x).Dakle v = 0, odnosno u1 = u2. �De�ni
ija 30. PodDiri
hletovim rubnim problemom podrazumijevamo rje-²enje Lapla
eove jednadºbe
∆u = 0na otvorenom povezanom skupu U ⊆ Rd uz Diri
hletov rubni uvjet

u|∂U = ϕ,gdje je ϕ : ∂U → R neprekidna funk
ija.Rje²enje ove jednadºbe traºimo u skupu C2(U) ∩ C(U) i uobi£ajeno ga jepromatrati za ome�en skup U . Tada rje²enje, ako postoji, po posljedi
i 3.4 jejedinstveno. No skup U ne moºe biti bilo kakav. Obi£no se traºe rje²enja kada jerub ∂U po dijelovima gladak.U idu¢em odjeljku mi ¢emo pokazati da postoji rje²enje za druk£iju vrstuskupova U .3.2. Poin
aréov uvjet konusa i rje²enje Diri
hleto-vog rubnog problemaDiri
hletov rubni problem prvi je postavioGauss, koji je mislio da rje²enje uvijekpostoji. Kasnije su Zaremba i Lebesgue na²li da to nije uvijek tako. Pokazujeda skup U mora zadovoljavati neke uvjete, kako bi postojalo rje²enje. Mi ¢emopokazati egzisten
iju rje²enja preko Brownovog gibanja.Prvo pokazujemo vezu izme�u Brownovog gibanja i harmonijskih funk
ija.Teorem 3.5. Neka je U podru£je, {W (t) : t ≥ 0} Brownovo gibanje s po£etkomu U i τ = inf{t > 0 : W (t) ∈ ∂U} vrijeme prvog susreta s rubom. Neka je
ϕ : ∂U → R izmjeriva i takva da funk
ija u : U → R zadana sa

u(x) = Ex[ϕ(W (τ))1{τ<+∞}] (2)postoji za sve x ∈ U i lokalno je ograni£ena. Tada je u harmonijska funk
ija.48



3.2. Poin
aréov uvjet konusa i rje²enje Diri
hletovog rubnog problemaDokaz. Iskoristimo jako Markovljevo svojstvo i obrat teorema srednje vrijednosti.Neka je K(x, r) ⊆ U i τ̃ = inf{t > 0 : W (t) /∈ K(x, r)}. Jako Markovljevosvojstvo (to£nije teorem 2.16) nam daje
u(x) = Ex[Ex[ϕ(W (τ))1{τ<+∞}|F+(τ̃ )]]

= Ex[u(W (τ̃))] =

∫

∂K(x,r)

u(y)̟x,r(dy),gdje je ̟x,r jednolika distribu
ija na sferi ∂K(x, r). Dakle u zadovoljava (1) te jepo obratu teorema srednje vrijednosti u harmonijska. �U daljenjem tekstu, za zatvoren skup F ⊆ Rd, sa τ(F ) ozna£avamo vrijemeprvog dolaska Brownovog gibanja u F , tj. τ(F ) := inf{t > 0 : W (t) ∈ F}.De�ni
ija 31. To£ka x zove se regularna rubna to£ka od U ako je x ∈ ∂Ui Px(τ(U c) = 0) = 1. Skup regularnih rubnih to£aka od U se ozna£ava (∂U)r ikaºe se da je U regularna ako je (∂U)r = ∂U .Pokazuje se da su rubne to£ke regularne ako zadovoljavaju uvjet konusa.De�ni
ija 32. Neka je U ⊆ Rd podru£je. Kaºemo da U zadovoljavaPoin
aréovuvjet konusa u x ∈ ∂U ako postoji konus V s vrhom u x i kutom α > 0 te h > 0tako da je V ∩ K(x, h) ⊆ U c.Po dijelovima glatki putovi ne zadovoljavaju nuºno Poin
aréov uvjet konu-sa. Rub podru£ja na sli
i 3.6., sastavljen od jedne ve¢e (gornje) polukruºni
e i
PSfrag repla
ements TSlika 3.6. Rub je po dijelovima gladak put koji ne zadovoljava Poin
aréov uvjet konusadvije manje (donje) polukruºni
e (dvostruko manjeg polumjera), ne zadovoljavaPoin
aréov uvjet konusa. (Uvjet nije zadovoljen u to£ki T .)Teorem 3.6. Neka je x ∈ ∂U . Ako je u to£ki x zadovoljen Poin
aréov uvjetkonusa, tada je x regularna rubna to£ka.Dokaz. Neka je V konus s vrhom u x i kutom α > 0 te h > 0 tako da je

V ∩ K(x, h) ⊆ U c. Ozna£imo
C :=

|V ∩ S(x, h)|
|S(x, h)| > 0.49



3. Diri
hletov problem(S(x, h) = ∂K(x, h)) Neka su Kn := K(z, h/n) i An = A∩ S(x, h/n). Za proma-trano Brownovo gibanje s po£etkom u x vrijedi
{τ(U c) = 0} ⊇ lim

n
{W (τ(Kc

n)) ∈ An}.Zato je
Px(τ(U c) = 0) ≥ Px(lim

n
{W (τ(Kc

n)) ∈ An})
≥ lim sup

n→∞
Px(W (τ(Kc

n)) ∈ An) = C.Kako je {τ(U c) = 0} ∈ F+(0) slijedi iz Blumenthalovog zakona 0-1 (tj. posljedi
e2.4) da je Px(τ(U c) = 0) = 1. �Lema 3.7. Neka su 0 < α < 2π i C0(α) ⊆ Rd s vrhom u ishodi²tu i kutomotvaranja α. Ozna£imo
a := sup

x∈K(0, 1
2
)

Px(τ(∂K(0, 1)) < τ(C0(α))).Tada je a < 1 i za sve k ∈ N i h′ > 0 imamo
Px(τ(∂K(z, h′)) < τ(Cz(α))) ≤ ak,za sve x, z ∈ Rd sa svojstvom ‖x − z‖ < 2−kh′, gdje Cz(α) konus sa vrhom u z ikutom otvaranja α.

PSfrag repla
ements
0

C0(α)

2−k

2−k+1

2−k+2

2−k+3Slika 3.7.50



3.2. Poin
aréov uvjet konusa i rje²enje Diri
hletovog rubnog problemaDokaz. O£ito a < 1. Ako je W (0) = x ∈ K(0, 2−k) tada vrijedi
τ(∂K(0, 2−k+1)) ≤ τ(∂K(0, 2−k+2)) ≤ · · · ≤ τ(∂K(0, 1)).Ozna£imo sa

Ai := {τ(∂K(0, 2−k+i+1)) < τ(C0(α)}za i = 0, 1, 2, . . . , k − 1. Lako se utvrdi Ak−1 ⊆ Ak−2 ⊆ . . . ⊆ A1 ⊆ A0.Vrijedi
Px(τ(∂K(0, 1)) < τ(C0(α))) = Px(Ak−1)

= Px(Ak−1|Ak−2)Px(Ak−1|Ak−2) · · ·Px(A2|A1)Px(A1|A0)Px(A0)Vrijedi Px(A0) ≤ a. Za l ∈ {1, . . . , k − 1} dobivamo
Px(Al|Al−1) =

1

Px(Al−1)

∫

Al−1

1Al
dPx. (3)Prema tvrdnji (iii) teorema 2.12 vrijedi Al−1 ∈ F+(τ(∂K(0, 2−k+l))), a po jakomMarkovljevu svojstvu je Ex(1Al

|F+(τ(∂K(0, 2−k+l)))) = EW (τ(∂K(0,2−k+l)))[1Al
],pa jednakost (3) povla£i

Px(Al|Al−1) =
1

Px(Al−1)

∫

Al−1

EW (τ(∂K(0,2−k+l)))[1Al
] dPx

≤ 1

Px(Al−1)

∫

Al−1

sup
x∈K(0,2−k+l)

Ex[1Al
] dPx

= sup
x∈K(0,2−k+l)

Px(Al) = a.Time dobivamo
Px(τ(∂K(0, 1)) < τ(C0(α))) ≤ ak.Dakle, za svaki k ∈ N i h′ > 0, vrijedi (zbog homotetije)
Px(τ(∂K(z, h′)) < τ(Cz(α))) ≤ ak,za x sa svojstvom ‖x − z‖ < 2−kh′. �Teorem 3.8. (Diri
hletov problem) Pretpostavimo da je U ⊆ Rd ograni£enopodru£je, tako da svaka to£ka ruba ∂U zadovoljava Poin
aréov uvjet konusa i

ϕ : ∂U → R je neprekidna funk
ija. Tada postoji jedinstvena neprekidna funk
ija
u : Ū → R koja je harmonijska na U takva da je u(x) = ϕ(x) za sve x ∈ ∂U .Dokaz. Jedinstvenost slijedi iz posljedi
e 3.4. Teorem 3.5 nam sugerira formurje²enja: Neka je {W (t) : t ≥ 0} d-dimenzionalno Brownovo gibanje i

u(x) = Ex[ϕ(W (τ(∂U)))]. (4)(Zbog leme 2.21 je 1{τ(∂U)<+∞}
g.s.
= 1, pa jednakost (2) povla£i gornju jednakost.)51



3. Diri
hletov problem

PSfrag repla
ements δ
Cz(α)

U

z
x

∂U

2−kδ

Slika 3.8.Funk
ija ϕ je neprekidna na kompaktnom skupu, pa je i ome�ena. Time smopokazali da je i u(x) ome�ena. Prema teoremu 3.5 u je harmonijska funk
ija na
U . Preostaje pokazati da Poin
aréov uvjet konusa povla£i da gornja funk
ija ne-prekidna na rubu. Odaberimo z ∈ ∂U , tada postoji konus Cz(α) s vrhom u z ikutom α > 0 takav da je za neki h > 0 Cz(α) ∩ K(z, h) ⊆ U c. Po lemi 3.7 zasvaki k ∈ N i h′ > 0 vrijedi

Px(τ(∂K(z, h′)) < τ(Cz(α))) ≤ akza sve x sa svojstvom ‖x − z‖ < 2−kh′. Neka je ε > 0, tada postoji 0 < δ < htakav da za sve y ∈ ∂U ∩K(z, δ) vrijedi |ϕ(y)− ϕ(z)| < ε. Za sve x ∈ Ū za kojeje |z − x| < 2−kδ slijedi
|u(x) − u(z)| = |Ex[ϕ(W (τ(∂U)))] − ϕ(z)| ≤ Ex[|ϕ(W (τ(∂U))) − ϕ(z)|] (5)Ako Brownovo gibanje pogodi konus Cz(α) koji je izvan domene U , prije sfere

∂K(z, δ), tada je |z−W (τ(∂U))| < δ i ϕ(W (τ(∂U))) je blizak ϕ(z). Komplementsuprotnog doga�aja ima malu vjerojatnost. Pre
iznije, (5) je ome�en odozgo sa
2‖ϕ‖∞Px(τ(∂K(z, δ)) < τ(Cz(α))) + εPx(τ(∂U) < τ(∂K(z, δ))) ≤ 2‖ϕ‖∞ak + ε.Time smo pokazali da je u neprekidna na Ū . �Tvrdnju ovog teorema moºemo interpretirati na sljede¢i na£in: Ako pustimo£esti
u iz to£ke x ∈ Ū , koja se giba po Brownovom gibanju, prosjek vrijednosti52



3.2. Poin
aréov uvjet konusa i rje²enje Diri
hletovog rubnog problemafunk
ije ϕ u to£kama prvog susreta s rubom ∂U ¢e (gotovo sigurno) teºiti prema
u(x).
PSfrag repla
ements

x

∂U

U

W (τ)

Slika 3.9.Kako bi opravdali ograni£enja koja smo stavili na domenu U , pogledajmosljede¢u napomenu (Zarembin primjer).Napomena. Neka je v : K̄(0, 1) → R rje²enje Diri
hletovog rubnog problema nakugli K(0, 1) s rubnim uvjetom ϕ : ∂K(0, 1) → R. Neka je U = {x ∈ R2 : 0 <
|x| < 1} = K(0, 1) \ {0} probu²eni krug. Tvrdimo da Diri
hletov rubni problemna U s rubnim uvjetom ϕ : ∂K(0, 1)∪{0} → R nema rje²enja u obliku (4) ako je
ϕ(0) 6= v(0). Pretpostavimo da je u : Ū → R rje²enje ovog rubnog problema danos (4). Kako Brownovo gibanje (gotovo sigurno) ne poga�a to£ke, vrijeme prvogpogotka skupa ∂U = ∂K(0, 1)∪{0} i skupa ∂K(0, 1) se poklapaju gotovo sigurno.Stoga bi za sve x ∈ U vrijedilo u(x) = Ex[ϕ(τ(∂U))] = Ex[ϕ(τ(∂K(0, 1)))] =
v(x). Kako je v|U = u|U zbog neprekidnosti slijedi u(x) = v(x) za sve x ∈ Ū =
K̄(0, 1), ²to je u suprotnosti s u(0) = ϕ(0) 6= v(0).
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3. Diri
hletov problem
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. Hrvoju �iki¢u na predloºenoj zanimlji-voj temi i velikoj pomo¢i koju mi je pruºio prilikom pisanja ovog rada.Hvala svima koji su mi savjetima i na drugi na£in pomogli u pisanju ovogarada.Ovom prilikom, zahvalio bih svim svojim nastavni
ima i profesorima tijekommog ²kolovanja.Tako�er, zahvaljujem svojim roditeljima na podr²
i koju su mi pruºili.
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