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Uvod

Blokada B je skup tocaka projektivne ili afine ravnine gdje svaki pravac ravnine
sadrzi barem jednu tocku iz B. Najzanimljivija pitanja vezana za blokadu su "koja
je velicina najmanje blokade?” te "koje su mogucée velicine minimalnih blokada?”.
Za blokadu kazemo da je minimalna ako se uklanjanjem neke njene tocke ne moze
dobiti blokada. U projektivnoj ravnini blokada je minimalna ako je pravac ili ako ne
sadrzava neki pravac, tj. sve njegove tocke. Ako blokada projektivne ravnine sadrzi
sve tocke nekog pravca, onda je nazivamo trivijalnom blokadom, no od stvarnog in-
teresa su samo netrivijalne blokade. Za afine ravnine ovakvih uvjeta na nesadrzavanje
tocaka nekog pravca nema. U ovom radu proucavaju se i blokade u Desarguesovim
ravninama PG(2,q) i AG(2,q), gdje su ocjene veli¢ine blokade jos bolje.

Pocetak proucavanja blokada vezuje se za Jane di Paola koja je 1969. u [20]
odredila minimalne veli¢ine netrivijalnih blokada za projektivne ravnine reda 4,5,7,8
19, te je opisala strukture najmanjih netrivijalnih blokada u projektivnim ravninama
reda 3, 4, 51 9. Problem blokade datira iz jos ranijeg doba. Blokada se kao pojam
prvi put javlja 1956. u teoriji igara. Tada Richardson u [28] definira kona¢nu proje-
ktivnu ravninu igre tako Sto za igrac¢e uzima tocke ravnine i oznac¢ava pravce ravnine
kao minimalne dobitne koalicije. Tada je blokirajuca koalicija skup tocaka koja ne
sadrzi pravac, ali sijece svaki pravac. Tu je rijeSen i problem odredivanja najmanje
moguce netrivijalne blokade za ravninu reda 3. Jos ranije, 1944. von Neumann i
Morgenstern u [30] pokazali su da u ravnini reda 2 ne postoji netrivijalna blokada.

U prvom od sedam poglavlja dan je kratak pregled osnovnih svojstava konacnih
polja, te projektivnih i afinih ravnina, s naglaskom na kratnosti polinoma, obzirom
da su polinomi nad kona¢nim poljima od posebne vaznosti za odredivanje velic¢ine
blokade.

Veliki napredak u proucavanju blokada je Bruenov rezultat: za blokadu B pro-
jektivne ravnine reda ¢ vrijedi card B > q + /g + 1 ([12], [13]). Ovo je pokazano u
drugom poglavlju, kao i to da za minimalnu blokadu vrijedi card B < q,/q+1. U
istom poglavlju dovodi se u vezu blokada i k-luk ravnine (skup tocaka kod kojeg su
najvise dvije njegove tocke kolinearne).

Pregled blokada projektivnih ravnina reda ¢ < 11 dan je u tre¢em poglavlju.
Navode se primjeri projektivnih trovrha, projektivnih trijada, Baerovih podravnina
i Hermiteovih lukova.

Polinom je lakunaran ako su mu jedan ili vise uzastopnih koeficijenata nakon
vodeceg ¢lana jednaki nuli. Teoriju potpuno reducibilnih lakunarnih polinoma razvio
je Rédei te ju primijenio, medu ostalim, na ocjenu broja smjerova odredenim grafom



Uvod

funkcije nad kona¢nim poljem ([27]). Njegovi rezultati koristeni su u odredivanju
velicina blokada u Desarguesovim projektivnim ravninama, Sto je sadrzaj cetvrtog
poglavlja.

Za blokadu od ¢ + m tocaka u PG(2,q) kazemo da je Rédeijeva blokada ako
postoji pravac ravnine koji sijece blokadu u m tocaka. Ove blokade su razmatrane u
petom poglavlju te se navode primjeri Rédeijevih blokada konstruiranih iz funkcija
nad kona¢nim poljem. Njihova veli¢cina je takoder ocijenjena pomoc¢u lakunarnih
polinoma.

U Sestom poglavlju proucavaju se visestruke blokade projektivne ravnine. Ako ih
svaki pravac ravnine sijece u barem ¢ tocaka, onda ih nazivamo ¢-strukim blokadama,
a osnovni rezultat njihove veli¢ine u ravnini reda ¢ je card B > tq+ /tq + 1. Ova
ocjena je poboljsana za visestruke blokade u Desarguesovim projektivnim ravninama.
Posebno su pokazani rezultati za dvostruke blokade. Analogno drugom poglavlju,
ovdje se prikazuje veza visestrukih blokada i lukova viseg reda.

Blokade afine ravnine AG(2,¢q) razmatrane su u sedmom poglavlju. Za njihovu
velicinu vrijedi ocjena card B > 2q — 1 i ona je znatno veca od one za blokadu
projektivne ravnine, no najbolja je moguca. Ako promatramo t-struku blokadu B u
projektivnoj ravnini PG(2, q) i ako ona sadrzi sve tocke nekog pravca [, onda je B\
(t — 1)-struka blokada u AG(2,q) = PG(2,q) \ . Za veli¢inu t-struke blokade afine
ravnine vrijedi card B > (t +1)(¢g — 1) + 1.

Iskreno se zahvaljujem svom mentoru, prof. dr. sc. Juraju Siftaru na ukazanom
strpljenju i razumijevanju te motivaciji i pomod¢i pri nastajanju ovog rada.



Poglavlje 1

Projektivne ravnine

1.1 Konac¢na polja

1.

Uredena trojka (K, +, -), koja se sastoji od nepraznog skupa K te dviju binarnih
operacija + i - definiranih na tom skupu, naziva se polje, ako vrijedi:

(i) (K,+) je Abelova grupa s neutralnim elementom 0;
(17) (K*,-) je Abelova grupa s neutralnim elementom 1, gdje je K* = K\ {0};
(iti) z(y+2)=ay+zz, (v4+y)z=22z+yz, VuzyzelkK.

Konacéno polje je polje koje ima konacan broj elemenata. Taj broj naziva se
red konacnog polja.

Najmanji p € IN sa svojstvom

pr=gz+z+---+x=0 Vrek,

p

naziva se karakteristika polja K. Ako takav p ne postoji, onda kazemo da je K
polje karakteristike 0. Karakteristika p je prim broj. Karakteristika konac¢nog
polja ne moze biti 0.

(Zy,+,, ) je konacno polje reda p uz operacije zbrajanje i mnozenje mod p,
gdje je p prim broj, tj. Z, ={0,1,...,p — 1} se sastoji od ostataka dijeljenja
s p u skupu Z. Polje Z, je karakteristike p.

Neka je L polje i K C L takoder polje obzirom na operacije u L. Tada se L
naziva prosirenje od K, a K potpolje od L. Najmanje potpolje od L je presjek
svih njegovih potpolja. Svako polje L ima najmanje potpolje koje zovemo
prosto potpolje i ono je izomorfno ili polju racionalnih brojeva Q ili polju Z,.
U prvom slucaju je polje L karakteristike 0, a u drugom je L karakteristike p.



1 Projektivne ravnine

6. Polinom n-tog stupnja nad poljem K je izraz f(z) oblika
f(l‘) :anxn+an—1xn_1+"'+a1$+a0, a; € K.

Za polinom f(x) kazemo da je normiran ukoliko je a, = 1.
S K|[z] ozna¢avamo prsten polinoma nad poljem K u varijabli z.

Ako za neki b € K vrijedi f(b) = 0, onda kazemo da je b korijen ili nul-tocka
polinoma f(x). Tada je polinom f(z) djeljiv polinomom x — b, tj. postoji
polinom g(x) nad K takav da je f(z) = (z — b)g(x).

Ako je f(z) djeljiv polinomom (z — b)™, a nije djeljiv s (x — b)™"!, onda za b
kazemo da je m-struki korijen polinoma f(x).

Ireducibilni polinom u K[z je polinom koji se ne moze prikazati kao produkt
dva nekonstantna polinoma iz K[z]. Nijedan korijen ireducibilnog polinoma
nije sadrzan u polju K.

Neka je f(z) ireducibilni polinom u K[z]. Ako je L najmanje prosirenje od
K koje sadrzi sve korijene polinoma f(x), onda L nazivamo poljem razlaganja
polinoma f(z) nad poljem K.

7. Neka je f(x) ireducibilni polinom u Klz|. Tada postoji polje razlaganja poli-
noma f(z) nad K i svaka dva takva polja su izomorfna.

OSNOVNA SVOJSTVA KONACNIH POLJA

1. Svako konac¢no polje karakteristike p ima p" elemenata za neki h € IN.

2. Za svaki prim broj p i prirodan broj h postoji jedinstveno polje (do na izomor-
fizam) od p" elemenata.

Podsjetimo se da je Z/pZ = {[0],[1],...,[p — 1]} grupa klasa ostataka modulo p,
gdje je p prim broj, pri cemu se elementi ove grupe klase, dakle podskupovi od Z

oblika [k] = k + pZ.
DEFINICIJA 1.1 Neka je ¥, ={0,1,...,p— 1}, gdje je p prim broj. Definiramo
li preslikavanje ¢ : Z/pZ. — F, s ¢Y([a]) = a, za svaki a € F,, tada se polje (F,,+, ")

inducirano preslikavanjem 1 naziva Galotsovo polje reda p.

Za Galoisovo polje F), koristimo jo$ i oznaku GF(p).

Navedimo neka svojstva Galoisovog polja GF(q), gdje je ¢ = p".

(1) GF(q) je reda ¢ i karakteristike p.

(i1) GF(q) je polje razlaganja polinoma f(z) = 2% — z nad GF(p) i vrijedi
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(7i1) Neka je f(x) bilo koji ireducibilni polinom stupnja h nad GF(p). Tada je
GF(q) 2 GF(p)[z]/(f(z)) = {ag+ait+---+an1t"" | a; € GF(p), f(t) = 0}.
(17v) Multiplikativna grupa GF(q)* je ciklicka grupa.

Generator grupe GF(q)* naziva se primitivni korijen ili primitivni element od
GF(q). Ako je s primitivni korijen, tada vrijedi

GF(q) ={0,1,...,897% | st =1}.
(v) Ako je p =2, onda su svi elementi iz GF(q) kvadrati (tj. oblika a?).

Ako je p # 2, onda tocno pola elemenata iz GF'(q)* ¢ine kvadrati.
Takoder vrijedi

q = 1(mod 4) <= —1 je kvadrat u GF(q),
g =—1(mod 4) <= —1 nije kvadrat u GF(q).
Npr, —1 je kvadrat u polju GF(5), ali nije u polju GF (7).
(vi) Svaki element iz GF(q) se moze napisati kao zbroj dva kvadrata tog polja.
(vii) GF(p") ima potpolje izomorfno polju GF(p™) ako i samo ako m | n.

Elemente kona¢nog polja GF'(2) zapisujemo GF'(2) = {0, 1}. Konaé¢no polje GF(p),
za prim broj p # 2, pisat ¢emo na sljede¢i nacin:

GF(p)={0,1,-1,2,-2,...,—— ———},

tj. umjesto elementa p — a pisSemo —a, za a € {0,1,..., p%l} Dakle,
GF(3) ={0,1,—1},

GF(5) = {0,1,-1,2,—2},

GF(T) = 1{0.1,-1,2,-2,3, -3}, itd.

Izgradnju kona¢nog polja GF(q), za q = p", tj.

GF(q) = GF(p)[=]/(f(x)),

gdje je f(z) ireducibilni polinom stupnja h nad GF(p), pokazat ¢emo na primjeru
polja GF(9) = GF(3?%).

Prosto potpolje od GF(9) je GF(3) = {0,1,—1} uz operacije zbrajanja i mnozenja
mod 3. Kako trazimo prosirenje stupnja 2 nad prostim potpoljem GF(3), prvo
trebamo naéi normirani ireducibilni polinom stupnja 2 u GF(3)[z]. Svi normirani
polinomi drugog stupnja su:

o 2% 2r+1, 22-1
o 22+, 2’H+a+1, 2*+ax-1

o2 —x, 2>—a+1, 22—2-1.
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Odredimo ireducibilne polinome izmedu ovih devet.

Svaki polinom bez slobodnog ¢lana se moze faktorizirati, pa polinomi z?, 2% + =,
x? — x nisu ireducibilni.

Polinomi 2% — 1, 2 + x + 1 za korijen imaju element 1, a korijen polinoma z? —z + 1
je —1 te ni oni nisu ireducibilni.

Dakle, polinomi 22 + 1, 22 + 2 — 1 i 22 — x — 1 su ireducibilni normirani polinomi u
GF(3)[z].

Kako je multiplikativna grupa GF(9)* ciklicka, mozemo odrediti njen generator, tj.
primitivni korijen polja GF'(9).

Npr. neka je € korijen od 2% + 1. Iz €2 + 1 = 0 proizlazi da je €% = —1, tj.

e = €
2 = —1

e = .e=—¢
et = 2.¢2=1

tako da € ima red 4 i ne generira ciklicku grupu reda 8 tj. € nije primitivni element.
Promotrimo polinom 2 +x —1 i ozna¢imo s p korijen tog polinoma. Iz 2 +pu—1 =0
slijedi da je u? = —pu + 1. Odredimo uf,7 € {1,2,...,8}.

pto= p
pto= —p+1

3 2 _ _ 2 _ _
po= wep=(—p+l)p=—ptp=p—l+p=—p—1
pto= e p=(p =) p=—pt—p=p—1—p=—1
po= gt p=—1p=—p

6 _ 5 _ _ 2 __

o= pep=—pop=—p=p—1

po= o p=(p =) p=pt—p=—p+l-p=p+1
po= = (pt ) p= P = —pt =1

Dakle, u je primitivni korijen od GF(9) pa su elementi ovog polja oblika
GF9) ={0,1,p,....u" | +p—1=0}.

Ako je polinom f(x) € GF(q)[z] ireducibilan polinom stupnja s i ako je « njegov
korijen u GF(¢%), tada je {a, a4, ... ,aqs_l} skup korijena tog polinoma u GF(¢*).
Kad primijenimo ovo na gornji polinom z? + x — 1 i njegov korijen u, dobijemo da
je {u, u®} = {u, —p — 1} skup korijena polinoma z? +z — 1 u GF(9).

AUTOMORFIZMI

Permutacije skupa X su bijekcije sa X u X. Skup svih permutacija oznacavamo
s Xy, a djelovanje permutacije 0 € Yy na element x € X zapisujemo x.
Yy je grupa obzirom na mnozenje permutacija koje definiramo kao kompoziciju pre-
slikavanja, tj.

7% = (2772, Vo e X.

7



1 Projektivne ravnine

Grupu Xy nazivamo simetricna grupa skupa X, a svaku njenu podgrupu nazivamo
permutacijska grupa skupa X.

Permutacija o polja K naziva se automorfizam ako za svaki x,y € K vrijedi
(i) (x+y)” =274y,
(i2) (zy)” = a7y°.

Grupa automorfizama polja GF(q), ¢ = p", u oznaci Aut(GF(q)), izomorfna je grupi
Zy, a generirana Frobeniusovim automorfizmom ¢: GF(q) — GF(q),

x® = zP

i pritom je z¢' = 27",
Takoder, ako je 0 € Aut(GF(q)), onda je o = ¢', za neki i. Dakle,

Aut(GF(q)) = {1,6.¢% ..., ¢"'}.
Kako je ¢ automorfizam, onda vrijedi

(x+yP =a4+y?, VYuz,yecGF(q).

Neka je L = GF(p™), K = GF(p) i G = G Kk grupa automorfizama od L koji
fiksiraju svaki element iz K.
Preslikavanje Ty /i : L — L definirano s
Trog(t) = t7=t+1t"+t" + o 4"
cedG

naziva se trag.
Preslikavanje Normyp gk : L — L definirano s

Normypk(t) = H 10— et e
oeG

naziva se norma.

Slika traga i norme je polje K. Kad se polja L i K podrazumijevaju umjesto Ty
1 Normpk pisemo T'r, te Norm,,.

Svojstva traga su
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Svojstva norme su
(i) Norm,(af) = Norm,(a)Norm,(3), Vo, € L;
(i1) Norm,(a) =0 <= a = 0;
(¢i) Norm,(z) =z™, Vx € K
) (@)

w) Norm,(a)” = Norm,(«), Yo € L.
p p

Posebno, za L = GF(q) i K = GF(p), gdje je ¢ = p", koristimo oznake T'r, i Norm,.
Vrijedi

Trp(t>: Z tU:t+tp—|—tp2+ _|_tph_17
c€Aut(GF(q))
NOTmp(t) — H ta — t1+p+p2+ +ph71‘
o€ Aut(GF(q))

PRIMJER 1.2 Trag definiran na polju karakteristike 2.
Neka je L = GF(2") i K = GF(2). Tada je
2h71

Tro(t) =t+t*+t'+ - +t

Ocito vrijedi Try(t)*+Tro(t) = 0, Vt, paje ili Try(t) = 0ili Try(t) = 1. Primijetimo
da mora postojati neki t € L za koji je Tro(t) = 1 jer u protivnom bi svaki element
polja L bio korijen polinoma Try(t) (koji je stupnja 2"71) §to je nemoguée. Dakle,

L=7,UT

gdjeje To={t € L | Tro(t) =0} i 7y ={t € L | Tra(t) = 1}. Takoder, vrijedi

t € T, = t° € T; za svaki automorfizam o € Aut(L);

s+teTy akojei=j
(v) SE']},tE’]}é{ s+teTy akojei#j

(vi) card Ty = card T, = 2"1.
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KORIJENI JEDINICE

Rijesimo jednadzbu oblika 2™ = 1 u polju GF(q), ¢ = p". Neka je d = (n,q — 1),
e=(q—1)/d1is primitivni korijen od GF(q). Tada vrijedi

d—1)e.

2e
L., stdmhe

(i) jednadzba ima d rjeSenja, i to su x = 1, s°, s
(17) jednadzba ima jedinstveno rjesenje x = 1 ako je d = 1;
(4ii) jednadzba ima n rjesenja akon | (g—1),itosuz = 1,s(@=D/n sm-Da=D/n,

Naime, neka su u,v € Z takvida jed=u-n+v-(q¢—1). Tada za svako rjesenje x
jednadzbe 2" = 1 vrijedi 2% = (z")%- (297 1)" =1-1=1.

U slucaju d = 1 jedino je rjeSenje z =1 = (ii).

Neka je d > 1 i o # 1 rjeSenje od 2 = 1. Tada je v = s* za neki k € NN,
1<k<qg—1=de. Imamo: z¢ = s* = 1.

Obzirom da je kd > 1, a s primitivni korijen, tada kd mora biti djeljivs ¢ — 1 = de,
tj. de | kd, odnosno e | k. Zbog k < de, k moze biti samo: e,2e,...,(d—1)e = (i).

Nekan|(¢—1). Tadajed=nie=(¢—1)/n. Uvrstimo ovo u (i) = (éi).

10
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1.2 Projektivne ravnine

Neka su P i £ disjunktni skupovi, a Z C P x L relacija incidencije. Elemente
skupa P = {A, B, C, ...} nazivat ¢emo tockama, a elemente skupa £ = {a,b,c,...}
pravcima. Ako je (P,l) € 7 tada kazemo da je tocka P incidentna s pravcem [ ili
pravac [ je incidentan s tockom P.

Uredena trojka (P, £,Z) naziva se incidencijska struktura.

DEFINICIJA 1.3 Incidencijska struktura (P, L,T) naziva se projektivna ravni-
na ako vrijede sljedeci aksiomi

(P1) Postoji toc¢no jedan pravac incidentan s dvije razlicite tocke.
(P2) Postoji tocno jedna tocka incidentna s dva razlic¢ita pravca.

(P3) Postoje cetiri razlicite tocke od kojih nikoje tri nisu kolinearne.

DEFINICIJA 1.4 Podskup elemenata Ily projektivne ravnine Il naziva se po-
dravnina od 11, ako je 11y projektivna ravnina obzirom na istu relaciju incidencije
koja je definirana u II.

DEFINICIJA 1.5 Podravnina Iy projektivne ravnine 11 naziva se Baerova po-
dravnina od 11, ako vrijedi

(1) Svaka tocka P € 11\ Iy je incidentna s toc¢no jednim pravcem iz Il,.

(13) Svaki pravac p € 11\ Il je incidentan s toéno jednom tockom iz Il,.

PRINCIP DUALNOSTI PROJEKTIVNE RAVNINE

Zamijenimo li u nekoj valjanoj izreci (teoremu) projektivne geometrije ravnine

pojam tocka dualnim pojmom pravac, i obrnuto, a pojam incidencije ostavimo ne-
promijenjenim, opet dobijemo neku valjanu izreku (teorem) projektivne geometrije
ravnine. Za takve dvije izreke kazemo da su dualne jedna drugoj.
Relaciju incidencije ¢esto izricemo na nacin: tocka P leZi na pravcu [ ili pravac [
prolazi kroz tocku P, te pisemo P € [. Ako je neka tocka incidentna s dva razlicita
pravca, onda kazemo da je ta tocka sjeciste pravaca, a ako je neki pravac incidentan
s dvije razlicite tocke, onda kazemo da je taj pravac spojnica tocaka. Dualizacija
izreka u projektivnoj ravnini provodi se na sljedec¢i nacin:

tocka «— pravac
lezi na  «—  prolazi kroz
sjeciSte  «—  spojnica

Dual projektivne ravnine je opet projektivna ravnina, pri ¢emu je dualan zahtjev
aksiomu (P3) postojanje Cetiri razli¢ita pravca od kojih nikoja tri nisu konkurentna.

Promotrimo sada neke figure koje imaju istaknutu ulogu u projektivnim ravninama.

11



1 Projektivne ravnine

DEFINICIJA 1.6 Bilo koji podskup tocaka i pravaca projektivne ravnine naziva se
ravninska figura.

DEFINICIJA 1.7 Ravninska figura koja se sastoji od n tocaka u ciklickom redosli-
jedu, od kojih po tri susjedne nisu kolinearne, te od n spojnica parova susjednih tocaka
naziva se (obiéni) n-terovrh projektivne ravnine. Dane tocke zovemo vrhovima,
a njthove spojnice stranicama tog n-terovrha.

DEFINICIJA 1.8 Rawvninska figura koja se sastoji od n tocaka od kojih po tri nisu
kolinearne 1 od %n(n — 1) spognica parova tocaka naziva se potpuni n-terovrh
projektivne ravnine.

Dualizacijom dobijemo sljedece figure dualne obi¢nom i potpunom n-terovrhu.

DEFINICIJA 1.9 Ravninska figura koja se sastoji od n pravaca u ciklickom re-
doslijedu, od kojih po tri susjedna nisu konkurentna, te od n sjecista parova susjednih
pravaca naziva se (obiéni) n-terostran projektivne ravnine. Dane pravce zovemo
stranicama, a njihova sjecista vrhovima tog n-terostrana.

DEFINICIJA 1.10 Ravnminska figura koja se sastoji od n pravaca od kojih po tri
nisu konkurentna i od %n(n — 1) sjeciSta parova pravaca naziva se potpumni
n-terostran projektivne ravnine.

Za n = 3 figure nazivamo trovrh i trostran. Trovrh je ujedno i obi¢ni i potpuni
trovrh, a isto to vrijedi i za trostran.

PRIMJER 1.11 Potpuni cetverovrh projektivne ravnine.

Potpuni cetverovrh projektivne ravnine se sastoji od 4 tocke A, B, C'i D, od kojih
po tri nisu kolinearne, te od 6 spojnica AB, AC, AD, BC, BD i C'D (Slika 1.1).

Slika 1.1 Potpuni éetverovrh

Dvije stranice koje ne prolaze istim vrhom nazivamo parom suprotnih stranica. To
su parovi AB i CD, AC i BD, te AD i BC. Sjecista P, ) i R parova suprotnih
stranica nazivamo dijagonalnim tockama, a njihove spojnice PQ, QR i PR dijago-
nalama potpunog cetverovrha.

Dijagonalne tocke i dijagonale ¢ine dijagonalni trovrh potpunog cetverovrha.
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1 Projektivne ravnine

KONACNE PROJEKTIVNE RAVNINE

DEFINICIJA 1.12 Projektivna ravnina koja ima konacan broj tocaka i pravaca
naziva se konacéna projektivna ravnina.

TEOREM 1.13 Za konacnu projektivnu ravninu postoji q € N, ¢ > 2, takav da
vrijedi

(1) svaka tocka je incidentna s ¢+ 1 pravcem;
(17) svaki pravac je incidentan s q + 1 tockom;
(i13) postoji ¢*> + q+ 1 tocaka;
(iv) postoji ¢* + q + 1 pravaca.
Broj ¢ se naziva red projektivne ravnine.
PRIMJER 1.14 Projektivna ravnina reda 2.
Najmanja projektivna ravnina ima red 2, a poznata je jos pod nazivom i Fano-ova

ravnina (Slika 1.2). Sastoji se od 7 tocaka i isto toliko pravaca, svaki pravac je
incidentan s 3 tocke, i svaka tocka je incidentna s 3 pravca.

Slika 1.2 Fano-ova ravnina

Za konacne projektivne ravnine moguce vrijednosti redova podravnina ogranic¢ene su
sljede¢im teoremom.

TEOREM 1.15 Neka je [y podravnina reda p projektivne ravnine Il reda q. Tada
vrigedi jedna od tvrdnji

(4) q=p%
(ii) ¢ > p* + p.

TEOREM 1.16 Neka je 11y podravnina reda p projektivne ravnine 11 reda q. 11y je

Baerova podravnina ako i samo ako je ¢ = p?.

Baerova podravnina Il ima svojstvo da svaki pravac ravnine IT sadrzi ili to¢no jednu
ili p 4+ 1 tocku iz II,.
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1 Projektivne ravnine

EGZISTENCIJA KONACNIH PROJEKTIVNIH RAVNINA

Definicija projektivne ravnine je kombinatoricka, ali sve poznate konstrukcije
kona¢ne projektivne ravnine se baziraju na algebri. Najjednostavnija i najvaznija
konstrukcija projektivne ravnine je ona nad kona¢nim poljem GF(q).

Neka je V 3-dimenzionalni vektorski prostor nad GF(q), P skup 1-dimenzionalnih
potprostora od V, a L skup 2-dimenzionalnih potprostora od V. Relaciju incidencije
izmedu P € P il € L definiramo pravilom: P je incidentno s [ ako i samo ako je
P C [. Tada vrijede aksiomi projektivne ravnine:

(P1) Dva 1-dimenzionalna potprostora razapinju 2-dimenzionalni potprostor.

(P2) Dva 2-dimenzionalna potprostora presijecaju se u 1-dimenzionalnom potpro-
storu.

(P3) Postoje cetiri 1-dimenzionalna potprostora od kojih nikoja tri ne razapinju
2-dimenzionalan potprostor: (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1,1,1).

Ovako dobivena konac¢na projektivna ravnina se oznacava s PG(2,¢). Ravnine
PG(2,q) mogu se prepoznati medu kona¢nim projektivnim ravninama po Desar-
guesovom teoremu.

TEOREM 1.17 (Desargues) Neka su A;AsAs i ByByBs dva trovrha projektivne
ravnine. Pravei A1B1, AsBs i A3Bs su konkurentni ako i samo ako su tocke
T12 = A1A2 N BlBQ, T13 = A1A3 N BlBg 1 T23 = A2A3 N Bng kolinearne.

Slika 1.3 Desarguesov teorem

TEOREM 1.18 Konacna projektivna ravnina je izomorfna ravnini PG(2,q) ako i
samo ako u njoj vrijedi Desarquesov teorem.

DEFINICIJA 1.19 Ravnina u kojoj vrijedi Desarguesov teorem nazivamo Desar-
guesova ravnina.
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1 Projektivne ravnine

Za q = 2,3,4,5,7,8 poznato je da postoje samo Desarguesove projektivne ravnine.
Takoder je poznato da za ¢ = 9 uz Desarguesovu projektivnu ravninu postoje do
izomorfizma jos samo tri projektivne ravnine.

Postoje mnoge poznate projektivne ravnine koje nisu izomorfne s PG(2,¢q), no svi
poznati primjeri za red imaju broj ¢ = p”, gdje je p prim broji h € IN. Ovo nas dovodi
do vjerojatno najpoznatijeg od mnogo nerijeSenih problema konac¢ne geometrije:

PRETPOSTAVKA Red projektivne ravnine je potencija prim broja.

Premda za g # p” projektivne ravnine nisu poznate, znamo da vrijedi sljedeéi teorem.

TEOREM 1.20 (Bruck-Ryser) Ako je ¢ = 1 (mod 4) ili ¢ = 2 (mod 4), pri
cemu q niyje zbroj dva kvadrata, tada ne postoji projektivna ravnina reda q.

Dakle, ne postoje ravnine reda ¢ = 6,14,21,22, ...

Za g = 10,12,15,18, ... teorem ne daje informacije. Lam, Thiel and Swiercz su
pokazali, uz pomo¢ racunala, da ne postoji projektivna ravnina reda 10 pa je naj-
manji moguci protuprimjer navedenoj pretpostavci ravnina reda 12.

ANALITICKI MODEL KONACNE PROJEKTIVNE RAVNINE PG(2,q)
1. Tocke u PG(2,q) su klase uredenih trojki
)\(ZE(), Ty, (L’g) = ()\ZE(), )\.%'1, /\l’g),

gdje je x; € GF(q), A € GF(q)*, uz uvjet da je iskljucena trojka (0,0,0).
Uredenu trojku nazivamo homogenim koordinatama tocke. Dvije trojke (xo, z1, x2)
i (yo,y1,¥y2) predstavljaju istu tocku ako pripadaju istoj klasi, tj. ako postoji
A # 0 takav da je (zo,x1,22) = (Ayo, A\y1, Ay2). Posebnu oznaku koristimo za
sljedece tocke: Ug = (1,0,0), Uy = (0,1,0), Uy = (0,0,1) i U = (1,1,1).

2. Pravci u PG(2, q) su klase uredenih trojki

M[UO, usy, UQ] = [MUO, nus, MU2],

koje mnazivamo homogenim koordinatama pravca, gdje je u; € GF(q),
pw € GF(q)* i iskljucena je trojka [0,0,0]. Dvije trojke [ug,uq,uz] i [vo, v1, V2]
predstavljaju isti pravac ako postoji u # 0 takav da je [ug, u1, us] = [pvg, poy, pos).
Posebnu oznaku koristimo za sljedeée pravce: ug = [1,0,0], u; = [0, 1,0],
up = [0,0,1]iu=[L1,1].

3. Relacija incidencije definirana je sa:
Tocka (xq, 1, x2) 1 pravac [ug, ug, us] su incidentni ako i samo ako vrijedi

ULy + U1T1 + ULy = 0.

Ako konac¢no polje GF(q) zamijenimo poljem realnih brojeva R, dobijemo analiticki
model realne projektivne ravnine, koja naravno nije konacna, ali jest Desarguesova.
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1 Projektivne ravnine

1.3 Afine ravnine

DEFINICIJA 1.21 Uredena trojka (P, L,T) naziva se afina ravnina ako vrijede
sljedeci aksiomi

(A1) Postoji toéno jedan pravac incidentan s dvije razlicite tocke.

(A2) Za svaku tocku P koja nije incidentna s pravcem m postoji toc¢no jedan pravac
n incidentan s P takav da m i n nemaju zajednickih tocaka.

(A3) Postoje tri razlicite tocke koje nisu kolinearne.

Za pravce afine ravnine m i n kazemo da su paralelni i pisSemo m/|n, ako nemaju
ni jednu zajednicku tocku (m Nn = @) ili su im sve tocke zajednicke. Refleksivnost
i simetri¢nost ove relacije su ocite. Ako je m||n i n||p, onda je m||p, jer u suprotnom
postoji tocka P € m N p takva da je P & n sto je kontradikcija s (A2). Dakle vrijedi
i tranzitivnost pa je paralelizam relacija ekvivalencije.

Afina ravnina se moze dobiti iz projektivne ravnine i obrnuto. Naime, neka je [
pravac projektivne ravnine II reda ¢ i neka je II' incidencijska struktura dobivena
uklanjanjem pravca [ sa svim njegovim tockama iz II. Tada za II' vrijede aksiomi
(A1) - (A3), tj. II je afina ravnina.

Uklonjeni pravac [ se naziva beskonacno daleki pravac i oznacava l.. Uklanjanjem
razlic¢itih pravaca iz projektivne ravnine mogu se dobiti neizomorfne afine ravnine.

Neka je P skup tocaka afine ravnine i £ skup pravaca, a £ skup klasa ekvivalen-
cije paralelnih pravaca. Svaki pravac [ pripada nekoj klasi E € £. Definirajmo novi
pravac [T = [U{FE}. Incidencijska struktura ¢ije su tocke PUE, a pravei {I* |l € L}
i beskonacno daleki pravac [, = {E | E € £} je projektivna ravnina.

KONACNE AFINE RAVNINE
TEOREM 1.22 Za konacnu afinu ravninu postoji ¢ € N, ¢ > 2, takav da vrijedi
(1) svaka tocka je incidentna s ¢+ 1 pravcem;
(17) svaki pravac je incidentan s q tocaka;
(i11) postogi q* tocaka;
(iv) postoji ¢* + q pravaca.

Afina ravnina nad kona¢nim poljem GF(q) se oznacava s AG(2,q) i naziva se De-
sarguesova afina ravnina. Sve afine ravnine dobivene iz Desarguesove projektivne
ravnine su medusobno izomorfne.

U ravnini AG(2, ¢) postoji ¢+ 1 paralelna klasa od kojih svaka sadrzi tocno ¢ pravaca.
Klase ekvivalencije nazivamo smjerovima u ravnini. Ako promatramo projektivnu
ravninu kao proSirenje afine ravnine beskonacno dalekim pravcem, onda tocke tog
pravca odgovaraju smjerovima pravaca afine ravnine.
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1 Projektivne ravnine

ANALITICKI MODEL KONACNE AFINE RAVNINE AG(2,q)

1. Tocke u AG(2,q) su uredeni parovi (a,b), koje nazivamo afinim koordinatama
tocke, gdje su a,b € GF(q).

2. Pravci u AG(2, q) su oblika

y = kx +1, kosi pravac
y = [, horizontalni pravac
x = ¢, vertikalni pravac

gdje su k,l,c € GF(q).
3. Relacija incidencije definirana je sa:

(i) Tocka (a,b) i pravac y = kx +1 su incidentni ako i samo ako je b = ka +1.
(17) Tocka (a,b) i pravac y = [ su incidentni ako i samo ako je b = [.

(#7) Tocka (a,b) i pravac x = ¢ su incidentni ako i samo ako je a = c.

Pogledajmo vezu izmedu homogenih koordinata u PG(2,¢) i afinih u AG(2, q).

1. PG(2,q) — AG(2,q)

Tocka projektivne ravnine je oblika (xg, z1,x2). Neka je x5 # 0. Tada je pripadna
Ty T

tocka afine ravnine (—0, —1>
o To

Neka je [ug, u1, us] pravac projektivne ravnine. Tada vrijedi

UeTo + U1 Ty + Uy =0/ 19 #0
T T
u0—0+u1—1+U2:0 =  uwT +uy + uy =0.
T To

Pripadni pravci afine ravnine su oblika:

Uo U2 .
ug,up #0 — y= —u—:v — kosi pravac
1 1
_ W hori i
up=0,u1 #0 — y= o orizontalni pravac

1

U2 . .

uy =0 — x=—— vertikalni pravac
Uo

2. AG(2,q) — PG(2,q)

Za tocku (a,b) afine ravnine, pripadna tocka projektivne ravnine je oblika (a,b,1).
Za pravce vrijedi

y=kx+1 — [k, —1,1], Kkosipravac
y=1 — [0,—1,1], horizontalni pravac
0

r=c¢ — [=1,0,c], vertikalni pravac
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1 Projektivne ravnine

BESKONACNO DALEKI ELEMENTI

Beskonacno daleke tocke T su oblika (zg,x1,0) i pripadaju beskonaéno dalekom

pravcu
b = {(o0.1,23) | 2 = 0} = [0,0,1] = g

Za kosi pravac je pripadana T = (1,k,0). Naime, ako je tocka (a,b,0) incidentna
s praveem [k, —1,[], onda vrijedi
k-a—1-0+1-0=0 = b= ka,

T = (a,b,0) = (a, ka,0) = (1, k,0).

Beskonacno daleka tocka horizontalnog pravac [0, —1,1] je
0ca—1-b4+101-0=0 = b=0,

T7°° = (a,b,0) = (a,0,0) = (1,0,0) = Uy.

Za vertikalni pravac [—1, 0, ¢| vrijedi
—1-a4+0:-b+¢c-0=0 = a=0,

T = (a,b,0) = (0,b,0) = (0,1,0) = Uy.
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1 Projektivne ravnine

1.4 Kratnosti polinoma nad kona¢nim poljima

Neka je R = GF(q)[x,y] prsten polinoma nad poljem GF(gq) u varijablama x i y.
Ako je f polinom u R, onda se on moze prikazati kao suma ¢lanova

f= Z 'y’

Neka je P = (a,b) € GF?(q) tocka afine ravnine AG(2,q), te neka je zy = = — a,
Yo =y — b. Polinom f se tada moze "prosiriti do P” sljede¢om formulom

f= Z Bioys.

Neka je ¢ > 0 najvedi cijeli broj takav da za svaki 3;; # 0 vrijedi i 4+ j > ¢. Tada
kazemo da polinom f ima kratnost ¢ u tocki P i piSemo multpf = t. Ako je f nula
polinom, onda je multpf > t za svaki pozitivan cijeli broj ¢ i piSemo multp f = oo.
Vrijede sljedece leme.

LEMA 1.23 Ako je multpf >t i multpg > t, gdje su f i g polinomi iz R, onda
vrijedi multp(f 4+ g) > t.

LEMA 1.24 Neka su f, g i h polinomi iz R takvi da je f = gh. Ako je multpf >t
tmultpg = s <t, onda vrijedi multph >t — s.

Neka je t > 0 cijeli broj i Ji(x,y) ideal u prstenu polinoma R generiran s
(27— 2)'(y? — y)?, gdjesui,j >0tei+j="t.

Za svaku tocku P € AG(2,q) i svaki polinom f € Jy(z,y) vrijedi multpf > t.
Pokazat ¢emo da vrijedi i obrat. No prvo pogledajmo slucaj polinoma jedne vari-
jable.

TEOREM 1.25 Neka je f polinom iz GF(q)[z]| takav da je mult,f > t za svaki
a € GF(q), gdje jet > 0 cijeli broj. Tada je f € Ji(x).

Dokaz Neka je Ji(z) ideal generiran s (27 — x)'. Ako je mult,f > t za svaki
a € GF(q), onda je polinom f djeljiv s (z — a)! za svaki a € GF(q). To znaci da je

djeljivis
H (z—a) =] H (as—a)]t: (27 — x)*
a€GF(q) a€GF(q)
Dakle, polinom f pripada idealu J;(x). [

TEOREM 1.26 Neka je f polinom iz R = GF(q)[x,y| takav da je multpf >t za
svaku tocku P ravnine AG(2,q), gdje je t > 0 cijeli broj. Tada je f € Jy(z,y).

Dokaz Teorem ¢emo dokazati indukcijom po kratnosti t. Neka je J;(x,y) ideal

generiran s (27 — )" (y! —y)' za 1 =0,...,t.
Ako je t = 0 onda tvrdnja vrijedi trivijalno.
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1 Projektivne ravnine

Neka je a1 € GF(q) i zapiSimo
f(z,y) = (x — a1)Ar + B,

gdje je Bi(y) = f(a1,y). Po pretpostavci je multpf > t za svaku tocku P, pa
posebno i za sve tocke oblika (aq, ). Slijedi da B; ima kratnost barem ¢ za svaki
B € GF(q) te po Teoremu 1.25 By pripada idealu J;(y). No onda pripada i idealu
Ji(z,y). Neka je

f(xa y) = g(ZL‘, y) + Bla
gdje je

9(@,y) = (x — 1) As.
Tada po Lemi 1.23 slijedi da je multpg > ¢ za svaku tocku P € AG(2,q).

Neka je ay € GF(q), az # oy 1 zapisimo

Al = (.T — OéQ)AQ —+ BQ7
gdje je Ba(y) = Ai(az,y). Tada polinom
g(z,y) = (z —a1)(x —az) A2 + (x — 1) Be

ima kratnost barem ¢, posebno u svim tockama (aw, 3). Slijedi da (a2 — a1) By ima
kratnost barem t za svaki 3 € GF(q) te po Teoremu 1.25 (g — a1 ) By, pai By pripada
idealu Ji(y), tj. Ji(z,y). Tada je i (x — 1) By € Ji(x,y) obzirom da je Ji(x,y) ideal.
Sada po Lemi 1.23 slijedi da polinom

h(z,y) = (x — a1)(x — ag) Ay

ima kratnost barem t za svaku tocku P € AG(2,q).
Neka je ag € GF(q), az # ay, ay 1 zapisimo

AQ = ($ — Oég)Ag + Bg.

Nastavljajuéi ovako za svaki a; € GF(q), slijedi da postoje polinomi U i V' takvi da
vrijedi
f=J] @G-a)U+V=(a"-2)U+V
a€GF(q)

gdje je V iz ideala Jy(z,y). Ponovo zaklju¢ujemo da polinom (z?—z)U po Lemi 1.23
ima kratnost barem ¢ za svaku tocku P € AG(2,q). Po Lemi 1.24 slijedi da polinom
U ima kratnost barem ¢ — 1 za svaku tocku P € AG(2,q). Po indukciji slijedi da
U pripada idealu J;_i(z,y) pa polinom (z¢ — z)U pripada idealu J;(z,y). Kako je
Ji(x,y) ideal kojem pripada i V' onda slijedi da i polinom

f= (2t~ U +V

pripada idealu Ji(z,y). n
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Poglavlje 2

Blokade projektivne ravnine

Neka je II konacna projektivna ravnina reda q.

DEFINICIJA 2.1 Skup B tocaka u Il naziva se blokada ravnine 11 ako svaki

pravac ravnine 11 sadrzi barem jednu tocku iz B.

DEFINICIJA 2.2 Blokada koja sadrzi sve tocke nekog pravca naziva se trivijalna
blokada, inace se naziva netrivigalna blokada.

Obzirom da su tocke i pravci medusobno dualni elementi, spomenut ¢emo i dualan
pojam blokade. U dualnom se slu¢aju skup B pravaca u Il naziva blokada ravnine
I1, ako kroz svaku tocku ravnine II prolazi barem jedan pravac iz B. Blokada je tada
trivijalna ako sadrzi sve pravce kroz neku tocku.

Trivijalne blokade nisu od stvarnog interesa, stoga ¢emo nadalje proucavati samo
netrivijalne blokade. Iz same definicije netrivijalne blokade slijedi da je njen komple-
ment takoder netrivijalna blokada. Naime, buduéi netrivijalna blokada sijece svaki
pravac ravnine i pritom ne postoji pravac ravnine ¢ije su sve tocke sadrzane u blokadi,
onda i skup IT \ B ima ista svojstva.

PRIMJER 2.3 Netrivijalna blokada od 2q tocaka u ravnini reda q > 2.

U svakoj ravnini reda ¢ > 2 postoji netrivijalna blokada, a primjer za to je skup od
2q tocaka definiran na sljedec¢i nac¢in. Neka je P bilo koja tocka proizvoljnog pravca
[ u ravnini (Slika 2.1). Kroz tocku P prolazi joS ¢ pravaca ravnine. Sa svakog pravca
uzmimo po jednu tocku, uz uvjet da su odabrane tocke { Py, P, ..., P,;} nekolinearne.
Tada one i jo§ ¢ toc¢aka pravaca [ \ {P} ¢ine netrivijalnu blokadu od 2¢ tocaka.

Slika 2.1
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2 Blokade projektivne ravnine

PRIMJER 2.4 Blokade projektivne ravnine PG(2,2).

Jos 1944. godine von Neumann i Morgenstern pokazali su da u Fano-ovoj ravnini
PG(2,2) (Slika 2.2) ne postoji blokada koja ne sadrzi pravac ([30]). Lako se vidi da
bilo koji skup nekolinearnih tocaka Fano-ove ravnine ne sijece sve pravce ravnine.
Ovo je jedina projektivna ravnina koja ne sadrzi netrivijalnu blokadu.

Slika 2.2 Fano-ova ravnina

Pod pojmom blokada podrazumijevat ¢emo odsad netrivijalnu blokadu. Njen
kardinalni broj, tj. broj njenih tocaka, oznacavamo s card B.

DEFINICIJA 2.5 Blokada B je minimalna ili ireducibilna blokada ako za
svaku tocku P iz B vrijedi da skup B\ {P} nije blokada.

LEMA 2.6 Blokada B je minimalna ako i samo ako za svaku tocku P iz B postoji
u ravning I1 pravac l tako da je BNl = {P}.

Dokaz Neka je blokada B minimalna i neka postoji tocka P € B tako da svaki
pravac [ kroz P sadrzi jos jednu tocku iz B. Tada je skup B\ {P} blokada, odnosno
B nije minimalna blokada.

Obrat. Pretpostavimo da B zadovoljava uvjet. Tada skup B\ { P} ne sijec¢e pravac
[, dakle nije blokada, a to zna¢i da je B minimalna blokada. ]

PRIMJER 2.7 Minimalne blokade v PG(2,q).

1. Neka su [y, l5 1 I3 nekonkurentni pravci i neka je B = (I; Ulo Uls) \ { P, P2, P3}
(Slika 2.3). Tada je B minimalna blokada od 3¢ — 3 tocaka.

Slika 2.3
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2 Blokade projektivne ravnine

2. Neka su P, i P, proizvoljne tocke na pravcima [y i ly, Py, Py # 13 N s, te neka
je P3 # Pi, P, tocka na njihovoj spojnici (Slika 2.4). Tada je B = (I Uly U
{Ps}) \ {P1, 25} minimalna blokada od 2¢ tocaka.

Slika 2.4

PROPOZICIJA 2.8 Za blokadu B ravnine 11 vrijedi card B > q + 1.

Dokaz Svakom tockom iz IT\ B prolazi ¢+ 1 pravac koji sijece blokadu u barem
jednoj tocki pa vrijedi card B > ¢+ 1. U sluc¢aju jednakosti blokada je trivijalna, tj.
sadrzava pravac. Naime, pretpostavimo da je card B = ¢ + 1 i neka je [ pravac koji
spaja dvije tocke iz B. Ukoliko postoji tocka P € [\ B, onda kroz P prolazi jos ¢
pravaca ravnine koji sijeku blokadu u barem jednoj tocki pa je card B > 2+ ¢, a to
je kontradikcija. ]

PROPOZICIJA 2.9 Neka je B blokada ravnine 11. Ako je card B = ¢+ m, onda
svaki pravac ravnine 11 sadrzi najvise m tocaka iz B.

Dokaz Neka je card B = q + m. Pretpostavimo da postoji pravac [ ravnine II
koji sadrzi m + 1 tocku iz B. Neka je P € [\ B. Kroz tocku P prolazi jo§ ¢ pravaca
ravnine koji sijeku blokadu u barem jednoj tocki pa je card B > m + 1+ ¢, a to je
kontradikcija. ]

PROPOZICIJA 2.10 Ako neki pravac ravnine Il sadrzi m tocaka blokade B, onda
jecard B> q+m.

Dokaz Neka pravac [ ravnine I sadrzi m tocaka iz B i neka je P € [\ B. Kroz
tocku P prolazi jos g pravaca ravnine koji sijeku blokadu u barem jednoj tocki, sto
znaci card B > m + q. ]

PRIMJER 2.11 Blokada projektivne ravnine PG(2,3).

Neka je Zy3 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} ciklicka reprezentacija projektivne
ravnine PG(2,3). Na svakom pravcu nalaze se ¢etiri tocke i svakom totkom prolaze
cetiri pravca. Pravce ravnine, dobivene ciklickim pomakom tocaka, prikazujemo u
stupcima tablice:
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2 Blokade projektivne ravnine

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 O

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 O 1 2

9 10 11 12 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Tablica 2.1

Promotrimo skup B = {0,2,4,5,8,11}. B je blokada jer svaki pravac ravnine sijece
skup B u barem jednoj tocki. Za svaku tocku P iz B postoji pravac [ tako da je
BnNil={P}, paje po Lemi 2.6 blokada B = {0,2,4,5,8, 11} minimalna u PG(2, 3).

Ako gledamo analiticki model ravnine PG(2, 3) i njene tocke {(1,0
(1,1,0), (0, 1,1), (1, 1,1), (1, —1,1), (=1, 1,1), (1,0, 1), (1, —1,0). (0, 1, — 1
(1,0,—1)}, onda je blokada B = {(1,0,0), (0,0, 1), (0, 1, 1), (1,1,1), (1,0,

Neke primjere blokade mozemo konstruirati pomoc¢u pojmova projektivnog tro-
vrha i projektivne trijade.

DEFINICIJA 2.12 Projektivni trovrh stranice n u projektivnoj ravnini P(2,q)
je skup B od 3(n — 1) tocaka za koji postoji trovrh PyPy Py takav da vrijedi:

(i) svaka stranica trovrha PoPy Py sadrzi n tocaka iz B;
(ii) vrhovi Py, Py, Py pripadaju B;
(7,7,2) ako SUQ()ePlPQ ZQl EPQP(] UB, 0ndaj€iQ2:Q0Q1ﬂP0P1 u B.

DEFINICIJA 2.13 Projektivna trijada stranice n u projektivnoj ravnini P (2, q)
je skup B od 3n — 2 tocaka za koju postoje tri konkurentna pravca ly,ly,ls takva da
vrijedi:

(i) svaki od tri konkurentna pravca ly,ly,ly sadrzin tocaka iz B;
(i1) vrh P =1y N1y Ny pripada B;

(111) ako su Qo €ly i Q1 €11 u B, onda je i Q2 = Q@1 NIy u B.

LEMA 2.14 (i) U projektivnoj ravnini PG(2,q) neparnog reda q, postoji proje-
ktivni trovrh stranice 5(q + 3) koji je minimalna blokada od 3(q + 1) tocaka.

(i) U projektz’vnoj ravnini PG(2,q) parnog reda q, postoji projektivna trijada stra-
nice 3(q + 2) koja je minimalna blokada od (3¢ + 2) tocaka.
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2 Blokade projektivne ravnine

Dokaz

(i)

Tocke Qo((lo) = (0, ]_, CL(]), Ql(al) = (17 0, (11) i QQ((IQ) = (—GQ, 1, O), razlicite od
vrhova Py, Py, P», kolinearne su ako i samo ako vrijedi

0 1 Qo
1 0 ay | = 0
—Qa2 1 0

Izracunavanjem se dobije da su tocke Qo(ag), Q1(a1) i @2(az) kolinearne ako i
samo ako je ag = ajas.

Neka se B sastoji od vrhova i svih tocaka @;(a;) za koje su a; kvadrati razliciti
od nule. Svaki pravac [ koji ne prolazi vrhom, sijece stranice trovrha ug, uy,
uy u tockama Qg(ap), Q1(a1), Q2(az). Pritom je ili jedna ili tri vrijednosti od
ap, a1, as kvadrat, tako da je card (1N B) = 1ili 3. Svaka stranica sijece B u
2(g+3) tocaka, jer kvadrata u polju ima 3(¢—1) pa na stranicama ima (g—1)
tocaka te jos 2 vrha. Svaki drugi pravac kroz vrh sijece B u jednoj ili dvije
tocke. Dakle, B je blokada. Ako je aj = aja} i ako dvije vrijednosti od ay,
a’, ay nisu kvadrati, onda pravac Qo(ag)@1(a))Q2(ah) sijece B u samo jednoj
tocki, te se ta tocka ne moze izbaciti. Takoder, vrhovi se ne smiju izbacit, a to
znaéi da je B minimalna blokada od 3 - 41 + 3 = 3(g + 1) tocaka.

Tocke Qo(ag) = (0,1,a9), Q1(a1) = (1,0,a;1), Q(c) = (1,1,¢) na pripadnim

pravcima ug, u; i Xg + X; = 0 kolinearne su ako i samo ako vrijedi

0 1 Qo
10 ay | = 0.
11 ¢

Izrac¢unavanjem se dobije da su tocke Qq(ag), @1(a1) 1 Q(c) kolinearne ako i
samo ako ¢ = ag + a;.

Neka se B sastoji od vrha Uy = (0,0,1) i svih tocaka Qo(ap), Q1(a1), Q(c)
pri cemu ag, a; i ¢ imaju trag nula. Tada svaki pravac [ koji prolazi kroz Us
sijece B u jednoj ili 1(q + 2) totaka (obzirom da u polju trag nula ima g/2
elemenata, pa na zadanim pravcima ima ¢/2 tocaka te jos vrh), a svaki pravac
koji ne prolazi kroz Uy sijece B u jednoj ili tri tocke. Dakle, B je blokada.
Ako je ¢ = aj + a} i ako dvije vrijednosti od ¢, af, a] imaju trag jedan, onda
pravac Qo(aj)Q1(a))Q(c) sijece B u samo jednoj tocki, te se ta tocka ne moze
izbaciti. Takoder, vrh Us se ne smije izbaciti, a to znaci da je B minimalna
blokada od 3 - £ + 1 = (3¢ + 2) tocaka. [
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2.1 Velicina blokade u projektivnoj ravnini

DEFINICIJA 2.15 Neka je S skup tocaka u Il. Za pravac | ravnine Il kaZemo da
je i-sekanta skupa S ako vrijedi card (SN1) =1i.

Posebno, za 0-sekantu, 1-sekantu i 2-sekantu skupa S koristimo jos i nazive
vanjski pravac, unisekanta (ili tangenta) i bisekanta skupa S. Broj i-sekanti skupa
S oznacavamo s T;.

TEOREM 2.16 (Bruen) Za blokadu B ravnine 11 vrijedi card B > q + /g + 1.

Dokaz Neka je card B = ¢ + n i neka je 7; broj i-sekanti od B. Naravno,
i€{1,2,...,q}, tj. i # 0 jer je B blokada, a kako ne sadrzi sve tocke nekog pravca
onda je i # q + 1. Takoder, 7; = 0 za ¢ > n jer bi u protivhom blokada sadrzavala
vise od ¢ + n tocaka. Pravaca ukupno ima

Y r=q+q+1

i=1
Prebrojimo sve parove (P, 1), gdje je P tocka blokade B koja pripada pravcu [

n

Zz’n:cardl’)’-(q—kl) =(qg+n)(g+1).

=1

Prebrojimo sve trojke (P, @,1), gdje su P i @ dvije razlicite tocke iz B, a [ njihova
spojnica. Samih parova (P, () ima

(car2d B) _ g+ n)(q2+ n—1)

i oni jednozna¢no odreduju pravac [. Svaki pravac na i-sekanti sadrzi (;) parova

(P,Q), dakle
" /i card B
()= ("7)

= Y i(i—r=(g+n)(g+n—1).

1=2

Sada imamo jednadzbe
ZTi:q2+Q+17 (2.1)
i=1

n

Y imi=(qg+n)(g+1), (2.2)

=1

‘ i(i — 1)1 = (g+n)(g+n—1). (2.3)
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2 Blokade projektivne ravnine

Oduzimanjem jednadzbi (2.2) i (2.1) dobije se

n

Z(z’—l)n:qn+n—1.

i=2
Ocito je ¢ < n. Ako uvrstimo ovo u jednadzbu (2.3) dobijemo

n

Z i— 1), <Z (1— 1) —nZz—l T

i=2
t.
(g+n)(g+n—1) <n(gn+n-1)
CH+2m—qg+n*—n<gn®’+n*—n
?<qn—-1?2 = n>q+1.
Kako je card B = q +n, slijedi card B > q + \/q + 1. [ ]

Za blokade konacne projektivne ravnine II kvadratnog reda ¢ vrijedi ocjena
card B = q+ /q+ 11 ona je najbolja moguca, jer sve te ravnine sadrze podravninu
(Baerovu) reda ,/g. Pokazimo da je Baerova podravnina blokada.

TEOREM 2.17 Baerova podravnina je blokada projektivne ravnine kvadratnog reda.

Dokaz Projektivna ravnina Il kvadratnog reda ¢ svakako sadrzi podravninu
reda ,/q. Kako svaki pravac ravnine II sadrzi najvise /g + 1 tocaka iz B, tada slijedi
da svaki pravac ravnine Il sadrzi barem jednu tocku koja nije u B. Neka je [ pravac
ravnine IT i tocka P € [\ B. Tada postoji najvise jedan pravac u B kroz P, jer je
B podravnina (u protivnom bi se dva pravca podravnine sjekli u tocki izvan nje).
Takoder, kako svake dvije tocke ravnine II pripadaju jedinstvenom pravcu, slijedi
da se ¢ + /q + 1 tocka iz B nalazi na ¢ + 1 pravcu iz II kroz P. Ako pravac I
ne sadrzi nijednu tocku iz B, onda bi pravci ravnine II kroz P sadrzavali najvise
(Va+1)+(g—1)-1=q+ /q tocaka iz B. Dakle, I mora sadrzavati barem jednu
tocku iz B, tj. B je blokada ravnine. ]

TEOREM 2.18 Blokada B ravnine Il je Baerova podravnina ako i samo ako je
card B=q+/q+1.

Dokaz Ako je card B = q+ /q+ 1, onda po Propoziciji 2.9 slijedi da svaki pravac
ravnine sadrzi najvise \/q + 1 tocku blokade B. Jednakost n = ,/q + 1 vrijedi u
sluc¢aju jednakosti suma

Y ii-r=> nii—1)n
i=2 i=2
Ovo vrijedi samo ako je 79 = 73 = -+ = 7,_1 = 0, odnosno 71 # 017, # 0. To

znaci da svaki pravac sijece blokadu B ili u jednoj ili u to¢no n tocaka. Tada je B
podravnina redan —1=,/g+1—1=,/q, tj. B je Baerova podravnina.
Obrat. Trivijalno. ]
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2 Blokade projektivne ravnine

KOROLAR 2.19 Za blokadu B ravnine 11 vrijedi

q—i—\/a—i—lgcarngqQ—\/a.

Dokaz Kako je komplement blokade takoder blokada, a ukupan broj tocaka
ravnine ¢* + ¢ + 1, vrijedi card B< ¢*+q+1—q—/g—1=¢*— /4. -

TEOREM 2.20 Za minimalnu blokadu B ravnine 1T vrijedi card B < q,/q + 1.

Dokaz Neka je card B = g+ n i 7; broj i-sekanti od B. Kako je B minimalna
blokada, onda za svaku tocku P € B postoji pravac ravnine koji sijece blokadu u
samo toj tocki P, tj. vrijedi 7 > ¢+ n. Pravaca koji ne sijeku B u samo jednoj tocki
ima N = ¢*+q+1—m7. Oznac¢imo ih sa {l1,1ly, ..., Iy} idefinirajmo n; = card (BNI;).
Prebrojimo sve parove (P,[;), gdje je P € BN,

N
an =card B-(q+1)—,

j=1

N
> nj=(qg+n)(g+1) -7 (2.4)
j=1

Prebrojimo sve trojke (P, @Q,[;), gdje su P i @ dvije razlicite tocke iz BN [;. Samih

parova (P, Q) ima
(card B> ~(g+n)g+n—1)
2 B 2

i oni jednoznac¢no odreduju pravac /;. Dakle,

> (5) - (")

J

> ni(n;—1) = (g+n)(g+n-1). (2.5)

j=1
Zbrajanjem jednadzbi (2.4) i (2.5) dobije se

N
Zn? =(¢+n)(2¢+n)— 1.
j=1

Takoder, vrijedi

N N ;
NZn?—(Zn]) :Z(ni—nj)220
j=1 j=1 1<j
odnosno
N ) N
(Z nj) <N Z nj2 .
j=1 j=1
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Uvrstavanjem prethodno dobivenih jednadzbi i N = ¢> + ¢ + 1 — 71 u gornju
nejednakost dobijemo

[+ ma+1) -] < @+a+1-m)[+m@e+n) —n]

Kako je 7 > ¢+ n, slijedi —1y < —(¢ +n), tj.

(a+ma+ D)~ @+n)] <[@+a+1-@+n)][@+n)@+n) —(g+n)]

*(g+n)* <(¢* =n+1)(g+n)(2¢+n—1)
lg+n) < (@ —n+1)(2¢+n-1)
C+Hin <2 +¢n—¢ —2qgn—n*+2n+2¢—1
P4+ +2m+nt—2¢—2n+1<0
(g+n)?*=2(g+n)+1-¢*<0
[(g+n)—1]" = [ava] <0
(¢+n—-1-q¢/q)(g+n—1+q/q) <0.

Od ova dva izraza samo prvi moze biti negativan, t;j.

g+n—1-¢/¢<0 = q¢g+n<gqg/q+1

Kako je card B = q + n, slijedi card B < q,/q + 1. [ ]

Primjere blokada i minimalnih blokada za pojedine vrijednosti ¢ navest ¢emo u
Poglavlju 3.
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2.2 Blokade i potpuni k-lukovi
Promotrit ¢emu vezu blokada i lukova projektivne ravnine.

DEFINICIJA 2.21 Skup K koji se sastoji od k tocaka ravnine 11 tako da su najvise
dvije njegove tocke kolinearne, naziva se k-luk ili luk stupnja dva ravnine II.

Svaki pravac ravnine sijece k-luk u 0, 1 ili 2 tocke, tj. pravac ravnine je vanjski
pravac, unisekanta ili bisekanta k-luka. Pritom je 79 oznaka za broj vanjskih pravaca,
71 za broj unisekanti i 75 za broj bisekanti k-luka.

Neka je P tocka k-luka. Broj unisekanti kroz P oznac¢avamo s tp.

LEMA 2.22 Za k-luk ravnine 11 vrijeds
(i) tp =q+2—k,
(ii) 10 = %q(q —-1)+ %tp(tp —-1), m=k-tp, m= %k(k‘ —1).
Dokaz

(i) Pravaca kroz tocku P koji sijeku k-luk u P i jo$ jednoj tocki ima k — 1, a
ukupno kroz P prolazi ¢ + 1 pravaca ravnine. Dakle, broj pravaca kroz P koji
sijeku k-luk samo u tocki P imatp=q+1—(k—1)=q¢+2— k.

(ii) Ocito je da unisekanti k-luka ima 71 = k - tp, a bisekanti 75 = (g) = %k(k —1).
Ukupno ih ima

k(k—1 k(2t k—1
m+mn=FkFtp+ (2 ): ( P—; )

Kako je k = ¢+ 2 — tp, imamo

(@+2—tp)tp+a+1) ¢ +3¢+tp+2—1}
2 2 '

L+ Ty =
Broj vanjskih pravaca k-luka je
70:q2+q+1—7'1—7'2

P +3q+tp+2—1t5  @F—q+th—tp
2 N 2 ’

=¢+q+1-

odnosno,
qgl¢—=1)  tp(tp—1)
2 + 2

To =

DEFINICIJA 2.23 k-luk koji se dodavanjem jos jedne tocke ravnine ne moze prosiriti
do (k + 1)-luka naziva se potpuni k-luk ravnine 11.

Ocito je k-luk potpun ako svaka tocka ravnine lezi na nekoj njegovoj bisekanti.
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LEMA 2.24 Za k-luk ravnine 11 vrijedi k < q + 2.

Dokaz Kroz svaku tocku k-luka prolazi ¢+ 1 pravac, a na svakom od njih moze
lezati najvise jos jedna tocka k-luka, pa je k < q + 2. [

DEFINICIJA 2.25 (q+ 2)-luk ravnine 11 naziva se maksimalan luk ravnine I1.

LEMA 2.26 k-luk ravnine 11 je maksimalan ako i samo ako je svaki pravac ravnine
njegov vanjski pravac ili bisekanta.

Dokaz Neka je k = g+ 2. Pretpostavimo da postoji pravac ravnine koji sijece
k-luk u jednoj tocki, npr. u tocki P. Kroz nju prolazi jos q pravaca s najvise joS
jednom tockom k-luka, pa vrijedi k£ < g + 1 sto je kontradikcija.

Obrat. Neka su svi pravci ravnine vanjski pravci k-luka ili njegove bisekante. Tada
jemm =k-tp=0,o0dnosno tp =q+2—k =0. Iz ovog slijedi k = q + 2, tj. k-luk je
maksimalan. ]

LEMA 2.27 Maksimalan luk ne postoji u projektivnoj ravnini neparnog reda.

Dokaz Pretpostavimo da u projektivnoj ravnini neparnog reda ¢ postoji mak-
simalan luk od ¢+ 2 tocke. Neka je b broj bisekanti kroz neku tocku ravnine koja ne
pripada maksimalnom luku. Tada vrijedi 2b = ¢ + 2, a ova jednakost je nemoguca
zbog neparnosti broja q. [

PRIMJER . 2.28 Owal @ hiperoval.
1. Owal je skup od ¢+1 tocaka od kojih nikoje tri nisu kolinearne. Za oval vrijedi
tp =1,

q(g +1)

5
Oval je (¢ + 1)-luk ravnine II i za projektivnu ravninu neparnog reda je najvedi
moguci luk.

ThW=—"7", T1=q+1, 7=

2. Hiperoval je skup od ¢ + 2 tocaka od kojih nikoje tri nisu kolinearne. Za
hiperoval vrijedi
tp =0,
-1 1 2
o q(q2 ) =0 =T )2(q+ ).

Hiperoval je (¢+2)-luk ravnine IT i on je maksimalan luk za projektivnu ravninu
parnog reda.

Blokade su povezane s k-lukovima, sto pokazuje sljedeca lema.

LEMA 2.29 Neka je K potpun k-luk ravnine 11 i neka je II' ravnina dualna ravnini
II. Ako je k < q + 2, onda je dualna figura skupa svih bisekanti k-luka IC blokada
velicine $k(k — 1) u ravnini IT'.
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2 Blokade projektivne ravnine

Dokaz Neka je B dualna figura skupa svih bisekanti k-luka . Zbog potpunosti
k-luka KC, svaka tocka ravnine II lezi na bisekanti od K, dakle svaki pravac u II" sadrzi
bar jednu tocku iz B, pa je B blokada. Provjerimo da ne postoji pravac ravnine ¢ije
su sve tocke sadrzane u B. Kako svaka tocka ravnine II lezi na najvise k£ — 1 bisekanti
od K (maksimum se postize za tocke k-luka), onda zbog uvjeta k < ¢ + 2 slijedi
k—1 < q, tj. q je najveéi moguéi broj bisekanti od K kroz bilo koju tocku u II.
Dualno, ¢ je najveéi moguéi broj tocaka iz B na nekom pravcu ravnine II' pa ne
postoji pravac ravnine ¢ije su sve tocke sadrzane u B. Nadalje, broj bisekanti k-luka
je (k), tj. card B = k(k—1). [

2

TEOREM 2.30 Za potpuni k-luk ravnine 11 vrijedi ¢ < 5(k — 1)(k — 2).

Dokaz Neka je B dualna figura skupa svih bisekanti k-luka IC. Svakoj tocki M
k-luka K odgovara pravac m blokade B koji sadrzi k — 1 tocaka iz B. Po prethodnom
teoremu je card B = $k(k — 1). Odaberimo proizvoljnu tocku P € m \ B. Kako je
B blokada, na preostalih ¢ pravaca kroz P lezi po barem jedna tocka iz B. Tada je
card B>k — 1+ g, odnosno ¢ < 3(k — 1)(k — 2). [

TEOREM 2.31 Blokada B dobivena je iz potpunog k-luka ako i samo ako vrijede
sljedece tvrdngje:

(i) card B < (g),
(ii) broj (k — 1)-sekanti iz B je barem k;
(111) nikoje tri (k — 1)-sekante iz B nisu konkurentne.

Dokaz Pretpostavimo da za blokadu B vrijede sve tri tvrdnje. Neka je Ly
skup od (k — 1)-sekanti iz B i neka je Z skup incidencija tocaka iz B s pravcima iz
Ly_y. Zbog (it) je card T > k(k —1). Tocke sjecista parova pravaca iz Ly_; razli¢ite
su zbog (7i1). Neka je n od tih sjecista iz B. To daje card B —n < (’;) — n tocaka iz
B leze ili na jednom ili na nijednom pravcu iz Li_;. Odavde slijedi

k
cardISn‘2+(2> —n,

k k(k—1
k(k—1)§n+<) = nzg.
2 2
Medutim, po definiciji je n < card B < 3k(k —1). To znaci da je
k(k—1
n= %, card T = k(k—1), card Ly_y =k, card B=

k(k — 1)
e

Pritom su tocke iz B upravo sjeciSta parova pravaca iz L;,_;. Neka je K dual od
Ly_1, tj. skup tocaka iz dualne ravnine I’ koje odgovaraju pravcima iz L;_;. Dakle,
K je k-luk, a dual od B je skup bisekanti od K. Buduéi je B blokada, K mora biti
potpuni k-luk, pa je blokada B dobivena iz potpunog k-luka.

Obrat. Trivijalno. ]
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2 Blokade projektivne ravnine

Za ocjenu velicine minimalnih blokada bit ¢e nam potrebno jedno poopcéenje
pojma k-luka, a to je Hermiteov luk.

DEFINICIJA 2.32 Hermiteov luk je skup od q\/q+1 tocaka ravnine II tako da
svaki pravac ravnine sadrzi ili jednu ili \/q + 1 tocku luka.

TEOREM 2.33 Neka je B minimalna blokada ravnine I1. B je Hermiteov luk ako
i samo ako je card B = q,/q + 1.

Dokaz Neka je card B = q,/q+11i 7; broj i-sekanti od B. Kako je B minimalna
blokada, onda za svaku tocku P € B postoji pravac ravnine koji sijece blokadu u
samo toj tocki P, tj. vrijedi

T > q\/q+ 1 (2.6)

Pravaca koji ne sijeku B u samo jednoj tocki ima N = ¢? + ¢ + 1 — 7. Oznacimo ih
sa {l1,ls,...,Ix} 1 definirajmo n; = card (B NI;).
Prebrojimo sve parove (P,[;), gdje je P € BN,

N
an:card5~(q+l)—7'1,

j=1

N
> np=(qvg+1(g+1) -7 (2.7)
j=1

Prebrojimo sve trojke (P, @,[;), gdje su P i @) dvije razlicite tocke iz BN ;. Samih

parova (P, Q) ima
(card B) q+/q(q/q+ 1)
2

2 =

i oni jednoznacno odreduju pravac [;. Dakle,

> (5) - (")

J

>_ni(n; = 1) = av/algy/a + 1), (2.8)

Zbrajanjem jednadzbi (2.7) i (2.8) dobije se

Zn?: ((vVa+1)(g+q/q+1) — .

7j=1
Takoder, vrijedi
N N )
N = (om) = 3 -y 20
j=1 j=1 i<j
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2 Blokade projektivne ravnine

odnosno
N ) N
(Zn» <NY 2. (2.9)
j=1 j=1
Uvrstavanjem prethodno dobivenih jednadzbii N = ¢*+ ¢+ 1 — 7 u (2.9) dobijemo

[(ava+1(g+1) —nr <(@+a+1-m)|(ava+Da+av/a+1) —n].
Odavde slijedi

(gv/@+1)* g+ 1) —2m(qy/q+ 1)(g+ 1) <
<(+q+1)(gv/g+1(g+qy/q+1) —ﬁ[q2+q+1+(q\/§+1)(q+Qﬂ+ 1)}7

(av@+1)|(ay/@+ 1)@ +20+1) = (¢ + g+ D(g+ay/G+1)] <
S71[2(41\/6+1)(q+1)+(q\/§+1)(q+q\/§+1)—qQ—q—l],

(q\/§+1)[q3\/?1+2q2\/§+q\/6+q2+2q+1—q3—q3\/§—2q2—q2\/§—2q—q\/c_1—1 <
<nf(ava+Vla—aya+1) - —a-1],

odnosno

IN

(vVa+1) (= =@+ V) <= — ¢ + V),
—* (¢ + (g +1—-q) < —¢*nlg+1—- 1),
(a/a+1) > 7. (2.10)

Iz (2.6) i (2.10) slijedi 7, = ¢\/q + 1, $to povlaci jednakost u (2.9). Tada je n
konstanta, pa iz (2.7) slijedi

N -n; = q(q/q+1),

(¢ +a—ava)n; = q(gy/q + 1),

a(ev/a+1)  q/a+1 q+1+yq  (Vat+D(@+q+1)

T @+g—qyqg q+1—q q+1+q ?+q+1
= g+ 1
Dakle, svaki pravac ravnine II sijece minimalnu blokadu B u jednoj ili /g + 1 tocki,
odnosno B je Hermiteov luk. ]

U Poglavlju 6. razmatrat ¢emo opcenito tzv. lukove viseg reda, koji ukljucuju i
Hermiteov luk.
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Poglavlje 3

Blokade u projektivnim ravninama
malog reda

U ovom poglavlju proucavat ¢emo blokade u projektivnim ravninama I = PG(2, q)
malog reda, tj. reda ¢ < 11. Poznato je da ne postoje projektivne ravnine reda ¢ = 6
i ¢ = 10, a u Primjeru 2.4 pokazali smo da za projektivnu ravninu reda g = 2 postoje
samo trivijalne blokade, tj. one koje sadrzavaju sve tocke nekog pravca.

U prethodnom poglavlju pokazali smo da za blokadu B projektivne ravnine reda
q vrijedi
g+ 3+ 1 <card B< ¢ — /g,

pri cemu je blokada B Baerova podravnina ako i samo ako je card B = q + /q + 1,
dok za minimalnu blokadu vrijedi

card B < q\/q + 1,

pri cemu je minimalna blokada B Hermiteov luk ako i samo ako je card B = q,/q+1.

Po Lemi 2.14 u projektivnoj ravnini PG(2,q) neparnog reda g postoji projektivni
trovrh stranice 1 (g+3) koji je minimalna blokada od 2(g+1) tocaka, a u projektivnoj
ravnini PG(2, q) parnog reda g postoji projektivna trijada stranice %(q + 2) koja je
minimalna blokada od 1 (3¢ + 2) totaka.
q=3

e 6<card B<7, B blokada

e card B <6, B minimalna blokada

U PG(2,3) postoji projektivni trovrh stranice %(q+3) = 3 koji je minimalna blokada
od 2(¢+ 1) = 6 tocaka.

Jedina druga blokada je komplement projektivnog trovrha koji sadrzi 7 tocaka.
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

q=4
o 7 <card B <14, B blokada
e card B <9, B minimalna blokada

U PG(2,4) postoji projektivna trijada stranice 1(¢ + 2) = 3 koja je minimalna
blokada od (3¢ 4+ 2) = 7 tocaka. To je ujedno i Baerova podravnina PG(2,2)
ravnine PG(2,4).

Minimalna blokada od 9 tocaka je Hermiteov luk, tj. skup tocaka kojeg svaki pravac
ove ravnine sijece u jednoj ili tri tocke.

Opisimo minimalnu blokadu od 8 tocaka. Neka je B blokada od 8 tocaka. Tada
jednadzbe (2.1) - (2.3) imaju oblik

Tl+TQ+Tg+T4:2]_, Tl+27'2+37'3+47'4:407 TQ+37’3+67'4:28.

Oduzimanjem prvih dviju jednadzbi dobije se 7 + 273 + 374 = 19, Sto uz trecu
jednadzbu daje 73 + 374 = 9. Tada je 74 < 3 pa su mogudi sljededéi slucajevi

T T2 T3 T4

1 1 9 0
10 4 6 1
9 7 3 2
8§ 10 0 3

Pretpostavimo da je 7y = 0. Tadaje 7y = 11, 5, = 1173 = 9. Sa p; oznacimo broj
i-sekanti od B kroz neku tocku P € B. Tada je p; + p2 + p3 = q + 1 = 5. Takoder,
ako spojimo tocku P sa preostalih card B —1 = 7 tocaka, onda vrijedi py + 2p3 = 7.
Iz ove dvije jednadzbe je ps # 0 za svaku tocku iz B, pa je 75 > 1 §to je kontradikcija.

Pretpostavimo da je 7y = 1. Tada je 71 = 10, 5, = 4 i 73 = 6. Neka je pravac [
4-sekanta od B i tocka P € 1\ B, te neka je S = B\ [ kao na Slici 3.1.

e

Slika 3.1

Preostala cetiri pravca kroz P sijeku B u jednoj tocki, a pravci kroz tocku iz [ N B
sijeku S u najvise dvije tocke, pa je SU{P} 5-luk. Tocke od S su vrhovi éetverovrha
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

Cije stranice sijeku [ u tockama iz B. Dakle, dvije dijagonalne tocke cetverovrha leze
na pravcu [/, a kako je ¢ paran onda i trec¢a dijagonalna tocka pripada pravcu [. Ove
tri dijagonalne tocke zajedno s S formiraju PG(2,2), a ¢etvrtu tocku iz [ N B koja
nije dijagonalna ozna¢imo s (). Tada je blokada B = PG(2,2) U {Q}, a ona ocito
nije minimalna.

Pretpostavimo da je 7, = 2. Tadaje, =9, 5 = 7i713 = 3. Neka je 7 projektivni
trovrh AgA; Ay sa stranicama ag = (A1, Az), a1 = (Ao, Az), az = (Ao, A1), te neka je
T = (a1 Uag) \ (A1 U Ay) U{M}, gdje je M € ay tocka razlicita od vrhova.

Slika 3.2

Neka je B = {Ay, Uy, Us, Us, Vi, Vo, V3, M}, gdje su U; € asg, V; € a; kao na Slici 3.2.
Dvije 4-sekante od B, a; i ag, sijeku se u Ay. Tri 3-sekante su pravei (M, U;) koji
sadrze odgovarajuce V;. Sedam 2-sekanti su pravci kroz dvije preostale tocke P i
() s pravca qg i tocke U; koji sadrze odgovarajuce V;, te pravac (Ag, M). Devet 1-
sekanti su pravei (As, Uy), (A1, V;), zatim dva praveca kroz Ay i tocke P, @ s pravca ag,
te pravac (Aj, As) koji sijece B u tocki M. B = 7* je minimalna blokada od 8 tocaka.

Pretpostavimo da je 74 = 3. Tada je 71 =8, 7, = 10 i 73 = 0. Dvije 4-sekante od
B nuzno se sijeku u tocki iz B. Trec¢a 4-sekanta implicira da B ima barem 9 tocaka
Sto je kontradikcija.

q=23
e 9 <card B <22, B blokada

e card B <12, B minimalna blokada

U PG(2,5) postoji projektivni trovrh stranice 1 (g+3) = 4 koji je minimalna blokada
od 2(g+ 1) =9 tocaka.
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

q=1717
e 11 < card B <46, B blokada

e card B <19, B minimalna blokada

U PG(2,7) postoji projektivni trovrh stranice (g+3) = 5 koji je minimalna blokada
od 2(¢+ 1) = 12 tocaka.

Pokazimo da ne postoji blokada od 11 tocaka. Pretpostavimo da je card B = 11.
Kako je 11 = ¢ + 4, onda neki pravac [ € II sadrzi toéno 4 tocke iz B i niti jedan
pravac ravnine ne sadrzi vise od 4 tocke iz B. Takoder, nikoje dvije tocke iz B\ [
nisu kolinearne s tockom iz [\ B. Obzirom na raspodjelu toc¢aka iz B na pravce kroz
neku tocku P € B\ [, imamo dva slucaja:

(A) Postoji pravac m koji sadrzi toéno 2 tocke iz B.

(B) Postoje totno dvije 3-sekante kroz P.
Slucaj (A): Neka je m = (P, 4) 2-sekanta, a (P, 1), (P,2) i (P, 3) 4-sekante od B.

1 2 3 4
Slika 3.3 Slucaj (A)
Spojimo tocku 4 s bilo kojom tockom iz B\ [ na pravcu (P,3), npr. 5. Kako je
card B = 11, pravac (4,5) sijece (P, 1) i (P,2) u tockama iz B, pa imamo pravac
(4,5,7,9). Slicno dobijemo pravac (4, 6,8,10). Odaberimo tocku sa { N B, npr. 2 i
spojimo je s tockom iz B\ [, npr. 10. Pravac (2,10) sijece (3, P) u tocki 5, pa je
(2,10) 3-sekanta. Pravac (10, 7) sijece (3, P) u tocki 3, pa je (7, 10) takoder 3-sekanta.
Dakle, postoje tocno dvije 3-sekante kroz tocku 10 pa se slucaj (A) svodi na (B).

Slucaj (B): Neka su (P,3) i (P, 4) 3-sekante, a (P, 1) i (P,2) 4-sekante od B.

Slika 3.4 Slucaj (B)
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

Spojimo tocku 4 s tockama iz B\ | na pravcu (P,2), tj. sa 7 i 8. Ta dva pravca
sijeku (P, 1) u tockama iz B i tako sadrze po barem tri tocke iz B. Jedan od njih
mora sjeé¢i (P,3) u tocki @ koja nije u B. Dakle, na pravcu (4, Q) su 3 tocke iz B
i na praveu (P, Q) su 3 tocke iz B. Kroz @ prolazi jos ¢ — 1 = 6 pravaca ravnine
i svi oni sijeku B u barem jednoj tocki jer je B blokada ravnine. To povlaci da je
card B> 3+ 3+ 6 = 12, sto je kontradikcija.

Dakle za blokadu B ravnine PG(2,7) vrijedi da je najmanja blokada ravnine prethodno
spomenuti projektivni trovrh od 12 tocaka.

q=28
e 12 < card B <61, B blokada
e card B < 23, B minimalna blokada

U PG(2,8) postoji projektivna trijada stranice %(q + 2) = 5 koja je minimalna
blokada od (3¢ + 2) = 13 tocaka.

Pokazimo da ne postoji blokada od 12 tocaka. Pretpostavimo da je card B = 12.
Kako je 12 = g + 4, onda neki pravac [ € Il sadrzi tocno 4 tocke iz B i niti jedan
pravac ravnine ne sadrzi vise od 4 tocke iz B. Takoder, nikoje dvije tocke iz B\ [
nisu kolinearne s tockom iz [\ B. Obzirom na raspodjelu toc¢aka iz B na pravce kroz
neku tocku P € B\ [, vrijedi samo slucaj:

(A) Postoji pravac m koji sadrzi to¢no 3 tocke iz B.

Slika 3.5 Slucaj (A)

Neka je m = (P,4) 3-sekanta, a (P, 1), (P,2) i (P, 3) 4-sekante od B. Spojimo tocku 1
s tockama iz B\ [ na pravcu (P, 2), tj. sa 81 9. Ta dva pravca sijeku (P, 3) u tockama
iz. B i tako sadrze po barem tri tocke iz B. Jedan od njih mora sjeéi (P,4) u tocki @
koja nije u B. Dakle, na pravcu (1, Q) su 3 tocke iz B i na pravcu (P, @) su 3 tocke iz
B. Kroz () prolazi jos ¢—1 = 7 pravaca ravnine i svi oni sijeku B u barem jednoj tocki
jer je B blokada ravnine. To povlaci da je card B > 34+3+7 = 13, §to je kontradikcija.

Dakle za blokadu B ravnine PG(2, 8) vrijedi da je najmanja blokada ravnine prethodno
spomenuta projektivna trijada od 13 tocaka.
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

q=29
e 13 <card B<78, B blokada
e card B < 28, B minimalna blokada

Baerova podravnina PG(2,3) ravnine PG(2,9) je minimalna blokada od 13 tocaka.

U PG(2,9) postoji projektivni trovrh stranice (g+3) = 6 koji je minimalna blokada
od 2(¢+ 1) = 15 tocaka.

Minimalna blokada od 28 tocaka je Hermiteov luk, tj. skup tocaka kojeg svaki
pravac ove ravnine sijece u jednoj ili ¢etiri tocke.

qg=11
e 16 < card B <117, B blokada
e card B < 37, B minimalna blokada

U PG(2,11) postoji projektivni trovrh stranice 3(¢g+3) = 7 koji je minimalna blokada
od 2(¢g+ 1) = 18 tocaka.

Pokazimo da ne postoji blokada od 16 tocaka. Pretpostavimo da je card B = 16.
Kako je 16 = ¢ + 5, onda neki pravac [ € II sadrzi tocno 5 tocaka iz B i niti jedan
pravac ravnine ne sadrzi vise od 5 tocaka iz B. Takoder, nikoje dvije tocke iz B\ [
nisu kolinearne s tockom iz [\ B. Obzirom na raspodjelu toc¢aka iz B na pravce kroz
neku tocku P € B\ [, imamo tri glavna slucaja:

(A) Postoji pravac m koji sadrzi to¢no 2 tocke iz B.

(B) Svaki pravac iz B koji prolazi tockom P sadrzi barem 3 tocke iz B i postoji
pravac m koji sadrzi to¢no 3 tocke iz B.

(C') Svaki pravac iz B sadrzi barem 4 tocke iz B.

Vrijede sljedeéi podslucajevi od (A):

(A1) Postoji toéno jedna 3-sekanta kroz P.

(Ag) Svaki pravac iz B kroz P osim m sadrzi barem 4 tocke iz B.
i podslucajevi od (B):

(B1) Postoje toéno dvije 3-sekante kroz P.

(B2) Svaki pravac iz B kroz P osim m sadrzi barem 4 tocke iz B.
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

Slucaj (A;): Neka je m = (P,5) 2-sekanta, (P, 4) 3-sekanta i (P, 1), (P,2), (P,3)
5-sekante od B kao na Slici 3.6.

Slika 3.6 Slucaj (A1)

Spojimo tocku 5 s tockama iz B\ [ na pravcu (P,3), tj. sa 7, 81 9. Ta tri pravca
sijeku (P, 1) i (P,2) u tockama iz B, pa sadrze po barem 4 tocke iz B. Barem jedan
od njih mora sjeéi (P, 4) u tocki @ koja nije u B. Dakle, na pravcu (5, Q) su 4 tocke
iz B, a na pravcu (P,Q) su 3 tocke iz B. Kroz @) prolazi jos ¢ — 1 = 10 pravaca
ravnine i svi oni sijeku B u barem jednoj tocki jer je B blokada ravnine. To povlaci
da je card B > 4+ 3+ 10 = 17, sto je kontradikcija.

Slucaj (Ay): Neka je m = (P,5) 2-sekanta, (P,3) i (P,4) 4-sekante, te (P, 1) i
(P,2) 5-sekante od B kao na Slici 3.7.

Slika 3.7 Slucaj (As2)

Spojimo tocku 5 s tockama iz B\ [ na pravcu (P, 2), tj. sa 10, 11 i 12. Ta tri pravca
sijeku (P, 1) u tockama iz B i tako sadrze po barem 3 tocke iz B. Jedan od njih mora
sjeéi (P,3) u tocki @ koja nije u B. Dakle, na (5,Q) su 3 tocke iz B, na (P, Q) su
4 tocke iz B, a na preostalih 10 pravaca ravnine kroz () je barem jedna tocka iz B.
Ovo povlaci da je card B > 3+ 4+ 10 = 17, $to je kontradikcija.
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3 Blokade u projektivnim ravninama malog reda

Slucaj (Bj): Neka su (P,4) i (P,5) 3-sekante, (P,3) 4-sekanta, te (P,1) i (P,2)
5-sekante od B kao na Slici 3.8.

Slika 3.8 Slucaj (B1)

Spojimo tocku 5 s tockama iz B\ [ na pravcu (P,2), tj. sa 10, 11 i 12. Ta tri pravca
sijeku (P, 1) u tockama iz B i tako sadrze barem tri tocke iz B. Jedan od njih mora
sjeéi (P,3) u tocki @ koja nije u B. Proucavajuéi pravce ravnine kroz @ vrijedi da
je card B> 3+ 4+ 10 = 17, sto je kontradikcija.

Slucaj (Bs): Neka je m = (P,5) 3-sekanta, (P,2), (P,3) i (P,4) 4-sekante, te
(P, 1) 5-sekanta od B kao na Slici 3.9.

Slika 3.9  Slucaj (B2)

Neka je tocka 6 na pravcu (P,5). Pravac (4,6) mora sjeéi pravac (P,1) u tocki iz
B, npr. 15. Takoder, pravac (4,6) sijece (P,2) i (P,3) u tockama iz B, pa je (4,6)
5-sekanta. Dakle, postoje barem dvije 5-sekante kroz tocku 15 pa se slucaj (Bsy) svodi
na jedan od prethodnih slucajeva.

Slucaj (C'): Kako je card B = 16, onda nikoja dva pravaca ne mogu se sjeéi u
tocki koja nije iz B. To znaci da tocke i pravci od B tvore podravninu od II. Kako
16 nije oblika ¢* + ¢ + 1 za niti jedan ¢, slucaj (C) nije mogué.

Dakle za blokadu B ravnine PG(2,11) vrijedi da je card B > 17. U teoremima

koji slijede ova ocjena ¢e se jos poboljsati, odnosno vidjet ¢emo da je najmanja
blokada ove ravnine prethodno spomenuti projektivni trovrh od 18 tocaka.
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Poglavlje 4

Lakunarni polinomi i blokade

Promatramo potpuno reducibilni polinom oblika
fX) = X"+ g(X)

takav da je stupanj polinoma g najvise n — 2, tj. f je polinom kojem je jedan ili vise
uzastopnih koeficijenata nakon vodeéeg c¢lana jednak nuli. Ovakav polinom naziva
se lakunaran polinom. Teoriju potpuno reducibilnih lakunarnih polinoma razvio
je Rédei te ju primijenio, medu ostalim, na ocjenu broja smjerova odredenim grafom
funkcije nad kona¢nim poljem ([27]).

Za stupanj polinoma f koristit ¢emo oznaku f°. Drugi stupanj polinoma f, u oznaci
f°°, stupanj je polinoma g. Dakle, polinom je lakunaran ako vrijedi f° — f°° > 2.

Neka je p prim broj i h € IN. Lakunarne polinome promatrat ¢emo nad konac¢nim
poljima u oznakama

e K = GF(p), konacno polje reda p,
e L = GF(q), konacno polje reda q = p" i karakteristike p.

Prsten polinoma nad K i L oznacavamo s K[X]| i L[X].

PRIMJER 4.1 Potpuno reducibilni lakunarni polinomi.
L f(X)=X""~1, ¢>2, f(X) e L[X]
Lakunarnost: f°— f°=q—12> 2.
Za svaki element a ciklicke grupe (L*,-) koja je reda ¢ — 1, vrijedi a?9™! = 1.

Dakle, f je potpuno reducibilan lakunaran polinom, f(X) = [],c;.(X —a).

2. Xf(X)=X'-X=][[(X -a), ¢>2, Xf(X)€ LIX]

a€l
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4 Lakunarni polinomi 1 blokade

3. g(X)=X%"—a’, deN, d|(¢g—1), a € L, g(X) € L[X]

Lakunarnost: ¢° — ¢°° =d > 2.
Neka je w generator od L*, tj. primitivni korijen od L za kojeg vrijedi w?~! = 1,
te neka je ¢ — 1 = m - d. Tada je w? ! = w™? = (w™)? = 1, odnosno w™ € L je
d-ti primitivni korijen jedinice, a {w™,w?™, ..., w@™ 1} je ciklicka podgrupa
reda d od L*. Lakunaran polinom ¢ je potpuno reducibilan jer vrijedi

g(X) = X1—a'= adKE)d - 1}

a

d
= adH<——61), g=wmel

1=
d

= H(X —ag;), ag; € L.
i=1
4. M(X)=X"—X"T, p>2 h(X)e K[X]
Lakunarnost: h° —h*° =1(p—1) > 2.
Polinom je potpuno reducibilan po prethodnom jer p%l | (p — 1) 1 vrijedi
h(X) = X(Xp_1 — Xp;) = X (X% — 1). Osim za prim broj p, ovaj
lakunaran polinom je potpuno reducibilan i za neparan gq.

5. 1(X) = X94+2X"T + X, I(X) € LIX]

Lakunarnost: [° — [ = (¢ — 1) > 2.

Vrijedi [(X) = X (X7 +£2X% +1) = X(X ' +1)% Polinom X(X“z — 1)

ocito je potpuno reducibilan. Neka je [(X) = X(X% +1)% Ako je w? ! =1,
onda je wr = —1 te vrijedi X% +1=X% — (—=1) =X% —w 21, pa je i
u ovom slucaju lakunaran polinom potpuno reducibilan.

Promotrimo sada svojstva derivacije polinoma. Neka je f(X) € L[X] polinom oblika
f(X)=a+u X+ +a,X"= ZaiXi.

Derivaciju polinoma definiramo kao polinom

n

(X)) => i X

=1

Ako je a € L m-struki korijen od f, tj. (X —a)™ | f(X), f(X) = (X —a)"g(X),
g(a) # 0, onda je a (m — 1)-struki korijen od f’. Naime,

F(X) =m(X —a)" " g(X) +(X —a)"¢'(X) = (X —a)" " [mg(X) + (X —a)g/(X)].
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4 Lakunarni polinomi 1 blokade

Ako p | m, onda je a i m-struki korijen od f’, jer je m = 0 u L[X], pa vrijedi
f((X) = (X =a)"g(X).

Ako je f = ¢, onda je f/ = 0. Ako je f' =0, onda je ia; =0, € {1,2,...,n}. U
slucaju da p | 7, onda je ia; = 0 i za a; # 0, odnosno,

=0 & f(X)elL[X"].

TEOREM 4.2 Neka je f(X) € K[X]| polinom oblika f(X) = XP+ g(X), pri cemu
je f° = ¢g° < p. Ako je f(X) potpuno reducibilan nad K, onda vrijedi jedna od
tordnyi

(i) g(X) je konstanta ;
(ii) 9(X) =
(iii) g° > 22t
Dokaz Neka je f(X) = I(X)r(X), gdje polinom {(X) sadrzi sve linearne faktore
od f(X) toéno jedan put. Tada je polinom r(X) sastavljen od onih faktora koji su

visestruki u f(X). Polinom [(X) dijeli polinome (X?—X) i f(X), pa je [(X) njihova
najveca zajednicka mjera, tj. vrijedi

(X)) | [f(X) = (X7 = X)) = [g(X) + X].
Nadalje,
FX)=p X' +4(X) =g(X),
F1(X) = V(X)r(X) +1(X)r'(X).
Polinom r(X) dijeli f'(X) = ¢'(X), pa vrijedi

FX) =1X)r(X) | [9(X) + X]g'(X).

Pretpostavimo da vrijedi [g(X)+ X]¢'(X) = 0. Ako je ¢'(X) = 0, onda zbog ¢g° < p
vrijedi tvrdnja (i) g(X) je konstanta. Ako je [¢(X) + X] = 0, onda vrijedi tvrdnja
(i) g(X) = —X.

Pretpostavimo da vrijedi [g(X)+ X]¢'(X) # 0. Tada je f° < (9(X)+X)°+¢'(X)°,
odnosno p < ¢° 4 ¢° — 1, pa vrijedi tvrdnja (iii) g° > ’%1. [ ]

Za slucaj ¢g° = pH mozemo preciznije odrediti strukturu polinoma f. Iz dokaza
vidimo da je tada l° = ¢°1r° = (¢)° pa postoje ¢1,¢co € K* takvi da je
I(X) =c[g(X)+X], T(X) = c9¢'(X). Dakle

f(X) = X"+ g(X) = c- ¢ (x)[9(X) + X].

Neka je
p+1 —1
9(X) = e X5 + 7 X7 >+ (X)), ¢ < pT.
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4 Lakunarnt polinomu i blokade

Odredimo supstituciju X — X + a, a € K, tako da koeficijent uz ¢lan X 2 bude
jednak nuli.

p—1

f(X+a) = (X+af +70 (X +0)F +7 (X +a)F +g:(X +0a)

1 .-
— Xp—f—a—i—’yp-zu(Xp;l—i—p—;— X% a+ )+

B 1 .
+7%(X%+%X¥a+---)+gl()(+a)

P 1
= Xp+7%lX%l+ [p+

p—1
aYpi1 —i-%)Q;l}XT + e

Dakle,
p+1

avyesr + Y1 =0 = a= —2%%1/7%,
te polinom g ima oblik
i o
9(X) = V%HXPQ + X"+ g2(X), W #0, k= g5,

Uvedimo jednostavnije oznake, neka je a = Tei1 i8 =", tj.

g(X) = aX"s + BX" + g2(X).
Pretpostavimo da je £ > 1. Vrijedi

¢ g'(x)[g(X) + X] = c[o/%lx”zl +EAXFT 4 [aX S 48X ],

Kako je X? 4 g(X) = c- ¢'(z)[g(X) + X], onda izjednatimo koeficijente uz X'z otk

pa vrijedi
+1 +1
c(Oszﬁ +kBa)=0 = c(aﬁ)(pT +k)=0

Sto je nemoguce. Dakle, k =1, tj.

g(X)=aX"" +BX +7, B+£0.
Ponovimo postupak,

XP+g(X) =c-¢'(z)[g(X) + X],

p+1 1 p—1 p+1
X7+ aX"H 45X+ = e[l X 4+ 5] [aX " 4 (54 1)X +1],

i izjednacimo koeficijente uz X = Vrijedi

1
c(a]%fy) =0 = ~v=0.
Dakle, ako je ¢° = ’%1, onda polinom f ima oblik (do na linearnu transformaciju)

F(X) =X +aX"® + X
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TEOREM 4.3 Neka je f(X) € LI X]| polinom oblika f(X) = X4 g(X), pri cemu
je f° = ¢° < q. Ako je f(X) potpuno reducibilan nad L, onda vrijedi jedna od
tordngi

(i) 9(X) € LIX7];
(ii) 9(X) =
(iii) g° > 2L

Dokaz Dokaz ovog teorema je analogan dokazu prethodnog teorema, osim u
slucaju ¢'(X) = 0, kada polinom ¢(X) mora biti u varijabli X?. Inace bi postojao
¢lan oblika X™, gdje p 1 m, pa bi ¢'(X) imao ¢lan mX™ 1 £ 0. Dakle, u slucéaju
¢ (X) = 0 vrijedi tvrdnja (i) g(X) € L[X?]. [

TEOREM 4.4 Neka je f(X) € L[X]| potpuno reducibilan polinom nad L oblika
f(X) = XW(X) +w(X), gdje v i w nemaju zajednickih faktora, m = max(v°, w®),
m < q i neka je e najveci cijeli broj takav da je f p®-ta potencija. Tada vrijedi jedna
od tvrdnji

(i) e=h,m=01if(X)=cX7+ c;

h
(z’z’)§§e<hz’m2pe;

h phe+1
i) 0 <e< —im>p°|—|;
(111) e 2zm_p{pe+1—‘

(iv) e=0,m=11if(X)=c(X?—X).
Takoder, ako je q prim broj i m > 1, onda je m > %(q +1).
Dokaz Kako je m < ¢, onda svaki ¢lan od f ima eksponent koji je visekratnik
od p°, tj. polinomi v i w su takoder p°-te potencije.
Ako je e = h, onda je m = 0 (u protivnom m > ¢), pa vrijedi tvrdnja ().

Zae>Ljeilim=0 (tj. e= h) ili m > p° sto povlaci tvrdnju (i).

Pretpostavimo da je e < 2. Neka je E = p°, f(X) = fi(X)¥, v(X) = v1(X)F,
w(X) = w(X)F. Tada je

FX) = XY Py (X) + wi (X).
Primijenimo rastav na fi, tj. neka je fi(X) = I[(X)r(X), gdje polinom [(X) sadrzi
sve linearne faktore od f;(X) to¢no jedan put, a polinom r(X) ostalo, tj. one faktore
koji su visestruki u f1(X). Polinom [(X) dijeli polinome (X?— X) i f(X), pa dijeli
i polinom f(X) —v(X)(X?— X), tj.
(X)) | Xv(X) 4+ w(X).
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Vrijedi (X%F) = 0. Polinom r(X) dijeli f{(X) = X¥Fv/(X) + w|(X) i fi(X), pa
dijeli i polinom f{(X)v(X) — v} (X)f1(X), odnosno

r(X) | XY (X) + ) (X)Jor (X) = v (X) [XYF0r (X) + wi (X)),

r(X) [ wi(X)v (X)) — v (X)w (X).

Kako je (v,w) = 1, a v; i w; nisu oba p-te potencije, onda je w;(X)v1(X) —
vy (X)wy(X) # 0. Dakle,

FX) = 1X)r(X) | [Xo(X) + w(X)] [w) (X)vi (X) — v} (X)wi (X)].
Ako je Xv(X) + w(X) = 0, onda zbog (v,w) =1 je m = 1 pa vrijedi tvrdnja (iv).
Pretpostavimo da vrijedi Xv(X) 4+ w(X) # 0. Za stupanj polinoma f; vrijedi

flo = [Xq/Evl(X) + 'LUl(X)}O,

£ < [Xo(X) +w(X)]” + [wi (X)or(X) = vi (X)wi (X)]".
Pretpostavimo da je v° = w® = m, tada je v] = w] = my, gdje je m = E'm,. U ovom
slucaju poniste se clanovi najviseg reda u wj (X )v(X) — v} (X)w;(X), pa vrijedi

%+m1§1+m+2m1—2,

1
%+1§m+m1:m(1+5),

PP <m(l+p9),
a zbog cjelobrojnosti vrijedi
h—e
pre+1
m > p° | — |, 4.1
>p { e W (4.1)
odnosno vrijedi tvrdnja (7).
Pretpostavimo sada da je v° < w°, tj. w° =m°, w} =my i m = Em;. Tada je

41 e < 14 0° 9 < my
E+v1_m+m1— +0], = E+ < m( +E)’

sto opet daje nejednakost (4.1) i tvrdnju (7).
Ako je v° > w°, odnosno v° = m°, v7 = my i m = Em,, onda je

q q 1

tj. vrijedi nejednakost (4.1) i tvrdnja (éii).

Ako je ¢ prim broj i m > 1, onda je e = 0, £ = 11 m = m; pa za stupanj
polinoma f; vrijedi
g+m<14+m+42m —2,

q+1<2m,
1
mzé(qﬂ),

¢ime je dokazana i posljednja tvrdnja ovog teorema. [ |
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4.1 Smjerovi i Rédeijevi polinomi

Neka je funkcija f: GF(q) — GF(q). Zanima nas koliko je smjerova odredeno
funkcijom f, odnosno kolika je veli¢ina skupa

RSLERD

r—y

v,y € GF(q), v # y}'
PRIMJER 4.5
1. f(z) = 2V4, q kvadrat

fl@) = fly) _avi—yvi  (z—y)V? _ (2 — Vi

Y

rT—y rT—yY rT—yY
tj. D = {zvT! | z € GF(¢)*}. Kako je (VT 1)vVitl = 71 = 1 onda
su elementi skupa D rjeSenja jednadzbe xv4t! = 1, pa zakljucujemo da je

cardD:\/ﬁ+1.

g+1

2. f(x) =x 2, g neparan

Kako je t9 = t, onda slijedi

L t, ako jet kvadrat,
| —t, ako t nije kvadrat.
Dakle,

% =1, ako su z 1 y kvadrati,

f@) = ) = @ = —1, ako z iy nisu kvadrati,
r—y Y
T — H2 0 ako je ili z ili y kvadrat,
T—y z

gdje je1 x 7? y 1 z nije kvadrat. Za z postoji qg—l mogucnosti, pa je card D =
2+ 5= =35(qg+3).
3. fla)=a", q=p" qu=p",7|h
fl@) = fly) ™ —y™ (

r—Y r—y

Obzirom da (¢; — 1) | (¢ — 1), vrijedi card D = qql;_ll.

r—y)tt

4. f(a:) = T?”ql (a:) =x+ 8 + qu% 4+ .. 4 14/ a
Tqu (ZL‘) B Trih (y) _ TT(h (Z)

)

T —y z

gdje je z = x —y. Ako je Try, (2) =0, onda je T'ry, (2)/z = 0 za q/q; vrijednosti
od z. Ako je Tr, (2) # 01 a € GF(q1)*, onda je Try, (az)/(az) = Try (2)/z,
za (¢ —q/q1)/(q1 — 1) = q/q razlicitih vrijednosti, pa je card D = q/q; + 1.
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Neka je S skup od ¢ tocaka afine ravnine AG(2,q). Zanima nas koliko ima

smjerova pravaca odredeni parovima tocaka iz S.
Ako su (a1, b1), (ag,b2) € S, onda je

by — by
, a1 # ag,

k= as — aq
oo, a1 = Q9.

Smjerova ukupno ima ¢+1, a po Dirichletu vrijedi da skup s vise od ¢ tocaka odreduje
sve smjerove. Kako bi odredili ocjenu za broj smjerova skupa od ¢ tocaka koristimo
Rédeijeve polinome.

DEFINICIJA 4.6 Polinom pridruzen skupu S C AG(2,q) zadan s

rs(UV,W) =[] (aU + bV + W)
(a,b)eS

naziva se Rédeijev polinom.

Rédeijev polinom je homogeni, potpuno reducibilni polinom, totalnog stupnja q.
Ako je (a,b) € S incidentna s pravcem [u,v,w|, onda je rs(u,v,w) = 0, odnosno,
svaki pravac kroz (a, b) ponistava Rédeijev polinom.

Za projektivnu ravninu i skup § € PG(2, q) Rédeijev polinom ima oblik

rs(UV,W) =[] (aU+bV +cW).
(a,b,c)ES

Neka je S skup od ¢ tocaka afine ravnine AG(2,q). Promotrimo pravac zadanog
smjera k. Ako nas zanima da li ovaj pravac sijece skup S, tj. da li sadrzi neku
njegovu tocku, onda promatramo trojke [k, —1,[|. Koristimo oznake

HUW) = rs(U, -1, W)= [] (aU —b+W)
(a,b)eS
q

= > (U)W, by <q—j.

J=0

Hy(W)=H(k,W) = H (ak —b+ W) = Eq: hi(k)W?.
(a,b)eS Jj=0

Ako k nije odreden skupom S, onda ¢e svi linearni faktori ak — b+ W biti razli¢iti,
pa vrijedi

HW)= ] @-b+W)= J[ W—-c)=w'-W.
(a,b)eS ceGF(q)

Dakle, h;(k) =0, za j € {0} U{2,...,q — 1}, pa je k korijen od h,.
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Ako je k zastupljen u skupu S, onda postoje barem dvije tocke (ay,b;), (az,b2) € S
takve da vrijedi [ = by — ka; = by — kao. To znadi da ¢e doé¢i do ponavljanja linearnih
faktora ak — b+ W.

Neka je d ukupan broj smjerova u S, (d — 1) koeficijenata smjera iz GF(q) i smjer
oo (broj smjerova ne ovisi o koordinatnom sustavu pa ga odaberemo tako da pravac
x = 0 sadrzi barem dvije tocke iz §). Tada skalara iz GF'(q) koji nisu koeficijenti
smjera odredeni skupom § ima ¢ — (d — 1) = ¢ —d+ 1. Kako je hj < ¢ — j, onda h;
ima korijena barem onoliko koliko ima k koji nisu odredeni skupom &, tj. imat ¢emo
h; = 0 za h; ¢iji je broj korijena veci od ¢ — j. Kandidati za korijene su smjerovi
koji nisu odredeni skupom S, a njih ima ¢ —d+1>¢—j,tj. j >d, paje h; =0
za q > j > d. Dakle, za k odreden tockama iz S, dobije se polinom

H(W) = 3 hy(k)W?

= Widhy (k)W oo b hg(B)WE 4 by (K)WE 4o 4 ho(K),
pri ¢emu je sigurno hy_1 (k)W + -« + hy(k)W9 = 0, pa vrijedi
H*’<d-1 = d>H”+1

Sto je vise smjerova, to je manje uzastopnih koeficijenata nakon vodeéeg ¢lana
jednako nuli.

PRIMJER 4.7 Rédeijevi polinomi skupa S C AG(2,5).
Neka je L= GF(S) = {07 j:la :|:2} 18 = {(070)7 (17 _1)7 (17 _2)7 (_]-7 ]-)7 (_]-7 2>}

k=-2
-1,2)

Slika 4.1
Smjerovi odredeni tockama iz S su
by — by
k= ={1,—-1,-2
a2 _ al { ) Y Y m}?

pajed =4, a Hp° < 3. Ostali smjerovi koji nisu odredeni tockama iz S su k = {0, 2}.
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Odredimo Rédeijeve polinome

H(W)= ][] (ak—b+W).
(a,b)eS

Rédeijevi polinomi za smjerove k = {1, —1, -2} odredene tockama iz S:

HW) = ][ a-b+W)
(a,b)eS
= WER+W)(=2+W)(-2+W)2+W)
= WW?+1)2=WW*+2W? +1)

= WP+ 2W3 4 W
HaWw) = ] (~a—b+W)
(a,b)eS
= WO+W)Q+W)0+W)(-1+W)=W*W?*-1)
— W w3
HoW) = ] (-2a-b+W)
(a,b)eS
= W(=1+W)0+W)A+W)(0+W)=W3W?—1)
— W w3

Rédeijevi polinomi za smjerove k = {0, 2} koji nisu odredeni tockama iz S:

Ho(W) = H(W_b)

beL
= WW -=DW+1)(W =2)(W +2)=WW*-1)
W5 —Ww

H,W) = [] @a-b+W)
(a,b)eS
= W(=2+W)(-1+W)2+W)1+W)=WW*-1)
= W -Ww
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4.2 Velicina blokade odredena lakunarnim poli-
nomima

Rezultate Rédeijeve teorije potpuno reducibilnih lakunarnih polinoma upotrijebit
¢emo za ocjenu velicine blokade u Desarguesovoj projektivnoj ravnini nad
konacénim poljem GF(q), reda q = p” i karakteristike p.

TEOREM 4.8 Neka je B blokada ravnine PG(2,q), te neka je card B = k. Tada
vrijede tvrdnje

(i) ako je q prim broj, onda je k > %(q +1);

(ii) ako je q kvadrat, onda je k > q+ \/q+1;
(i1i) ako je h neparan, onda je k > q+ /pq+ 1.

Dokaz Tvrdnja (ii) je sadrzana u Teoremu 2.16, a znamo i da se donja granica
postize, obzirom da konac¢na projektivna ravnina kvadratnog reda ¢ sadrzi Baerovu
podravninu od ¢ + /g + 1 tocaka koja je po Teoremu 2.18 blokada. Ovdje ¢emo (i1)
ponovo dokazati, ovaj put koriste¢i Rédeijeve polinome.

Neka je B = S U {Up} blokada ravnine PG(2,q) i neka je card B = ¢+ m + 1.
Pretpostavimo da postoji pravac koji sijece blokadu u samo jednoj tocki, jer u supro-
tnom mozemo ukloniti jednu ili viSe tocaka, a da B i dalje bude blokada. Neka je
l« = ug unisekanta od B tako da je S C AG(2,q) = PG(2,q) \ ls-

Nekaje S = {(a;,b;) |i=1,...,¢g+m} C AG(2,q). Horizontalni pravac [0, —1, c|
ima jednadzbu y = ¢ i njegova beskonacno daleka tocka je Ug € [o,. Skup S ima po
barem jednu tocku na svakom pravcu koji nije horizontalan (oni su oblika [1,u, t]).
Dakle, za svaki par u,t € GF(q) jednadzba x + uy +t = 0 ima rjesenje u S, tj.
a; + ub; +t = 0 za neki i. Odavde slijedi da je Rédeijev polinom

rs(LUT) = [ (ai+bU+T)
(ai ,bi)ES

jednak nuli za svaki u,t € GF(q), tj. rs(1,u,t) =0, pa se po Teoremu 1.26 rs nalazi
u idealu generiranom s U? — U i T9 — T'. ZapiSimo polinom u obliku

rs(1,U,T)=FUT)=(U*-U)HWU,T)+ (T*—-T)G(U,T), (4.2)

gdje su G i H totalnog stupnja m u varijablama U i T'. Neka je Fy homogeni dio u
F' stupnja g + m, i neka su Gy i Hy homogeni dijelovi u G i H stupnja m. Tada je

Fo=U"Hy+ TGy
gdje je
q+m

R(U,T) =[] (T +b:0). (4.3)

i=1
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Varijabla U vise nema ulogu, obzirom da je jednadzba (4.3) homogena, pa uvrstimo
U =11 definirajmo F\(T) = Fo(1,T), Gi(T) = Go(1,T), Hi(T) = Ho(1,T). Tada
je

P(T) = [](T+b)

odnosno, Fj je potpuno reducibilan,
F, =TGy + Hy,
gdje je G} =m, HY < m.
Ako je Fy djeljiv s T7+4b;, za neki b; € GF(q), onda obzirom da je T94b; = (T'+b;)?,

slijedi da je svih ¢ tocaka horizontalnog pravca y = b; sadrzano u §. No tada B
sadrzava pravac, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je B blokada.

Pretpostavimo da Fj nije djeljiv s T + b;, za svaki b; € GF(q). Nakon dijeljenja,
po potrebi, s najvec¢im zajednickim djeliteljem od G i Hy, granica na m pa onda i
na k = card B slijedi po Teoremu 4.4.

(1) Neka je ¢ prim broj. Tada je po posljednjoj tvrdnji Teorema 4.4 m > $(g+1),
pajek=qg+m+1>qg+3(g+1)+1=3(g+1).

(1) Neka je ¢ kvadrat. Po tvrdnji (i7) Teorema 4.4 za e = % je ¢ = p* i
m2>p°=./¢,pajek=q+m+1>q+./q+1

e+1
(7i7) Neka je h neparan. Pokazimo prvo da vrijedi o >p—1.
Pretpostavimo suprotno

<p—-1 = pM41<p4p—p'—1 = p>p+2

e+1
p——l—l > p,
P+l

pa po tvrdnji (iii) Teorema 4.4 zae="1ig=p

a ovo je kontradikcija. Dakle
Zetl yrijedi

peJrl + 1

m > p°
=P |Vpe+1

w > ™ = v,

tj. k=q+m+1>q+ /pg+ 1. [ |
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4 Lakunarni polinomi 1 blokade

PRIMJER 4.9 Donja granica velic¢ine blokada v PG(2,q), ¢ < 11.

U Poglavlju 3 proucavali smo veli¢ine blokada u ravninama PG(2, q) reda ¢ < 11.
Po Teoremu 2.16 za blokadu B vrijedi card B > ¢+ ,/q+1. Ako primijenimo Teorem
4.8, onda se donja granica velicine blokade za ¢ = 7 poboljsava sa card B > 11 na
card B> 12, za q=8sa card B> 12 na card B > 13, aza ¢ =11 sa card B > 16
na card B > 18.

PRIMJER 4.10 Lakunaran polinom blokade w PG(2,7).
Skup tocaka B je blokada u PG(2,7) :
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1),(1,-3,2),(1,2,-3),(2,1,1),(1,2,1),(1, 1, 2),

(=3,1,1),(1,-3,1),(1,1,-3)}.

Pritom je card B = %(q + 1) = 12 te ova blokada postize donju granicu tvrdnje
(7) Teorema 4.8. Afine tocke ove blokade su:

S ={(0,0),(1,1),(=3,2),(2,-3),(2,1),(1,2),(—=3,-3),(-3,1),(1,-3),(2,2)}.

Oznake polinoma F, G i H; odgovaraju terminologiji Teorema 4.8, pa je lakunaran
polinom koji odgovara ovoj blokadi oblika

F(T) = [J[(T+b)

T(T+1(T +2)*(T - 3)* = T[(T+1)(T +2)(T - 3)]°
= T(T*+1) = TO+3T"+37* + T

= TH(T*+3)+3T"+T

= T'G\(T)+ H\(T),

GU(T)=T*+3, H(T)=3T"+T.

PRIMJER 4.11 Lakunaran polinom blokade v PG(2,13).
Skup tocaka
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,a,0),(0,1,a), (a,0,1), (b,c,1) | a® = =1,0° = ¢* = 1}
blokada je u PG(2,13), tj. a € {—1,-3,4}, b,c € {1,3, -4} i
B ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,-1,0),(1,-3,0), (1,4,0), (0,1,—-1), (0,1, —3),

(0,1,4),(=1,0,1),(=3,0,1),(4,0,1),(1,1,1), (1,3,1), (1,4, 1), (3,1, 1),

(3,3,1),(3,—4,1),(—4,1,1),(—4,3,1),(—4,—4,1)}.
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4 Lakunarni polinomi 1 blokade

Pritom je card B = %(q + 1) = 21 te ova blokada postize donju granicu tvrdnje
(7) Teorema 4.8. Afine tocke ove blokade su:

S = {<0’ 0)7 (07 _1>7 (074)’ (0’ _3)’ (_17 O)a (_3’ O)? (47 0)7 (17 1)7 (1? 3)7 (17 _4)7 (37 1)7
(3,3),(3,—4),(—4,1),(—4,3), (-4, —4)}.

Oznake polinoma Fj, G; i H; odgovaraju terminologiji Teorema 4.8, pa je lakunaran
polinom koji odgovara ovoj blokadi oblika

P(T) = J[(T+b)
= THT — 1) (T +4)(T —3)(T +1)*(T +3)*(T — 4)*
= T[T - 1)(T*+T+1)][(T+1)(T*-T+1)]°
= THT? = 1)(T3 +1)% = THT® —1)(T° 4273 + 1)

= THTZ 4 27° — 273 —1) = T 427" — 277 — 7"
- T13G1(T) + [‘[1(71)7

G\(T)=T3+2, H(T)=-2T"—-T%
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Poglavlje 5

Blokade Rédeijevog tipa

Neka je II = PG(2,q) konacna projektivna ravnina reda ¢ i L = GF(q) konacno
polje reda ¢ = p” i karakteristike p.

DEFINICIJA 5.1 Blokada B od g+ m tocaka u Il naziva se Rédeijeva blokada
ravnine I ako postoji pravac ravnine koji sijece B u tocno m tocaka.

Neka je dana funkcija f: L — L. Broj smjerova odredenih funkcijom f je veli¢ina

skupa
p— {{=10)

=y

x,yGL,x#y}.

LEMA 5.2 Rédeiyjeva blokada se mozZe konstruirati w 11 iz bilo koje funkcije
f: L — L koja nije linearna ili koja ne odreduje sve smjerove.

Dokaz Neka je B = {(t, f(t),1)|t € L} U{(1,d,0) | d € D} skup od k tocaka.
Promotrimo pravce kroz neku tocku P € [, = uy. Tada je ili P = (1,d;,0) za neki
d; € D ili svi pravci kroz P sijeku skup {(¢, f(¢),1) | t € L} u toéno jednoj tocki.
Dakle, svaki pravac sadrzi neku tocku iz B. Ostaje pitanje da li B sadrzava neki cijeli
pravac. Ako f odreduje sve smjerove, tada B sadrzava cijeli l,. Ako je f linearna
funkcija, npr. f(t) = at + b, onda je D = {a} i B sadrzava pravac X; — f(Xy) =0
na kojem leze sve tocke (t, f(t),1),t € L. Ovo znaéi da ako f nije linearna funkcija
i ako ne odreduje sve smjerove, onda je B blokada (netrivijalna). Takoder, pravac
ls je (k — q)-sekanta skupa B pa je blokada B Rédeijevog tipa, odnosno minimalna
blokada. ]

PRIMJER 5.3 Rédeijeve blokade i funkcije nad L.

U Primjeru 4.5 izrac¢unali smo ukupan broj smjerova za nekoliko funkcija. Za pri-
padne Rédeijeve blokade konstruirane iz tih funkcija vrijedi card B = q + card D,
odnosno:

1. f(z) = 2V4, q kvadrat
= cardD=,/q+1 = cardB=q+,/q+1
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

2. f(x) = x%, ¢ neparan

= cardD=1(qg+3) = cardB=2(q+1)

3. fla)=a®, q=p", qu=p", 7 |h

= cardD=LLt = cardB=q+ qql:11

4. f(x) =Try(z) =2+ 29 + 2% + - 4 29/0
= cardD=q/g1+1 = cardB=q+q/q1+1

Izborom koordinata u PG(2,q) za beskona¢no daleki pravac l,, mozemo uzeti
m-sekantu Rédeijeve blokade B. Tada je S = B\ I skup od ¢ tocaka u AG(2,q)
i mozemo ga shvatiti kao graf neke funkcije na polju L, pri ¢emu je D skup svih
smjerova odredenih tockama iz S, odnosno

D:{UQ—UQ

Uy — V1

u # v, u = (ug,uz),v = (v1,v2) ES} C LU {oc}.

TEOREM 5.4 Neka je S C AG(2,q) skup od ¢ = p" tocaka i neka je D skup svih
smjerova odredenth tockama iz S, pri cemu je card D = m. Neka jee, 0 < e < h,
najveci cijeli broj takav da svaki pravac ¢iji je smjer sadrzan u D sadrzi visekratnik
od p® tocaka iz S. Tada vrijedi jedna od tvrdnji:

3
(i) e=0 i q;“ <m<q+l;

qg+5

(i) e=1,p=2 i <m<qg-—1;

(i5i) p° > 2, e dijeli h @ L +1<m< ;
pe pe_]_

(iv) e=h i m=1.

Dokaz Za skup S definiramo pripadni Rédeijev polinom

R(X7Y7Z): H (X+U1Y—UQZ):

(u1,u2)€S J

ri(Y, Z) X9

M-

Il
=)

Neka je Ry(X) = R(X,y,1) zay € L tj.

Ry(X) = H (X +wY —up) = ri(y) X7

(u1 ,ug)ES j=

[en]

i neka je Roo(X) = R(X,1,0). Tada je R, normirani polinom stupnja ¢ u varijabli
X. Ovaj polinom biljezi veli¢ine presjeka pravaca smjera y sa skupom S, tj. ove
veli¢ine presjeka su u biti kratnosti korijena od R,. Ako y nije odreden skupom S,
tada svi moguci korijeni imaju kratnost jedan:

R(X)=X"-X & y¢gD.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Skalara y koji nisu koeficijenti smjera odredeni skupom S ima ¢ — (m — 1) =
q—m++1 (smjer oo je odreden skupom §). Obzirom da je R) =g, tada je r; < q—j.
Polinom r, ¢iji je broj korijena veci od stupnja jednak je nuli, a r; ima korijena barem
onoliko koliko ima y koji nisu odredeni skupom S, tj. imat ¢emo r; = 0 za r; ¢iji
je broj korijena veéi od ¢ — 7. Kandidati za korijene su smjerovi koji nisu odredeni
skupom S, pa vrijedi

g—m+1l>q—j = q-m=2qg—j =m=j
odnosno 7; =0 zal < j <qij>m. Dakle, za y odreden tockama iz S, dobije se

polinom
q
Ry(X) = > ri(yX
j=0
= X947, )X (W)X ()X ro(y),
pri ¢emu je sigurno r1(y) X7t + -+ + 1, (y) X™ = 0, pa vrijedi
R <m—1,
m>1+RP°. (5.1)
Drugi stupanj polinoma R, kada je definiran, mnogo je manji nego sam stupan]
polinoma pa je R, lakunaran polinom. Takoder je potpuno reducibilan nad L pa
mozemo primijeniti Teorem 4.4.
Neka je E, djelitelj od ¢ takav da je R, € L[X®]\ L[X?P®] i neka je
E = minyepk,. Tada svaki pravac smjera y sijece skup & u visekratnik od E,
tocaka, a svaka sekanta sijece S u visekratnik od E tocaka. Po terminologiji Teo-
rema 4.4 vrijedi E = p°.
Prebrojimo tocke skupa S kojeg pravci iz fiksne tocke u € § sijeku u svim
moguéim smjerovima. Sekanti kroz u ima ukupno m i svaka ta sekanta sadrzava

barem E — 1 tocaka iz S\ {u}. Kako je card S\ {u} = ¢ — 1 vrijedi
m(E—-1)<gq-—1,
odnosno za E > 1 dobijemo gornju granicu
q—1
< = 5.2
T=FE-1 (5:2)
Za donju granicu primijenimo rezultat Teorema 4.4 na R,, odnosno
h—e
oo P+l
R >p° | ——
Yy — p { pe + 1 —‘ )
oo 4T E
R > ——.
YT E+1
Ako uvrstimo ovo u (5.1), slijedi donja granica

E

> 14 (5.3)

Dokazimo tvrdnje teorema.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

(1) Neka je e =0. Tada je E = p° =1, a po (5.3) vrijedi

q+E q+3
> 14405 > 4TS
mZit e =5

Gornja granica ove tvrdnje je trivijalna, ona uvijek vrijedi, tj.

m < q+ 1.
(17) Neka je e =11p=2. Tada je E' = p® = 2, pa za donju granicu (5.3) vrijedi

E )
E+1

Kako je E > 1, iz (5.2) dobijemo i gornju granicu

qg—1
EF—-1

m < = m<qg-—1.

(1v) Neka je e = h. Tada je E = p® = q odnosno svaka sekanta sijece S u ¢ tocaka
pa one pripadaju jednom pravcu. Dakle m = 1, a smjer je oo.

(7i1) Neka je p® > 2 i neka e dijeli h. Tada je E = p® > 2 te iz (5.2) slijedi gornja

granica
q—1 qg—1
< = < .
| =
Za donju granicu (5.3) vrijedi
g+ E q+p° q—1
m>14+——=1+ =2+ .
- E+1 pe+1 pe+1
Zelimo pokazati m > 4 + 1.
p@

Kako je R;° < m — 1, onda gornja granica (5.2) za m povlaci

g-1 _,_4-F

R°<m—1< .
y =M= FT E_1

Potrebna nam je sljede¢a lema.

LEMA 5.5 Neka je f(X) = XYE 4+ ¢(X), f € L[X]\ L[X?] potpuno reducibilan
polinom nad L, gdje je = p°®, 0 < e < h, tako da je g° < E’(gi) ako je & > 4 ili
g° < q/E? ako je E = 3. Tada vrijedi

XUF 1+ g=(g"+X)g.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Dokaz Nekaje f(X) = I(X)r(X), gdje polinom {(X) sadrzi sve linearne faktore
od f(X) totno jedan put, a polinom r(X) ostalo, tj. one faktore koji su vigestruki u
f(X). Polinom [(X) dijeli polinome (X?— X), f(X), ali i [f(X)]¥ = X7+ [g(X)],

pa dijeli i polinom [f(X)]¥ — (X9 — X)), tj.

(X) ] [g(X)]" + X.

Polinom r(X) dijeli f/(X), a kako vrijedi (X%¥)" = 0, onda polinom 7(X) dijeli

f(X) =4'(X). Dakle,
F(X) = UX)r(X) | ([g(X)]" + X)g'(X),
te mozemo pisati
w(XY + g) = (9" + X)g'
za neki polinom w stupnja
w® = Eg¢°+¢"° —q/FE.
Odredimo derivaciju (5.4).

(XVP 4 g) = <(9E J;X)g/)/’

g = 0"+ X09 +(g" + X)g"lw — [(¢" + X)gTu’ /o

’LU29/: [g’—l—(gE—i-X)g”]w— (gE+X)g'w’,
(w? —w)g = (g% + X)(¢"w — g'w’).
Ako je ¢"w — g'w’ = 0, onda je w = 1 pa tvrdnja leme vrijedi.
Pretpostavimo da je ¢"w — g'w’ # 0 i usporedimo stupnjeve polinoma:
(w* —w)g)* = (9" + X)°,
2w0 + g/o Z Ego’
2(Eg°+ 9" —q/E)+4° = Eg”,
Eg¢°+3¢° >2¢/E.

(5.6)

Neka je E = 3. Tada je po uvjetima leme g° < q/E?, §to je nemoguce jer je tada

2q/E < Eg¢° + 34",

2¢/3 <3¢g°+3¢"° =3(2¢°—1) <3(2¢/9 — 1),
2¢/9 < 2q/9 -1,

a ovo je kontradikcija.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Neka je £ > 4. Tada koristimo uvjet leme ¢° < E?}E—fl) i svojstvo da je ¢’° < ¢°:

2q/E < Eg° +3¢"” < Eg° + 3¢°,

2q

—FE
E<(E+3)g°§(E+3) 1

E(E—1)
2q(E—1) < (E+3)(¢— E),
g(E —5) < —E(E +3).
Dakle, F < 5, odnosno E =41ip = 2. Neka je k = ¢"w — g'w’ te ga uvrstimo u (5.4)
i (5.6) (pritom koristimo svojstva ff — (X7 — X) = ¢¥ + X i f' = ¢'). Dobijemo
sljedece jednadzbe
wf=(f" = (X" =X))f,
wlw —=1)f" = (f¥ = (X? = X))k,

~~
o ot

Pokazimo kroz cetiri koraka da je tada w = 1.

1. Ako je f(a) = 0, onda je w(a) = pa, gdje je p, kratnost od a kao korijena
polinoma f.

Neka je p, kratnost korijena a i zapisimo f u obliku f(X) = (X — a)'h(X).
Promotrimo sljedece

LS X a0 (X ) (X)
Fod T (X~ a)ph(X)
X = @)X + (X = 0 l(X)
(X —a)r=1h(X)
h/
= M“+(X_a)h(())(())'
Vrijedi (X — a)];g(()) |X_a = 1,. Nadalje,
ff-(X1-Xx)  fF X'—X+a—a
X —-a T X-—a X—-a
fF Xl—a —-X+a
T X-a X-a X-ua
fE X9 — g4
T X-a X-a +1
pa je 1 _)g)iqa_ X) ‘X_a = 1, odnosno
- xe-x) . P -X X)X —af
w(a) = f ‘Xfa - (X —a) ¥ }Xfa = 1tta = pla-
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

2. Broj korijena polinoma f s neparnom kratnoscu je najvise w°.

Neka je a korijen od f s neparnom kratnoséu, tj. f(X) = (X — a)*" ™ h(X).
Tada je a korijen polinoma f’ s parnom kratnoséu 2n obzirom da je

FI(X) = (X = a)"[h(X) + (X — o)l (X)].

Nadalje, iz jednadzbe (5.7) vidimo da je svaki korijen od f korijen i od
(ff — (X7 — X)) kratnosti jedan. Pogledajmo kratnost korijena a za polinom
k=g¢"w—guw = f"w— flw . Vrijedi

ff(X) = (X -
= (X

EX) = (X — o)™ (X)w(X) — (X —a)”[h(X) + (X — a)h(X)]w'(X)
= (X —a)”"[(X = a)h"(X)w(X) — h(X)w'(z) — (X — a)W(X)w'(z)],

pa je a korijen parne kratnosti od k. Sada usporedimo kratnosti korijena a u
jednadzbi (5.8). Kako znamo da a nije korijen od w, a da je s desne strane
njegova kratnost ukupno neparna, onda a mora biti korijen od w — 1. Dakle,
korijeni koji imaju neparnu kratnost su korijeni od w — 1, a njih je najvise w°.

3. Stupanj od k je barem q/4 — w°.

Po prethodnom je broj korijena parne kratnosti barem ¢/4 —w®, pa f mozemo
zapisati u obliku

FX) = [(X = a)* (X —a2)*™ - (X = an)*]h(2),

gdje su a; parne kratnosti, n > ¢/4—w°, odnosno, ako uzmemo basn = q/4—w°
takvih korijena imamo

FX) = [(X —a)* (X —ap)* -+ (X —ay)**]hy(z),
= [(X —a)"(X —a2)® -+ (X —a,)*"*ha (),

pa f ima kvadratni faktor stupnja ¢/4 — w°. Ovaj faktor dijeli f’ obzirom je
FX) = [(X —a)™(X —a2)™ - (X — ay)™ R (2),

te se svaki korijen takoder javlja i u w(w — 1) jer je za korijen parne kratnosti
w(a;) = pa; = 2c;; = 0. S desne strane jednadzbe (5.8) znamo da korijeni od
(ff — (X7 — X)) imaju kratnost jedan, pa slijedi da kvadratni faktor dijeli k,
odnosno k° > q/4 — w°.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

4. k=0iw=1.

Po pretpostavci je g° < E?}E—i) = % < q/12, a usporedujuéi stupnjeve poli-
noma u (5.6) vrijedi 2w® + ¢° — 1 = 4¢° + k°, odnosno 2w® + ¢° > 4¢° + k°.
Dakle,

20° > 3¢° +q/4—w® = 3w —3¢° > q/4

Kako je po (5.5) w® = 4¢° 4+ ¢"° — q/4 < 59° — q/4,
3(59° —q/4) —=3¢° > q/4 = 12¢° >,
Sto je kontradikcija.

Ovim je pokazano da je w = 1 i da vrijedi tvrdnja leme: X9F + g = (¢" + X)g. m

Promotrimo diferencijalnu jednadzbu X%* 4 g = (¢ + X)g'. Neka je z = ¢'.
Zelimo pokazati da je g uglavnom oblika ¢(X) = X + X 4+ ...+ X4/F* odnosno da
je z konstanta i da e dijeli h (iz ¢/ E = Eg¢° + z° za konstantan z slijedi ¢° = q/E?).
U slucaju kada z nije konstanta mozemo vrlo precizno odrediti granice njegovog
stupnja i nac¢i informacije o samom obliku polinoma. Vrijedi sljede¢a lema.

LEMA 5.6 Neka je X9/" + g :v(gE + X)z, gdje je z = ¢'. Tada je ili z konstanta
ili za neki i > 0 vrijedi z € LIXP']\ L[X"™],

E—1 E—1
q(‘ )SZO<Q( )
EH—Q EZ+2_E

iz =nCPt n e LIXET, ¢ € LIXF]. Pritom, svaki korijen od z ima kratnost
barem (E — 1)E".

Dokaz Ako z = ¢’ nije konstanta, onda je ¢ > E? te iz q/E = Eg° + 2° slijedi
q/E > Eg°, odnosno z° + 1 < ¢° < ¢/E?. Ako u identiteti

XE 4 (g—Xz)= g8z (5.9)

usporedimo ¢lanove s obje strane kojima stupanj nije djeljiv s F, onda s lijeve strane
takvi imaju stupanj najvise ¢/ E?, a s desne imamo faktor g¥ stupnja Eg°. Medutim,
iz XY 4 g = (¢g¥ + X)z dobijemo

¢q/E=FE¢°+2°<FE¢°+¢g°—1 = q/E+1<¢°(E+1)
E¢° > (¢+E)/(E+1).
Vrijedi (¢ + E)/(E + 1) > q/E? jer tada imamo

+ LK
q >q

Fri qF* +E*>qE+q = qFE*—E-1)>-F>

a ova nejednakost vrijedi za svaki £ > 2. Dakle, Fg° > ¢/E? pa z nema nijedan
¢lan ¢iji stupanj nije djeljiv s F, tj. z € L[XF].
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Neka je z € LIXF'|\ LIXF"]. Tadajei>11i
¢JE=E¢° +2°>FE(z°+1)+2°=(E+1)2°+E>(E+1)E'"+ E > B

odnosno q > E'2. Za j > 0 oznacimo sa g; sljedeée funkcije

2 E2 J—1 gi-li ...
g :g—XZ—XEZE+1 _XE ZE +E4+1 _XE ZE + +E+17
odnosno

9 = 9,

G o= g— Xz,

gy = g— Xz— XELH

2 2
g3 = ¢ — Xz _XEZE+1 _XE ZE +E+17

2 2 3 3 2
g4 g— X — XEZE'Jrl o XE ZE +E+1 XE ZE +E“+E+1

Y

Pokazimo induktivno da za 1 < j < iz identitete (5.9) slijedi
XQ/E + g; = ng—IZ7
sto povlaci g;(X) € LIX].

Neka je j = 1. Tada vrijedi X9/F+g, = X9F4(g—Xz2) = g2z = gF2. Pretpostavimo
da vrijedi X% + g; = g# |z i pogledajmo jednakost za j + 1.

Xq/E+gj+1 XQ/E+g] _XEjZEj+ v +E+1

_ ng_lz _ XF B+ - 4B,

_ [9]1.571 . XEszjJr +E]z

_ [gj_1 . XEj_lej_l-‘r +1]EZ
= ¢

Za 0 < j < i — 1 sviclanovi od gj4+1 se pojavljuju u g; (obzirom da nijedan ¢lan
gis1 — g5 = =X 2P+l nelezi u LX) tako da je g° < ¢°, odnosno

2 2 1—1 1—1
gi:g_XZ_XEZE+1_XE ZE +E+1 . _XE ZE + +E+1,

G+ Xz 4+ XELEH 4 XFP BB 0 BT BT e B
[g@' + Xz XE B+ B BB+ 4 BT BT +E+1] -
E7 4 22(B7 + B4 - +E+1) < ¢,

: Ei—1
Ez—l o
+ 2z i

<g°. (5.10)
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Neka je g = ¢;. Tada g zadovoljava
XUE 4 g— X B gE (5.11)
Ako je nejednakost (5.10) stroga, onda je g° = ¢°.

o

Pretpostavimo prvo da imamo jednakost u (5.10). Tada mozemo odrediti ¢° i z

iz jednakosti Fg° 4 z° = ¢/E, i dobijemo

JE -1 g 2°
E-1 FE2 E

PE*(E'— 1)+ 2°E(E—1)=q¢(E—-1) - E™Y(E-1)

(E—1)(¢ — E")

Ei—l 1z

/- EE-1)

o

T T Ee_g
pa je
a Ei—1 . (E-1D)(g-E"YE ~1
o _ Ez 1 o — Ez 1 :
g tTE YT Ee_E B
B E¥H B4 gE — g — E¥F 4 gt
B Eit2 — F ’
£, | |
o g(B' — 1) + B{(E — 1)

Ei+2 _ E
Zapisimo z° u obliku

50 — (p° — 1)(ph _ p(z‘+1)e) (p° — 1)<ph _ p(i+1)e)

pl+2)e — pe - pe(plithe — 1)
Kako je stupanj pozitivan cijeli broj, onda (i + 1)e dijeli h, tj. h = k- (i + 1)e za neki
k> 2, paje p" > p*tYe odnosno ¢ > E**2. Da je tada 2° cijeli broj vidimo iz

o <pe . 1)<pk(i+1)e . p(z‘+1)e) B (pe o 1)pie(p(k—1)(i+l)e . 1)

pe(p(iJrl)e _ 1) o p(i+1)e -1
Pokazimo da z° zadovoljava nejednakosti leme:
gE-1) _ o _qE-1)
g S Spm_p

Desna nejednakost se dobije jednostavno
(B=1)(g—E*) _ (B=1)q
E+?2—F E+?2 - FE
Dokazimo lijevu nejednakost. Pretpostavimo suprotno
¢(£ - 1)
Fit2
qu+2 . qE > qu—l-Q . E2i+3 = _qE > _E2i+3 = q < E2i+2

sto je kontradikcija.

oi

> 2° = q(Ei+2 _ E) > Ei+2(q o Ei—i—l)
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Pokazimo da z ima trazeni oblik.

Neka je g = 0. Tada iz (5.11) slijedi da je z monom. Imamo jednakost u (5.10)
iz=aX*, gdjejez°=(E—1)(¢g— E™)/(E"? —E)ia®T *1 =1. Dakle, z je
(E — 1)-va potencija.

Neka je g # 0. Zapisimo

F-1 E-1

JE . JE

z= E n X7, g=) 1X'"7,
j=0 j=0

gdje sun;,v, € LIXE™ 0<j < E—1, te uvrstimo u (5.11) :

X4/E +§— XEZ'ZEUr R gEZ

E-1
XYE L nyijEi — XE LGB B Gtz
§=0
E-1 E-1 E-1
X9/E 4 Z,ijjEi _ [XEI Z T]ijEii| LB+ - +E _ :E anXjEi
j=0 j=0 Jj=0
E-1 . E-1 ) ] E-1 )
XE | Z,ijjEl _ [Z an(jH)El] B B _ g Z n; X"
j=0 j=0 Jj=0
E—1 , E , . e ;
XVE | Z 7 XIE [Z nj_lXjEl] LB+ +E _ ;B Z 7 X7
j=0 j=1 J=0
E-1 _ E-1 _ _ _ E-1 _
XUE 4 Yo + Z %,XjEZ _ [Z 77j_lXjEZ + 77E—1XELH} P 1 Z anjEl‘
j=1 j=1 J=0
Tadajezal <j < EF—1
v — -2 = g, (E;)
i
XUE 4 qg — npo X 20 - +E = gl (Eb)

Kako ¢¥ ima veci stupanj od v;, onda se vidi iz (E;) da ako je n; +£ 0, onda je i
nj_—1 # 0. Posebno, 1y # 0. Stovise, n;1 # 0 jer z ¢ LIXE),

Izracunavanjem n); - (E;) —nj—1 - (Ej41) za 1 < j < E — 2 dobijemo

Eit - +E) +E)

n; (”Yj —Nj-1% - 77j—1(’7j+1 - 77jZEUr = UngUj - 77j71§E77j+17

odnosno
0 = Mi—1Y41 = §° (0 — nj—1nj41)-

Lijeva strana ima stupanj najvise g° + z°, dok je desna strana ili nula ili ima stupanj
barem E¢°. Zelimo pokazati da je Eg° > ¢g° + 2°.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Zaista, ili je Fg° = Eg¢° > ¢° + 2°, ili imamo jednakost u (5.10) t;j.
, Ei—1
E'L—l o — 4°
+ z 71 g

pa iz jednadzbe (E;) mozemo odrediti (za E > 3):

Eit o +
Y1 — Tz

P=g"m = g+ (E+ - +E) =BG+,
By = (E'+ - +E)"+my—n 2 (E'+ - +E)2°—2°
E(E -1 A ,
= z°—<E_1 )—zo = BE(¢°—FE"Y)~2° = E¢°—FE" —2°
= ¢+ (E—-1)g°—E" —2°.
Pokazimo da je (F — 1)g° — E* — 2° > 2°. Pretpostavimo suprotno, tj.
E—-1

i—1

Ei—3

(E-1)g°—E —2°<2° = (E-1)(E"'42° ) < B 422°

EY E-1)+2(E"-3)<E = 2°< <1

Sto je kontradikcija.

Dakle, Eg° > ¢° + 2°, odnosno n;7; — nj—17Vj+1 = 77? —1nj—1Mjiy1 =0zal1 <3< E-2
pa je

77%:7]0772 = 772277%/7]0

4

m=mns = ns=m3/m = -(0)* = -0k =ni/n
6

M= = m=ni/ne = (0)* = B =ni/ng

odnosno 7; = no(m/mo)! za 0 < j < E — 1, te vrijedi

Z m e\’ M < gi i 2K 77{371 (E-1)E!
r Mo Mo o o
(BXFYE—1

= M Ve 1 = ﬁo(mXEi — 1)E_1
myE _ o ‘
UOX 1 7o
Neka je 7o = uou i 1 = uyu gdje je u najveca zajednicka mjera od 7y i 7; tako da su
g i uy relativno prosti. Tada je u, ug,u; € L[XP™"'] i

WU i E-1 U i _
z= u0u<—XE - 1> = %= (u XF' — uO)E L
UoU Ug

Sada slijedi da u(;E_z dijeli u (naime, ako X | uy onda je kratnost faktora X u ug i u
visekratnik od E™, dok je u (us X7 —ug)P~! manja od E*). Neka je u/uy > =1,
n € L[XF™]. Tada z ima trazeni oblik z = n¢%~' uz ¢ = w1 X7 — u,.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Preostaje pokazati procjenu stupnja za z u slucaju g° = ¢°.

U ovom slucaju je 2° = ¢/FE — Eg¢° visekratnik od E*) pa je i = 2°. Nadalje,

iz np = upu = uonu(};}z = nu(};}l i =uu= umu(};}2 slijedi

o o o ) Zo_no
=2 = E—-1 = =
mo=2"=n"+( Jug U =7
1 = (B = 2ug = uf 0+ (20 =),
o E_2o o 1 o ) E_Qo
M=ot Tty T M2y

Promotrimo sada 1, - (Ep) — 1o - (F1)

mXYE o —non + (5 — mapa XFT)E =0,

m [Xq/E + 70 — 77E—1XE + LB+ +E] _ 770[% _ ﬂoZE + +E],
te usporedimo stupnjeve

Ei—1
° 4 q/E =20+ E °
n+a/ mtEp—?

Kako je ng = 2°, vrijedi .
o q EH_I + E -2 o
n+—==—F——->:"".

E E—-1
Uvrstimo n > 2°(E —2)/(E — 1).

Eft+FE -2

o o q o] q
= = > = E(E -1
F-1 - htgzp— ity [EESD
% o o Q<E_1)
ET2° >q(E—-1) = 2°> o
Takoder vrijedi
Efl+ FE—2 q q
- o =p° — < = ‘EE—l
L T Rz

E(ET™ +E—-2)2°<q(E—-1)
oE-1) q(E —1) _adE-1)
Ei+2 + EQ —9F Ei+2 — F + (EQ _ E) Ei+2 _ E

Dakle, stupanj od z zadovoljava nejednakosti leme i u slucaju g° = ¢° te je lema u
potpunosti dokazana. [

o

2 <
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

S E, oznacavali smo djelitelja od ¢ takvog da je R, € L[X®]\ L[XPEv], pri
cemu je F = minyepk,. Neka je D, skup svih y € D, gdje je w = E,, te neka
je card D,, = m,,. Tada je m = ) m,. Kako svaki pravac smjera y sijece skup
S u visekratnik od F, tocaka, a svaka sekanta sijece S u visekratnik od E tocaka,
onda je ukupan broj tocaka skupa S kojeg pravci iz fiksne tocke u € S sijeku u svim
mogudéim smjerovima »  m,,(w — 1). Obzirom da je card S \ {u} = ¢ — 1 vrijedi

me(w—l)gq—l.

Ako je mg =0za F <w <t aiz (5.3) slijedi m > ¢/(E + 1), onda je

—E)Y my = (-1 m,+(1-E)> m,

L Y- D-(E-DY m
= [t =)+ (B = Dme] — (B~ Dyme+ (2 1) m,]

< > my(w—1) = (E—1)m

q qF +q—qE +q 2q
< g—1—(E—1)—— = B R S
= 4 (E-Dg E+1 S Exl
tj. ,
> !
My <
= E)E+1)
2q
e =me %m“’ E+1 T t—B)(E+1)

Posebno, ove nejednakosti vrijede i za t = pE.

Neka se skalar y € D naziva regulamom tockom ako je E, = E. Broj regularnih
tocaka je mp. Obzirom da je R;° < 1, prethodne leme mozemo primijeniti na
regularne tocke, tj. Ry/" = X‘J/E + gy = (g} + X)z,, gdje je z, = g, pritom
osiguravajuci da je £ > 41ili £ = 3im < ¢/3 + 1. Za regularnu tocku y € D reci
¢emo da je tipa i ako je z, € L[ X' \L[XEM], odnosno regqularna tocka tipa oo ako
je z, konstanta.

LEMA 5.7 Neka je E >4 ili E =3 im < q/3+ 1. Tada postoji reqularna tocka y
takva da je z, konstanta.

Dokaz Prebrojimo trojke (a,b,y) € S x § x D gdje pravac koji spaja a i b ima
smjer y. Kako svaki par odreduje jedan smjer, trojki ima to¢no ¢(¢ —1). Neka je m,
broj trojki za fiksni y. Ako je y regularna tocka tipa ¢ < oo, onda svaka .J-sekanta
skupa S smjera y doprinosi sa J(J — 1) u m,, tako da je

=> JJ-1)=> JJ-E+E-1)=Y JJ-E)+(E-1))Y J
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

my = J(J—E)+q(E-1).

No pravci koji sijeku S u vise od E tocaka tada sijeku S u E(1 + a,E") tocaka pa
doprinose faktor kratnosti (1 + a,E’) u g, i faktor kratnosti (a,E") u z,. Kako je

Y0 tal = 2y i aq > E — 1 po prethodnoj lemi, onda slijedi

Y JJ-E) = > E(l+aE)E(1+aFE)-E] =) E(l+a.E)E(a.E")

> B an(1+a.B) > ET(E-1)z > (E-1)%.

Slijedi da je

my =Y J(J=E)+q(E—1)>(E—-17q+q(E—1) = q(E* - E).
Nadalje,

dg-D)=) m,= Y E-B),

y reg.tipa 1<oo
tj. broj regularnih tocaka koje nisu tipa oo je najvise

glg=1) _ g-1
(2 —E) E?—E

Kako je broj regularnih tocaka

o9 2q
E+1 EE+1)(p-1)

m

a ovo je veée od (¢ — 1)/(E? — E), onda postoji regularna tocka y s konstantom z,
za B > 3. [ |

Nastavak dokaza Teorema 5.4 Sada mozemo dokazati i donju granicu za m
u tvrdnji (7i7) Teorema 5.4, tj. za p® > 2 kada e dijeli h vrijedim > ¢/p°*+1 = q/E+1.
Dakle, za diferencijalnu jednadzbu R;/E = XYE ¢ gy = (gf + X)zy, gdje je z, = g,
proizlazi da je pod uvjetima tvrdnje (iii) z, konstanta, odnosno da je g, oblika
9y(X) = X+ XF ...+ XUE Tada je (Ry/)> = g9, = q/E?, odnosno Ry° = q/E.
Uvrstimo ovo u (5.1):
m>1+R°=1+q/E.

Ovim su dokazane sve tvrdnje Teorema 5.4. ]
NAPOMENA 5.8

U Primjeru 5.3.2 postize se donja granica tvrdnje (i) ovog teorema. Za tvrdnju (ii7)
gornja granica postize se u Primjeru 5.3.3, dok se njena donja granica postize u
Primjeru 5.3.4.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

PRIMJER 5.9 Lakunarni polinomi Rédeijevih blokada u PG(2,11).

1. Pokazimo prvo primjer konstrukcije Rédeijeve blokade. Neka je By skup sljedeé¢ih
tocaka u AG(2,q):

By, ={(1,2,0),(1,3,0),(1,4,0),(1,5,0), (1,-5,0),(1,—4,0), (1,-3,0),
(1,-2,0),(1,-1,0)}.

Dovoljno je pronaci skup tocaka afine ravnine kojeg presijecaju pravci z = b ,
y=biy=uxz+0b, gdjejebec GF(11).

Prvi skup ¢ine presjecne tocke pravaca y = —x — 2 iy =z — (2i — 1), za
L= 17273747 tJ tocke (22—2_5’ —_2;_1>:

By ={(5,4),(-5,3),(—4,2),(-3,1)}.

Ove tocke takoder blokiraju pravce y =i te v =1 — %, 1=1,2,3,4.

Drugi skup ¢ine presjecne tocke pravacay = —zviy = x—(4i—4),zai = 1,2, 3,
tj. tocke (20 — 2, —2i + 2):

By = {(07 0)7 (2a _2)7 (47 _4)}'

Treéi skup ¢ine presjecne tocke pravacay = —x —4diy=z—(4i—2),i=1,2,
tj. tocke (2i —3,—2i — 1):

Bs = {(_1’ _3)’ (17 _5)}

Na kraju dodajmo tocke (3,5) i (—2,—1). One se nalaze na preostalih 7
pravaca: Yy =—x -3, y=ax+ 1L, y=x+2,y=5,r=31x = -2

Sada je B Rédeijeva blokada u PG(2,11) :
B=1{(1,2,0),(1,3,0),(1,4,0),(1,5,0),(1,-5,0), (1,—4,0),(1,-3,0), (1,—-2,0),
(1,—-1,0),(5,4,1),(-5,3,1),(—4,2,1),(-3,1,1),(0,0,1), (2, -2, 1),

(4, —4,1), (=1, -3,1), (1, =5,1),(3,5,1), (-2, 1, 1)}.

Pritom je card B = 20 = ¢ + 9, a pravac koji sijece Rédeijevu blokadu u 9
tocaka je us.

Afine tocke ove blokade su:
S= {(57 4)7 (_57 3)7 (_47 2)7 (_37 1)7 (0, 0)7 (27 _2)7

(4, —4),(—=1,-3),(1,-5),(3,5), (=2, —1)}.
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5 DBlokade Rédeijevog tipa

Oznake polinoma F}, Gy i H; odgovaraju terminologiji Teorema 4.8, pa je laku-
naran polinom koji odgovara ovoj Rédeijevoj blokadi oblika

F(T) = ] +b)
= T(T? = 1)(T? — 4)(T? +2)(T* - 5)(T* - 3)
= T(T*—5T%+4)(T* - 3T* + 1)(T? - 3)
= T(T®+3T°% — 27" +5T% + 4)(T?* - 3)
= T(TY-1) = T4 -T
= TUG\(T)+ H(T),

G(T)=1, H\(T)=-T.

. Skup tocaka B je Rédeijeva blokada u PG(2,11) :

B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (1, —1,0), (0,1, —1), (=1,0,1), (1, 2,0), (0, 1,2),
(2,0,1),(1,-3,0),(0,1,-3),(—3,0,1), (1,—4,0),(0,1,—4), (—4,0, 1),
(1,-5,0),(0,1,-5), (—5,0,1)}.

Pritom je card B = %(q + 1) = 18 = ¢ + 7, te ova blokada postize donju
q+3
2

granicu tvrdnje (i) Teorema 5.4, tj. m = = 7. Pravac koji sijece Rédeijevu

blokadu u 7 tocaka je us.

Afine tocke ove blokade su:
S = {(07 0)7 (07 _1)7 (_17 0)7 (Oa _5)7 (27 0)7 (07 _4)7

(—3,0),(0,-3),(—4,0),(0,2),(—5,0)}.

Oznake polinoma F}, Gy i H; odgovaraju terminologiji Teorema 4.8, pa je laku-
naran polinom koji odgovara ovoj Rédeijevoj blokadi oblika

F(T) = [[(T+b)
= T%(T = 1)(T = 5)(T — 4)(T = 3)(T + 2)
= T5T —1)(T* 42T — 2)(T* - T +5)
= T5T —1)(T* +T3+T2+T+1)
= T%T° -1)=T1" - T°

) =
= THG(T) + H\(T),

G\(T)=1, H\(T)=—T°.
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Poglavlje 6

Visestruke blokade projektivne
ravnine

Neka je II konacna projektivna ravnina reda q.

DEFINICIJA 6.1 Skup B tocaka u Il naziva se t-struka blokada ravnine Il ako
svaki pravac ravnine 11 sadrzi barem t tocaka 1z B i pritom neki pravac sadrzi tocno
t tocaka iz B.

Za t > 1 se ne zahtjeva da viSestruka blokada ne smije sadrzavati sve tocke
nekog pravca; ionako ovaj uvjet nema nikakvog utjecaja na granicu velic¢ine ¢-struke
blokade.

Posebno, 1-blokadu projektivne ravnine nazivamo samo blokadom, a za 2-blokadu i
3-blokadu koristimo nazive dvostruka blokada, odnosno trostruka blokada.

LEMA 6.2 Za t-struku blokadu B ravnine 11 vrijedi card B > t(q+ 1).

Dokaz Svakom tockom iz IT\ B prolazi ¢+ 1 pravac koji sijece blokadu u barem
t tocaka pa vrijedi card B > t(q+1). [

Ocita ideja konstrukcije visestrukih blokada je unija vise 1-blokada. Navest ¢emo
nekoliko primjera.

PRIMJER 6.3 Visestruke blokade

1. Stranice trovrha formiraju dvostruku blokadu projektivne ravnine od 3¢ toc¢aka.
Naime, na svakoj stranici trovrha nalazi se osim vrhova jos ¢ — 1 tocaka, Sto
ukupno ¢ini 3¢ tocaka blokade. Svaki pravac ravnine koji ne prolazi vrhom
sijece trovrh u 3 tocke, dok ga pravci ravnine kroz vrh sijeku u 2 tocke.

2. Neka B sadrzi sve tocke pravaca ug, uy, ug, uitocke (—1,1,1), (1,—1,1). Tada
je B trostruka blokada od 4¢ — 1 tocaka ako je ¢ paran, odnosno 4¢q tocaka ako
je q neparan.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Slika 6.1

Neka je § = {ug,uy,uz,u}l i 7 = {ug Nuy, ug Nug, ug Nu, u; Nuz, u; Nu,
u, Nu}. Svaki pravac ravnine koji ne prolazi presjecnim tockama iz 7T sijece
S u 4 tocke i eventualno prolazi kroz (—1,1,1) ili (1,—1,1). Pravci ravnine
koji prolaze jednom tockom iz 7 sijeku & u jos 2 tocke i eventualno prolaze
kroz (—1,1,1) ili (1,—1,1), $to ¢ini barem 3 tocke u presjeku. Pravci kroz
dvije tocke iz 7 sijeku B u barem jo$ jednoj tocki, npr. pravac kroz (0,—1,1) i
(1,0,0) sijece B jos u tocki (1, —1, 1), dok pravac kroz (1,—1,0) 1 (0,0, 1) sijece
B jos u tockama (1,—1,1) i (—1,1,1). Dakle, B je trostruka blokada.

Nadalje, card B = 4(q—2)4card T +2 = 4q—8+6+2 = 4q. Ako je g paran,
ondaje 1 = —1,paje (—=1,1,1) = (1,-1,1), tj. card B =4q — 1.

. Neka je ¢ kvadrat i ¢t < ¢ — /¢ + 1. Tada je unija ¢ disjunktnih podge-
ometrija PG(2,/q) (Baerovih podravnina) u PG(2, q) t-struka blokada velicine
t(q + /g +1). Obzirom da postoji particija ravnine PG(2,q) na ¢ — \/q + 1
Baerovu podravninu, onda je ova konstrukcija moguca za svaki odgovarajuci
t. Ova t-struka blokada ima svojstvo da je svaki pravac ravnine sijece u t ili u
t +/q tocaka.

Za veci t lako se konstruira manja blokada u projektivnoj ravnini kvadratnog
reda. Npr. komplement Hermiteovog luka je (¢ — /q)-struka blokada (Primjer
6.10) i ona je mnogo manja od unije ¢ —/q Baerovih podravnina. Naime, neka
je blokada By komplement Hermiteovog luka i Bg unija Baerovih podravnina.
Tada je card By < card Bg jer vrijedi

C+a—a/a<tlg+va+1) <(g—a+ g+ qg+1),

C+q—ag/e<@F+q+1,

a ovo ocito vrijedi.

1)



6 Visestruke blokade projektivne ravnine

4. Konika u projektivnoj ravnini neparnog reda.

Neka je ¢ neparan. Konika u PG(2,q) sadrzi ¢ + 1 tocaka. Vanjskih tocaka
konike (onih koje su incidentne s toéno dvije razlicite tangente konike) ukupno
ima (¢ + ¢q)/2, dok unutrasnjih tocaka konike (one tocke kroz koje ne prolazi
niti jedna tangenta) ukupno ima (¢* — ¢)/2.

Vanjske tocke konike zajedno sa svim tockama konike osim jedne c¢ine

atl ®—q
2

struku blokadu projektivne ravnine (koja je komplement (454 + 1; %1)—
luka, Primjer 6.11.2), te ukupno ima ¢(q + 3)/2 tocaka.

Ova blokada sadrzava jedan cijeli pravac. Kada se iskljuc¢i ¢ + 1 tocaka tog
pravca preostaje (¢°+¢)/2—1 tocaka afine ravnine koje ¢ine %-struku blokadu
afine ravnine. Blokade afine ravnine razmatrat ¢emo u Poglavlju 7.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

6.1 Velicina t-struke blokade u projektivnoj ravnini

Pokazimo prvo osnovnu granicu za veli¢inu ¢-struke blokade.

TEOREM 6.4 Za t-struku blokadu B ravnine 11 koja me sadrzi sve tocke nekog
pravea vrijeds
card B > tq+ /tq+ 1.

Dokaz Neka je B t-struka blokada koja ne sadrzi sve tocke nekog pravca i neka
je card B = k. Pretpostavimo prvo da postoji pravac [ ravnine II koji sijece blokadu
B u barem [y/tq | + 1 tocaka, a manje od g + 1. Tada kroz tocku P € [\ B
prolazi jo§S ¢ pravaca ravnine koji sijeku blokadu u barem po t tocaka pa vrijedi
card B>tq+ [tq | +1>tqg+ g+ 1.

Pretpostavimo sada da svaki pravac ravnine sadrzi manje od [/tq ] + 1 tocaka
blokade B. Neka je 7; broj i-sekanti od B, i € {t,t +1,...,q}. Pravaca ukupno ima

q
ZTi:q2+q+1.
i=t

Prebrojimo sve parove (P, 1), gdje je P tocka blokade B koja pripada pravcu [

q
Zin =card B-(¢+1)=k(qg+1).
i=t
Prebrojimo sve trojke (P, @,1), gdje su P i @ dvije razlicite tocke iz B, a [ njihova
spojnica. Samih parova (P, @) ima

(card B) k(k—1)

9 - 9

i oni jednozna¢no odreduju pravac [. Svaki pravac na i-sekanti sadrzi (;) parova

(P,Q), dakle
/i card B
> (o))

q
= Y i(i— 1) =k(k—1).
i=t
Sada imamo jednadzbe
q
Y= +q+1, (6.1)
i=t

q

Zm = k(g +1), (6.2)

q

D (i = V)r = k(k —1). (6.3)

1=t

7



6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Kako je t < card (1N B) < [{/tq |, onda za svaki pravac [ vrijedi

[Viq 1
> (i—t)(i— Vig— 1)m < 0.

i=t
Obzirom je 7; = 0 za i > [+/tq |, sumu moZemo progiriti i do ¢, te vrijedi

q

Zz( Vitg— 1), —tZz— Vitg— 1)1, <0,

1=t

q q
il —)m - (Vig+1)) im+t(Vig+1)> 7 <0,
1=t 1=t
odnosno
k(k—1) — (Vig+t)(q+ 1)k + t(vig+ 1) (¢ + ¢+ 1) < 0.
Sada imamo
— k — kq/tq — ktq — k\/tq — kt + t¢*V/tq + tq/Tq + tv/tqg+

+t? +tqg+t g+ g\ /tg <0,

k? — k(tq+Viqg+ 1) — k(t 4+ qv/tq) + t(tq + Vig + 1) + q/tq(tq + Vg + 1)+
+qviq(t —1) —tq(t —1) <0,

k(k—t—qvtq) + (tg + Vg + 1)(=k + t + qv/Tq) + (t — 1)q(v/Tg — t) <0,

[k — (tq + Vg + ][k — (t + qvtq)] + (t — (Vg — t) < 0. (6.4)

Kako je \/tq —t > 0, onda je (t — 1)q(y/tq — t) > 0. Pretpostavimo sada da je
k— (tqg+ tq+1) < 0. Tada je

—(t+q/lg) < tg+Vig+1—t—q/lq
= tlg—1)+ Vil —q)+1
= (¢-1(t—vtg+1 <0

No tada je lijeva strana izraza (6.4) pozitivna, $to je kontradikcija, pa za 1 <t < ¢
slijedi card B =k > tq+ /tq + 1. [

Navedeni teorem ima uvjet da t-struka blokada ne sadrzi sve tocke nekog pravca.
Ako promatramo t-struku blokadu B u Desarguesovoj projektivnoj ravnini
I = PG(2,q) i ako ona sadrzi pravac [, onda je B\ [ (¢t — 1)-struka blokada u
AG(2,q) = PG(2,q) \ I. Blokade afine ravnine razmatrat ¢emo u Poglavlju 7.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

U slucaju kada je ¢ prim broj i I = PG(2,q), ocjena veli¢ine t-struke blokade
moze se znatno poboljsati.

TEOREM 6.5 Neka je B t-struka blokada ravnine PG(2,q), gdje je ¢ > 3 prim
broj.

(i) Ako jet < q/2, onda je card B> (t+ 3)(q + 1).
(i) Ako jet > q/2, onda je card B > (t + 1)q.

Dokaz Neka je [ = uy t-sekanta od B. Pretpostavimo da je Ug € Bi card B =
tq+m+t. Neka je S = B\ [, tako da je card § = tq + m. Pretpostavimo takoder
da je t +m < g, jer bi u suprotnom odmah bilo card B > (t + 1)q. Neka je

S={(ab)|i=1,....tg+m} C AG(2,q) = PG(2,q) \ L.

Neka dy, ..., d;—1 oznacavaju smjerove odredene tockama iz BN (I\ {Up}). Za svaku
tocku P; € BN neka je —dj’1 nagib pravaca koji sijeku [ u P;. Svaki pravac
r+uy+s=0imatrjeSenjauSzau g {d;|j=1,...,t —1}. Slijedi da polinom

t—1 tg+m
F(S.U)=[JW-dy) I (S+a+bU)
j=1 i=1

ima nule stupnja ¢ za svaki S i U. Po Teoremu 1.26 ovo znaéi da polinom F(S,U)
lezi u idealu generiranim s (S¢ — S)"(U? — U)"™" za r = 0,...,t. Dakle, postoje
polinomi G,.(S,U) takvi da je

t
F(S,U)=> (87— 8)"(U" = U)""G,(S,U).
r=0
Neka su F*(S,U) i G:(S,U) homogeni dijelovi u F'(S,U) i G,.(S, U) totalnog stupnja
tq+m+t—1im+t— 1 respektivno. Tada je

t tqg+m
FH(S,U) =Y _Sut=Gy (S, U) =U"" T] (S +bU).
r=0 i=1

Kako je jednadzba homogena, varijabla U se moze fiksirati. Definirajmo f(S) =
F(8,1), 9.(8) = G1(S. 1). Tada je

1(8)=>_8"g:(8) = T (S +b0). (6.5)

Ovo znaci da je stupanj od ¢; jednak m, a stupnjevi preostalih g, su najvise m+t—1.
Skalar b; poprima vrijednost u GF'(q) barem ¢ — 1 put, obzirom da svaki horizontalni
pravac y = b; sadrzi barem ¢ — 1 tocaka iz S. Dakle, (S — S)~! dijeli f(S). Ovaj
uvjet djeljivosti povlaci da S*! dijeli gg jer je (S?— S)! = St-1(S91 — 1)1

F(S) = go(S) + S%g1(S) + 5%%g2(S) + - - - + 5"g,(5).
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Definirajmo ¢*(.5)
90(S) = (=1)"715"1g"(S).
Kako (57— S)t1 dijeli f(S), definirajmo f(S)

fF(S) = (87 = 8)"'[S9.(S) + F(S) + g"(9)],

odnosno

F(S) = SHST = 1) [S9gu(S) + f(S) + g7 (5)].
Stupanj od f je najvise m+t—1 < ¢—1. Kako 57 dijeli f(S) — go(S), onda 57 dijeli

A

SL(S), tj. STt dijeli f(S). Obzirom da f(S) nema clanova sa eksponentom
jednakim —1(mod q), slijedi da takvih nema ni funkcija (S — S)"~!f(S). Zapisimo

t—1
. t—1 .
(Sq _ S)t_lf(S) _ Z ( )(—1)T5(t_1_r)q+rf(5).
r=0 r
Binomni koeficijenti (tzl) razliciti su od nule za r = 0,...,t — 1, pa f(S) ne sadr
clanove reda veceg od ¢ — ¢. Naime, ako bi red nekog clana bio ¢ — ¢ + 1, onda uz
r=t—1vrijedi S 'S97"*! = S9, a znamo da je stupanj od f najvise ¢ — 1. Nadalje,
kako S¢t*! dijeli f(S) onda je f =01
f(8) = (57— 8)"7'[S9,(S) + g"(S)].

Podijelimo S%g;(S) + ¢*(S) s najveéim zajednickim djeliteljem od ¢,(S) i g*(5),
i tako po moguénosti smanjimo m. Sada primijenimo Teorem 4.4.

Ako je m = 0 onda primijenimo tvrdnju (i) Teorema 4.4. Tada je
f(8) = (8" = 8) a8 + c2),

pa S9g,(S) + g*(S) sadrzi faktor oblika S7 — ¢ = (S — ¢)?. Uz dodatak faktoru
(S — ¢)t~! prisutnom u (S? — S)'~!, ovo daje previse faktora S — ¢ u f(9).

Ako je m = 1 onda primijenimo tvrdnju (iv) Teorema 4.4 te vrijedi
f(S9) = (87— 9)1(cS? — cS).

No tada je g; konstanta, a stupanj od ¢; nije manji od stupnja ¢g* pa se ovaj slucaj
ne moze pojaviti.

Dakle m > 1, a kako je ¢ prim broj, onda po posljednjoj tvrdnji Teorema 4.4
q+1
m >

i vrijedi

1 1
card B=tq+m+t>tq+(g+ 1)+t =(+5)(g+1).
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Dokazimo sada tvrdnje teorema.
(i) Neka je t < ¢/2. Tada je
1
card B> (t + 5)(q +1).
(17) Neka je t > ¢/2. Tada je

1 1 1
carde(t+§)(Q+1):tq+g+t+§>tq+q—|—§2(t—|—1)q.

PRIMJER 6.6 Konika u PG(2,q), gdje je q neparan.

1. Vanjskih tocaka konike ima (¢* 4 ¢)/2 i one cine t-struku blokadu, gdje je
t = (¢ — 1)/2. Ovaj primjer postize donju granicu tvrdnje (7) u prethodnom
teoremu.

2. Vanjske tocke konike zajedno sa svim tockama konike osim jedne ¢ine t-struku
blokadu od ¢(q+ 3)/2 tocaka, gdje je t = (¢+1)/2. Ovaj primjer postize donju
granicu tvrdnje (i7) prethodnog teorema.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

6.2 t-struke blokade i potpuni (k;n)-lukovi

Blokade su povezane s lukovima, odnosno (k;n)-luk projektivne ravnine je komple-
ment t-struke blokade kada je n + ¢ = ¢ + 1. Opéenito, (k;n)-lukove promatramo
kad je n malen, a t-struke blokade kad je ¢ malen.

DEFINICIJA 6.7 Skup K koji se sastoji od k tocaka ravnine Il tako da je najvise
n njegovih toéaka kolinearno, naziva se (kin)-luk ili luk stupnja n ravnine 1.

Svaki pravac ravnine sijece (k;n)-luk u i tocaka, 0 < i < n, tj. pravci su i-sekante
(k;n)-luka, a za njihov broj koristimo i ovdje oznaku ;.

DEFINICIJA 6.8 (k;n)-luk koji se dodavanjem jos jedne tocke ravnine ne moze
prosiriti do (k + 1;n)-luka naziva se potpuni (k;n)-luk ravnine I1.

Ocito je (k;n)-luk potpun ako svaka tocka ravnine lezi na nekoj njegovoj
n-sekanti.

LEMA 6.9 Za (k;n)-luk ravnine 11 vrijedi k < qn — q + n.

Dokaz Kroz svaku tocku (k;n)-luka prolazi ¢ + 1 pravac, a na svakom od tih
pravaca moze lezati najvise jos n — 1 tocaka (k;n)-lukapajek < (n—1)(¢+1)+1=
qn — q + n. ]

PRIMJER 6.10 Hermiteov luk.

Hermiteov luk je skup od ¢,/q + 1 tocaka ravnine II tako da svaki pravac ravnine
sadrzi ili jednu ili \/g 4+ 1 tocaka luka. On je dakle (¢,/q + 1;/q + 1)-luk.
Komplement Hermiteovog luka je t-struka blokada gdje jet =q+1—n=q— /g1
ona sadrzi ¢> + ¢+ 1 — q/9—1= @ +q— q+/q tocaka ravnine II.

PRIMJER 6.11 Konika v PG(2,q), gdje je q neparan.

1. Unutrasnje tocke zajedno sa svim tockama konike, kojih ima ¢+ 1, ¢ine potpun
((n — 1)q + 1; n)-luk, gdje je n = (¢ + 3)/2.
Njegov komplement je ¢-struka blokada iz Primjera 6.6.1.

2. Unutrasnjih tocaka konike ima (¢* — ¢)/2. One ¢ine zajedno s jednom tockom
konike potpun ((n — 1)q + 1;n)-luk, gdje je n = (¢ + 1)/2.
Njegov komplement je ¢-struka blokada iz Primjera 6.6.2.

DEFINICIJA 6.12 (gn — q + n;n)-luk ravnine 11 naziva se maksimalan luk
ravnine I1.

LEMA 6.13 (k;n)-luk ravnine 11 je maksimalan ako i samo ako je svaki pravac
ravnine njegov vangjski pravac ili n-sekanta.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Dokaz Neka je k = gn — g + n. Pretpostavimo da postoji pravac ravnine koji

sijece (k;n)-luk ut < n tocaka i neka je P jedna od njih. Kroz P prolazi jos ¢ pravaca
sa najvise jos n — 1 tocaka (k;n)-luka, pa vrijedi k < g(n — 1)+t < gn — ¢+ n Sto
je kontradikcija.
Obrat. Neka su svi pravei ravnine vanjski pravei (k;n)-luka ili njegove n-sekante.
Neka je @ tocka izvan (k;n)-luka. Kroz nju prolazi k/n pravca koji su n-sekante
(k;n)-luka. Ovaj broj mora biti cijeli, dakle n dijeli k. Kako kroz @ prolazi ¢ + 1
pravac, onda vanjskih pravaca kroz () ima ¢+1—Fk/n. Ovo znaéi da je 1, = (¢+1)k/n,
ato=(q¢+1—n)qg+1—k/n). Iz 7, +7 = ¢ +q+1 slijedi

(q+1)k

k
(gt l-n)(g+1-—) =g +q+1,
n n

k k
(q+1)5+(q+1)2—n(q+1)—(q+1)5+k:q2+q+1,
F+2q+1—ng—n+k=q¢+q+1.

Dakle, k = gn — g + n, tj. (k;n)-luk je maksimalan. [ ]

Rezultati vezani za t-struke blokade relevantni su za (k; n)-lukove. Npr. Teoremu
6.5 za blokade odgovara sljede¢i teorem za lukove.

TEOREM 6.14 Neka je K (k;n)-luk ravnine PG(2,q), gdje je ¢ > 3 prim broj.
(i) Ako jen > q/2+ 1, onda je card K < (n—1)g+n— (¢+1)/2.
(1) Ako jen < q/2+ 1, onda je card K < (n —1)q + 1.

Dokaz Komplement od K je (¢+ 1 —n)-struka blokada ravnine II, gdje je ¢ > 3
prim broj. Primijenimo Teorem 6.5.

(i) Neka jet < g/2icard B> (t+1)(¢+1). Tadajen=q+1—1t>q/2+ 1.
Nadalje,

card K = ¢ +q+1—card B
CHqg+1—tlg+1)—(qg+1)/2

¢ +q+1—(¢+1-n)(g+1)—(¢+1)/2
gn—q+n—(qg+1)/2.

IN

(ii) Nekajet > q/21icard B> (t+1)q. Tadajen =q+1—1t < q/2+ 1. Nadalje,

card K = ¢+q+1—card B
FHqg+1—(t+1)q
+q+1—(g+1—n+1)q
gn —q + 1.

A
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

6.3 Dvostruke blokade

Dvostruka blokada B je skup tocaka u II takvih da svaki pravac ravnine Il sadrzi
barem dvije tocke iz B. Pritom neki pravac sadrzi tocno dvije tocke iz B.

Lema koja slijedi kao i razmatranje Baerovog potpravca potrebni su nam za glavni
rezultat o dvostrukim blokadama u projektivnim ravninama PG(2,q) kvadratnog
reda.

LEMA 6.15 Neka je f(X) € GF(q)[X] polinom oblika X V(X +b)+ (cX +d), gdje
je d # be. Tada je f potpuno reducibilan ako i samo ako je ¢ = b9 i d € GF(\/q).

Dokaz Pretpostavimo prvo da je f(X) = XV4(X +b)+cX +d, d # be, potpuno
reducibilan polinom. Pokazimo da f ne sadrzi visestruke faktore.
Kako je f/(X) = XV%+ ¢, onda je f(X) — (X +b)f'(z) = d — bc # 0. Slijedi da f
dijeli
fYT= X(XVT4 bV + VIXVI 1 dVi(mod X9 — X),
tj. fYi=XVIUX + V) + bVIX + dVi(mod X7 — X).

Kako su stupnjevi od f ifV?(mod X? — X) jednaki , slijedi ¢ = bv9 i d € GF(,/q).
Obrat. Pretpostavimo da je ¢ = bv4id € GF(,/q), te

f=XVIX +b)+bVIX +d=M(X +b) — M(b) +d,

gdje je M funkcija norme s GF(q) na GF(\/q), tj. M(xz) = Norm g(x) = x'V4
Kako f ima stupanj \/q + 1, a x je nul-tocka od f kad je M(x +b) = M(b) —d # 0,
slijedi da je f potpuno reducibilan polinom. ]

DEFINICIJA 6.16 Neka je I1y Baerova podravnina od PG(2,q), gdje je q kvadrat.
Ako za neki pravac [ vrijedi card (IN1ly) = \/q+1, onda INIly nazivamo Baerovim
potpravcem od .

Polje GF(q) U {oo} moze se identificirati s projektivnim pravcem PG(1,q), a
on sadrzava Baerov potpravac GF(,/q) U {oo}. Nul-tocke funkcije f oblika kao u
Lemi 6.15 formiraju Baerov potpravac koji ne prolazi tockom oo, i obrnuto, svakom
Baerovom potpravcu [ koji ne sadrzi oo odgovaraju b € GF(q) ia € GF(,/q)*, takvi
da vrijedi

l={X € GF(q) | M(X +b) =a}.

Koristit ¢emo sljedec¢a svojstva Baerovog potpravca.
1. Presjek duala Baerovog potpravca s pravcem je Baerov potpravac.
2. Dva Baerova potpravca sijeku se u najvise dvije tocke.

3. Neka su dane dvije tocke P i (), te dva duala Baerovih potpravca kroz ove dvije
tocke. Ako pravac koji spaja P i () lezi u oba duala Baerovih potpravaca, onda
presjek pravaca dualnih Baerovih potpravaca sadrzi Baerovu podravninu.
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TEOREM 6.17 Neka je B dvostruka blokada ravnine PG(2,q).

(i) Ako je q > 16 i q kvadrat, onda je card B > 2q + 2,/q + 2.

e+1 1
(i1) Ako je 3 < q = p***', onda je card B > 2q + p° |Vppe—+—‘ + 2.

+1

Dokaz U dokazu Teorema 6.5 stavimo da je t = 2. Tada je

card B=2q+m+ 2

f(S) = (57— 5)(5992(5) + g°(9)), (97)° < g5

Pretpostavimo da je uklonjen svaki zajednicki faktor iz g i g*. Polinom S%gs(S) +
g*(S) zadovoljava uvjete Teorema 4.4.

(1)

Slucaj (7) Teorema 4.4 : e=h, m=01i
f(8) = (57 = 5)(e157 + ¢a).

Slijedi da f sadrzi faktor oblika S7 — ¢ = (S — ¢)?, uz faktor S — ¢ koji je veé
prisutan u S? — S. Ovo daje previse faktora S — c u f.

Slucaj (ii) Teorema 4.4 : % <e < him > p°.

241 h
2

Ako ¢ nije kvadrat, tj. ¢ = p™™, onda je e > 2 = € + %, a zbog cjelobro-

jnosti je eHZ e + 1. Tada je m > p® > pt!, sto je bolje od trazene granice
e[pT 41

m > p 2T

Neka je g kvadrat, tj. ¢ = p**. Tada je e > % =e.

Akojee >e ondajee>e+1im > p® > ptt = py/q = 2,/q te vrijedi

card B > 2q + 2\/q + 2.

Neka je sada e = €. Tada je ili m > 2p°® = 2,/q pa slijedi traZzena granica, ili je
m = p°. Pokazimo da slucaj m = p® = /g nije moguc.

Neka je e = €, m = p®icard B = 2q+,/q+2. Nakon izvlacenja p°-tog korijena
iz S, + g* dobije se potpuno reducibilna funkcija oblika SV7(S+b) + (¢S +d).
Iz Leme 6.15 slijedi da je ova funkcija oblika M (S + b) — M (b) + d, te su njene
nul-tocke upravo tocke podgeometrije PG(1,,/q) (tj. Baerovog potpravca) od
GF(q) U{oo} koja ne sadrzi co. Ovo znaci da medu pravcima kroz Uy koji
sadrze vise od dvije tocke iz B, postoji njih /g + 1 koji sadrze barem ,/q + 2
tocaka, formiraju¢i dual Baerovog potpravca. Tocka Ug nije nista posebno, tj.
ovaj se slucaj javlja u svakoj tocki.

Neka se pravci koji sijeku B u barem ,/q + 2 tocaka nazivaju dugi pravci. Dva
duga pravca moraju se sje¢i u tocki iz B, jer u suprotnom ako prebrojimo tocke
u B na pravcima kroz presjecnu tocku dobijemo da je card B > 2(q — 1) +

2(,/G +2) = 2 + 2/ + 2.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Nadalje, presjek B s dugim pravcem d sadrzi Baerov potpravac. Naime, neka
je P proizvoljna tocka iz B koja nije na pravcu d. Dugi pravci kroz P sadrze
dual Baerovog potpravca, i svi oni sijeku d u tocki iz B. Stovise, mnogo jace
svojstvo vrijedi: ako je () proizvoljna tocka iz B koja pripada pravcu d, onda
d sadrzi Baerov potpravac u B koji ne sadrzi ). Da bi ovo vidjeli dovoljno je
uzeti bilo koju tocku P takvu da je P(Q) bisekanta.

Sada, dva Baerova potpravca se sijeku u najvise dvije tocke. Dakle, za ¢ > 9,
slijedi da svi dugi pravci imaju barem 2,/q tocaka, sto znaci

card B> 14 (a+1)(2v7—1) + (¢ — v7) = 3q
sto je svakako vece od 2q + 2,/q + 2.

Slucaj (iii) Teorema 4.4 : 0 <e < % 1i

h—e 1
m > p° pt1 )
pe+1
.o . . 26 1 . h o 1 . . .
Ako ¢ nije kvadrat, tj. ¢ = p**!, tada je e < 5 =€+ 5 <eivrijedi
h—e ] - h
1 -1
m o> po| 2| o [P P 1
pe + 1 pe + ]_ pe + 1
h } [ e+l ]
-1 1
> |2 PR S b
pe + 1 pe _|_ 1
TraZena ocjena je postignuta, odnosno za 3 < ¢ = p**! je
ety 1]
card B > 2q + p° Pt + 2.
et

Ako je ¢ kvadrat, tj. ¢ = p*¢, tada je e < % =€ <e—11vrijedi

h—e 1 h 1 e+1 1
m > p° pot > —p_l +1| = pt p—_l + )

pe _|_ ]_ pe + 1 pe _|_ 1
e+1

Ako je q¢ # 4,9, 16, onda je b

| >2p—1,tj. m > 2p° = 2,/q. Dakle, za

q > 16 i g kvadrat vrijedi
card B > 2q + 2./q + 2.

Slucaj (iv) Teorema 4.4 : e=0,m=11
f(S) = (87— 9)(cS?— cS).

Ovdje je stupanj od g» manji od stupnja od ¢*, pa se ovaj slucaj ne moze
pojaviti.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

NAPOMENA 6.18

U tvrdnji (i) Teorema 6.17 imamo uvjet ¢ > 16. Razlog tomu je §to za ¢ = 4,9, 16
donja granica na m u tvrdnji (7i¢) Teorema 4.4 nije dovoljno velika da bi se do-
bilo m > 2,/q. Naime, neka je B dvostruka blokada od 2¢ + m + 2 tocaka, gdje je
m > p°[(p" ¢ +1)/(p°+1)], e = € ako je h = 2¢+1, odnosno e = € — 1 ako je h = 2¢.

Ako je ¢ = 4 = 22 onda je e = 0 i m = 3. Iz dokaza Teorema 6.17 slijedi da
je card B > 13, dok bi iz tvrdnje (i) Teorema 6.17 slijedilo card B > 14. Sljedeéi
primjer daje dvostruku blokadu ravnine PG(2,4) od 12 tocaka, i ona je najmanja
moguca.

Ako je ¢ = 9 = 3%, onda je e = 0i m = 5. Iz dokaza Teorema 6.17 slijedi da
je card B > 25, dok bi iz tvrdnje (i) Teorema 6.17 slijedilo card B > 26.

Ako je ¢ = 16 = 2% onda je e = 1 i m = 6. Iz dokaza Teorema 6.17 slijedi da
je card B > 40, dok bi iz tvrdnje (i) Teorema 6.17 slijedilo card B > 42.
PRIMJER 6.19 Lakunaran polinom dvostruke blokade u PG(2,4).

Neka je H Hermiteov luk ravnine PG(2,4). ‘H je skup od ¢,/g+1 = 9 tocaka ravnine

PG(2,4) tako da svaki pravac ravnine sadrzi ili jednu ili /g + 1 = 3 tocke iz H, t;.
Hermiteov luk je (9; 3)-luk.

Neka je | = ug i
H = {(Xo, X1, X2) € PG(2,4) | X§ + X} + X3 = 0}.
Kako je GF(4) = {0,1,w,w? |w?* +w+1=w?+1=0}, tada je
H ={(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(0,1,w), (0,w, 1), (1,0,w), (1,w,0), (w,0,1), (w, 1,0) }.

Neka je B komplement od H. Tada je B dvostruka blokada (n +¢ = ¢+ 1) od 12
tocaka u PG(2,4).

B = {(1, 0, 0), (O, 1, 0), (O, 0, 1), (1, 1, 1), (1, 1,w), (l,w, 1), (w, 1, 1),
(1,1,w%), (1,w?,1), (W 1,1), (1,w, w?), (1,0%, w)}.
Afine tocke ove blokade su:

S ={(0,0), (1,1), (w? w?), (1,w), (w, 1), (w,w), (1,w?), (W} 1), (w,w?), (W, w)}.
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6 Visestruke blokade projektivne ravnine

Oznake polinoma f, g i ¢* odgovaraju terminologiji Teorema 6.17 te vrijedi

f8) = [Is+o)

— S(S+1DXS+w)(S+wH = S[(S+ 1)(5+w)<5+w2)}3

= S[(S+1)(S?+ 8w+ Su? +w®)]* = S[(S+1)(S?* + Sw+ S + Sw +1)]°
= S[(S+1)(S*+S+1P =5(5°+1)°

= S04+ ST+ S8+ S = (ST+9)(S°+1)

= (' +9)(5"9(S) + g*(9)),

Lakunaran polinom koji odgovara ovoj dvostrukoj blokadi je oblika S*g(S) + ¢g*(.9),
gdje je g(S) = 5?1 g*(S) = 1.
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Poglavlje 7

Blokade afine ravnine

Kod blokada projektivnih ravnina razlikujemo trivijalne (one blokade koje sadrze
sve tocke nekog pravca) od netrivijalnih blokada. U afinoj ravnini ovakvih razlika
nema, tj. blokadu B definiramo kao skup tocaka za koji vrijedi da svaki pravac afine
ravnine sadrzi barem jednu tocku iz B.

Za ocjenu veli¢ine visestruke blokade afine ravnine vrijedi sljedeci teorem.
TEOREM 7.1 Za t-struku blokadu B ravnine AG(2,q) vrijedi
card B> (t+1)(¢—1)+ 1.
Dokaz Neka je B t-struka blokada u AG(2,q) koja sadrzi ishodiste (0,0), te

neka je card B = k. Definirajmo

F(U,V) = I[I (@U+bv+1),
(ai,bi)EB\{(0,0)}

tako da je F° = k — 1. Kako svaki pravac koji ne prolazi ishodistem sadrzi t tocaka
iz B, onda polinom F' ima nul-tocku kratnosti ¢ u svim tockama iz AG(2, q), osim u
ishodistu gdje je razlic¢it od nule. Pokazat ¢emo indukcijom da F' ima stupanj barem
(t+1)(g—1). | |

Neka je J;(U, V) ideal generiran s (U4 — U)""4(V4 — V) zai=0,...,t. Neka je
a; € GF(q) \ {0} i zapisimo

F(U, V) = (U —a1)A1 + By,

gdje je B1(V) = F(ay,V). Stupanj od B; je najvise F° pa je 1 + A} < F°. Kako je
oy # 0, onda je B;(v) nula t puta za svaki v € GF(q), tj. mult,B; > t za svaki v, te
po Teoremu 1.25 B pripada idealu J;(V'), a onda pripada i idealu J;(U, V). Polinom
Aj jednak je nuli ¢ puta u svim tockama osim u ishodistu.

Neka je ap € GF(q) \ {0} i zapisimo

F(U, V) = (U — 011)(U — O{Q)AQ + BQ,

gdje je Bo(V) = Bi(V) + (U — a1)Ai(ag, V). Stupanj od Bs je najvise F° pa je
2 + A5 < F°. Nadalje, By je nula ¢ puta u svim tockama kao i A;(as, V), pa po
Teoremu 1.25 slijedi da B, pripada J;.
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7 Blokade afine ravnine

Nastavljajuéi ovako za svaki a; € GF(q) \ {0}, slijedi da postoje polinomi A i B
takvi da je
F(U,V) = (U™ —1)A + B,

gdje je B iz ideala J; i ima stupanj najvise F°. Kako je F' # 0 u ishodistu , onda je
i A # 0 u ishodistu. Po Lemi 1.23 i Lemi 1.24 slijedi da polinom B ima nul-tocku
kratnosti ¢ u svakoj tocki, a polinom A ima nul-tocku kratnosti t — 1 u svim tockama
iz. AG(2,q) osim u ishodistu. Po indukciji, stupanj od A je barem t(q — 1), pa je
stupanj od F' barem (t+ 1)(¢ — 1).

Neka je t = 1. Kako F nula u svim tockama osim u ishodistu, slijedi da (V¢! —1)
dijeli A, pa F ima stupanj barem 2(q — 1). [ ]

KOROLAR 7.2 Ako je B blokada ravnine AG(2,q), onda je card B > 2q — 1.

Ova ocjena je znatno ve¢a od one za blokadu projektivne ravnine, no najbolja je
moguca za Desarguesove afine ravnine.

PRIMJER 7.3 Blokada od 2q — 1 toéaka u AG(2,q).

Jednostavan nacin kako konstruirati blokadu afine ravnine od 2q — 1 tocaka je uzeti
jedan pravac i nadodati po jednu tocku sa svakog od ¢ — 1 paralelnog pravca.

Neka je IC (k;n)-luk, tj. skup od k tocaka tako da je najvise n njegovih tocaka
kolinearno. U projektivnoj ravnini komplement luka /C je (¢ + 1 — n)-struka blokada
od ¢ + ¢ + 1 — k tocaka, dok je u afinoj ravnini komplement luka (¢ — n)-struka
blokada od ¢? — k tocaka. Navest ¢emo primjer maksimalnog luka afine ravnine.

PRIMJER 7.4 Dennistonov luk.

Neka je ¢ = 2" i e < h. Dennistonov luk je skup od 2¢¢ — ¢ + 2¢ tocaka ravnine
AG(2,q) tako da je najvise 2° njegovih tocaka kolinearno, i ovakav luk postoji za
svaki e < h ([19]). On je dakle (2°¢ — ¢ + 2%;2°)-luk i to maksimalan pa je svaki
pravac ravnine njegov vanjski pravac ili 2¢-sekanta.

Komplement Dennistonovog luka je t-struka blokada afine ravnine gdje je t = g — 2°
i ona sadrzi ¢® — 2°q + q — 2° tocaka ravnine AG(2,q).

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da ako t-struka blokada B u PG(2, q) sadrzi
sve tocke nekog pravca [, onda je B\l (t—1)-struka blokada u AG(2,q) = PG(2,q)\l.
Ako B sadrzi k tocaka projektivne ravnine, onda B\ [ sadrzi k — ¢ — 1 tocaka afine
ravnine. Vrijedi sljedeci teorem.

TEOREM 7.5 Za t-struku blokadu B ravnine PG(2,q) koja sadrzi sve tocke nekog
pravea vrijedi card B > tq+q —t + 2.
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7 Blokade afine ravnine

Dokaz Neka je B t-struka blokada u PG(2,q) koja sadrzi sve tocke pravea [ i
neka je card B =k, S =B\ l.
S je (t — 1)-struka blokada u AG(2,q) i card S = k —q—1, a po Teoremu 7.1 vrijedi

card S > ((t—=1)+1)(¢—-1)+1=t(¢g—1)+1,

.
k—q—1>tlq—1)+1 = k>tqg+q—t+2.

PRIMJER 7.6 Konika.

U Primjeru 6.3 smo vidjeli da vanjske tocke konike zajedno sa svim tockama konike
osim jedne ¢ine t21—8’51"1,1ku blokadu projektivne ravnine neparnog reda ¢q. Ona sadrzi
sve tocke jednog cijelog pravca i kada se iskljuci ¢ + 1 tocaka tog pravca preostaje
(¢*> + q)/2 — 1 tocaka afine ravnine koje ¢ine *-struku blokadu afine ravnine.

Neka je npr. ¢ = 5. Tada konika u PG(2,5) sadrzi 6 tocaka. Vanjskih tocaka
konike ima 15, a unutrasnjih 10. Dakle, vanjske tocke i 5 tocaka konike ¢ine trostruku
blokadu projektivne ravnine PG(2,5). Afinih tocaka tada ima 14 i one ¢ine dvostruku
blokadu afine ravnine AG(2,5).
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Sazetak

U ovom radu prikazana su osnovna svojstva blokada u kona¢nim projektivnim ravni-
nama. Blokada B je skup tocaka gdje svaki pravac ravnine sadrzi barem jednu
tocku iz B. Ako svaki pravac ravnine sijece B u barem t tocaka, onda B nazivamo
t-strukom blokadom. Radnjom im je opisana struktura, egzistencija te ocjena nji-
hove veli¢ine. Takoder, obuhvaceni su i lakunarni polinomi (polinomi kojima je jedan
ili vise uzastopnih koeficijenata nakon vodeceg ¢lana jednaki nuli) nad kona¢nim
poljima, a rezultati teorije potpuno reducibilnih lakunarnih polinoma koristeni su u
odredivanju veli¢ina blokada u Desarguesovim projektivnim ravninama. Posebno su
prikazane Redéijeve blokade, te veza blokada i lukova projektivnih ravnina.

Metode u radu se temelje na povezivanju geometrijskih, kombinatorickih i alge-
barskih razmatranja, kako je uobicajeno u podruc¢ju konacnih geometrija.
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Summary

Basic properties of blocking sets in projective planes over finite fields are presented.
A blocking set B is a set of points which meets every line of a plane. If each line of
a plane contains at least t points of B then B is called a t-fold blocking set. This
thesis describes their structure, existence and examines possible bounds on the size
of blocking sets. The lacunary polynomials over finite field are also included (fully
reducible polynomials with a gap between its degree and second degree). Results of
the theory of fully reducible lacunary polynomials are fundamental in determining
further lower bounds on the size of blocking sets in Desarguesian projective planes.
Blocking sets of Redéi type are examined also. Furthermore, blocking sets are related
to arcs, so this connection is pointed out. Since we are dealing with the field of finite
geometries, the methods are based on integration of geometrical, combinatorial and
algebraic observations.
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