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1. Uvod

Optimizacijski problemi dijele se na kontinuirane i kombinatorne probleme. Prvi
koriste realne varijable i cilj je otkriti vrijednosti tih varijabli za dobivanje najboljeg
(optimalnog) rjeSenja, a drugi rade s diskretnim varijablama. Mnogi kombinatorni
problemi su problemi koji se javljaju u stvarnom svijetu (engl. real — life problems).
Vecina takvih problema je NP teska, $to znaci da ih uobi€ajeni algoritmi koji bi se
mozda koristili za pretrazivanje prostora stanja ne mogu rijesiti u polinomijalnom
vremenu. Poznati algoritmi za rjeSavanje takvih problema u najboljem su slu€aju
eksponencijalne slozenosti. Jedan od takvih problema je i problem usmjeravanja
vozila, tj. mnoge njegove inadice koje se razlikuju samo u ograni¢enjima koja koriste
pri dobivanju (optimalnih) rjeSenja. U ovom ¢e radu biti opisan nacin na koji se

kapacitativni problem usmjeravanja vozila moze rijesiti genetskim algoritmom.

U sljede¢em je poglavlju opisan jednostavan genetski algoritam (genetski operatori i
parametri), nakon toga predstavljen je problem usmjeravanja vozila i opisane razli¢ite
inacice tog problema. U Cetvrtom poglavlju nabrojani su i ukratko opisani razliiti
problemi koji imaju sli¢nosti s problemom usmjeravanja vozila. U petom poglavlju
predstavljeni su neki od algoritama kojima se ovaj problem moze rijeSiti (egzaktni,
heuristic¢ki i metaheuristicki algoritmi). U Sestom poglavlju opisan je nacin na koji je
rijieSen problem kapacitativnhog usmjeravanja vozila (opisan je model problema i
implementirani genetski operatori krizanja i mutacije). U sedmom poglavlju prikazano
je graficko sucelje programskog rjeSenja problema, a u osmom poglavlju nalaze se

tablice i grafovi dobiveni mjerenjem te rezultati i zaklju¢ci na temelju rezultata.



2. Genetski algoritam

Genetski algoritam, kojeg je 1975. god. prvi put, u knjizi "Adaption in Natural and
Artificial Systems", predloZio John Holland, pripada skupini evolucijskih algoritama.
To je stohastiCka metoda optimiranja nastala po uzoru na prirodni proces evolucije.
Evolucija trazi najbolje i najprilagodenije jedinke na okolinu i uvjete u prirodi. Tako
geni sposobnijih jedinki prezivljavaju, dok geni slabijih ne. U prirodi dolazi i do
razmjene genetskog materijala u procesu reprodukcije.

Na slici 2.1 prikazan je pseudokod jednostavnog genetskog algoritma [8]. Na pocetku
se stvara pocCetna populacija, zatim se ta populacija evaluira (raCuna se funkcija
dobrote svake jedinke u toj populaciji). Zatim iterativno slijedi niz operacija sve dok ne
bude zadovoljen jedan od kriterija zaustavljanja (a to moze biti proden odreden broj
generacija, dosegnuta vrijednost funkcije dobrote, broj iteracija bez poboljsanja ili
vremensko ogranicenje). Tu su uklju€eni operatori selekcije, krizanja i mutacije.
Jednostavni genetski algoritam koristi binarni prikaz rieSenja, jednostavnu selekciju,
krizanje s jednom to¢kom prekida i jednostavnu mutaciju.

t<0;
InicijalizacijaPopulacije[ P(t) ;
EvaluacijaPopulacije] (1) ;

while not uvjet zadovoljen do

P'(t) < StvoriNovuPopulaciju[ P(t) ];
EvaluirajPopulaciju[ P'(t) ];

P(t+1) < PrimijeniGenetske Operatore[ P'(t) ¥V Q1;
t— t+1;

end while;

Slika 2.1 Pseudokod jednostavnog genetskog algoritma



2.1 Predstavljanje rjesenja

Svaka bi jedinka morala sadrzavati informacije o problemu koji se obraduje. Za dani
je problem jako vazno odabrati prikladan prikaz rjeSenja, jer o tome ovisi u€inkovitost
genetskog algoritma. Jedna jedinka moze biti prikazana binarno (ali za ograni¢en broj
problema), zatim kao broj, niz brojeva, matrica, stablo i sl.

2.2 Pocetna populacija

Genetski algoritam pocinje sa skupinom rjeSenja predstavljenim kromosomima
(jedinkama), tj. poCetnom populacijom. Svaka jedinka predstavlja jedno potencijalno
rieSenje zadanog problema. To moze biti matematicka funkcija, plan rada neke

tvornice, put trgovackog putnika ili vise vozila...

2.3 Funkcija dobrote

Svakoj se jedinki pridjeljuje vrijednost funkcije dobrote. Ta je funkcija mijera
prilagodenosti pojedinog rjeSenja. Funkcija dobrote vodi prema najboljem
dopustenom rjeSenju i potiskuje zabranjena rjeSenja. Kvaliteta jedinki mjeri se
pomocu funkcije cilja f. Za neke od postupaka selekcije ona ne smije biti negativna pa
se funkcija dobrote d naj¢eSée dobija translacijom funkcije cilja, npr. u svakoj se
iteraciji od vrijednosti funkcije cilja pojedine jedinke oduzima najmanja vrijednost
funkcije cilje u cijeloj populaciji.

2.4 Selekcija

Cilj selekcije je c¢uvanje i prenoSenje dobrog genetskog materijala u sljedec¢u
generaciju. Njome se odabiru jedinke koje ¢e sudjelovati u krizanju. LoSije se jedinke
moraju odbaciti, dok je dobre pozeljno prenijeti u sliedeéu generaciju i upravo se time
bavi selekcija. Postoje dva bitna nacina podjele selekcije. Prvi je nacin prenoSenja

dobrih svojstava jedinki u sljede¢u generaciju i po tom se kriteriju selekcije dijele na



generacijske i eliminacijske [1]. Generacijskom se selekcijom odabiru bolje jedinke
koje e dalje sudjelovati u reprodukciji. Obi¢no se odabere broj jedinki koji je manji od
veli¢ine populacije pa se poslije dodaju duplikati jedinki (neke se jedinke mogu
odabrati viSe puta), ali to ne doprinosi poboljSanju kvalitete rjeSenja, ve¢ samo
usporava evolucijski proces. Svaka jedinka prezivljava samo jednu generaciju.
Primjenjuje se i elitizam kojim najbolje jedinke (jedna ili viSe njih) ostaju saCuvane i

nepromijenjene se prenose u sljede¢u generaciju.

Kod eliminacijskih selekcija biraju se loSe jedinke, a bolje jedinke prezivljavaju
postupak selekcije. U svakoj se iteraciji briSe N loSih jedinki. Parametar N zove se
generacijski jaz ili mortalitet. Reprodukcijom prezivjelih jedinki stvaraju se nove koje
nadomjestaju izbrisane jedinke. Kod ovih se selekcija ne stvaraju duplikati jedinki.
Prema metodi odabira boljih jedinki kod generacijskih, tj. loSijih kod eliminacijskih,
selekcije se dijele na proporcionalne i rangiraju¢e. Kod svih je selekcija zajednicka
velika vjerojatnost prezivljavanja bolje od bilo koje loSije jedinke.

Proporcionalne selekcije ne ¢uvaju nuzno najbolje jedinke i potrebno je u algoritam
ugraditi elitizam koji ¢e u sljedecu generaciju uvijek prenijeti nekoliko najboljih
nepromijenjenih jedinki iz prethodne generacije. Prilikom sortiranja jedinki troSi se

procesorsko vrijeme i to moze usporiti rad algoritma.

Kod univerzalne stohastiCke selekcije na isti se na€in rauna vjerojatnost selekcije,
samo $to se selekcija ne odvija u N, ve¢ u samo jednom koraku. Generira se N
ekvidistantnih znacki tako da se interval [0,1] podijeli na N+1 jednakih odsje¢aka. Broj
znacki koje se nalaze unutar odsjeCka jedne jedinke odreduje koliko ¢e se njenih

kopija prenijeti u sljede¢u populaciju.

Generacijske proporcionalne selekcije predmet su mnogih teorijskih razmatranja.
Vjerojatnost selekcije kod takvih selekcija ovisi o kvocijentu dobrote pojedine jedinke i
prosjeCne dobrote svih jedinki. Kod eliminacijskih proporcionalnih selekcija
vjerojatnost odabira jedinke koja ¢e se eliminirati obrnuto je proporcionalna njenoj
dobroti. Umjesto funkcije dobrote mijenja se funkcija kazne kao razlika izmedu



vrijednosti dobrote najbolje jedinke u populaciji i jedinke za koju se racuna vrijednost

funkcije kazne.

Kod rangirajucih selekcija vjerojatnost selekcije ne ovisi izravno o dobroti jedinke, veé
o polozaju jedinke u sortiranom poretku svih jedinki. Sortirati se moze ili po padaju¢im
ili po rastué¢im vrijednostima funkcije dobrote. Za njih nije bitna vrijednost funkcije
dobrote jedinke, ve¢ njen odnos prema dobrotama ostalih jedinki. Toj skupini
pripadaju sortirajuce i turnirske selekcije. Sortiraju¢e selekcije obavljaju sortiranje
jedinki prema njihovoj vrijednosti funkcije cilja. Za turnirske selekcije vazan je samo
odnos izmedu nekoliko slu€ajno odabranih jedinki i nije potrebno obavljati sortiranje
cijele populacije. Na slici 2.2 prikazane su razli€ite vrste selekcija [1].

WVESTE SELEE CLTA
r"'// T
PRCOPORCIOHALNE SELEKCIIE RANGIRAIUCE SELEKCIE
. SORTIRAJUCE
Jednu:usta.ama Stqhastiu‘:’ka SELEKCIIE TURHNIRZEE
propoteionalna | | udverzaling SELEECIIE
selekrija selekrija / \\\‘
SELEKCIE Linearno / \
NAJBOLIIH sotirajuca | - — Jednostama
gelekrija -turnirska | | turnirska
‘/ \ selelrija selekrija
() (| [Kmja
selekrija selekeija selekeija

Slika 2.2 Podjela selekcija

2.5 Genetski operatori

Genetski operatori su krizanje (reprodukcija) i mutacija.



2.5.1 Krizanje

Krizanje je binarni genetski operator kojim se razmjenjuje genetski materijal. U tom
procesu sudjeluju dvije jedinke (roditelji) i nastaju jedna ili dvije nove jedinke (djeca)
koje nasljeduju svojstva svojih roditelja. Ako su roditelji imali dobra svojstva, vrlo je
vjerojatno da ¢e takva svojstva imati i djeca, ako ne i bolja. Ako dijete kojim slu¢ajem
bude losije od svojih roditelja, to ne predstavlja problem, jer ¢e ono ionako biti

odbaceno tijekom procesa selekcije. Postoje razliiti operatori krizanja.

Najjednostavnije je krizanje s jednom to¢kom prekida. Na nekom dijelu obaju roditelja
odredi se prekid i onda prvi dio prvog i drugi dio drugog roditelja ¢ine prvo dijete, a
drugi dio prvog i prvi dio drugog roditelja drugo dijete. Takav nacin krizanja prikazan
je na slici 2.3 [9].

Roditelj1 11011 100100110110

Roditelj2 11011 11000011110

Dijete1 110111 11000011110

Dijete2 11011 00100110110

Slika 2.3 Primjer kriZzanja s jednom tockom prekida

Postoje krizanja s viSe to¢aka prekida. Za svaki se konkretan problem mogu odrediti
neki posebni operatori krizanja i to moze pridonijeti u€inkovitosti genetskog algoritma.
Ako je kao parametar algoritma definirana vjerojanost krizanja, on odreduje koliko ¢e

se jedinki odabranih selekcijom kriZati, a koliko ¢e ih ostati nepromijenjeno.

2.5.2 Mutacija

Mutacija je unarni operator, tj. obavlja se samo na jednoj jedinci. To je sluajna
promjena genetskog materijala pod djelovanjem vanjskih utjecaja. Njen je cilj

unoSenje raznolikosti u genetski materijal jedinki i obnavljanje izgubljenog genetskog



materijala i tako se sprje€ava padanje svih jedinki u populaciji u lokalni optimum. Bez
mutacije, samo sa selekcijom i krizanjem, genetski bi algoritam bio sli¢an algoritmima
lokalne pretrage, jer se krizanjem, u potrazi za najboljim rjeSenjem, samo pretrazuje
prostor u okolini roditelja. Takoder postoji viSe razli€itih operatora mutacije. Jedan od
parametara genetskog algoritma je i vjerojatnost mutacije. Izabire se slu¢ajan broj i
usporeduje se s unaprijed zadanom vjerojatnoS¢u mutacije te se tako odabiru jedinke

koje ¢e se mutirati.

Primjer jednostavne mutacije za jedinke predstavljene u obliku niza binarnih brojeva

prikazan je na slici 2.4 [9]. Slu€ajno odabrani bitovi se invertiraju.

Dijete1 1101111000011110
Dijete2 1101100100110110
Mutirano dijete1 1100111000011110
Mutirano dijete2 1101101100110110

Slika 2.4 Primjer jednostavne mutacije

2.6 Parametri genetskog algoritma

Parametri su: veli€ina populacije, broj generacija (iteracija) i vjerojatnost mutacije.
Ako se radi o generacijskom genetskom algoritmu potrebno je navesti i vjerojatnost
krizanja, a ako se radi o eliminacijskom genetskom algoritmu dodaje se broj jedinki za
eliminaciju. Za razliCite vrijednosti parametara, algoritam brze ili sporije dolazi do

boljeg ili loSijeg rieSenja [1].



3. Problem usmjeravanja vozila

1959. godine Dantzig i Ramser predstavili su, u ¢asopisu Management Science,

problem usmjeravanja vozila (engl. vehicle routing problem, VRP).

Taj se problem vrlo Cesto srece u transportu i distribuciji robe i ima vrlo veliku
praktinu, ali i znanstvenu vaznost. Zbog svoje je vaznosti predmet intenzivnih
istrazivanja. Neki od primjera iz stvarnog svijeta su prikupljanje krupnog otpada, zatim
CiS¢enje ulica, prijevoz djece u S$kole S$kolskim autobusima, prijevoz osoba s
invaliditetom, transport robe, transport pisama, doprema robe iz skladista i sl. Radi se
o raspodjeli dobara u odredenom vremenu, odredenom broju korisnika odredenim
brojem vozila koji su smjesteni u jednoj ili vise centrala (engl. depot). Vozila se krecu
po zadanoj mrezi prometnica. RjeSavanje takvog problema obi¢no se sastoji u
pronalazenju ruta, gdje po svakoj ruti vozi jedno vozilo koje krece iz centrale i vraca
se u nju, sva zadana ograni¢enja moraju biti zadovoljena i ukupna cijena puta (tj.

udaljenost koju ¢e vozila prijeci) mora biti najmanja moguca.

Taj optimizacijski kombinatorni problem pripada kategoriji NP — teSkih problema; vrlo
je teSko pronaci optimalno rieSenje. Zato se za njegovo rjeSavanje najceSée koriste
metaheuristicki i heuristi¢ki algoritmi. To su najéesce tzv. population — based ili nature

— inspired algoritmi.

3.1 Opis problema

Mreza prometnica po kojoj se vozila kre¢u predstavlijena je grafom. Bridovi grafa
predstavljaju prometnice, a vrhovi korisnici koji moraju biti posluzeni; obi¢no samo
jedan vrh predstavlja centralu u kojoj se nalaze sva vozila. Graf moze biti usmjeren
(engl. directed) ili neusmijeren (engl. undirected), a to ovisi 0 tome u kojem se smjeru
vozila smiju kretati (jednosmijerne ili dvosmjerne ulice). Grafovi su uvijek tezinski, jer
se svakom bridu pridjeljuje cijena koja moze predstavljati duljinu tog brida (ceste) ili

vrijeme voznje, tj. vrijeme u kojem vozilo prijede tu duljinu puta.



Svaki korisnik (engl. customer) ima zahtjev za isporuku robe (engl. demand) kolika joj
se koli¢ina dobara mora dostaviti ili kod nje pokupiti. Osim toga, moze postojati i
vremensko ograni¢enje (engl. time window), §to moze biti npr. radno vrijeme neke
trgovine kojoj se dostavlja roba, zatim vrijeme koje je potrebno da se roba ili teret
ukrcaju, odnosno iskrcaju iz vozila (engl. unloading or loading times), $to ovisi o tipu
vozila. Moze se joS pojaviti i ograni¢enje na skup vozila koja mogu sudjelovati u
prijevozu. Ponekad nije moguce zadovoljiti sva ograniCenja korisnika pa se ta
ogranic¢enja smanjuju ili se neki korisnici ostavljaju neposluzeni. Tada se korisnicima
mogu pridijeliti odredene kazne ili razliCite prednosti pri posluzivanju. Svaka centrala
(ako ih ima vide) odredena je brojem vozila koje je u njoj smjeSteno i odredenom

koli¢inom tereta s kojom moze raspolagati.

Robu ili teret prevoze vozila Cija veli€ina i kapacitet mogu biti unaprijed odredeni ili
mogu biti definirani prema zahtjevima korisnika. Sva vozila kre¢u iz centrale, ali se,
ako centrala ima viSe, ne moraju vratiti u istu centralu iz koje su krenuli. Svako vozilo
ima i kapacitet koji predstavlja najve¢u masu ili volumen tereta kojeg prevozi. Ona
mogu biti podijeljena i u dijelove ovisno o tome koji dijelovi vozila prevoze koju robu i
sl. Vozadi koji voze vozila takoder mogu imati ograni¢enja koja moraju zadovoljiti, npr.
periodi dana u kojima se radi, broj i trajanje pauza tijekom radnog vremena,
maksimalno vrijeme voznje, prekovremeno... | rute mogu imati postavljena neka
ogranienja, npr. vozeci odredenom rutom trenutna koli¢ina tereta koji se prevozi ne
smije prijec¢i najveéi moguci kapacitet vozila, zatim korisnici koji su posjecene u toj ruti
mogu zahtijevati ili samo ukrcaj ili samo iskrcaj robe ili oboje u isto vrijeme. Korisnici
mogu biti posjeéeni samo tijekom radnog vremena korisnika i vozaca koji vozi neko

vozilo koje dostavlja robu ili teret tom korisniku.

Mogu postojati i ograni€enja u prednosti obilaska korisnika u rutama (engl.
precedence constraints). To je slu¢aj kod problema kod kojih se roba mora od nekog
korisnika pokupiti i drugom dostaviti (engl. pickup and delivery).

Potrebno je izraCunati ukupnu duljinu puta ili vrijeme obilaska izmedu svaka dva

korisnika u grafu i izmedu centrale i korisnika. Tada se, radi jednostavnosti, graf koji



predstavlja mrezu prometnica pretvara u potpuni graf (engl. complete graph). Ako je
dan graf G(V, E), gdje je V skup vrhova u grafu, a E skup bridova grafa, tada su
odredeni bridovi e(i, j) izmedu svaka dva vrha grafa, a ¢ je cijena izmedu vrha /i vrha

j. Sve se cijene u grafu mogu izraziti uz pomo¢ matrice cijene. Ona moze biti

—

simetricna (cjj = ¢;) ili asimetricna (cj # c;), ovisno o tome je li graf usmjeren ili nije.

3.2 Inacice problema

Postoji mnogo razli€itih vrsta problema usmjeravanja vozila, ovisno o0 ograni¢enjima

koja su uzeta u obzir. Na slici 3.1 prikazane su pojedine vrste problema [2], a u

duljina ruta
» DCVRP

vrijeme

nastavku je opisana svaka pojedina vrsta.

vise usluga

VRPB
VRPBTW VRPPDTW

Slika 3.1 Vrste problema usmjeravanja vozila

3.2.1 Kapacitativni VRP

Kapacitativni problem usmjeravanja vozila (engl. capacitated vehicle routing problem,
u daljnjem tekstu CVRP) utemeljen je na ograni¢enju kapaciteta. Kod te su vrste
problema zahtjevi korisnika i koli¢ina robe koja im se dostavlja deterministicki, tj. vec

unaprijed poznati i sva vozila su jednaka i kre€u iz jedne centrale i vracaju se u nju.
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Cilj je minimizirati ukupnu cijenu (to je funkcija broja ruta i njihove duljine, odnosno

vremena unutar kojeg se te rute obidu).

CVRP je takoder opisan grafom G = (V, E). V je skup vrhova grafa (neka ih ima n+1),
a E je skup bridova ej izmedu vrhova /i j. Centrali moze odgovarati vrh 0 ili vrh n+1.
Svakom bridu grafa pridijeljena je nenegativna cijena c;. Vrijedi da je cj = +«, 8to
znadi da petlje u grafu nisu dopustene. Ako je G usmjeren graf, tada je matrica cijene
asimetri¢na pa se radi o asimetricnom kapacitativnom problemu (ACVRP), a ako graf
nije usmjeren, matrica cijene je simetri¢na i radi se o simetricnom problemu (SCVRP).
Ako je cijena brida izmedu vrhova /i j jednaka najkrac¢oj udaljenosti kojom se moze
doci iz vrha i u vrh ji ako to vrijedi za svaki brid grafa, tada matrica cijene zadovoljava

tzv. nejednakost trokuta prikazanu u jednadzbi (3.1).
Cik+ckj > Cij,Vi,j,k ev (31)

Ponekad se svakom vrhu grafa pridjeljuju koordinate, ovisno o tome gdje je vrh
smijesten pa se za cijenu brida uzima Euklidska udaljenost izmedu dva vrha koja ¢ine
taj brid. Tada je matrica cijene simetri¢na i takoder zadovoljava nejednakost trokuta.

Svaki vrh ima i nepromjenjivu nenegativnu veli¢inu zahtjeva (engl. demand), di, a
centala ima zahtjev do = 0.
U centrali je smjeSteno K jednakih vozila, svaki moze prevoziti najve¢u koli€inu tereta

C (Sto odgovara njegovom kapacitetu). Pretpostavlja se da za i - ti vrh grafa (¥ i €
V) vrijedi di = C. Svako vozilo moze obici najviSe jednu rutu i pretpostavlja se da K
nije manji od Knin, gdje je Knin najmanji broj vozila potreban za posluzivanje svih

korisnika.

RjeSenje ovog problema sastoji se u pronalazenju to¢no K jednostavnih ruta s
minimalnom cijenom (definiranu kao zbroj cijena svih bridova koji pripadaju toj ruti)
tako da vrijedi:

1. Svaka ruta pocinje i zavrSava u centrali

2. Svaki je korisnik (vrh, ¢vor) posjecen najvise jednom
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3. Zbroj vrijednosti svih zahtjeva za isporukom robe svih korisnika koji ¢ine neku
rutu ne smije prijeci kapacitet vozila koji obilazi tu rutu

Matematicki izrazeno, trazi se niz ciklusa W = {Wy, ..., W}, gdje je W; = {0, xi (1), X
(2), ..., xi ()} koji po€inju i zavrSavaju u centrali, a trazi se takav niz ciklusa W', koji
daje minimalnu vrijednost kriterija definiranu jednadzbom (3.2), ako je centrala

oznacena indeksom vrha 0.
_ n n;-1 3.2
J = Xisa(Coximp T Zjli Cri(pxiGi+ D F Cxy(ny)o (3.2)

Postoji joS nekoliko razli¢itih vrsta CVRP — a. Npr. moze vrijediti K # K, $to znadi
da, pri transportu i posluzivanju korisnika, ne moraju biti iskoriStena sva vozila. Moze
vrijediti i da vozila imaju razli€ite kapacitete Cy, k = 1, ..., K. Takoder, rute koje sadrze
samo jednog korisnika mogu u nekim ina¢icama CVRP — a biti zabranjene. Jedna od
najc¢edce obradivanih inacica je DVRP (engl. Distance — Constrained VRP), gdje,
umjesto kapacitativnih, postoje ograniCenja u udaljenosti ili vremenu. Umjesto
kapaciteta C postavlja se najve¢a moguca duljina rute T i tada se mora paziti da
ukupna duljina svih bridova (a svakom je bridu pridijeljena odredena nenegativna
duljina t;) koji pripadaju nekoj ruti ne bude veca od vrijednosti T. Ako postoje
ograni¢enja u kapacitetu, ali i ograni€enja u udaljenosti ili vr.emenu, tada se govori o
jo$ jednoj inacici CVRP —a ; to je tzv. DCVRP [2].

3.2.2 VRP s vremenskim prozorima

Kod ove inacice problema, osim kapacitativnog ograni¢enja, svakom je korisniku
pridijelien i vremenski interval [a;, bj] koji se naziva vremenski prozor (engl. time
window). Vremenski je prozor definiran najranijim trenutkom dolaska i najkasnijim
trenutkom odlaska vozila. Ako vozilo do korisnika dode kasnije od najkasnije
definiranog dopustenog trenutka, ono ¢e se kazniti, a ako dode ranije od najranije
dopustenog definiranog trenutka, ono ¢e Cekati. Vozila, takoder, moraju proci svoju
rutu unutar predefiniranog vremena putovanja t;. Ako se radi o0 mekanim vremenskim

prozorima (engl. soft time windows), tada se ne smatra da je rjeSenje, kod kojega je
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do korisnika neko vozilo dosSlo nakon gornje vremenske granice odredene
vremenskim prozorom, neispravno, ve¢ se kod racunanja funkcije dobrote u obzir

uzima i dodatna kazna [8].

3.2.3 VRP s viSe centrala

Ako su korisnici grupirani oko centrala, tada se moze govoriti 0 nekoliko razlicitin
nezavisnin VRP — a [8]. Ako su medusobno pomije$ani, tada se radi o problemu
usmjeravanja vozila s vise centrala (engl. Multuple depots VRP). Svakoj je centrali
pridijeljen odreden skup vozila koji iz njega krecu. Cilj je minimizirati broj vozila i
ukupna vremena putovanja. RjeSenje je ispravno ako zadovoljava ograni¢enja kao i

za klasic¢an VRP, uz to Sto se svako vozilo mora vratiti u centralu iz koje je krenulo [2].

3.2.4 Periodi¢ni VRP

Klasi¢an VRP podrazumijeva posluzivanje svih korisnika u jednom danu. Periodi¢ni
VRP (engl. Periodic VRP, PVRP) proSiruje posjecivanje korisnika na M dana, pri
¢emu se vozilo ne mora vratiti u centralu u istom danu kad je i krenulo, ve¢ unutar M

dana (svaki se korisnik mora posijetiti bar jednom unutar tih M dana).

3.2.5 VRP s podijeljenom isporukom

Kod problema usmjeravanja vozila s podijeljenom isporukom (engl. VRP with Pickup
and Delivering, VRPPD) svakom je Kkorisniku pridijeliena vrijednost zahtjeva za
isporukom robe d;, a i vrijednost za koli¢inom robe koja se mora pokupiti p.
Pretpostavlja se da se isporuka vrsi prije preuzimanja. Trenutno opterecenje vozila
definira se kao razlika kapaciteta vozila i robe koja je vec¢ isporuCena te ta vrijednost
zbojena s koli¢inom robe koju je vozilo pokupilo (preuzelo). Sva ograni¢enja koja
vrijede za CVRP vrijede i za VRPPD, a dodatno je joS uklju¢eno i ograni¢enje u
prednosti, tj. u nekoj se ruti korisnici (ij. vrhovi grafa) koji zahtijevaju samo isporuku

robe moraju posluZiti prije korisnika koji zahtijevaju njeno preuzimanje. Ujedno, vozilo
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mora imati dovoljan kapacitet za robu koju mora isporuciti i za onu koju mora preuzeti

2].

3.2.6 VRP s povratom

Kod ove vrste usmjeravanja vozila (engl. VRP with Backhauls, VRPB) korisnici, {j.
vrhovi V \ {0} (svi osim centrale), podijeljeni su u dva skupa. Prvi sadrzi n Linehaul
korisnika (engl. Linehaul customers), a drugi m Backhaul korisnika (engl. Backhaul

customers).

Korisnicima iz prvog skupa L samo se dostavlja, a od onih iz drugog skupa B samo
se dobavlja. Vrhovi grafa se imenuju, tako da vrijedi L = {1, ..., n}, a M = {m+1, ...,
n+m}. Ako neka ruta prolazi kroz korisnike iz oba skupa, tada korisnici iz prvog skupa
imaju uvijek prednost pred korisnicima iz drugog skupa. Korisnici, takoder, imaju
unaprijed zadane zahtjeve za koli¢inom robe koja ¢e im biti isporu¢ena ili od njih

preuzeta. Ako je matrica cijene asimetri¢na, tada se radi o problemu AVRPB.

Rute koje bi sadrzavale samo korisnike iz skupa B, u pravilu, nisu dopustene. Ovaj je
problem generalizacija SCVRP — a i ACVRP - a u sluc¢aju kad je B = {® }. Postoji i
inacica problema s vremenskim prozorima (engl. VRPBTW)

3.2.7 Stohasticki VRP

Kod stohastickog problema usmjeravanja vozila (engl. Stochastic VRP, SVRP) neki
od elemenata je slu€ajan. On se dijeli na tri podvrste, ovisno o tome §to je slu€ajno.
Korisnici mogu biti prisutni s vjerojatnoS¢éu pi, a ne prisutne s vjerojatnoséu 1- p..
Zatim slu€ajno izabrani mogu biti i zahtjevi korisnika za isporukom robe. Takoder,
slu¢ajna mogu biti i vremena putovanja t; i vremena posluzivanja. U tim se
slu¢ajevima ne moraju zadovoljiti sva ograniCenja, a ako se neka i ne zadovolje,

uvode se kazne.
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3.2.8 VRP s dopunom

Kod problema usmjeravanja vozila s dopunom (engl. VRP with Satellite Facilities,
VRPSF) omoguceno je dopunjavanje tereta u vozilu dok je ono na putu (dok obilazi
neku rutu). To se €esto susrece kod distribucije goriva.

3.2.9 Raspodijeljeni VRP

Raspodijeljeni VRP (engl. Split Delivery VRP, SDVRP) dopusta da viSe vozila posjeti
jednog korisnika. Vrijede ograni¢enja kao i kod klasi¢nog problema.
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4. Problemi koji su sli¢ni problemu usmjeravanja vozila

VRP predstavlja presjek dvaju NP — problema, a to su problem trgovackog putnika
(engl. Traveling Salesman Problem, TSP) i problem pakiranja (engl. Bin Packing
Problem, BPP). Problem usmjeravanja vozila teze je rijeSiti od problema trgovackog
putnika, njega je moguce rijesiti nizom razli¢itih algoritama (uz relativno skromne
resurse), dok su najsofisticiraniji algoritmi za to¢no rjeSavanje VRP — a u stanju rijesiti
problem tek s oko 100 korisnika [6]. Najve¢i VRP koji je rijeSen je “F-n135-k7” (135
korisnika, 7 vozila), a najmanji VRP koji jo§ uvijek nije rijeSen je “B-n50-k8” (50
korisnika, 8 vozila). Postoji mnogo poznatih testnih primjera (npr. Augerat et al.
instances; Christofides, Mingozzi and Toth instances; Fisher instances; Taillard
instances) [8].

Problem se pretvara u problem trgovackog putnika ako je K = 1 i C = «. Trgovacki
putnik mora pronaci, krecuéi iz svog sjedista, najkra¢i put kojim bi obiSao sve

korisnike samo jednom i pritom se mora natrag vratiti u svoje sjediste.

Ako su sve cijene jednake nuli, tada se govori o problemu pakiranja (engl. Bin
Packing Problem, BPP). RjeSenje problema pakiranja sastoji se u pronalazenju
najmanjeg broja kutija kapaciteta V u koje se moraju rasporediti predmeti odredenog
volumena. Mogu se zadati ograniCenja u prednosti, a kutije se pakiraju tako da
volumen, masa i ostalo ne prijedu neku unaprijed zadanu vrijednost. Tipi€an primjer

pocetnog problema i rjeSenja prikazani su na slici 4.1 [8].

=]

=]
=

Slika 4.1 Primjer problema pakiranja (lijevo) i odgovarajuceg rjesenja (desno)
16



Jedan od sli¢nih problema je i problem rasporedivanja poslova (engl. Job Scheduling
Problem). Kod problema rasporedivanja poslova postoji konaan skup od n poslova,
svaki se posao sastoji od nekoliko operacija. Uz to postoji i skup od m strojeva, pri
¢emu svaki stroj moze izvrSavati najviSe jednu operaciju u jednom trenutku. Svaka
operacija treba biti izvr§ena na nekom od strojeva unutar nekog neprekinutog perioda
vremena. Cilj je pronac¢i raspored (raspodjelu operacija u vremenu na strojeve)
najmanje duljine [7].

Zatim jo$ postoji i Generic Assignment Problem (GAP) kod kojega se skup od m
zadadataka (operacija) pridjeljuje skupu od n agenata. Definira se i cijena
pridjeljivanja zadatka /i agentu j, kapacitet svakog agenta i koli¢ina sredstava
potrebnih agentu kako bi obavio zadatak. Ako je nekom agentu potrebno vise
razli¢itih vrsta sredstava, radi se o Multi — Resource GAP problemu.

Jedan od sli¢nih problema je i pronalazenje Hamiltonovskih ciklusa (engl. Hamiltonian
Cycle Problem). Pronalazenje Hamiltonovskog ciklusa u nekom grafu sastoji se od
pronalazenja i uredenja vrhova u grafu, tako da je svaki vrh posje¢en samo jednom
(isto kao i TSP). Na slici 4.2 prikazani su graf (krajnje lijeva slika) i dva primjera

Hamiltonovskih ciklusa u tom grafu (desno) [8].

Slika 4.2 Primjer grafa i Hamiltonovskih ciklusa u tom grafu
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5. Algoritmi za rjeSavanje problema usmjeravanja vozila

Algoritmi uz ¢&iju se pomo¢ ovaj problem moze rijeSiti dijele se u dvije skupine. To su
egzaktni i heuristi¢ki algoritmi. Heuristi¢ki se algoritmi dijele na klasi¢ne heuristicke i

metaheuristiCke algoritme.

5.1 Egzaktni algoritmi

Egzaktni algoritmi ne mogu pronaci optimalno rjeSenje u razumnom vremenu,
pogotovo ako je broj korisnika koji moraju biti posluzeni jako velik. Istrazuju se sva
moguca rjesenja, sve dok ono najbolje nije postignuto. U nastavku su ukratko
objasnjeni neki od najcéesc¢e koristenih.

5.1.1 Branch and bound algoritam

Branch and bound algoritmom dobiveno je rieSenje za CVRP koji je imao 71 korisnika
[8]. Taj se algoritam koristi strategijom podijeli pa viadaj i prostor problema dijeli na
vide manijih podskupova koje zatim rjeSava zasebno. U pocetku se prostor rijeSenja S
dijeli i definiraju se donje i gornje granice. Neka se rjeSenja, za koja se uvidi da bi
mogla biti neispravna, odbacuju. Ako se S podijeli na n potprostora, tada se ti
potprostori nazivaju djecom i dodaju se u skup mogucih potproblema (tj. onih koji
¢ekaju procesiranje). To je branching. Ako se pronade ispravno rjeSenje koje je bolje
od onog trenutnog, tada se trenutno rjeSenje zamjenjuje boljim. Ako se otkrije da
potproblemi nemaju rjeSenja, tada se oni odbacuju. Inace, usporeduje se donja
granica potproblema s globalnom gornjom granicom i ako je ona jednaka ili veca,
tada se on odbacuje. Ako se ne moze odbaciti, tada stablo treba podrezati i nastalu
djecu ponovo unijeti u skup potproblema. Proces zavrSava kad je skup potproblema
prazan.
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5.1.2 Branch and cut algoritam

Branch and cut algoritam koristio se za rjeSavanje CVRP — a. Jo$ uvijek je uporaba

ovog algoritma u rjeSavanju danog problema ogranicena.

5.2 Heuristi¢ki i metaheuristi¢ki algoritmi

Heuristi¢ki algoritmi obavljaju dosta ograni¢enu pretragu prostora rjeSenja, ali nalaze
dobra i optimalna rjeSenja u razumnom vremenu. Oni se dijele na algoritme s
konstruktivnom heuristikom i na algoritme za poboljSavanje rjeSenja. Neki od njih

opisani su u nastavku.

5.2.1 Algoritmi s konstruktivhom heuristikom

Ovi algoritmi grade rjeSenje korak po korak.

5.2.1.1 Algoritam usStede

Algoritam ustede definirali su Clarke i Wright 1964. god. Taj se algoritam temelji na
postepenom stvaranju rute. Algoritam zapocCinje s n nezavisnih ruta, od kojih svaka

zapocinje i zavrSava u centrali 0.

Definiraju se ustede prema jednadzbi (5.1).

Sji: Ci0+C0j—Cij,Vi,j:1,...,n,i 7‘:] (51)

UStede se sortiraju prema padaju¢em poretku. Nakon toga kre¢e se od najgornje
vrijednosti uStede s; i gleda se postoji li ruta koja zapocinje s (0, j) i postoji li ruta koja
zavrSava s (i, 0). Ako takve dvije rute postoje, tada se one spajaju, tako Sto se brise
(0, )i (i, 0) i uvodi se nova ruta (i, j). Najbolja je paralelna inacica ovog algoritma kod
koje se u svakoj iteraciji spajaju rute s najvecom vrijednoS¢u ustede [6]. Postoje tri
slu€aja kad se rute mogu objediniti: ako nijedan od korisnika /i j nije u ruti s viSe
korisnika, tada se stvara ruta s dvama korisnicima i centralom; ako je samo jedan od

korisnika (i ili j) ukljuen u rutu i ako je, u toj ruti, susjedan centrali, tada se drugi
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korisnik dodaje toj ruti; a ako su oba korisnika (i /i j) ukljuCena u razliCite rute, a
nijedan od njih nije susjedan centrali, tada se te dvije rute povezuju u jednu.

5.2.2 Algoritmi za poboljSavanje rjeSenja

Ovi algoritmi (engl. improvement algorithms) mogu raditi na samo jednoj ruti (engl.

Single — Route) ili na viSe njih (engl. Multi - Route).

5.2.3 Metaheuristicki algoritmi

Postoji nekoliko razli€itih metaheuristickin algoritama za rjeSavanje problema
usmjeravanja vozila: simulirano kaljenje (engl. Simulated Annealing, deterministicko
kaljenje (engl. Deterministic Annealing), tabu pretraZzivanje (engl. Tabu - Search),
genetski algoritmi (engl. Genetic algorithms), kolonije mrava (engl. Ant Systems) i
neuronske mreze (engl. Neural Networks) [2]. Svi ti algoritmi mogu pronaci optimalno
rjeSenje za problem od nekoliko stotina korisnika. U buducnosti ¢e se viSe isplatiti
ulagati u pronalazenje rjeSenja s metaheuristiCkim, nego s klasiénim heuristickim

algoritmima. Na slici 5.1 prikazan je razvoj heuristike i metaheuristike za VRP [2].

% above
A optimal vlaue

10 -[—

Classical
heuristics
(1960—1995)

unlikely evolution
New generation
_of heuristics

including GT

A

likely evolution Metaheuristics
(1990-2000)

»
| ot

unattainable
point

computing
time

Slika 5.1 Razvoj (meta)heuristike za VRP
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6. Rjesavanje problema kapacitativhog usmjeravanja vozila
uz pomoc¢ genetskog algoritma

U nastavku ¢e biti opisan nacin na Kkoji je ostvareno koriStenje jednostavnog
genetskog algoritma pri rjeSavanju problema kapacitativnog usmjeravanja vozila (u

daljnjem tekstu CVRP), opis algoritma i ideje.

Problemski model koji se rjeSava za mreZzu prometnica uzima potpun usmjeren graf
(pretpostavlja se da su sve prometnice medusobno povezane i da nema
jednosmijernih ulica), zato je matrica cijene simetriCna. Centrala ima indeks 0. Svi
korisnici, osim centrale, imaju unaprijed definirane razliCite zahtjeve za isporukom
robe. Vozila su jednaka (imaju jednake kapacitete) i od korisnika samo otpremaju
robu i teret. Udaljenost izmedu korisnika (vrhova grafa) raduna se uz pomoc¢
Euklidske udaljenosti.

Ideja rjeSenja ovog problema implementirana je programskom jeziku C#, u
programskom alatu Microsoft Visual Studio 2008.

6.1 Graf

Za definiranje mreze prometnica koriSten je potpun usmjeren graf. Koordinate vrha
mogu se zadati slu¢ajno ili se mogu procitati iz datoteke. Isto to vrijedi i za zahtjeve
korisnika. Sve je ovo odredeno u razredu Graph.

6.2 Predstavljanje rjeSenja

Jedinka je predstavljena nizom cijelih brojeva koji predstavljaju korisnike u mrezi
prometnica (tj. u grafu). Pojedinu rutu €ini niz korisnika koje je obislo jedno vozilo
(podrazumijeva se da svaka ruta zapocinje centralom (vrh 0) i u njoj zavrSava pa to
nije prikazano u jedinci). Pojedine rute odvojene su oznakom vozila (npr. njegovim

identifikacijskim brojem). Ti se brojevi krecu od ukupnog broja korisnika zbrojenog s
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brojem vozila koji mogu posluZivati korisnike. Npr. ako je izabrano 10 korisnika i 4
vozila, tada ¢e rute u sebi sadrzavati neke od brojeva 0 - 9, a odvajat ¢e ih brojevi od
10-13:

4-5-2-11-10-3-1-13-7-8-9-12-6

Slika 6.1 Prikaz jedne jedinke

Ruta ima koliko i vozila. Na Slika 6.1 6.1 prikazana je jedna moguc¢a jedinka (10
korisnika i 4 vozila, 4 rute odvojene, na slici podebljanim, ID brojevima vozila). Kao
Sto se vidi sa slike, moze se dogoditi da su neka vozila pridijeljena praznim rutama
(vozilo 10§ 11).

Jedinke se mogu prikazati i na druge nacine. Npr. jedinka se sastoji od niza

kromosoma, a svaki kromosom predstavlja jednu rutu.

Jedinka ima svoj razred Kromosom, u kojem je definiran identifikacijski broj jedinke
(ID jedinke), zatim vrijednost funkcije dobrote jedinke (fitness) i redObilaska (lista koja
predstavlja korisnike i vozila koja su obisla te korisnike, kao na slici 6.1). Svaka

jedinka ujedno pozna i izabrani graf (mrezu prometnica).

6.3 Funkcija dobrote

Funkcija dobrote uzima u obzir cijenu pojedinih bridova, ali i njihove zahtjeve za
isporukom robe (kao i kapacitete vozila koji prolaze tim bridovima). Cijena pojedinog
brida raCuna se uz pomo¢ obi¢ne Euklidske 2D udaljenosti izmedu dva vrha
prikazane jednadzbom (6.1).

d= \/(xz —x1)% = (2 —y1)? (6.1)

Kako bi kod CVRP — a rjeSenje bilo ispravno, ono mora zadovoljiti ogranic¢enja
kapaciteta, tj. zbroj koli¢ine zahtjeva za isporukom robe svih korisnika u nekoj ruti ne

smije biti vec¢i od kapaciteta vozila koje opsluzuje tu rutu. Sva vozila imaju jednak
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kapacitet. U metodi /zracunajFitness() ispituje se ispravnost pojedine jedinke i prema
tome se raCuna vrijednost funkcije dobrote (engl. fitness). Rauna se cijena i
provijerava je li zadovoljeno ogranienje za svaku pojedinu rutu. U listu
PrekoracenjeKapaciteta dodaje se ukupna koli¢ina zahtjeva korisnika (od koje se
oduzima kapacitet vozila) i joS se sve dijeli s kapacitetom vozila; tako se dobiva
prekoracenje kapaciteta za svaku pojedinu rutu (ako prekoraenja nema, tada Ce se
smatrati da prekoracenje ima vrijednost nula i kona¢no ¢e se uzimati samo zbrojene
cijene bridova koje pripadaju ruti). Racunanje vrijednosti funkcije dobrote prikazano je
jednadzbom (6.2). FitnessZaRutu ukupni je fitness za svaku pojedinu rutu.

fitness = 1/ (fithessZaRutu * (1 + 2 * PrekoracenjeKapaciteta)) (6.2)

Najbolja jedinka je, prema tome, ona koja ima najveéu dobrotu.

6.4 Selekcija

Implementirana je Roulette — Wheel selekcija u razredu GA u metodi
RouletteWheelSelekcija (ova metoda kao parametar prima populaciju, a vraca listu
odabranih jedinki). Zbrajaju se dobrote svih jedinki trenutne populacije i odreduje se
sluajan broj (cilj) izmedu nule i prethodno izraCunate ukupne dobrote. Zatim se
obilazi po svim jedinkama i opet se zbrajaju dobrote jedinki (svih do trenutne jedinke)
i ako se ustanovi da je suma preSla cilj, tada se trenutna jedinka sprema u listu
odabranih jedinki. Postupak se ponavlja dok broj jedinki u listi odabranih jedinki nije

jednak veli€ini populacije.

6.5 Operatori krizanja

U razredu GA implementirana su 4 razliCita operatora krizanja. Kao parametar
genetskog algoritma definirana je vjerojatnost krizanja koja odreduje u kojoj ¢e se
mijeri jedinke krizati. Npr. ako je vjerojatnost krizanja 60%, tada ¢e se prvih 60%
jedinki iz liste odabranih za krizanje krizati (na nacin prva s drugom, treca s Cetvrtom

itd., a ako je postotak jedinki u listi za krizanje neparan, tada ¢e se zadnja jedinka
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krizati s najboljom iz liste za krizanje); dok ¢e ostalih 40% ostati nepromijenjeno. U
nastavku su opisani implementirani operatori krizanja.

6.5.1 Partially Mapped Crossover (PMX)

Ovaj operator krizanja predstavili su Goldberg i Lingle [10]. Gradi dijete tako da uzme
dio reda obilaska jednog roditelja i pokuSava u $to vecoj mjeri saCuvati poziciju i
redoslijed korisnika iz drugog roditelja. Krizanje je implermentirano metodom PMX
koja za parametar uzima populaciju, odabrane jedinke (jedinke koje bi mogle
sudjelovati u krizanju) i vjerojatnost krizanja, a vraca listu novih jedinki nastalih
krizanjem.

Iz liste reda obilaska mi¢u se vozila (uz to da se, uz pomoc¢ asocijativnog polja —
Dictionary, pamti mjesto gdje su se vozila nalazila, kako bi se poslije krizanja mogla
vratiti na ista mjesta) i krizanje se vr§i samo nad redom obilaska.

Primjer: U listi za krizanje nalaze se dvije jedinke: 1 -2-10-3-4-5-12-6 - 11
-7-8-9-13ijedinka4-11-5-3-1-8-12-13-7-6-9-3-10. Izreda
obilaska maknut ¢e se vozila i odredit ¢e se dva slu¢ajna broja (koja podijele red
obilaska na dva dijela; podjela predstavljena separatorom “ | ”).

Roditelj1: 1-2-3[|4-5-6-7|8-9
Roditelj2: 4-5-3|1-8-7-6|9-3

Dijetet: X=X—X-|1-8-7-6|x—-X
Dijete2: X—=X—X|4-5-6-7|x—X

Stvaraju se tzv. mapping relacije na temelju oba roditelja, za ovaj primjer to su 1 — 4,
4 ->1;5—-58,8—>5;6 —>7i7 — 6. Na temelju tih relacija popunit ¢e se u djeci
dijelovi oznacgeni s “x”. Tako slijedi:

Dijetet: 4-2-3-1-8-7-6-5-9

Dijete2: 1-8-3-4-5-6-7-5-9

24



Kad se djeci dodaju vozila, slijede dvije nove jedinke: 4-2-10-3-1-8-12-7—
11-6-5-9-13i1-11-8-3-4-5-12-13-6-7-5-9-10.

6.5.2 Cycle Crossover (CX)

Predstavio ga je Oliver, on gradi dijete uzimajuci dijelove obilaska iz oba roditelja.
Krizanje je implementirano metodom CX koja prima sve parametre kao i prije
spomenuta metoda PMX i takoder vraca listu novih jedinki (i dio nepromijenjenih,

ovisno o vrijednosti vjerojatnosti krizanja).

Na pocetku se, takoder, iz reda obilaska izbacuju vozila, ali se pamti mjesto gdje su

se vozila nalazila.

Primjer: U listi za krizanje nalaze se dvije jedinke: 1 -2-10-3-4-5-12-6 - 11
-7-8-9-13ijedinka4-11-1-2-8-7-12-13-6-9-3-5-10.

Nakon §to su iz reda obilaska maknuta sva vozila, na roditeljima se moze primijeniti
krizanje.

Roditelj1: 1-2-3-4-5-6-7-8-9

Roditelj2: 4-1-2-8-7-6-9-3-5

Definira se “ciklicka” relacija prema roditeljima: 1(r1) — 4(r2); 4(r1) — 8(r2); 8(r1) —
3(r2); 3(r1) — 2(r2); 2(r1) — 1(r2). Ovdje se zavrSava, jer se od broja 1 i krenulo.

Dijetet: 1-2-83-4—-x—-X—x—-8-X

Dijete2: 4-1-2-8-Xx—-X—x—-3-X

Dijelovi oznacgeni s “x” nadopunjavaju se prema drugom roditelju:

Dijete1: 1-2-3-4-7-6-9-8-5

Analogno i za drugo dijete.

Dijete2: 4-1-2-8-5-6-7-3-9

Kad se djeci dodaju vozila, slijede dvije nove jedinke: 1 -2-10-3-4-7-12-6
-11-9-8-5-13i4-11-1-2-8-5-12-13-6-7-3-9-10.
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6.5.3 Generic Crossover (GVR)

Ovaj operator krizanja uzima podrutu ili rutu iz prvog roditelja i stavlja je na pocetak

djeteta, a ostatak djeteta puni se rutama drugog roditelja.

Individual I,

Route 1
Route 2

Route 3 W’T\
Sub-route from I,
9 f1]10
Individual I, Descendant
1.4
Route 1 Route 1
Route2 [2 938 7 Route2 | 4]
Route 3 Route 3
Route 4 ﬂ Route 4

Slika 6.2 Primjer GVR — a

Na slici 6.2 prikazana su dva roditelja, svaki od njih ima tri rute. Uzima se druga ruta
prvog roditelja i stavlja se na poCetak djeteta, ostatak djeteta popunjen je korisnicima
drugog roditelja, ali tako da novonastala jedinka bude ispravna (ne smiju se ponavljati
indeksi korisnika) pa su rute drugog roditelja koje se dodaju u dijete donekle
izmijenjene.

Krizanje je implementirano u metodi GVR koja ima iste parametre kao i metode za

prethodna krizanja. Takoder, vrac¢a listu djece.

6.5.4 Uniformno krizanje

Uniformno se krizanje (engl. Uniform Crossover, UC) vrlo ¢esto spominje u literaturi
[12]. Kod problema usmjeravanja vozila uniformno krizanje bira izmedu ruta roditelja
(ovisno o njihovoj kvaliteti) i sve dok jedne s drugima nisu u konfliktu. Na slici 6.3
prikazan je jednostavan primjer ovog krizanja.
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Slika 6.3 Prikaz dviju jedinki

Kod ovog krizanja racuna se kvocijent R, prema jednadzbi
Rs,r = ukupnaCijenas, ( / brojKorisnikas (6.3)

ukupnaCijenas, r je ukupna cijena rute ru rjeSenju s, a brojKorisnikas, ( je broj korisnika
u ruti r u rjeSenju s. Za primjer na slici 6.3 prikazane su odgovarajuce vrijednosti u
tablici 6.1.

Krizanje je implementirano u metodi UniformnoKrizanje u razredu GA.

Tablica 6.1 Vrijednosti kvocijenta Rs, . za gornji primjer

P1 P2

Ri=8.0 | Ra=5.0

R,=6.0 | Rg=7.0

Rs=4.7 | Rg =4.7

Rs,=3.2| Rp=5.3

Cilj je prenijeti u dijete Sto viSe o€uvanih ruta roditelja, ali ne mogu se prenijeti u
izvornom obliku one rute koje kolidiraju kod oba roditelja. Zato se i racuna koeficijent i
prema njemu se biraju rute. Na poCetku se uzima ruta iz prvog roditelja (P1) koja ima

najmaniji koeficijent R. Tada se iz drugog roditelja (P2) izuzimaju sve rute koje s njom
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kolidiraju, tj. one koje u P2 prolaze kroz iste korisnike kroz koje prolazi i izabrana ruta
iz P1. U implementaciji su definirana dva asocijativha polja (hashset); u jednog se
spremaju odabrane rute, a u drugog rute iz P2 koje su izuzete. Nakon toga se iz P2
biraju preostale rute (ako ih ima viSe, bira se opet ona s najmanjim koeficijentom), a iz
P1 izuzimaju se one koje s odabranom kolidiraju. Postupak se ponavlja dok ili sve
rute nisu odabrane ili sve preostale nisu izuzete. Dijete ¢e Ciniti samo odabrane rute.
Ako na kraju ostane neiskoriStenih korisnika, oni se ubacuju na bilo koje mjesto bilo
koje rute u dijete.

Slika 6.4 Povezanost ruta u oba roditelja

U ovom primjeru uzima se prvo ruta 4 iz P1, tada se iz P2 izuzimaju one koje s njom
kolidiraju, a to su rute A, C i D, Sto se vidi iz slike 6.4. Nakon toga se iz P2 odabire
ruta B (jedina koja je i preostala) i iz P1 se izuzimaju one koje s njom kolidiraju, a to
su rute 2 i 3. Nakon toga se iz P1 odabire jedna od onih koja je ostala, u ovom sluc¢aju
ruta 1. Iz P2 se izuzimaju one koje kolidiraju s rutom 1, a to je ruta A. Postupak tada
prestaje, jer u P2 nije preostala nijedna ruta. Odabrane su rute 1, B i 4 i one ¢ée Ciniti
dijete.

6.6 Operatori mutacije

U razredu GA implementirano je i 5 razli¢itih operatora mutacije. Definirana je i
vjerojatnost mutacije. Odabire se slu€ajan broj izmedu 0 i 1 i ako je taj broj manji od
vjerojatnosti mutacije, tada ¢e se jedinka iz liste dobivene nakon krizanja mutirati, a

ako je veci ostat ¢e nepromijenjena.
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6.6.1 Invertirajuc¢a mutacija

Uzima se podruta i obrée se redoslijed korisnika te podrute.

6.6.2 Mutacija odabirom slu¢ajnog ¢évora

Odabire se slu¢ajan ¢vor u nekoj ruti i on se ubacuje na neko slu¢ajno mjesto u drugu
rutu.

6.6.3 Mutacija odabirom slu¢ajne rute

Odabire se podruta slu€ajno odabrane rute i ubacuje se na slu¢ajno mjesto u drugu
slu€ajno izabranu rutu.

6.6.4 Mutacija zamjenom €évorova

Slucajno se izaberu dva €vora (u istoj ili razli¢itim rutama) i zamjenjuju im se mjesta.

6.6.5 MijeSana mutacija

Svakom je od prethodno opisanih operatora pridijelien broj od 1 — 4. MijeSana

mutacija u svakoj generaciji slu€¢ajno izabire koji ¢e se od Cetiri operatora primijeniti.
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7. Graficko sucelje

Na grafickom se sucelju moraju unijeti parametri GA: vjerojatnost krizanja,
vjerojatnost mutacije, broj generacija, veli€ina populacije. Moze se izabrati i broj
korisnika i broj vozila. Ako se u izborniku (/zbor koordinata i kapaciteta korisnika)
odabere “Random”, tada Ce se graf (raspored korisnika) generirati slu¢ajno, a ako se
odabere neka od ponudenih datoteka, tada se korisnici u grafu crtaju prema
koordinatama zadanim u datoteci (za broj vozila mora se odabrati broj kakav je
naveden u naslovu datoteke, npr. “ A-n65-k9.vrp”, broj vozila je 9 i takav se mora
odabrati, takoder, mora se za kapacitet vozila unijeti broj kakav piSe u datoteci (za
datoteke koje se mogu izabrati, kapacitet je 100). Klikom na gumb Nacrtaj graf, crta
se graf. Klikom na gumb Pokreni GA, pokrec¢e se genetski algoritam. U tijeku rada (ali
i ako je korisnik pauzirao rad), moze se u izborniku (Pregled pojedine rute), vidjeti
svaka pojedina ruta (“-1” za sve rute, a ostalo su indeksi ruta). U svakoj se generaciji
iscrtava najbolja jedinka. Algoritam ne moze poceti s radom ako nisu unesene sve
vrijednosti potrebne za njegov rad (u tom se slu€aju ispisuje upozorenje o tome koja
vrijednost jo$ nije unesena). lzgled grafitkog sucelja prikazan je na slici 7.1. U listview
kontroli se ispisuju ID i dobrota svih jedinki u populaciji trenutne generacije (jedinke
su poredane od najbolje prema losijima). Takoder, moze se vidjeti i broj trenutne

generacije i vrijeme izvrSavanja algoritma.

- - - 1
n Pokretanje GA
Kapacitet vozila
25
Pokreni GA Nastomi Pregled pojedine nute
a =
Parametri GA
Vilieme rada:
Farametar krianja 0000949 h (0.05694 min)
=0 Trenutna generacia 06
Parametar mutacie D jedinke Fitness
o 2107 9.47296798563483E-05
e 2151 5,47296798562483E-05
00 2131 9.47296798563483E-05
= 2113 9,47296798563483E-05
ok populais 2107 5.47296798563483E-05
10 2147 9.47296798563483E-05
2073 9,47296798563483E-05
" 2145 9,47296798563483E-05
Hamr oscaat 2153 9.47296798563483E-05
PMX P 2149 9,47296798563483E-05
Zamjena &vorova =
Izbor kaordinata | kapacieta musteria

Slika 7.1 Izgled grafickog sucelja
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8. Rezultati mjerenja

Eksperimentiranjem se nastojao utvrditi utjecaj razliCitih parametara genetskog

algoritma i razli€itih operatora krizanja i mutacije na razvoj rieSenja.

8.1 Rjesenja u ovisnosti o veli€ini populacije

Mijerenja su izvrSena u 5000 generacija, s vjerojatnos¢u mutacije 0.01 i vjerojatnoscu
krizanja 0.5 na problemu od 34 korisnika i 5 vozila. Za krizanje je izabran operator
PMX i za mutaciju inverzna mutacija. Za svaku tisu€itu generaciju ispisivala se
vrijednost funkcije dobrote najbolje jedinke i na kraju je izraCunata srednja vrijednost.
U tablici 8.1 prikazane su srednje vrijednosti funkcije dobrote najboljih jedinki za 10
pokretanja algoritma za svakih tisuéu generacija.

Tablica 8.1 Prikaz srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki za svaku generaciju u

ovisnosti o veli¢ini populacije

A-n34-k5.vrp
Veli¢ina populacije
Broj generacija 10 40 80 200 500
2 0,000049931 0,000052170 0,000056092 0,000058270 0,000060673
1000 0,000060002 0,000074376 0,000078803 0,000082027 0,000078787
2000 0,000060507 0,000077058 0,000078803 0,000082027 0,000078788
3000 0,000064299 0,000077231 0,000078895 0,000082027 0,000078788
4000 0,000061276 0,000077231 0,000078895 0,000082027 0,000078788
5000 0,000061415 0,000077248 0,000078943 0,000082027 0,000078788

Vrijednosti iz tablice 8.1 unesene su u graf na slici 8.1. Ispitivao se utjecaj na rjeSenja
za veli€ine populacije 10, 40, 80, 200, 500 i 1000 jedinki.

Veli€ina populacije trebala bi biti dovoljno velika, ali opet ne prevelika, jer bi tada
algoritam bio neucinkovit. Iz grafa se moze iscitati da veli¢ina populacije od 10 jedinki
ne daje zadovoljavajuc¢a rjeSenja, ¢ak ni nakon 5000 generacija. Za ostale veli€ine
populacije algoritam konvergira prema boljem rjeSenju brzo (ve¢ nakon otprilike 1000
generacija), ali brzo i zaglavi u lokalnom optimumu. Za veli€ine populacije 200 i 500
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jedinki srednja vrijednost dobrote najboljih jedinki se ne mijenja, dok se kod veli¢ina
populacije od 40 i 80 jedinki mijenja; promjene su male, ali algoritam ipak pronalazi

bolja rieSenja).
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e b 0,000080000 - —~——
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|
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d
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t n / / / 1000
a k 0,000055000
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0,000050000 . . . . .
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Broj generacije

Slika 8.1 Graf srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki u ovisnosti o veli¢ini

populacije

8.2 Rjesenja u ovisnosti o vjerojatnosti mutacije

Kako bi se utvdio utjecaj vjerojatnosti mutacije na kvalitetu rjeSenja, algoritam je za
problem od 34 korisnika i 5 vozila pokrenut 10 puta uz parametre 5000 generacija,
vjerojatnost krizanja 0.5 i veli€inu populacije 50. Za vrijednosti vjerojatnosti mutacije
uzete su 0.1, 0.4, 0.8, 11 5 %. U tablicu 8.2 unesene su srednje vrijednosti najboljih
rieSenja iz 10 pokretanja za svakih tisu¢u generacija.

Iz grafa na slici 8.2 moze se vidjeti da su rjeSenja kvalitetnija za vecée vjerojatnosti
mutacije. Iznimka je na ovom primjeru jedino vierojatnost 1%. Sto je ve¢a vjerojatnost
mutacije, to ¢e viSe jedinki sudjelovati u mutaciji. Vjerojatnosti 0.008 i 0.5 daju

32



najbolja rieSenja; za vjerojatnost 0.5 i 0.008 ista se kvaliteta rjeSenja dobija za 1000,

odnosno oko 3500 generacija.

Tablica 8.2 Prikaz srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki za svaku generaciju u

ovisnosti o vjerojatnosti mutacije

A-n34-k5.vrp
Vjerojatnost mutacije
Broj generacija 0.1 0.4 0.8 1 5
2 0,000055810 0,000058997 0,000056268 0,000057643 0,000057711
1000 0,000073652 0,000078216 0,000078464 0,000072234 0,000077265
2000 0,000074821 0,000076840 0,000079167 0,000073042 0,000077668
3000 0,000075545 0,000077807 0,000079618 0,000073797 0,000079178
4000 0,000075966 0,000078027 0,000080106 0,000074095 0,000079522
5000 0,000076119 0,000078210 0,000080106 0,000074462 0,000078743
Vrijednosti iz tablice unesene su u graf na slici 8.2.
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n |
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Slika 8.2 Graf srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki u ovisnosti o vjerojatnosti

mutacije (u legendi oznaceno u %)
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8.3 Rjesenja u ovisnosti o vjerojatnosti krizanja

Za ovo su mjerenje koriSteni isti parametri kao i u prethodnom sluc¢aju. Vjerojatnost

mutacije bila je 0.8%, buduci da su rezultati u prethodnom mjerenju pokazali kako se

velika vrijednost dobrote unutar 5000 generacija dobiva upravo za tu vjerojatnost

mutacije.

Rezultati su opet pokazali da se bolja rjeSenja dobivaju za vecu vjerojatnost krizanja.

Za ovu veli€inu populacije najbolje je za parametar uzeti vjerojatnost krizanja 40%. Za

najmaniju ispitivanu vjerojatnost (10%) moze se utvrditi da ne daje bas dobra rjeSenja,

iako se nakon 5000 generacija u jednom trenutku dobije otprilike jednaka kvaliteta

rieSenja kao i za vjerojatnost 80%.

Tablica 8.3 Prikaz srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki za svaku generaciju u

Broj generacija

2
1000
2000
3000
4000
5000

ovisnosti o vjerojatnosti krizanja

2
0,000054631
0,000078266
0,000079344
0,000079909
0,000079915
0,000079915

A-n34-k5.vrp

Vjerojatnost krizanja

10
0,000051499
0,000077388
0,000078047
0,000078278
0,000078695
0,000078735

40
0,000054963
0,000079849
0,000080312
0,000081081
0,000081081
0,000081184

80
0,000054565
0,000078451
0,000078657
0,000078657
0,000078794
0,000078794

100
0,000054075
0,000078373
0,000079855
0,000079858
0,000080095
0,000080095

Iz srednjih vrijednosti najboljih jedinki vidljivo je da se za pojedinu vjerojatnost iz

generacije u generaciju pronalazi sve bolje rieSenje, dok se za neke vrijednost

dobrote ne mijenja kroz viSe generacija.
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Slika 8.3 Graf srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki u ovisnosti o vjerojatnosti

krizanja (u legendi oznaceno u %)

8.4 Rjesenja u ovisnosti o razli¢itim operatorima krizanja

Tablica 8.4 Prikaz srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki za svaku generaciju u

Broj generacije

2
200
400
600
800

ovisnosti o razli¢itim operatorima kriZanja

PMX
0,000028043
0,000046577
0,000048072
0,000048436
0,000048378

A-n65-k9.vrp

CX
0,000024875
0,000043523
0,000047414
0,000062021
0,000047807

GVR
0,000031835
0,000034103
0,000034835
0,000035436
0,000035809

Uniformno
0,0000258
0,000033566
0,000036318
0,000037747
0,000039053
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Slika 8.4 Graf srednjih vrijednosti najboljih jedinki u ovisnosti o odabiru razli¢itih

operatora krizanja

Vrijednosti parametara koji su se koristili pri ovom mjerenju su: 1000 generacija,
veli¢ina populacije 50, vjerojatnost krizanja 0.8 i vjerojatnost mutacije 0.2 i mijeSana
mutacija. Algoritam je za svaki operator ktizanja pokrenut 30 puta (osim za uniformno
krizanje 20 puta), svakih dvjesto generacija ispisivala se vrijednost funkcije dobrote
najbolje jedinke i raCunala se srednja vrijednost. U tablici 8.4 prikazane su srednje

vrijednosti dobrote najboljih jedinki svakih dvjesto generacija

|z grafa na slici 8.4 je vidljivo da (unutar 1000 generacija) PMX i CX postizu kvalitetna
rjieSenja, dok su rjeSenja dobivena GVR i uniformnim krizanjem nesto loSija. 1z grafa
se vidi i da su srednje vrijednosti u generacijama do tisu¢u takoder nesSto manje (a
samim time i losije) za GVR i uniformno krizanje. PMX i CX su uobi¢ajena krizanja za

ovakve vrste problema i rade samo s redom obilaska (ne cijepaju pa su samim time i
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nesto brza od GVR i uniformnog krizanja (a to su krizanja isklju¢ivo za problem
usmjeravanja vozila i rad s rutama). Uniformno krizanje je sporije, jer za svaku
pojedinu rutu jednog roditelja ispituje s kojim se rutama ta ruta preklapa u drugom
roditelju i jo$ se za svaku pojedinu rutu racunaju cijene koje se dijele s brojem vrhova
koje ta ruta sadrzi. Takoder, uniformno krizanje i GVR ne rade s redovima obilaska,
vec red obilaska cijepaju na rute. Prema grafu, u prvih 200 generacija koriStenjem
uniformnog krizanja dobivaju se loSija rjeSenja od krizanja GVR, a nakon toga
uniformno krizanje naglo konvergira prema kvalitetnijim rjeSenjima.

RjeSenja u ovisnosti o razli¢itim operatorima mutacije

Tablica 8.5 Prikaz srednjih vrijednosti dobrote najboljih jedinki za svaku generaciju u

ovisnosti o razli¢itim operatorima mutacije

A-n65-k9.vrp
Broj generacije  Inverzna Slucajni ¢vor Slucajnaruta Zamjenadvorova MijeSana

2 0,000026892 0,000027534 0,000026854 0,000026782 0,000027591
200 0,000042280 0,000043354 0,000045045 0,000041123 0,000045361
400 0,000040585 0,000047059 0,000046198 0,000042014 0,000047365
600 0,000040736 0,000048532 0,000045675 0,000042415 0,000047071
800 0,000040746 0,000047848 0,000088070 0,000042853 0,000047995
1000 0,000041863 0,000045998 0,000047345 0,000044143 0,000048056

Parametri koji su koriSteni pri ovom mjerenju: vjerojatnost krizanja 0.5, vjerojatnost
mutacije 0.004, veli¢ina populacije 100 jedinki. Odabran je operator krizanja PMX,
bududi da su rezultati pokazali da se, u usporedbi s ostalim operatorima krizanja, tako
dobivaju bolja rjeSenja.

Iz grafa na slici 8.5 vidi se da se u pocetku (tek prvih 200 generacija) kvalitetnija
rjeSenja mogu dobiti pri koriStenju mijeSane mutacije, a najloSija pri koristenju
mutacije zamjenom ¢&vorova. Koristenjem inverzne mutacije nakon dvjesto generacija
dobivaju se dosta dobra rjeSenja. Za $esto generacija dobivaju se najbolja rjedenja uz
mutaciju koja odabire slu€ajni ¢vor i premjesta ga u neku drugu rutu. Nakon tisuéu
generacija najbolja je mijeSana mutacija koja u svakoj generaciji slu¢ajno koristi neku

od ostalih mutacija, a najloSija inverzna mutacija.
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9. Zakljuéak

Problem usmijeravanja vozila je NP tezak problem, a ujedno i real — life problem.
Razvijeni su i prilagodeni mnogi algoritmi koji taj problem mogu rijesiti, jedan od njih
je i genetski algoritam. Kako bi genetski algoritam bio ucinkovitiji, potrebno je odabrati
dobre parametre algoritma. Rezultati mjerenja pokazali su da se bolja rjeSenja
dobivaju ako se, za vecu veli€inu populacije, koriste relativno velika vjerojatnost
mutacije (oko 1%) i relativno velika vjerojatnost krizanja (80 — 90%). Implementirano
je i nekoliko razli€itih operatora krizanja i mutacije. Prema rezultatima mjerenja
zakljueno je da PMX i CX daju bolja rieSenja od GVR i uniformnog krizanja. Takoder,
rezultati su pokazali da se mijeSanom mutacijom i mutacijom koja odabire slu¢ajan

¢vor i ubacuje ga u drugu slu¢ajno odabranu rutu dobivaju bolja rieSenja.
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11. Sazetak

Predstavljen je i implementiran jednostavan genetski algoritam za rjeSavanje
kapacitativnog problema usmjeravanja vozila. Implementirana su i Cetiri razlicita
operatora krizanja i pet operatora mutacije. Rezultatima mjerenja pokusala se odrediti
meduovisnost pojedinih parametara i operatora genetskog algoritma te njihov utjeca;

na kvalitetu rjeSenja.

11.1 Abstract

A simple genetic algorithm was presented and implemented for solving the
capacitated vehicle routing problem. Four different operators of crossover and five
operators of mutation have also been implemented. Results of measurements
attempted to determine the interdependence of certain parameters and operators of

genetic algorithm and their impact on the quality of solutions.

11.2Kljuéne rijedi

Genetski algoritam (engl. Genetic Algorithm, GA), problem usmjeravanja vozila (engl.
Vehicle Routing Problem, VRP).
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