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1 Uvod

Elektricki filtri zauzimaju vazno mjesto u obradi signala. Zahtjevi koje filtar mora
zadovoljavati, pa tako i metode za njegovo projektiranje, proizlaze iz funkcije koju on obavlja u
sustavu u kojeg je ugraden. U ranoj fazi razvoja teorije filtara, paznja je vecinom poklanjana
selektivnim svojstvima, $to je bila posljedica tadasnjih prakti¢nih zahtjeva. Spomenimo kao primjer
prijenos govornog signala, na ¢&iju razumljivost fazna izobli¢enja ne utjeCu mnogo. Pojava sustava
koji obraduju impulse, kao na primjer televizije i Citavog niza telekomunikacijskih uredaja,
pomaknula je teZiste prouc¢avanja ka vremenskoj domeni. Ipak, kao sto ¢e u slijedecem poglavlju
biti pokazano, sinteza prijenosnih funkcija i dalje je uglavhom bila temeljena na postupcima u
frekvencijskoj domeni. Glavni razlog leZzao je u tome $to je sinteza u frekvencijskoj domeni
jednostavnija, a rezultati su pogodni za odgovaraju€u pasivnu ili aktivau realizaciju, bez dodatnih

preratunavanja [6].

Klasi¢an pristup sintezi filtara, od kojih se traze mala izobli¢enja u vremenskoj domeni,
krece od zahtjeva za linearnom fazom odnosnho konstantnim vremenom grupnog kasnjenja.
Linearna faza aproksimira se glatkom karakteristikom, ili se dopusta odredena, najéesce jednolika
valovitost. Takav pristup je indirektan jer je proveden u frekvencijskoj domeni. Bolji rezultati mogu

se oCekivati ako se prijenosna funkcija filtra odredi na temelju zahtjeva danih u vremenskoj domeni.

U ovom radu ¢e biti opisana nova klasa filtara dobivena pomocu kriterija koji opisuje
izoblicenje u vremenskoj domeni. Kao mjera izobli¢enja bit ¢e uzeta asimetrija impulsnog odziva.
Minimizacijom asimetrije kauzalnih odziva, bit ¢e odredena nova klasa filtara, optimalnih u
vremenskoj domeni. Obzirom da je simetrija impulsnog odziva svojstvo sustava s idealnom

linearnom fazom, moze se o¢ekivati da ¢e i dobiveni filtri aproksimirati linearnu fazu.

U svojim novijim radovima, autor je opisao metodu sinteze filtara sa simetri¢nim impulsnim
odzivom primijenjenu na kontinuirane [71], [74] i diskretne (digitalne) filtre, [5], [73]. U ovoj
disertaciji bit ¢e opisana ta metoda i dani postojec¢i kao i dosad neobjavljeni rezultati. Svojstva
dobivene nove klase filtara bit ¢e dana u grafickom i numerickom obliku. Takoder, bit ¢e dana

usporedba s klasi¢nim filtarskim aproksimacijama.

U drugom poglavlju bit ¢e dan pregled klasi¢nih filtarskih aproksimacija, s tezistem na
usporedbi njihovih svojstava u vremenskoj i frekvencijskoj domeni. Cilj je, kroz evoluciju postojecih
postupaka, ukazati na karakteristitcne momente u razmisljanju, koji su doveli do kriterija simetrije
impulsnog odziva, kao jedinog kriterija za sintezu nove klase filtara. Ekonomi¢nost filtra je
odredena sloZzenoscu prijenosne funkcije kojom se postiZzu zadana svojstva. ldeja faznih korektora i
metoda za poboljSavanje amplitude, vode na ideju o optimiranju prijenosnih funkcija s kona¢nim
nulama, od kojih se oCekuje doprinos simetriji impulsnog odziva, uz razmjerno maleno povecanje

slozenosti filtra.

U trecem poglavlju bit ée opisan postupak dobivanja kontinuiranih filtara sa simetri¢nim

impulsnim odzivom. Bit ¢e opisana svojstva dobivenih optimalnih filtara s nulama u beskonaé&nosti
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te konaénim nulama. Parametri prijenosnih funkcija, namijenjeni prakti¢noj sintezi ovih filtara, bit ¢e

dani u numeri¢kom obliku.

Cetvrto poglavlje opisuje digitalne filtre sa simetriénim impulsnim odzivom. Bit ¢ée
razmatrani filtri sa svim nulama u ishodistu, te filtri s kompleksnim i realnim nulama. Postupci
projektiranja digitalnih filtara sa simetri€nim impulsnim odzivom razlikuju se od postupaka pogodnih
za kontinuirane filtre. To je posljedica matematickih svojstava z domene. Da bi se olaksalo
projektiranje digitalnih filtara, bit ¢e dan skup parametara u grafi€kom obliku, te opis potrebnih
matematic¢kih postupaka. Opravdanost metode jednakog impulsnog odziva razmotrit ¢e se kroz
usporedbu s optimalnim filtrima, te ée, istovremeno, biti ukazano na posebnosti koje daje jedan i

drugi pristup.

Razvoj filtra opcéenito se sastoji od dvije faze; sinteze prijenosne funkcije, te njene
realizacije. Postoje¢a rjeSenja opisana u ovom radu, te predloZeni novi tipovi prijenosnih funkcija,
mogu se realizirati koriStenjem poznatih struktura i metoda opisanim u mnogobrojnoj literaturi, kao
na primjer [79], [77], [43] i dr. Zato ¢e ovdje paznja biti posvecena isklju¢ivo postupcima za sintezu
prijenosnih funkcija, od kojih se trazi da zadovoljavaju zahtjeve, te da budu fizi¢ki ostvarive, sto

vodi na kauzalne, stabilne sustave.
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Zahtjevi postavljeni na odzive filtara proizlaze iz njihove primjene u nekom sustavu. Kod
filtara Ciji je zadatak potiskivanje signala odredenog frekvencijskog podrucja vazno je posti¢i dobra
selektivna svojstva. Kod obrade signala u vremenskoj domeni, moraju biti saCuvani odredeni
parametri valnog oblika signala. Zahtjevi, izrazeni kroz odzive filtra, odreduju pristup sintezi
prijenosnih funkcija. Razlikujemo sintezu u frekvencijskoj i vremenskoj domeni. Kod oba pristupa
krecemo od zadane, naj¢es¢e idealizirane karakteristike. |dealiziranu karakteristiku aproksimiramo

funkcijom koja opisuje kauzalan, stabilan i realizibilan filtar.

Kad govorimo o sintezi u frekvencijskoj domeni, podrazumijevamo da su u toj domeni
zadana svojstva koja filtar mora zadovoljavati. To je slu¢aj kod filtara Chebyshevljeve familije, koji,
za sluéaj niskopropusnog filtra, u podrucju propustanja aproksimiraju konstantu, slika 2.1

1 |(D| < 03gB (2 1)

H(jo) = .
| | {O, |(0| > 03dB

Obzirom da je zahtjev (2.1) postavljeni isklju€ivo na amplitudu, tako dobiveni filtri pokazuju dobra
selektivna svojstva tj. dobro aproksimiraju konstantu u podru¢ju propustanja, te imaju veliku
strminu amplitude u prijelaznom podrucju. Filtri Chebyshevljeve familije obuhvacéaju Butterworthov,

Chebyshevljev, inverzan Chebyshevljev i Cauerov filtar [79].

Pored filtara Chebyshevljeve familije, postoje i druge aproksimacije zadane amplitude.
Neke od njih su upotrebljive u Sirokom podrugju, dok su druge napravljene za tono odredenu
primjenu. Obzirom da je tema ovog rada vezana za filtre optimalne u vremenskoj domeni,
razmatranja aproksimacije konstantne amplitude takoder e biti ograni¢ena na one aproksimacije

koje su optimalne po nekom kriteriju.
H(jo) A

1

>
(O]

—M3dB ®3dB

Slika 2.1 Idealizirana amplitudna karakteristika niskopropusnog filtra.

U sustavima u kojima treba sacuvati valni oblik impulsa, traze se filtri &iji odzivi u
vremenskoj domeni imaju malen podbacaj, prebacaj i istitravanje. Taj zahtjev zadovoljavaju filtri
Gaussove familije, koja je ime dobila po idealiziranom Gaussovom filtru [79], slika 2.2. Amplitudno

frekvencijska karakteristika idealiziranog Gaussovog filtra, normirana na wzgg=1, ima oblik [6], [79]

2
. In(2)( o
H - S Sl [ . 22
| Uw)' exp[ 2 (C‘)BdBj ] (22)
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Uz pretpostavljeno konstantno vrijeme grupnog kasnjenja

Nn

Tq = 2.3
g9 2(D3dB ( )
impulsni odziv Gaussovog filtra ima oblik
2
h(t) = 2308 g (0398t —Nm/2) | (2.4)
J2rin(2) 2In(2)

8to je opet Gaussova krivulja koja monotono raste do maksimuma u toc¢ki t=Nn/2ms45, @ zatim
monotono pada. Cijeli broj N, u gornje izraze ukljuéen je jer bi aproksimacija polinomom stupnja N,

dala najvedi fazni pomak Nn/2.

Filtri Gaussove familije imaju impulsni odziv koji aproksimira izraz (2.4). Zahtjevi su, dakle,
postavljeni na valni oblik impulsnog odziva pa govorimo o sintezi u vremenskoj domeni. Ipak,
postupak odredivanja prijenosne funkcije provodi se u frekvencijskoj domeni, bilo da se radi o
aproksimaciji Gaussove amplitude, kao u slu¢aju tzv. fitra s Gaussovom amplitudom ili
aproksimaciji konstantnog vremena grupnog kasnjenja, kao kod Besselovih filtara i filtara s

jednolikom valovito$¢u faze.

IH(jo)| 4 ht) A
1

1H2

> — >

> >

-1 1 UJ/UJSdB NTC/2 0)3dBt

Slika 2.2 Amplitudna karakteristika i impulsni odziv idealiziranog Gaussovog filtra.

lako filtri s Gaussovom amplitudom, Besselovi filtri i filtri s jednolikom valovito$¢u faze
imaju dobre vremenske odzive, treba naglasiti da indirektno dobiveni odzivi nisu optimalni u
vremenskoj domeni. Bolji rezultati mogu se o¢ekivati ako se parametri prijenosnih funkcija odrede
na osnovi aproksimacije Zeljenog valnog oblika ili nekog od njegovih parametara, dakle direktno u

vremenskoj domeni.

U daljnjem tekstu bit ¢e dan pregled svojstava filtara u frekvencijskoj i vremenskoj domeni.
Pored klasi¢nih aproksimacija bit ¢e spomenuti i dosad poznati rezultati na podruéju sinteze u
vremenskoj domeni, kompromisna rjeSenja kao na primjer prijelazni filtri, te empirijska rjeSenja
dobivena bez odredenih kriterija. Cilj je pokazati put koji je doveo do kriterija simetrije impulsnog

odziva kao osnove za novu klasu filtara, optimalnih u vremenskoj domeni.
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Uobi¢ajeno je kod sintezi visokopropusnih (VP) i pojasnopropusnih (PP) filtara te pojasnih
brana (PB) poc¢i od niskopropusnog (NP) prototipa, te prijenosnu funkciju dobiti odgovarajucim
transformacijama. Ti postupci pokriveni su mnogobrojnom literaturom, kao na primjer [6], [79], [77]

pa ¢e naredna razmatranja obuhvacati isklju€ivo niskopropusne (NP) filtre.

2.1 Aproksimacija konstantne amplitude

Klasi¢ne aproksimacije idealizirane amplitude (2.1) polaze od aproksimacije u to¢ki o=0 ili

aproksimacije u intervalu -1<w<1. U op¢em slucaju aproksimacija ima oblik [76]

NV 1
H(jo)|” = ———- (2.5)
1+ An(0“)
Slu¢aj kad je aproksimacijska funkcija Ay(®) polinom oblika
An(0?)=o®N (2.6)

daje klasu filtara s monotono padaju¢om amplitudnom karakteristikom, poznatu kao Butterworthovi
filtri [9]. Funkcija |H(jo))|2 ima u tocki =0 prvih 2N-1 derivacija jednakih nuli. Od svih "all-pole"
prijenosnih funkcija zadanog reda, koje monotono aproksimiraju konstantu, Butterworthovi filtri
predstavljaju najglatkiju moguéu aproksimaciju u to¢ki ®=0. U tom smislu Butterworthovi filtri su
optimalni, a njihovu amplitudnu karakteristiku nazivamo i maksimalno glatka amplitudna
karakteristika [41]. Zbog tog svojstva i svoje jednostavnosti, Butterworthovi filtri su vrlo popularni u
praksi.

Drugi tip vrlo Cesto koristenih filtra temeljen je na aproksimaciji konstantne amplitude
funkcijom jednolike valovitosti [54]. Aproksimacijska funkcija ima oblik

An(0?) =T (0) (2.7)
gdje je Ty(o) Chebyshevljev polinom N-tog stupnja

_Jcos(Narccos ) |of<1

Tn(o)= {ch (NArcho)  [o|>1" (2.8)

Owvi filtri nazivaju se Chebyshevljevi filtri. U podrucju propustanja, amplitudna karakteristika
ima jednoliku valovitost. Postoji N togaka u kojima je prva derivacija funkcije [H(jo)l ? jednaka 0. U
podrucju gusenja, guSenje je vece nego kod Butterworthovog filtra istog reda. Od svih "all-pole”
filtara zadanog reda i zadanog odstupanja u podrucju propustanja, Chebyshevljevi filtri imaju
najvecu strminu amplitude u prijelaznom podrudju.

U beskonacnosti Chebyshevljevi filtri imaju maksimalno glatku amplitudu, dok u podrucju
propustanja amplituda ima jednoliku valovitost. Takozvani filtri s inverznom Chebyshevljevom
karakteristikom imaju jednoliku valovitost u podrucju gusenja, a amplituda im je maksimalno glatka
u podrucju propustanja. Amplitudna karakteristika ima oblik [76]
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1 e? T3 (Vo)

.2
H =1- = .
o) 1+e2T2(Yo)  1+e2T2(Yo)

(2.9)

Najstrmije prijelazno podrugje, od svih filtara zadanog reda, uz zadanu valovitost u

podru¢ju propustanja i podru¢ju gusenja, imaju filtri kod kojih je aproksimacijska funkcija
An(0?) = e?RE(0) . (2.10)

Rn(o) je Chebyshevljeva racionalna funkcija koji su uveli Cauer [11] i Norton [47]. Ovi filtri u
literaturi su poznati pod imenom Cauerovi filtri. Zbog upotrebe elipti¢kih funkcija u njihovoj sintezi,
nazivaju se i elipticki filtri.

Za aplikacije kod kojih nije dopustena valovitost u podru&ju propustanja, moze se
upotrijebiti Butterworthov filtar. Kad se pored monotone amplitude trazi i velika strmina u

prijelaznom podrucju, optimalni su Legendreovi filtri. Aproksimacijska funkcija ima oblik
An(0?) =Ly(0?) (2.11)

gdje su Ly(o) Legendreovi polinomi. Ovu aproksimaciju je predlozio Papoulis, [49], [48], pa se ovi
filtri nazivaju i Papoulisovi filtri. lako Legendreovi filtri zadanog reda imaju najvecu strminu
prijelaznog podru¢ja uz monotono padajuéu amplitudu, zbog velikih, nejednolikih odstupanja od

konstante u podruc¢ju propustanija, rijetko se koriste u praksi.

Amplitudne karakteristike spomenutih filtara, 6. reda, normiranih na wsgg=1, prikazane su
slikom 2.3. Svojstvena im je dobra aproksimacija konstantne amplitude u podruc¢ju propustanja te
velika strmina amplitude u prijelaznom podru¢ju. Nazalost, nemaju dobra svojstva u vremenskoj
domeni. Slika 2.4 prikazuje odzive filtara na jedini¢nu stepenicu. Vidljiv je prebacaj u odzivu koji u
ovom slu¢aju iznosi 14,3 % za Butterworthov, 15.2 % za Legendreov, te 16.3 % za inverzni
Chebyshevljev filtar s valovito$éu u podrucju gusenja 60 dB. Predstavnici valovite aproksimacije u
podru¢ju propustanja imaju jo$ vece prebacaje. Za Chebyshevljev filtar valovitosti 0.1 dB on iznosi
18.0 %, a za Cauerov filtar valovitosti 0.1 dB u podruéju propustanja i 60 dB u podru¢ju gusenja
prebacaj je 19.7 %. S porastom reda, kod ovih filtara raste iznos prebacaja i vrijeme potrebno da
se postigne priblizno stacionarno stanje. Najmanje vrijeme porasta, mjereno od 10 % do 90 %

stacionarnog stanja, ima Butterworthov filtar, 2.68 s, a najveée Cauerov filtar, 3.31 s.

Sli¢na razmatranja mozemo provesti i za impulsne odzive, prikazane slikom 2.5. Odzivi su
izrazito asimetriéni i oscilatorni, s velikim podbac¢ajima koji rastu s redom filtra. Oscilatorno
ponasanje posebno je izrazeno kod Cauerovog i Chebysheviljevog filtra, a podbacaj iznosi ¢ak
44 3 % odnosno 37.5 %, relativno prema maksimumu impulsnog odziva. Nesto manji podbadaiji
dobivaju se inverznim Chebyshevljevim i Legendreovim filtrom, 33.6 % 34.4 %, dok Butterworthov

filtar ima najmanji podbacaj, koji iznosi 27.2 %.

Sa stajalista vremenske domene, najbolja svojstva (najmanji prebacaj i podbacaj, najkrace

istitravanje i najkrace vrijeme porasta) ima Butterworthov filtar.
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¢je propustanja, dB
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Slika 2.3 Amplitudno frekvencijske karakteristike filtara 6.
aproksimiraju konstantnu amplitudu, normiranih na wzqg=1.
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Slika 2.4 Odzivi na jedini¢nu stepenicu filtara 6. reda, koji optimalno aproksimiraju

konstantnu amplitudu, normiranih na wsgg=1.
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Slika 2.5 Impulsni odzivi filtara 6. reda, koji optimalno aproksimiraju konstantnu
amplitudu, normiranih na wsqe=1.

Postoje dva uzroka koji objadnjavaju prebadaj i oscilacije u vremenskim odzivima. Prvi
uzrok oscilatornog ponasanja posljedica je velike strmine amplitude u prijelaznom podrugju filtra.
Idealizirani Gaussov filtar (2.2), s linearnom fazom, ima Gaussov impulsni odziv (2.4). Razmatrajuci
utjecaj amplitudnih izobli€¢enja na svojstva vremenskih odziva, Humpherys [33] je pokazao da

povecanje strmine amplitude idealiziranog Gaussovog filtra, kao na primjer

2 2
i ome)( e @) o
|H(Jw)|{1+—2 [_ﬂ)SdBJ ]exp[ — (—@3dBJ ] , (2.12)

uzrokuje pojavu prebacgaja u vremenskim odzivima.

Povecanje strmine, kao graniéni slu¢aj daje skokovitu amplitudu oblika (2.1). Uz linearnu

fazu, impulsni odziv takvog filtra ima oblik [33]

h(t) _ O34B sin(m3dBt—Nn/2)

T 0)3dBt—NTE/2 ’ (213)

s podbacajem 21.7%. Odziv na jediniCnu stepenicu ima oblik "Sinus integrala" s prebacajem i
podbacajem 8.98 %.

Drugi uzrok prebacaja kod vremenskih odziva uzrokovan je faznim izobli¢enjima. Filtar s

konstantnom amplitudom (2.1) nece unositi fazna izobli¢enja ako je faza linearna

Ne_o

A(o) = =Ko , (2.14)
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tj. ako je grupno kasnjenje konstantno

_ Nz
20348

T(w) =k, . (2.15)
Humpherys [31], [33] je pokazao da fazna izobli¢enja uzrokuju asimetriju impulsnog odziva. Velika
odstupanje grupnog kasnjenja od konstante uzrokovat ¢e veliko i dugotrajno istitravanje, [33].
llustracija takvog razmatranja prikazana je slikom 2.6. Vidljivo je da vece nadviSenje u grupnom

kasnjenju imaju upravo filtri s nagladenim istitravanjem u impulsnom odzivu, slika 2.5.
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Slika 2.6 Grupno kasnjenje filtara 6. reda, koji optimalno aproksimiraju konstantnu
amplitudu, normiranih na wsqe=1.

2.2 Linearizacija faze

Fazna izoblicenja bit ¢e manja ako filtru u kaskadu dodamo sklop za linearizaciju faze, ili,
drugim imenom, ujednacavanje vremena grupnog kasnjenja. Uobi¢ajeno je za linearizaciju faze
uzeti mrezu C&ija je prijenosna funkcija svepropusna, tj. pojacanje je jednako 1, za sve frekvencije.

Takva funkcija ima oblik

_P(-s) _ Pp(s)_Pn (s)
© P(s)  Py(s)+Py(s)

Ha(s) : (2.16)
gdje je Py(s) polinom koji sadrzi samo parne potencije, dok je Pn(s) polinom koji sadrzi samo
neparne potencije varijable s. Kao $to je poznato, u stabilnom sustavu polovi prijenosne funkcije
leZe u lijevoj poluravnini kompleksne ravnine. Nule funkcije Hy(s) u tom sluéaju se nalaze u desnoj

poluravnini, simetri€no polovima obzirom na jo 0s.
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Prijenosna funkcija (2.16) ne moze se odrediti analitickim postupkom osim u nekim
jednostavnim slu¢ajevima. U praksi se koriste grafi¢ki [77] ili numericki postupci. Postupak moze
krenuti od zahtjeva da grupno kasnjenje cijelog sustava bude maksimalno glatko. Takva
aproksimacija je dobra na niskim frekvencijama, ali razmjerno lo$a na rubu podrucja propustanja.
Bolje ponasanje na rubu podrugja propustanja daje aproksimacija jednolike valovitosti. Primjer
takvog algoritma temeljenog na numeri¢kom postupku dao je Crane [13]. Humpherys [32] je opisao
postupak aproksimacije polinoma pomocu racionalne funkcije, koji se takoder moze upotrijebiti za
sintezu odgovaraju¢eg svepropusnog sustava. U slu¢aju monotono padajuce amplitude, kao kod
Butterworthovog filtra, jednolika valovitost nije pozeljna obzirom da je gusenje filtra raste s
frekvencijom. Sli¢na je situacija kod filtara s amplitudom jednolike valovitosti, ako amplituda spektra
signala pada s frekvencijom. Razmatrajuci fazne korektore za takve slu¢ajeve, Crane i Klopfenstein
[14] te kasnije EI-Masry i Josephs [20] uveli su u postupak sinteze tezinsku funkciju, koja uzrokuje
vecéu valovitost grupnog kasnjenja na frekvencijama s manjom amplitudom signala. lako su ti autori
razmatrali prvenstveno televizijske sustave, ideja konstantnog grupnog kasnjenja nejednolike
valovitosti primjenjiva je i u drugim aplikacijama.

Popularna metoda odredivanje prijenosne funkcije podsustava za ujedna¢avanje grupnog
kasnjenja temelji se na minimizaciji srednje kvadratne pogreske [6]

02
e= |[ro —t¢(0)~ta(0)fdo . (2.17)

O1
gdje je 1.(®) grupno kasnjenje koje pripada svepropusnom podsustavu, t{o) polaznom filtru, dok je
1o Zeljeno kasnjenje cijelog sustava. lzrazeno pomocu faze filtra, ®, i svepropusnog podsustava,

®,, ONO iznosi

0= L 1Br(01)-01(02) + O3 (0) - O3 (02)] 218

Prakti¢an nedostatak linearizacije faze oc&ituje se u podizanju ukupnog reda sustava sto
realizaciju €ini sloZenijom i samim tim manje ekonomi¢nom. Ugrubo, potreban red podsustava za

linearizaciju faze moze se procijeniti kao [77]

Na =2AgA, +1, (2.19)

gdje je Ag pojas u Hertzima unutar kojeg se radi linearizacija, a A, odstupanje grupnog kasnjenja

unutar pojasa Ag, U sekundama.

Slika 2.7 prikazuje impulsni odziv Butterworthovog filtra 6. reda i odziv filtra s
Butterworthovom amplitudom i idealnom linearnom fazom. Takav filtar je nekauzalan, ali njegov
odziv ukazuje na neke vazne cinjenice. lako linearizacija faze opéenito poboljSava svojstva

vremenski odziva, ostaje znac¢ajan utjecaj strmine amplitude u prijelaznom podrucju filtra.

Bolja svojstva u vremenskoj domeni mogu se ocekivati kod filtara Gaussove familije.

Aproksimacija linearne faze, bez ograni¢enja postavljenih na amplitudu dat ¢e dobru aproksimaciju
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faze i blago padajuéu amplitudu u prijelaznom podrucju pa se mogu ocekivati i vremenski odzivi
bez ili sa malim prebac¢ajima, podbac¢ajima i oscilacijama. S druge strane, aproksimacija Gaussove

amplitude dat ée ujedno i aproksimaciju Gaussovog impulsnog odziva.

0.4

Butterworth s
linearnom fazom \J \ /\/ Butterworth |

I
i
inm

h(t)

-0.1 \/

-30 -20 -10 0 10 20 30
t s

Slika 2.7 Impulsni odziv Butterworthovog filtra 6. reda sa stvarnom i idealiziranom
faznom karakteristikom.

2.3 Gaussova familija filtara

Sustav s konstantnim grupnim kasnjenjem, t(o)=ty, i amplitudom jednakom 1 za sve

frekvencije, ima prijenosnu funkciju oblika
H(s)=e St (2.20)

U praksi ovu funkciju mozemo aproksimirati raznim postupcima.

Maksimalno glatku aproksimaciju grupnog kasnjenja predloZio je Thomson [65]. Storch [58]
je razvio jednostavan postupak odredivanja prijenosne funkcije temeljen na odsijecanju
frakcionalnog razvoja funkcije ch(s). MoZe se pokazati da tako dobivena prijenosna funkcija ima
oblik

_ Ko
H@)—BNS), (2.21)

gdje je Bn(s) Besselov polinom N-tog stupnja. Ovi filtri poznati su pod nazivom Thomsonovi kao i

Besselovi filtri.

Besselovi filtri preferiraju to¢ku »=0 gdje je odstupanje grupnog kasnjenja od konstante

jednako 0, dok s porastom frekvencije odstupanje raste. Chebyshevljeva aproksimacija grupnog

11
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kasnjenja [1], [66], sli€no kao i kod aproksimacije konstantne amplitude, daje jednoliko valovitu

aproksimaciju na odredenom intervalu. Polovi ovih filtara dobiveni su numeri¢kim postupcima [66].

Gaussova amplituda oblika (2.2) moze se aproksimirati Taylorovim redom

.2 1 1
H(jo)” =—5 = _
4 2N
e 1 o249 ., 07 (2.22)
2! N!

Odsijecanje nakon 2N-te potencije daje amplitudnu karakteristiku filtra N-tog reda [18]. Ovako

dobiveni filtri nazivaju se filtri s Gaussovom amplitudom.

Filtri Gaussove familije dobro aproksimiraju konstantno grupno kasnjenje, slika 2.8.
Izuzetak je filtar s Gaussovom amplitudom, §to je posljedica zahtjeva postavljenih isklju¢ivo na
amplitudnu karakteristiku. Jednolika valovitost postavlja manje zahtjeve na grupno kasnjenje u
blizini ®=0, pa je frekvencijsko podrucje u kojem kasnjenje aproksimira konstantu vece kod filtra s
jednolikom valovito$éu nego kod Besselovog filtra. Vecéa valovitost ujedno daje i Sire podrucje

aproksimacije, kao §to pokazuje primjer dan slikom 2.8.

3.5 ‘ ‘ ‘

J jednoliko valovita faza 0.5° \
\ \ \
[

3.0
[ jednoliko valovita faza 0.05° |
- I—‘—\
25 Bessel

\\\ e

)<< Gaussova amplituda |
2.0 Q
) AN
1.0

0.5

grupno kasnjenje, s

A/

0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3
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Slika 2.8 Grupno kasnjenje filtara 6. reda Gaussove familije, normiranih na ozgs=1.

Zahtjevi postavljeni na grupno kasnjenje, bez istovremenih zahtjeva na amplitudu, dat ce
blago padajuéu amplitudu u prijelaznom podrugju filtra, slika 2.9. Jo§ manju strminu dat ¢ée
aproksimacija Gaussove amplitude. Gusenje filtara Gaussove familije na frekvenciji 100345 je
nekoliko desetaka decibela manje od gusenja "all-pole" filtara Chebyshevljeve familije,
odgovarajuceg reda. Filtri Gaussove familije u podruéju propustanja i dijelu prijelaznog podrucja

aproksimiraju Gaussovu krivulju, danu izrazom (2.2).
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Slika 2.9 Amplitudno frekvencijske karakteristike filtara 6. reda Gaussove familije,
normiranih na wsqe=1.

PribliZno konstantno grupno kasnjenje u podru&ju propustanja i dijelu prijelaznog podrugja
te mala strmina amplitude u prijelaznom podrucju ovih filtara imaju kao posljedicu dobra svojstva u
vremenskoj domeni. Prebacaj kod odziva na stepenicu filtara 6. reda iznose 0.00 % za filtar s
Gaussovom amplitudom, odnosno 0.64 % za Besselov filtar, slika 2.10. Filtri s jednolikom
valovitos¢u faze 0.05° i 0.5° imaju prebacaje 0.42 % i 1.05 %. Slabije potiskivanje visih frekvencija
nego kod filtara koji aproksimiraju konstantnu amplitudu uzrokuje brzi porast odziva na stepenicu.
Brzina porasta kod filtara 6. reda iznosi 2.15 s kod filtra s Gaussovom amplitudom, 2.20 s kod

Besselovog filtra, te 2.18 s i 2.15 s kod filtara s jednolikom valovito$¢u faze 0.05°i 0.5°.

Impulsni odziv aproksimira Gaussovu krivulju, kao $to prikazuje slika 2.11. Podbacaji i
istitravanja su znatno manji nego kod filtara Chebyshevljeve familije. Podbacaj filtara 6. reda
najmanji je kod filtra s Gaussovom amplitudom, 0.00 %, a najveéi kod Besselovog filtra, 1.96%.
Filtar s jednolikom valovito$¢u faze 0.05° ima podbacaj 1.79 % dok filtar valovitosti 0.5° ima
podbacaj od samo 1.36 %. Ova Cinjenica ukazuje na problem izbora odgovarajuée valovitosti ako
treba zadovoljiti zahtjeve u vremenskoj domeni.

Iz slike 2.10 vidi se da filtri Gaussove familije nemaju izrazenu simetriju impulsnog odziva

karakteristi¢nu za sustave s linearnom fazom.
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Slika 2.10 Odzivi na jedini¢nu stepenicu filtara 6. reda Gaussove familije, normiranih

na w3dB=1 .
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Slika 2.11 Impulsni odzivi filtara 6. reda Gaussove familije, normiranih na wsgg=1.

14
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Radi potpunosti, potrebno je reci da postoje i druge aproksimacije konstantnog grupnog
kasnjenja, dobivene slicnim postupcima kao Besselov filtar. Mnogi od njih samo modificiraju ili

generaliziraju poznatu Storchovu metodu.

Storchova metoda odredivanja prijenosne funkcije Besselovog filtra temeljena je na
odsijecanju frakcionalnog razvoja funkcije ch(s) [58]

(2.23)

D. E. Johnson, J. R. Johnson i Eskandar [36] predlozili su modifikaciju Storchovog postupka
dodajuci parametar o u izraz (2.23)
o +1 1
h =
ohls) == Tars,

s a+5
+
s

(2.24)

Izborom vrijednosti parametra o mogu se dobiti prijenosne funkcije koje aproksimiraju konstanto

grupno kasnjenje s nadvidenjem.

J. R. Johnson, D. E. Johnson, Boudra i Stoks [37] predlozili su klasu filtara ¢ija je
prijenosna funkcija dana izrazom
Ko

H(s) = ,
(s) B (9 (2.25)

gdje je Bﬁ (s) generalizirani Besselov polinom. Parametar o odreduje svojstva filtara, a sluéaj a=0,
daje maksimalno glatku aproksimaciju grupnog kasnjenja.

Cuong i Neirynck [15] aproksimiraju eksponencijalnu funkciju pomoéu sume Besselovih
polinoma

> 1
es :éBk_1((:jSk(1_%j R (2.26)

Prvih N+1 ¢lanova daje polinom N-tog stupnja, Cn(s), koji odreduje prijenosnu funkciju filtra N-tog
reda

Ko

H(s) = NOR

(2.27)

I u ovom slu¢aju o predstavlja parametar koji odreduje svojstva filtra.

Valand [69] opisuje valovitu aproksimaciju konstantnog grupnog kasnjenja dobivenu

odsijecanjem faktoriziranog oblika McLaurinovog razvoja funkcija sh(s) i ch(s)
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B Ko N Ko
~ sh(s)+ch(s)

H(s) ~ _
as(s? +n?)(s? +4n2).-. +(s? +%n2)(32 +%n )ee- (2.28)

Parametar o odreduje iznos valovitosti grupnog kasnjenja, koje u ovom slu€aju nije jednoliko.

Izbor parametra o u ovim filtrima ovisi o zahtjevima konkretne aplikacije. Svojstva ovih
filtara u frekvencijskoj i vremenskoj domeni interesantna su s matematickog aspekta, ali niti jedan
od njih ne zadovoljava jednoznano neki odreden zahtjev kao $to je to slu€aj kod Besselovog
(Thomsonovog) filtra i filtra s jednolikom valovitod¢u faze. To je ujedno i jedan od razloga njihove
rijetke upotrebe.

2.4 Poboljsavanje amplitude

Postupak linearizacije faze pomocu svepropusnih mreza, opisan u poglavlju 2.2, nije
utiecao na amplitudu. Na sli€an nain moZe se promijeniti amplitudna karakteristika, a da se
istovremeno ne promijeni linearnost faze. Taj postupak ponekad se primjenjuje na filtre Gaussove

familije da bi se povecala strmina amplitude u prijelaznom podrugju.

Korekcija amplitude provodi se mnozenjem polazne prijenosne funkcije Hy(s) polinomom

Ps(s). Tako se dobiva nova prijenosna funkcija

H(s) = Hy () Py (s) = %H(S) (2.29)

gdje je stupanj polinoma P(s)P«{s) maniji ili jednak stupnju polinoma Q(s). Ako polinom Pg(s) sadrzi
kompleksne parove nula u lijevoj poluravnini, i njima zrcalne nule u desnoj ravnini, kao $to
prikazuje slika 2.12a, ukupna promjena faze uzrokovana polinomom P¢(s) bit ¢e jednaka 0 za bilo
koju frekvenciju. Simetricno postavljen par realnih nula, slika 2.12b, mijenja fazu za n/2 na svim
frekvencijama. Par imaginarnih nula na frekvenciji o;, prikazan slikom 2.12¢, ne mijenja fazu

signala na frekvencijama u podrugju lol < lo] , ali mijenja fazu za n/2 u podrugju lol > lo] .

jo A jo A jo I
(0] (0] i
> e} o—» >
G G G
(0] (0] O -0

(@) (b) (©

Slika 2.12 Polozaj nula polinoma za korekciju amplitude, koji istovremeno ne utje¢e
na fazu.

Ovakav postupak opisali su Kuo i Karnaugh [40]. Njihov algoritam temelji se na minimizaciji

srednje kvadratne pogreske pri Eemu se odstupanje od traZzene karakteristike raCuna u kona¢nom
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broju to€aka. Nekoliko godina kasnije Unbehauen [68] je opisao postupak odredivanja prijenosnih
funkcija s Chebyshevljevom karakteristikom u podru¢ju gudenja, temeljen na opisanom
poboljSavanju amplitude. Kao polazni filtar uzima se filtar sa svim nulama u beskonacnosti, a
Chebyshevljeva karakteristika u podru€ju gusenja dobivena je dodavanjem parova imaginarnih
nula. Yoshida [78] je sli¢an postupak primijenio na Besselove filtre. Za razliku od Unbehauena,

Yoshida je radio s prijenosnim funkcijama, koje osim imaginarnih sadrze i kompleksne nule.

Za razliku od linearizacije faze, opisani postupak poboljSavanja amplitude ne podize red
sustava, te je sa tog aspekta uginkovit. Svojstva u vremenskoj domeni rezultat su fazne
karakteristike polaznog filtra i postignute strmine amplitude u prijelaznom podrucju. Prebacaji i

podbacaji vremenskih odziva bit ¢e u pravilu veéi nego kod polaznog filtra.

2.5 Prijelazni filtri

Filtri Gaussove familije imaju priblizno konstantno vrijeme grupnog kasnjenja u odredenom
frekvencijskom podrugju. Odzivi u vremenskoj domeni pokazuju dobra svojstva. Nazalost, strmina
amplitude u prijelaznom podruc¢ju je mala, $to je u nekim aplikacijama moze biti nedostatak. Filtri
koji aproksimiraju konstantnu amplitudu imaju velika nadviSenja u vremenu grupnog kasnjenja koja
uzrokuju oscilatorne vremenske odzive s velikim prebacajima i podbacajima, Sto je ponekad
nedopustivo. Ponekad je poZeljan kompromis izmedu konstantnog grupnog kasnjenja i strme
amplitude. Kompromis se postize prijelaznim filtrima ili sintezom prijenosnih funkcija uz

istovremeno postavljene zahtjeve na amplitudu i grupno kasnjenje.

Prijelazni filtri ujedinjuju svojstva dviju filtarskih klasa, jedne koja aproksimira amplitudu i
druge koja aproksimira grupno kasnjenje. Najpoznatiji prijelazni filtri su takozvani Butterworth-
Thomson prijelazni filtri i Gauss-Chebyshev prijelazni filtri. Prijenosna funkcija Butterworth-
Thomson prijelaznih filtara dobiva se interpolacijom polova Butterworthovog i Thomsonovog filtra
normiranih na ozge=1, a postupak su predlozili Pelless i Murakami, [50]. Polovi prijelaznog filtra,
Pwt, Nalaze se na putu koji povezuje odgovarajuce polove polaznih filtara. Polovi su odredeni

izrazom

Pt = rellvo @0 on] (2.30)

Indeksi b i t oznacavaju polove Butterworthovog i Thomsonovog filtra dane izrazima

P = rbej% —el (2.31)
py =reel?t . (2.32)

Parametar o odreduje svojstva filtra. Njegova vrijednost nalazi se izmedu 0 i 1, pri ¢emu za o=0
filtar postaje Butterworthov, dok a=1 odgovara Thomsonovoj karakteristici. Vrijednosti izmedu 0 i 1
daju filtre Cija su svojstva negdje izmedu svojstava polaznih filtara. Detaljan prikaz frekvencijskih i

vremenskih odziva ovih filtara moze se naci npr. u [50] i [30].
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Interpolacijska metoda dana izrazima (2.30), (2.31) i (2.32) moZe se primijeniti i na druge
filtarske aproksimacije. Primjer su prijelazni Legendre-Thomsonovi filtri [2]. Johnson i drugi [38]

primijenili su ovu interpolacijsku metodu na prijelazne filtre s racionalnim prijenosnim funkcijama.

Drugu popularnu klasu prijelaznih filtara, Gauss-Chebyshevljeve prijelazne filtre, predloZio
je Humpherys [33]. Ti filtri, na intervalu 0<o<1, jednolikom valovito§¢u aproksimiraju Gaussovu

krivulju. Izrazeno u dB, guSenje ima oblik

G(o,e,0) =[10 o log(2) +&]0? —¢, dB (2.33)
za parni red, odnosno

G(o,6,0) =[10 a log(2) - &] 02 + ¢, dB (2.34)

za neparni red filtra. Parametar o odreduje do kojeg iznosa gusenja u decibelima ¢e se
aproksimirati Gaussova krivulja, dok ¢ odreduje valovitost. Na primjer, za a=4 Gaussova krivulja
aproksimirana je u podru¢ju od 0 dB do 12 dB. Ovakva aproksimacija daje priblizno konstantno
grupno kasnjenje na frekvencijama blizu ishodista, i strmo padajuc¢u amplitudu u prijelaznom
podrucju. Strmina amplitude je poslijedica valovitosti, kao $to je to bio slu¢aj kod Chebyshevljeve
aproksimacije konstantne amplitude. Svojstva ovih filtara, s Gaussovom aproksimacijom do 6 dB i
do 12 dB dana su u [79].

Interpolacija polova dviju filtarskih klasa ne predstavlja optimalnu aproksimaciju trazene
karakteristike, ve¢ se oslanja na cinjenicu da ¢ée neki filtar s prijelaznom karakteristikom
zadovoljavati zahtjeve odredene aplikacije. Drugadiji pristup predstavlja aproksimacija kod koje je
odreden broj stupnjeva slobode, tj. nezavisnih parametara prijenosne funkcije, iskoristen za
zadovoljavanje zahtjeva postavljenih na amplitudu, dok su ostali iskoristeni za fazu. Takav pristup
vodi ka kompromisu izmedu amplitude i faze, pa se pojavljuje problem koliku tezinu dati amplitudi,
a koliku fazi. Pomak u rjeSavanju tog problema za funkcije s minimalnom fazom dali su Carlin i Wu
[10]. Oni su, za zadanu amplitudu izvan podruc¢ja propustanja i zadanu fazu unutar podrugja
propustanja, pomocu Hilbertovih transformacija odredili oblik amplitudne karakteristike. Dobivena

karakteristika mozZe se aproksimirati na vise nacina, od kojih su neki predlozeni u [10] i [52].

Kompromisnu karakteristiku moguce je odrediti i numerickim postupkom. Autor ovog rada, i
suradnici [75] opisali su jedan takav filtar. Postupak odredivanja prijenosne funkcije temelji se na
minimizaciji funkcije cilja koja opisuje odstupanje filtra od traZzenih zahtjeva. Funkcija cilja sadrzi

odstupanje od zadane amplitude i odstupanja od zadanog grupnog kasnjenja.

Prijelazni filtri dobiveni interpolacijom ne predstavljaju optimum niti po jednom kriteriju.
Promjenom parametra koji odreduje svojstva filtra (u gornjim slu¢ajevima je to parametar o), trazi
se filtar Cija svojstva istovremeno zadovoljavaju zahtjeve dane u frekvencijskoj i/ili vremenskoj
domeni. Prijelazni filtri dobiveni analitickim postupcima ili numerickom optimizacijom obi¢no su
dobiveni prema nekom kriteriju. NaZalost problem zadavanja takvog kriterija viseznacan je kao i
problem odabira interpolacijom dobivenog prijelaznog filtra. Zato se takvi filtri obi¢no koriste samo u

specifi€nim primjenama, kao na primjer [75].
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2.6 Filtri dobiveni na osnovi iskustva

Izbor odredenog prijelaznog filtra radi se na osnovi uvida u svojstva pojedinih filtara iz
klase. U tom slu€aju paznja se rijetko posvecuje kriteriju prema kojem je filtar izracunat. Takav
pristup motivirao je mnoge autore da pokudaju napraviti filtre, na osnovi pretpostavljenih
parametara prijenosnih funkcija. Ako naknadna provjera filtra pokaZe dobra svojstva, filtar je
pogodan za upotrebu u praksi. Vec¢ina autora takvih filtara polazi se poznatog rasporeda polova
klasi¢nih filtarskih aproksimacija. Na primjer, polovi Butterworthovog filtra su jednoliko razmaknuti
po kutu, polovi Besselovog filtra pokazuju tendenciju ka jednolikom razmaku po vertikali, polovi

filtara s linearnom fazom leZe izvan jedini¢ne kruznice na krivulji koja je izduzena po ordinati, itd.

Najjednostavniji filtar ovog tipa dobiva se kad polove postavimo na vertikalan pravac s
apscisom -o,. Pritom su polovi po vertikali jednoliko razmaknuti za iznos Ae. Ovako dobivene
prijenosne funkcije aproksimiraju konstantno grupno kasnjenje s priblizno jednolikom valovito$éu.
Manji o, uz dani Ao dat ¢e vecu valovitost grupnog kasnjenja. Ova klasa filtara ne daje

zadovoljavajuce rezultate za mali broj polova [59].

Prakti¢no upotrebljive aproksimacije predlozili su Scanlan [55], [56] i Kuh [39]. Scanlan je
na elipsu postavio polove jednoliko razmaknute po ordinati. Kuh je takoder koristio elipsu, ali je
polove razmaknuo jednoliko po kutu. U oba slu€aja parametar koji odreduje svojstva filtra iz klase
dan je omjerom poluosi elipse, a=b/a. Autori su na osnovi iskustva predlozili vrijednost parametra
o, takvu da filtar valovito aproksimira konstantno grupno kasnjenje, s manjom valovito$¢u na nizim

frekvencijama.

Mnogi autori istrazivali su prijenosne funkcije dobivene "ad hoc" postavljanjem polova na
druge krivulje. Tako je na primjer Mullick [45] postavio na parabolu polove jednoliko razmaknute po
kutu. Rakovich i Rabrenovich [53], te Lazovi¢ [42] opisali su filtre ¢iji su polovi leze na paraboli, a
jednoliko su razmaknuti po ordinati. Ghausi i Adamowicz [24] predloZili su filtre &iji polovi leZze na

lan€anici, a jednoliko su razmaknuti po kutu.

Parametre ovih, iskustveno dobivenih filtara, kao i uvid u neka njihova svojstva moze se

naci u literaturi [59].

2.7 Aproksimacije u vremenskoj domeni

Kad govorimo o aproksimaciji u vremenskoj domeni, podrazumijevamo da su zahtjevi
zadani u toj domeni. Ipak, u mnogim slu€ajevima, s ciliem da se pojednostavni postupak, sinteza
se djelomi¢no ili potpuno provodi u frekvencijskoj domeni. Tada je potrebno prepoznati koje
svojstvo u frekvencijskoj domeni odgovara zahtjevu postavljenom u vremenskoj domeni. Nazalost,
najbolja aproksimacija nekog svojstva u jednoj domeni ne daje nuzno i najbolju aproksimaciju
odgovarajuceg svojstva u drugoj domeni. To znali da ovaj pristup opcenito ne daje optimalna

svojstva obzirom na postavljen zahtjev.
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Sinteza izravno u vremenskoj domeni provodi se u dva slu¢aja; ili kad ne postoji svojstvo u
frekvencijskoj domeni koje bi odgovaralo postavljenom zahtjevu u vremenskoj domeni, ili kad se
svojstvo u vremenskoj domeni Zeli aproksimirati u optimalnom smislu. Generalno, sinteza u
vremenskoj domeni je sloZenija i vrlo €esto trazi numeri¢ka izraunavanja u pojedinim dijelovima

postupka. U daljnjem tekstu bit ¢e navedeni karakteristi¢ni primjeri sinteze u vremenskoj domeni.

2.7.1 Filtri dobiveni sintezom u vremenskoj domeni

Tipi€¢an primjer filtra zadanog u vremenskoj, a dobivenog u frekvencijskoj domeni je filtar
koji aproksimira Gaussovu amplitudu [18]. Polazeéi od zahtjeva za monotonim vremenskim
odzivima, dolazimo do impulsnog odziva Gaussovog oblika. Pokazuje se da u tom slu¢aju i
amplituda filtra ima oblik Gaussove krivulje. Aproksimiraju¢i amplitudu, mi istovremeno

aproksimiramo i vremenski odziv.

Slican pristup koristili su i neki autori koji su rieSavali problem filtra s monotonim odzivom
na stepenicu. Temes [62] je pokazao da najbrzi monoton odziv na stepenicu ima takozvani
"prolate” filtar, nazvan tako po funkciji pomocu koje je izvedena njegova prijenosna funkcija. Kao ni
idealizirani Gaussov filtar, niti "prolate” filtar nije realizibilan, obzirom da mu je amplitudna
karakteristika frekvencijski ograni¢ena. U praksi je potrebna aproksimacija amplitude, $to je opet
postupak u frekvencijskoj domeni.

Halpern [26] je opisao klasu filtara s pribliZno monotonim odzivom na stepenicu, dobivenih
aproksimacijom impulsnog odziva oblika

ND:{K@mmWﬂ Ost<t 2.35)

0 , t>1

Laplaceov transformat gornjeg izraza sadrzi funkciju ch(s/2) za parni m, odnosno th(s/2) za neparni
m. Halpern je te funkcije aproksimirao na nacin [27] koji se razlikuje od nacina koji daje Besselove
filtre.

Babi¢ [3], [4] je opisao filtre s monotonim odzivom na stepenicu i najkrac¢im vremenom
porasta, gdje je mjeru brzine porasta dobio pomocu prvog i drugog momenta impulsnog odziva.
Obzirom da se momenti lako mogu izraziti pomocu parametara prijenosne funkcije, moze se
provesti optimizacija vremena porasta i tako naci parametri prijenosne funkcije ¢&iji odziv na

stepenicu ima najkrace vrijeme porasta.

Jess i Schussler [34], [35] razmatrali su filtre s najmanjim produktom "vrijeme -
frekvencijski pojas". Njihov pristup je kombinacija sinteze u vremenskoj i frekvencijskoj domeni.

Podrucje propustanja (frekvencijski pojas) definirano je kao
H(jo)| < a¢H(0)| . 0>o, (2.36)

gdje gr odreduje gusenje na frekvenciji ms, kao §to prikazuje slika 2.13a. Sirina impulsnog odziva

definirana je kao
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ty =t —ty (2.37)
gdje je
Ih(t)| < qt|h(t)|max t<ty i ety (2.38)

kao Sto prikazuje slika 2.13b. Vrijeme porasta definirano je kao

tp =ty —tg (2.39)
gdje je

|s(t)| < ag| H(jO) | , t<ts (2.40)

| s(t)~[H(j0)] | < ag[H(j0)] ., t=te (2.41)

kao Sto prikazuje slika 2.13c. Jess i Schussler odredili su dvije klase filtara. Jedna od njih ima
minimalan produkt "Sirina impulsnog odziva - §irina pojasa”, tyos, a druga minimalan produkt
"brzina porasta - Sirina pojasa", t.ws. U oba slu¢aja autori predlazu jednoliku valovitost u podruéju
gusenja filtra te jednoliku valovitost tokom prvih N-1 prebacaja i podbac¢aja valnog oblika

odgovarajucih vremenskih odziva.

IHGo) | ht) 4 sh)
[H(o)!| [h(t) ] max [H(j0)]
1+qt
1 1
) /\\/
1'qt
G Qt Gt
i t ty ta >
Ms [0) - t t

(a) (b) (©)
Slika 2.13 Definicija podrucja propustanja, Sirine impulsnog odziva i vremena porasta
koje su Jess u Schussler upotrijebliena za sintezu filtra s najmanjim
produktom "vrijeme - frekvencijski pojas".
Dobiveni filtri interesantni su jer omogucavaju najvecu brzinu prijenosa digitalnog signala
(niza impulsa) uz zadano frekvencijsko podru¢je o.. Interesantna je €injenica da vrijeme grupnog
kasnjenja ovih filtara razmjerno puno odstupa od konstante, unato¢ dobrim vremenskim odzivima,
kao $to prikazuje slika 2.14. Takav rezultat se razlikuje od klasi¢nog pristupa u frekvencijskoj

domeni, kao na primjer od filtara Gaussove familije.

Kod aproksimacije Gaussove amplitude, istovremeno aproksimiramo i Gaussov impulsni
odziv. No, moguce je i obrat. Kod Morrisona [44] nalazimo zaletke ideje da se linearna faza
aproksimira postupkom u vremenskoj domeni. Prou€avajuci aproksimacije linearne faze, Morrison
je uogio da odziv na stepenicu Besselovih filtara ima oblik slian segmentu funkcije kosinus, na

intervalu (r, 2n). lako je ukazao na tu &injenicu, nije ju upotrijebio, ve¢ je samo predlozio da se ona
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iskoristi kod sinteze filtara s linearnom fazom. Ulstad [67] je opisala postupak aproksimacije filtira s
idealiziranom amplitudom (2.1), temeljenog na aproksimaciji njegovog impulsnog odziva. Kao $to je
ranije re€eno, odziv ima oblik sin(x)/x, i dan je izrazom (2.13). Zbog nekauzalnosti, Ulstad je odziv
pomakla udesno i izjednatila s nulom za t<0, a dio odziva za t>2 je priguSila padaju¢om
eksponencijalnom funkcijom. Tako modificiran impulsni odziv posluzZio je kao polazna to¢ka za
aproksimaciju. Slican postupak opisao je Pottle [51], dajuci pritom kratak osvrt na metode koje

koriste minimizaciju srednje kvadratne pogreske.
| \
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Slika 2.14 Grupno kasnjenje filtara s jednolikom valovitod¢u impulsnog odziva, uz
0r=9:=0.01, normiranih na o;¢e=1.

2.7.2 Aproksimacija zadanog impulsnog odziva

Uloga filtara ne mora biti ograni¢ena iskljucivo na operacije kao $to su razdvajanje signala,
prijenos i oblikovanje impulsa i sli¢no. Filtri se mogu koristiti i za operacije kao $to je na primjer
sinteza odredenog valnog oblika. U tom slu¢aju prijenosna funkcija nece biti odredena zahtjevom
za veliku brzinu porasta, mali prebaca;j i sl., ve¢ Ce se traziti dobra aproksimacija odziva u zadanom
intervalu. Takav problem svodi se na aproksimaciju zadane funkcije f(t), sumom kompleksnih

eksponencijala

N
ha(t) = Z(COi +C1it+"'+C(N,1)itN71 )Aies‘t , tZO, (242)
i=1
koja predstavlja impulsni odziv linearnog, vremenski nepromjenjivog sustava &iji su polovi s;
Clanovi od C4it do C(N_1)itN'1 posljedica su viSestrukosti polova, od 2 do N. Polovi u opc¢em slucaju

mogu biti realni ili konjugirano kompleksni.
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Dobar pregled postupaka za aproksimaciju zadanog oblika impulsnog odziva mozZe se nadi
na primjer u literaturi [59]. lako se u praksi koriste analiticki i numericki postupci, razvoj
elektroni¢kih ra¢unala ucinio je najpopularnijim numericke postupke temeljene na minimizaciji
srednje kvadratne pogreske [70], [28], [61]

o0

£ = j[f(t)—ha(t)]zdt . (2.43)
0
Potrebno je naglasiti da metode za aproksimaciju zadanog oblika impulsnog odziva mogu
biti iskoriStene i za projektiranje filtara s klasi¢nim zahtjevima. U svom radu Svensson [61] je kao

ilustraciju spomenute metode, aproksimirao impulsni odziv oblika

2
f(t):{sm (nt), 0<t<t 2.44)

0 , t>1

Takav impulsni odziv predstavija slu€aj m=2 u izrazu (2.35), koji je drugadijim postupkom

aproksimirao Halpern.

2.8 Kiiteriji za sintezu prijenosnih funkcija

Razmatrajuci razne filtarske aproksimacije, ocita su dva glavna pristupa sintezi prijenosnih
funkcija. Prvi pristup polazi od zahtjeva u frekvencijskoj domeni, danog izrazom (2.1) i vodi na ¢itav
niz aproksimacija. Optimalna aproksimacija konstantne amplitude postize na primjer
Butterworthovim, Chebyshevljevim ili Cauerovim filtra. Kriterij po kojem su dobiveni ovi filtri

odreden je upravo onim parametrom kojeg Zelimo aproksimirati, a to je konstantna amplituda.

Drugi pristup nameée obrada signala u vremenskoj domeni. Osim u specijalnim
primjenama spomenutim u poglaviju 2.7.2, od filtara koji se koriste u telekomunikacijskim
sustavima traZi se da saCuvaju odredena svojstva odziva na pobudu tipa impulsa i stepenice. Vazni
su parametri na primjer prebacaj i podbacaj, kasnjenje, vrijeme porasta, Sirina impulsa i sli¢ho. Kao
referentni filtar tada se uzima filtar s Gaussovim oblikom impulsnog odziva, danim izrazom (2.4).
Aproksimacija ovog odziva, tj. sinteza filtra &iji impulsni odziv aproksimira Gaussovu krivulju,
klasitno se radi u frekvencijskoj domeni, aproksimacijom konstantnog grupnog kasnjenja ili
aproksimacijom Gaussove amplitude. To je indirektan pristup i ne daje optimalne rezultate u
vremenskoj domeni. Pojavljuje se, naime, raskorak izmedu kriterija po kojem je filtar dobiven (npr.

linearna faza) i potrebnog svojstva (npr. mali podbac¢aj kod impulsnog odziva).

Linearna faza se Cesto uzima kao kriterij za sintezu filtara od kojih se traze dobra svojstva
u vremenskoj domeni. Tada problem predstavlja odluka kako aproksimirati fazu? Kod
aproksimacije linearne faze jednolikom valovitos¢u postavlja se pitanje koliku valovitost treba
uzeti? Slijedece pitanje koje se namece je mora li valovitost uopce biti jednolika, obzirom da kod

niskopropusnih filtara gusenje raste s frekvencijom?
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Za prijenos impulsa s malim izobli¢enjima, nije vazna samo faza, ve¢ i amplituda. Pitanje
amplitudne karakteristike filtara namijenjenih obradi u vremenskoj domeni, obradeno u prethodnim
poglavljima, takoder ukazuje na nedostatak jednoznacnog rjeSenja, posebno kad razmatramo
realizibilne filtre. Situaciju posebno oteZzava povezanost amplitude i faze, pa se u frekvencijskoj

domeni Eesto radi kompromis.

Jess i Schussler dali su velik doprinos sagledavanju problema filtara optimalnih u
vremenskoj domeni. Koristeci istovremeno zahtjeve na amplitudu i vremenske odzive, ukazali su
na opravdanost kriterija postavljenih u vremenskoj domeni. Stovide, rezultat je dokazao i
opravdanost izbacivanja linearne faze kao posrednog kriterija reflektiranog iz vremenske domene.

Velik broj indirektnih metoda sinteze filtara od kojih se traze dobri vremenski odzivi
potaknuli su autora ovog rada na istrazivanja sustava optimalnih u vremenskoj domeni. Nakon
razmatranja mnogih metoda te eksperimenata s raznim kriterijima, kao rezultat je nastala nova
klasa filtara, s impulsnim odzivom maksimalno simetri€nim za dani red. Simetrija impulsnog odziva
je svojstvo idealiziranih sustava s linearnom fazom, koji su nekauzalni. Moze se ocekivati da ¢e
kauzalni filtri s maksimalno simetri¢nim impulsnim odzivom aproksimirati linearnu fazu, ali ne nuzno
u smislu jednolike valovitosti ili najvece glatkoce. Filtri Gaussove familije aproksimiraju linearnu
fazu, pa njihovi impulsni odzivi pokazuju odreden stupanj simetrije. Opravdano je o¢ekivati da Ce i
kod filtara €ija je simetrija impulsnog odziva optimalna, impulsni odziv aproksimirati Gaussovu

krivulju.

Fazni korektori, postupci za poboljSanje amplitudne karakteristike, te, nazalost, razmjerno
malobrojni radovi u kojima autori opisuju prijenosne funkcije s kompleksnim nulama, kao na primjer
[19], [78], [29] i [72], daju ideju o optimalnim filtrima Cije prijenosne funkcije sadrze kompleksne
nule. U daljnjem tekstu bit ¢e opisana dobivena klasa filtara sa simetri¢nim impulsnim odzivom, sa

svim nulama u beskonadnosti kao i s kona¢nim nulama.
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3 Kontinuirani filtri sa simetriénim impulsnim odzivom

3.1 Simetrija impulsnog odziva

Mjera simetrije mora broj¢ano pokazivati koliko se razlikuje lijeva i desna strana impulshog
odziva, obzirom na neku liniju simetrije. Pored toga, mjera simetrije mora biti jednostavno izrazena
pomocu parametara prijenosne funkcije da bi mogla biti upotrijebljena u optimizacijskom postupku.
U ovom slu¢aju, kao mjera simetrije uzet je integral kvadrata razlike lijeve i desne strane impulsnog
odziva, obzirom na vertikalan pravac s apscisom t=t.,, kao $to prikazuje slika 3.1. Spomenuti
integral opisuje asimetriju, tj. manji iznos znaci vecu simetriju.

A

h(2tm-t) h(t)

h(t)-h(2tm-t)

T o e -
N\

0 /tn \_"~ t

) [h(t)-h(2tm-)]?

0 tn t

Slika 3.1 Definicija mjere asimetrije impulsnog odziva kontinuiranog filtra.

Osnovni izraz koji ¢e posluziti za definiranje mjere asimetrije dan je integralom

ec = [l -nety vt (3.1)

tm

gdje h predstavlja impulsni odziv filtra. Simetrija se ra€una obzirom na pravac s apscisom t.,. Ako je

sustav kauzalan, vrijedi
h(2t,, -t)=0 za t>2t,, , (3.2)

pa integral (3.1) mozemo prikazati kao

2ty ©
e = J[h(t)—h(Ztm—t)]de jhz(t)dt , (3.3)
tm 2tm

Nakon kvadriranja, prvi integral se moZe raspisati po pribrojnicima
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2t 2t 2t w
e = jhz(t)dt—z Ih(t)h(Ztm—t)dt+ Ih2(2tm—t)dt+ jhz(t)dt . (3.4)
tm tm tm 2tm

Supstitucijom 2t,-t=u, treci €lan izraza (3.4) se moze napisati kao

2tm tm
jhz(ztm —t)dt = jhz(u)du (3.5)
tm 0

Uvrstavanjem (3.5) u (3.4) i sredivanjem dobiva se

2t
j h(th(2t,,, — t)dt (3.6)
t

m

e = jhz(t)dt—z
0
odnosno
w tm
ec = jhz(t)dt—z jh(tm +Hh(t, — tdt (3.7)
0 0

Izraz (3.7) krace se moze zapisati kao
€c =€ch —2€cy - (3.8)

Integral e., predstavlja ukupnu energiju impulsnog odziva. Normiranjem e. na ukupnu energiju g,

dobiva se konadan izraz za pogresku simetrije impulsnog odziva
Ec=1- 2 Sca (3.9)
€ch
kaji je, kao posljedica normiranja, neovisan o pojac¢aniju filtra.

Da bismo pogresku simetrije mogli odrediti za neki odreden filtar, E. treba izraziti pomocu
parametara prijenosne funkcije filtra. U ovom slu¢aju odabrani su polovi i nule. Prijenosna funkcija

u faktoriziranom obliku glasi

M

[T(s-2)

H(s) = Ho <——— (3.10)

[T(s-px)
k=1

gdje su z; nule, a pi polovi filtra. Ako su polovi jednostruki i M<N, impulsni odziv filtra ima oblik

N
ht)= > KePr! (3.11)
r=1

gdje su Ky, r=1,2,...,N, residuumi polova prijenosne funkcije. Residuumi su odredeni izrazom
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(3.12)

Koristeci (3.11) i (3.12), energija impulsnog odziva moze se izraziti kao funkcija polova i

residuuma

© o N 2
e = jhz(t)dtz I{ZKrepr‘] dt . (3.13)
0

o\r=1

Kvadriranje daje dvostruku sumu oblika

]

U izrazu (3.14) moze se integrirati svaki pribrojnik, odnosno

212
Mz

Kquepqteprt]dt . (3.14)
r=1

N N 0
t
eon = 2, 2 KoK, [Pt (3.15)
q=1 r=1 0

Nakon integriranja dobiva se izraz

N N K Kr N
echzz Z q [Iim(et(Pq Pr))_1:| _ (3.16)

r Lt—>ow

U stabilnom sustavu, polovi pq i p; nalaze se u lijevoj poluravnini pa je vrijednost limesa jednaka 0.

U tom slu€aju energija impulsnog odziva je kona¢na i iznosi

N

z

€ch =~ (3.17)

q=1 r=1 Pq +

Na sli¢an nacin, pomocu polova i nula mozZe se izraziti integral e.,. UvrStavanjem (3.11) u

izraz za e.,, dobiva se

N

N
Con = Jh(tm+t)h )t = J[Z pq(‘m*t)J[ZKrepr(‘m‘)Jdt (3.18)
r=1

[

mozZe se provesti integracija svakog ¢lana

Nakon mnozenja,

T M=z

N
ZK tm(pq+pr)et(pq—Pr)Jdt , (3.19)
r=1
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SR tn(Pgp0) T tpg—Pr)
€ca =, O KgKe™PaP [efPamPrgr (3.20)
g=1r=1 0

Nakon integracije dobiva se izraz

N N KK N :
_ an™r _tm(pg+pr)( Jtm(Pq—Pr) 2 2tmp;
€ca= . Z—ep o (e 1J+ZKje tm (3.21)
g=1r=1"4 r j=1
q#r
koji nakon sredivanja ima oblik
N KgK N N KK N :
ey = z z qr EZtmpq _Z Z qr Etm(pq+Pr) +2Kj262tmpjtm (3.22)
q=1r=1Pg = Pr q=1 r=1Pq ~Pr j=1 '

r

o)
H
-

fe)

Sredniji ¢lan gornjeg izraza uvijek je jednak 0, pa kona¢no integral e;; moZzemo pomocu polova i

residuuma izraziti na slijededi nacin

SR KoKy 2tmpq N 2 2tmp;
eca = Z Z—e +ZK] e tm (3 23)
q=1 r=1 Pq —Pr j=1 -
q#r
3.2 Funkcija cilja
Izraz (3.9), zajedno sa izrazima (3.17) i (3.23) &ini funkciju oblika
Ec =f(zj,px); =1, .M k=1,...,N . (3.24)

E. je funkcija sa ukupno M+N kompleksnih varijabli. Skup varijabli koji odgovara minimumu ove
funkcije predstavlja skup parametara filtra, Ciji je impulsni odziv maksimalno simetri¢an za zadan
broj polova, N, i nula, M. Da bi taj skup varijabli mogao biti pronaden, potrebno je uzeti u obzir jo§

neke pretpostavke o obliku funkcije E..

Kod fizi¢ki ostvarivih sustava kompleksni polovi i nule dolaze u konjugiranim parovima. U

slu€aju kad su M i N neparni, funkcija E. bit ¢e izrazena kao
Ec =f(20.2ZRi, 21, Po. PRk Pk ) 5 i=1,-.,(M-1)/2; k=1,..,(N-1)/12 (3.25)
gdje su zg;, Z;;, Prk | Pik realne varijable koje predstavljaju parametre polova i nula, tj.
Zi=2ZRi+]Zjj, Pk =PRrk +JPK (3.26)

Parametar p, predstavlja realan pol, a z; realnu nulu. U slu€aju da je M ili N paran, iz izraza (3.25)

bila bi izostavljena varijabla zo odnosno po.
Varijablama opisanim izrazima (3.25) i (3.26) moZemo opisati isklju¢ivo konjugirano
kompleksne parove te najviSe jedan realan pol ili nulu. Da bismo obuhvatili i prijenosne funkcije s

proizvoljnim brojem realnih polova i nula, potrebno je promijeniti skup varijabli funkcije E..
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Grupiranjem konjugiranih parova polova i nula, za neparne M i N, prijenosna funkcija (3.10) moze

se zapisati kao

(M-1)/2

(5+0z0) [] 5+ 2 s+02)
i Zi
H(s) = Ho ETER— (3.27)
(s+opo) [[ (5+ P s+02)
k=1 pk

Parametri o, i op predstavijaju udaljenost kompleksne nule odnosno pola od ishodista

kompleksne ravnine

Oz = 2R +2ii . Opi = PR P} | (3.28)

dok je Q faktor relativha udaljenosti pola od imaginarne osi

D zj Opi

=04 - P (3.29)
2zg; Pl 2pg;

Za Q>0.5, par polova ili nula bit ¢e konjugirano kompleksan, a za Q<0.5 par ¢e se raspodijeliti na
realnoj osi. Negativna vrijednost Q, opisuje nulu koja se nalazi u desnoj poluravnini. Zbog
stabilnosti sustava Q faktor pola, Q. bit ¢e uvijek pozitivan.

Funkcija E., izrazena pomocu varijabli oblika o-Q,

Ec = (020,021, Qzi, 0pg, ©pk, Qpk ) 1=1,-.,(M-1)/2; k=1,... (N-1)/2 (3.30)

ima kao domenu skup svih mogucih pozicija jednostrukih polova i svih nula kompleksnoj ravnini.
Ograni¢enje u jednostrukosti ne vrijedi za nule. Kao i u izrazu (3.25), za parne M ili N, gornji izraz

ne sadrzi varijablu m,o 0dnosno mpo.
Problem odredivanja prijenosne funkcije filtra s maksimalno simetriénim impulsnim
odzivom za dani red brojnika i nazivnika odgovara problemu minimizacije

min [Ec(20.2Ri.Z1iPo. PRK.PIK)]
20,2ZRi:Z1i:P0, PRk sPIk ¢ b (3.31)

min E.(0,0,0,i, Qi 0p0, 0pk,Q )

sz:(ozinzivavapk'kal C( 20, Pzl =z Bp0: Fpk pk )J (332)
Tokom istrazivanja koriStena su oba zapisa funkcije E.. Optimizacijski postupak (3.32) kao rezultat
je davao prijenosne funkcije s najvise jednim realnim polom, $to je, naravno, slu¢aj kod neparnog
reda filtra, N. To dokazuje opravdanost upotrebe zapisa (3.25) odnosno (3.31), koji su nesto
jednostavniji. Realne nule tokom optimizacije bile su potisnute daleko od ishodista. Kako je njihov

utjecaj tada zanemariv, optimizacije su dalje radene iskljucivo za paran stupanj brojnika, M.

Postupak odredivanja minimuma funkcije E; bit ¢e detaljnije razmotren u slijedecem

poglavlju.
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3.3 Optimizacijski postupak

Optimiranjem nazivamo postupak odredivanja toc¢ke u n-dimenzionalnom prostoru,

Xm € R", koja predstavlja minimum funkcije f(x), tj.
min f(x) , xe R" . (3.33)
X

Funkcija f(x) zove se funkcija cilja. Ako je f(xy) hajmanja vrijednost funkcije u zadanom podrugju,
kazemo da je x, globalni minimum. Ako je f(x,,) najmanja vrijednost funkcije u nekoj okolini tocke

Xm, ali ne i u cijelom podrugju, kazemo da je X, lokalni minimum.

Ukoliko je podru€je unutar kojeg trazimo minimum ograni¢eno skupom jednadzbi i/ili

nejednadzbi oblika
cy(x)=0,u=12,..U (3.34)
cy(x)=20,v=1,2,..V (3.35)

govorimo o optimiranju s ograni€¢enjima (engl. constrained optimization). Ukoliko podrugje nije

ograni¢eno veé se proteze preko cijelog prostora R", govorimo o optimiranju bez ograniéenja

(engl. unconstrained optimization).

Kao $to je ranije re¢eno, zbog stabilnosti, polovi filtra moraju biti u lijevoj poluravnini. To

znadi da je podrugje unutar kojeg provodimo optimizaciju ograni€eno nejednadZzbama
—Po 20, —pri 20, (3.36)
u sluéaju opisanom izrazom (3.31), odnosno
g 20, opk 20, Qpx 20 (3.37)
u slu€aju (3.32). U praksi je jednostavnije u funkciju cilja uvrstavati kvadrate ovih varijabli nego
provoditi optimizaciju s ograni¢enjima. Tokom istrazivanja uo&eno je da postupak koji krene od
pocetne tocke koja zadovoljava (3.36) odnosno (3.37), daje kao rezultat stabilan filtar, Sto takoder
opravdava optimizaciju bez ograni¢enja. U daljnjem tekstu bit ée ukratko opisan postupak za

optimizaciju bez ograni¢enja, pomo¢u koje su nadeni filtri s maksimalno simetri€nim impulsnim

odzivom.

3.3.1 Osnovni pojmovi vezani uz optimizaciju bez ogranicenja

Funkcija f(x), x=[x1, X2, ... , Xn ]T, koja je neprekidna i ima neprekidnu prvu derivaciju

(klasa ¢’ ), u svakoj to€ki ima definiran vektor prvih parcijalnih derivacija ili vektor gradijenta
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6f/6X1

of /Xy

g(x) =V f(x) = (3.38)

of/ox,,

Ako funkcija f(x) ima neprekidnu drugu derivaciju (klasa ¢? ), tada postoji matrica drugih parcijalnih
derivacija ili Hessian

02t /(ox10x1)  O%F/(Oxq0xp) -+ B2F/(B%40x,)

G(x) = V2f(x) = 82f/(8?(28x1) ‘ ‘ (3.39)
62f/(6;<n6x1) . 82f/(6;<n8xn)
Tocka x,, je lokalni minimum funkcije f(x) ako vrijedi
gm =0, (3.40)
s'G,s>0 Vs. (3.41)

Radi preglednosti zapisa uzeto je gn=9(Xm) | Gn=G(xm). Uvjet (3.40) govori da u to¢ki x,, funkcija
nema nagiba (ne pada niti ne raste). Izraz (3.41) je zahtjev da matrica G, bude pozitivno definitna.
Ako predstavimo funkciju f(x) kao plohu u n-dimenzionalnom prostoru, izraz (3.41) osigurava

pozitivhu zakrivljenost, tj. konkavna strana plohe bit ée okrenuta "prema gore".

Numeri¢ki postupci trazenja minimuma funkcije f(x) uglavnom su iterativnog tipa. Postupak
kre¢e od tocke x,, koja predstavlja po€etno pretpostavijeno rieSenje. U prvoj iteraciji odreduje se
to€ka x4, zatim, u drugoj iteraciji, to€ka x, itd. U k-toj iteraciji obavlja se slijede¢i postupak:

e Odreduje se smjer u prostoru duz kojeg ¢e se traziti minimum. Taj smjer odreden
je vektorom sy.

e Odreduje se minimum funkcije f(x) u smjeru vektora sy. Taj postupak predstavlja
rieSavanje jednodimenzionalnog problema minimizacije, tj. traZzenje broja «,
takvog da bude

min f(x, +asy) (3.42)
o
e Kao nova to€ka iterativhog postupka uzima se
X1 =X +ASy (343)

Iterativni postupak zavrSava kad se zadovolji uvjet koji eksplicitno ili implicitno sadrZi
trazenu to¢nost riesSenja. U praksi se koriste 3 tipa uvjeta. Prvi tip uvjeta temeljen je na apsolutnom
iznosu vektora gradijenta

la|| <= - (3.44)

Drugi tip uvjeta dan je za pojedine koordinate vektora x kao
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Xki = X(k+1i| <€ » (3.45)

gdje je € vektor. Jednostavniji uvjet dobiva se ako se umjesto vektora € uzme skalarna vrijednost

pa uvjet ima oblik
||Xk —X(k+1)|| <g (3.46)

Treci test temeljen je na procjeni toka funkcije i glasi
1 _
lal Gl <5 47

Problem odredivanja minimuma, (3.42), ne moze se egzaktno rijesiti konacnim brojem
operacija. U iteracijama u kojima je X jako udalijen od traZzenog minimuma X, egzaktno
rieSavanje izraza (3.42) nije niti ekonomiéno. Zato se u praksi odredivanje minimuma funkcije f(x) u
smjeru vektora s, provodi samo do neke to€nosti, pa govorimo o neegzaktnom ili parcijalnom

odredivanju minimuma u zadanom smjeru.

Nacin odredivanja vektora sy razli¢it je za razne metode. O njemu najveéim dijelom ovisi
brzina konvergencije cijelog postupka. Opcenito, postupak odredivanja vektora sg proizlazi iz

modela funkcije cilja. Funkciju cilja f(x), moguce je prikazati Taylorovim redom
f(xx +h)=f(xk)+th(xk)+%hTG(xk)h+... . (3.48)

Odbacivanjem treceg i viSih ¢lanova dobiva se linearna aproksimacija funkcije cilja u okolini tocke

Xk,
fl(xk +h)=f(x ) +hTg(x) - (3.49)

Uz takav model funkcije cilja, kao vektor u &ijem bi smjeru trebao lezati minimum, namece se smjer

suprotan od smjera vektora gradijenta
sk =—g(xg) - (3.50)

U tom smjeru vrijednost funkcije najbrze pada, pa se ova metoda naziva metoda najbrzeg pada.
lako se mozZe formalno dokazati da iterativan postupak temeljen na (3.50) konvergira, te iako je vrlo

jednostavan, u praksi je gotovo neupotrebljiv. Razlog lezi u sporoj konvergenciji.

Ako tokom iterativnog procesa promatramo udaljenost pojedinih toc¢aka od traZzenog

minimuma
Ek =Xk =X (3.51)
mozZemo uvesti mjeru brzine konvergencije. Ako vrijedi

Ek+1

g 8 (3.52)
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gdje je a>0, govorimo o linearnoj konvergenciji ili konvergenciji prvog reda. Postupak ima

kvadratnu konvergenciju ili konvergenciju drugog reda, ako se moze pokazati da vrijedi

Ek+1
3

—>a . (3_53)

Metoda najbrzeg pada ima konvergenciju prvog reda $to je posljedica linearnog modela
koji lode aproksimira funkciju cilja. Konvergencija drugog reda mozZe se ocekivati uz upotrebu

kvadratnog modela funkcije cilja, koji sadrzi prva tri ¢lana Taylorovog reda i ima oblik
T 1.7
f(xx +h)=f(xx)+h g(xk)+§h G(xk)h . (3.54)

Ovaj model, pored informacije 0 smjeru najbrzeg pada funkcije, sadrzi i informaciju o zakrivljenosti.
Upotreba ovakvog modela o€igledna je kad se radi o kvadratnoj funkciji cilja. U opéem slu€aju
kvadratni model dobro opisuje ponasanje funkcije u blizini minimuma, obzirom da se u dovoljno
maloj okolini minimuma funkcija ponasa kao kvadratna funkcija. Velik broj algoritama razvijen je na

temelju kvadratnog modela od kojih su najpoznatiji opisani u [23].

3.3.2 Kvazi-Newtonova metoda

Funkciji opisanoj izrazom (3.54) mozZe se analititki odrediti minimum direktnom primjenom

uvjeta (3.40). Gradijent promatrane funkcije, obzirom na varijablu h, dan je izrazom

Vi(xx +h)=g(xx)+G(xx)h=0 . (3.55)
RjeSavanjem gornje jednadZbe dobiva se relativan polozaj "tiemena"
h=-G"(x,)a(xg) - (3.56)
Apsolutne koordinate minimuma mogu posluZiti kao slijedeéa to¢ka iterativnog procesa

Xki1 =Xk + h . (357)

Opisana metoda poznata je kao Newtonova metoda. Uvjet konvergencije Newtonove metode trazi
da matrica G bude pozitivho definitna $to u praksi ne mora biti slu¢aj, posebno kad je x, daleko od
Xm. Postoji &itav niz rjeSenja koja rjeSavaju taj problem. Unato€ njima, glavni nedostatak
Newtonove metode lezZi u &injenici da treba poznavati matricu G. U praksi ¢esto nije pogodno
odredivati analitiCki izraz za ra¢unanje matrice G, a numeric¢ko izraCunavanje zahtijeva velik broj
operacija (velik broj poziva funkcije cilja) $to znatno usporava postupak optimizacije. Taj problem

rieSava Citava klasa metoda, poznatih pod nazivom kvazi-Newtonove metode.

Za razliku od Newtonove metode, kod kvazi-Newtonovih metoda, matricu G aproksimiramo
pozitivno definithnom matricom B, koju korigiramo u svakom koraku iterativnog postupka. Postoji
nekoliko formula za aproksimaciju matrice G od kojih su najpoznatije takozvana DFP formula
(naziv dolazi od autora Davidon [16], Fletcher, Powell [22]), koja kao rezultat daje inverznu matricu,
D=B",
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p®FP) _p +£_ Dyy'D

: (3.58)
k+1 6'|'Y YTDV
te BFGS formula (Broyden [7], Fletcher [21], Goldfarb [25], Shanno [57])
T T
BFGS YY B&5'B
B(k+1 ) _B4+ _ , (3.59)

v'6 ©&'B5

3.3.3 Praktiéna realizacija

Pojednostavljen blok dijagram optimizacijskog postupka prikazan je slikom 3.2. Jezgru
algoritma ¢ini iterativni postupak opisan u poglaviju 3.3.1, temeljen na kvazi-Newtonovoj metodi
koja koristi BFGS formulu za aproksimaciju Hessiana. Postupak pocinje od pocetnog
pretpostavljenog rieSenja, Xo, a zavrdava kad se postigne zadana to¢nost €. U poéetnoj iteraciji,
k=0, odreduje se gradijent go, a matrica drugih derivacija aproksimira se jedinichom maticom, tj.
Bo=I. Gradijent se odreduje pomocu konacne razlike, h. U k-toj iteraciji pojedine komponente

vektora gradijenta dane su izrazom

. f(x +he;) . (3.60)
h
U praksi je uzeto h=¢. Vektor e; je koordinatni vektor dan kao
o7
0
ej=|1|«i-ti stupac. (3.61)
0
_0_
U k-toj iteraciji, minimum se trazi u smjeru vektora sy
min f(x, +as
i (xk k) (3.62)
koji se odreduje kao
s, =B, 'gy . (3.63)

U svakom koraku vrijednost funkcije ¢e padati ako je matrica B, pozitivho definitna. Dovoljan uvjet

da matrica By bude pozitivno definitna glasi
5, v >0, vk (3.64)
gdje je

Ok = Xkp1 - Xy , (3.65)
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Yk =9k+1~9k - (3.66)

Uvjet (3.64) zadovoljen je ukoliko je minimum u smjeru odreden s dovoljno velikom to¢noscu. U
nekim algoritmima minimum se traZi tako dugo dok se ne zadovolji (3.64). Prema postojecoj
literaturi [23], i prema vlastitim rezultatima, BFGS formula daje vrlo dobre rezultate ¢ak i kad je u
kombinaciji s "grubim" pretraZzivanjem u zadanom smjeru. Zato je u opisanom algoritmu
upotrijebljeno pretrazivanje male to&nosti, u kombinaciji s provjerom uvjeta (3.64). Ukoliko uvjet nije

zadovoljen, uzima se By=I.

lako je pozitivna definitnost matrice B¢ dovoljan uvjet da bi vrijednost funkcije padala, to
nije dovoljan uvjet za konvergenciju postupka. Postupak ¢e konvergirati ka stacionarnoj to¢ki x,
ako je kut izmedu vektora sy i -g ograni¢en vrijednoscu [23]

SKS%—H,VK (3.67)

gdje je u konstanta. Uvjet ¢e biti zadovoljen ako vrijedi nejednakost

— kmax

Kk < Kmax (3.68)

Xmin

gdje suU Amin | Amax N@jManja odnosno najvecéa vlastita vrijednost matrice By. U tom slu€aju vrijedi
Y _
SKSE—KU. (3.69)

U praksi se rijetko rade zahvati u algoritmu koji bi osigurali spomenuti uvjet. U opisan algoritam je
uklju€ena provjera vrijednosti k. Kad iznos ne zadovoljava uvjet (3.68), kao sy se uzima onaj smjer

koji sigurno zadovoljava (3.67), a to je smjer najbrzeg pada kojeg dobivamo postavljanjem By=I.

Tokom pretrazivanja (3.62) formira se niz to€aka koje leze u smjeru vektora s, a €ija
udaljenost od tocke xy eksponencijalno raste i iznosi v, V', Ve, Ve, gdje je v realna pozitivha

konstanta. Vrijednost funkcije cilja u tim to€kama iznose
f=fl x vl Sk | =1, 2, (3.70)
sl

Niz funkcijskih vrijednosti {f(x,)=fo, fi}, i=1, 2, ..., monotono pada do nekog &lana i=i*. Kroz prvu i
posljednju to¢ku niza (i=0 i i=i*), te prvu to€ku u kojoj funkcijska vrijednost pocinje rasti (i=i*+1),

moze se interpolirati parabola Cije tieme se nalazi u tocki

s 1 (V2 v+ (v =i + (1= V)i g

Xt =Xk + € — .
Isk]l 2 (v3 —v*yfg + (v* —v2)fie + (v —v3)fie, 4

(3.71)

Minimum niza {f(x,)=fo, f, f(xy)}, I=1, 2, ..., uzima se kao minimum funkcije f(x) u smjeru vektora s.

U prakti¢noj implementaciji opisanog algoritma uzeto je v=2.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Ukoliko je fi>f;, uzima se o=0, a u slijedeéem koraku iterativnog postupka smjer
pretrazivanja bit ¢e suprotan od smjera gradijenta. Ako niti tada funkcijska vrijednost ne bude
padala, postupak zavrSava. Takav oblik uvjeta za zavrSetak postupka odgovara izrazu (3.46).
Najmanji korak za pretrazivanje iznosi € ovisi o trazenoj tocnosti i obliku funkcije cilja i treba ga

eksperimentalno utvrditi. U optimizacijama opisanim u ovom radu koristena je vrijednost e=1e-6.

Xo, €

'
k=0
do (vidi tekst)
Bo=|

|
|
si=-Bi gk

1

min f(x,+ask)
(04

o>0 /oc\ o=0

'
Xi+1=XktoSk
Ok+1 (vidi tekst)
Y
Sk=Xi+1-Xi
Yk=Gk+1-Gk
Y

Bi.1 (BFGS) By 1=

k=k+1 k=k+1 k=k+1 k=k+1
' Y 1 Y

Xm=Xg

Slika 3.2 Pojednostavljen blok dijagram optimizacijskog postupka.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

3.4 Rezultati optimizacije

Optimizacija izraza (3.31) i (3.32) provedena je za filtre od 2. do 10. reda (N=2 do N=10),
za filtre sa svim nulama u beskonaénosti kao i filtre s 1, 2, 3 i 4 para kompleksnih nula (M=2, 4, 6 i
8). U slu€aju neparnog stupnja brojnika, M, postupak je davao jednu realnu nulu na vrlo velikoj
udaljenosti od ishodidta, s oy reda veli€ine nekoliko tisuc¢a. Zbog zanemarivog utjecaja tako daleke

nule, dalje su razmatrani samo slu€ajevi s parnim brojem nula.

Slika 3.3 prikazuje pogresku simetrije optimalnih filtara. Pogreska simetrije eksponencijalno
pada s redom filtra. Kod filtra sa svim nulama u beskonacnosti, pogreSska simetrije moze se

aproksimirati izrazom
log(E.) ~(-0.5-0.5N) . (3.72)

Nule povecavaju simetriju. Najveée poboljSanje dobivamo kod filtara s jednim parom
kompleksnih nula, dok drugi, te svaki slijedec¢i par nula sve manje doprinosi simetriji. Najbolji
rezultat koji se moze dobiti upotrebom nula, uzevsi u obzir ranije spomenut uvjet M<N, iznosi

priblizno

log(E;) ~(0.5—-N) . (3.73)

-3 = \\

log(Eo)
=
.[I:I.

-10

2 3 4 5 6 7 8 9 10
N

Slika 3.3 Pogreska simetrije impulsnog odziva kontinuiranih optimalnih filtara od 2.
do 10.redas 0, 2, 4, 6 i 8 kompleksnih nula.
Kod filtara reda N<5 dodavanje para polova povecava simetriju vise nego dodavanje para
nula. Za N>5, utjecaj para nula je veéi nego utjecaj para polova, sto upotrebu nula ¢ini vrlo
interesantnom. Dodatnu motivaciju nalazimo i u ¢injenici da nule ne povecavaju ukupan red

sustava, pa dodavanje para nula manje komplicira realizaciju nego dodavanje para polova.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Obzirom da filtri viseg reda, s jednim do dva para nula, postizu prakti¢ki potpuno

zadovoljavajuéu simetriju impulsnog odziva, u praksi ne treba koristiti vise od dva para nula.

3.4.1 Filtri sa svim nulama u beskonacnosti

Impulsni odziv optimalnih filtara bez konac¢nih nula prikazan je slikom 3.4. S porastom
reda, N, podbacaj je maniji, a vrijeme potrebno da se postigne priblizno stacionarno stanje je sve
krac¢e. To je rezultat integralnog kriterija (3.1) koji, zbog kauzalnosti, priguSuje impulsni odziv za

t>2t,,. Podbacaj, definiran kao

_ —minf(t)]

= -100% |,
’h max h(t)| °

iznosi 10.33 %, 5.75 %, 3.87 %, 2.40 %, 1.28 %, 0.51 %, 0.27 %, 0.17% 1 0.10 % za filtre od 2. do

10 reda. S porastom reda filtra, impulsni odziv se priblizava zvonolikoj krivulji.

(3.74)

2.0

1.5

1.0

h(t)

0.5

0 1 2 3 4 5 6
t.s

Slika 3.4 Impulsni odzivi kontinuiranih filtara sa svim nulama u beskonacnosti,
normiranih na t,=1.

Odziv na stepenicu, s porastom reda, N, tezi ka monotono rastucoj krivulji, slika 3.5. Odziv
se stacionarnom stanju priblizava s gornje strane za parni, a s donje za neparni red filtra. To za
posljedicu ima i alternirajuéi iznos prebacaja. Ako prebacaj kod odziva na stepenicu, s(t),
definiramo kao

_ max[s(t)]

v = DSWL 100% | 3.75
* = TJH(o) (3.75)
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

dobivamo iznose 10.33 %, 0.14 %, 2.47 %, 0.07 %, 0.57 %, 0.02 %, 0.18 %, 0.01 % i 0.05 % za
filtre od 2. do 10. reda.

Sliéno, alternirano ponasanje, pokazuju filtri s jednoliko valovitim grupnim kasnjenjem.
Neirynck [46] je pokazao da sustavi s jednoliko valovitim grupnim kasnjenjem imaju zaravnjenje
kod odziva na stepenicu, prije prijelaza u stacionarno stanje. To zaravnjenje je posljedica grupnog
kasnjenja koje je pretezno vece ili manje nego kasnjenje na frekvenciji ®=0. Bunker [8] je poku$ao
popraviti ucinak valovitosti mijenjanjem nagiba srednje vrijednosti grupnog kasnjenja. Filtri sa
simetricnim impulsnim odzivom imaju odziv na stepenicu koji valovito aproksimira spomenuto
zaravnjenje. To zaravnjenje manje odstupa od stacionarnog stanja nego kod filtara s jednoliko
valovitim vremenom grupnog kasnjenja. To se moZe objasniti time §to je valovitost grupnog

kasnjenja manja na nizim frekvencijama, kao $to prikazuje slika 3.6.

1.2
N=2 Nea
1.0 —
N=3 N=5
0.8
s
2 3 4 5 6

t, s

Slika 3.5 Odzivi na stepenicu kontinuiranih filtara sa svim nulama u beskonacnosti,
normiranih na t,=1.

lako nije postavljen nikakav izravan zahtjev na grupno kasnjenje, ono valovito aproksimira
konstantu. Valovitost nije jednolika ve¢ raste s frekvencijom. Ocito je da odstupanje smije biti veée
na frekvencijama na kojima je vece gusenje, jer komponente signala tih frekvencija imaju manji
utjecaj na vremenske odzive. Uz zadani w345, podrucje kvazi konstantnog grupnog kasnjenja raste
s redom sustava, dok se valovitost opcenito smanjuje. Broj ekstrema u krivuljama grupnog

kasnjenja jednak je redu sustava, N.

Za potrebe razmatranja definirajmo podru¢je konstantnog grupnog kasnjenja, ©ge, kao
posljednji presjek krivulje grupnog kasnjenja i linije simetrije o4t Tako definirano podrugje
konstantnog grupnog kasnjenja kod filtra bez konacnih nula iznosi 0ge=0.97m3qs za N=2, odnosno

(ng=2.990)3d3 za N=10.

39



3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Amplitudna karakteristika u podrugju propustanja aproksimira Gaussovu krivulju. Amplituda
se Gaussovoj krivulji priblizava s gornje strane za parni, a s donje strane za neparni red filtra, kao
8to prikazuje slika 3.7.

4.5
0
40— 11— ‘ |
—\’/_\(/\ ———1 ®3qstm |
I R I R—
3.5

=

yS=O GINES

A AR

AN
N=2 | \\\

grupno kasnjenje, s

1.0

05 iiii:iiii:\\\\\
0
0 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50

o, rad/s

Slika 3.6 Grupno kasnjenje kontinuiranih filtara sa svim nulama u beskonacnosti,
normiranih na wsqe=1.
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Ro) =
>§ _g
'§ -5 -100 ¢
| N=10 ]

6 -120

-7 -140

-8 -160
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o, rad/s

Slika 3.7 Amplitudne karakteristike kontinuiranih filtara sa svim nulama u
beskonaénosti, normiranih na wsgs=1.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Polovi optimalnog filtra prikazani su slikom 3.8. Interesantno je da polovi leze na elipsama
s centrom u ishodistu kompleksne ravnine i da su jednoliko razmaknuti po ordinati, tj. frekvenciji.
Parametri elipsi prikazanih slikom 3.8 odredeni su pomocu kriterija najmanjeg srednjeg kvadratnog
odstupanja polova od elipsi. Obzirom da su vertikalne poluosi viestruko veée od horizontalnih, kao
mjeru odstupanja polova od elipse opravdano je uzeti relativhu pogresku
Re(

P —d;) _
——  17.100%, i=1,...N , 3.76
e(q;) ‘ (5.79)

ge =Max—

gdje je q; tocka na elipsi najbliza polu p;. Prema opisanoj mjeri, polovi optimalnog filtra od elipse
odstupaju manje od £.=0.81 %. Mjeru jednolikog rasporeda polova po frekvenciji mozemo izraziti

relativnim odstupanjem razmaka polova od njihovog srednjeg razmaka,

5 -5
5

£4 = Max -100%, i=1,...,N-1, (3.77)

gdje je &=Im(p;)-Im(p;+1) vertikalna udaljenost dvaju susjednih polova, a 5 srednji razmak susjednih

polova. U ovom slu¢aju polovi su jednoliko rasporedeni s to€noscu £4=0.60 %.

8 /

. lilg
||
2 il
|

Slika 3.8 Polozaj polova kontinuiranih filtara sa svim nulama u beskonacnosti,
normiranih na t,=1.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Jednolik raspored polova po frekvenciji u literaturi se navodi kao svojstvo sustava s
linearnom fazom [59]. Vertikalni razmak polova kod klasi¢nih aproksimacija linearne faze mnogo je

nepravilniji nego sto je to slu¢aj kod opisanog filtra, te se kre¢e do €4=9.7 %, £4=5.5 %, £4=4.8 % za

Besselov filtar te filtre s jednolikom valovito$¢u faze 0.5° i 0.05°.

Potrebno je spomenuti da su neki autori predlagali razne tipove filtara s jednoliko
razmaknutim polovima koji leze na pravcu, elipsi [56], i paraboli [53], [42] (vidi poglavlje 2.6). Ti su
filtri predloZeni na oshovi iskustva, a razmatrani raspored polova nije optimalan prema bilo kojem

kriteriju u vremenskoj ili frekvencijskoj domeni.

Numericke vrijednosti parametara polova o, i Q, optimalnih filtara sa svim nulama u
beskonacnosti, normiranih na t,=1, dani su u tablici 3.1. Tablica takoder sadrzi i vrijednosti

koeficijenta Hy kao i grani¢nu frekvenciju osgs.

Tablica 3.1 Parametri prijenosnih funkcija filtara sa svim nulama u beskonaénosti,

normiranih na t,=1.

N Ho (Dp Qp ®3dB

2 2.071845176 1.4394 0.8537 1.6799
2.6080 1.2778

3 8.510708542 12512 2.1103
3.8353 1.6785

4 55.17446145 19367 06443 2.3740
5.0937 2.0599

5 422.0295296 2.9928 0.8862 2.6955
1.8160
6.3726 2.4258

6 4065.952661 4.1667 1.1342 3.0086
2.4015 0.5849
7.6662 2.7789
5.3924 1.3746

7 45223.13655 33677 07499 3.2151
2.3333
8.9710 3.1219
6.6476 1.6066

8 584803.6794 44879 09316 3.4904
2.8573 0.5573
10.2850 3.4565
7.9220 1.8310

9 8503519.327 5.6790 1.1134 3.6873
3.7479 0.6789
2.8275
11.6034 3.7771
9.2096 2.0453

10 138600994 6.9106 1.2897 3.9111
4.8162 0.8206
3.3101 0.5416
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

3.4.2 Filtri s jednim parom kompleksnih nula

Utjecaj para kompleksnih nula vidi se u impulsnom odzivu kroz ranije spomenuto
povecanje simetrije, te smanjenje podbacaja i istitravanja. Valni oblik impulsnih odziva optimalnih
filtara s jednim parom kompleksnih nula prikazan je na slici 3.9. U usporedbi s filtrima bez konagnih
nula, prisustvo para nula smanjuje podbacaj za oko 45 % kod filtra treceg reda, pa sve do oko 10
puta kod filtra 10. reda. | u ovom slu¢aju podbacaj pada s povecanjem reda, N, te za filtre od 3. do
10. reda iznosi 3.92 %, 1.48 %, 0.66 %, 0.31 %, 0.14 %, 0.06 %, 0.02 %, 0.01 %.

1.8
N=10

1.6

1.4

1.2

1.0

/

)

|
0.8 %
0.2 /% \\
7/ B\

h(t)

Slika 3.9 Impulsni odzivi kontinuiranih filtara s jednim parom kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

Odzivi na stepenicu prikazani su slikom 3.10. Odzivi se stacionarnom stanju priblizavaju s
gornje strane za parni, a s donje za neparni red filtra, s prebacajem koji iznosi 0.07 %, 0.88 %,
0.01 %, 0.12 % za filtre od 3. do 6. reda te 0.02 % za filtar 8. reda. Kod filtara 7., 9. i 10. reda

prebacaj ima zanemariv iznos.
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Slika 3.10 Odzivi na stepenicu kontinuiranih filtara s jednim parom kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

Amplitudna karakteristika u podrucju propustanja aproksimira Gaussovu krivulju bolje nego
kod filtra bez konacnih nula, $to se dobro vidi kod filtara 3. i 4. reda na slici 3.11. Filtri viSih redova
grupirani su vrlo blizu Gaussove krivulje. Amplitudne karakteristike u prijelaznom podruéju
konvergiraju ka istoj krivulji. Dobro poklapanje postoji na frekvencijama do ©=3.4m34s za nize

odnosno w=4wms4g za vise redove filtra.

U grupnom kasnjenju pojavio se novi val, pa je sada broj ekstrema jednak sumi polova i
nula, N+M, kao Sto prikazuje slika 3.12. Takoder, amplituda prvih N valova grupnog kasnjenja
manja je nego u slu€aju bez konaénih nula. O&ekivano, uvodenje nula smanijilo je ukupno

kasnjenje filtara odgovarajuceg reda, normiranih na wsqg=1.

Kod filtra s jednim parom nula, podrucje konstantnog grupnog kasnjenja, oy, je Sire nego
kod filtra bez konacnih nula, a krec¢e se od mge=1.54m345 za N=3, do 0g=4.19w34s za N=10. Kod
filtra 3. reda, w44, je uzet kao treci, a ne posliedn;ji tj. peti presjek krivulje grupnog kasnjenja i linije

simetrije ozgptm.
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Slika 3.11 Amplitudne karakteristike kontinuiranih filtara s jednim parom kompleksnih
nula, normiranih na wsge=1.
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Slika 3.12 Grupno kasnjenje kontinuiranih filtara s jednim parom kompleksnih nula,
normiranih na wsqe=1.
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Nakon dodavanja para kompleksnih nula, polovi filtra odgovaraju¢eg reda pomakli su se
ulijevo, ali se i dalje nalaze na elipsama &iji su centri u ishodistu. Odstupanje od elipse manje je od
£e=0.60 %, a polovi su jednoliko rasporedeni po frekvenciji s toénoscéu €4=2.23 %. Nule se nalaze u
desnoj poluravnini, na frekvenciji koja se moze grubo procijeniti kao Re(m,)~3.8ms55. Numericke

vrijednosti parametara polova o, i Q, i nula o, i Q; kao i vrijednost koeficijenta Hy i grani¢ne

frekvencije osqgg, optimalnih filtara normiranih na t,,=1, dani su u tablici 3.2.
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Slika 3.13 Polozaj polova i nula kontinuiranih filtara s jednim parom kompleksnih
nula, normiranih na t,,=1.

46
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Tablica 3.2 Parametri prijenosnih funkcija filtara s jednim parom kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

N Ho Op Qe 0z Q, 0O3dB

3 02175560936 2.6782 1.1737 6.7391 -5.9272 18274
1.3775

4 156697128 3.9385 1.3662 6.8227 -4.7679 20436

2.1685 0.6030
5.1806 1.5530 7.8487 -4.6138

5 10.07004387 3.2163 0.7638 2.3104
2.2344
6.4253 1.7356 9.0265 -4.6531

6 77.55800783 4.3512 0.9254 2.5612

2.8434 0.5533
7.6766 1.9130 10.2565 -4.7645
5.5288 1.0808
7 707.3012824 37508 06591 2.8010
2.9359
8.9345 2.0867 11.5094 -4.9337
6.7321 1.2304
8 7545.683548 47982 07790 3.0343
3.4642 0.5345
10.2029 2.2542 12.7828 -5.0686

7.9564 1.3738

9 92539.560137 5.9214 0.9009 3.2522
4.2799 0.6109
3.5726

11.4780 2.4179 14.0640 -5.2298
9.1956 1.5128
10 1283768.46 7.0887 1.0216 3.4635
5.2582 0.7044
4.0505 0.5249

3.4.3 Filtri s dva para kompleksnih nula

Filtri s dva para kompleksnih nula imaju prakticki zvonolik impulsni odziv, kao $to prikazuje
slika 3.14. Podbacaji kod filtara od 5. do 9. reda iznose 0.50 %, 0.16 %, 0.06 %, 0.02 % i 0.01 %,
dok je kod filtra 10. reda podbacaj zanemarivog iznosa. Prebacaj kod odziva na stepenicu prakticki

je zanemariv, kao $to prikazuje slika 3.15.

Amplitudne Kkarakteristike slijede Gaussovu krivulju u podrugju propustanja i dijelu
prijelaznog podrucja. Vidljivo je da krivulje aproksimiraju istu krivulju do frekvencije ®=3.40345 za
nize, odnosno ©=5w34s za Vise redove filtra, kao &to prikazuje slika 3.16. PoboljSanje gusenje
vidljivo kod viSih redova, posljedica je drugog para nula koje se nalaze dublje u podrugju gusenja,

na frekvenciji oko Re(w,)~5.5m348, dok se prvi par nalazi na frekvenciji Re{®,)~3.8m3q4s.
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Slika 3.14 Impulsni odzivi kontinuiranih filtara s dva para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.
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Slika 3.15 Odzivi na stepenicu kontinuiranih filtara s dva para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.
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Grupno kasnjenje dobilo je jos jedan val koji se veé nalazi duboko u podrugju gusenja filtra.
Na slici 3.17 vidi se tek njegov pocetak. Podrucje konstantnog grupnog kasnjenja je Sire nego kod
filtara s jednim parom nula i krece se od ©g4=3.68m345 Za N=5, do m44=5.510345 za N=10. (Kod filtra
5. reda zanemaren je zadnji val grupnog kasnjenja.) Amplituda prvih N valova grupnog kasnjenja
manja je nego kod filtra s jednim parom nula.

Polovi filtra su jednoliko rasporedeni po frekvenciji s toénoséu £4=2.38 %, a nalaze se na
elipsama ¢iji je centar u ishodistu, kao §to prikazuje slika 3.18. Zbog relativno velike udaljenosti od
ishodista drugog para nula, vertikalna skala slike 3.18 je komprimirana. Odstupanje polova od
elipse manje je od £,=0.39 %. Numeri¢ke vrijednosti parametara polova o, i Q, i nula o, i Q,, kao i

vrijednost koeficijenta Hy i graniéne frekvencije wsgs, optimalnih filtara normiranih na t,,=1, dani su u
tablici 3.3.
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Slika 3.16 Amplitudne karakteristike kontinuiranih filtara s dva para kompleksnih
nula, normiranih na wsgs=1.
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Slika 3.17 Grupno kasnjenje kontinuiranih filtara s dva para kompleksnih nula,
normiranih na wsqs=1.
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Slika 3.18 PolozZaj polova i nula kontinuiranih filtara s dva para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Tablica 3.3 Parametri prijenosnih funkcija filtara s dva para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

N Ho ®p Qp Mz Q, ®3dB

5.1997 1.4916 19.1862 -18.3945
5 0.02973650081 3.2611 0.7487 7.7843 -4.2201 2.2598
2.3069
6.4613 1.5810 14.8377 -12.8597
6 0.4217643043 4.4386 0.8758 8.9488 -3.8042 2.4517
3.0068 0.5463
7.7158 1.6841 14.7459 -11.3862
5.6291 0.9962 10.1829 -3.6348
7 4.167425847 3.0447 06341 2.6585
3.2010
8.9694 1.7904 15.3940 -10.3294
6.8327 1.1100 11.4408 -3.5801

8 43.16288859 49978 07312 2.8651
3.7777 0.5280
10.2222 1.8995 16.3337 -10.1288

8.0440 1.2202 12.6974 -3.5903

9 491.3409174 6.1076 0.8294 3.0650
4.5950 0.5893
3.9685

11.4958 2.0023 17.3516 -10.0107
9.2888 1.3277 13.9664 -3.5995
10 6266.12288 7.2732 0.9304 3.2597
5.5506 0.6674
4.4501 0.5201

3.4.4 Filtri s tri para kompleksnih nula

Impulsni odziv prikazan slikom 3.19, simetrian je i prakticki bez podbacaja. Takoder,
zanemariv je i prebacaj kod odziva na stepenicu, slika 3.20. Amplitudne karakteristike slijede istu
krivulju do frekvencije w=3.8wzqg za nize, odnosno m=5.20345 za vise redove filtra, kao $to prikazuje
slika 3.21. Grupno kasnjenje je priblizno konstantno do frekvencija kojima odgovara gusenje od 60
dB za filtar 7. reda pa sve do gotovo 100 dB za filtar 10. reda, kao to se vidi na slikama 3.21 |
3.22.

Raspored polova i nula optimalnog filtra prikazuje slika 3.23. Polovi su jednoliko
rasporedeni po frekvenciji s to€noscu £4=1.88 %, a nalaze se na elipsama ¢&iji je centar u ishodistu.
Odstupanje polova od elipse manje je od €.=0.37 %. Numericke vrijednosti parametara polova o i
Q, i nula o, i Q,, kao i vrijednost koeficijenta Hy i grani¢ne frekvencije wosqs, optimalnih filtara

normiranih na t,=1, dani su u tablici 3.4.
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Slika 3.19 Impulsni odzivi kontinuiranih filtara s tri para kompleksnih nula, normiranih
na tn=1.
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Slika 3.20 Odzivi na stepenicu kontinuiranih filtara s tri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.
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Slika 3.21 Amplitudne karakteristike kontinuiranih filtara s tri para kompleksnih nula,
normiranih na msqe=1.
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Slika 3.22 Grupno kasSnjenje kontinuiranih filtara s tri para kompleksnih nula,
normiranih na wsqe=1.
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Slika 3.23 Polozaj polova i nula kontinuiranih filtara s tri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

Tablica 3.4 Parametri prijenosnih funkcija fitara s tri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

N Ho ®p Qp ®z Q, ®3dB
7.6913 1.6522 38.5811 -110.9212
5.6291 0.9829 14.3382 -16.2847

’ 0.003055866832 3.9696 0.6300 10.1184 -3.5205 2.6263
3.2414
8.9011 1.7235 26.7442 -67.6394
6.8176 1.0778 14.7856 -21.4521

8 0.07003169983 5.0350 0.7176 11.2795 -3.3936 2.7925
3.8630 0.5261
10.1291 1.8409 257049 | -120.8146
8.0104 1.1873 15.8158 -19.6764

9 0.8375487269 6.1244 0.8135 12.5173 -3.4991 2.9796
4.6557 0.5846
4.0522
11.3741 1.9795 24.6744 | -580.2847
9.2181 1.3048 16.9450 -17.8027

10 10.98651504 7.2483 0.9149 13.7938 -3.7029 3.1606
5.5740 0.6601
4.5127 0.5191
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

3.4.5 Filtri sa €etiri para kompleksnih nula

Kao $to je pokazano na slici 3.3, vrlo velika simetrija impulsnog odziva postize se ve¢ kod
filtara koji sadrze 1, 2 i 3 para nula, pri ¢emu svaki novi par sve manje doprinosi simetriji. Utjecaj
Cetvrtog para nula na vremenske i frekvencijske odzive prikazan je slikama 3.24 do 3.27.
Vremenski odzivi imaju prakti¢ki zanemarive podbacaje i prebacaje te se vrlo malo razlikuju od
odgovaraju¢ih odziva filtara s tri para nula. Sli¢na je situacija kod frekvencijskih odziva. Grupno
kasnjenje ima nesto manju valovitost blizu frekvencije mgy, dok se u amplitudnoj karakteristici vidi
vrlo malen doprinos gusenju na frekvencijama "izmedu" druge i trece nule, $to u praksi nema veliko

znacenje.

Polovi filtra su jednoliko rasporedeni po frekvenciji s toénoséu £4=1.96 %, a nalaze se na
elipsama ¢iji je centar u ishodi$tu. Odstupanje polova od elipse manje je od €.=0.38 %. Numeri¢ke

vrijednosti parametara polova prijenosnih funkcija filtara normiranih na t,,=1, dane su u tablici 3.5.
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Slika 3.24 Impulsni odzivi kontinuiranih filtara sa cetiri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.
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Slika 3.25 Odzivi na stepenicu kontinuiranih filtara sa Cetiri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

ol T 0
™~ \

-1 -20
o -2 -40
© m
© o
C ©
S «
7 -3 02
Q >
9 O
g -4 -80 ;f)—’
9) \ N=9 \ 2
2 o
3 B 8
e 5 -100

| N=10]

-6 \W -120

-7 -140

0.1 1 10

o, rad/s

Slika 3.26 Amplitudne karakteristike kontinuiranih filtara sa &etiri para kompleksnih
nula, normiranih na wsqe=1.
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Slika 3.27 Grupno kasnjenje kontinuiranih filtara sa Cetiri para kompleksnih nula,
normiranih na wsqs=1.
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Slika 3.28 PolozZaj polova i nula kontinuiranih filtara sa Cetiri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Tablica 3.5 Parametri prijenosnih funkcija filtara sa c&etiri para kompleksnih nula,
normiranih na t,=1.

N Ho Op Qe 0z Q, 0O3dB

10.1216 1.8222 44.4103 | -159.8852
8.0094 1.1780 26.1526 | -115.8783
9 10.0004223992412| 6.1339 0.8084 15.7730 -19.6778 2.9600
4.6807 0.5829 12.4972 -3.4400
4.0867
11.3670 1.9622 33.0978 | -780.5792
9.2165 1.2961 24.5821 | -579.9826
10 0.01027187576 7.2530 0.9099 16.9809 -17.6166 3.1186
5.5897 0.6577 13.7747 -3.6416
4.5412 0.5187

3.5 Svojstva kontinuiranih filtara sa simetri€énim impulsnim odzivom

Filtri sa simetriénim impulsnim odzivom optimalni su prema integralnom kriteriju simetrije
impulsnog odziva (3.1). U praksi je interesantno poznavati i druga parametre njihovih vremenskih
odziva. Kao karakteristitan parametar, pogodan za usporedbu s klasi¢nim filtarskim
aproksimacijama odabran je podbacaj impulsnog odziva, jer on, u kombinaciji s mjerom simetrije,
vrlo cjelovito opisuje impulsni odziv. Slika 3.29 prikazuje koliko je podbaéaj impulsnog odziva manji
od njegove amplitude, izraZzeno u decibelima,

I, =20 |og{_rﬁﬁ[2§tt))]} . (3.78)

Na slici su prikazani podbacaji filtara sa simetriénim impulsnim odzivom i klasi¢nih filtara koji
aproksimiraju konstanto grupno kasnjenje. Filtri koji aproksimiraju konstantnu amplitudu imaju losa
svojstva u vremenskoj domeni pa nema potrebe uklju€ivati ih u ovu analizu (vidi poglavlje 2.1). Filtri
sa simetri€énim impulsnim odzivom, bez konaé¢nih nula, reda N>5, bolji su od Besselovog filtra, a
nalaze se negdje oko filtara s jednoliko valovitom fazom. Takav rezultat ponovo ukazuje na
¢injenicu da glatka ili jednoliko valovita faza nisu nuzne za dobar vremenski odziv. Filtri s konaénim
nulama pokazuju jo$ bolja svojstva, toliko bolja $to je broj nula, M, veéi. Na primjer, filtri sa samo
jednim parom nula, reda N>3 daju bolje rezultate nego Besselov filtar. Omjer podbacaja i
maksimuma impulsnog odziva veéi od 50 dB do 60 dB, zadovoljava potrebe velikog broja
aplikacija. Takav omjer postize se ve¢ kod filtra 6. reda uz 1 do 2 para nula. Daljnje smanjivanje
podbagaja dodavanjem nula nije opravdano, posebno jer svaki novi par sve manje popravlja
svojstva. S porastom reda filtra, utjecaj nula na podbacaj raste pa tako kod 10. reda, ve¢ prvi par
nula smanjuje relativni iznos podbacaja za gotovo 10 puta.

Utjecaj nula na amplitudu u podrucju propustanja i prijelaznom podrucju nije velik, kao sto
se vidi na slici 3.30, To je posliedica kriterija (3.1) koji forsira isklju¢ivo simetriju. Amplitudne
karakteristike konvergiraju ka istoj krivulji do 5mz4s. Ta krivulja pada nesto brZze nego amplituda
idealiziranog Gaussovog filtra dana izrazom (2.2). Za razliku od amplitude grupno kasnjenje se

dodavanjem novih nula poboljSava u vecoj mjeri.
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Slika 3.29 Podbacaj impulsnog odziva filtara s maksimalno simetri€énim impulsnim
odzivom i filtara koji aproksimiraju linearnu fazu.
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Slika 3.30 Amplitudna karakteristika filtara sa simetricnim impulsnim odzivom, 10.
redasa0, 2,4,6i8 nula.
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3 Kontinuirani filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Slika 3.31 prikazuje usporedbu filtara sa simetri€énim impulsnim odzivom bez konaénih nula
s klasi¢nim filtrima koji aproksimiraju linearnu fazu i Gaussovu amplitudu, a koji takoder ne sadrze
konaéne nule. Kao parametar za usporedbu odabrano je gusenje na frekvenciji 10m3qg,

(3.79)

|H(j0) |

Iz slike se vidi da je guSenje filira sa simetriénim impulsnim odzivom znatno veée od filtra s
Gaussovom amplitudom i Besselovog filtra. Filtri s jednolikom valovito$¢u faze 0.5° imaju nesto
veée gusenje nakon 6. reda, ali tada imaju i nesto losija svojstva u vremenskoj domeni, kao sto

pokazuje slika 3.29.

-20 I I
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-40
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-60 }
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-80
< filtri sa simetriénim
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Slika 3.31 Gusenje na frekvenciji 10msqs filtara sa simetrinim impulsnim odzivom,
filtara koji aproksimiraju linearnu fazu te filtra koji aproksimira Gaussovu
amplitudu.
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4 Digitalni filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom

Kod diskretnih sustava moguce je napraviti filtar s konaénim impulsnim odzivom (FIR), $to
omogucava realizaciju kauzalnih sustava s potpuno simetri€nim impulsnim odzivom, odnosno
idealnom linearnom fazom. Realizacija FIR filtra obi¢no zahtijeva mnogo vise memorijskih lokacija i
operacija (mnoZenja i zbrajanja), nego $to je to slu€aj kod rekurzivhog (IIR) filtra sli¢nih
karakteristika. U praksi idealna linearna faza nije uvijek nuzna, pa se u mnogim aplikacijama mogu

uspjesno upotrebljavati IIR filtri s priblizno linearnom fazom.

Mnogi autori bavili su se sintezom IIR filtara s kvazi linearnom fazom. Kao primjer
spomenimo filtre s maksimalno glatkom aproksimacijom grupnog kasnjenja koje je predlozio Thiran
[64], te filtre s grupnim kasnjenje jednolike valovitosti, koje su razmatrali Thiran [63] i Deczky [17].
Kao predmet istraZivanja bili su, takoder, i postupci aproksimacije konstantnog grupnog kasnjenja,
uz istovremeno postavljene zahtjeve na amplitudu, kao $to je to sluaj postupka kojeg su opisali
Chottera i Jullien [12]. Jedan takav pristup, temeljen na strukturi koja sadrzi fazni korektor, u

posljednje vrijeme razmatrali su Surma-aho i Saramaki [60].

Slicno kao i kod kontinuiranih sustava, i ovdje se namecée pitanje da li ¢e filtar, ¢ija su
svojstva zadana izravno u vremenskoj domeni, imati bolja svojstva nego filtar dobiven postupcima
u frekvencijskoj domeni. To pitanje bit ¢e razmatrano u ovom poglavlju, a odgovor ¢e biti dan u

obliku nove klase diskretnih (digitalnih) filtara dobivenih optimiranjem simetrije impulsnog odziva.

4.1 Simetrija impulsnog odziva

Na slican nacin kao i kod kontinuiranih filtara (poglavlje 3.1), mozemo definirati mjeru
asimetrije impulsnog odziva digitalnog filtra. Linija simetrije kod kontinuiranih filtara nalazila se na
t=tm. Njoj sada odgovara linija smjestena izmedu uzoraka S-1i S, kao $to prikazuje slika 4.1.

| s

n=0 /n=28-1
n=2S
WOT T?O/ OOOQ??Q"O@—UO—“
T *’ n
h(2S-1-n) ’ A h(n)

Slika 4.1 Mijera asimetrije impulsnog odziva digitalnog filtra.
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4 Digitalni filtri sa simetriénim impulsnim odzivom

Asimetrija je odredena sumom

eq = D [h(n)-h(2S -1-n)f
n=S
gdje h predstavlja impulsni odziv filtra. Ako je sustav kauzalan, vrijedi

h(2S-1-n)=0zan>2S-1 ,

pa izraz (4.1) mozemo prikazati kao

2S-1 ©
eq = D [ -h@s-1-nF + S [hn)P
n=S8 n=2S

Nakon kvadriranja izraza u prvoj sumi, dobiva se

25-1 25-1 25- @
eq= > P -2 Zh(n (2S-1-n) z 25 -1-mP + Y [hmP
n=S8 n=3 n=2S
Supstitucijom 2S5 —1-n = v, treéi ¢lan izraza (4.4) se moze napisati kao
251 0 S-1
> hes-1-mF = YhwF = Y hwF
n=S8 v=S-1 n=0
Uvrstavanjem (4.5) u (4.4) i sredivanjem dobiva se
@ 251
eq = Y. hmF -2 h(n)h(2S -1-n)
n=0 n=S
odnosno
S-1
eq _Z[h(n ~2> NS +n)h(S-1-n)
n=0 n=0

Izraz (4.7) krace se moze zapisati kao

€4 =€dh ~2€da -

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.7)

(4.8)

Suma ey, predstavlja ukupnu energiju impulsnog odziva. Normiranjem eq na ukupnu energiju eqp,

dobiva se konadan izraz za pogresku simetrije impulsnog odziva.

e
Eq=1-2-92
€dh

Normiranje daje mjeru asimetrije impulsnog odziva, E4 koja je neovisna o pojacanju sustava.

(4.9)

Da bismo odredili simetriju nekog filtra, pogresku danu izrazom (4.9) potrebno je izraziti

pomoc¢u parametara prijenosne funkcije. Kao i kod kontinuiranih sustava, i ovdje su odabrani polovi

i nule. Prijenosna funkcija diskretnog sustava u faktoriziranom obliku glasi
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M
[Ta-cz™
i=1
H(z) =Ho - (4.10)
[Ta-dez™
k=1
gdje ¢; nule, a di polovi filtra. Ako su polovi jednostruki i M<N, impulsni oblik filtra ima oblik
N
h(n)=> A (4.11)
r=1
gdje su A, r=1,2,...,N, residuumi polova prijenosne funkcije. Residuumi su odredeni izrazom
M
c
[Ta-=5
_ i=1 r
Ar=Ho ' (4.12)
[Ta-9
k=1 r
k=r

KoristeCi (4.11) i (4.12), energija impulsnog odziva mozZe se izraziti kao funkcija polova i

residuuma

0 o N 2
egh = D hmF = > { ArdP] . (4.13)
n=0 r=1

n=0

Kvadriranje daje dvostruku sumu oblika

o0 N N
Can = 2, [Z 2 AqArdEdP]- (4.14)

N N 0
edh =D, D, AgAr D dgdr (4.15)

o0 o0 1
D dgdl = > (dgdy)" =44 (4.16)
n=0 n=0 TYavr
Dovoljan uvjet za konvergencija reda (4.16) glasi
RICHESD (4.17)

Stabilan diskretan sustav ima polove smjestene unutar jedini¢ne kruznice pa je uvjet konvergencije
u praksi uvijek zadovoljen. UvrStavanjem (4.16) u (4.15) dobiva se izraz za ukupnu energiju

impulsnog odziva
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(4.18)

N N AA
_q; r; .
Na slican nacin, pomocu polova i nula moze se izraziti suma eq,. UvrStavanjem (4.11) u
izraz za eq,, dobiva se
S-1

- N N
eda = D N(S+N)h(S-1-n)= Z {ZA dS+”J{ZArd§_1‘”J (4.19)
n=0 r=1

n=0

MnoZenje daje dvostruku sumu

S-1(N N
Cga =D | D, Y AgAdgtdpT | (4.20)

Sumacija po n moze se provesti prva. Zamjenom redoslijeda sumacija i izlu¢ivanjem konstanti,

dobiva se
N N s s 13,1 dq n
€4a = E E Aq A, dq dy— E (d—J ) (4.21)

Tre¢a suma, za slucaj g=r, predstavlja sumu prvih S ¢lanova geometrijskog reda, dok u slu¢aju g=r,

njezina vrijednost iznosi S. Izraz (4.21) zato se raspada na dva dijela

S
N N d d
_ S 4S-1 r q S 4S-1
=> > AgA;dgdr 4 4 ¢ Z AZdPd> s, (4.22)
g=1 r=1 a4 j=1
rq dr
te nakon sredivanja dobiva oblik
N N dZS N N dg SdS N e
2 2 AgAr - X2 AqAr “q 2 Ajdi®TS. (4.23)
g=1 r=1 g=1 r=1 q r j=1
r£q r£q

Srednji ¢lan gornjeg izraza uvijek je jednak 0, pa kona¢no integral e4, mozemo pomocu polova i

residuuma izraziti na slijededi nacin

SRS dg° N 251
=2 ZAqArd + ZA di=7's . (4.24)
g=1 r=1 q j=
r+q
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4.2 Funkcija cilja

Da bismo odredili prijenosne funkcije optimalnih filtara postupit ¢emo sli¢no kao i kod
kontinuiranih sustava (poglavlje 3.2). Izraz (4.9), zajedno sa izrazima (4.18) i (4.24) ¢ini funkciju
oblika

Eq =f(ci,dy); i=1,.. .M k=1,..,N. (4.25)

Skup varijabli koji odgovara minimumu funkcije E4 predstavlja skup parametara filtra, ¢iji je impulsni

odziv maksimalno simetri¢an za zadan broj polova, N, i nula, M.

Kod fizi¢ki ostvarivih sustava kompleksni polovi i nule dolaze u konjugiranim parovima. U
slu¢aju kad su M i N neparni, funkcija Eq4 bit ¢e izrazena kao

Ed =f(ZO,ZRi,Z|i,p0,ka,p|k); |=1,,(M-1)/2, k=1,,(N-1)/2 ) (426)

gdje su zg;, Z;;, Prk | Pik realne varijable koje predstavljaju parametre polova i nula, dane izrazima

(3.26), koji su ovdje ponovljeni zbog preglednosti,
Zi =ZRj+])Zji, Pk =Prk +JPKk (4.27)

Parametar p, predstavija realan pol, a zy realnu nulu. Za neparne M ili N, iz izraza (4.27)

izostavljaju se varijabla zog odnosno p.
Problem odredivanja prijenosne funkcije filtra sveden je na problem pronalazenja skupa
polova i nula, za koje ¢e funkcija E4 imati minimalnu vrijednost, tj.

min [Ed(zo.zriZ1iPo.PRKPIK)] -
20,ZRi:21i-P0,PRk Pik el (4.28)

Za odredivanje minimuma funkcije E4 upotrijebljen je isti postupak kao i kod analognih
filtara, opisan u poglavlju 3.3.3.

4.3 Optimalni digitalni filtri

Optimizacija opisana izrazom (4.28) provedena je za filtre od 2. do 10. reda. Razmatrani su
(i) filtri sa svim nulama u ishodistu, (ii) filtri s jednim parom kompleksnih nula, te (iii) filtri s realnim
nulama. Nule u ishodistu doprinose kasnjenju, ali ne mijenjaju osnovni oblik vremenskih i
frekvencijskih odziva. Kod kontinuiranih filtara, optimizacija je pokazala da realne nule ne
povecCavaju simetriju impulsnog odziva. Utjecaj realnih nula na svojstva kontinuiranog
niskopropusnog filtra dominantan je uvijek u podru¢ju propustanja. Kod digitalnih filtara situacija je
sli€éna ako se realne nule nalaze u intervalu (0,«). Realne nule iz intervala (-«,0) utjeéu na svojstva
filtra na frekvencijama blizu Nyquistove, dakle u podru¢ju gusenja. Zato je opravdano ocekivati

drugacije ponasanje realnih nula nego kod kontinuiranih sustava.

Slika 4.2 prikazuje pogresku simetrije impulsnog odziva optimalnih digitalnih filtara.

PogreSka pada s porastom reda filtra. Nule povecavaju simetriju, pri €emu je utjecaj kompleksnih
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nula generalno veci od utjecaja realnih nula. Kao i kod kontinuiranih filtara, upotreba nula je
opravdana, posebno za N>5, gdje je povecanje simetrije dodavanjem para nula ve¢e od onog koje

bi izazvalo povecanje reda filtra za 2, tj. dodavanje para polova.

Iz slike 4.2 se vidi da je doprinos simetriji jednog para nula jednak onom kod kontinuiranih
filtara, slika 3.3. Za ocCekivati je da 2 i vise parova nula ima isti utjecaj na simetriju odziva te
vremenske i frekvencijske odzive kao i kod kontinuiranih filtara. Kako je doprinos daljnjih nula kod
kontinuiranih filtara sve manji, za prakticne primjene je dovoljno upotrebljavati 1 do 2 para
kompleksnih nula (poglavlje 3.4 i 3.5).

U nastavku ovog poglavlja bit ée bit ¢e razmatrane prijenosne funkcije (i) sa svim nulama u
ishodistu te (ii) s jednim parom kompleksnih nula. Utjecaj realnih nula (iii) bit ¢e razmotren u
poglavljima 4.4 i 4.5.

log(Eq)

) S

M=2

2 3 4 5 6 7 8 9 10
N

Slika 4.2 Pogreska simetrije impulsnog odziva digitalnih optimalnih filtara od 2. do
10. reda s 0, 1, 2 i N-1 kona¢nih nula.

4.3.1 Filtri sa svim nulama u ishodistu

Sliéno kao i kod kontinuiranih filtara, impulsni odzivi digitalnih sustava imaju zvonolik oblik,
kao Sto prikazuje slika 4.3. Podbacaj i vrijeme istitravanja padaju s porastom reda sustava. Odziv

kod visih redova ima duljinu od L=2S uzoraka, a kasnjenje iznosi S-1/2 uzoraka.

Slika 4.4 prikazuje amplitudne karakteristike optimalnih filtara, sa skalom u linearnom
mjerilu. Amplitudne karakteristike slijede parabolu do frekvencija oko 4wsss. TO znadi da krivulje u

podrugju propustanja i dijelu prijelaznog podrucja aproksimiraju Gaussovu amplitudu.
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Slika 4.3 Impulsni odzivi digitalnih filtara sa svim nulama u ishodistu, S=10.
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Slika 4.4 Amplitudne karakteristike digitalnih filtara sa svim nulama u ishodistu,
S=10.
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Grupno kasnjenje aproksimira konstantu u valovitom smislu, kao $to prikazuje slika 4.5.
Amplituda valova raste s porastom frekvencije, a pada s redom sustava. Broj ekstrema na

krivuljama grupnog kasnjenja jednak je redu sustava, N.

20
15
| e

grupno kasnjenje, n

i
\

—

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Q, rad

Slika 4.5 Grupno kaSnjenje digitalnih filtara sa svim nulama u ishodistu, S=10.

Kao i kod kontinuiranih sustava sa simetriénim impulsnim odzivom, polovi IIR filtra su
jednoliko raspodijeljeni po frekvenciji, slika 4.6. Kod diskretnih sustava frekvenciji odgovara kut
toCke koja po jedini¢noj kruznici prelazi put od 0 do n. Kao broj¢anu mjeru jednolikosti moZzemo

uzeti najvece relativno odstupanje

Pi—@

gk = max -100%, i=1,...,N-1, (4.29)

gdje je =1 Z(p)-Z(pi+1)| razlika kutova dvaju susjednih polova, a (B srednji kut susjednih polova.

Za filtre od 4. do 10 reda &iji se S kre¢e od S=3 do S=30, ovo odstupanje u najgorem slu¢aju iznosi
ex=0.57 %.
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Slika 4.6 Polozaj polova digitalnih filtara sa svim nulama u ishodistu, S=10.

43.2 Filtri s jednim parom kompleksnih nula

Polovi, d;, i nule, ¢;, rekurzivnog digitalnog filtara sa simetriénim impulsnim odzivom

priblizno se nalaze na lokacijama
d; = ePiT (4.30)

o =e?T | (4.31)

gdje su p; i z; polovi i nule odgovaraju¢eg kontinuiranog filtra sa simetri¢nim impulsnim odzivom.
Konstantu T mozemo uzeti takvom da grani¢ne frekvencije, mzgs, kontinuiranog i optimalnog
digitalnog filtra budu jednake. Na primjer, za S=10, polozaj polova i nula optimalnog digitalnog i
transformiranog analognog filtra, oba s dvije kompleksne nule, razlikovat ¢e se najvise od 1.45 %
za N=3 do 4.22 % za N=10, po realnom, odnosno imaginarnom dijelu. PoloZaj polova i nula
optimalnih digitalnih filtara s jednim parom kompleksnih nula, S=10, prikazan je slikom 4.10, odakle

se vidi da su polovi jednoliko razmaknuti po kutu (frekvenciji), s najve¢im odstupanjem €,=3.02 %

Impulsni odzivi filtara s jednim parom kompleksnih nula imaju zvonolik oblik, s vecom
simetrijom, manjim podbacajima i kra¢im istitravanjima nego kod filtara sa svim nulama u ishodistu,
slika 4.7.

Amplitudna karakteristika filtara, prikazana u logaritamsko-linearnom mjerilu, ima
paraboli¢an karakter, a grupno kasnjenje valovito aproksimira konstantu. Kompleksne nule su
doprinijele smanjenju valova i prosirenju frekvencijskog podruc¢ja u kojem je grupno kasnjenje

priblizno konstantno. Broj ekstrema porastao je za broj nula te sada iznosi N+M.
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Slika 4.7 Impulsni odzivi digitalnih filtara s jednim parom kompleksnih nula, S=10.
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Slika 4.8 Amplitudne karakteristike digitalnih filtara s jednim parom kompleksnih
nula, S=10.
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Slika 4.9 Grupno kasnjenje digitalnih filtara s jednim parom kompleksnih nula, S=10.
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Slika 4.10 Polozaj polova i nula digitalnih filtara s jednim parom kompleksnih nula,
S=10.
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4.3.3 Postupak sinteze optimalnih digitalnih filtara

Parametri prijenosnih funkcija optimalnih kontinuiranih filtara dani su tablicama 3.1, 3.2,
3.3, 3.4 3.5. Jednom izraCunati, ovi parametri mogu posluZziti za sintezu filtra proizvoljne grani¢ne
frekvencije, koristenjem supstitucije, [6] i [79]
®1
S —>s— (4.32)
®2
koja filtar s grani€nom frekvencijom ¢ transformira u filtar s novom grani¢nom frekvencijom ..
Transformacija je linearna, a jedina nepromijenjena frekvencija je ©=0. Frekvencijska skala se

komprimira ili ekspandira, $to ne utjece na oblik amplitudne i fazne karakteristike.

Odgovarajuca transformacija u diskretnoj domeni preslikava jedini€énu kruznicu u samu
sebe. Transformacija zato ne smije mijenjati polozaj frekvencija Q=0 i Q=n, iz ¢ega je odmah

vidljivo da se radi o nelinearnoj transformaciji frekvencijske osi. Jedna takva transformacija je [43]

-1
PR ﬁ : (4.33)
1-Az~
Parametar A odreden je grani¢nim frekvencijama polaznog i Zeljenog filtra, O i Q, kao [43]
sin|(Qq —Q5)/2
. Sinl(©q - Q,)/2] (4.3

sinf(Qq +Q5)/2]

Posliedica ovakvog "savijanja" frekvencijske osi je promjena oblika amplitudne i fazne
karakteristike. MoZe se oCekivati je da transformirani filtar viSse nece biti optimalan obzirom na
simetriju impulsnog odziva. Zato je potrebno napraviti postupak sinteze optimalnih filtara koji se ne
temelji na frekvencijskoj transformaciji. Put vodi ka optimizacijskim postupcima koji ¢e biti

razmotreni u daljnjem tekstu.

Optimalni digitalni filtar potpuno je zadan brojem nula, M, redom, N i linijom simetrije, S.

Potrebne M, N i S mozemo odrediti polazeéi od zahtjeva u vremenskoj ili frekvencijskoj domeni.

Postupak u vremenskoj domeni kre¢e od svojstava impulsnog odziva. Red brojnika i
nazivnika, M i N, moZzemo odrediti iz Zeljene pogreske simetrije, koristenjem dijagrama na slici 4.2.
Polozaj linije simetrije, S, odreden je dopustenim trajanjem impulsnog odziva, koji priblizno iznosi
L=2S uzoraka.

Odredivanje parametara M, N i S prema zahtjevima frekvencijskoj domeni na prvi pogled
izgleda slozeno, obzirom da postoje mnogo kombinacija M, N i S koje daju istu grani€nu frekvenciju
O3gp. Srecom, skupovi amplitudnih karakteristika za razne S prakti¢ki se razlikuju samo u
frekvencijskoj skali. Slika 4.11 prikazuje amplitudne karakteristike filtara sa svim nulama u
ishodistu, linearno skalirane na isti Q/Q3q45. Krivulje opisuju gusenje filtara s linijom simetrije od S=7
do S=30 s to¢noscu boljom od 0.2 dB, 1.6 dB, 0.7 dB i 5.4 dB na frekvencijama 2Qsqg, 3Qa4s, 4Q34s

i 6034 Iste krivulje mogu se uspjedno koristiti i za filtre s linijom simetrije od S=3 do S=6 gdje je
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tocnost na frekvencijama 20345, 3Q345 | 4Q3¢p bolja od 2.5 dB, 7.8 dB i 7.3 dB. Frekvencija 6Q34p

ovdje nema velik zna¢aj obzirom da za mnoge filtre s malim S vrijedi 6Q345>7.

Red sustava, N, sada je mogucée odrediti pomocu slike 4.11, iz Zeljenog gudenja na
zadanoj frekvenciji Qs/Q3qg. Potreban S odreduje se iz dijagrama prikazanog slikom 4.12, pomocu

prethodno odabranog reda N i Zeljene grani¢ne frekvencije Qagp.

Nakon $to su odredeni parametri M, N i S, polovi i nule optimalnog filtra dobivaju se
optimizacijom (4.28) koja, kao Sto je ranije pokazano predstavlja traZzenje minimuma pogreske
simetrije, E4, dane izrazima (4.9), (4.18) i (4.24). Optimizacija se moze provesti postupcima
opisanim u poglavlju 3.3.3, a moze se upotrijebiti i neki komercijalan programski paket kao na
primjer Matlab, Mathematica i sl. Vrlo dobar pocetni skup varijabli za optimizaciju, koje se nalaze

blizu konagnog rjeSenja, odreden je izrazima (4.30) i (4.31).

Oblik amplitudnih karakteristika skaliranih na isti Q/Qzgg za filtre s jednim parom
kompleksnih nula prikazan je slikom 4.13. To€nost krivulja za filtre s linijjom simetrije od S=7 do
S$=30, na frekvencijama 2Qaqs, 3Qagp, 4Qsqp | 6Q43qp, bolja je od 0.1 dB, 0.7 dB, 1.6 dB i 4.0 dB.
Dobro poklapanje postoji i kod filtara za filtre s linijom simetrije od S=3 do S=6 gdje je to¢nost bolja
od 0.8 dB, 5.0 dB i 10.3 dB na frekvencijama 2Q3qg, 3Q34p i 4Q345. Ovisnost grani¢ne frekvencije,
Qaqgp, O liniji simetrije, S, i redu sustava, N, za filtre s jednim parom kompleksnih nula prikazana je
slikom 4.14.
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Slika 4.11 Amplitudne karakteristike optimalnim filtara sa svim nulama u ishodistu.
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Slika 4.12 Grani¢ne frekvencije, Qsqg, Optimalnih filtara sa svim nulama u ishodistu.
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Slika 4.13 Amplitudne karakteristike optimalnim filtara s jednim parom kompleksnih
nula.
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Slika 4.14 Grani¢ne frekvencije, Qaqg, Optimalnih filtara s jednim parom kompleksnih
nula.

4.4 Upotreba metode jednakog impulsnog odziva

Prijenosne funkcije rekurzivnih digitalnih filtara mogu se dobiti pomoéu metode jednakog
impulsnog odziva [43], primijenjene na prethodno pripremljen kontinuirani prototip. U ovom sluéaju
namece se ideja o upotrebi kontinuiranih filtara sa simetri¢nim odzivom, &iji su parametri dani u
tablicama 3.1, 3.2, 3.3, 3.4i 3.5.

Metoda jednakog impulsnog odziva polazi od prijenosne funkcije kontinuiranog sustava

N k.
H(s) = L .
(s) 21 — (4.35)

¢iji je impulsni odziv h(t) dan izrazom (3.11). Uzorkovanjem impulsnog odziva hc(t), periodom T
daje impulsni odziv diskretnog sustava, ¢ija je prijenosna funkcija
N
TK;
Hz)=) ———. 4.36
i;’ 1-ePiTz™ (4.99)

Usporedivanjem gornjih izraza vidljivo je da su polovi diskretnog sustava dobiveni

preslikavanjem
d =ePl | (4.37)

Sto prepoznajemo kao izraz (4.30). Opcenito, takav izraz ne mozemo napisati za nule, koje su

funkcija polova i residuuma.
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Optimiranjem dobiveni digitalni filtri sa simetri€énim impulsnim odzivom nude diskretan skup
amplitudnih karakteristika, odnosno diskretan skup mogucih graniénih frekvencija wsqgs, 3to je
posljedica diskretnih vrijednosti kasnjenja, S-1/2. Obzirom da u gornjim izrazima period T moze biti
odabran proizvoljno, metoda jednakog impulsnog odziva daje proizvoljnu raspodjelu uzoraka
unutar impulsnog odziva kontinuiranog sustava. Time se dobiva impulsni odziv sa simetri€hom
ovojnicom, ali ne nuzno i simetri¢cnim uzorcima. Kasnjenje, a time i graniéna frekvencija, msgg,
mogu imati bilo koju vrijednost, $to metodu jednakog impulsnog odziva €ini fleksibilnom. Pritom se

namecu dva pitanja koja proizlaze iz prirode te metode.

Amplitudna karakteristika kontinuiranog sustava, |Hc(jo)l, je frekvencijski neograniena,
pa uzorkovanje periodom T uzrokuje pogresku uslijed preklapanja spektara (aliasing). Pitanje je
koliko pogreska uslijed preklapanja spektara utjeCe na simetriju impulsnog odziva, odnosno da li, i

kada, je upotreba metode jednakog impulsnog odziva opravdana?

Kao $to je re€eno u poglavlju 4.3.2, nule optimalnog kontinuiranog i optimalnog diskretnog
filtra, priblizno su povezane su istom relacijom, (4.30) i (4.31). Kod nula koje daje metoda jednakog
impulsnog odziva to nije slu¢aj. Iz toga proizlazi drugo pitanje koje glasi; koliko su svojstva filtara
dobivenih metodom jednakog impulsnog odziva daleko od svojstava optimalnih filtra, te, ponovo,
da li, i kada, upotreba metode jednakog impulsnog odziva opravdana?

Simetrija impulsnog odziva ne moze posluziti kao mjera za usporedbu optimalnih filtara i
filtara dobivenih metodom jednakog impulsnog odziva, jer, kao $to je ranije re€eno takuvi filtri ne
moraju imati nuzno simetriéne uzorke, koje usporeduje kriterij (4.1). Svojstva filtara bit ¢e zato
usporedena u frekvencijskoj domeni. Slika 4.15 prikazuje amplitudnu karakteristiku optimalnog filtra
6. reda sa svim nulama u ishodi$tu te kontinuiranog filira s nulama u beskonaénosti, normiranog
tako da ima istu graniénu frekvenciju, osq¢s, kao i digitalni filtar. Na istoj slici prikazana je i amplituda
filtra dobivenog metodom jednakog impulsnog odziva. Vidljivo je da se krivulje dobro poklapaju u
podru¢ju propustanja i dijelu prijelaznog podrugja. Na podru€ju blizu Nyquistove frekvencije,
gudenje filtra dobivenog metodom jednakog impulsnog odziva veée je oko 20 dB od gudenje
optimalnog filtra. Ovakvo pona$anje vidljivo je kod filtara parnog reda. Kod filtara neparnog reda,
metoda jednakog impulsnog odziva daje veCe gusenje, ne samo od optimalnog filtra, ve¢ i od
analognog prototipa. Amplituda filtra dobivenog metodom jednakog impulsnog odziva, sve manje
se razlikuje od amplitude analognog prototipa, kako raste red filtra, N. To se mozZe objasniti sve
manjom pogreskom uslijed preklapanja spektara, obzirom da s porastom reda raste i gusenje na
Nyquistovoj frekvenciji. Oblik grupnog kasnjenja filtra dobivenog metodom jednakog impulsnog

odziva isti je kao | kod optimalnog filtra.

Ovakvo, na prvi pogled necbi€no ponasanje, posljedica je utjecaja nula koje dodaje
metoda jednakog impulsnog odziva, kao $to prikazuje slika 4.16. Kao analogni prototip posluzio je
filtar sa simetricnim impulsnim odzivom, 6. reda, sa svim nulama u beskonaénosti. Unato¢ tome,
dobiveni digitalni filtar ima 6 konac¢nih nula, jednu ishodistu, a ostale rasipane po realnoj osi.
Ocigledno je da su za povecanje gusenja zasluzne realne nule u blizini Nyquistove frekvencije, {j.,
to¢ke z=-1+0;.
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Slika 4.15 Amplitudna karakteristika optimalnog filtra sa svim nulama u ishodistu,
kontinuiranog prototipa iste graniéne frekvencije, wzqs=Qss, i filtra
dobivenog metodom jednakog impulsnog odziva, N=6.
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Slika 4.16 Polozaj polova i nula filtra dobivenog metodom jednakog impulshog
odziva, primijenjene na filtar sa simetri¢ni impulsnim odzivom 6. reda, sa
svim nulama u beskonacnosti.

77



4 Digitalni filtri sa simetriénim impulsnim odzivom

Slicna analiza moze se provesti i za filtre s kompleksnim nulama. Metoda jednakog
impulsnog odziva preslikava N polova i M nula kontinuiranog sustava u blizinu polova i nula
optimalnog diskretnog sustava. Od preostalih N-M nula, jedna je u ishodistu dok su ostale

raspodijeljeno po realnoj osi. Neke od tih nula poveéavaju gudenje u okolini Nyquistove frekvencije.

Prisustvo nula izvan ishodista ¢&ini realizaciju sloZenijom. Realizacija se moze
pojednostavniti zanemarivanjem nula koje su daleko od ishodista, obzirom da one vrlo malo utjecu
na svojstva filtra. Takoder, za nule blizu ishodista moze se pretpostaviti da leze u ishodistu.

Povoljan utjecaj realnih nula na svojstva filtra daje ideju o optimiranju prijenosnih funkcija s
realnim nulama. Optimizacijski problem za neparni red filtra ima u tom slu¢aju oblik

min [Ed(zR-,po,ka,p|k)] ;=1 M k=1, (N-1)/2 .
ZRi:P0 PRk PIk ! (4.38)

U slu€aju parnog reda izraz ne sadrZi realan pol po.

Slika 4.17 ilustrira utjecaj realnih nula na optimalne filtre 6. reda. Optimalan filtar s 5 realnih
nula povecava gusenje blizu Nyquistove frekvencije za oko 40 dB u odnosu na filtar dobiven
metodom jednakog impulsnog odziva, Sija prijenosna funkcija takoder sadrzi 5 realnih nula. Na istoj
slici prikazana je i amplituda optimalnog filtra iste grani¢ne frekvencije, ali sa samo jednom realnom
nulom. Vidi se da ve¢ filtar s jednom nulom, ako se ona nalazi na optimalnoj poziciji, daje gusenje

priblizno jednako kao i filtar dobiven metodom jednakog impulsnog odziva.
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Slika 4.17 Amplitudne karakteristike optimalnog fitra s 1 i 5 realnih nula,
kontinuiranog prototipa iste grani¢ne frekvencije, ©345=Qaqgs, te filtra
dobivenog metodom jednakog impulsnog odziva, N=6.
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4.5 Optimalni filtri s nulama na realnoj osi

Optimizacija prijenosnih funkcija s realnim nulama provedena je za sluéaj (i) s jednom
realnom nulom, te (ii) s najveéim mogucim brojem nula, koji iznosi N-1, dok se preostalih N-M nula
nalazi u ishodistu. Kao to je pokazano u prethodnom poglavlju, filtri s jednom realnom nulom su
interesantni jer su im svojstva u frekvencijskoj domeni sumjerljiva filtima koje daje metoda
jednakog impulsnog odziva. S povecanjem broja realnih nula raste i gusenje u blizini Nyquistove
frekvencije, $to u nekim aplikacijama moze biti vazno. To je razlog $to su u razmatrane prijenosne

funkcije s najve¢im moguéim brojem nula.

451 Filtri s jednom realnom nulom

Kao sto je pokazano slici 4.2, realne nule ne doprinose mnogo simetriji impulsnog odziva.
Zato se niti njihovi impulsni odzivi prakti¢ki ne razlikuju od odziva filtara sa svim nulama u ishodistu,
3.4. To vrijedi i za njihovo grupno kasnjenje, koje se vrlo malo razlikuje od onog prikazanog slikom
4.5, Doprinos nula najbolje se vidi se kod gudenja u blizini Nyquistove frekvencije, slika 4.18. To je
posljedica prisutnosti realne nule &ija se optimalna pozicija nalazi u blizini to¢ke z=-1+j0, kao Sto
prikazuje slika 4.19.

Kao $to je opisano u poglavlju 4.3.3, postupak sinteze ovih filtara pocinje odredivanjem
reda N, te linije simetrije S. Slika 4.20 prikazuje amplitudne karakteristike, skalirane na isti /Qsqg. .
Krivulje opisuju gusenje filtara s linijjom simetrije od S=7 do S=30 s to¢noscu 0.2 dB, 1.4 dB, 0.4 dB
i 3.3 dB na frekvencijama 2Qaqp, 3Qs4p, 4Q34s | 6Qs4s. TOCNOST za filtre s linijom simetrije od S=3 do
S=6 na frekvencijama 2Qaqg, 3Qsqp | 4Q3qs bolja je 0d 1.1 dB, 7.2 dB i 2.9 dB.
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Slika 4.18 Amplitudne karakteristike digitalnih filtara s jednom realnom nulom, S=10.
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Slika 4.19 Polozaj polova i nula optimalnih filtara s jednom realnom nulom, S=10.
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Slika 4.20 Amplitudne karakteristike optimalnim filtara s jednom realnom nulom.
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Nakon s$to se pomocu slike 4.20 procijeni red filtra, pomoc¢u poznatog reda i grani¢ne
frekvencije, iz slike 4.21 odreduje se potrebno kasnjenje, S. Nakon $to su odredeni parametri N i S,
polovi i nule optimalnog filtra dobivaju se optimizacijom (4.38). Pocetni skup polova za optimizaciju

dobiva se pomocu izraza (4.30), dok se nule mogu uzeti kao zg;=-1.1.
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Slika 4.21 Grani¢ne frekvencije, Qs4, optimalnih filtara s jednom realnom nulom.

4.5.2 Filtri s N-1 realnom nulom

Optimizacija filtara s nulama na realnoj osi provedena je za filtre reda N=2 do N=7, s
M=N-1 realnom nulom. Filtri reda N>7 predstavljaju problem za numeri¢ku optimizaciju, zbog
malenog utjecaja nula na simetriju impulsnog odziva. U praksi to ne mora biti nedostatak, obzirom
da filtri viseg reda veé¢ i bez realnih nula imaju zadovoljavaju¢e guSenje u blizini Nyquistove

frekvencije.

N-1 realna nula doprinosi simetriji impulsnog odziva manje nego 1 par kompleksnih nula,
kao $to se vidi na slici 4.2. To je razlog sto impulsni odzivi prikazani slikom 4.22 nemaju zna¢ajno
manje podbaCaje nego odzivi filtara svim nulama u ishodidtu. Doprinos je o€it u gudenju na
Nyquistovoj frekvenciji, $to je posebno bitno za sustave nizih redova, slika 4.23. Za isti S, ovi filtri
imaju Siri pojas propustanja nego filtri sa svim nulama u ishodistu, filtri s jednim parom kompleksnih
nula i filtri s jednom realnom nulom.

Grupno kasnjenje prikazano je slikom 4.24. Valovitost je manja, a frekvencijsko podrucje
na kojem grupno kasnjenje aproksimira konstantu je Sire, nego to je to bio slu¢aj kod filtara sa

svim nulama u ishodiStu. Broj valova grupnog kasnjenja jednak je N.

81



4 Digitalni filtri sa simetriénim impulsnim odzivom

Interesantno je da su nule tokom optimizacijskog postupka postale viSestruke. Slika 4.25
prikazuje primjer rasporeda polova i nula filtara 2. 5. i 7. reda. Nule se nalaze nesto dalje od tocke

z=-1 nego kod filtra sa samo jednom realnom nulom.
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Slika 4.22 Impulsni odzivi digitalnih filtara s N-1 realnom nulom, S=10.
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Slika 4.23 Amplitudne karakteristike digitalnih filtara s N-1 realnom nulom, S=10.
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Slika 4.24 Grupno kasnjenje digitalnih filtara s N-1 realnom nulom, S=10.
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Slika 4.25 Polozaj polova i nula digitalnih filtara s N-1 realnom nulom, S=10.
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Dijagrami za odredivanje reda N i linije simetrije, S, filtara s N-1 nulom prikazani su slikama
426 i 4.27. Amplitudne karakteristike, skalirane na isti Q/Qzqg opisuju gudenje filtara s linijom
simetrije od S=7 do S=30 s to¢nos¢u boljom od 0.4 dB, 5.0 dB, 4.9 dB i 9.8 dB na frekvencijama
2Q34p, 3Qa4p, 40345 | 6Q3qs. TOCNOSE za filtre s linijjom simetrije od S=3 do S=6 na frekvencijama
2Q348, 3Q4aqp | 4Q34p bolja od 1.5 dB, 1.0dB i 5.8 dB.

Kod filtara s ve¢om Sirinom pojasa (malenim S), podrucje konstantnog grupnog kasnjenja
Siri se do Nyquistove frekvencije, pokrivajuci tako cijelo frekvencijsko podrugje. To kao posljedicu
ima vrlo malu asimetriju impulsnog odziva, koja dolazi u red veli€ine numeri¢kih pogreSaka
racunskog postupka. To je slucaj kod filtara s malim S, a velikim N, pa su oni izostavljeni sa
dijagrama na slici 4.27. Takoder, to€nost krivulja danih slikom 4.26 vrijedi za kombinacije S i N koje
se mogu nadi na dijagramu 4.27.

Nakon $to se pomocu slike 4.26 procijeni red filtra, pomoc¢u poznatog reda i grani¢ne
frekvencije, iz slike 4.27 odreduje se potrebno kasnjenje, S. Kad su odredeni parametri N i S,
polovi i nule optimalnog filira dobivaju se optimizacijom (4.38). Za procjenu polova prvog koraka
optimizacije moze ponovo posluziti izraz (4.30) iako je optimum ovoga puta nesto udaljeniji nego u
sluéaju s jednom nulom. Zbog malog utjecaja nula na prijenosnu funkciju, pozZeljno je otprilike
poznavati njihove optimalne polozaje. Optimalni polozaji (N-1)-strukih filtara, pogodne za kontrolu

rezultata optimizacijskog postupka prikazane su slikom 4.28.
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Slika 4.26 Amplitudne karakteristike optimalnim filtara s N-1 realnom nulom.
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Slika 4.27 Grani¢ne frekvencije, Qaqgs, optimalnih filtara s N-1 realnom
nulom.
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Slika 4.28 Optimalni polozaji nula digitalnih filtara s N-1 realnom nulom.
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4.6 Svojstva digitalnih filtara sa simetricnim impulsnim odzivom

Slika 4.29 prikazuje amplitudne karakteristike filtara 6. reda, skalirane na isti Qsq5. Sve
amplitude prate Gaussovu krivulju do frekvencije Q=2Q345. Nakon toga padaju strmije, ali i dalje
konvergiraju ka istoj krivulji. Razdvajanje u ovom slu¢aju nastaje tek nakon $to guSenje postigne

50 dB. Realne nule povecavaju gusenje u blizini Nyquistove frekvencije.

Doprinos realnih nula aproksimaciji konstantnog grupnog kasnjenja mnogo je maniji nego
doprinos kompleksnih nula, kao $to prikazuje slika 4.30. Kao $to je ranije pokazano, komplekse

nule mnogo vide doprinose simetriji impulsnog odziva nego realne nule.

Iz provedenih razmatranja vidi se da su svi opisani tipovi prijenosnih funkcija upotrebljivi u
praksi. Prijenosne funkcije sa svim nulama u ishodistu zanimljive su zbog jednostavne realizacije.
Dodatak nula ¢ini realizaciju slozenijom, ali doprinosi boljim svojstvima filtra. Kompleksne nule
pogodne su kad se od filtra traze dobri vremenski odzivi, dok su realne nule potrebne kad je

potrebno veliko gusdenje u blizini Nyquistove frekvencije.

Metoda jednakog impulsnog odziva temeljena na optimalnim kontinuiranim filtrima takoder
daje dobre rezultate. Njena prednost je u jednostavnosti primjene, te u mogucnosti odredivanja
filtra s proizvoljnom grani¢nom frekvencijom. Simetrija ovojnice dobivenog diskretnog impulsnog

odziva nije optimalna, ali odstupanja od optimalne nisu velika, pa se u praksi se ¢esto mogu

zanemariti.
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Slika 4.29 Amplitudne karakteristike filtara sa simetriénim impulsnim odzivom, sa
svim nulama u ishodistu, jednim parom kompleksnih nula, jednom
realnom nulom te N-1 realnom nulom, N=6, S=10.
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Slika 4.30 Grupno ka$njenje filtara sa simetriénim impulsnim odzivom, sa svim
nulama u ishodistu, jednim parom kompleksnih nula, jednom realnom
nulom te N-1 realnom nulom, N=6, S=10.
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5 Zakljuéak

U radu je opisana nova klasa filtara s najmanjom kvadratnom pogreSkom simetrije
impulsnog odziva za dani red sustava, ¢ime je osigurano najmanje izobli¢enje signala u
vremenskoj domeni. Provedena istrazivanja pokazuju da se simetrija impulsnog odziva moze
uspjesno Koristiti kao kriterij za sintezu analognih i rekurzivnih digitalnih filtara. Svojim svojstvima

dobiveni filtri se svrstavaju medu klasi¢ne filtarske aproksimacije.

Impulsni odzivi optimalnih kontinuiranih filtara aproksimiraju zvonolik oblik, a maksimalno
su simetriéni za zadanu slozenost prijenosne funkcije. Simetrija raste s porastom reda filtira, a
podbacaji i prebacaji te vrijeme istitravanja se smanjuju, da bi kod filtara viSih redova postali
zanemarivi. Prisutnost kompleksnih nula povecava simetriju impulsnog odziva, a realne nule su
tokom optimizacijskog postupka potisnute daleko od ishodisSta pa je njihov utjecaj zanemariv. U
praksi je opravdano koristiti 1 do 2 para kompleksnih nula, obzirom da s njima postize dovoljno
velika simetrija impulsnog odziva. Dodatne nule doprinose simetriji, ali je doprinos manji, dok
istovremeno povecavaju sloZzenost prijenosne funkcije. Amplitudne karakteristike filtara slijede
Gaussovu krivulju u sirokom frekvencijskom podrucju. lako nije zadan nikakav zahtjev na grupno
kasnjenje, ono valovito aproksimira konstantu. Frekvencijsko podrucje na kojem grupno kasnjenje
aproksimira konstantu se Siri, a valovitost smanjuje, s porastom reda sustava. Za dani red filtra,
valovitost grupnog kasnjenja raste s frekvencijom, $to je logi€no jer komponente s manjom
amplitudom manje utje€u na vremenski odziv. Generalno, rezultati potvrduju pretpostavku da
jednolika valovitost grupnog kasnjenja, karakteristiéna za pristup u frekvencijskoj domeni, nije
nuzna za mala izobli€enja u vremenskoj domeni. Nule razmjerno malo utje€u na osnovni oblik
gusenja, ali povecavaju frekvencijsko podrucje u kojem grupno kasnjenje aproksimira konstantu.
Parametri prijenosnih funkcija optimalnih filtara dani su u tabelarnom obliku ¢ime je omoguc¢eno

njihovo jednostavno projektiranje.

Optimizacija rekurzivnih digitalnih filtara provedena je za filtre sa svim nulama u ishodistu,
filtre s kompleksnim nulama, te filtre s realnim nulama. Sva tri tipa prijenosnih funkcija su
interesantna za primjenu u praksi. Filtri sa svim nulama u ishodi$tu imaju simetri€an impulsni odziv
s najjednostavnijom realizacijom. Vecu simetriju, sa S8irim podru€jem konstantnog grupnog
kasnjenja, ali i sloZzenijom strukturom, imaju filtri s jednim parom kompleksnih nula. Realne nule
razmjerno malo doprinose simetriji i grupnom kasnjenju, ali povecavaju gusenje na Nyquistovoj
frekvenciji. Osnovni oblici vremenskih i frekvencijskih odziva optimalnih digitalnih filtara vrlo su
sliéni onima dobivenim kod kontinuiranih filtara. Postupak projektiranja ovih filtara dan je u obliku
dijagrama pomocu kojih se odreduju potrebno kasnjenje i red filtra, nakon ¢ega je jednostavno

provesti potrebnu optimizaciju.
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Metoda jednakog impulsnog odziva interesantna je zbog svoje jednostavnosti i
fleksibilnosti. Primijenjena na optimalne kontinuirane filtre daje prakticki upotrebljive, ali ne i
optimalne digitalne filtre. Njena upotreba daje kao rezultat prijenosne funkcije s nulama na realnoj
osi. Te nule povec¢avaju gudenje na Nyquistovoj frekvenciji. Nazalost pojava realnih nula poveéava
sloZenost realizacije. Optimalni filtri koji sadrZze samo jednu realnu nulu daju rezultate sumjerljive
filtrima dobivenim metodom jednakog impulsnog odziva, iako im je struktura jednostavnija.
Vrijednosti kasnjenja optimalnih filtara ne dozvoljavaju izbor bilo koje grani¢ne frekvencije filtra. Za
razliku od njih, metoda jednakog impulsnog odziva omoguc¢ava dobivanje filtra bilo koje grani¢ne
frekvencije. Tako dobiveni filtri imaju simetriénu ovojnicu uzoraka impulsnog odziva, ali ne |

simetricne uzorke, kao $to je to slu¢aj kod filtara dobivenih optimizacijom.
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Sazetak

Sazetak

Filtri s linearnom fazom koriste se u sustavima od kojih se trazi malo izobli¢enje signala u
vremenskoj domeni. Takav pristup je indirektan, obzirom da je dan u frekvencijskoj domeni. Bolji

rezultati mogu se o¢ekivati projektiranjem filtara na temelju kriterija u vr.emenskoj domeni.

U radu je opisana nova klasa filtara, s najmanjom kvadrathom pogreskom simetrije
impulsnog odziva za dani red sustava, &ime je osigurano najmanje izobli¢enje signala u
vremenskoj domeni. U frekvencijskoj domeni ti filtri aproksimiraju konstantno grupno kasnjenje s
nejednolikom valovito§¢éu. Valovitost je manja u podrudju propustanja, a vec¢a u podru¢ju veceg
gudenja, $to pokazuje da zahtjev jednolike valovitosti nije nuZzan za mala izobli€enja u vremenskoj
domeni. Amplitudna karakteristika dobivenih filtara u Sirokom podru¢ju aproksimira Gaussovu

Krivulju. Svojim svojstvima ovi filtri se svrstavaju medu klasi¢ne filtarske aproksimacije.

Prijenosne funkcije filtara dobivene su numeriCkom optimizacijom. Optimizacija je
provedena za filtre od 2. do 10. reda sa svim nulama u beskonacnosti te kompleksnim nulama. U
radu je opisan postupak dobivanja filtara, te dani numericki rezultati pogodni za jednostavno

projektiranje ovih filtara.

Optimizacija rekurzivnih digitalnih filtara provedena je za filtre sa svim nulama u ishodistu,
filtre s kompleksnim nulama, te filtre s realnim nulama. Pokazano je da su sva tri tipa prijenosnih
funkcija interesantna za primjenu u praksi. Filtri sa svim nulama u ishodiStu imaju simetri¢an
impulsni odziv s najjednostavnijom realizacijom. Veéu simetriju, sa Sirim podru¢jem konstantnog
grupnog kasnjenja, ali i slozenijom strukturom, imaju filtri s jednim parom kompleksnih nula. Realne
nule razmjerno malo doprinose simetriji i grupnom kasnjenju, ali povecavaju gusenje na
Nyquistovoj frekvenciji. Za projektiranje digitalnih filtara sa simetri¢nim impulsnim odzivom dani su

dijagrami za odredivanje potrebnih parametara s kojima se ulazi u optimizacijski postupak.

Kao jedan pristup projektiranju rekurzivnih digitalnih filtara, razmatrana je metoda jednakog
impulsnog odziva, primijenjena na optimalne kontinuirane filtre sa simetricnim impulsnim odzivom.

Razmotren je utjecaj realnih nula koje ta metoda unosi u prijenosne funkcije.

Provedena je optimizacija sustava s realnim nulama, te predloZzena metoda za njihovo

projektiranje.

Klju¢ne rije¢i:  simetrija impulsnog odziva, analogni filtar, digitalni filtar




Summary

Summary

Linear phase filters are used when a small time domain signal distortion is required. This is
indirect approach because it is given in frequency domain. One should expect better results from

optimum systems based on the time domain criteria.

In this thesis, a new class of filters with maximum impulse response symmetry for a given
system order is determined. The used criterion enables the minimum time domain distortion. The
obtained filters in the frequency domain approximate constant group delay with a ripple. The ripple
is low in passband, but greater in the frequency region where amplitude attenuation is high. It
means that equal ripple or maximally flat requirement are not necessary for a small time domain
distortion. Amplitude response of these filters approximate Gaussian curve in a wide frequency
band.

Filter transfer functions are obtained by numerical optimization. Transfer functions of the
second to the tenth order with all zeros at infinity and complex zeros are obtained. The parameters

required for a filter design are given in tables.

Optimization of recursive digital filters is carried out for filters with all zeros at the origin,
filters with complex zeros and filters with real zeros. All three types of transfer functions are
interesting for practical applications. All-pole filters enable symmetric impulse response with simple
structure. Higher symmetry and wider constant group delay bandwidth, but somewhat more
complex structure, can be achieved using filters with complex zeros. Real zeros have rather low
contribution to impulse response symmetry and group delay response, but they increase
attenuation at Nyquist frequency. An efficient procedure for a filter design based on numerical

optimization is proposed. Required parameters for the optimization are given in diagrams.

Impulse invariance method, based on the obtained continuous time filters with symmetric

impulse response, is also considered.

Filters with real zeros are optimized, and design procedure is given.

Key words: impulse response symmetry, continuous time filter, discrete time filter, analog filter,
digital filter
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