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1. Uvod

Suvremena fizika poznaje tri agregatna stanja materije : Cvrsta tijela koja
zadrzavaju oblik i volumen, te tekucine i plinove koji se ujedinjuju pod zajednickim

nazivom fluidi. Fluid predstavlja tvar €iji su dijelovi veoma pokretljivi.
Fluide je moguce podijeliti na stlacive i nestlacive.

Tekucine predstavljaju nestlacive fluide — razli€ita je sila reakcije tekucine kada na
nju djeluje vanjska tangencijalna sila okomita na povrsinu same tekucine. Prema
3. Newtonovom zakonu sila reakcije fluida na okomitu silu suprotnog je smjera od
vanjske sile, no jednaka joj je prema iznosu. Kod idealnog fluida sila reakcije
tekucine na tangencijalnu silu je zanemariva. ObiljeZje idealnog fluida je
jednostavno mijenjanje vlastitog oblika. Pri tome ne dolazi do promjene njegova

volumena, ve¢ iskljucivo oblika. Stoga se idealan fluid smatra nestlacivim.

Za razliku od tekucina, plinovi su stlacivi fluidi, jer pod djelovanjem sile mijenjaju

svoj oblik.

U svakodnevnom zivotu fluidi su vrlo Cesta pojava. No, njihova simulacija
predstavlja kompleksan problem. Razlog kompleksnosti leZi u slozenoj interakciji
razli€itin obiljeZja fluida kao Sto su konvekcija, turbulencija, povrSinska napetost i

difuzija.

Dana$nja istraZivanja na podruc¢ju racunalne dinamike fluida fokusiraju se na
razvijanje novih metoda za simulaciju i vizualizaciju fluida. Povezuju ih
matematiCke jednadzbe kojima se opisuje gibanje fluida. Fluid se smatra najteze
simuliranom realnom pojavom, a joS teZe je simulirati detaljno zahtjevnije fluide
interaktivno. Najc¢eS¢e su tzv. “off-line” simulacije. U “off-line” simulaciji fluidi su
prvo simulirani, a potom vizualizirani, u svrhu vece to€nosti. Manje to¢nije metode

dozvoljavaju simulaciju fluida u realnom vremenu.

Posljednje desetlie¢e racunalne grafike obiliezeno je implementacijom fluida
temeljenom na sustavu reSetke. No, ovaj princip nije povoljan kod simulacije
detaljnih fluida u realnom vremenu. Stoga su uvedeni sustavi Cestica, koji kod

fluida razmjerne razine detalja omogucuju interakciju.
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Interakcija je esencijalna kod raCunalnih igara, simulacije operativnih zahvata, kao

I kod izrade nacrta animacija koje vjerno predocuju konacan rezultat.

Animaciju fluida moguce je podijeliti u dva podrudja — simulaciju i vizualizaciju. U
podrucju raCunalne grafike vidljiva je vece orijentacija prema podrucju simulacije,

na razvoju metode pogodne za interaktivnu simulaciju fluida.




2. Klasi¢na dinamika fluida

Na raCunalnu dinamiku fluida ponajvise su utjecali Claude Navier i George
Stokes, koji su 1822., odnosno 1845. godine definirali tzv. Navier-Stokes
jednadzbu koja opisuje dinamiku fluida. Osim navedene jednadzbe, koja Cuva
koli¢inu gibanja, za opis fluida potrebna je i jednadzba kontinuiteta za oCuvanje

mase, te jednadZba stanja za ocuvanje energije.!"

Z—’t‘+ﬁ-va+%Vp=§+vv-vﬁ, V- =0

Racunalna grafika poznaje nekoliko tehnika simulacije fluida. 1983. godine

T.Reeves uvodi sustav Cestica kao tehniku za modeliranje neizrazitih objekata.

U podrucju raCunalne grafike gibanje fluida vazno je za simulaciju brojnih
svakodnevnih pojava. Osnovu gibanja fluida predstavljaju Navier-Stokesove
jednadzbe . Moguce ih je implementirati na dva nacina : Eulerovom metodom
reSetke i Lagrangeovom metodom ¢estica.l”’ Trenutno se vige koristi Eulerova
metoda, ponajviSe za simulaciju efekata kao Sto su viskoznost, povrSinska
napetost vode, elastoplasticnost za animaciju sluzi, pjene, te efekt termalnog
uzgona za animaciju plina. Vec¢ina Eulerovih implementacija radi na “off-line”

principu, stoga ne pridonose rje$enju problema interakcije.™

Zasebno podrucje interesa predstavlja animacija same povrSine fluida. U
racunalnim igrama danas se koriste gravitacijski i sinusoidalni valovi koji se vrlo
u€inkovito implementiraju kao program za sjenCanje vrhova (eng. vertex) na
jedinicama graficke obrade (GPU). Hibrid izmedu gravitacijskih valova i Navier-
Stokesovih jednadzbi su tzv. jednadzbe plitkog fluida, kojima se simuliraju

interakcije izmedu dinamickih valova i granica na interaktivnoj razini.”




3. Navier-Stokesova jednadzba

Z—’t‘+ﬁ-va+%Vp=§+vv-vﬁ, v-i=00

Simbol % u mehanici fluida predstavija brzinu fluida. Gréko slovo p
oznacava gustocu fluida. Sila po jedinici povrSine kojom djeluje fluid, odnosno tlak,
oznacava se slovom p. Brzina, gustoca i tlak smatraju se kontinuiranim obiljezjima
fluida.

Gibanje nestlacivih fluida u vremenu t moguce je opisati jednadzbom :

0
p<a+ u-V>u=—Vp+uV-(Vu)+f,Vu=0

Simbol p predstavlja viskoznost fluida, a f zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na
fluid.

Navier-Stokesov opis gibanja fluida temelji se na strukturi reSetke. Stoga osim
ovisnosti 0 vremenu, treba uraCunati i poziciju reSetke (koja takoder ovisi o

vremenu).

U trodimenzionalnom prostoru, vektor pozicije odreden je s :

r(t) = (x(t),y(®), z()"

Navier_Stokesova jednadzba gibanja fluida predstavlja drugi Newtonov zakon za
fluid. ™




Desna strana jednadzZbe, odnosno p( + u- V)u predstavlja ukupnu silu

gustoce, a lijeva strana, odnosno —Vp + uV - (Vu) + f, predstavlja produkt mase i

akceleracije. Zza fluid akceleracija je derivabilna na cijelom podrugju.’®

Primjenom pravila lanca’® dobiva se :

u ou 0x Ouay Juoz

a
_”(t ") =5t orac tayac T as ot

Ou Ju Jdu Ou] [au Jdu au]T

=t Tlox 3y 3zl lax'ay oz
Ju du du Ju
..... —r
Jt dx 0y 0z
—Ctuy
=G tuw W
Kada je gusto¢a konstantna kroz fluid, onda vrijedi Z—’; +V-(pu) =0, pV-

u=v-ul

Fluid je tada nestlaciv.

Slika 1. Clude-Louise Navier




4. Metode rjeSavanja

Pocetci razvoja raCunalne dinamike fluida obiljezeni su pojavom digitalnog
racunala 1950ih godina proS$log stolje¢a. Osnovni alati za rijeSavanje parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi, koje se izmedu ostalog upotrebljavaju i u podrucju
racunalne grafike, - metoda konacnih razlika (FDM — Finite difference method) i
metoda konacnih elemenata (FEM - Finite element method) spominju se od

poCetka 20. stoljeca.

4.1. Metoda konacnih razlika

Metoda konacCnih razlika je numericka metoda koja pretvara rjeSavanje
diferencijalne jednadZzbe u formiranje i rjeSavanje sustava obicnih linearnih
jednadzbi. Pri tome se derivacije aproksimiraju i uvodi se greska, Cija je veli€ina
obrnuto proporcionalna broju jednadzbi koje se formiraju. 1910. godine Lewis Fry
Richardson je britanskom drustvu Royal Society predstavio rad o analizi pritiska

na zidanje brana u kojem je upotrijebio metodu konacnih razlika.

4.2. Metoda konacnih elemenata

Metoda konaénih elemenata je numericka metoda za pronalazenje
aproksimacija rieSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i integralnih jednadzbi.
RjeSenje se temelji na uklanjanju diferencijalne jednadzbe kod stacionarnog stanja
I pretvorbu parcijalne diferencijalne jednadzbe u aproksimacijski sustav obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi, koje se potom numeriCki integriraju standardnim
tehnikama, primjerice Eulerovom metodom. Metodu konacnih elemenata 1956.
godine prvi puta spominju autori Turner, Clough, Martin i Top u radu Aeronautical

Science Journal prilikom analize pritiska na letjelice.!




4.3. Metoda konaénih volumena

Metoda konacnih volumena je metoda =za predstavljanje parcijalne
diferencijalne jednadzbe u obliku algebarskih jednadzbi. Slicno kao kod metoda
konacnih elemenata i metode konacCnih razlika, vrijednosti se racunaju na
diskretnim mjestima umrezene geometrije. Termin konacan volumen odnosi se na
manji volumen koji okruzuje svaku Cvor-toCku na mrezi. Volumni se integrali u
parcijalnim diferencijalnim jednadzbama pretvaraju u povrSinske integrale koristeci
teorem divergencije. Metodu konac¢nih volumena prvi je spomenuo Eleuterio F.
Toro 1999. godine. Na vecu zastupljenost ove metode u proteklih nekoliko godina

utjeCe ponajviSe jednostavnost struktura podataka.

Jednodimenzionalni primjer advekcije pokazuje uporabu metode konacnih

volumena:

dp Of

— A >

et =20
Varijablu stanja predstavlja p = p(x,t), atok od p predstavlja f=
f(p (x,1)).

Prema konvenciji, negativan dio funkcije f predstavlja desni dio toka, a pozitivan
dio funkcije f lijevi dio toka. Prostornu domenu x moguce je podijeliti na konacne

volumene s indeksom i p;(t) = p(x,t), x € [x;_1,x,,1].
2 2

Pri tome, srednji volumen u vremenu t = t; iznosi :

_ 1 Yird
p.(t) = P p(x, t;)dx
i+§ L—E xi—%
i uvremenuuvremenut=t,:
_ 1 il
p.(tz) = P J 2p(x, ty)dx
T




x,.1—x,_1 predstavljaju lokacije uzvodnih i nizvodnih rubova volumena ~th
2 2

_— . , . . a ,
Integriranjem pocetne jednadzbe u vremenu , uz zamjenu f, = é dobiva se :

p(uty) = pGot) — [ floCot)) dt

Za prosjeCan volumen u vremenu t = t, , integrira se p(x,t,) po dijelu volumena

[xl.%, xl._%] i dijeli s Ax; = xl.+% - xi_% ;

X, 1
Pit) = 5 [ "2 {p e ta) = f,7 £ (x, t)dt Y}
=2

Primjenom teorema divergencije ¢ V- fdv = §, fdS i zamjenom volumnog

integrala vrijednostima f(x) dobivenim na rubovima x,_ 1 ix, 1 dobiva se:
2 2

t2

p.(t2) = p,(t1) _A_xi . fi+% dt — ‘. fi—% dt}

iy =S (20
-2 -2

dp, 1

it | Ax;

fi+%—fi 1]=0
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5. Eulerov fluid

Navier-Stokesove jednadzbe opisuju gibanje Eulerovog fluida. Fluid je
sastavljen od celija, poredanih u regularnu reSetku. Svaka celija sadrzi odreden
broj molekula fluida, odnosno &estica./’ Navier-Stokesove jednadzbe moguée je
numericCki rijeSiti pomoéu nekoliko koraka za svaku komponentu jednadzbe.
Najvazniji korak je Helmholtz-Hodge dekompozicija, odnosno matematicka tehnika
koja dozvoljava kombiniranje gradijenta tlaka i V-4 = 0 u jedinstvenu jednadzbu.
ResSetka pruza rjeSenje za procjenu derivacija pomocu metode konacénih razlika
(FDM).E!

o
o
o
o
o
o

Lol
Lol
i
i
i
Lol

o
o
o
o
o
o

Slika 2. Struktura Eulerovog fluida u 2D

Prednost Eulerove metode jest mogucnost detaljnijeg opisa fluida. Glavni
nedostatak metode predstavlja sama reSetka, tj. nemoguénost postojanja fluida
izvan domene domene reSetke. Stoga nije moguce simulirati prirodan tok fluida.
Problemu se pokuSalo suprostaviti pomocu adaptivnih reSetki. Primjerice, metoda
temeljena na oktalnom stablu (eng. Octree) koristi se kod vrlo detaljne simulacije
fluida vode i dima. Problem kod veli€ine tzv. grube reSetke predstavlja veliko

zauzece memorije, posebice kod simulacije fluida visoke rezolucije.
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lako su posebne strukture podataka korisne za detaljnije prikaze i manju potrosnju
memorije, Eulerovim principom simulacije baziranom na reSetci nije moguce dobiti

interaktivne rezultate.

6. SPH metoda

SPH metoda, odnosno ,Smoothed Particle Hydrodynamics”, predstavlja
interpolacijsku metodu modeliranja fluida kao skupine pokretnih Cestica, koja se
koristi za rjeSavanje jednadzbi kretanja izmedu dvije ili viSe Cestica. Prvotno je
nastala u podrucju raCunalne astrofizike za simulaciju stlacivih tokova. Koristila se
u simulaciju razli¢itih astrofizickih fenomena prilikom intuitivnih prikaza slozenih
problema. Danas se koristi u filmskoj industriji za poboljSanje realnog prikaza

specijalnih efekata, kao $to su kretanje pozara kroz zgrade, protok zraka i sli¢no.!”

Interpolacijska SPH metoda sluzi za izraCun priblizne vrijednosti i derivacija
kontinuiranih  polja pomocéu diskretnih uzoraka, odnosno toCaka. Uzorci
predstavljaju zasebne entitete — Cestice. Svaka Cestica sadrzi podatke o vlastitim
fiziCkim odrednicama — masi i poziciji. Osim ovih podataka, moze sadrzavati
podatke o procijenjenim fizickim koli€inskim vrijednostima, kao Sto su tlak,
temperature, tzv. masa gusto¢e (masa gustocCe, tj. gustoCa predstavlja masu po
jedinici volumena). Karakteristicne SPH koli€¢ine su dobivene kao teZinski prosjeci

susjednih gestica.™!

Osnovna prednost SPH metode je proizvoljna lokacija Cestice. Poznate metode
numericke procjene derivacija, kao Sto je metoda konacnih razlika, zahtijevaju da
Cestice budu poravnate na regularnoj reSetci. Kod SPH metode derivacije
kontinuiranih polja se procjenjuju pomocu analitiCke diferencijacije. Svaka Cestica
zauzima vlastiti dio prostora. U svrhu dobivanja $to tocCnijih procijenjenih tezinskih

koliginskih vrijednosti nuzna je gusta poredanost estica uzorka.?!

SPH metoda je prvenstveno interpolacijska metoda. Interpolacija se oslanja na
teoriju interpolacije integrala pomodéu krivulja koje aproksimiraju tzv. delta

funkcije.?
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Interpolacija integrala proizvoljne koli€inske funkcije A(r) definirane na prostoru Q

se definera kao :
A(r) = jA(r’) W(r —r',h)dx'
Q

Simbol r predstavlja proizvoljnu to¢ku u prostoru . Krivulja W posjeduje

parametar h, koji definira njezinu Sirinu.

Navedeni integral moguce je aproksimirati s :

A0 = ) AV W(r =1, k)
j

Indeks j iterira po svim raspolozivim Cesticama. V; predstavlja dio volumena
implicitno pridruzen Cestici s indeksom j. Pozicija Cestice odredena je s ;.

Proizvoljna koliCinska vrijednost Cestice na poziciji 7; odredena je s A4;.

Za volumen cCestice vrijedi sljedeca jednakost:

Simbol m oznaCava masu, a simbol p gustoéu (gustoéu mase) Cestice.

Uvrstavanjem ove jednakosti u jednadzbu aproksimacije dobiva se :
m;
As(r) = ZA]- W =nh)
- J
]

Kod SPH metode diferencijabilnu interpolaciju funkcije moguce je dobiti iz
vrijednosti pojedinih Cestica. Derivacija interpolacije dobiva se standardnom
analititkom diferencijacijom. Pri tome se uzima pretpostavka da je krivulja

dvostruko diferencijabilna.
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Promatra li se sustav od dvije Cestice i i j, parcijalna derivacija x- komponente

postaje :

aA()—aAij h
Ox s\7; _6x(jpj (r; UL )

d m; m; 0

dx pj
0
=0 W(rl n,h)+Ajp—;a—xW(rl r],h)
m; 0
= jp—;a—W(’”i 5, h)

Prilikom navedenog izraCuna koristeno je produktno pravilo.

Jednakost :—x<Aj %) = 0 vrijedi zato Sto Aj% ne ovisi direktno o komponenti
J J
prostora, te se u danom kontekstu smatra konstantom.

Derivacije sume interpolanata utjeCu isklju€ivo na krivulju. Stoga, gradijent koliCine

polja prelazi u :
m.
VAs(r) = ZA]- Ly W(rl- -1, h)

- Pj

j
U svrhu postizanja viSeg stupnja toCnosti navedenog gradijenta koristi se :

pVA = V(pA) — AVp
1
VA =2 (V(pA) — AVp)

Opcenito, kod SPH metode poZeljno je da se u izrazu gustoc¢a nalazi unutar

operatora.[®

Stoga izraz za gradijent prelazi u :

VAs(r) = — ijAj—VW(ri—rj,h)—Aij—VW(ri—rj,h)
p > Pj > Pj
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1
= ZAjmjVW(ri —1,h) —ZAmjVW(ri —1,h)
J J

1
j

VA . . .
Izraz — moguce je zapisati kao :

Uvravanjem navedene zamjene u jednadzbu za gradijent® dobiva se :

Aim; A; m;
VAs(r) =p Z—]—]V W(rl- —rj,h) +—éij—JV w(r; —rj,h)
~i Pj Pj p > pj

A; A
=p zp—]zmjVW(ri—rj,h)+zﬁmjVW(ri—rj,h)
7 j

A A
= pz(_2+_2)mj VW (r; -1, h)
> pj= P

Na isti se nacCin izraCunava i Laplacian polja koli€inskih vrijednosti:

m.
VZAs(r) = zAj#VZ W(r; — 7, h)
- j
j
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Upotreba razli¢itih krivulja u SPH metodi analogno je koristenju razli¢itih shema u
metodi konacénih razlika. lzbor odredene krivulje vazan je za rjeSavanje

karakteristicnog problema u SPH metodi.
Krivulja koritena u SPH metodi nuzno sadrzava sljedec¢a svojstval®:
1. [yW(r h)dx =1

2. limy, o W(r,h) =6(r)

6 (r) predstavlja Diracovu delta funkciju :

o,|rl|=0
0,inace

5(r) = {
Krivulja mora biti normalizirana i pozitivnih vrijednosti:
W(r,h) >0

Uvjet da krivulja mora biti iskljuCivo pozitivnih vrijednosti uvodi se zbog tonog

izraCuna funkcije prosjeka.
Takoder, minimum i maksimum funkcije ne smiju biti dosegnuti.
U slucaju parne krivulje, odnosno:

W(r,h) = W(-r, h)?

provodi se rotacijska simetrija, koja osigurava invarijantnost rotacije koordinatnog

sustava.

Ako su ispunjeni uvjeti normalizacije i parnosti krivulje, tada je interpolacija

to¢nosti drugog reda. Pogreska procjene vrijednosti tada iznosi 0(h?).

Krivulja bi trebala imati tzv. grani¢ni radijus, kojim se osigurava nepostojanje

interakcija krivulje izvan granica navedenog radijusa.
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Granic¢ni radijus predstavlja parameter h :
W(r,h) =0,]Irll > h

U SPH metodi prilikom rjeSavanja novog problema, pozeljno je pretpostaviti
Gaussovu krivulju.[”! Izotropiéna Gaussova krivulia u n dimenzionalnom prostoru

definirana je s:

1 _(||T||2>
WGauss(r; h) = 3€ 2r?) h >0
(2mh?)2
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7. Lagrangeov fluid

Slika 3. Struktura Lagrangeovog fluida

Lagrangeov fluid koristi princip sustava estica.ll! Uporaba Cestica umjesto
reSetke uvelike pojednostavljuje koristene jednadzbe. Pretpostavlja se fiksan broj
Cestica koje predstavljaju odredeni fluid tijekom njegove simulacije. Time je
oCuvan kontinuitet mase. Stoga je masu Cestice moguce izostaviti iz izracuna. U
Lagrangeovom prikazu fluida Cestice u potpunosti definiraju fluid, odnosno
dinamika fluida svodi se na dinamiku njegovih Cestica. Svaka koli¢inska vrijednost

stoga ovisi iskljugivo o vremenu.*!

Svaka Cestica ima vlastitu masu, brzinu i poziciju, kao i karakteristicne SPH
procijenjene koliCinske vrijednosti. Primjerice, akceleracija Cestice jest derivacija

funkcije brzine u vremenu t:

d
a(t) = au(t)
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Navier-Stokesova jednadzba u Lagrangeovom obliku glasi:

du

p—=-Vp+ pviy +
—Vp + uV?u + f predstavlja djelovanje vanjskih fvavske i ynutarnjin funutarnje
sila. Sile se zbrajaju i dobiva se :

F = fvan]ske _l_funutarn]e

Akceleracija Cestice i tada iznosi:

_ dui Fi

ai_ﬁ Pi

Pri tome F; predstavlja sumu svih sila Cestice, a p; gusto¢u na poziciji Cestice i.

7.1. Parametri Lagrangeovog fluida

7.1.1. Gustoca
Jednadzbe koriStene u Lagrangeovom principu simuliranja dinamike fluida
pretpostavljaju da su masa pojedine Cestice i gustocCa svih Cestica veliine koje su

poznate. Korisnik definira masu, parametar gusto¢e dobiva se iz izrauna.

U Cestici i gustoca iznosi:

7.1.2. Unutarnje sile
Unutarnje sile predstavljaju doprinos ukupnoj sili koji proizlazi iz samog

fluida. Kod fluida te su sile tlak i viskoznost.
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7.1.2.1. Tlak
Tlak p pojedine Cestice definira se pomocu univerzalne plinske jednadzbe:

pV =nRT

. “ . . e 1
Volumen V izraZen je kao volumen po jedinici mase, odnosno = .

Parametar n predstavlja mnozinu tvari. U konkretnom sluCaju oznaCava broj
Cestica plina u molu. U jednadzbi se pojavljuje i univerzalna plinska konstanta R,

te T, odnosno temperatura izrazena u Kelvinima.
Kod izotermalnog fluida s konstantnom masom, moguce je uvesti zamjenu:
nRT =k

pri ¢emu konstanta k ovisi isklju€ivo o brojnosti €estica u promatranom fluidu.

pv=k

p1=k
P
p=kp

Tlak koji djeluje na pojedinu Cesticu i tada iznosi :

fte = —vp(n)

.
= = Xjuiby 5 VW (i - 1, )

Tlak nije simetricna sila. Prilikom interakcije dvaju Cestica prva Cestica za
izraCunavanje vlastite sile tlaka koristi tlak druge Cestice i obrnuto. Komponente
tlaka na Cesticama u opcéenitom slu€aju nisu jednakog iznosa. Stoga se ne postuje

zakon akcije i reakcije, odnosno Newtonov 3. zakon gibanja.

SPH metoda uz pomo¢ —Vp(r;) pretvara tlak u simetri¢nu funkciju:

bi  Dj
fha = —p ) <p— + p—;> myYW (r; = 13, h)

ji L J
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2

= = Sies 5 L VW (= 1, )
J

Slika 4. Dinamika cestica fluida pod utjecajem tlaka

Proracun tlaka rezultira odbojnim silama kod idealnog plina, koji ima tendenciju
Sirenja u prostoru. No, za razliku od plinova nestlacivi fluidi, primjerice tekuéine,
trebaju prilikom simulacije zadrzati prikaz unutarnje kohezije i posjedovati

konstantnu gusto¢u u mirnom stanju.

Kod proraCuna dinamike tekucina tlaku je potrebno dodati tzv. tlak u stanju

mirovanja :
(p+p)V =k
p+kpo=kp
p = k(p = po)

Parametar p, predstavlja masenu gustocu prilikom mirovanja. Termin gustoca
mirovanja odnosi se gustocu dijela fluida koji je u stanju mirovanja. Tlak u fluidu
rezultira privlaCnim i odbojnim silama izmedu Cestica, koje se umanjuju

proporcionalno priblizavanju gustoce gustoc¢i mirovanja.

7.1.3. Vanjske sile
Vanjske sile koje djeluju na fluid nastoje se uravnoteziti s unutarnjim silama.

fvanjske — Z fn
n

f™ predstavlja pojedinu vanjsku silu. Doprinos pojedinih vanjskih sila moze se
primijeniti izravno na Cesticu, neovisno o SPH metodi. Ostale vanjske sile ovise o

parametrima susjednih Cestica.
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7.1.3.1. Gravitacija
Gravitacija je vanjska sila koja jednoliko djeluje na sve Cestice fluida i iznosi:

ravitacije _—
fe € =pig

Pri tome g predstavlja gravitacijsku konstantu koja iznosi g = 9,81 m/s?.

7.1.4. Povrsinska napetost

PovrSinska napetost nije dio Navier-Stokesovih jednadzbi i smatra se
grani¢nim uvjetom. Kod Lagrangeovog fluida granice samog fluida odreduje najvisi
sloj Cestica dane simulacije. Na Cestice fluida utjeCu privlaéne sile susjednih
Cestica i uzrokuju ravnotezu unutar fluida. No, zbog povrsinske napetosti narusava

se ravnoteza medu ¢esticama povrsina fluida. &

Povrsinska napetost uzrokuje asimetri¢an izgled fluida.

8. Implementacija

Animacija fluida provedena je koristenjem ,Smoothed Particle
Hydrodynamics“ metode. Fluid je prikazan prema Lagrangeovom principu,

odnosno reprezentira ga fiksan broj Cestica.

U implementaciji, pozicija Cestice je reprezentirana kao vektor. Za potrebe

pohrane komponenti vektora stvorena je struktura:

struct vektor2d cestice

{
float x, vys

}

Cestica je u programskoj implementaciji prikazana pomoéu strukture. Svaka
Cestica fluida predstavlja zaseban entitet i sadrzi podatke o vlastitoj brzini, sili,

tlaku, privlaénom tlaku, gustoci, privlacnoj gustoci i susjednim Cesticama.
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struct cestica

{
vektor2d cestice pozicija, pozicija stara, brzina, sila;
float gustoca, gustoca privlacna, tlak, tlak privlacan;
vector<susjedna cestica> susjedne cestice;

}s

Parovi susjednih €estica i i j pohranuju se u strukturu koja osim njihovih tezZinskih
udaljenosti ul i u2 sadrzi i varijablu za pohranu stvarne medusobne udaljenosti

udaljenost.

struct susjedna cestica

{
int i, Jj;

float ul, u2, udaljenost;

Dinamika Cestica fluida odredena je silom, brzinom, tlakom i gusto¢om. Doti¢no je

potrebno izraCunati zasebno za svaku Cesticu.

Na promjenu pozicije Cestice utjeCe njezina brzina i akumulacija sila koje na nju

djeluju :
cestice[i] .pozicija += cestice[i].sila;

cestice[i] .pozicija += cestice[i] .brzina;
Brzina je opcenito definirana kao omijer prijedenog puta po jedinici vremena:

ds

v ='HE

ds predstavlja promjenu puta, a dt promjenu vremena.

Prilikom izraCuna brzine koriStena je Verlet integracija. Verlet integracija je
numeriCcka metoda koja se koristi prilikom integriranja Newtonovih jednadzbi
gibanja. Vazna karakteristika ove metoda jest stabilnost, te oCuvanje fizikalnih
svojstava kao $to su reverzibilnost i homogenost prostora. Verlet integraciju naziva
se joS i Stormerova metoda, prema Carlu Stormeru, koji ju je koristio kod
raCunanja trajektorija gibanja Cestica u magnetskom polju. Primjenu u podrucju

molekularne dinamike popularizirao je francuski fizicar Loup Verlet.
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Za potrebu proracuna brzine Cestice u animaciji fluida uzima se uvjet dt = 1.
Stoga je brzinu moguce izraCunati kao iznos promjene puta, odnosno razlika

prethodne i trenutne pozicije Cestice.
cestice[i].brzina = cestice[i].pozicija - cestice[i].pozicija stara;

Sila koja jednoliko djeluje na sve Cestice simulacije jest gravitacija. Za potrebe
simulacije koristena je modificirana gravitacijska konstanta G = 0.0981f, u

svrhu vjernije simulacije. Gravitacija djeluje u smjeru osi y (vertikalno).

Tijekom simulacije potrebno je paziti na potrebnu gustocu Cestica dijelova fluida.
Potrebno je u svakom trenutku animacije posti¢i odgovarajucu brojnost Cestica u
svim dijelovima fluida U svrhu definicije tih dijelova koriStena je konstanta r = 6. f,
koja predstavlja polumjer zami$ljene kruznice (dijela fluida). Navedena konstanta
se koristi za optimizaciju algoritma. Naime, prilikom provjera odnosa Cestica, u
obzir se uzimaju iskljuCivo Cestice unutar zamisljene kruznice polumjera r. Ovo
doprinosi smanjenju broja proracuna i time poveéava brzinu simulacije. Susjedne
Cestice, odnosno Cestice unutar jednog dijela fluida smjestaju se u vektor susjedi,
koji je dio definirane strukture cestica. U svrhu toCnijeg raCuna koristena je

kvadrirana vrijednost navedenog polumijera.

Pozicija svake Cestice predstavljena je odgovaraju¢im vektorom. Na isti se nacin

racuna i njihova udaljenost:
vektor2d cestice udaljenost ij ;
udaljenost ij= cesticel[j].pozicija - cestice[i].pozicija;

Oduzimanje vektora definirano je kao funkcija Cija je povratna vrijednost struktura

vektor2d_cestica:
Komponenta x vektora = cestica[i].x + cesticalj].x
Komponenta y vektora = cestica[i].y + cesticaljl.y

Funkcija kojom se odreduje teZinska vrijednost udaljenosti Cestice jest :

udaljenost_ij

r

udaljenost_ij predstavlja stvarnu razliku pozicija dvaju Cestica i ij .
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Za svaku se Cesticu akumuliraju tzv. privlacne i odbojne gustocCe, pomocu tezinske

vrijednosti udaljenosti.

Gustoce kojima odredena Cestica i djeluje na svoju susjednu Cesticu j definiraju

njezinu opcenitu i privlaénu gustocu:

cesticalj]. gustoéa = t?

cesticalj]. gustota_privlacna = t3
Sume navedenih gustoéa definiraju i gustoée navedene Cestice :
“privlana gustoéa” : ¥, t>

“odbojna gustoéa” : ¥, t?

Tlak predstavlja omjer sile i povrSine na koju okomito ta sila djeluje:

p:

|

Pri tome F oznacCava silu, a A povrsinu na koju ta sila djeluje.

U simulaciji tlak je fiziCki entitet koji se zasebno racuna za svaku Cesticu. U
algoritam je uvedena optimizacija u vidu isklju€ivanja iz proraCuna Cestica koje

nisu susjedne.
Prilikom proracuna tlaka koristena je jednadzba stanja SPH metode:

p = k(p = po)
Veli¢ina konstante k (teZinska konstanta tlaka) izravno je definirana : k = 0.005f.
Konstanta gustoce fluida u mirnom stanju p, u implementaciji iznosi p, = 10.
Sila tlaka racuna se pomocu prethodno izracunatih tezinskih koeficjenata t1
I t2 svake Cestice :

sila = t1- (cesticali]. tlak + cesticalj].tlak) + t2 - (cesticali].tlak_privlacni

+ cestical[j]. tlak_privlacni)
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Ova sila predstavlja silu Cestice i, koja utjeCe na njezino gibanje i gibanje njoj
susjednih Cestica. Na susjednu Cesticu j djeluje na nacin da se zbraja s njezinim

silama:
cesticalj]. sila = cestical[j]. sila + sila

Suma navedenih sila negativno djeluje na silu Cestice :

cesticali].sila = cesticali].sila — z sila - okomit_vektor_udaljenosti

i+j

Opcenito, okomiti su vektori definirani kao vektori Ciji je skalarni produkt jednak

nuli.

Skalarni produkt para dvodimenzionalnih vektora a = ayi +ay,j i b =b,i+ byj

definiran je kao :
a-b=ayb,+a,b,

Implementirana funkcija za raCunanje okomitog vektora. Funkcija djeluje na

komponente vektora tako da mijenja njihove vrijednosti :

Xnovi = Ystari
Ynovi = Xstari
Xnovi * Ynovi = —1

Implementacija koristi Lagrangeov princip predstavljanja fluida. Za potrebe
simulacije definirana je konstanta N koja predstavlja fiksan broj Cestica. Pokretanje
simulacije definirano je u samom programu. Ovo je ostvareno pomocu izravne
poCetne promjene pozicije novostvorenih Cestica. Nova je pozicija dobivena
pomocu funkcije koja generira slucajne brojeve iz intervala [-1, 1]. U svrhu Sto
manjeg pocetnog utjecaja na simulaciju pomak se dodatno raspolavlja prije

izraCuna:
p.pozicija stara=p.pozicija+0.5f*vektor2d cestice (pomak(),pomak());

Fluid je moguce dodatno uzburkati. Ovo se ostvaruje pritiskom miSa na proizvoljno
mjesto unutar fluida. Moguée su dvije vrste interakcije — skupljanje i rasprsivanje

Cestica, ovisno pritisnutoj tipci misa.
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Skupljanje i rasprSivanje ostvareno je na sliCan nacin. Pocetno je inicijaliziran
vektor2d_cestice privuci (struktura je prethodno programski definirana), koji se

osvjezava u ovisnosti o relativnoj poziciji misa:

float relativan x = (float) (x - sirina_ekrana/Z) / sirina_ekrana;

float relativan y -(float) (y - visina ekrana) / visina ekrana;

Za potrebe animacije fluida definirane su granice njegovog rasprostiranja. Ukoliko
Cestica prijede definiranu granicu, modificira se sila na nacin da se uzrokuje njezin
povratak unutar granica. Na sli¢an je nacin implementirana i prepreka pravokutnog
oblika, koja se nalazi unutar definiranih granica fluida. Cesticama fluida se
onemogucuje rasprostiranje unutar granica prepreke, pomocu modifikacije sile

gibanja.

Pritiskom na odgovarajuci gumb miSa aktivira se privlaCenje, odnosno odbijanje
Cestica. PrivlaCenje i odbijanje ne djeluju na sve Cestice fluida, vec¢ isklju€ivo na
Cestice koje se nalaze unutar zamisljene kruznice polumjera privlacenja, koji je
definiran kao konstanta unutar programa. Prilikom ovog proraduna Koristi se

kvadrirana vrijednost, u svrhu vece to¢nosti.

Cesticama na koje djeluje privlagenje, odnosno odbijanje, mijenja se parameter

sile. Naime, prilikom priviacenja dolazi do umanjivanja sile konkretne Cestice za
ﬁ -ti dio apsolutne vrijednosti razlike vektora pozicije Cestice i privuci. U slucaju
odbijanja dolazi do suprotne pojave, odnosno sila Cestice se povecCava za isti
iznos. Koeficjent % dobiven je temeljem ispitivanja utjecaja promjene sile na

ponasanije fluida.

if ( privlacenje )

{
if ( privlacenje udaljenost kvadrat < privlacenje udaljenost *
privlacenje udaljenost)

cestice[i].sila -= (cesticel[i].pozicija - privuci) / 256;
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if( odbijanje )
{

if( privlacenje udaljenost kvadrat < privlacenje udaljenost *
privlacenje udaljenost )

cestice[i].sila += (cestice[i].pozicija - privuci) / 256;

8.1. Biblioteka GLUT

Animacija fluida implementirana je pomoéu Microsoft Visual Studio 2008

razvojne okoline.

U implementaciji je koristena biblioteka GLUT, odnosno OpenGL Utility Library.
OpenGL je viSeplatformska specifikacija koja predstavlja podrSku za razvijanje

aplikacija koje rade s 2D i 3D grafikom.!®!

Funkcija glutinit(&argc, argv) inicijalizira GLUT biblioteku, a funkcijom
glutinitWindowSize(Sirina_ekrana, visina_ekrana) definira se veli¢ina GLUT

prozora u aplikaciji.

Funkcija glutldleFunc(dinamika) kao parametar prima pokazivaC na funkciju
dinamika. Omogucava obavljanje poslova pozadinske obrade, u ovom slu¢aju

poslova funkcije dinamika i time omogucuje kontinuiranu animaciju.

Pomocu funkcije glutlnitDisplayMode postavljen je nacin pocCetnog prikaza. U
implementaciji je koristen na¢in GLUT_RGB|GLUT_DOUBLE. Koristi se dvostruki
spremnik i RGB nacin za prikaz boje pomocu razli€itih intenziteta crvene, zelene i

plave boje.

Za potrebe osvjezavanja vrijednosti varijable privuci koristena je funkcija
glutMotionFunc(motion). Ova se funkcija poziva kada se pokazivaC miSa nalazi
unutar prozora i/ili kada je pritisnuta tipka miSa. Namjena funkcije bila je dohvatiti

relativnu poziciju miSa vaznju za daljne proracune.

Funkcijom gluOrtho2D postavljeni su parametri 2D ortogonalnog prikaza. Okrugli
izgled Cestica dobiven je pomocu funkcije glEnable(GL_POINT_SMOOTH).
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8.2. Utjecaj parametara

Animacija fluida temeljena na Lagrangeovom principu i ,Smoothed Particle
Hydrodynamics“ metodi nastoji Sto realnije prikazati dinamiku fluida. Sama
implementacija zasniva se na Navier-Stokesovoj jednadzbi gibanja nestlaCivog
fluida :

d
p(%+ u-V)uz—Vp+pV-(Vu)+f,Vu=0

Na izvodenje animacije ponajviSe utjeCe broj Cestica fluida. Naime, za svaku je
Cesticu osim njezine pozicije potrebno izraCunati pripadnu silu, tlak, brzinu, te
utjecaj susjednih Cestica. Animacija daje optimalne rezultate za fluid veli¢ine 500
Cestica. Ukoliko veli¢ina fluida prelazi 2500 Cestica dolazi do znatnog usporavanja

njegovog gibanja, Sto naruSava izvodenje animacije.

Klju€an Cimbenik definicije gibanja Cestica predstavlja tlak koji razliCito djeluje na

svaku Cesticu. U jednadzbi stanja :

p =k(p—po)

vazan utjecaj na tlak imaju tzv. gusto¢a mirovanja fluida p, i teZinska konstanta
tlaka k.

Gustoca mirovanja predstavlja referencijalnu gustocu fluida. Ona definira po¢etnu

silu privlagenja Cestica, odnosno utjeCe na stupanj deformacije Cestica fluida.

Vrijednost referencijalne gusto¢e mirovanja u implementaciji fluida postavljena je
na 10.
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< Animadija fluida e (5

Slika 5. Gusto¢a mirovanja = 10

Povecanjem gustoce mirovanja povecavaju se privlacne sile izmedu Cestica, te

one postaju zbijenije:

& Animacija fluida (=) g

Slika 6. Gusto¢a mirovanja = 25

Suprotna se pojava dogada prilikom smanjivanja gusto¢e mirovanja:
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& Animacija fluida li@g

Slika 7. Gusto¢a mirovanja =5

Tezinska konstanta tlaka k obrnuto proporcionalno djeluje na privlacne sile izmedu

Cestica fluida. Referencijalna konstanta tlaka k iznosi 0.05:

& Animacia fluida (=B ]

Slika 8. Konstanta tlaka = 0.05

Povecéanjem konstante tlaka k dolazi do vecih odbojnih sila izmedu Cestica fluida:
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& Animacija fluida =y X
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Slika 9. Konstanta tlaka = 0.5

Zajednicko svim Cesticama jest djelovanje gravitacijske sile. Za potrebe animacije
njezina vrijednost iznosi G = 0.00981. Gravitacijska sila utjeCe na gibanje Cestice

po y —komponenti (prema dolje). Takoder, parametar gravitacijske sile ubrzava
gibanje fluida.

<= Animacija fluida =i X |

Slika 10.Gravitacijska konstanta = 0.00981

Primjerice, poveéanjem parametra gravitacijske sile uz nepromijenjene ostale
parametre, osim povecanja brzine gibanja fluida naruSava se priroda gibanja
nestlacivog fluida. Zbog veli€inske prevlasti gibanja po y —komponenti dolazi do

titranja, a gibanje je moguce usporediti s titranjem Cestica plina (stlaCivog fluida).
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Slika 11. Gravitacijska konstanta = 0.981

Implementirana prepreka ograniCava gibanje fluida. Prilikom implementacije
prepreke uoCene su oscilacije u silama koje utjeCu na promjenu gibanja u

odredenom smijeru.

Primjerice, za poticaj gibanja u pozitivnom smjeru y — o0si potrebno je znatno
manje utjecati na silu nego za poticaj gibanja u drugim smjerovima. Optimalni se

rezultati postizu za :
cestice[i].sila.y -= (cestice[i].pozicija.y - prepreka y2)/30

prepreka_y2 predstavlja najvecu y — koordinatu prepreke. Vec¢im utjecajem dolazi

do neprirodne refleksije Cestica prilikom sudara s gornjom stranicom prepreke.

= X

<~ Animacija fluida

Slika 12. Refleksija ¢estica na gornjoj stranici prepreke
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9. Zakljuéak

Dinamika fluida predstavlja vazno podrucje u racunalnoj grafici. Fluidi su
kao pojava vrlo Cesti u svakodnevnom zivotu. PodruCja primjene racunalne
simulacije fluida vrlo je raznoliko — od raCunalnih igara, preko medicinskih
vizualizacija, do specijalnih efekata u filmskoj industriji. Zbog prirode njihove

kompleksnosti tesko ih je u potpunosti realno vizualizirati i simulirati.

Polaziste dinamike fluida predstavljaju Navier-Stokesove jednadzZbe. Integralne je
funkcije moguce pojednostaviti koriStenjem ,Smoothed Particle Hydrodynamics®
metode. Pri raCunanju potrebno je obratiti pozornost na oCuvanje Newtonova 3.
zakona gibanja. Naime, komponente tlaka na €esticama u opéenitom slu€aju nisu
jednakog iznosa. U o€uvanju 3. Newtonova zakona pomaze upravo SPH metoda,
kojom se tlak pretvara u simetriCnu funkciju. Lagrangeov pristup u kojem je fluid
predstavljen ¢esticama pogodan je za simulaciju toka fluida. Poziciju Cestica fluida
moguce je proizvoljno odrediti, za razliku od Eulerovog fluida gdje je pozicija

Cestica ograni¢ena reSetkom.

Proces dodjeljivanja veliCina parametrima Cestica pojednostavljuje Verlet
integracija. Parametre simulacije, primjerice broj Cestica, potrebno je prilagoditi
sklopovskim komponentama razvojnog okruzenja. Ukoliko sklopovlje nije u
mogucnosti vremenski pratiti veci broj izraCuna potreban za simulaciju, naru$ava
se tzv. svojstvo rada u stvarnom vremenu (‘real-time” svojstvo), $to negativno
utie€e na izvedbu simulacije. Opcenito, potrebno je minimizirati broj racunskih
operacija unutar programa. Primjerice, uvodenjem pomocnih varijabli u kojima se

pohranjuju potrebne meduvrijednosti, Cime se izbjegava visestruko racunanje.

Parametri simulacije veoma su osjetljivi na promjene. Neadekvatna veli€ina
pojedinog parametra moze bitno narusiti kona¢nu izvedbu. Stoga je prilkom

njihovog zadavanja potrebno paziti na postojecu meduovisnost.
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Animacija nestlacivih fluida temeljena na
sustavu cCestica

11. Sazetak

U radu je dan pregled nacina prikaza fluida u svrhu animacije njegovog
gibanja. Opisani su Eulerov fluid, koji se sastoji od celija poredanih u regularnu
reSetku, i Lagrangeov fluid sastavljen od Cestica. Detaljnije je opisana SPH
metoda, odnosno ,Smoothed Particle Hydrodynamics” interpolacijska metoda
modeliranja fluida kao skupine pokretnih Cestica, koja se koristi za rjeSavanje
jednadzbi kretanja izmedu dvije ili viSse Cestica. Ovom je metodom ostvarena
implementacija animacije nestlacivog fluida, prikazanog Lagrangeovom metodom.
Za implementaciju je koristen Microsoft Visual Studio 2008 i jezik C++, te
biblioteka GLUT. Navedeni su najvazniji dijelovi programskog koda i prikazan

utjecaj pojedinih parametara na rezultat animacije.

Kljuéne rijeci : Navier-Stokesova jednadzba, SPH metoda, Lagrangeov fluid,

Eulerov fluid, Verlet integracija, Cestica
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Particle - based incompressible fluid
animation

12. Abstract

The paper gives an overview of the methods used in fluid animation. It
describes the Euler fluid, which consists of cells arranged in a regular grid, and the
Lagrange fluid composed of particles. It describes the "Smoothed Particle
Hydrodynamics" method, an interpolation method that approximates values and
derivatives of continuous field quantities by using discrete sample points. Particle -
based incompressible fluid animation described in this paper uses the SPH
method and the Lagrange method of fluid representation. This C++ application is
implemented in Microsoft Visual Studio 2008. It uses the GLUT library. The paper
describes important parts of the source code and the influence of some

parametars on the animation.

Keywords : Navier-Stokes equation, Euler method, Lagrange method, Verlet

integration, particle, Smoothed Particle Hydrodynamics
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