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Predgovor

Cilj je opisati Tartarovu konstrukciju poluklasi¢nih mjera (poznatih i pod imenom
Wignerovih mjera), kao inacice H-mjera sa zadanom karakteristicnom duljinom. Ti se
objekti posljednjih godina intenzivno koriste u proucavanju visokofrekventnih limesa jed-
nadzbi kvantne teorije. Kao primjena, polazeé¢i od Schrodingerovih jednadzbi na poluk-
lasicnom limesu dobiva se Liouvilleova jednadzba za gustocu.

H-mjere ili mikrolokalne defektne mjere su uveli neovisno Luc TARTAR i PATRICK
GERARD prije dvadeset godina. GERARD je takoder prvi uveo poluklasi¢ne mjere, da bi
ih pod nazivom Wignerova mjera nesto kasnije proucavali PIERRE-LoOUIS LIONS i THIERRY
PauL

Problem poluklasi¢nih mjera je sto za velike razlike izmedu ¢,, i karakteristicne duljine
dolazi do gubitka informacija o oscilacijama. U tu svrhu, TARTAR uvodi poboljsanje tako da
promatra umjesto neprekinutih funkcija na sferi, neprekinute funkcije na kompaktifikaciji
prostora R%\ {0}. Upravo kroz tu konstrukciju ¢emo proéi u treéem poglavlju.

Iskoristio bih priliku da se zahvalim mentoru prof. Nenadu Antoni¢u koji me strplji-
vo i prijateljski vodio kroz cijeli rad, te s velikim veseljem iS¢ekujem buduca zajednicka
druzenja. Takoder bih iskoristio priliku da se zahvalim Ivanu Ivecu na mnogim korisnim
komentarima i primjedbama. Na kraju bih se jos zahvalio svojim roditeljima Sto su mi
omogudili da studiram Sto zelim, te bratu koji mi je bio velika podrska u teskim danima
kroz cijelo studiranje.
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

1. Oznake

Varijable u prostoru R¢ oznacavat éemo s x = (2',...,29), a derivaciju s 9, = a%k

Slicno, varijable u dualnom prostoru (R%)" (koji je izomorfan s RY) oznacavat ¢emo s
€= (£1,...,&,), te derivaciju s 9% = a%k Takoder ¢emo se sluziti Schwartzovim oznakama:

multiindeks je d-torka prirodnih brojeva e = (avy, ..., q) € Ng za koju definiramo duljinu
] =1+ +ag

i faktorijel

dok za x € R? definiramo x® := (z})™ - ()™ (naravno, definicija je identitna i za
¢ iz dualnog prostora). Na multiindeksima uvodimo parcijalni uredaj < na nacin da je
B < a ako i samo ako za svaki j € 1...d vrijedi §; < ;. Definiramo i binomni koeficijent

formulom:
<a) _ ol
B) PBla-p)

za 3 < a, dok je inace jednak 0. Za derivacije ¢emo koristiti pokratu dq := 9" - - -82‘01, te
analogno 0% za derivacije po &. Koriste¢i upravo uvedene oznake, vrlo se elegantno mogu
iskazati Binomni teorem:

(Vo e N3)(Vx,y € RY) (x+y)* = Zxﬁya—ﬁ’
B

kao 1 Leibnizova formula:

(Va e NO)(Vf,9€ C*Q)  dalfg) = (98f)(Oa-pg)

BLa

gdje je C*(Q) prostor funkcija koje su klase C% po varijabli 7. Leibnizova formula se
moze prosiriti i na derivaciju produkta dovoljno glatke funkcije i distribucije.

Radi elegantnijeg zapisa, vektorske funkcije uglavnom nec¢emo razdvajati na kompo-
nentne funkcije. Pri tome ¢emo promatrati standarnu p-normu na prostoru R” (ili C")
koju ¢emo oznacavati s | - |,, a posebno za p = 2 je rije¢ o euklidskoj normi za koju ¢emo
koristiti skradeni zapis | - | := | - |» Na prostorima LP(R% C"), p € [1, 00|, promatramo
normu

£l ra.cry = lIElpllLeray -

uz koju su ti prostori Banachovi, a LZ(R%; C") je posebno i Hilbertov.
Kompleksni tenzorski produkt dva vektora, a ® b, definiramo kao jedinstveni linearni
operator koji na po volji odabrani vektor v djeluje na sljedeéi nacin (a®@b)v := (v-b)a, gdje je

v-b = Z?Zl v/ kompleksni skalarni produkt. Uz takav skalarni produkt s (e;) oznacavamo

ortonormiranu bazu prostora C?, pri éemu e; na i-tom mjestu ima 1, a na ostalim mjestima
0 (analogno ¢emo s (e') oznacavati pripadnu dualnu bazu, koja je takoder ortonormirana).
U sljede¢oj lemi ¢emo pokazati neke jednostavne cinjenice vezane uz kompleksni tenzorski
produkt.

Lema 1. Zaa,b € C" je a® b linearan operator na C" ranga 1 ukoliko vrijedi a,b # 0,
dok je inace jednak trivijalnom operatoru. Pripadna operatorska norma tog operatora je
jednaka [a@b| = |a||b|, matri¢ni zapis je jednak (a'b7);j, te za njemu pridruzeni adjungirani
operator imamo formulu: (a ® b)* = b ® a.
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Funkcijski prostori i Fourierova pretvorba
Dem. Za po volji izabrane v,u € R" vrijedi:
[(@a@b)v| = |(v-b)a] = |v-bl|a] < |v[|b][al ,

gdje smo koristili Cauchy-Schwartz-Bunjakowskijevu nejednakost za vektore. Gornjim
racunom smo dobili gornju ogradu. Sada za v = b imamo

|(a @ b)b| = |b[[blfa],

pa smo ovime pokazali i donju ogradu, sto povlaci da vrijedi jednakost. Pogledajmo sada
dimenziju jezgre operatora:
(a®b)v=(v-b)a=0.

Ako je bilo a = 0 ili b = 0, onda je operator jednak nul-operatoru. Uzmimo sada da je
a,b # 0. Gornja jednakost tada vrijedi ako i samo ako je v-b = 0, tj. ako i samo ako
je v € {b}*. Iz toga zakljuc¢ujemo da je dimenzija jezgre d — 1, pa je onda po teoremu
o rangu i defektu rang operatora u ovom sluc¢aju jednak 1. Na mjestu (7, j) u matricnom
zapisu iz formule dobivamo:

(a®b)ej~e¢:gai.
(a®@b)v-u=(v-bla-u=v-(a-ub=v-(u-a)b=v-(b®a)u.

Konaé¢no, koristeé¢i definiciju adjungiranog operatora dobivamo trazenu tvrdnju.

Q.E.D.

Istaknimo jos da su operatori gornjeg oblika seskvilinearni po vektorima a i b, tj. lako
se provjeri da vrijedi:

(Va,b,c e L2R%:R")) (Vo € C) (a+ (ab)) ®c=a®c+ alb®c)
a®(b+(ac))=a®@b+ala®c).

Za razliku od kompleksnog tenzorskog produkta kojeg oznacavamo s ®, s X oz-
nacavamo tenzorski produkt funkcija:

(P B )(x,8) := p(x)1(€) -

2. Funkcijski prostori

Vektorski prostor C°(R?) nam je od velikog interesa, jer se sastoji od funkcija s koji-
ma znamo dobro racunati, a pritom je gust u Banachovim prostorima LP(R?), p € [1, c0).
Za slucaj p = oo spomenuta gusto¢a ne vrijedi, ali zato znamo da je zatvaraC prostora
C®(R%) u L*® normi prostor Co(R?) (neprekinute funkcije koje trnu u beskonacnosti).
Medutim, ponekad je zanimljivo promatrati i nesto jacu topologiju u kojoj bi sam prostor
C2(R4) bio potpun. Opisimo tu topologiju strogog induktivnog limesa, s kojom C2°(R%)
postaje tzv. LF prostor (limes Fréchetovih prostora).

Neka je K() familija svih kompakata sadrzanih u otvorenom podskupu @ C R? i
uzmimo K € K(£2). Definirajmo skup

CR(Q) :={f e CZ(Q) | supp f C K},

kojeg poistovjecujemo s C*(K), iz ¢ega je ocito da je rije¢ o vektorskom prostoru. Buduéi
da vrijedi:
= J R, (1)
KeK ()
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trazenu topologiju prostora C2°(2) ¢emo konstruirati kao limes topologija na prostorima
CE(€). Prostor C2°(2) nije normabilan, pa ¢emo za konstrukeiju topologije koristiti polu-
norme, te kao rezultat dobiti lokalno konveksan prostor.
Polunorma na vektorskom prostoru V', nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva, je
funkcija p: V — Rar koja ima sljedeca svojstva
(i) subaditivnost: (Vv,w € V) p(v+w) < p(v)+ p(w),
(ii) apsolutna homogenost: (Vv € V)(VA € F) p(Av) < |[A|p(v) .
Kod proucavanja topologija definiranih polunormama, ¢esto su vazna i sljedeca svojst-
va familija polunormi: uzmimo da je A neki skup indeksa; kazemo da je familija polunormi

(pa)aeA
(i) usmjerena, ako vrijedi

(Vo e A7 e AFC>0)(VoeV)  palv) +ps(v) < Cpy(v) |

(ii) razlikuje tocke, ako vrijedi

Va€eA) po(v) =0 = 0v=0.

Lokalno konveksan prostor je realan ili kompleksan vektorski prostor V', zajedno s
familijom polunormi (pa)aca koje razlikuju tocke. Prirodna topologija na lokalno konvek-
snom prostoru je najslabija topologija u kojoj su sve polunorme p, neprekinute, a u toj
topologiji su takoder i operacije zbrajanja i mnozenja skalarom neprekinute. Kazemo da
niz (vy) u lokalno konveksnom prostoru V' konvergira k v ukoliko

VaeA) po(vy,—v)—0. (2)

Analogno se definira i konvergencija hiperniza. U normiranim prostorima imamo vezu
izmedu omedenosti i neprekinutosti linearnih operatora. U lokalno konveksnim prostorima
vrijedi analogon te tvrdnje:

Teorem 1. Neka su V' i W lokalno konveksni prostori s pripadnim familijama polunormi
(Pa)aca 1 (pg)sen- Tada je linearno preslikavanje T : V' — W neprekinuto ako i samo ako
za svaki B € B postojin € N, ay,...,a, € A, te konstanta C > 0 tako da vrijedi

ps(Tv) <CY pa,(v) . (3)
i=1

Ako je familija (pa)aca usmjerena, onda je T neprekinuto ako i samo ako

(Ve A)Jaec A)(EFC >0) pa(Tv) < Cpa(v) . (4)

"
[staknimo jos da je V metrizabilan ako i samo ako je topologija na V' generirana nekom
prebrojivom familijom polunormi. Dokaz Teorema 1 kao i opsirnija razrada spomenutih
topologija moze se nac¢i u [12, str. 286-294].
Vratimo se sada prostoru C®(€2). Definirajmo prebrojivu familiju polunormi na
sljedeé¢i nacin:

pn(f) = max [0 fly(q) - (5)

lal<n
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Ocito ta familija razlikuje tocke, te definira lokalno konveksnu topologiju na C7(2). Kako
je ta familija polunormi prebrojiva, definirana topologija je i metrizabilna, a jedna pripadna
metrika je dana formulom:

o0

d(f,9) = ;2—”—1 i";{(; f)g) : (6)

s kojom C¥(Q) postaje Fréchetov prostor: potpun metrizabilan lokalno konveksan topo-
loski vektorski prostor, sa standarnim operacijama (zbrajanje funkcija i mnozenje skalarom
je neprekinuto u definiranoj metrici). Vazno je jos uociti da je familija polunormi (p,)peN
usmjerena, pa se za provjeru neprekinutosti operatora koristi pojednostavljeni zahtjev (4).

U metrickom prostoru je podskup omeden ako mu je dijametar konacan. Bududéi da
je metrika (6) konac¢na (manja od 1), svaki podskup C¥(2) je omeden. Konvergenciju
nizova provjeravamo pomoc¢u (2) (uoé¢imo da zbog metrizabilnosti, konvergencija nizova u
potpunosti opisuje topologiju na C¥(€2)).

Neka je (Kj,) niz rastu¢ih kompakata za koje vrijedi

J Kn=R" (7)

neN

Ky ClInt Kppr - (8)

Svaki od prostora C% , je opskrbljen gore konstruiranom topologijom. Uvjet (7) povlaci
da unija svih C%  daje C2°(2) (za razliku od (1), ovdje je rije¢ o prebrojivoj uniji), a iz
(8) slijedi da je C%, pravi podskup prostora C%OHH, za svaki n.

Za definiciju topologije prostora C2°(2) potreban nam je jos jedan pojam: E C C je
apsolutno konveksan skup (disk) u vektorskom prostoru V ako za skalare « i /5 vrijedi:

la|+[8|<1 = aE+pBECE,
gdje su operacije na skupovima u V' definirane s:

A+B:={a+beV |acAbe B},
aA:={aaecV |ac A}.

Uoc¢imo da su operacije zbrajanja i mnozenja skalarom nad elementima dobro definirane,
jer se nalazimo u vektorskom prostoru. Disk u C2°(Q2) je okolina nule ako je njegov presjek
sa svakim C% (€2) okolina nule u C% (€2) u pripadnoj topologiji. Okolina neke proizvoljne
tocke prostora C2°(2) se dobije translacijom okolina nule, pa da imamo dobru definiranost
topologije jos je samo ostalo provjeriti da je navedena familija skupova predbaza za V.
Po teoremu iz [12; Tm 4.5.3], dovoljno je provjeriti da se u nasem skupu nalaze konaé¢ni
presjeci diskova, a to je ispunjeno po samoj konstrukciji. Time smo dobro definirali lokalno
konveksu topologiju prostora C2°(€2) koju nazivamo topologijom strogog induktivnog lime-
sa.

Vrijedi da se naslijedena topologija s C2°(£2) na C% (€2) podudara s pocetnom Fréchet-
ovom, tj. da je za svaki n, C® () topoloski potprostor C°(€2). Kako je svaki C% (€2)
Hausdorffov i potpun, onda je to i C2°(€2). Takoder, svaki C% () je zatvoren potprostor u
Cx,.,(Q), paje CF (Q) zatvoren i u CZ°(€2). Buduci da CZ°(£2) nije metrizabilan (slijedi
iz cinjenice sto je C% (€2) pravi potprostor C%OnH(Q)), nizovi ne odreduju u potpunosti
topologiju, ali ipak se moze opisati ve¢ina svojstava. Za to su nam potrebni sljedeci kriteriji:
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o B C C°(Q2) je omeden ako i samo ako je za neki n € N skup 2 C C® () i E je
omeden skup u C% (£2). Buduéi da je svaki podskup skupa C% (£2) omeden, uvjet
da je E omeden u C () je uvijek ispunjen i moze se izostaviti.

o Niz pr — ¢ u C°(Q) ako i samo ako je za neki n € N ¢itav niz sadrzan u C% (€2)
i konvergira k ¢ u topologiji prostora C% (€2). Koriste¢i definiciju konvergencije u
prostorima C% (), tvrdnju mozemo preciznije zapisati na sljedeci nacin: ¢ — ¢
ako i samo ako postoji n € N takav da

(Vk € N) suppypy C Ky,
Va eNp) 0% = ¢ .

o B C CX(9) je kompaktan ako i samo ako je za neki n € N: £ C CR (Q) i E je
kompaktan u Cg (€2).

Potpuno analogno kao i za prostor C2°(£2) moze se definirati topologija strogog induk-
tivnog limesa na prostoru LE(Q) (funkcije iz LP(Q) s kompaktnim nosacem). Zanimljivo je
uociti da je C2°(2) gust i u prostoru LE(Q) s topologijom strogog induktivnog limesa. Neka
je f € LE(); tada postoji kompakt K takav da je supp f € K. Definirajmo niz funkcija
fn = f* pn, gdje je pn(x) = np(nx), a p standarni izgladivac. Za dovoljno veliki n, niz
(fn) je sadrzan u C2°(Q2) (moramo biti oprezni da nosa¢ od f, ostane unutar ) i, buduéi
da je nosa¢ funkcije p;,, jednak K~[O, %], vrijedi supp fn CK + KJ0, %] (napuhnuli smo K za
% u svakom smjeru). Uzmimo K C Q, K C Int K (takav K postoji jer je £ otvoren). Iz
svojstva niza (fy,) zaklju¢ujemo:

(Ing € N)(Vn =ng) supp fn € K,

Sto zapravo znadi da je f, € LZ}((Q) za n = ng. Takoder znamo da ovakav niz konvergira
prema f u LP normi. Time (f,) konvergira k f u topologiji prostora LE(f2), pa zbog
proizvoljnosti funkcije f zakljuéujemo da je C°(2) gust u LE(€).

Prostor

L (Q) = {f :Q—F| (VK € IC(Q))/K|f|p < oo}

takoder mozemo opskrbiti s lokalno konveksnom topologijom i dobiti Fréchetov prostor.
Kao i prije promatramo familiju kompakata (K,),en sa svojstvima (7) i (8), te definiramo
polunorme:

pal) = Ifllp

koje definiraju topologiju. Karakteristicne funkcije su iz LP()) pa je gornja konstrukcija
valjana, medutim, za opcenite Soboljevljeve prostore u kojima imamo i zahtjev na odredenu
gustocu, trebali bismo koristiti glatke funkcije sa svojstvom da su jednake 1 na K, a 0 izvan
Ky +1 (pri toj konstukeiji vaznu ulogu ima uvjet (8) na (K,,)). Iz prethodnog razmatranja
zakljuéujemo da niz (f) konvergira k f ako

(VneN) limpa(fy - f) =0,

te da je omeden ako

VEkeN)VneN) pu(fr) <oo.
Ipak, za nas je od veceg interesa promatrati slabu konvergenciju u ovom prostoru o ¢emu
¢e biti vise re¢eno u sljedecoj tocki.
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3. Dualni prostori

Za pocetak ¢emo promatrati prostore LP(Q) za p € (1, 00), dok ¢emo slucajeve p = 1
i p = oo sagledati naknadno. Pritom, p’ ¢e nam oznacavati pripadni konjugiran eksponent
p, tj. 1% + ]% = 1. Prostori L”(€) su Banachovi prostori, a posebno je L%(Q) Hilbertov.

Neka je g € LpI(Q). Definirajmo funkcional Fy na LP(§2) formulom:

Fy(f) = /Q f7. (9)

Iz Holderove nejednakosti slijedi da je F, omeden funkcional, dok gornje razmatranje
povlaci da je preslikavanje g — [y, dobro definirano. Medutim, vrijedi i vise. Rieszov
teorem povlaci da je navedeno preslikavanje antilinearan izmorfizam i time nam daje bitnu
vezu izmedu LP prostora i njihovih duala.

Teorem 2. (Riesz) Za ) C R otvoren, p i p/ kao gore, vrijedi
(VG € (LP()) (3 g € LX)V f € LP(Q)  woal G, fIina) = G(f) = /QfEdA ,

pa je G — g izometricki antilinearan izomorfizam prostora (LP(2))" i Lp/(Q). .

Dokaz se moze naéi u [3]. Rieszov teorem nam omogucuje da preciznije opisemo slabu
topologiju: Neka je (fy) niz u LP(Q2) i f € LP(Q). Kazemo da f, slabo konvergira prema
fy fn— f, ako vrijedi:

(VgelV(Q)  Fy(fa) — Fy(f). (10)

Holderova nejednakost povlaci da je g — fQ fg neprekinuto, pa je jedinstveno odredeno
svojim vrijednostima na gustom skupu. To nam omoguéuje da uvjet (10) oslabimo tako
da uzimamo ¢ iz gustog podskupa (npr. C2°(2) je gusto u LP(Q), p € [1,00)).

Prostori LP(Q2), p € (1, 00) su refleksivni, pa im se podudaraju slaba i slaba * topologi-
ja. Dual prostora L°°(2) je kompliciran prostor, pa se zato ne promatra slaba, nego slaba
x topologija za koju opet po Rieszovom teoremu vrijedi:

fn

L>(9)

L e (Vg e L) /fngdm/fgdx

Za svaku funkciju f iz L'(Q) formulom ¢ fQ @ fdu definiran je neprekinut funkci-
onal na prostoru Cy(€2). Po Rieszovom teoremu reprezentacije, dual prostora Cy(€2) je
izomorfan prostoru My, prostoru (omedenih) Radonovih mjera, §to povlaci da je L'(€)
ulozeno u My,. Ogranicen niz (f,) ne mora nuzno imati slabo konvergentan podniz, ali
pridruzeni niz py, je takoder ogranicen pa, bududi da je Cp(€2) separabilan (jer je Q2 C R?
separabilan), postoji slabo * konvergentan podniz (u My).

Za razliku od funkcija iz L}(12), funkcije iz L} () definiraju ograni¢en funkcional
na prostoru C¢(€2) u topologiji strogog induktivnog limesa. Medutim, takvom funkcionalu
ne mozemo pridruziti omedenu Radonovu mjeru, niti ga mozemo prosiriti do neprekinu-
tog funkcionala na Cp(£2). Bududi da takvi objekti ipak imaju poveznicu s (omedenim)
Radonovim mjerama, njih ¢emo zvati Radonovim mjerama i prostor oznacavati s M, dok
¢emo za prostor My, isticati da se radi o omedenim Radonovim mjerama.

Neprekinuti funkcionali na C2°(Q2) = D(£2) u topologiji strogog induktivnog limesa
su distribucije. Koriste¢i karakterizacije spomenute topologije, dobivamo da je T € D'(f2)
ako i samo ako

(VK € K(€))(3m € No)(3C > 0)(Ve € D(Q)) suppp € K = [{T', )| < Cpm(¥) ,
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gdje je pp, definiran s (5). Ako postoji m iz gornje definicije takav da je neovisan o K,
tada je najmanji takav m red distribucije. Posebno su Radonove mjere distribucije reda 0.

Ranije smo opisali konvergenciju u prostoru LfOC(Q); medutim, nama je zanimljivija
slaba konvergencija u ovom prostoru. Za to nam je potrebno znati nesto vise o njegovom
dualu. Najveéi prostor za funkciju g da [, fg bude definirano je Lgl(Q), a pokaze se da je
to upravo i njegov dual, tj. vrijedi

(L () =LY (9) .

loc

Dokaz ove tvrdnje za opéenite Soboljevljeve prostore, moze se naéi u [2].
Sada imamo da niz (fy) slabo konvergira k f u prostoru LY (Q), fi, — f ako

waer@) [ ha [ fo.

Naravno, kao prostor probnih funkcija mozemo uzeti bilo koji prostor koji je gust u LY ()
u pripadnoj topologiji (C2°(€2) je samo jedan takav prostor). Sljedeca lema nam omoguéuje
da mozemo gledati i manji prostor za p = 1.

Lema 2. Neka je d = djde, te neka su dani otvoreni skupovi 2 C Rd, 0, C R% |
Qs C R% takvi da Q = Qq x Qy. Prostor

{D om0 | meN, g€ C(®), b € C2(0n) }
k=1

je gust u L2(Q) (u topologiji strogog induktivnog limesa).
Dem. Neka je 1 € C2°(Q; x €Q2). Bez smanjenja opéenitosti uzmimo da je suppvy C I,
gdje je I = (0,1)¢ (ako nije, funkciju mozemo reskalirati po svakoj varijabli). Prostor

L2(CI 1) je Hilbertov s potpunim ortonormiranim sustavom {e?™** | k € Z?} [11, Theorem
1.10], stoga niz funkcija

'J}n (X) _ Z {Z)\(k)e%'ik-x

koo
konvergira k + u normi prostora L2(CII), pri ¢emu su
(k) = ey

Fourierovi koeficijenti funkeije 1. Uzmimo ¢ > 0 takav da je supp¢) C [6,1 — 6]¢ (takav &
postoji jer je supp ) C I) i funkciju p € C2°(0, 1) sa svojstvom da p = 1 na [%5, 1-— %5] (to
se moze dobiti djelovanjem konvolucijom sa standarnim izgladivacem na karakteristicnu
funkciju skupa [$6, 1 — 18] ). Definirajmo:

U (x) = Z {D\(k) Hp@l)e%ikm_

kil<n,olkal<n  I=1

Produkt se pojavio zbog svojstva eksponencijalne funkcije:

d d
(Vx € supp 1)) p2mikex _ H p2mikiTy H p(xl)e%'iklml .
=1 =1



Funkcijski prostori i Fourierova pretvorba

Zadnja jednakost vrijedi, jer za x iz nosaca funkcije v imamo da su mu sve komponente
unutar [0,1 — §], gdje je p jednak 1. U produktu se nalaze funkcije jedne varijable s
neovisnim varijablama, pa se iz toga vidi da je funkcija 1, oblika

YU R- Ry,

k=1

za m = d(2n + 1). Definirajmo

gpk;:d}éx...gdjgl’
O =Yt R R

Iz Leibnitzove formule se vidi da su ¢y € C°(I1) i 0 € C°(I3) za svaki k, I; = (0,1)%,
Ir = (0,1)%, tako da je 1, Zeljenog oblika. Kako se 1, i ¥, podudaraju na nosacu od
v, zakljuéujemo da i ), konvergira prema 1 u prostoru L?(ClI). Buduéi da jos vrijedi
supp ¥, C CI T za svaki n, dobili smo konvergenciju u prostoru L2(€2).

Q.E.D.

Ako imamo prostor L2(Q; C"), onda gornju lemu primijenimo po svakoj komponenti
tako da dobijemo da je potprostor

r

{ v ImeN g =Y ek Rber, ¢ € CX(), b} € CX()}
k=1

=1

gust u njemu.

4. Fourierova pretvorba

Za funkciju u € LY(R?) dobro je definirana sljedeca funkcija:
F(u)(&) :==u(g) ::/ e_zmxfu(x) dx . (11)
R4

Preslikavanje F je o¢ito omedeno linearno preslikavanje s L'(R?) u L>®°(R%), medutim
Riemann-Lebesgueova lema precizira da je slika sadrzana u Banachovom prostoru Cy (Rd).
Gornju definiciju mozemo progiriti i na omedene Radonove mjere. Naime, prostor L' (R%)
je ulozen u Mp,(RY) na nacin da za svaku funkeiju f € L*(R?) postoji uy € Mp(R?) tako
da

(Ve € Co(R?)) /RdeOdM:/RdSOdﬂf-

Zelimo progiriti definiciju Fourierove pretvorbe i na omedene Radonove mjere, ali da se
definicije poklapaju na L'(R%), tj. da bude f = .

() =(6) = |

e”“xfu<x>dxzzm/m eI ()
Rd

R4
pa je onda formulom

€)= [ e aun

dobro definirano prosirenje Fourierove pretvorbe na omedene Radonove mjere.
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Bududi da vrijedi -
(Vfg e L'RY) frgx) =13,
F je homomorfizam s konvolucijske algebre (Ll(Rd), +, %) u multiplikativnu algebru
(LOO(Rd)a +, )
Neka je 7, translacija za vektor h € R%. Izravnim racunanjem se lako dobiju sljedeée
relacije:

— A~

f(€) = e TRL(E)
(™R FNE) = (m)(€)
kao i sljedece formule za derivacije:
0;(€) = (=2mial f(x))(€)
01 (&) = 2mig; [ (€) -

Direktnom primjenom Fubinijevog teorema izvodi se formula mnozenja

L(R? Fi = x)g(x)dx .
WigeU®Y) [ Feu@de - [ feoaed

Posebno zgodna svojstva ima restrikcija F na Schwartzov prostor brzo opadajuéih
funkcija
SR = {p e CX(Q) : (Vk € No) |lolls < o0},

pri ¢éemu su polunorme || - || definirane na sljede¢i nacin:

lellas == Ix*Ipelloere -

lellk == sup [l¢llag -
la+8|<k

Schwartzov prostor S(R?), zajedno s prirodnom topologijom danom s pomoéu familije
polunormi (|| - || , ¥ € No), je Fréchetov prostor (lokalno konveksna topologija; konstruira
se analogno kao i za prostor C%(€2)). Posebno vrijedi da je zatvoren na operacije derivi-
ranja, mnozenja polinomom, te mnozenjem s C* funkcijama najvise polinomijalnog rasta
u beskonacnosti. Buduéi da vrijedi

S®RYHC () RY.
p€E[1,00]

uistinu je rije¢ samo o restrikciji postojece definicije Fourierove pretvorbe, tako da za F na
prostoru S(RY) vrijedi sve sto se do sad pokazalo za L!(RY).

Restrikcija Fourierove pretvorbe F na prostor S(R?) je bijekcija toga skupa na samoga
sebe, te vrijede formule inverzije

=p=Fp=F "¢, (12)

©m

=9,

A

pri ¢emu je ¢(x) := p(—x), a

10



Funkcijski prostori i Fourierova pretvorba

i gustoéu Schwartzovog prostora u LQ(Rd), na jedinstveni nacin prosirujemo omedeni opera-
tor F na L2(R%), te i za progireni F vrijedi (13). Ovo prosirenje je poznato kao Plancherelov
teorem.

Osim prosirenja po gustoéi, moguée je i prosirenje po dualnosti na S’ (Rd), prostor
temperiranih distribucija (topologki dual prostora S(R?)):

(VueS'RY))(Ve e SRY)) () = (2,9) .

pri ¢emu je (@, p) = (u,P). Iz gornjih formula se dobiva i da temperirane distribucije
zadovoljavaju formulu inverzije, §to povlaci da je prosirenje F na S’ (Rd) linearna bijekcija
sa S8’(R%) u samoga sebe. Napomenimo da se ovo proirenje podudara s ranijom definicijom
na prostoru omedenih Radonovih mjera.

Definirajmo skalirani operator deriviranja po varijabli x

D, 18~ D '_<1)|ala
T o T T o 7
te po dualnoj varijabli &
; 1 . 1\l
D)= —¢, D% := (—) 0% .
2mi 2mi

Na S'(R%) vrijede sljedeée formule:

(Dau)™(§) = €*u(€) ,
(x*u)"(€) = (-1)I*D*a(¢) .
Diracova masa dg se nalazi u prostoru S'(R%), pa mozemo pogledati §to je njezina
slika po F:
(0. 9) = (0. 2) = (50.8) = 2(0) = [ olx)ax = (1.,

pa zakljucujemo da je g() =1, a iz formule inverzije slijedi i da je 1 =0do.
Neka je f € S(R?) po volji odabrana. Uo¢imo da vrijedi:

-~ ~

| J©de= (1.5 =1, 1) = (o.5) = 1)

Ovime su dani glavni i najcesée koristeni razultati i pojmovi na koje se kasnije pozi-
vamo u ovom radu. Nadam se da se uspjelo pokriti sve potrebno pa da c¢itanje ovog rada
bude ugodno i zanimljivo.

11
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

1. Definicija i pregled osnovnih svojstava H-mjera

Pri proucavanju fizike neprekinutih sredina jednadzbe koje upravljaju ponasanjem
kontinuuma mogu biti podijeljene na dvije vrste: jednadzbe ravnoteze i konstitutivne
pretpostavke.

Dok su Youngove mjere prikladno sredstvo za proucavanje pojava titranja rjeSenja
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi, pokazale su se neodgovarajuc¢im za proucavanje pojava
koncentracije. Kao mjera koja ovisi samo o varijabli x, Youngova mjera nije prilagodena za
opisivanje pojava koje ovise i o posebnom smjeru u prostoru. Taj nedostatak je u znatnoj
mjeri rijeSen H-mjerama, jer one upravo promatraju ponasanje |<Zlm|2 u beskonacnosti
i rezultat projiciraju na sferu, tako da su sacuvani smjerovi ponasSanja u Fourierovom
prostoru.

H-mjere, ili kako se jo§ nazivaju, mikrolokalne defektne mjere su osamdesetih godina
dvadesetog stolje¢a neovisno uveli Luc TARTAR i PATRICK GERARD. Kako su se najprije
pojavile u vezi s nekim problemima iz homogenizacije, Tartar ih je nazvao H-mjerama.
One su Radonove mjere, definirane kao limes kvadrati¢nih izraza L? funkcija.

Kako bismo primijenili Fourierovu pretvorbu, moramo promatrati funkcije definirane
na Gitavom prostoru R?, §to lako postizemo prosirivanjem funkcija nulom van Q. To je
standarni postupak koji ¢emo po potrebi uvijek raditi i ne¢emo posebno komentirati.

Prije definicije samih H-mjera, potrebno je uvesti jednostavne pseudodiferencijalne
operatore. Neka su a € C(ST1) i b € Co(RY) neprekinute funkcije. Pridruzimo im
operator mnozenja Mj, i Fourierov mnozitelj P, na L2(R%; C"), na sljedeéi naéin:

My, : L2 (R%C") — L2RYCT) , Myu(x) := bu(x) ,
P, L*R%:C) - L2RECT) , Pou(€) :=a <—> u(é) ;

dakle, P, = FM,F. Ocito vrijedi:

Myl £12Ra:cryr2mescry) = N0lLo ey -
1 Pall 2 meseryn2mascry) = lalliomay -

Upravo definirani operatori se javljaju u definiciji H-mjera i ba$ je sljedeci rezultat
bio kljucan za razvoj teorije. Navodimo ga bez dokaza, koji se moze naéi u [18].

Lema 1. (prva komutacijska lema) Komutator C' := [P,, M| = P,M, — M,P, lin-
earnih operatora P, i My je kompaktan operator na prostoru LQ(Rd) (drugim rijec¢ima
C € K(L2R%)).

U tre¢em poglavlju ¢emo takoder trebati ovakav rezultat, samo zbog drugacijih pret-
postavki morat ¢emo pokazati poopcenu prvu komutacijsku lemu. U dokazu teorema egzis-
tencije trebat ¢e nam jos i sljedeca lema koju navodimo iz [14].

Lema 2. Neka su X i Y konacnodimenzionalne lokalno kompaktne neprekinute mno-
gostrukosti, te B neprekinuta bilinearna forma na Cy(X) x Co(Y). Ako je forma B neneg-
ativna, tj. ako vrijedi

f20&g2>0 —  B(f,9) =20,

tada postoji Radonova mjera m na X x Y takva da je B(f,g) = (m, f X g).

14



H-mjere

Teorem 1. (postojanje H-mjera) Ako je (uy,) niz u prostoru L?(R%; C"), takav da

2
unL 0 (slabo), onda postoji podniz (u,) i kompleksna matricna Radonova mjera p na
RY x S takva da za svaki o1, 02 € Co(RY) i € C(S?71) vrijedi:

i [ (o) ()@ (2 O (167) d = 12 0)

n R4 (1)
[ P0nu(E) dulx.©).
RdxSd—1
Mjeru p nazivamo H-mjerom pridruzenom (pod)nizu (uy,).
Dem. Iz Plancherelove formule slijedi da je niz integrala na lijevoj strani u (1) omeden,
stoga ima gomiliste za koje vrijedi ista ocjena:

_ 2
{12, 102 W) | < (Sup ||un||L2> le1llnee llpallpoe ¥ llnee -
n

Potrebno je pokazati da limes linearno ovisi o produktu 12, te da definira Radonovu
mjeru (¢ime bismo opravdali zapis u gornjoj ocjeni).

Oznacimo s M, standardni operator mnozenja pridruzen simbolu ¢;, i = 1,2, te s
Py, operator pridruzen simbolu 1. Koristeéi prvu komutacijsku lemu imamo

Py My, — My, Py € ’C(LQ(Rd)) :

To znaci da Py My,u, — My, Pyu, — 0 jako u L2(R% C"), pa stoga zamjena redoslijeda
operatora M, i Py ne utjece na limes u (1):

i [ (0r0,)(©) @ (au) ©0 () de=tim [ (My00)60 8 (PMn) )

n Jrd
= hm (Mwlun)( X) ® (M, Pyup)(x) dx

= hm/ P192 (un(x) @ (Pyun)(x)) dx
— B(p192,v) ,

pri cemu je B matrica neprekinutih bilinearnih formi na Co(R%; C) x C(S?~1; C), omedena
izrazom na desnoj strani u (1). Zbog separabilnosti prostora Co(R%; C) i C(S?~1;C)
mozemo uzeti prebrojive guste podskupove u tim prostorima, te dijagonalnim postupkom
izdvojiti podniz (u,) tako da za svaki izbor funkcija ¢, 2 i 9 iz danih skupova imamo
gornju konvergenciju. Zbog gustoce stoga imamo konvergenciju za proizvoljne test funkcije
iz danih prostora.

Na koncu, cilj nam je primijeniti Lemu 2 kako bismo bilinearnoj formi B pridruzili
odgovaraju¢u Radonovu mjeru. Uzmemo li ¢1 = w3 =: @ i¥ > 0, te neka jev € C". Tada
imamo

B vy —tim [ F (")) 0 F () (€ <|§|)v v de

3
—llm/ v|¢(‘£‘)d620

Zbog pozitivnost forme B slijedi egzistencija matricne Radonove mjere g na R x S¢1
takve da je

B(|o”,¢) = (w, [¢[* BY) .

15
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Za prozvoljne test funkcije 1, w2 i ¥ tvrdnja jednostavno slijedi iz gornjeg rezultata, ras-
tavljanjem na realni i imaginarni, odnosno pozitivni i nenegativni dio, te koriste¢i bilin-
earnost forme B.

Q.E.D.

Zanimljivo je primijetiti kako je bitnu ulogu u dokazu postojanja H-mjera imala sep-
arabilnost prostora probnih funkcija. Upravo ¢e nam to zadavati probleme u preostalim
poglavljima ovog rada.

Primijetimo da pri perturbaciji niza (uy) jako konvergentnim nizom (v,) s limesom
nula, dobiveni niz (u, + v,) definira identicnu H-mjeru p. Posebno, jako konvergentnom
nizu pridruzena je g = 0.

Ako uzmemo 1, p3 € C.(R?), definicija se prosiruje i na nizove koji konvergiraju sla-
bo u prostoru L2 (R?), samo sto je sada g u dualu (lokalno konveksnog) prostora C.(R9),
pa ne mora imati konaénu ukupnu masu (tj. varijaciju), jer nemamo vise omedenost.

Korolar 1. H-mjera pu € My, (R¢ x ST, M,(C)) je hermitska i nenegativna:
p=p" i (VeeCRER) (mee) 20,

gdje je (p,  ® ) Radonova mjera na S*1.
Dem. Za realne @1, 2 i 1) nam definicija H-mjere (1) daje

. 3
worgat) =tim [ Florn) o Foaun) o 5 ) de
. JRd €l
= lim (f(munk) ®f(<p1unk)> @D(i) dg = (p*, p1921))
e JRd €]
gdje smo u drugoj jednakosti koristili Lemu I.1. Uzimanjem ortonormirane baze (eq, ..., e,)

za R” mozemo pisati (u smislu Radonovih mjera na S4=1):

T T T
(@ @) = (1 (D(p-ee) @ (D(w-ees)) = D (meivej (p-elp-e))) >0,
i=1 j=1 ij=
jer za svaki par (7, j) uzevsi p1 := @ -&;, Y2 := @-e; i ¢ realne i nenegativne, (1) nam daje
(e -ej, (¢ -ei)(p-ej)v) = 0.
Q.E.D.
Uocimo da je (v,4) := (u, (o ® ) K 1)) skalarna Radonova mjera na S%1.
Ako je niz (u,,) omeden u L?(R%; C"), onda je niz (u, ®u,) omeden u L' (R%; M,(C)),
ali to nije dovoljno za slabu kompaktnost u posljednjem prostoru. Moramo L*(R%; M,(C))
neprekinuto uloziti u (Banachov) prostor omedenih matriénih mjera My(R%; M, (C)) =
(Co(R%: M, (C)))Y, u kojem onda imamo slabo * gomiliste v, kojem konvergira neki podniz
(Unk ® Unk)-
Korolar 2. Ako niz u, ® u, konvergira slabox k mjeri v u My(R% M,(C)), onda za
svaki ¢ € Co(R?) vrijedi:
(V) = (n, o 1)

Dem. Uzimanjem v := 1 u (1) Plancherelov teorem nam daje

(B, 12 ® 1) = liﬁn/ | P1un ® paup dx = / lim(u, ® up)p192dx = (V, p192)
R R

d n

Q.E.D.
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Primjer. (koncentracija) Za danu funkciju f € L?(R%) promatramo niz u,(x) :=
n¥2f(n(x —z)), za dani z € R%.

Tada citav niz (uy,) odreduje (skalarnu) H-mjeru p = 6, X v, pri ¢emu je v mjera s
povrsinskom gustoéom N (v je apsolutno neprekinuta s obzirom na povrsinsku mjeru) na
S?=1 koja je dana formulom:

- | 1 Fee) P

0
odnosno za svaki ¢ € Co(R? x S971) vrijedi:

d) = | 1Fa0)Ro (n ) e

Zaista, neka je ¢ € Co(R%), a ¢ € Co(S?1). Tada niz pu, — ¢(z)u, konvergira jako u
L2(RY) k nuli, pa je dovoljno prijeéi na limes u o(z)uy,

i [ let)Plia€) o () = timloml [ a7 () o (5 )ae

~le@P [ U OR(5)E = oo ).

2. Kompaktnost kompenzacijom i H-mjere

Kompaktnost kompenzacijom se primjenjuje u situaciji gdje imamo niz (uy,) koji slabo
konvergira u L2(Q R") prema ug, a pri ¢emu je niz Z 1 AFdu,, sadrzan u kompaktnom
skupu u prostoru H_ (Q R").

Definira se SVOJStVGIl skup:

d
V= {(A,g) eR"x 8t ngA’u:o} ,

k=1

i njegova projekcija na fizikalni prostor:
A= {A ER":(3E ST (N €) e v} .

Osnovni teorem tvrdi da za svaku kvadraticnu formu @, za koju je Q(A) > 0, ako je [ bilo
koje gomiliste niza Q)(u,) u slaboj * topologiji na prostoru mjera, onda je nuzno [ > Q(uo).

Primjer.  Neka je (u,) niz koji slabo konvergira k ug u prostoru L%(R?; R?), pri ¢emu
su nizovi (61u711) i (Oou2) omedeni u L2(R?) (pa stoga i sadrzani u kompaktnim skupovima
u Hloc( 2)). Svojstveni skup je V = {(X, €) € R? x S! : &A1 = &A% = 0}, pa je njegova
projekcija A = {X € R? : A'A%2 = 0}. Gledamo kvadratnu formu Q(X) := A'A\? koja se

ocigledno ponistava na A. .

Teorem 2. (lokalizacijsko svojstvo za H-mjere) Ako niz (u,) odreduje H-mjeru, a
pritom vrijedi:

Z@k(Akun) —0 u prostoru Hi}i(@, R"),

k=1
gdje su A¥ neprekinute matricne funkcije na otvorenom Q C R¢, onda, uz definiciju simbola

P(x,&) = Zzzl £ AF(x) na R x 81, vrijedi Ppu = 0.

17



Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

Za razliku od osnovnog teorema o kompaktnosti kompenzacijom, ovdje su matrice A*
s promjenjivim koeficijentima (neprekinute funkcije od x, a ne konstante).
Primijenivsi ovaj teorem na prethodni primjer dobivamo da je

11 12
0

gdje je simbol
&0
P = .

[ 0 &
Time znamo (koristimo hermiti¢nost, Korolar 1) da je supp u'? = suppp?t C {& =
0} N{& = 0} = 0 (na jedinicnoj sferi!), pa je p dijagonalna. Dobivena informacija je
potpunija od one koju smo dobili koristenjem kompaktnosti kompenzacijom, da su stupci
p u skupu A. (Ovaj posljednji zakljucak slijedi iz u,, ® u, — up ® ug + R slabo * u My,
pri ¢emu je R(x) € Clconv(A x A) (ss x € §2), uz odgovarajucu interpretaciju.)
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

H-mjere su definirane bez karakteristicne duljine, sto predstavlja prepreku u prouca-
vanju fizikalnih zadaca u kojima se javlja jedna ili cak vise karakteristicnih duljina.

Prvi korak u rjesavanju tog problema je napravio PATRICK GERARD uvodeli polu-
klasicne mjere. Sama ideja za proucavanje takvog objekta se ¢esto veze uz jedan jednosta-
van primjer.

Neka je v periodicka funkcija i neka je niz (u,) dan s u,(x) = v(xe,), gdje je e,
niz pozitivnih brojeva koji teze nuli. Nakon §to se funkcija u, lokalizira (mnozenjem s
glatkom funkcijom s kompaktnim nosa¢em), djelujemo Fourierovom pretvorbom i opazamo
zanimljiv rezultat. Sve znacajne vrijednosti puy,(€) se nalaze na udaljenosti é od ishodista,

tj. oko & = O(é) Time smo naocigled jednostavnom metodom doznali puno o ponasanju
funkcije u dualnom prostoru.

Medutim, pojavio se i novi problem. Naime, kad je razlika karakteristicne duljine
objekta kojega proucavamo i karakteristicne duljine same poluklasicne mjere znacajno
velika, dolazi da gubitka svih informacija i zapravo nemamo nista. PoboljSanje je uveo
Luc TARTAR tako da je gledao posebniji prostor funkcija. Jo$ jedna zanimljivost u tom
njegovom pristupu je to sto je polazeci od inacice H-mjera uspio doéi do poluklasicne mjere
i time je ukazano na povezanost tih dviju teorija. Medutim, vidjet ¢emo tijekom izlaganja
u ovom poglavlju da ipak postoji stanovita razlika izmedu ovih dvaju objekata.

U ovom poglavlju ¢emo se drzati TARTAROVOG pristupa, te na kraju dobiti neke tvrdnje
za lokalizacijsko nacelo, koje je ve¢ od ranije poznato za klasicne H-mjere.

1. Definicija poluklasicne mjere preko H-mjera

Konstruirajmo inacicu H-mjere s jednom karakteristicnom duljinom.
Neka je Q C RYiu, = 0u L%OC(Q; C") slabo. Umjesto da promatramo pripadnu
H-mjeru odgovaraju¢eg podniza u,,, definirat ¢emo novi niz v,,:

27ri:cd+1
va(x, 28 = u,(x)e” o, xeQ, 29T e R, (1)
gdje je e, karakteristicna duljina koja tezi nuli. Vazno je uociti da i za niz v,, takoder
imamo slabu konvergenciju prema 0 u prostoru LIQOC(Q x R;C"). Zaista, buduéi da je

prostor (LZ(2 x R; C")) izomorfan s L2 (2 x R;C"), a skup
n
{YeimolneN, g ecx@C), 6 eCXR;C)}
i=1

gust u L2(2 x R; C") po Lema 1.2, dovoljno je pokazati:

(Vo e C2 QOO CXQC) tim [ vo- (9RO =0,
n JOxR

Sto slijedi neposredno primjenom Fubinijevog teorema. Takoder se moze uociti da situaciju

ne bismo nista popravili da smo na pocetku imali slabu konvergenciju niza u,, u prostoru
A+l
2mix

L2(€; C"), jer se funkcije e~ == ne nalaze u prostoru L?(R), nego u L2 (R), pa onda
opet moramo uzimati probne funkcije s kompaktnim nosac¢em, tj. dobili bismo opet slabu
konvergenciju u prostoru L%OC(Q x R). Bitno je znati koju od te dvije slabe konvergencije
imamo, jer ¢e ovisno o tome pripadna H-mjera biti omedena ili neomedena Radonova mjera.

Sada po Teoremu II.1 znamo da ima smisla promatrati H-mjeru pridruzenu nekom

podnizu (v,).
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Teorem 1. Ako s p oznac¢imo H-mjeru pridruzenu odgovarajucem podnizu (v,), onda
je ta mjera p neovisna o posljednjoj varijabli z%+1.
Dem. Neka je h € R po volji odabran, te oznac¢imo s 73, operator translacije za h u smjeru
21, Definirajmo h,, kao visekratnik broja e,/ za koji vrijedi da je |h — hy,y| < g, (0cito
postoji jedinstven takav visekratnik). Bududéi da je v, periodicka po posljednjoj varijabli
s periodom &/, to su funkcije 75, v,y 1 v,y jednake. Stoga je dovoljno pokazati da 7, v,
i v,y definiraju istu H-mjeru. Radi dobre definiranosti Fourierove pretvore, nakon sto
lokaliziramo funkcije v, mnozenjem funkcijom s kompaktnim nosacem, prosirimo je nulom
van nosaca. Ako pokazemo da vrijedi:
L2 (Rd+1)
(V(,O € CEO<Q X R)) (Tfhnﬁp)vn’ - (TthO)Vn/ — 0,
onda izravnom primjenom Fourierove pretvorbe kao neprekinutog operatora na L2(Rd+1)
dobivamo i:
L2(Rd+1)
(Ve CE(QxR))  F((r—n, e)Vw) = F((T-pp)vp) —— 0. (2)
Uzmimo da je g,y < 1 za svaki n/, i racunajmo:
2

H(T-hn,sO)vn/ — (Toh )V = /K 7 n,, 0 — Ton|* v [Pdx

LQ(Rd+1
2
PR RN (o
<7y = Ton ol e ety Lim D [V 2
n

pri cemu nam je K kompakt koji se dobije tako da se supp ¢ translatira za h u smjeru osi
291 te napuhne za 1 (jer smo pretpostavili da je g, < 1). Funkcija ¢ je neprekinuta pa
onda i jednoliko neprekinuta, jer joj je nosac¢ kompakt. Kako h, tezi prema h, jednolika
neprekinutost daje da prvi ¢lan u zadnjoj nejednakosti ide u nulu. Drugi ¢lan je konacan,
jer je v, slabo konvergentan, pa time i omeden.

Koristeci definiciju H-mjere dobivamo da je apsolutna vrijednost razlike H-mjera pod-
nizova (7pVy) i (7h,, V) omedena s limesom superiorom sljedeceg izraza:

/ (F(¢1Thvn’) ® F(p2TnVps)—
RdXR (3)
— F(@17h, Vo) @ F(@ﬂmNﬂ))d}(%)d(ﬁ, Ear1)

pri ¢emu nam | - | predstavlja operatorsku normu induciranu unitarnom normom na C.
Nakon sto dodamo i oduzmemo F (<P17'hn,Vn/) ® F (p2TpVyy), te primijenimo Minkowskijevu
nejednakost za integrale i nejednakost trokuta, (3) ocijenimo s:

191,00 () </ ’(-F(SOIThVn’) - f(@ﬁ%%/)) ® F(p2mhVp)
RIxR

Y

d(&,€4+1)

+ [RdXR‘}"(%Thn,vn/) ® (-F(SO2ThVn’> - .7:(<p2rh4lvn/)> ‘ d(g,gdﬂ))

d(€7 €d+1)

< lollmrss ([, |Fermmn - Fomgun)|[Feamu)
X

+/ ’-F(SolThn/Vn’)
RIxR

< ||?/1||Loo(sd)<||]:(<ﬁ17hVn’) _}—(SolTh;an’)HL?(Rd“;CT)”QOQThVn’HL?(RdH;CT)

"F(902Thvn’) — F(patps Vi) d(&fdﬂ))

+ ||801Thn/Vn’||L2(Rd+1;cr)||f(9027hvn’) - ]:(QOQTthVn’)||L2(Rd+1;CT)> ; (4)
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

gdje smo u drugoj nejednakosti iskoristili ograni¢enost operatora oblika a @ b (Lema I.1),
a u trecoj Holderovu nejednakost i Parsevalovu formulu.
Zamjenom varijabli dobivamo

HSOQThVn’HL?(RdH;CT) < ||T—hs02||Loo(Rd+1) lim Sup HVHL?(Rd“;CT) ’

n

Sto je konatno. Analogno dobivamo i da je [[¢17h, Vi ||y 2(Rat1,cr) 0medeno.  Koristeci
formulu djelovanja Fourierove pretvorbe na translacije

F(omivp) (€, €ar) = e 2T F((1_ o)V ) (€, €arr)

lako sredimo i preostale izraze u (4). Time dobivamo:

LQ(Rd"'l;CT)

|71 = Flormm, )

(e

6_2ﬂih§d+1f((7_—h§01)vn/) (67 Sd-‘rl)_

|

. 2
. e_QMh"/ngrlF((Tfhn/901)\/”')<£’ €d+1)‘ d(£7 £d+1>)

—27ih-. —27mih - .
< He ™ —e UX20% H

F((T-np1)vir)

L>*(R) H LQ(RdJrl;Cr)_'_

+ HG_QWih.MLW(R)H]:((TWl)Vn’) — F((7=h, p1)vi)

6—2mh- . 6—2mhn/' . H

LQ(Rd“Fl;CT)
<Oy

R) + C'QHJ:((T_h%)vn/) — F((r—h, 1)V

Loo( L2(Rd+1;CT) ’

gdje su C'1 i C9 konacne konstante redom zbog periodicnosti i neprekinutosti funkcije
e~2mh - pa time i omedenosti na R, odnosno zbog slabe konvergentnosti niza (1v,y.
Takoder koristimo neprekinutost i periodi¢nost funkcije e 27+ — ¢=2mihw - kako bismo
uocili da je jednoliko neprekinuta, Sto povlaci da cijeli prvi ¢lan posljednje nejednakosti
ide u nulu kada n’ ide u beskonac¢nost, dok za drugi ¢lan iskoristimo (2). Sada se vratimo
u (4) i zakljucujemo da izraz ide u nulu kada n’ ide u beskonacnost, ¢ime smo pokazali da
se H-mjere podudaraju.

Q.E.D.

Prethodna lema nam omoguc¢uje da dodamo varijablu &4, ali bez pravog dodavanja
varijable z@*1!, jer pripadna H-mjera ne ovisi o toj varijabli. Navodimo opéeniti rezultat
za distribucije iz [14, str. 55-59]:

Lema 1. Neka je T € D'(R%), te neka postoji i € 1..d takav da za svaki h € R vrijedi
da je The, T = T. Tada postoji Ty € D'(R¥1) za koju vrijedi

(T, ) = (To, v0) ,

pri ¢emu je po(xt, ... 2t 2 a?) = ngo(xl,...,xi,...,xd) dz'. .

Budud¢i da je Radonova mjera upravo distribucija reda nula, to mozemo primijeniti
prethodnu lemu te zakljuciti da postoji pg € M(R? x S%) takva da je

(p, o X)) = (po, po X )

gdic je po(x) = [ plx,aH1) dattt,
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H-mjeru koju definira niz v,, zadan s (1) zvat ¢emo inacica H-mjere s jednom karak-
teristicnom duljinom niza uy,.

Vel je ranije navedeno kako se poluklasicne mjere mogu definirati preko H-mjera
¢ime je ukazano na povezanost tih dvaju objekata. Pokazat ¢emo da se upravo inacica
H-mjere s jednom karakteristicnom duljinom moze shvatiti kao poluklasicna mjera. Slijedi
egzistencijski rezultat za poluklasiéne mjere bez dokaza, ali koji se moze pronaéi u [7].

Teorem 2. (postojanje poluklasiénih mjera) Ako je (u,) niz u prostoru L2(€; R"),

2
takav da unL 0 (slabo), onda postoji podniz (u,/) i hermitska nenegativna Radonova
mjera pg. na Q x RY takva da za svaki ¢ € CX(Q) i ¢ € S(RY) vrijedi:

m Flpun) © F(pun (e €) d€ = (pse, || K) . (5)
l

Medutim, poluklasicne mjere i inacica H-mjere s jednom karakteristicnom duljinom

jesu vrlo sli¢éni, ali ne i posve identi¢ni objekti. Razlika se lijepo moze uociti u sljedec¢em

primjeru.

Primjer. Neka je 1, niz brojeva koji konvergiraju k nuli i e po volji odabran jedini¢ni

vektor, e € S1. Definirajmo kompleksni niz funkcija na R?

2mix-e

Up(X) ;=€ m

Niz (uy) se ne nalazi u prostoru L?(R%), ali se lako pokaze da je u L2 (RY), te u tom

prostoru slabo konvergira k nuli. Zaista, za ¢ € C°(R%),

2mix-e

‘/ e m p(x) dx‘ gﬁn/ 1270 (nyy )| dx
R4 R
< Cllellpema) 5

gdje je C' = vol(supp ).
Sada mozemo promatrati pripadnu poluklasiénu mjeru i ina¢icu H-mjera. Lako se
vidi da za ¢ € C°(RY) vrijedi

Fin(€) =56~ ).

pa kad to uvrstimo u (5) dobivamo:

Je

Ako uzmemo funkciju ¥ € Co(R?), onda podintegralna funkcija konvergira po tockama
i omedena je sumabilnom funkcijom ||@/)||Loo(Rd)|@(-)|2, pa po Lebesgueovom teoremu o
dominiranoj konvergenciji dobivamo sljedec¢e rezultate za g, ovisno o ponasanju 5—2:

Ene

p(e- ) vtetrde = [ 1p@Pu(eng+ %) ae.

n
o ako {2 — 00, pse =0,
° akof?—z—>0,,uscz)\@50,
[ akOE—n—>f€€<O,OO>,ﬂsc:>\|X5Hea

Nn
gdje je A Lebesgueova mjera na prostoru R

Definirajmo sada novi niz

a6, 24 1= 1 ()25
n 9 T ¥n )
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i pogledajmo njemu pridruzenu H-mjeru, tj. ina¢icu H-mjere s jednom karakteristicnom
duljinom niza u,,.
Imamo
@un (€, &a+1) = (€, €a+1) — Pn)

gdje je pp, = 77% + eg—:l. Nakon uvrstavanja u formulu iz teorema o postojanju H-mjera
dobijemo:

~ vz (& &) _ -~ o ( (& &a+1) +Pn
A (e s % JECEm Y(eerm o) -

Sada analagno kao i u prethodnom slu¢aju primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj
konvergenciji zaklju¢ujemo da je H-mjera p jednaka tenzorskom produktu Lebesgueove

mjere i Diracove mase koncentrirane u limesu £, tj.

[k
e ako 2 — oo, = AKX Je ,

Nn
° ako;—z—>0,u:)\@5ed+l,
o ako 2 — £k € (0,00), pp = AW Om, ,
gdjejem,{:%. .

Uocavamo da ni poluklasi¢na mjera niti inac¢ica H-mjere ne vide sto se dogada kada
Ny, tezi nuli puno brze od &, dok u obrnutoj situaciji, kada ¢, tezi nuli puno brze od 7y,
inacica H-mjere (za razliku od poluklasi¢ne mjere) ne gubi informaciju. Ona se nalazi na
ekvatoru S%, sto je skup S¢1 (e € Sd_l). Ova ¢injenica opravdava povezanost ovih dvaju
pristupa, s tim da se u drugom promatra skup S¢, a u prvom RY, $to zapravo predstavlja
tangencijalnu ravninu na S u smjeru okomitom na ey, 1. Poslije ¢emo vidjeti da drugacijim
izborom prostora iz kojeg uzimamo probnu funkciju ¢ mozemo rijesiti gubitak informacije
koji se javlja kod poluklasi¢ne mjere i time dobiti ekvivalentan pristup s ina¢icom H-mjere.

U svrhu uzimanja sto veceg prostora za funkciju ¢ u definiciji H-mjere, trebamo
drugaciji oblik Prve komutacijske leme. U verziji koju ¢emo iskazati i dokazati funkcija ¢
bit ¢e iz skupa jednoliko neprekinutih i ogranicenih funkcija na R?, koji éemo oznaéiti s
BUC(Rd). Lako se vidi da je taj skup vektorski prostor, a uz supremum normu ujedno i
Banachov prostor.

Prije poopéene prve komutacijske leme, podsjetimo se definicije operatora mnozenja
M, i Fourierovog mnozitelja P, za b,a € L*°(Q):

My L2(Q) = L2(Q) , My =bv, )
P, 12(Q) = L2(Q) , Paw = ai ;

dakle, P, = FM,F. Ocito vrijedi:

Ml 2z 120)) = 10l @) »
(L2(2);L2(2)) Q) (7)

||Pa||L‘,(L2(Q);L2(Q)) = HaHLOO(Q) :

Lema 2. (poopéena prva komutacijska lema) Ako e, — 0, b € Co(RY), ¢ €
BUC(RY) i1y, je definiran s 1, (€) = (,€) za € € RY, tada komutator C,, = [M,, Pyl =
MyPy,, — Py, My, tezi nuli u operatorskoj normi.

Dem.  Postoji niz (by) u S(RY) koji jednoliko konvergira prema b i takav da by ima
kompaktan nosa¢. Naime, prostor C°(R?) je gust u Co(R%), pa postoji niz (f;) iz
CX(RY) C S(R?) koji jednoliko konvergira prema b. Fourierova pretvorba F neprekinuto
preslikava S(R?) u samog sebe pa je ﬁ opet u S(RY), a onda posebno i u L'(R%). Kako
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je C(RY) gust u LY(R?) s pripadnom topologijom, postoji niz (gj.,) iz C(RY) koji
aprokosimira (ﬁc) u topologiji L'(R%). Buduéi da je F : L' — L neprekinuto, (gkm)”
konvergira prema fj, u topologiji prostora L°°, a to je upravo jednolika konvergencija. Sada
Cantorovim dijagonalnim postupkom dobivamo iz niza (gx )" trazeni niz by,.

Odaberimo podniz niza (b,,) (radi jednostavnosti niz i dalje indeksiramo s m) tako
da je ispunjeno ||b — by,[|rec < = i da je nosaé F(by,) unutar K0, pm).

Definirajmo Cy, ;, := [My,,, Py, ]; koriste¢i (6) i (7) lako ocjenjujemo razliku komuta-
tora:
2[4l poe (ma
HCn - C”vm”E(LQ(Rd),L2(Rd)) < QHwnHLoo(Rd)”b - bm”Loo(Rd) X + . (8)
Za v € CP(RY) racunajmo:
(Conn0)(&) = F(Mb,, Py, = Py, My, )v)(§)
= F(bmF (UnF (0)))(&) = Yn(&)F (brv)(€) - (9)

Buduéi da su sve funkcije na koje F djeluje iz S(R?), mozemo koristiti integralni zapis
Fourierove pretvorbe. Raspisimo prvi sumand iz (9):

FlouF @€ = [ 5, 0) [ 5, i) dndx
= i/fn(’n)@(n)/ e~ 2mx (&= (x) dxdn
R4 R4
==/dem(n)50ﬁ5;(£—-n)dn- (10)

Koristenje Fubinijevog teorema u drugoj jednakosti je korektno, jer je podintegralna funkci-
ja lokalno integrabilna, a podrucje integracije je kompakt. Pogledajmo sada drugi pribro-
jnik iz (9). Formula F(f xg) = F(f)F(g) vrijedi kada je barem jedno preslikavanje iz
prostora S(R%), a drugo moze biti i temperirana distribucija. Buduéi da je bAm € S(RY) i
7 € L2(R%) C S'(RY), mozemo je primijeniti, ¢ime dobivamo:

o~ ~ —_— —

b %0 = (b)Y = (bpv)Y = by ,

te dobiveni izraz mozemo iskoristiti u raspisivanju drugog pribrojnika iz (9):

V(O + 7)) = 01€) [ Ful6 = miln)in . (1)
Kona¢no, iz (9), (10) i (11) dobivamo:
(Conat) €)= [ () = 6(€))rnl ~ m(m) . (12)
Rd

Funkcija v je jednoliko neprekinuta, pa postoji modul njezine jednolike neprekinutosti w
za koji vrijedi:
(%) = U(y)| S w(x—yl),
pa za 1, imamo:
[Vn (%) — Un(y)| < w(enlx —y]) .
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Ocijenimo (Cy, nv)" pomoéu formule (12):
(Cont) O < wleapu) [ [l =)l [otm)] . (13)

gdje je |m — &| < pm, jer je nosac by sadrzan u KJ[0, pn]. Nakon kvadriranja i integriranja
dobivamo:

1 Comamt) g2 ety < () ol ey e (14)
Sto primjenom Plancharelove formule povlaci

HCm,nU”m(Rd) < W<5npm)”bm”L1(Rd)HU”LQ(Rd) : (15)

Provedimo racun s kojim éemo opravdati (14). Najprije razmotrimo sluc¢aj kad je L' norma
funkcije F(by,) jednaka nuli. Bududi da to povlaci da je F(by,) skoro svuda jednako nula,
z (13) imamo
||Cm7nv||L2(Rd) =0,
iz ¢cega slijedi -
||Cm7n||L(L2(Rd)7L2(Rd)) =0< W(Enpm)HbmHLl(Rd) ;

a §to je upravo (15). Neka je sada Hb/\mHLl(Rd) razli¢ito od nule:

(/. 1ol Bt = mlan)” = o lisgn ([ 00 L€ = ) 5,32

1B l11 (Ra)

— 2 .
= bl [ lomidr) .

gdje je ¢ : R — R kvadratna funkcija, koja je time i konveksna, a v definiran s

b (& — )] ml,

X omllpsre)

je vjerojatnosna mjera. Po Jensenovoj nejednakosti slijedi:

( /R 5] (€ ~ n)ldn>2 < ol e /R (1o )av)
bl [ 190D Plbmle =

Dobiveni izraz integriramo po &:
R o~ 2
[ ([ o e miin)” de <
Rd Rd
<l [ [ oPb(E — )] dve
~ Bl [ 100D [ 1€ — )] deav
Rd Rd
— 2 .
= Ul [ o dr

= [1bm 1 ey 19112 (me) -
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Nakon korjenovanja dobivamo upravo nejednakost koju smo iskoristili u (14).
Relacija (15) nam daje ocjenu norme operatora na gustom skupu pa onda imamo da
ona vrijedi i na cijelom prostoru L2(R%):

1Comn

’E(LQ(Rd),L2(Rd)) < w(‘gnpm)Hbm”Ll(Rd) )

sto zajedno s (8) daje tvrdnju.
Q.E.D.

lako je prostor BUC(Rd) uz supremum normu Banachov prostor, potesko¢u nam
predstavlja to Sto nije separabilan, a Sto se moze vidjeti u sljede¢em primjeru.

Primjer. Promatramo neprekinute funkcije na R koje su afine na svakom intervalu
(n,n+1)1 f(n) € {—1, 1}. Takve funkcije su jedinstveno odredene odabirom cijelih brojeva
u kojima poprimaju vrijednost 1, pa takvih funkcija ima koliko i podskupova skupa Z, a
to je (280 = ¢) neprebrojivo. Oznacimo takav skup funkcija s A. One su o¢ito omedene, a
dokazat ¢emo da su i Lipschitzove, pa time i jednoliko neprekinute. Neka su x i y po volji
odabrani realni brojevi. Ako vrijedi |x —y| > 1, onda je ocito |f(z) — f(y)| < 2 < 2|z —y|.
Za |z — y| < 1 razlikujemo dva slucaja:
(a) Tocke se nalaze u istom intervalu (n,n + 1). Tada racunamo:

[f (@) = f(y)l = lax +b—ay — b| = [allx —y| = 2]z —y|,

jer je koeficijent smjera a jednak ili 2 ili —2.

(b) Tocke x i y se ne nalaze u istom intervalu, nego u susjednim. Buduéi da restrikcija
funkcije na dva susjedna intervala nikad nije injekcija, to postoji tocka v koja se nalazi
u istom intervalu kao i z, a za koju vrijedi da je f(y) = f(v'). Kako je |z—¢/| < |[x—y],
to vrijedi:

[f(@) = f)l =1f(@) = f)] =2z —y| <20z —yl.

Ovime smo pokazali da takve funkcije leze u prostoru BUC(R?). Za svake dvije
razlicite funkeije f1 i fa tog oblika je [|f1 — follre(r) = 2, Pa je skup

{K(f,1) = feA;

takav da se nikoje dvije kugle ne sijeku, pa svaki gust podskup prostora BUC(R?) mo-
ra imati barem onoliko elemenata kolika je kardinalost tog skupa. Budu¢i da kugli ima

neprebrojivo mnogo, svaki gust podskup je neprebrojiv. .

Neseparabilnost nam nikako ne odgovara za teoriju H-mjera, jer upravo je seprarabil-
nost kljuéna u konstrukciji H-mjere. Od trazenog skupa funkcija zahtijevamo da ne bude
komplicirane strukture (tako da ¢emo se drzati neprekinutih funkcija), da je separabilan,
ali i da nam omogucuje da ne gubimo informaciju u beskonacnosti sto se dogadalo kod
poluklasi¢nih mjera (v. raniji primjer). Iz tog razloga kompaktificiramo R? tako da do-
damo sferu Yo, u beskonacnosti. Takoder ¢e nam biti od koristi da izbjegnemo ishodiste
pa ¢emo gledati RY\ {0} i dodati sferu %o u nuli.

Kompaktifikaciju prostora R? koju ostvarujemo dodavanjem sfere ¥4, u beskonacnosti
oznacit éemo s Koo(RY). Tada se prostor neprekinutih funkcija C(Kp oo (R?)) sastoji od
neprekinutih funkcija na R¢ za koje postoji foo € C(S¢™1) takva da

f(&) - foo(%) — 0, kad €] — oo .
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

Ukoliko zelimo izdvojiti ishodiste tada R\ {0} kompatificiramo tako da pored ¥o, dodamo
jos 1 sferu Xy oko ishodista i taj prostor oznacavamo s Kom(Rd). Prostor C(K0700Rd) se
sastoji od neprekinutih funkecija na R\ {0} za koje postoje funkcije fo, foo € C(S¢1)
takve da ¢

7€) = fol7gg) = 0. Yad €] =0,

f(€) — foo(%) — 0, kad €] = oo .

Teorem 3. (postojanje inaCice H-mjera) Neka niz u, — 0 slabo konvergira u
L2(Q; C") i neka je e, niz pozitivnih brojeva koji konvergiraju nuli. Tada postoje pod-
niz Uy 17 X 1 hermitska matricna Radonova mjera puy, (Rd) 112 Q x K07OO(Rd) takva da
za svaki @1, p2 € CX(Q) i svaki 1 € Ko oo (RY) vrijedi:

i [ & G €€ = (172 B0 (16)

Dem. Oznaéimo s 7 projekciju koja R4\ {0} preslikava na jedinicnu sferu duz zraka kroz

ishodiste: ¢
m(§) :

Kako je ¢ € K07OO(Rd), to postoje funkcije 1y, 1s € C(S1) takve da

V(&) — (oom)(§) =0, zal§| =0,
V(&) — (Yoo om)(&) = 0, za |&] = 0.

Ako je 1) = ipgomr, onda se (16) poklapa s definicijom H-mjere, tako da limes postoji i KK, o0
odgovara pripadnoj H-mjeri podniza niza u,. Inace, bez smanjenja opéenitosti promatramo
funkciju ¢ —ygo 7 , jer ako pokazemo da za takvu funkciju gornji limes postoji, onda ¢e po
prethodnom zakljucku i po linearnosti integrala i limesa postojati i limes za 1. Funkcija
takvog oblika je neprekinuta u 0, i njezino se ponasanje u beskonacnosti i dalje moze
opisati homogenom funkcijom reda nula (dapace, isti ¥ je dobar kao i za 1)), pa se nalazi
u Koo (RY), 5to je sadrzano u prostoru BUC(RY). Iz Leme 2 dobivamo da limes ovisi samo
0 p1p2. Dokaz bi se mogao nastaviti kao i za postojanje H-mjera, ali mi ¢emo ovdje dati
novi pristup.

Neka je v,, kao u (1), te prijedimo na podniz koji definira H-mjeru v. Po Teoremu
1, ona je neovisna o zadnjoj varijabli 4! pa ima smisla promatrati njenu projekciju vy,
koja je oblika kao u Lemi 1.

Definirajmo najprije probne funkcije ®;, @2 i ¥ na kojima ¢e biti definirana H-mjera
v, a pomocu kojih ¢emo moci povezati (16) s limesom kojim se definira v. Uzmimo
¢ € S(R) tako da je ¢ € CX(R) i suppy C [—p,p|]. To mozemo napraviti tako da
uzmemo standarni izgladivac¢, skaliran tako da mu nosa¢ bude unutar trazenog segmenta

i onda na njega djelujemo inverznom Fourierovom pretvorbom. Definirajmo sada ®1 i &9
na R? te ¥ na R%\ {0}, na sljedeéi nacin:

T = pi(x)p(@™h) | j=1,2,

(e, et = %%J Ean £0, te W(E,0) = v(€), €40

Iz definicije se moze uociti da je ¥ neprekinuta i homogena reda nula na podrucju definicije,
dok za funkcije ®; i $9 uocavamo da su neprekinute, s kompaktnim nosacem u prvih d

(I)j (X, xr
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Poluklasi¢ne mjere

varijabli. Budu¢i da v nije omedena Radonova mjera, funkcije na koje djeluje moraju
imati kompaktan nosa¢. Za funkcije ®; i ®9 se javlja problem u posljednjoj varijabli, ali
argument spasava ¢injenica da v mozemo definirati preko vy, za koju je potrebno samo da
funkcija bude sumabilna po posljednjoj varijabli, §to je u nas slucaj, pa je (v, ®; P9 X U)
dobro definirano. Iskoristimo definiciju H-mjere:

lim - B1vy (€, Ea1) @ Povy (€, Ea)U(E, Eanr) ddEgy = (v, ©1D, RT) .
' JRdy

Sredivanjem izraza pod integralom dobivamo:

+1) 27ri:cd+1

Bvn(€ o) = [ G o o e di, o)

RIxR

. _9ipnd+l _ 1
:/Rd 6—2wz§-xwi(x)un/(x)dX/R€ 2mix (§d+1 En’>g0(l‘d+1)dl‘d+1

_ gp@/(ﬁ)@(&dﬂ - i)

En!

= Pilly (6)7%9/5@%—1) ,

Sto uvrsStavanjem u gornju definiciju H-mjere daje:

/Rd—H <§0TU\n/TLS/5) ® (@EU\TL/T%@>\I/(E,§d+1)d€d§d+1 —

En/

= [ P P () © i (€ V€, )
Pomnozimo (16) s
/R |T%@(fd+1)|2dfd+1 ;
i oduzmimo od prethodne jednakosti kako bismo dobili:
[ @ @ m) [ 1r ) P(¥6 ) — vlew®))deanade . (17)

Bududéi da je nosa¢ funkcije 71 @(£441) sadrzan u [6—1/ - p, % + p|, dovoljno je pokazati

da za svaki {741 iz tog segmenta i svaki & iz R¢ vrijedi ocjena:

‘@<€7§d+1> - 1/’(%/5)‘ S o, (18>

gdje ayy tezi k nuli. Iz toga bismo dobili da (17) tezi k nuli, tj. da je (ux, ., P12 X )
dobro definirana i da vrijedi:

(v, 012 R V) = 1311}1/}{ |T%@(§d+1)|2d§d+l<NKo,oo | 192 W)

- /R o2da 1 g, | o152 8))

Nadalje, koriste¢i definiciju mjere vy dobivamo
(v, P10, X U) = / loPda® (v, 102 R ) .
R
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

Konac¢no dobivamo
(MK o> p1P2 WD) = (10, p102 K V) |

Sto povlaci da je pk, . € M(Q x Ko .00 (RY)).
Dokazimo sada (18). Neka je n’ dovoljno velik da vrijedi &,/p < %; tada je

2
psn’ 2
——5/‘ 200,
}£d+1 Sl PEn! h "

pa kad dobiveni izraz pomnozimo s || dobivamo

—— —wé| <

’fdJrl

2pe0[€]

Razmotrimo odvojeno dva slucaja, ovisno o tome je li |€|5§/2 < 1ili ne. U prvom slucaju
iz prethodne nejednakosti dobivamo novu

1/2

)

- 5n’£

‘ﬁdﬂ

iz koje vidimo da za dovoljno veliki n’ imamo ocjenu:

W€ s2) = (o) = [i(£) — (et <wlzoelf)

gdje jednakost vrijedi po definiciji funkcije ¥, dok nejednakost vrijedi zbog jednolike
neprekinutosti funkcije ¢, pri ¢emu je w modul jednolike neprekinutosti, ¢ime je tvrd-
nja pokazana. U drugom slucaju izvedimo dvije jednostavne nejednakosti koje ¢e nam

trebati: .
en |€] > 12 (19)

TLI

I I S 20

1 T
|§d+1| Ent tr 55/(1 + 5n’p)

Pri ocjenjivanju smo koristili da se £;41 nalazi u segmentu [; - p, 6—/ + p|. Ponasanje

funkcije ¥ u bekonacnosti se moze opisati s neprekinutom funkcijom 1/100 koja je homogena
reda nula, to¢nije vrijedi:

V(&) — Yoo (§)] < B(E) (21)

pri cemu S u beskonacnosti ide u nulu:

)‘”Qdﬂ) blewt)| < )@z)(gdﬂ)—@boo(gdﬂ)\ oo(e€) — t(ew€)

< B + el

a po (19), (20) i (21) posljednji ¢lan u nejednakosti ide u nulu. Ovime smo dobili da vrijedi
(17), a time i samu tvrdnju.
Q.E.D.
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Poluklasi¢ne mjere
2. Lokalizacijsko nacelo

Lokalizacijsko nacelo nam ¢esto omogucuje dobiti relaciju izmedu komponenti mjera,
odnosno odrediti skupove na kojima je mjera nula.

Teorem 4. Neka je €, niz pozitivnih brojeva koji konvergiraju prema nuli, u, niz u
L2(Q; C") koji slabo konvergira prema nuli, te MK, ., Pripadna r X r hermitska matrica

omedenih Radonovih mjera na ) X Kom(Rd) kao u Teoremu 3. Ako je ispunjeno
Y AT 0a(AY,) =1 (22)
1<]a|<m

gdje su A* € C(Q; M;(C)), a f, je niz funkcija koje zadovoljavaju

: F(pfp )
(Vo e C(Q) lim (23)
mL e el
u L2(R%, C") jako, onda za MK, . Vvrijedi:
(P(x,6)pxy . o Rp) =0, (24)

na prostoru

{pBY | peC(Q), veUKon(R) & (3n>0)(VE € KO,m) %(€) =0},
pri cemu je
gl

P(x,&) = > (2m)|a|Aa(x)W.

1<]a|<m

Dem. Uoc¢imo da za 1 < |a| < m imamo da je ﬁ € CX(Ko(R%). Iskoristimo

Leibnizovu formulu, koja kaze da za svaki multiindeks ¢ € Ng te za svaku funkciju ¢ €
C2(Q) i distribuciju S € D'(Q) vrijedi:

a
da(pS) = Z (B) 98P0a—pS -
0B

Pokazimo da vrijedi i relacija:

a

05 = Y (07(§)aal(030)5). (25)
0B

Raspisimo desnu stranu Kkoristeéi Leibnizovu formulu:

> Z 1) (B) (a _B) (Oa—nyp)(05S) =

0<B<a 0<y<a— 7

Z > 02 (2) () @arpions)

0<B<a 0<y<a—p

= Y (Oar)(049) O<ﬁ§x,@(_l)|ﬁ| (g) (a . ﬁ)

(UG Ne

= D (avy®)(048)(1 - 1)*7

(U Ne

= ¢(0a9) ,
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

gdje smo u prvoj jednakosti koristili

G =G ()

Sto se lako dokaze kobinatornim argumentom.
Pomnozimo (22) s ¢ € C2°(£2) i iskoristimo (25):

—1
SR YN (4 P MCETCRE
1<|a]<m 0<BLa
te zatim primijenimo Fourierovu pretvorbu:
—1/0 ~lal— _
= X (G e e B0 A%) . 20
1<) o) <m 0<B< e
|€l+en'— |£|m
1+Zs 1 |£|S
Bududi da je g5~ 1|£|3 Lgem=Ligm=1 za |€] > 11 s € 1..m, to imamo:
Rl N (Ll i MR
L+ en el T T mlgl(+ e gm—t) T L4 m

Naime, funkcija x —

Ocito je odozgo ograniceno s 1. Za ocjenu odozdo ¢emo uzeti da je [€| > 1.

1+"fm je padajuca za x > 0 pa uz ocitu nejednakost

€11+ g™ > 1
slijedi gornja ocjena. Ovim smo dobili da je

1+Zs 1 En 1|€|8
€]+ en’ 1|€|m

za |€| > 1, $to nam uz (23) daje da ﬁ konvergira prema 0 u L2(R%\ K(0,1))

jako. Uzmimo ¢ € CX(Kpoo(R?)) takvu da je nula na K(0,7), n > 0, i ¢1 € CX(Q).
Pomnozimo tenzorski (26) s

<1l+m

Y(enf)
€] +entiglm

integriramo i uzmimo limes po n. Integral na lijevoj strani ide u nulu na R®\ K(0,1), a
za dovoljno veliki n je 1(e,-) nula na K(0,1) pa dobivamo da je lijeva strana na limesu
jednaka 0. Na desnoj strani se integrali

a1 (2B \ A c £ Py (enf)
/Rdan J-“((a ©)A un> ®‘F(901Un)|£|+821,1‘£‘m 3 (27)

javljaju pod sumom. Pogledajmo ¢emu su jednaki limesi tih integrala u ovisnosti o 3. Veé

F(‘:Olun) )

a—3
|££I+W iz C(Kg 00 (R%)) za sve dopustene B manje
od a. Ako ih komponiramo s funkcijom mnozenja s €, dobivamo:

smo ranije komentirali da su funkcije

Elg|*|/5|£af/6 _ 8l El;ﬂ*léafﬁ

g
enl€l+emlelm " g+ emlgm

9
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Poluklasi¢ne mjere

iz cega zakljutujemo da postoji funkcija ¢ € C(Ko.0o(RY)) takva da je:

e e PyY(ent) _
T

Ovo nam izravno daje da (27) tezi k nuli za 1 < |8| < |a]. Za B = a se pod integralom
javlja singularitet oko ishodista, ali kako je v nula u okolini ishodista, to nam taj singu-
laritet ne predstavlja problem, tako da i u ovom sluéaju (27) ide u nulu. Ostaje nam jos
pogledati slucaj kada je B3 = 0:

%Y (ené)
& +entgm

/ R (oA ) @ Faun) ag
R

pa je (i,j) komponenta gornjeg integrala jednaka

7, (Eng) Y (ené)
|en&l + [eng|™

S| FleAXub)F(orud) d¢
=1 /R?

sto po Teoremu 3, kada n pustimo u beskonacnost daje:

r

ki oA om S >: Saem 8k oimy)
Z<“’K0m’*" oo B g )~ \ 2 T gt o B

Bududi da je ¢1 po volji odabrana funkcija, odaberimo je tako da bude jednaka 1 na nosacu
@. Zapisimo sada dobiveni izraz u nesto sazetijem obliku.

<<Aa& i3 ﬁam)“’“@wm@ '

Nakon §to gornji izraz pomnozimo s (277)1®l i prosumiramo po e dobivamo tvrdnju.

Q.E.D.

Za m = 1, uvjet konvergencije na niz funkcija f,, je upravo da f, — 0 u prostoru
Hioe ().

Kako nam je vrlo Cesto od interesa samo ponasanje u beskonacnosti u Fourierovom
prostoru, to je zanimljivo gledati restrikciju poo € Mp(€2 X Yoo; My (C)) mjere px, iz
Teorema 3 na Yo, a koju definiramo na sljede¢i nacin: neka su ¢ € C(2) i ¢ € C(X),
tada postoji niz funkcija (1) iz C(Kg (R?)) koje su jednoliko omedene i konvergiraju k
nuli na Koo (R)?\ Yo i k ¥ na Yoo Primjer takvog niza ¢e biti dan u sljedeéem koro-
laru. Mjera pk, . je omedena, pa po Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji
dobijemo da je deﬁnicija korektna, tj. limes postoji i ne ovisi o izboru niza (v,).

Sada mozemo provjeriti vrijedi li dobiveni rezultat iz Teorema 4 i za restrikciju proo.

Korolar 1. Uz iste pretpostavke kao u Teoremu 4, restrikcija poo mjere pg, . na sferu
Yoo nalazi se u prostoru M(£2 x ¥oo; My(c)) i zadovoljava u 2 X Yo

P<X7£>/1'K0700 =0,
pri cemu je

ZA e@mm.

la|=m
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Dem. Definirajmo niz funkcija 1, na Ko oo (R)? formulom:

0 ; § € Xo
Un(€) = V(€) ;€€
o(&)m(8) . geri\{o}.

/N

n n

iz. C(Ko 00 (R%)) za svaki n. Uvrstimo 1, u (23). Funkcije

Buduéi da th (u) — 0 kada |&] — 0, te th ('—) — 1 kada |&| — oo, funkcije 1, su uistinu

«
L.
€]+ €]
su iz C(Ko,oo (RY)) za svaki n, te konvergiraju k nuli na R%\ {0}, a na ¥ k funkciji é—zw
za |a| = m, dok za |a| < m k nuli, sto nam daje trazenu tvrdnju.
Q.E.D.

Slijedi jos jedan rezultat kojeg neéemo dokazivati, a dokaz se moze naci u [17].

Teorem 5. Neka je €, niz pozitivnih brojeva koji konvergiraju prema nuli, (u,) niz u
L2(Q; C") koji slabo konvergira prema nuli, te MK ., Pripadna r x r hermitska matrica

omedenih Radonovih mjera na 0 x Ko oo(R%) kao u Teoremu 3. Neka je (f,) omedeni niz
uL? (Q)i(gn) jako kompaktan u ngi(Q) Ako je za svaku A € C(€; M,(c)) ispunjeno

loc
endiv (Aun) = fn + €ngn ,
tada restrikcija poo mjere pg, ., na steru Yoo zadovoljava
MK, o P(X,§) =0,
pri cemu je

p(x, &) == A(x) = -
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

U prethodnom poglavlju smo definirali poluklasicne mjere koriste¢i H-mjere, te smo
dali neke analogone rezultata koji vrijede za H-mjere. U ovom poglavlju ¢emo proucavati
drugi pristup koji su uveli PIERRE-LouIs L1ONS i THIERRY PAUL, a zasniva se na koristenju
Wignerove pretvorbe. Medutim, sam tehnicki dio izvodenja rezultata ¢e se razlikovati od
njihovog.

Ovaj nacin se pokazao prikladnijim za primjenu kod racunanja poluklasicnog limesa
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi pa ¢emo koriStenjem njega prouciti ponasanje Schro-
dingerove jednadzbe, te posebno i jednadzbe provodenja.

Teorija razvijena u prethodnom i u ovom poglavlju se pokazala jako dobrom kod
proucavanja zadaca s jednom karakteristicnom duljinom. Medutim, ve¢ kod primjera s
dvije karakteristicne duljine nastaje problem, a poznati su primjeri s ¢ak beskona¢no mnogo
njih. Iz tog razloga ¢emo na kraju poglavlja dati komentar i primjer na tu temu.

1. Wignerova pretvorba

Wignerova pretvorba funkcije u € L2(R% C") je funkcija W na R? x R definirana

formulom:
u (X + X) ®u (X — %) e 2y Edy |
d

W 8= [ 4

R

W(x, &) je linearan operator na prostoru C”, pa ga mozemo promatrati i kao kvadratnu
matricu dimenzije r X r; za v € C" odabran po volji,

wosen < [ (ofxr 3) sals- e ey

Ll 3) su(x-3)s

2
< |V|||U||L2(Rd;cr) .

N

dy

Buduéi da gornja nejednakost vrijedi za skoro svaki x i &, dobivamo da je
2
[Willzee < fluflgs -

Kako je svaka komponenta W (x, £) integral L' funkcije, to je ona neprekinuta po kompo-
nentama.

Zau € L2(R% C") N FLY(RY; C) vrijedi:
Wi(x, £)d§ = u(x) @ u(x) .
Rd

Naime, ako za fiksan x definiramo Fx = u(x+3) ®u(x—3), onda je Fx € LY(R% M,(C))N
FLYR M,(C)), jer je FLYR®%M,(C)) multiplikativna algebra, pa je F € Co(R?) N
LY(RY). Bududi da je Fy(0) = u(x) ® u(x), i Fx(&) = W(x, £) to nam relacija

| Fueyie = Fx(0)

R4

(v. 1.3) povlaéi gornju tvrdnju. Takoder, za u € L2(R% C") N LY(R% C") imamo i
Wi(x, §)dx = u(§) @ u(§) -

R4
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Gornju tvrdnju opravdavamo sljede¢im ra¢unom:

o W E)ejeidx = [Rd /Rd (u(x+2) @u(x—Y)es )2 ey
o o) (o 3) e e by
- /Rd /Rd i (X _ %)e—zm(x—%)-sui <X+ %)efzm(x%).gdxdy
=ul (§)u'(§)

gdje smo u drugoj jednakosti koristili zamjenu varijabli

<
N <

za koju je determinanta Jacobijeve matrice jednaka 1.
Wignerovu mjeru s karakteristicnom duljinom e, (¢,, — 0) definiramo koristedi funkci-
jer

Wi(x,§) = / U(X + en_y> ® u(x - 6n—y)e’%ryfdy :
R 2 2

Pokazat ¢emo da pomocu niza (W,) mozemo opisati pripadnu poluklasi¢nu mjeru niza
(up). Neka u, slabo konvergira k nuli u L2(R%;C"). Tada je za svaki y,z € R niz
Un(- + €nY) ® up(- + €,2) omeden u L (R%; M, (C)), sto povlaéi:

(\V/Y> YAS Rd)(ﬂ n' = p(n)) Un’(' + 5n’Y) & Un’(' + 5n’Z)LCy7Z )

slabo * u My, (R%; M,(C)). Problem s kojim se moramo suoéiti je ovisnost podniza oy i z
(varijable su iz R koji je neprebrojiv pa ne mozemo samo iskoristiti Cantorov dijagonalni
postupak). Cy , je invarijantan na translacije po y i z, tj. isti podniz koji definira Cy , je
konvergentan i kada y i z zamijenimo s y 4+ h, odnosno z + h, za h € R? po volji:

<T—5n/(y+h)Un’T—an/(z+h)Un’a p) = <T—8n/yun’7_—8n/zun’a Tan/h¢> .
Kako za svaki ¢ € CO(Rd) imamo da 7. ,n¢ jednoliko konvergira prema ¢, to vrijedi

(VheRY) Cyingin=Cyz. (1)

Cilj nam je pokazati da je Cy 5 po komponentama Fouirerova pretvorba nenegativne Rado-
nove mjere. Kada bismo imali neprekinutu ovisnost Cy , 0y i z, tj. kada bismo ipak mogli
prijeé¢i na univerzalan podniz za sve y i z, bila bi valjana definicija I'(h) := C hoh- Moze
se pokazati da je I" pozitivno definitna u sljede¢em smislu:

n
(Vn e N)(¥y1,....yn €ERD)(VAL, ... M €C) > NAT(yi—y;) >0.
ij=1
Bochnerov teorem kaze da je svaka pozitivno definitna funkcija Fourierova pretvorba nene-
gativne omedene Radonove mjere, pa tada izravno slijedi da je I', pa time i Cy ,, slika

nenegativne Radonove mjere po Fourierovoj pretvobi. Buduéi da nemamo takvu lijepu
ovisnost o y i z, moramo koristiti drugaciji pristup.
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Definiramo na R% x R? x R¢ funkciju Cp,(X,y,2) := up(X+£,y) @u(x+¢,2). Budué
da je u € L2(R% C"), to je C,, € LL (R? x R? x R% M, (C)), pa postoji podniz (C,,) koji
konvergira k C € M(R?4 x R% x R4 M,(C)), te vrijedi:

(vheRY)  7uuC=C,
sto slijedi iz sljedec¢eg racuna:
(T(0.0,0) Crrs ©) = (T, 1,0,0)Crrs ©) = (Cors T, m0,0)P) = (C. ),

jer je p € CX(R? x R? x R?) jednoliko neprekinuto.
Primijetimo da se kod gornje konvergencije ne nalazimo u prostoru omedenih Radono-
vih mjera. To je posljedica toga sto je C,, samo lokalno integrabilna funkcija. Relaciju (1)
¢emo izostaviti tako da ¢emo na neki nacin pocijepati prostor funkcija uzevsi da su nam
©1 1 2 jednake ako
(FheRY) @1 =Tnnoe2-

Da je C funkcija, (1) bi povlacilo da je C(x,y,z) = D(x,y — z) za neku funkciju D.
Medutim, C je Radonova mjera, pa onda imamo:

(Vo € CXRIxRIxRY)) (D, 4y) = (C,p), (2)
gdje je 1, € CP(RY x RY) dano s

Vp(x,y) = /Rd ¢(x,y +h,h)dh .

Provjerimo da je D dobro definirano. To ¢emo uciniti tako da ¢emo definirati novu dis-
tribuciju C' koja ¢e biti invarijantna na translacije po posljednjoj varijabli, Sto ¢e nam
omoguciti da primijenimo Lemu I.1. Definirajmo

<676> = <C790> )

gdje je p(x,y,z) = p(x,¥,2) 1y = y + z. Pokazimo da je C uistinu invarijantna na
translacije po posljednjih d varijabli. Zaista

<T(O7O,h)67§5> = <677-(O,O7—h)(ﬁ> = <Cv7-(0,07—h)90> = <07 90> = <67§5> )
jer je
T(O,O,*h)&(xv Y, Z) = 6(){’ y,z+ h) = SO(Xa y+z+ h7 z+ h) = (p(X, y/ + h7 z+ h) :

Sada po Lemi 1.1 znamo da postoji mjera D € M(R? x R%; M,(C)) takva da vrijedi
(C,¢) = (C,3) = (D,vz) = (D, ) ,

pri cemu je

vaxy) = [ Bxyaa= | plxy+mads=uxy).

R4 R4

pa smo dobili da je D dobro definirana. Neka su ¢, € C2°(£2), dokazimo da je bilinearna
forma

/ (X + £ny) ® n(x + en2) ()0 () () dxdyd
RIxRIxRY
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nenegativna. Uzmimo v € C" i ra¢unajmo:

(/Rdededun(X + £nY) @ Up(x + £,2)0(y)@(2)1p(x) dxdydz)v v

-/ ( [ tutx,m) ~vdy) ( | sta-ux+ c) dz) b(x) dx

:/Rd /Rdwy)u(x+eny>-vdy2

PY(x)dx > 0.
Gornji integral konvergira kada n tezi k beskonacnosti, a limes mu je jedank (Cv - v, ¢ X
© X @), sto je jednako (Dv - v, X &), za

By) = | oy + )b

Izravnim racunom se dobije da za svaki y,z € R? vrijedi
2 .
/Rd Cn(x,y,2)[dx < ||unllfi ey < hmnsup [unllpr(ray

sto zapravo znaci da je C, € LOO(Rgi, x RS LY R M,(C))) iz cega slijedi da je D tem-
perirana distribucija. Pretpostavimo da postoji mjera g koja zadovoljava p = FyD, §to
povlaci D = Fep, jer smo uzeli da je £ dualna varijabla varijabli y. Dakle

0> (D, ¥R ) = (Fep, 8 D) = (u, ) @ FD) .

[zracunajmo F&:

FaE) = [ o)y

= /R €€ o(h)dh / e € o (y 1+ h)dy

Rd
=|Fp(€)?,

i uvrstimo nazad u jednadzbu, pa dobivamo

(Y’ | Fpl?) > 0.

Buduéi da je je Fy proizvoljna funkcija iz S(R?), njen kvadrat moze aproksimirati po volji
odabranu funkciju iz CC(Rd), pa je time p nenegativna matricna Radnonova mjera (slicnu
konstrukciju aproksimiraju¢ih nizova smo imali u Lemi I111.2).

Jos nam je ostalo pokazati da takav p zaista i postoji. U tu svrhu definirajmo novi
niz D,y (x,y) := Cp(x, %, 5¥) na R? x R% Buduéi da je D, omeden u L{_(RY x R?),
to ima smisla promatrati njegov slabi * limes u prostoru M(R? x R%). Pokazat ¢emo da
D, slabo * konvergira prema D (bez prelaska na podniz). Oznac¢imo s D slabi * limes
nekog podniza. Koriste¢i zamjenu varijabli

X' =x+4+eyh,y=y—2z, h= y;—Z ,
racunamo:
Dy (x.¥) = Dyl + b,y = 2) = Corla + £, 52, 200
= T(o,nh)Cw (X +enhy,2) = 7 100)Cr(x+enh,y, z)

C,(xy,z).
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Po (2) imamo da je lim,/(C,/, p) = (C, ¢) = (D, v, za 1), definiranu kao i prije. S druge
strane, imamo:

lin(Cor) =l [ [ [ Gty miplx.y. myixdyda
n' n'
y -y’
:lim///Dn/(X',y')ng(x'—5n/h,§ + h, 5 —i—h)dx'dy'dh
n/
y/
:lim///Dn/(X',y')ng(x',—+h,
n' 2
y -y’
:lim//Dn/(x',y/) (/gp(x',g + h, 5 +h)dh>dxldy'
n/

= llI}’l(Dn/’ 1/}Q0>
= <D007w<,0> )

pri ¢emu smo u drugoj jednakosti koristili istu zamjenu varijabli kao u prethodnom racunu,
a trecu jednakost opravdavamo time $to je ¢ jednoliko neprekinuta na kompaktu. Ovime
je pokazano da je D jedinstveno gomiliste niza D,, pa je time i limes.

Fourierova pretvorba funkcije D, u varijabli y je dobro definirana i jednaka je W,
(Wignerova mjera s karakteristicnom duljinom). Budu¢i da D, slabo konvergira prema D
u S'(R? x R%) i F je neprekinuto na prostoru temperiranih distribucija, W, konvergira
slabo prema FyD = pu S’(Rd X Rd), gdje je g r X r matrica kojoj su elementi nenegativne
Radonove mjere. Ostalo nam je pokazati da je p upravo poluklasicna mjera pg.. Kako
W,y ——p u S'(R? x RY), za svaki ¢, € S(R?) vrijedi:

=+ h) dx'dy’dh

(. lo* B 9) = lim e W n)|e(x)|*(n)dxdn
X
B hnr/n RIxRx R4 e (X + ‘En2’y> ® Uy (X a ?)e_%iy'nh@(x)|2@/)(77)dxd17 '
X X

(3)

Za poluklasi¢nu mjeru uzimamo ¢, 1) € Co(R%):

(s e B0} =t [ Floun)(€) © Floun 0 €

= lim e T2V (X ) o (3 Yt (%) © Uyt (e, € )y dE
7" JRIxRIXRA (4
. 9y Eny Eny En'y
-1 (s S5 ( - 25 o (x4 7
W Ra RAXRA AT T e T ) (X
® U (x = X )ih(e €)'y dE

gdje smo koristili zamjenu varijabli X' = x + Enz’y, y =x— ie,&=m. Uocavamo

da se (3) i (4) razlikuju samo u tome $to se u (3) javlja clan |p(x)|?, dok u (4) imamo
clan (X + 6”2'y) ® (X — E”Q'y). Medutim, razlika je zamjetna, jer je y neomeden pa ne
mozemo iskoristiti jednoliku konvergenciju. Naravno, kad bi ¢ bio jednak 1, onda bismo
imali jednakost tih dvaju izraza. Da ne izgubimo na opéenitosti, izaberimo ¢y € C(R?)
i gledajmo od pocetka ¢gu,, Sto mozemo, jer ¢g ne utjece na konvergenciju tako da i dalje
imamo sva potrebna svojstva koja je imala u,,. Ovime se C zamjenjuje s |po|>?C, D s

lool?D, s |@ol?w, kao i pse s [po|*phse- Sada izaberimo ¢ € S(R?) takvu da je jednaka

ELNY
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1 na nosacu ¢g. Na kraju smo dobili da je (u,|¢o|?> X ) = (e, |po|? K ) za svaki
Yo € CgO(R)d i svaki 1) € S(RY), sto povladi g = ps..

S ovim smo dobili novi nacin racunanja poluklasi¢ne mjere koji ¢e se pokazati prik-
ladan za nase zahtjeve.

2. Poluklasi¢éni limes

U prethodnoj tocki smo izveli metodu za rac¢unanje poluklasicne mjere, prikladniju za
nase probleme. Za pocetak proucavamo slobodnu Schrodingerovu jednadzbu s parametrom
(karakteristicnom duljinom) koji tezi nuli.

((0,T) x Q), up, = 0 u L2 ({(0,T) x Q) slabo, te neka

Teorem 1. Neka je (uy) niz u H} e

loc
zadovoljavaju Schrodingerove jednadzbe

Oty + iken Ay = fn (5)

gdje niz f, konvergira nuli u L%OC(<O, T) x ) jako, te neka je ey, pozitivan niz brojeva koji
konvergira nuli. Tada pripadna poluklasicna mjera s niza (uy,) zadovoljava

(01 + 4w zd: &0, tse = 0.

J=1

Dem. Neka je y € R? po volji odabran. Napisimo sada jednadzbu (5) za argument (¢, x)
i (t,x +eny), gdje su x € R%, ¢t € (0,7), s tim da jednadzbu u argumentu (¢,x) jos i
konjugiramo:

Opun(t, x) — tkepAuy(t,x) = fr(t,x)
Opun (t,x + £,y) + ikenAup(t, x + £5y) = fu(t,x +ny) -

Prvu jednadzbu pomnozimo s u,(t,x + €,y), a drugu s u,(¢,x) i zbrojimo ih:

O (un(t, X + epy)un(t, x)) + iken Aup (t, X + £,y )un(t, X)

- i/‘fenAun(ta X)un(ta X+ En}’) = fn(ta X+ 5nY)un(ta X) + fn(ta X)un(ta X + 5n}’) .

Bududi da je (up) omeden, imamo opet da desna strana konvergira u nulu jako. Sada ¢emo
gledati y kao varijablu i pokusati srediti prethodnu jednakost tako da nam se pojavi ¢lan
u(t, x + epy)un(t, x) koji je u uskoj vezi s pripadnom poluklasi¢nom mjerom niza (uy), $to
se pokazalo u prethodnoj tocki. Dakle

0,iun(t, X + £ny) = enOpitun(t,x + £ny)

Y
Oyiun(t,x) =0,

gdje su derivacije u smislu distribucija. Rac¢unamo:

d
ikeEn Aty (t, X + epy)un(t, x) = ik Z Oy <8xjun(t, X + £,y )Un(t, X)) ) (7)
j=1

Koristeci formulu za derivaciju produkta dviju funkcija, dobivamo:

—ikER Ay (t, X)up(t, X + €py) = —ike, A (un(t, X)up(t, x + 5ny)>

- d (8)
+ iken Auy(t, X + €py )un(t, X) + 2ikey, g 0iun(t, X + €,y )0pitun(t, %)
j=1
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pri ¢emu za drugi clan imamo formulu (7), dok posljednji ¢lan jos malo sredimo:

22/{5712 iU (t, X + €Y )Opitun(t,x) = ZMZ ]un (t,x + ny) 0,5 un(t, x)
j=1

= QZHZ i (un (t,x + e,y)O0piun(t, x)) . (9)

Primjenjujuéi (7)-(9) na (6), dobivamo:

d
(8,5 —iken A + 21k Z 8xj8yj> (un(t,x + epy)un(t,x)) = 0,
j=1

u L2 ((0,T) x Q x RY) jako.
Neka u,, definira poluklasi¢nu mjeru ps. (zbog jednostavnosti zapisa, ne¢emo prelaziti
na podniz); tada u,(t,x + €,y)un(t,x) konvergira slabo * prema Fgus. pa prethodna

formula daje:

d
(&5 + QiHZQEjayj)fg,usc =0,
j=1

odnosno
d

(8,5 + 47?/{2{7830;')#% =0.

j=1
Q.E.D.

Jednadzba provodenja i Schrodingerova jednadzba su po strukturi vrlo slicne, tako da
se isti postupak moze primijeniti i za jednadzbu provodenja, s tim da ¢e nam se parametar
en, javiti s potencijom 2, za razliku od Schrodingerove jednadzbe gdje se pojavio linearno.
U racunu ce se vidjeti zasto se tako uzelo.

Teorem 2. Neka vrijede sve pretpostavke kao u Teoremu 1, osim Sto jednadzbu (5)
zamijenimo s jednadzbom provodenja

2
Opup — ke, Aup = fi

Tada pripadna poluklasicna mjera jis. niza (u,) zadovoljava

(01 + 87l s = 0.

Dem. Neka je y € R% Analogno kao u prethodnom primjeru dobivamo:

O (un(t, X + epy)un(t, X)) — K2 Aty (t, X + £,5 )un (t, X)

- K€%Aun(t, X)un(ta X + 5nY) — 0 >

u L2

loc

((0,T) x Q x RY) jako. Sredimo ovu jednadzbu kao u prethodnom teoremu:
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—RE2 Ay (t, X + epy ) un(t, X) — ka2 Ay (t, X)un(t, X + £,y)
d

= —Ke A(un(t X + py )un(t, X)) + 2:‘182 Z iUn (6, X 4 €,y) 0 un(t, %)
j=1
d
2&52 Z iUn (t, X 4 €,y )05 un(t, X) = 2Key Z i <un(t, X + €nY) 0, un(t, x))
j=1
= 2’4’5"2 Oyi (un (t,x + eny)un(t, X)) - 2/@28 (un(t X + epy)un(t, )) :
j=1

Komb1n1raJu01 prethodne tri jednadzbe, dobivamo:

d

(at—ngaxja 2&28 >untx+5ny) 26X) = 0
j=1

u L2

({0, T) x Q x Rd) jako, pa ako u, definira poluklasicnu mjeru, za nju vrijedi:

(8,5 — 2/{Ay)f§,usc =0,

(8,5 + 87m|€|2)usC =0.

Q.E.D.

Sada ¢emo se vratiti Schrodingerovoj jednadzbi, ali sada u nesto malo komplicirani-
jem obliku. Dodat ¢emo potencijal V' u jednadzbu i pocetni uvjet tako da ¢emo dobiti
Cauchyjevu zadacu

» h K2 Ak h
tho" = =% A" + Vb
h 2h 2(Rpd <1O)
"(0,) = vy € LA(RT)
gdje je h parametar koji tezi nuli (npr. Planckova konstanta). Znamo da ovaj sustav
ima jedinstveno rjesenje ¥ € C(R;L%(R%)) s ocjenom ||[v"(t,-)|l.2 = ||oll 2. Sada kada
znamo da imamo rjesenje (10), mozemo promatrati vremensku evoluciju poluklasiéne mjere
generirane nizom rjesenja (wh) Inace je ova jednadzba i ovaj pristup vrlo cesta pojava kod
problema u kojima se iz mikro skale prelazi na makro skalu. Jednadzba koja se dobije na
limesu je klasi¢na Liouvilleova jednadzba.
Teorem 3. Neka je V e C1(R%R) i " rjesenje jednadzbe (10). Tada pripadna poluk-
lasi¢na mjera ig. niza " zadovoljava

{(8¢+£-VX—VXV-V§)MSCZO an

_,,0
:u80|t=0 = Hge >

gdje je p2. poluklasiéna mjera pridruZena nizu pocetnih uvijeta (w[}).

Dem. Da iskoristimo ra¢un proveden u Teoremu 1, svest ¢emo ovu jednadzbu na prijasnje
oznake:

k=1, 5n:§, unzzz/}h, fn=0,
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te dobijemo jednadzbe

. i
Opun(t,x + eny) —icpAuy(t,x + 5y) + gV(X + eny)un(t,x +epy) =0,
n

i
Opun (t,x) + icnAup(t, x) — gV(x)un(t, x)=0.
n
Zbrajanjem tih dviju jednadzbi, sve se dobije isto kao u Teoremu 1, osim zadnjeg ¢lana
kojeg moramo posebno izanalizirati, tj. zanima nas postoji li, i ako da, ¢emu je jednak
slabi * limes sljedeceg izraza

i (V(x+eny) = V(%)) un(t, x + eny )un(t, x) .

Pomnozimo gornji izraz s ¢ € C°(2), te integrirajmo po x:

Z/ V(x+eny) = V(x)
Rl En

O(x)un(t, x + ey )un(t, x) dx .

Bududi da je derivacija V' neprekinuta, a integracija se vrsi po kompaktu, imamo da

Vix+eny) — V(x)

En

= VyV
na nosacu ¢. Sada je onda limes cijelog integrala jednak

i[OV yFepdx.
R4

pa kona¢éno imamo

 (V(x+eny) = V(X)) tin(t, X + 2ny)tin (£, %) —— VV -y Fefiac -

En
Sada sredimo dobiveni limes:

d

vV . yf£MSC = Z 8ka£(ayk,usc) =V4V - Vy,usc ,
k=1

Sto skupa s rezultatom iz Teorema 1 daje tvrdnju.
Q.E.D.

3. Dvije karakteristicne duljine

U realnim primjerima se vrlo ¢esto javljaju pojave koje se opisuju s vise od jedne
karakteristicke duljine (¢ak ponekad i s beskonacno njih), pa je zanimljivo pogledati kako
se ovaj pristup ponasa u takvim slucajevima.

Primjer. Definirajmo niz funkcija (u,) na R formulom

Y

v, Eca<ky
un(2) '_{ 0o nage
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za k € 0.n — 1, dok je na cijeli R prosirimo po perio¢inosti. Ovo je problem s dvije
karakteristicne duljine: 1/n, §to je period funkcije uy,, i 1/n2. Moglo bi se re¢i da je to jed-
nostavan matematicki model, koji u jednoj dimenziji pokazuje strukturu magnetskih zidova
i domena, $to je vrlo zahtjevno fizikalno pitanje koje su proucavali BLocH, LANDAU i NEEL.
Pripadne karakteristi¢ne duljine u Fourierovom prostoru su tada n i n2, pa o¢ekujemo da
ée se masa u Fourierovom prostoru koncentrirati na udaljenosti O(n), odnosno O(n?) od
ishodista. Pogledajmo je li uistinu to i slucaj.

Slika 1. Ocekivana skala u Fourierovom prostoru.

Buduéi da je HU%HLl([OJD = 11i u? je periodicka, niz (u2) je omeden u L} (R),
medutim nije konvergenta u tom prostoru. Ono Sto imamo je slaba % konvergencija u
prostoru M (R) i limes je upravo jednak srednjoj vrijednosti integrala, tj. u2 —~ 1. Pon-
asanje kvadrata funkcije u, nam je bitno, jer su i H-mjere i poluklasi¢ne mjere kvadrati¢ni
objekti (pojavljuje se ¢lan |puy|?). S druge strane, u, — 0 u L{ (R) (jako), §to povlaci

loc
slabu konvergenciju u L120C(R). Uistinu, za po volji izabrani ¢ € C2°(R) imamo:

[ unladota)ds] < el | funo)lds
R4 supp ¢

Sto tezi u nulu zbog jake konvergencije u Llloc(R). Time smo dobili i da ima smisla pro-

matrati pripadnu poluklasiénu mjeru niza (u,). Normirat ¢emo period funkcije u, tako
da ¢emo definirati niz funkcija (fy,) formulom f,(z) := up(z/n). Buduéi da je niz (f,,) 1-
periodicki, a restringiran niz na [0, 1] lezi u prostoru L2([0, 1]), mozemo funkcije f,, razviti

u Fourierov red
—2mimx
fn(x) = Z Cmme s
meZz

pri ¢emu su Fourierovi koeficijenti dani formulom

1 5
Cinin = / e T £ (y)dy = v/n / e My
0 0
i zadovoljavaju sljedecu relaciju:

> Con

meZ

2= | falltzqoay = 1-

1z up(z) = fn(nz) dobivamo

un(x) _ Z Cmme—Zﬂ'imnx :
meZ
a kako je u, € L°(R) C §'(R), definirana je Fourierova pretovrba i jednaka je:
an = Z Cm,ndmn )
meZ
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sto je posebno Radonova mjera. Koriste¢i formulu kojom su zadani Fourierovi koeficijenti

dobivamo
o _{27\1_/;”<1—6 MY m#£0
m,n — 1

% s m=0

pa iz toga imamo ocjenu za m # 0

vn sin Tl < min ﬂ,i ,
7|ml| n mlm|” /n

dok je |Con| = 1/v/n. Uzmimo funkciju ¢ € S(R) takvu da je ¢ € CP(R), suppp C
[—p, p] za p > 0, te izracunajmo |@uy,|?, $to nam treba za racunanje poluklasicne mjere:

|Cm7n| =

PlUn = @ * Up = E CmJLTm,n(P )
meZ

gdje je T, translacija za mn. Sada uzmimo da je n > 2p tako da se nosaci funkcija ¢ i
Tmn¢ ne sijeku i nastavimo s rac¢unom:

|90un|2 Z Cm an nTmnSOTanO = Z |C

kneZ meZ

(12)

zbog pretpostavke na n. Neka je 1) € C.(R) s nosacem sadrzanim u [—M, M] za pozitivni
cijeli broj M, te izracunajmo poluklasiénu mjeru niza u,. Pogledajmo najprije kako se taj]
niz ponasa kada uzmemo za karakteristicnu duljinu 1/n.

(€ o [ V(2
[l () de] < e X Cnal? [ (@)

S 13

< el=lel: > 1Cm, (13)
m=—M
5 2M 41

< [l llellrz :

gdje smo koristili supp @ € [—p, p|] i n = 2p, te izracunate ocjene za Cy, ,,. Gornji izraz tezi
nuli kada n ide u beskonacnost, pa je onda pripadna poluklasi¢na mjera jednaka 0, iako je
karakteristi¢cna duljina koju smo koristili (¢, = 1/n) jednaka periodu. Pogledajmo razlog
ovom rezultatu. Za k, K € N, pogledajmo gdje se nalaze najznacajnije vrijednosti reda

S (Conl? < k+1
m,n

|m|<k

2n O01
> [Cual* < —QZ; 7_1)

jm|> K

Granice sumacije u (13) su odredene s M/(ne,) = nM/n = M, a iz prve formule gornjeg
racuna vidimo da granica sumacije mora biti reda n da limes, tj. poluklasi¢cna mjera, ne
bude 0. U tom slucaju kod poluklasi¢ne mjere se javlja ipak odredeni gubitak informacije
u nuli, ali zato poboljsanje koje smo uveli inacicom H-mjere puk, . nema tog gubitka. Iz
tog razmatranja se kao dobar izbor karakteristicne duljine ¢ini 1/n?.
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Poluklasi¢ni limes

Jednolika neprekinutost funkcije ¢ povlaci da u ¢(¢/n?) mozemo mijenjati ¢ za neku

konstantu, a da se limes ne mijenja, Sto uz (12) povlaci da [ [g |@|2w(%)d£ ima isti

Iel2s ) D 1Cmanl®v (55 )

meZ

limes kao 1 izraz

koju mozemo napisati kao Riemannov integralni red

e ¥ ().

meZ\{0}

koji je za n — oo jednak ,
sin®(m¢)
| it

pa je pripadna poluklasi¢na mjera apsolutno neprekinuta s obzirom na Lebesgueovu mjeru
51:-22(57;5)

Ana R x R, s gusto¢om

sin? (7€)
Msc = TgA .

F(pun) } \/A\ /{\\ I{\ AN
; LAY

§=0(n)

¢=0(n?)
Slika 2. Stvarno stanje u Fourierovom prostoru

Razlog ovakom rezultatu nije to $to se odgovarajuca skala za 1/n ne vidi. Ono se ne
vidi na udaljenosti £ = O(n) od ishodista, ali se pojavljuje na skali reda n? od ishodista
u Fourierovom prostoru. Problem nastaje u tome &to su se doprinosi k/n i k/n + 1/n?
ponistili i dali samo rezultat koji odgovara 1/n?.

Slicna se pojava javlja u akustici; prilikom ugadanja glazbenih struna, koristi se
glazbena viljuska. Pobudi se na titranje i ako je njena frekvencija znacajno razlicita (n-
pr. za 1 Hz) od strune ¢ujemo ¢udan i jak zvuk, te mijenjanjem zategnutosti strune, te tako
mijenjamo i popravljamo zvuk dok ne dobijemo harmoniju. Naravno, na poc¢etku moramo
glazbenu viljusku namjestiti dovoljno blizu da se vibracije upare i dode do medudjelovanja.

Slika 3. Klasi¢na slika udara iz fizicke knjige.

Trigonometrijske formule

a—b . a+b
cos axr — cosbr = —2sin T sin i T,
a—> a+b

cos ax + cos bxr = 2 cos X COS x,

2
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Poluklasi¢ni limes Schrodingerovih jednadzbi

nam govore kako se odvija to medudjelovanje. Fourierova pretvorba umnozak funkcija
preslika u konvoluciju tako da se djelovanja tih dviju funkcija medusobno mijesaju.
Dakle, ako karakteristi¢ne duljine unutar funkcije nisu izolirane, do¢i ¢e do medudje-
lovanja i tesko ¢emo moci predvidjeti kako ¢e izgledati slika u Fourierovom prostoru. Tu
pojavu fizicari zovu udar. S druge strane, u slu¢aju kad imamo samo zbroj funkcija, npr.

f(z/en) +g(x/0n) ,

tad se lijepo vidi f na udaljenosti O(1/ep), 1 g na O(1/6y).

A

Ff Fg
£=0(1) £=0(3)

Slika 4. Fourierov prostor s dvije razlicite skale.

"

Primjer je pokazao da se kod vise karaktersiticnih duljina ne mozemo osloniti na
intuiciju, a ni metoda koju smo razvili nije op¢enito uspjesna tako da je potrebno razviti
nov poboljsani pristup.
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Sazetak

U radu se bavimo proucavanjem poluklasicnih mjera i njihovih primjena na neke
parcijalne diferencijalne jednadzbe, s posebnim naglaskom na Schrédingerovu jednadzbu.

U prvom poglavlju dajemo pregled koristenih oznaka i tvrdnji. Cesto su koristeni
prostori lokalno sumabilnih funkcija (L%OC(Q)), te prostori funkcija s kompaktnim nosacem
(C°(Q), LY(),...), pa smo najprije proucili pripadne lokalno konveksne topologije, te
posebno topologiju strogog induktivnog limesa, njihova svojstva, te dualne prostore.

U drugom poglavlju definiramo H-mjere koje je uveo Luc TARTAR 80-tih godina dva-
desetog stoljeca. Dan je glavni rezultat o postojanju H-mjera, te neka druga svojstva.
Lokalizacijsko nacelo i kompaktnost kompenzacijom su neki od primjera gdje je H-mjera
nasla svoju primjenu, pa su navedeni neki bitni rezultati iz tog podrucja.

Trec¢e poglavlje zapocinje s konstrukcijom inacice H-mjere s jednom karakteristicnom
duljinom, koju ¢emo poslije uspjeti dovesti u vezu s GERARDOVIM poluklasi¢nim mjerama.
Time je dobivena poveznica izmedu tih dvaju pojmova. Za inacicu (tj. poluklasi¢nu mjeru)
smo pokazali da vrijedi analogon lokalizacijskog nacela kao i za H-mjere.

U cetvrtom poglavlju dajemo drugaciji pristup definiranju poluklasi¢nih mjera, koji
su koristili PIERRE-Louts L1oNs i THIERRY PAuUL, preko Wignerove pretvorbe. Ovaj pristup
nam se pokazao prikladnijim za primjenu kod proucavanja poluklasicnog limesa, pa smo
njegovim koristenjem analizirali ponasanje Schrodingerove jednadzbe, te posebno i jed-
nadzbe provodenja. Istaknuto je kako se problemi s vise karakteristicnih duljina ne mogu
proucavati u okviru ove teorije, tako da se trebaju razviti novi matematicki objekti.

Zadnje spomenuto je samo mali dio otvorenih pitanja koji se javljaju u ovom podrucju
matematike, tako da motivacije za daljnji rad i istrazivanje ne dostaje.
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Summary

In this thesis we study semi-classical measures and their applications to some partial
differential equations, with emphasis to the Schrodinger equation.

In the first chapter an overview of notation and well known results is given. The
spaces of locally summable functions (L{ (£2)), as well as the spaces of functions with
compact support (such as C2°(2), LL(2), etc.), are often used, so we started by the study
of corresponding locally convex topologies, in particular the strict inductive limit topology,
of their properties and dual spaces.

H-measures, which were introduced by Luc TARTAR in the eighties of the last century,
are defined in the second chapter. The main existence result is presented, as well as some
other properties. The localisation principle and compactness by compensation are some of
the examples of potential applicability of H-measures, so some important related results
are mentioned.

The third chapter starts by the construction of a variant of H-measures with one
characteristic length, which will be related to GERARD’s semi-classical measures. This
gives us a link between these two notions. For the variant (i.e. the semi-classical measure)
we show a similar localisation principle, as it was shown for the H-measures.

In the last chapter we give an alternative approach to semi-classical measures via
the Wigner transform, as it was done by PIERRE-Louts LioNs and THIERRY PauL. This
approach turned out to be better adapted to applications in the study of semi-calssical limit,
so we used it in the analysis of the Schrodinger equation, as well as for the heat equation.
It is mentioned that the problems with several characteristic lengths are not amenable to
this approach, but one should sought new mathematical objects for that purpose.

Finally, only a fraction of open questions in this mathematical discipline has been
mentioned, so there is no paucity of stimuli for further work and research.
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