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Ucenje istrazivanjem u GeoGebri po modelu Georga Polya

"To Sto ste bili prisilieni sami otkriti, u vasem umu otvara put kojim se mozZete ponovno
koristiti kada se za to ukaze potreba."” (Georg Kristof Lichtenberg)

Konstruktivizam

Jedan od ciljeva poucavanja matematike jest nauciti uCenike misliti te ih osposobiti
za rjeSavanje problema i donoSenje odluka u buduéem ZzZivotu. Nas istaknuti metodicar
Zdravko Kurnik [9] naglaSava da su "osnovne smjernice za osuvremenjivanje nastave
pobudivanje i pokretanje miSljenja ucenika i nastojanje da dobar dio novih znanja stjecu
viastitim snagama i sposobnostima”. Za ovakav pristup zalaze se teorija konstruktivizma
koja se zasniva na Cinjenici da znanje nastaje aktivhoS¢u uCenika pa je stoga uloga
nastavnika kao izvora informacija znatno smanjena u odnosu na ulogu nastavnika koji ¢e
voditi i usmjeravati u€enike na putu stjecanja novih znanja. Pogresno je misliti kako ¢e
sljededi pristup (precesto koriSten na instrukcijama) u matematici dugoroc¢no dati rezultata:
“ja ¢u vama ispredavati Sto morate znati pa vi to naucite" ili "vi nama samo pokazite kako
se rjeSavaju takvi zadaci i mi ¢emo onda znati". Takoder, Cesto se moze Cuti kako taj i taj
nastavnik matematike ucCenicima ne objaSnjava dobro pa ga oni ne razumiju, a kada ih se
pita Sto im toCno nije jasno, onda ne znaju Sto bi rekli. Nije ni Cudo kada nisu ulozili ni
minimum truda da bi shvatili o ¢emu se na satu govori. Znanje se ne moze prenositi od
nastavnika prema uceniku na nacin da se informacije koje odasilje nastavnik "preslikaju” u
glave ucCenika. UCenik se mora aktivno ukljuCiti u nastavni proces te samostalnim radom
doéi do vlastitih spoznaja. Nacin stjecanja znanja je jedinstven za svakog ucenika jer
(upravo i samo) on vlastitom aktivho$¢u "konstruira" svoje znanje na temelju vlastitog
iskustva. A uloga nastavnika je da odabere prikladne oblike rada, nastavne metode, izvore
znanja i na taj nacin oblikuje okolinu za ucCenje te da potiCe i usmjerava ucCenike u
samostalnom otkrivanju novih pojmova, koncepata i zakonitosti u sadrzajima koje treba
usvojiti prema propisanom nastavnom planu i programu.

Ucéenje otkrivanjem i istraziva¢ki usmjerena nastava

Kako bi udovoljio gore postavljenim zahtjevima, nastavnik matematike moze se
sluziti razliitim nastavnim strategijama, metodama i oblicima rada. S obzirom da je svaki
ucenik jedinka za sebe i da svakome neki oblik rada odgovara viSe ili manje, preporucljivo
je u nastavi Sto CeSce izmjenjivati razliCite nastavne metode.

Bognar i Matijevi¢ [2] navode uCenje otkrivanjem kao jednu od nastavnih strategija
za koju predlazu tri nastavne metode: istrazivanje, simulaciju i projekt. UCenje otkrivanjem
(engl. discovery learning) je iskustveno ucCenje koje se odvija u stvarnosti ili zamisljenoj
stvarnosti. Ako nam istrazivanje u stvarnosti nije dostupno, koristimo se simulacijom pri
¢emu je u nastavi matematike izuzetno korisna raCunalna simulacija koriStenjem programa
dinamiCne geometrije.

Ukoliko u ucionici imate racunalo s LCD projektorom spojeno na internet, web je
krcat Java apletima i sigurno se moze naci neSto Sto bi vam odgovaralo. Ako nemate
internet, instalirajte si GeoGebru — program dinamiCne geometrije koji je besplatan,
otvorenog koda (engl. open source), preveden na hrvatski, lako se savlada, a svakim
danom u Hrvatskoj i u svijetu sve je viSe materijala koji se slobodno mogu mijenjati te
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prilagodavati potrebama vasSe nastave: od radionica, preko strucnih Clanaka uglavnom
objavljivanin upravo u nasem MiS-u, do gotovih primjera na Geogebra Wiki
(www.geogebra.org/en/wiki) 1 u Riznici matematickih apleta (http://apleti.normala.hr).
Takoder, na stranici Interaktivne matematike udruge Normala
(www.normala.hr/interaktivna _matematika) nalaze se izuzetno kvalitetni digitalni obrazovni
materijali u kojima su obradene kompletne nastavne cjeline uglavnom iz srednjoskolske
matematike, a namijenjene su samostalnom radu ucenika metodom ucenja istrazivanjem.
Primjer na kraju ovog rada preuzet je s tih stranica.

Kurnik [9] upozorava na tezinu istrazivaCke nastave i uCenicima i nastavnicima.
UcCenici moraju biti primjereno osposobljeni za umni rad Sto se moze ublaziti radom u paru,
a sama nastava moze se kombinirati s heuristickom. Tijekom rada mogu se pojaviti
situacije koje nastavnik nije predvidio, ali na njih mora biti pripravan Sto znaci da bi trebao
biti dobro osposobljen za izvodenje istrazivaCke nastave. Medutim, to ne znaci da se ipak
ne bi trebalo odvaziti i krenuti s uvodenjem novih nastavnih metoda. UcCenje otkrivanjem
biti ¢e uspjeSnije ako ucenici posjeduju predznanje nuzno za pracenje novih sadrzaja te
ako imaju iskustva u ovakvom nacinu ucenja.

U istrazivaCki usmjerenoj nastavi (engl. inquiry based learning) uCenike se potiCe da
samostalnim istrazivanjem dolaze do odredenih spoznaja uz odgovarajuéu pomoc
nastavnika. Pri tome nastavnik i uCenik zajednicCki definiraju problem koji odreduje novi
nastavni sadrzaj, zna se da rjeSenje problema postoji, ali postupak u pravilu nije zadan i
svaki u€enik samostalno treba doc¢i do rjeSenja. Ovakav nacin rada omogucuje visok
stupanj diferencijacije nastave jer ¢e nastavnik svakom uceniku pomoci onoliko koliko mu
je potrebno. UCenik ¢e samostalno otkriti smisao i vaznost informacija Sto ¢e ga dovesti do
zakljucka ili razmisljanja o novostecenom znanju. VaroSanec [12] istiCe kako istrazivanjem
u nastavi matematike ucenici prouCavaju i rjeSavaju probleme pokuSavajuéi otkriti
matematiCke pravilnosti, zakonitosti i svojstva promatranih objekata s kojima do tada nisu
bili upoznati. Kako se na tom putu ne bi izgubili ili zalutali, vodi ih se kroz nekoliko koraka
(vodeno ucenje otkrivanjem):

Definiranje Prikupljanje . -
problemg > 0o dgt‘a . ; > Analiza > Zakljuéak
odrediti Sto Ce prikupiti Sto ispitati i na temelju
se istrazivati, viSe podataka raspraviti analize odrediti
formulirati o temi iz rezultate te rieSenja
pitanje i/ili odgovarajucih dati izvornog
pretpostavke izvora objasnjenja problema

Slika 1. Etape istrazivacki usmjerene nastave (preuzeto i prevedeno s [6])

U metodici prirode i druStva De Zan [4] navodi nekoliko stupnjeva kroz koje se
prolazi prilikom usvajanja novih spoznaja u istrazivacki usmjerenoj nastavi, a koji se jako
dobro mogu primijeniti i u nastavi matematike s obzirom na srodnost predmeta:

. stupanj motivacije — odnosi se na stvaranje problemske situacije,
. stupanj teSkoce — upoznavanja problema,
. Stupanj rjeSenja — postavljanje hipoteze, izrada plana istrazivanja,
. stupanj rada i izvodenja — izvodenje pokusa, mjerenja, usporedivanja,
. stupanj zadrzavanja i vjezbanja,
. stupanj postignuca, provjeravanja i primjene nauc¢enog — postignutog.
Pri tome se prva Cetiri stupnja odnose na novi spoznajni rad Sto odgovara
znanstvenom pristupu, dok su preostala dva stupnja viSe didakticka, ona odgovaraju
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prirodnom tijeku nastave matematike. Nakon Sto se odredeni sadrzaji "obrade", slijedi
uvjezbavanje rjeSavanja zadataka te primjena usvojenog u novim situacijama.

Polyin model rjeSavanja problema

George Polya (1887.-1985.) istaknuti ameriCki matematiCar porijeklom iz Madarske,
dao je velik doprinos, kako matematici kao znanosti, tako i metodici matematike. Zalagao
se za heuristiCki pristup ucenju te tvrdio da postoji umijece otkrica i da ga je mogucée
nauciti. Heuristiku je smatrao posebnom granom spoznavanja, a njen cilj je bio istraziti
pravila i metode koje vode do pronalaska i otkri¢a. Ovu teoriju izloZio je u knjizi Kako rijesiti
matematicki zadatak? (engl. How to Solve If) koja je prodana u preko milijun primjeraka i
prevedena na 23 jezika. Knjiga je prvi put objavljena 1945. godine, a do danas je dozivjela
nekoliko reizdanja. U hrvatskom izdanju ove knjige [10] s unutrasSnje strane korica nalazi
se tablica s pitanjima i preporukama Kako rjeSavati zadatak?.

RAZUMIJEVANJE ZADATKA

Sto je nepoznato? Sto je zadano? Kako glasi uvjet? X
e v Da li je moguée zadovoljiti uvjet? Je li uvjet dovoljan za odredi-
Tl’eba da razum[jes vanje nepoznanice? Ili nije dovoljan? Mozda je preodreden? Ili
kontradiktoran?
Nacrtaj sliku! Uvedi zgodne oznake!
Zadatak' Rastavi razne dijelove uvjeta! Moze$ li ih napisati?

?

STVARANJE PLANA

Da li si zadatak veé¢ prije vidio? Ili si isti zadatak vidio u nesto
drugatijem obliku? o
Zna¥ Ui neki srodni zadatak? Zna$ li koji teorem koji bi ti mogao
. d pomo¢i? " kog e "
71 i znanicu! I nastoj sjetiti i poznatog za-
u Promotri nepoznanicu! I nastoj sjetiti se nekog tebi pt g
POtraZl yeZLl 1Zmet datka koji sadrzi istu ili sli¢tnu nepoznanicu!

1 | Evo zadatka koji je srodan tvom, a veé je rijeSen! MoZes Ui ga
ZadanOg 1 nepoznatOg' upotrijebiti? Mozes li primijeniti njegov rezultat? Moileé 1 primi]lef
Y A1 niti metodu kojom je taj zadatak rijeSen? Ne bi li uveo neki
Ako s¢ ne moze naci pomocni element da uzmognes upotrijebiti taj zadatak?
Mozes li zadatak drugatije izraziti? MoZes li ga izraziti jo§ nekako
neposredna veza, drugatije? Vrati se na definicije! e
_— 7 Ne moze$ li rijeiti postavljeni zadatak, pokuSaj najprije rijesiti
morat ces mozda neki srodan zadatak! Mozes Ii smisliti pristupaéniji srodni zadatak?
Opéenitiji zadatak? Specijalniji zadatak? Analogm zadatak? .Mozes:
razmatrati pomoéne Zadatke_ 1i rijesiti dio zadatka? Zadrzi samo jedan dio uvjeta, a odbaci drugi

dio; dokle je tada nepoznanica odredena, kako se ona moZe mije-

Najzad treba da d0b1j6§ njati? Mozes li iz zadanih podataka izvesti Sto korisno? Moze$ li

zamisliti druge neke zadane podatke koji bi bili pogodni za odre-

ATI ZADATAK

~

KAKO RJESAYV

A : divanje nepoznanice? MoZe§ li promijeniti nepoznanicu, ili zadane
plan r]esavan.]a' podatj{e, ilipf ako treba — oboje, tako da nova nepoznanica i novi
zadani podaci budu medusobno blizi? .
Da li si iskoristio sve zadano? Jesi li iskoristio ¢itav uvjet? Jesi li
uzeo u obzir sve bitne pojmove koji se nalaze u zadatku?

IZVRSAVANJE PLANA

Provodis li svoj plan rjesavanja, kontroliraj svaki korak! MoZe$ 1
jasno vidjeti da je korak ispravan? Moze§ li dokazati da je

Izvr$i svoj plan! ispravan?
OSVRT

Moze§ li kontrolirati rezultat? Mo%es li kontrolirati dokaz? .
Moze$ 1i rezultat izvesti drugalije? MozZes li ga uotiti na prvi

Provjeri dobiveno rjesenje! pogled?

Moze$ li rezultat ili metodu upotrijebiti za neki drugi zadatak?

Slika 2. Polya: Kako rjeSavati zadatak?

Polya smatra kako je jedna od najvaznijih nastavnikovih duznosti pomoc¢i svojem
uceniku, ali u tome treba biti umjeren. Ako mu ne pomogne dovoljno, mozda nece
napredovati. Ako mu pomaze previSe, neCe mu ostati niSta da napravi sam. Zbog toga
predlaze da se nastavnik postavi u ulogu ucCenika, sagleda situaciju iz njegovog stajalista,
pokuSa razumjeti Sto se zbiva u njegovoj glavi te mu postavlja pitanja kojima nastoji
pomoci da u€enik sam dode do rjeSenja problema. Na taj naCin pouCava ucenika kako da
si sam pomogne sli¢nim pitanjima kod idu¢eg problema, odnosno uci ga misliti i priprema
za rjeSavanje problema u svakodnevnom zivotu.

Pitanja i preporuke koje Polya predlaZze su stoga opcenita, uporabljiva u bilo kojem
podrucju matematike, ali i drugih znanosti, u teoriji i u praksi. Da bi se ucCenik lakSe

snalazio i $to manje puta morao vracati korak unatrag, proces rjeSavanja zadatka dijeli se
u Cetiri etape.

1. Razumijevanje zadatka

Koliko god nam se ova etapa Cinila trivijalnom, nekim ucenicima to nije tako. Koliko
puta ste se susreli sa zadatkom kojeg je uCenik rjeSavao, a da nije imao pojma Sto se u
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zadatku trazi. Nasao je neku formulu, uvrstio Sto mu se ucinilo da bi odgovaralo i dobio
rieSenje koje nema nikakve veze s postavljenim problemom. Takav uCenik zadatak nije ni
procitao, samo je bezglavo krenuo.

Dakle, zadatak treba procitati s razumijevanjem. UCenik treba prepoznati glavne
dijelove zadatka: nepoznanicu, zadane podatke i uvjet. Nastavnik moze pomocéi s
pitanjima: Sto je nepoznato? Sto je zadano? Kako glasi uvjet zadatka? Da li je moguée
zadovoljiti uvjet? Je li uvjet dovoljan za odredivanje nepoznanice? Ako se moze, treba
nacrtati sliku i uvesti zgodne oznake.

2. Stvaranje plana

Nakon Sto smo razumijeli zadatak treba osmisliti plan rjeSavanja zadatka. U lakSim
zadacima obi¢no se lako moze uociti neka zakonitost koja povezuje poznate i nepoznate
varijable. To moze biti pravilo, formula, teorem i sl. Teze zadatke ¢e mozda trebati
rasclaniti na nekoliko laksih.

Ponekad plan moze iznenada sinuti kao "sjajna ideja", ali ako se to ne dogodi onda
uceniku treba pomoc¢i da dode na tu ideju. UCenik koji je redovitije samostalno rjeSavao
zadatke u Skoli i kod kuce prije ¢e osmisliti plan, odnosno lakSe mu se moze pomodi
pitanjima: Jesi li ve¢ prije vidio slican zadatak? Zna$ li neki srodni zadatak? Promotri
nepoznanicu! PokuSaj se sjetiti nekog tebi poznatog zadatka koji ima istu ili slicnu
nepoznanicu! Jesi li iskoristio sve zadano? Jesi li iskoristio Citav uvjet? Mozda moZzemo
uvesti neki pomocni element?

3. lzvrSavanje plana

IzvrSavanje plana puno je lakSe od prethodne faze i za to je potrebno samo
strpljenje i tehnika raCunanja. Pri tome ucenik treba paziti da tocno izvede svaki korak,
odnosno da sam sebe kontrolira kako ne bi napravio pogreSku i dobio krivo rjeSenje.

4. Osvrt

Posljednju fazu nikako ne smijemo zanemariti. Mozda dobiveno rjeSenje nije toCno.
UcCenika treba navesti da provjeri svoj rezultat: MozeS li izvrsiti provjeru rezultata? Mozes li
rezultat dobiti na drugaciji na¢in? Mozes li rezultat uocCiti na prvi pogled? Ima Ii rezultat
smisla?

Takoder, iz rijeSenog zadatka na kraju se moze joS StoSta nauciti. Nastavnik kod
ucCenika treba pobuditi utisak kako su matematicki problemi povezani te kako imaju veze i
s problemima iz drugih nastavnih predmeta ili iz svakodnevnog zivota. UCenika se moze
potaknuti pitanjem: MozZes Ii rezultat ili metodu rjeSavanja upotrijebiti za neki drugi
zadatak?

Geogebrino dinamiéno okruzenje za u€enje

Vec¢ sam spomenula kako nam moderna tehnologija pruza virtualno okruzenje za
istrazivanje, a kao jedan od potencijala primjene racunala u nastavi matematike Glasnovi¢
Gracin [5] navodi upravo eksperimentalni rad kojeg (prema Schneider) opisuje kao
"aktivno, samostalno, otkrivajuce ucenje koje prvenstveno cilja na razvoj intuitivnih
predodzbi i ideja, te na dublje i opsezZnije osnovno razumijevanje matematickih
koncepata". Takoder naglaSava da je eksperimentalni rad usko povezan s Polyinim
heuristickim idejama. Pri rjeSavanju nekog problema potrebno je eksperimentirati,
isprobavati razne mogucénosti, koristiti vlastitu intuiciju da bi doSli do odredenih
pretpostavki i ideja na temelju kojih se potom izvode zakljucci.

Dakle, mozemo uocCiti kako se istrazivaCki usmjerena nastava izvrsno uklapa u
Polyin model rjeSavanja problema:



Istraziva¢ki usmjerena nastava

P

Definiranje Prikupljanje . N )

problema > podataka Analiza Zaklju€ak |
Razumijeva- Stvaranje lzvrSavanje Osvrt )
nje zadatka plana plana sV )

Polya: Kako rjeSavati zadatak

P

Slika 3. IstrazivaCki usmjerena nastava i Polya

Kanadski znanstvenici Karadag i McDougall [7] koji se, izmedu ostalog, bave
istrazivanjem primjene GeoGebre u poucavanju matematike, napravili su joS jedan korak
dalje. Polyin model rjeSavanja problema ugradili su u GeoGebrino dinami¢no okruzenje za
ucenje (engl. dynamic learning environment). Zbog mogucnosti dinami¢nog prikaza te
interaktivnosti matematickih objekata GeoGebra se kao kognitivni alat u nastavi moze
koristiti u tri razliCite situacije:

1. pri objasnjavanju matematickih koncepata i njihovih medusobnih odnosa,
2. zaistrazivanje matematickih koncepata i odnosa, te
3. za modeliranje.
Stoga su Karadag i McDougall sva tri modela razradili u obliku tablice slijedeci Polyina
nacela heuristickog pristupa ucenju.

objasniti
(explaining)

istraziti
(exploring)

modelirati
(modelling)

osigurati radni materijal
za ucenike,

ponuditi poucak kojeg

razumije- opisati zadane podatke, | navesti uCenike da treba istraziti,
vanje o S ”
problema Sto je nepoznato istraze E)rol_olem, ut\{rdlt_l zadane podatke,
voditi uCenike da utvrde | opisati nepoznato
Sto je nepoznato
_ postoji li veza medu pitati uéer_1_ike Za vezu krgirati matematicke
stvaranje varijablama medq varljablama, objekt_e, _
plana iZloiti stratégiju voditi uCenike u analizirati veze medu
kreiranju strategije objektima
sakupiti nove podatke yOd't' uc_gnlke kroz o e
manipulirajuci mtgrakcuu matematickih manlpL_Jllratl pbj_gktlma
izvodenje | matematickim objektima objekgta da sakupe kako bi provjeril .
plana kako bi se doglo do dov_o_ljno pc_)dataka, valjano_sft konstrukcije,
. voditi uCenike da uoce postaviti pretpostavku,
riesenja, o . S
postaviti vodena pitanja za_konlt_osp na temelju testirati pretpostavku
prikupljenih podataka
poticati ucenike da
mijenjaju pocetni promijeniti varijable,
osvrt ponoviti postupak problem, osmisliti problem koji

postaviti pitanja Sto-ako

poticati ucenike da
postavljaju Sto-ako
pitanja

opisuje trenutno stanje,
postaviti novi problem




Slijedi primjer u kojem ¢u detaljno analizirati srednji stupac tablice koji se odnosi na
istrazivanje.

Primjer: Transformacije grafova na Interaktivnoj matematici Normale

Na web stranicama Interaktivne matematike udruge Normala
(www.normala.hr/interaktivna _matematika) nalaze se izuzetno kvalitetni digitalni obrazovni
materijali koje su ¢lanovi udruge vrijedno izradivali pazeci na metodicki pristup i didakticko
oblikovanje matematickih sadrzaja namijenjenih samostalnom radu ucenika pri ucenju
istrazivanjem. Svaki materijal kreiran je od desetak i viSe Java apleta osmisljenih u
GeoGebri, a koji kompletno pokriva neku od nastavnih tema iz redovnog programa
srednjoskolske matematike s dodanim zanimljivim izbornim sadrzajima. Najnovije i
najopseznije djelo nastalo je suradnjom kolega Sanje Grabusin, Milana Kabic¢a, Ele Rac
Marini¢ Kragi¢ te Sime Suljiéa, a obraduje temu Transformacije grafova funkcija i krivulja.

Za analizu sam odabrala mathlet koji se odnosi na zrcaljenje grafa preko osi x te ¢u
pokazati kako su se autori pri izradi vodili Polyinom idejom heuristickog u€enja, odnosno
kako su etape ucenja istrazivanjem ugradili u mathlete. Da se podsjetimo, mathlet je manji
objekt ucCenja koji obraduje odredenu matematiCku temu ili problem namijenjen
demonstraciji nastavnika ili samostalnom ucCenju ucCenika. Konstruira se kao interaktivna
web stranica koja se sastoji od dinamicnih elemenata (interaktivnih apleta) te statiCnih
elemenata (objasSnjenja, pitanja i zadataka za ucenike) [1] kao Sto se vidi na Slici 4.

Zrecaljenje preko osi x

T
f(x)=1sin(1.5x) -3 - |

AN
(A

Zadatak. Eako glasi jednadzba grafa funkeije koji
A'=(3.16,4) nastaje zrealjenjem grafa funleije ) preko os1 x?

'c""\ Pomidite klizate a4, b i ¢ ukoliko Zelite mijenjat:
N 2. q pocetmn funkeiju, Uoéite todlu A na grafu funkeije.
Todlu moZete pornicati po grafu tako da kliknete na
. | . | |0 | | | | nju 1 zatim koristite tipke +/-. Pormiite todku A
8| 6| |4]| |2 0 2 4 g8 promatrajte koordinate istalinutin todalea Sto
uodavate?

MW Todka A" zrealno je simetridna todki A obzirom na
1 % 0s. 3to vrijedi za njthove koordinate ¥ [Odgovor ]

Fako glasi formula funkeije gl &iji graf nastaje
zrcaljenjem grafa zadane funkeije f(x) preko os1 x?
-8 [Odgovor]

Pritisnite reset tkonu za novu funkeiju.

Kako nacrtatt graf funketje gl = - )7 [Odgovor]

[zradenc prograrmom Geolebra

Slika 4. Mathlet - Zrcaljenje preko osi x (sinusoida)

Nastavnik uCenicima nudi ovaj gotovi digitalni materijal na kojem rade u
informatickoj ucionici, a mogu ponoviti i kod kuce jer je dostupan putem interneta (to je
narocito zgodno za ucenike koji mozda nisu bili prisutni na nastavi).

Prvi korak je razumijevanje problema. UcCenika se navodi na problem koji je jasno
iskazan pri vrhu desnog dijela prozora: Kako glasi jednadzba grafa funkcije koji nastaje
zrcaljenjem grafa funkcije f(x) preko osi x? Dakle, zadana je funkcija, u Java apletu u
lijevom dijelu prozora prikazan je i graf jedne funkcije na kojoj ¢e ucenik eksperimentirati.
A nepoznato je, odnosno trazi se graf funkcije osnosimetriCan zadanoj obzirom na os x.


http://www.normala.hr/interaktivna_matematika

Drugi korak odnosi se na stvaranje plana i nacin prikupljanja podataka kako bi
uCenik mogao izvesti neki zakljuCak. Dana je uputa kako se pocCetna funkcija moze
mijenjati koriStenjem klizaCa. Svaka promjena vidljiva je i na grafu i u jednadzbi. UCenika
se time potiCe da uoCava interakciju dvaju prikaza: grafickog i simbloiCkog. Takoder, na

grafu funkcije f(x) moze uociti istaknutu toCku A s naznacenim koordinatama koju treba
pomicati i promatrati Sto se dogada.

Tredi korak odnosi se na izvodenje plana, odnosno analizu sakupljenih podataka.
Pomicanjem toCke A na apletu se uoCava njena zrcalna slika A' koja ostavlja trag, a
koordinate obiju to¢aka dinamicki se mijenjaju. Ugenika se pita: Sto vrijedi za njihove
koordinate?, a zahvaljujuéi dinami¢nosti GeoGebre on bez problema moze uociti
zakonitost. Ipak, kako bi bili sigurni da je shvatio, nudi mu se provjera odgovora klikom na
dugme: A i A'imaju jednake apscise, a ordinate su im suprotni brojevi tj. ako je A(x,y) onda
je A'(x,-y). Obzirom da zrcalna toCka A' ostavlja trag, uCenik moze uocCiti postupno
nastajanje grafa zrcalne funkcije. Stoga se postavlja joS jedno pitanje: Kako glasi formula
funkcije g(x) Ciji graf nastaje zrcaljenjem grafa zadane funkcije f(x) preko osi x? na koje se
opet nudi provjera odgovora: g(x)= - f(x).

Zrcaljenje preko osix

L]
==
fix)=1"2"x-3  ;

Zadatak. Fako glasi jednadZba grafa funkedje koji
" nastaje zrealjenjemn grafa funkceije fx) preko os1x?
A'=(-5 2.989) I

+ seess mes smeey Pomidite klizate a, b i ¢ ukoliko Zelite mijeryati
et potetru funketju Uolite todky A na grafu funkeije.
Todku moZete pormicati po grafu tako da kliknete na
0 nju 1 zatimn koristite tipke +/- Forni@ite todlu A 1
2 = = ' /\‘ Stranica pri http:/fwww.normala.hr kaze: @
o '\ Graf funkeije gix) = -f{x) crtamo takn da odaberemo po volji mnogo  bocaka grafa v = ).
Zatim criamo nove tocke istih apscisa i suprotnib ordinata, te ih spojima glatkom linijom,

=)

Dudk Ul dn ] TOTTIULA TUT I CTTE el A PO e L T L e

zrealjenjem grafa zadane funkeije fx) preko osi x?
[Odgovor]

"
-
-
-
-
-
-
-
.
-
.
-

C=rs
—— --——"

Pritisnite reset ikonu za novu funkeiju.

Flalzo nacrtati graf funkeije gl = -{(x)7? [Odgovor]

I[zradeno prograraom GeoGebra

Slika 5. Mathlet - Zrcaljenje preko osi x (eksponencijalna)

Ovaj mathlet je izvrstan primjer koji pokazuje koliko je Cetvrti korak bitan te kako u

digitalni materijal kvalitetno ugraditi osvrt i izvodenje konacnog zakljuCka. Da cijela priCa
ne bi ostala na primjeru samo jedne vrste funkcija (na pocCetku je bila sinusoida), uCenika
se upucCuje da klikom na dugme za resetiranje apleta promijeni funkciju. Slucajnim
odabirom moze se pojaviti logaritamska, eksponencijalna, funkcija apsolutne vrijednosti,
funkcija korijena ili kubna funkcija koja se pomocu klizata moze dodatno prilagoditi.
UcCenik se pomicanjem toCke A i promatranjem zrcalne slike joS nekoliko puta moze uvijeriti
u ispravnost svojih slutnji prije nego donese konacCan zakljuCak. Na kraju se uceniku
postavlja joS jedno pitanje: Kako nacrtati graf funkcije g(x) = -f(x)? Ovo nije novi problem,

ovo je samo drugacCije (obrnuto) iskazan pocetni problem. Ukoliko ucenik uspjesSno

odgovori i na ovo posljednje pitanje (ako ne, tu je dugme za odgovor, vidi Sliku 5.),

mozemo smatrati da je usvojio pojam zrcaljenja funkcije preko osi x.



Nakon ovoga slijedi idu¢i mathlet u kojem se ucenika opet vodi od razumijevanja

zadatka, preko stvaranja i izvodenja plana, prikupljanja i analize podataka do donoSenja
zakljuCaka i osvrta. Napominjem da je ovdje prikazan samo jedan od ukupno tridesetak
mathleta koliko ih ima u radu Transformacije grafova funkcija i krivulja, a kojeg je kolega
Kabi¢ detaljnije predstavio u MiS-u br. 51. [7] Takoder vas pozivam da, ukoliko jo3 niste,
posjetite web stranicu Interaktivhe matematike i sami se uvijerite koliko cijela ova priCa ima
smisla.

Za kraj, Sto viSe reci osim citirati Polyu [10]: "Najbolji na¢in da se nesto nauci jest da

to sami otkrijete."
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