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SADRZAJ




1

Familije skupova

Definicija. Neka je ) neprazan skup. Familija A podskupova od €2 je algebra
skupova na €2 ako vrijedi

(A1) 0 € A,
(A2) Ac A = A°e A,

(A3) Aj, Ay, A € A = (A € A

i=1
Napomena. Neka su A, B € A. Tada vrijedi

- ANB = ((ANB)°)¢ = (A°U B)° € A,

CA\B=ANB° € A,

- AAB=(A\B)U(B\ A) € A,

Q=0 c A
Primjer 1.1 Q ={1,2,3,4}

A ={0,Q} 1 Ay = P(Q) su algebre, tzv. trivijalne algebre.

- Az ={0,9,{1,2},{3,4}} je algebra.

- Ay ={0,9Q,{3}} nije algebra, jer {3}¢ = {1,2,4} & A,.

A

Definicija. Neka je (2 neprazan skup. Familija F podskupova od () je o-algebra
skupova na 2 ako vrijedi
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(F1) 0 e F,
(F2) Ae F — A°€ F,

(F3) A,e F,neN = | JA, e 7.

n=1

Napomena. Ako su A, € F, onda je ﬂ A, = ((ﬂ A9 = (U AL) e F.
n=1

n=1 n=1
Primjer 1.2 Neka je €2 neprazan skup.

- Fr=1{0,Q} 1 F; = P(Q) su o-algebre, tzv. trivijalne o-algebre.
A

Napomena. Primjetite da je svaka o-algebra ujedno i algebra. Neka je F o-
algebra. Trebamo provjeriti samo svojstvo (A3). Neka su A,..., A4, € F. Ako
definiramo By := Ay, By := Ay,...,B, == A,,B,i1 == 0,B,5 := 0,..., onda je

UAZ' = U B; € F po svojstvu (F3).
i=1 i=1
Sljedeci primjer pokazuje da obrat opcenito ne vrijedi:

Zadatak 1.3 Neka je Q =Ni A ={A C Q: A konacan ili A° konacan }. Pokazite
da je A algebra, ali nije o-algebra.

Rjesenje: Provjerimo svojstva (A1)-(A3):

(A1) 0 je konacan po definiciji,

(A2) Ac A = A= (A°° konacan ili A° konacan = A° € A,

(A3) Neka su Ay,..., A, € A. Imamo dvije mogucénosti:

1° Ay, ..., A, su svi kona¢ni. Tada je i njihova konacna unija U A; konacna
i=1
pa je iz A;
2° postoji 1 < k < n takav da je Aj konacan
= (U A= ﬂ A7 C Aj paje (U A;)¢ konacan kao podskup konacnog
i=1 i=1 i=1
skupa, odakle slijedi da je U A; e A

1=1
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Pokazimo da A nije o-algebra. Uzmimo A, := {2n}, n € N. Tada je A,, € A, za sve
neNali A= ] A, &A jerni A={2,4,6,..}ni A°={1,3,5,..} nisu konaéni

n=1
pa ne vrijedi svojstvo (F3).

A

Zadatak 1.4 Neka je Q = {1,2,3,4,5}. Odredite najmanju o-algebru na {2 koja
sadrzi skupove

Ay ={1}, Ay ={1,2}, A3 ={1,2,3}, Ay, ={1,2,3,4}.
Rjesenje: Neka je F trazena o-algebra. Zbog Aq, As, A3, Ay € F mora vrijediti
AQ\Al :{2}, Ag\AQZ{B}, A4\A3: {4}, Az:{5} Ef.

Dakle, F sadrzi skupove {1},{2},{3},{4},{5} pa mora sadrzavati i sve njihove ko-
nacne unije, odakle slijedi da je P(Q2) C F. Jer je F C P(f) ispunjeno uvijek, vidimo
da je F =P(Q).

A

Zadatak 1.5 Neka je {F,: a € I} neka familija o-algebri. Pokazite da je i m Fa

acl
o-algebra.

RjeSenje: Provjerimo svojstva (F'1) — (£3).

(F1) D€ Fo.Va el = Qe () Fa

ael

(F2) A€ (Fo = A€FaVael = A€ Fo,Vael

ael
— A€ ﬂ Fa

ael

(F3) A, €[ Fan €N = A, € Fo,¥VneNVael

ael

— DAnefa,Vae[ — GAneﬂ]-“a.

n=1 n=1 acl
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Definicija. Neka je § neka familija podskupova od €2. Definiramo

o(S) = ﬂ F

{F2DS, F je o-algebra}

sa 0(8S) i zovemo c-algebra generirana familijom S. Analogno definiramo i al-
gebru generiranu familijom S.

Napomena. Primjetite da je definicija dobra:

(a) gornji presjek je neprazan, jer je P(£2) sigurno jedna o-algebra koja je uvijek
ukljucena u gornji presjek;

(b) iz Zadatka [T slijedi da je o(S) o-algebra;

(c¢) o(S) je najmanja o-algebra koja sadrzi S. Naime, ako je Fy neka o-algebra
koja sadrzi S, onda je

a(S) = N F C Fo.

{F2S, F je o-algebra}

Zadatak 1.6 Odredite najmanju algebru na N koja sadrzi skupove oblika A,, = {n},
n € N.

Rjesenje: Neka je F trazena algebra. Tvrdimo da je
F=G={ACQ: Akonacan ili A° konacan }.

Zbog A,, € G, zan € N, slijedi da je F C G, jer je po zadatku[[L3 G algebra. Pokazimo
i drugu inkluziju. Neka je A € G. Tada imamo dvije moguénosti:

1° A konacan

— A:{al,...,an},al,...,aneNpajeA:U{ak}ef
~——

k=1 cr

2° A° konacan
—> iz 1° slijedi da je A° € F, odakle je A = (A°)° € F.

Dakle, G C F i kona¢no G = F.

A

Zadatak 1.7 Neka je Ay, ..., A, konacna particija skupa €, tj. @ =A;U...UA, i
A;NA; =0, za i # j. Nadite najmanju o-algebru koja sadrzi skupove Ay, ..., A,.
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Rjesenje: Neka je F trazena o-algebra. Tvrdimo da je F = G =: { sve moguce
unije skupova Ay, ..., A} U{0}. Primjetite da G ima 2" elemenata. Provjerimo da
je G o-algebra:

(F1) 0 € G po deficiji familije G;

(F2) AeG = A=A, U...UA;, paje A°= U A;=unija nekih od skupova
Ay, ..., A, ikao takva je iz G,

(F3) By CE G,k € N = By = unija nekih od skupova Ay,...A,, za sve k € N pa

je U By, unija nekih od skupova Ay, ... A, i kao takva je iz G.
k=1
Odavde je F C G. Obratno, ako je A € G, onda je A = A, U...UA, € F paje
G C F. Dakle, G = F.

A

Zadatak 1.8 Neka je Q = {0,1,2,3,4,5}. Nadite najmanju o-algebru F koja sadrzi
skupove A ={1,2,3} i B = {3,4}.

Rjesenje: Ideja je da nademo "najfiniju moguéu” particiju skupa {2 na skupove
koji se nalaze u trazenoj o-algebri. U ovom slu¢aju F mora sadrzavati i skupove:

A\ B=1{1,2}
ANB={3}
B\ A= {4}

(AU B) = {0,5}

i primijetite da je ovo najfinija particija pa je trazena particija Q = {1,2} U {3} U
{4} U {0,5}. 1z zadatka [ slijedi da je

F = { sve unije skupova {1,2}, {3}, {4},{0,5}} U {0}.
Primjetite da F ima 2* = 16 elemenata.
JAN

Definicija. Neka je (A4,) niz podskupova od 2. Definiramo limes superior i limes
inferior niza podskupova (A4,,) redom sa

limsup A,, = ﬁ G A,

k=1n=~k
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limninf A, = O ﬁ A,

k=1n=k

Zadatak 1.9 Pokazite da vrijedi

limsup A,, = {w € Q: w se nalazi u beskonactno mnogo skupova A, }.

Rjesenje: Neka je B := {w € Q: w se nalazi u beskona¢no mnogo skupova A4, }.
Pokazat ¢emo da je (limsup, A4,)¢ = B

w € (limnsup A, = (ﬂ U Ap) = U m Ay

k=1n=~k k=1n=~k
postoji k € N takav da je w € m AL

postoji k € N takav da w & A,:,L ‘vl’fn >k

postoji k € N takav da se w nalazi samo u nekima od skupova Ay, ..., Ay
w se nalazi samo u kona¢no mnogo skupova A,

w € B°.

IR

w € B¢ = postoji k € N takavdaw &€ A, Vn > k
= wé A = wé e, U~ A, =limsup, A,.

Napomena. Moze se pokazatii da je

liminf A,, = {w € Q: w se nalazi u svim osim kona¢no mnogo skupova A, }
n

(pogledajte zadatak [C20) pa uz ove interpretacije skupova lim sup A4, i lim inf A,, lako
vidimo da vrijedi

liminf A,, C limsup A,,.

n

Zadatak 1.10 Neka su B,C C (). Definiramo niz

{ B, n paran
A, = .
C, n neparan

Odredite liminf, A,, i limsup,, A,.
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Rjesenje:
limsup A, = (] |J 4. = ()(BUC) = BUC,
" k=1n=k k=1
liminf A, = () 4. = J(BNnC)=BnC.
" k=1n=k k=1
A

Zadatak 1.11 Nekasu A € Qi B, € 2, n € N. Pokazite da vrijedi

A\ liminf B, = limsup(A \ B,).
Rjesenje:

A\limninan:Aﬂ(G ﬁBn)c:Aﬁ(ﬁ DBSJ

k=1n=k k=1n=k

=N UnB) =N U@\ B, =limsup(a\ B,)

k=1n=k k=1n=k



12 1. FAMILIJE SKUPOVA

Zadaci za vjezbu

1.12 Pokazite da za A,, C ), n € N vrijede de Morganovi zakoni:
(U =4 (A =45
n=1 n=1 n=1 n=1
1.13 Neka su A, B C €. Pokazite da vrijedi
(a) AUB=ANB < A=0B,
(b ANB=A < ACB,
(¢) (ANB)U(A°NB)=AUB < ANB=10,
(d) (AUB)NB°=A < ANB=.
1.14 Pokazite da za skupove A, B,C' C 2 vrijedi
(a) AAB = A°AB¢,
(b) AAB=C < A= BAC,
(c) AAC C (AAB)U (BAC),
(d) (AAB)AC = AA(BACQC).

1.15 Neka su A, B i C dogadaji vezani uz neki eksperiment. Prikazite pomo¢u A, B
i C' sljede¢e dogadaje:

(a) dogodio se barem jedan gornji dogadaj,

(b) dogodio se totno jedan gornji dogadaj,

(c) dogodila su se toéno dva gornja dogadaja,
)

(d) nije se dogodilo vise od dva gornja dogadaja.

1.16 Neka je Q =R i F ={A C Q: A prebrojiv ili A° prebrojiv }. Pokazite da je
F o-algebra.

1.17 Neka su A, B C €. Nadite najmanju o-algebru generiranu skupovima A i B.

1.18 Nadite beskona¢nu familiju podskupova od R koja sadrzi skup R, zatvorena
je na prebrojive presjeke i prebrojive unije, ali nije o-algebra.
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1.19 Nekasu A€ Qi B, € 2, n € N. Pokazite da vrijedi

A\ limsup B, = liminf(A\ B,).
1.20 Pokazite da vrijedi

liminf A, = {w € Q: w se nalazi u svim osim kona¢no mnogo skupova A, }.
n

1.21 Neka je Q = [0,1] i F o-algebra na Q koja sadrzi sve segmente
[a,b],0<a<b<1.

(a) Pripadaju li skupovi (3,3) i (3, 3) U[2,1) o-algebri F7?

(b) Prikazite skup [1,2) pomocu familije
D=A{la,1]:0<a <1}

korite¢i osnovne skupovne operacije.

1.22 Neka je Q = {1,2,3,4,5,6}. Odredite najmanju o-algebru na € koja sadrzi
skupove

Ay ={1,3,5}, Ay = {2,4,6}, A3 = {1,3}, Ay = {2,6}, A5 = {3} 1 As = {2}.

1.23 Neka je Q = {1,2,3,4,5,6}. Odredite najmanju c-algebru na €2 koja sadrzi
skupove A, B i C ako je

(a) AUB = {1,2,4,5}, A= {2,5}, AN B = {2}, C = {3,6},
(b) A\ B=1{1,3}, B\ A={2,6}, AnB = {4}, C = {5}.
1.24 Neka je F o-algebra. Pokazite da F ne moze imati tocno 6 elemenata.

1.25 Neka je F algebra takva da za niz dogadaja (A4,) C F, A} C Ay C A3 C ...
vrijedi U A, € F. Pokazite da je F o-algebra.

n=1

1.26 (a) Nekasu A, € F, n € N takvi da je A} C Ay C A3 C .... Pokazite da je

limsup A,, = G A,.

n=1
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(b) Neka su A, € F, n € N takvi da je Ay D Ay D A3 D

lim inf A, = ()] An.
n=1
1.27 Neka su a,b € R, a < b. Pokazite da vrijedi:

o0 o0

@) {ak = Naa+ )=Vl - al,
() [o.8) = Vb + ) = (Va0
© (@b = Utb=31= Ula— 3.
1.28 Neka je

.... Pokazite da je

1
A, ={(z,y) e R?: 2? + 42 < E},nEN.

Ispitajte u kakvom su odnosu skupovi A,,. Odredite liminf A,, i limsup A,,.

n

1.29 U svakom od sljede¢ih primjera odredite liminf A,, i lim sup A,:

1 1
() Aw=[10+ 15— -],

1
(b) A, = {(z,y) € R?: x2+y2:1—g},
() Ay = {(my) R 1— L <2242 < 1),
n

(d) A, = {(z,y) € R*: 2* + y* < n® — 10n}.
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Vjerojatnosni prostor

Definicija. Neka je F o—algebra na Q # (). Uredeni par (Q, ) zovemo izmjeriv
prostor.
Definicija. Neka je (2, F) izmjeriv prostor. Funkciju

P:F—R
nazivamo vjerojatnost ili vjerojatnosna mjera ako vrijedi
(P1) P(A) >0, VAe F (pozitivnost)
(P2) P(Q2) =1 (normiranost)

(P3) VA, e F,A,NA,=0, m#n=
P(Uiil Ap) = Ziil P(A,) (c—aditivnost)

Uredenu trojku (€2, F, P) zovemo vjerojatnosni prostor.

e P(0) ="
Stavimo u (P3) A, =Q, A, =0zan>2=
U, 4, =9, A,NA,=0, m#n=
1=PQ)=P(U ", A)=>"PA,)=1+PO)+P@)+--- =

P(0) = 0.

o A AyEF, A nA, =0 m+n
A, 1<n<k
0.
= (B,) su disjunktni dogadaji i Uﬁ:l A, U2 By.pa je

P(U An) = P(U Bn) = ZP(Bn) =

15

Stavimo B,, =
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U Z P(A (kona¢na aditivnost)

o Ac F=P(A°) =
1=P(Q)=PAU Ac) =P(A) + P(A°) = P(A°) =1 —P(A).

e Nekasu A, B e F, AC B. Tada je P(A) < P(B). (monotonost) Ra¢unamo:
P(B) = P(AU B\A) = (disjunktnost) = P(A) + P(B\A) > P(A).
Iz zadnje jednakosti takoder takoder zakljucujemo

P(B\A) = P(B) — P(A).

A
Zadatak 2.1 Neka su A, B € F. Pokazite da vrijedi
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB).
Rjesenje: Koristimo se s tri jednadzbe:
P(AUB) =P(A\B)+P(ANB) +P(B\A)
P(A) =P(A\B) + P(AN B)
P(B) =P(B\A) + P(AN B)
Sada je
P(AUB)—-P(A) —P(B)=—-P(ANnB)=P(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB)
A

Zadatak 2.2 Neka su A, B € F, takvi da je P(AU B) = 0.8, P(AN B) = 0.2,
P(A°) = 0.6 Izracunajte P(A), P(B), P(A\B).

Rjesenje: P(A)=1—-P(4A°)=1-06=04
P(B) = (Zad 2Z1) =P(AUB) —P(A)+P(ANB)=1-04=0.6
P(A\B) =P(A4) —P(ANB)=04-02=0.2.

A
Zadatak 2.3 Dokazite Sylvesterovu formulu: Ako su Ay, As, ..., A, € F, tada je

n

P(OA ZPAk > PANA)+
k=1

= 1<i<j<n

+ Y PANANA) -+ (—1)"P(ﬁ Ap).

1<i<j<k<n k=1
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Rjesenje: Dokaz provodimo matematickom indukcijom.

Baza: Za n = 2 tvrdnja vrijedi po Zad. Bl

Pretpostavka: Pretpostavimo da gornja formula vrijedi za sve Ay, Ay, ..., A, € F.
Korak: Neka su Ay, Ay, ..., Ay, A € F. Tada je

P(U AL UA, ) =(Zad ZT) U Any1) U AN An))
k=1 k=1 k=1
(pretpostavka) = Z P(Ax) — Z P(A;,NA)) + Z P(A;NA;NA)
1<i<j<n 1<i<j<k<n

(-1 "PﬂAk + P (A1) ZPAmAn-H)

k=1 =1
n+1

(grupiranjem) = ZP(Ak) - Z P(A;NAj) + Z P(A;,NA;NA)

k=1 1<i<j<n+1 1<i<j<k<n+1
n+1
— o ()R] A
k=1

Zadatak 2.4 Neka su A, B, C € F. Pokazite da je
(a) P(A)+P(B)+P(C)—P(ANBNC) <2
(b) P(AUB)P(AN B) < P(A)P(B).

RjeSenje: (a)Racunamo

P(ANBNC)=1-P((ANBNC))=1—-P(A°UB°UC")
(Sylvester) = 1 — [P(A°) + P(B°) + P(C*) — P(A° N B)—

— P(A°NC%) — P(B°NC°) + P(A° N B° N C°)]
=1-(1-P(A) — (1 -P(B)) — (1 - P(C)) + P(A° N B°)

P(A°NCY)+[P(B°NCY) —P(A°AB°ACY)

>0

—2+4P(A) + P(B) + P(C) + P((B° N C%)\ A°)

-2+ P(A)+P(B) +P(C)

(b) P(AU B)P(AN B) = (P(A) + P(B) — P(AN B))P(AN B))

Trebamo pokazati

>
>

[P(A) + P(B) — P(AN B)|P(AN B)) < P(A)P(B) <
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P(A)P(ANB) —P(B)]+ P(ANB)[P(B) —P(ANDB)| <0 &
(P(A) —P(ANB)) (P(ANB) —P(B)) <0.

7\ /

2

[en]

<0

Zadatak 2.5 Neka su A, B, C € F. Pokazite da vrijedi
(a) [P(A) — P(B)| < P(AAB).
(b) [P(ANB)—P(ANC)| < P(BAC).

(c) P(AAB) < P(AAC)+P(CAB).

(d) Ako je P(AAB) = 0 koliko je P(A) — P(B)?

Rjesenje: (a) Vrijedi

P(A) = P(A\B) + P(AN B)
P(B) = P(B\A) + P(B N A)
= [P(4) = P(B)| = [P(A\B) — P(B\A)| < P(A\B) + P(B\A) = P(AAB)

(b) Stavimo E:=ANDB, F:=ANC =

EAF = (E\F)U(F\E)=[(ANB\ANOJU[(ANC)\(AN B)]
=[(ANB)N(A°UC)U[(ANC)N(A°U BY)]
=[AN(B\C)]U[AN(C\B)]
=AN[(B\C) U (C\B)]
=AN(BAC) C BAC

Dakle EAF C BAC. Sada imamo
IP(ANB) —P(ANC)| =|P(E) —P(F)| < ((a)dio) < P(EAF) < P(BAC).

()

AAB = A\BUB\AC (x) C(A\C) U (C\B) U(B\C) U (C\4) =
=AANCUCAB =

= P(AAB) < P(AAC) + P(CAB),
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pri éemu smo se u () koristili

AB=ANB =ANB°N(CUC’)=(ANB‘NC)U(ANB°NC*)

C
C(B°NC)U(ANCY) = (C\B) U

(A\C)

i analogno, B\A C (B\C) U (C\A).

(d) Ako je P(AAB) = 0 tada je zbog (a)-dijela zadatka
|P(A) —P(B)| <0=P(A4) —P(B) =0.

A

Zadatak 2.6 Neka je (€, F) izmjeriv prostor i neka su P i Q dvije vjerojatnosne
mjere na (§2, F).

(a) Dali je £ vjerojatnosna mjera?
(b) Da li je P? vjerojatnosna mjera?
(¢) Odredite a,b > 0 tako da aP + bQ bude vjerojatnosna mjera.

P

RjeSenje: (a) 5 nije vjerojatnosna mjera jer je g(Q) =1/2#1.

(b) P? nije, opéenito, vijerojatnosna mjera jer ako uzmemo npr. vjerojatnosni prostor
(Q, F,P) na kojem su disjunktni dogadaji A, B € F takvi da je P(4) =1/3, P(B) =
2/3 =

P?(AUB) = (P(A) + P(B))*> =1, dok je

P2(A)+P*B)=1/9+4/9=5/9 # 1.

Dakle, opéenito P? nije vjerojatnost jer ne vrijedi kona¢na aditivnost.

(¢) Ako bi aP + bQ bila vjerojatnosna mjera nuzno mora vrijediti

1 = (aP 4+ bQ)(Q) = aP(Q2) + bQ(2) = a + b. Pokazimo da je to dovoljan uvjet da
vrijede i ostala dva svojstva iz definicije.

Nenegativnost je ocigledna. Neka su dalje A,, € F, n € N disjunkni dogadaji. Tada
je
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(zbroj konverg. redova) :Z(aP(An) +0Q(A,))

n=1

=) (aP +bQ)(A,)

Dakle, uz a,b >0, a+ b =1, aP + bQ jest vjerojatnost.
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Zadaci za vjezbu

2.7 Dokazite da za sve Ay, Ay, ..., A, € F vrijedi

n

P(()Ax) =D P(Ar) — (n—1).

k=1

(Uputa: mat. indukcija)

2.8 Dokazite Booleovu nejednakost: Za A, Ay, ..., A, € F vrijedi

n

P(|J Ar) <) P(Ay).

k=1
2.9 Dokazite Bonferronijevu nejednakost: Za A, As, ..., A, € F vrijedi

n

P(|JA) =D P(A)— Y PANA).
k=1 k=1

— 1<i<j<n
2.10 Neka su A, B € F. Pokazite da vrijedi
P(ANB)* +P(A°N B)? + P(AN B°)? + P(A°N B)? > 1/4.

Pokazite da vrijedi jednakost ako i samo ako je P(A) = P(B) = 1/2,
P(ANB)=1/4.
(Uputa: koristite aritmeticko-kvadratnu nejednakost)

2.11 Neka su A, B, C € F. Pokazite da vrijedi
(a) P(ANBNC) <min{P(A),P(B),P(C)},
(b) P(AU BUC) > max{P(A),P(B),P(C)}.
2.12 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor, { Ay, Ay, ..., A, } C F particija od Q i

ai, as, . ..,a, > 0. Definirajmo
Q:F—R

sa

B
B aP(Ay) + -+ a,P(A,)
Je li Q) vjerojatnost na (€2, F)?

, BeF.

2.13 U bolnickoj ¢ekaonici 70% ljudi ima polomljene kosti, 75% pati od iscrpljenosti,
80% boli zeludac i 85% ima vruéicu. Koliki je minimalni postotak ljudi u éekaonici
koji imaju sve simptome? (Jutarnji list 8.6.2007, str. 61)
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2.14 Neka su A i B dogadaji. Pokazite da je

max{P((A U B)°),P(AN B),P(AAB)} >

| —

2.15 Neka je Q = {a,b,c}. Ako je P({a,b}) = 0.7, P({b,c}) = 0.6, odredite vjero-
jatnosti dogadaja {a}, {b}, {c}.

2.16 NekajeQ =N, F=P(Q)iP(w) = m, w e Q. Jeli (Q, F,P) vijerojatnosni
prostor?

2.17 Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i {4, : n € N} C F niz disjunktnih
dogadaja. Postoji li lirf P(A,)?

2.18 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka su 4,, € F takvida je P(A,) < %,
zan € N.

(a) Izracunajte P(ﬂ Ap).

n=1

(b) Izracunajte P(ﬂ U A,).

n=1k=n

2.19 Neka su Ay, Ay, ..., A, 1 By, By, ..., B, dogadaji na vjerojatnosnom prostoru
(Q, F,P). Pokazite da vrijedi nejednakost

P((J AN Br) < D P(A\B).

2.20 Neka je (€2, F, P) vjerojatnosni prostor. Postoje li A, B, C' € F takvi da vrijedi
P(A) - P(C) >

?

WD W

P(AAB) + P(BAC) <

2.21 Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F. Pokazite nejednakost

P(AN B) < \/P(A)P(B).

2.22 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor.
(a) Ako je (A,) € F niz dogadaja takvih da je P(A,)) =1, za n € N, izracunajte

P(J An) 1 P([) An).
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(b) Neka su A, B € F takvi da je P(A) = 2 i P(B) = 3. Pokazite da vrijedi

1
— <P(ANB) <

Wl

2.23 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je
N={FCQ:3F e Ftakavdaje EC FiP(F)=0}.
(a) Pokazite da je familija A/ zatvorena na prebrojive unije.
(b) Pokazite da je familija
G={ACQ:3IB € F takav da je AAB € N'}
o-algebra.
2.24 Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B,C € F. Vrijedi li

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-PA°NBNC)—
—P(ANB°NC)—P(ANBNC°) —2P(ANBNC)?
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Klasi¢na definicija vjerojatnosti

Definicija. Za 2 konacan ili prebrojiv (2, F, P) zovemo diskretni vjerojatnosni
prostor.

Zadatak 3.1 Bacamo 2 simetri¢ne kocke. Odredimo vjerojatnost da je suma broje-
va na kockama jednaka 7.

1. vjerojatnosni prostor:

O =1{(i,5):4,j€{1,2,3,4,561} , F=PQ).

Zbog simetricosti kocke pretpostavljamo da svi elementarni dogadaji imaju jednaku

vjerojatnost:
1 1

21=6-6 = PH(.)D) = g = 55

za svako 1, .
2. A ={ suma brojeva na kockama je 7}= {(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}.
((1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1) = "povoljni’ elementarni dogadaji)

P(A) = P((1,6)) + P((2,5)) + ...+ P((6,1)) = % _ ;_6 _ %

Klasican (Laplaceov) model:

Neka je Q@ = {wy,...w,} , F = P() i P vjerojatnost na (2, F) takva da svi
elementarni dogadaji {wx} imaju jednake vjerojatnosti, tj. P({w;}) = |—512‘ , Vi=

25
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1,...,n.
Tada za A € F, iz konacne aditivnosti od P, slijedi:
|4
P(4) = —.
€2

Zadatak 3.2 Simetricnu kocku bacamo 3 puta. Kolika je vjerojatnost da ¢emo svaki
puta dobiti veéi broj?

Rjesenje:

Q={(,4.k) i ke{1,23,4,5,6}}
_ 1

A ={svaki puta dobivamo veéi broj}= {(i,j,k) : 1 <i < j < k <6}

= A=) = Pa-f=-9-2

A

Zadatak 3.3 Lift u nekoj zgradi moze stati na 10 katova. Ako je u njemu 7 putnika,
kolika je vjerojatnost da svaki od putnika izade na razlicitom katu?

Rjesenje:
Q= {(i1,....07) ¢ i1,...i7€{1,...,10}} ={1,...,10}7 = |Q| =107
A :={svaki putnik izlazi na razli¢itom katu}
Al= ()71 = Py == G <006
A

Zadatak 3.4 U vredici imamo 550 jabuka, od ¢ega je 2% trulih. Kolika je vjerojat-
nost da u slucajnom uzorku od 25 jabuka budu tocno 2 trule?

RjeSenje:
) ={svi 25-¢lani podskupovi od 550 jabuka} = |Q| = (52550)

A :={tocno su 2 jabuke u uzorku trule}
Kako je u vreci 0.02 - 550 = 11 trulih jabuka
= A= (3) - () = (3) - (%)

~ P(4) = % ~ 0.074

25
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A

Zadatak 3.5 Iz skupa {1,2,...,100} su nasumce odabrana 2 broja, m i n. Iz-
racunajte vjerojatnost

(a) da je m™ -+ n™ neparan broj,

(b) da je m™-n™ paran broj.

Rjesenje:
Q=1{1,2,...,100}> = |9 = 100?

Vrijedi:
a’ neparan < @ neparan, a’ paran < a paran,
a + b neparan < (a paran i b neparan) ili (a neparan i b paran) ,

a - b neparan < a i b neparni

(a) A:={(m,n) € Q:m"+ n"neparan} =
{(m,n) € Q : m paran, n neparan ili m neparan, n paran}

= P(A

\_/\_/

50-50+50-50 _ 1
1002 2

(b) B:={(m,n) € Q:m" n"paran}

= B°={(m,n) € Q:m" -nmneparan} = {(m,n) € 2 :1m neparan i n neparan}

= PB)=1-P(B)=1-322=3

A

Zadatak 3.6 Na slucajan nacin rasporedujemo 30 jednakih jabuka u 8 razli¢itih ku-
tija (u svaku kutiju moze stati proizvoljno mnogo jabuka). Izracunajte vjerojatnost da

(a) se u svakoj kutiji nalaze barem 3 jabuke ,

(b) su 3 kutije ostale prazne.

Rjesenje:

Q={(z1,...,28) : 1 >0,...,28 >0 , z1+...+x5 =30}

T+ ...+ x5 =30

2, >0, i=1,...,8

Zamislimo da smo jabuke poredali u red. Tada nas problem rasporedivanja jabuka
u 8 kutija odgovara problemu rasporedivanja 7 pregrada medu te poredane jabuke.

Stoga je || = (30+7) = (377).

|2] = broj rjesenja od
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(a) AZ:{(LUl,...,IL’8> x> 3,08 >3, J,’1+—|—x8:30}

= | A| = broj rjesenja od _
>3, 1=1,...,8.

yi+...+yg=30—-8-3=6

Definiramo y; :== 2; —3 = | A| =broj rjesenja od ,
y; >0, 1=1,...,8.

> M=(=() = P ==

(b) B:={(x1,...,x5) : totnotriz; =0, aostali z; >1 , z1+...4+ x5 =30}

Na (2) nac¢ina odaberemo 3 prazne kutije, a ostale popunimo tako da niti jedna
ne smije ostati prazna, tj. z; > 1. Dakle, trazimo broj petorki (yi,...,ys5) t.d.

Y1+ ...+ys =30
yi>1l, 1=1,...,5.

4.+ =30—5-1=25
>0, i=1,...,5

= 1Bl=()- () = () - ()

Definiramo z; = y; — 1 = {

A

Zadatak 3.7 Ako je u nekom drustvu 30 osoba, kolika je vjerojatnost da 6 mjeseci
u godini sadrzi po dva njihova rodendana, a preostalih 6 mjeseci po tri?

Rjesenje:
0={1,2,...,12}3% = Q] =12%
A :={6 mjeseci sadrzi po 2 rodendana, a preostalih 6 mjeseci po 3 rodendana}

Na (162) nacina mozemo odabrati 6 (od 12) mjeseca koji ¢e sadrzavati po dva rodendana.
Time su odredeni i preostali mjeseci koji moraju sadrzavati po tri rodendana. Onda

na (320) nacina odaberemo dvije osobe iz drustva koje ¢e imati rodendan u prvom od

tih mjeseci sa po 2 rodendana pa na (228) sljede¢u dvojicu, itd. Dakle:

() _ (5 apErm

- 1230
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Zadatak 3.8 (Problem rodendana) lzracunajte vjerojatnost da je u grupi od n
ljudi barem dvoje rodeno istog dana.

Rjesenje:

A :={barem dvoje od n ljudi je rodeno istog dana}
A° ={svi su rodeni na razlicite dane}

|A°| = 365 - (365 — 1) - (365 —2) -...- (365 —n+1)

= P(A) = 1— P(A) = ] — 363300 (365-n1)

365™

Neke vrijednosti:

n 10 20 22 23 30 40
P(A) | 0.117 | 0.411 | 0.476 | 0.507 | 0.706 | 0.891

A

Zadatak 3.9 U kutiji se nalazi n kuglica. Na slu¢ajan nac¢in izvu¢emo neki broj
kuglica. Kolika je vjerojatnost da je broj izvucenih kuglica paran?

Rjesenje:

Q=P{L2,....nH\ {0} = |9 =2"-1

A :={izvucen je paran broj kuglica}={S C 2 : |S| paran}
= A=)+ )+

Binomni teorem = (1+z)" =37, (}) - 2*
rar=1 = Y,  (})=2"
zar=-1 = Y, (-DF (})=0

Zbrojimo posljednje dvije jednakosti pa dobivamo:

R R RS B A B
= P =f3 =5

JAN
Zadatak 3.10 Kutija sadrzi 10 kuglica numeriranih brojevima 1, 2, ...,10. Nasluc¢ajan

nacin izvlacimo 5 kuglica. kolika je vjerojatnost da ¢etvrti po veli¢ini od pet brojeva
bude bas 87
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RjeSenje:
Q={AC{1,2,...,10} : |[A|=5} = o=

Na (g) nacina odaberemo prvih tri iz skupa kuglica oznacenih brojevima 1,2,...,7,
potom kao ¢etvrtu 8 i onda jo§ petu iz skupa kuglica oznacenih sa 9 ili 10. Dakle,
Q)

trazena vjerojatnost je

A

Zadatak 3.11 m muskaraca i n zena se na slucajan nacin rasporeduju na m + n
sjedala slozenih u redu. Kolika je vjerojatnost da sve zene sjede jedna pored druge?

Rjesenje:

) ={sve permutacije od m + n ljudi} = |Q| = (m +n)!

Na m + 1 nac¢in odaberemo jedan od blokova od po n uzastopnih stolaca u redu.
Potom mozemo u tom bloku na n! na¢ina permutirati zene medu sobom. Muskarce

rasporedimo na preostala slobodna sjedala i mozemo ih permutirati medu sobom na

m! nacina. Dakle, trazena vjerojatnost je %

A

Zadatak 3.12 Bacamo n simetri¢nih kocaka. Izracunajte vjerojatnost
(a) da je produkt dobivenih brojeva djeljiv s 5,
(b) da produkt dobivenih brojeva ima zadnju znamenku 5,

(c¢) da produkt dobivenih brojeva ima zadnju znamenku 0.
Rjesenje:
Q={(i1,...,i0n) : d1,...,0, € {1,2,3,4,5,6}} = |Q =6"

(a) A :={produkt je djeljiv s 5}

= A ={produkt nije djeljiv s 5}={nije pala niti jedna petica}

= PA)=1-PA)=1-kg=1-Z—1-(2)"

(b) B :={produkt dobivenih brojeva je djeljiv s 2}

C' :={produkt dobivenih brojeva ima zadnju znamenku 5}= A N B¢
= P(C)=PANB°) =P(B°N(A)) =P(B°\ (A°N B)) =
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C c e\ B¢ AcNB¢ - n n - n n
=P(B) —P(ANB) =I5 - Fgrl =5 -5 =(3)" - (3)"
(¢) D :={produkt dobivenih brojeva ima zadnju znamenku 0}=
={produkt je djeljivisa2isab}=ANB
P(D)=P(ANB)=1-P((ANB)°) =1 - P(A°U B¢) =Sylvesterova form.=

= c c cn B = Al _ |Be| | [AnBe| _ L G
=1-P(A) —P(B)+PANB)=1— 1 — g+ —q = —T_f4

A

Zadatak 3.13 Set za ¢aj sastoji se od 4 Salice i 4 tanjuri¢a, pri ¢emu su po jedna
salica i jedan tanjuri¢ iste boje. Salice su na tanjuric¢e rasporedene na slu¢ajan nacin.
Izracunajte vjerojatnost da niti jedna Salica nije na tanjuri¢u iste boje.

Rjesenje:
Fiksirajmo tanjuri¢e. Tada je 2 ={permutacije skupa{1,2,3,4}}.
A; :={i-ta salica je na tanjuricu iste boje} , i =1,2,3,4.

PANANA) =t =L " PANANANA) = =21

4! 24 4! 24

=

Trazimo

P(ATNASNASNAY) =1—P(A; UAy U A3 U Ay) =Sylvesterova form.=

=1- (Ele P(Ai) = > icicjea PLAINAG) + 30 cicjopea PIAT N A N AR+
+P(A1 N Ag N Ag N A4)) -

=1—(4-P(A1) = (3) -P(AiNA) + (5) - P(A1 N Ay N Ag)—

—P(Al N A2 N Ag N A4)) -

R

colot
|

JAN
Zadatak 3.14 U nekoj skoli ima 400 ucenika. Nogometom se bavi 180, kosarkom
130, rukometom 100, nogometom i kosarkom 40, nogometom i rukometom 30, kosarkom
i rukometom 20 i svim sportovima 10 ucenika. Kolika je vjerojatnost da se slucajno
odabrani ucenik bavi

(a) barem jednim sportom,

(b) samo jednim sportom,
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(¢) s barem dva sporta?
Rjesenje:
A :={slucajno odabrani ucenik bavi se nogometom}

B :={slu¢ajno odabrani ucenik bavi se kosarkom}
C' :={slucajno odabrani ucenik bavi se rukometom}

P(A)_%—402% 7 2<B>:%:% 73(])?(0)3:%:i’ 20 1
P(ANB) = 455 = 55, P(ANC) = 455 = 550 P(BNC) = g5 = o5 »

(a) P(AUBUC) =Sylv.for.=P(A) + P(B) + P(C) —
—P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+P(ANBNC) =32

(b) ANBNC*=A\[(ANB)\(ANBNO)\[(ANC)\(ANBNC)]\(ANBNC)
= P(ANB°NC¢) =P(A)—[P(ANB)—P(ANBNC)] —
—[P(ANC)=P(ANBNC)-PANBNC) =

P(4) —P(ANB)-P(ANC)+P(ANBNC) ==

Analogno

P(A°NBNC° =P(B)-P(ANB
P(A°NB°NC)=P(C)-—PANC

|
=
oy
>
8
_I_
s,
N
>
oy
>
8

|

Trazena vjerojatnost je

P(ANB°NC®) +P(A°NBNC)+P(ANBNC) =28 =1

T 40 T 20

(¢) P(bavi se s bar dva sporta) =
=P(ANB)-P(ANBNC)+P(ANC)-PANBNC)+
+P(BNC)-—PANBNC)+P(ANBNC) =+

A

Zadatak 3.15 U kutiji se nalazi 5 crnih, 6 bijelih i 7 zelenih kuglica. Na slucajan
nac¢in izvucemo 4 kuglice. Izracunajte vijerojatnost da medu izvuc¢enim kuglicama
nisu zastupljene sve tri boje.

Rjesenje:

2 ={svi 4-¢lani podskupovi od 54+6+7=18 kuglica}= |Q] = (28)
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A :={nije zastupljena crna boja}
B :={nije zastupljena bijela boja}
C' :={nije zastupljena zelena boja}

Trazimo
P(AU BUC(C) =Sylv.for.=P(A)+P(B) +P(C) —P(ANB)—P(ANC) —
—P(BNC)+P(ANBNC) = (%).

pa je (x) = £555 = 33,

A

Zadatak 3.16 Jednog radnog tjedna u nekom gradu 10 ljudi je pozvalo elektricara u
svoje kuce radi popravka nekih elektricnih uredaja. Svaki ¢ovjek je slucajno odabrao
neki radni dan u tom tjednu i pozvao elektricara. Izracunajte vjerojatnost dogadaja
A :={elektricar nema posla barem jedan dan}.

Rjesenje:
Q=1{1,2,345}° = |Q=5"
A; :={i-ti radni dan nitko nije zvao elektricara} , ¢ =1,...,5.

P(Ai):g%g>P(AiﬂAj):g%>P(AiﬂAjﬂAk):§%,
P(AANANANA) =, P(AiNA;NA3N AN A5) = 0.

510

A=A1UAUA3U AU Aj pa je trazena vierojatnost

P(A) =Sylv.form.= (?) - P(A;) —
+ () P(ANANnA4;) - () P(
=5.4% _10.3% 41022 5.
_ 5-413?10-31%10-5211%—5 o

- 510 .

)-P(AlﬂAz)—l-
NAsNAsNA) +P(A N AN AN AN As) =

5
2
1

O|,_. :B/—\

51

A

Zadatak 3.17 Neka je X skup, | X| = n. Odredite vjerojatnost da su dva nasumce
izabrana neprazna razlicita podskupa od X disjunktna.
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Rjesenje:
Q={(4,B) : ABCX 6 A#4B, A B#0} = |Q=(2"-1)-(2"-2)
C' :={izabrani podskupovi su disjunktni}={(A, B) : AN B =}

Neka je AC X , A# 0, td. je|Al =k, zal <k <n-—1. Tada B mora biti
neprazan podskup od X \ A pa zbog | X \ A| = n — k, B biramo na 2"~* — 1 nagcin.
Dakle, ako je |[A| = k, takvih ("povoljnih’) parova ima (}) - (2"7% — 1).

= |C1=0 ()@ =) =30, ()27 F =37 (}) = binomni teorem =
=((1+2"=(() -2 —-((Q+1)"= () =3"—2"—2"+1=3"—2""1 4]

. 3n_2n+1 1
= PO =y

A

Zadatak 3.18 U kutiji se nalazi 10 crvenih, 8 bijelih i 5 plavih kuglica. Na sluc¢ajan
nacin izvla¢imo iz kutije 1 kuglicu s vracanjem. Kolika je vjerojatnost da ¢e crvena
kuglica biti izvucena prije bijele?

Rjesenje:
P=plava kuglica, B=bijela k., C=crvena k., ukupno ih je 104845=23 u kutiji

Q0 ={B, C, PB, PC, PPB, PPC, PPPB, PPPC,...}

,:g P(PC) =310 = 5 .10

232 23 23

S ()5 P(PPO) = 200 = (5)° 10

"23 0 233

P(crvena kuglica izvuéena prije bijele) =

=P(C) +P(PC) + P(PPC) + P(PPPC) + ... =

2 2
— B BB =R (15 (E) ) =
_ 10, 1 _5

T2 12 9

A

Zadatak 3.19 Dva igraca naizmjence bacaju novci¢. Pobjeduje onaj kod kojeg se
prvog pojavi grb. Modelirajte odgovarajuéi vjerojatnosni prostor i izracunajte vjero-
jatnost pobjede za svakog igraca. Kolika je vjerojatnost da igra nikada ne stane?
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Rjesenje:
Q ={G, PG, PPG, PPPG, PPPPG, ...} , (2,P(2),P) vjer .pr.

A :={1. igrac je pobijedio}= {G PPG, PPPPG, ...}

= P(A)—__'_Z;_'_ZQ_'_ ;'1_%—3

B :={2. igra¢ je pobijedio}= {PG PPPG PPPPPG ...}
= PB)=g+zt..=i Zr=}

P(igra nikada ne stane) = P((AUB)*) =1—-P(AUB)=1—-P(A) —P(B) =0.
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Zadaci za vjezbu

3.20 Bacamo dvije simetricne kocke. Kolika je vjerojatnost da
(a) dobiveni brojevi nemaju zajednickog djelitelja veéeg od 17
(b) jedan dobiveni broj dijeli drugi?

3.21 Bacamo 6 simetri¢nih kocaka. Izracunajte vjerojatnost da su dobiveni brojevi
medusobno razliciti.

3.22 Na sluc¢ajan nacin biramo broj medu brojevima 10000, ..., 99999.
Izracunajte vjerojatnost

(a) da taj broj ima sve znamenke razlicite,
(b) da je taj broj oblika abcba (npr. 12321, 36663).

3.23 Sto je vjerojatnije: da slucajno odabrana osoba ima rodendan u ponedjeljak
ili da dvije slucajno odabrane osobe imaju rodendan na isti dan u tjednu?

3.24 U ormaru su 4 para cipela. Slucajno odaberemo 5 cipela. Izracunajte vjero-
jatnost da medu izvucenim cipelama

(a) nema ni jednog para,
(b) ima toc¢no 1 par,
(c) ima totno 2 para.

3.25 Na slucajan nacin od 52 karte biramo 13 karata. Izracunajte vjerojatnost da
u dobivenim kartama nece biti zastupljene sve cetiri vrste.

3.26 Na slucajan nacin od 52 karte biramo 7 karata. Izracunajte vjerojatnost
(a) da u dobivenim kartama imamo to¢no 5 karata iste vrste,
(b) da u dobivenim kartama imamo barem 5 karata iste vrste.

3.27 Bacamo 3 simetricne kocke. Izracunajte vjerojatnost da je najvec¢i dobiveni
broj najmanje dvostruko veéi od najmanjeg dobivenog broja.

3.28 Na peronu je vlak koji ima 15 vagona. Ako od 7 putnika svaki nasumce bira
vagon, izracunajte vjerojatnost

(a) da je u svakom vagonu najvise jedan putnik,
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(b) da je u zadnjem vagonu tocno jedan putnik.

3.29 Na peronu je vlak koji ima n vagona. Ako od m, (m > n) putnika svaki
nasumce bira vagon, izracunajte vjerojatnost da je u svakom vagonu barem jedan
putnik.

3.30 Iz skupa {1,2,...,20} nasumce biramo 5 brojeva, jedan po jedan. Kolika je
vjerojatnost da izaberemo

(a) 5 uzastopnih brojeva,

(b) 5 uzasopnih brojeva u rastuéem poretku.

3.31 Bacamo n simetri¢nih kocaka. Izracunajte vjerojatnost da je pao barem jedan
paran i barem jedan neparan broj.

3.32 Koliko puta treba baciti simetricnu kocku da bi se s vjerojatnos¢u 0.99 barem
jednom pojavila jedinica?

3.33 Luster ima 5 grla za zarulje, od kojih su 2 ispravna i 3 neispravna. U grla
nasumce stavimo 5 zarulja medu kojima su 2 ispravne i 3 neispravne. Kolika je
vjerojatnost da ¢emo ukljucivanjem lustera u struju dobiti svjetlo?

3.34 Kuglice oznacene brojevima 1, ..., n su promijesane i poredane u niz (ay, . . . , a,).
Izracunajte vjerojatnost da ¢e se barem jedan broj s kuglice podudarati s mjestom

na kojem se kuglica nalazi.

3.35 Neka je Q = {1,2,...,120}. Izracunajte vjerojatnost da je nasumce odabrani
broj iz {2

(a) djeljivs3id,
(b) djeljiv s 3 ili 4, ali ne s oba.

3.36 Na slucajan nacin bacamo 6 simetri¢nih kocaka. Kolika je vjerojatnost da ce
pasti 3 para istih brojeva?

3.37 Sto je vjerojatnije: da se u 4 bacanja jedne kocke barem jednom pojavi Sestica
ili da se u 24 bacanja dviju kocaka barem jednom pojave dvije Sestice?

3.38 Prodavacica u robnoj kuéi je nasumce zahvatila 8 ¢arapa iz hrpe od 14 pari
carapa. Kolika je vjerojatnost da se medu odabranim carapama nalazi barem jedan
isovrsni par ¢arapa?
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3.39 Cetiri igraca igraju s 52 karte, pri éemu se svakom igracu podijeli 13 karata.
Kolika je vjerojatnost da svaki igra¢ ima jednog asa?

3.40 Dvaigraca, A i B, igraju niz igara. U svakoj pojedinoj igri bez obzira na ishode
prethodnih igara svaki igra¢ pobjeduje s vjerojatnoséu % Pobjednik igre dobiva 1
bod, a porazeni 0 bodova. Dogovor je da igra traje dok A ne skupi 2 boda ili dok B
ne skupi 3 boda. Prije pocetka igre A ulaze a kuna, a B b kuna, gdje je a +b = 6
kuna. Ukupni pobjednik dobiva sav novac. Koliko mora svaki od njih uplatiti kako

bi igra bila fair?

3.41 U nekom kraljevstvu se organizira viteski turnir. Dan prije na turnir je doslo
n vitezova. Netko je preko noci na slu¢ajan nacin vitezovima izmijesao koplja.

(a) Kolika je vjerojatnost da je barem jedan vitez na turniru nastupio sa svojim
kopljem?
(b) Oznac¢imo vjerojatnost iz (a) s p,. Odredite liIP Dn.-

3.42 Na peronu je vlak koji se sastoji od n vagona. Ako m putnika (m < n) nasumce
bira vagon, izracunajte vjerojatnost

(a) da je u svakom vagonu najvise jedan putnik,
(b) da je u zadnjem vagonu to¢no jedan putnik.

3.43 Dr. Elmex ima 10 ”¢udnih” pacijenata koji zbog straha od karijesa dolaze na
pregled jednom tjedno. Svatko od njih na sluc¢ajan naé¢in i nezavisno od ostalih bira
jedan od pet radnih dana u tjednu za posjet zubaru. Izracunajte vjerojatnost da dr.
Elmexa barem jedan dan nece posjetiti ni jedan ”c¢udni” pacijent.

3.44 Bacamo dvije simetri¢ne kocke i dobivene ishode ozna¢imo s A i B. Kolika je
vjerojatnost da jednadzba
>+ Az +B=0

ima realna rjesenja?

3.45 10 kuglica je oznaceno brojevima 1,2,...,10. Na slu¢ajan nacin poredamo
kuglice u red. Izracunajte vjerojatnost da se mjesto barem jedne kuglice oznacene
parnim brojem podudara s brojem na njoj.

3.46 Neko¢ su Ana, Anja i Anita bile najbolje prijateljice. Prije dosta vremena
sve tri su se medusobno posvadale i ne pricaju jedna s drugom. Jedne veceri su
sve tri bile pozvane na svecanu veceru i, da bude jo$ zanimljivije, sve tri su bile
rasporedene za istim okruglim stolom. Za stolom je ukupno sjedilo n (n > 6) osoba.
Ako je razmjestaj osoba za stolom bio slucajan, izracunajte vjerojatnost da nikoje
dvije posvadane prijateljice nisu sjedile jedna do druge.
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3.47 Na automobilskoj utrci se natjecalo prvih n > 1 vozaca svijeta. Vecer prije
su se izvlacili startni brojevi. Izracunajte vjerojatnost da ni jedan vozac nije imao
startni broj koji se podudarao s njegovim mjestom na rang-listi.

Rjesenja: 20 (a) 0.638889 (b) 0.611111 2Nl 5. EZA (a) 0.3024 (b) 0.01 BEZZF isto je BZA (a) 0 (b) 0.57429(c) 0.857144F 2R}
66

TRlo (—0F () =™

0.051 (a) 0.0285 (b) 0.0306 0.75 (a) 0.1898 (b) 0.30848 = — EX0 (a) 0.00103 (b)

0.00000859 BT 1 — 2 " B2~ > 25 B3 0.7E3A Sp_, (-DF L B33 (a) 0.08333 (b) 0.41667 BEE 0.039 EXIA prvi izbor

je vierojatniji EEZA 0.753 B3 0.105 BT a=44 kn, b=20 kn BT (a) TP, (-D* 1L (b) 1 -7t (a) W (b)

_q1ym—1 _ _ _ 1k
o AR 0.47745 EZA 0.527778 EE 0.401819 EAR L—pr-d mgamy ., S
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4

Uvjetna vjerojatnost i nezavisnost

Primjer 4.1 U pokeru se svakom igracu dijeli pet karata. Ako se karte dobro pro-
mijeSaju i podijele, onda je vjerojatnost dogadaja

R={ royal flush, tj. desetka, decko, dama, kralj i as u istoj boji }

jednaka

P(R) = o ~ 0.000154.

4
52
(5)
Pretpostavimo da smo pri dijeljenju slucajno vidjeli da je zadnja karta koju smo
dobili bila A4. Sto sada mozemo re¢i o vjerojatnosti dogadaja R?
e Dobili smo veé¢ asa pa se vjerojatnost mozda povecala.

e Moramo odobiti royal flush u # pa se vjerojatnost mozda smanjila.

Oznazimo trazenu vjerojatnost sa P(R|Aa). Ako znamo da je posljednja karta Ag,
onda royal flush mozemo dobiti samo u é# pa je

1
(2)
Sada je
4 4_
P(RlAs) _ 9 _ Z(D _ 13
P(R) . L 5’

tj. vjerojatnost se vise nego udvostrucila.
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Primjer 4.2 Baca se simetri¢na kocka. Ako znate da je pao paran broj, kolika je
vjerojatnost da je pao broj 27

Znamo da je prostor elementarnih dogadaja Q2 = {1,2,3,4,5,6}. Definiramo A = {
pao je broj 2 } = {2}, B = { pao je paran broj } = {2,4,6}. Ozna¢imo trazenu
vjerojatnost s P(A|B). Ako znamo da je pao paran broj, onda mogu pasti samo
brojevi 2,4 ili 6 pa je P(A|B) = 3. Primijetimo da je AN B = {2} pa je

P(AN B)
P(B)

- % — P(A|B).

olw|o =

A

Definicija. = Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F, gdje je
P(B) > 0. Uvjetna vjerojatnost dogadaja A uz uvjet B se definira sa
P(AN B)

P(AIB) = =5

Napomena. Ako je B € F takav da je P(B) = 0, onda gornja definicija nema
smisla. Medutim, ako gornji izraz zapisemo kao

P(AN B) = P(A|B)P(B),

onda ova jednakost vrijedi i za B € F, P(B) =0, jer je 0 < P(ANB) <P(B)=0.
U Primjeru Bl imamo

pinag - P04 T

Moze se dogoditi da su vjerojatnosti P(A|B) i P(A) jednake, odakle zaklju¢ujemo
da vjerojatnost pojavljivanja dogadaja A ne ovisi o dogadaju B. Tada je

P(AN B)

P(4) = P(AIB) = —5 7

pa je
P(ANB) =P(A)P(B).

Definicija. = Dogadaji A, B € F su nezavisni ako je

P(AN B) = P(A)P(B).
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Familija dogadaja {A;: ¢ € I}, gdje je I neki indeksni skup, je nezavisna ako je
P (ﬂ AZ) =[P«
i€F i€F

za svaki konacni podskup F C I.
Familija dogadaja {A;: i € I} je u parovima nezavisna ako je

Napomena.
(a) U parovima nezavisni dogadaji ne moraju biti nezavisni.

(b) 0 i € su nezavisni sa svim dogadajima:

o P(AND) =P(0) =0=0-P(A) = P(O)P(A),
e P(ANQ) =P(A) = P(A) -1 = P(4) - P(Q).

Zadatak 4.3 Nekasu A, B,C € F nezavisni dogadaji. Pokazite da su tada nezavisni
i dogadaji:

(a) Ai B¢,
(b) A°i B,
(c) AiBUC,
(d) A\BiC.
Rjesenje:

(a) P(ANB°) = P(A\ (AN B)) = P(4A) —P(ANB) & P(A) — P(A)P(B) =
P(A)(1 —P(B)) = P(A)P(B°),

(b) P(A°N B°)
= -(P(4) +
P(A4)) — (1 -

() P(AN(BUC)) =P(ANB)U(ANC)) =

SV

P(AUB))=1-P(AUB) =
P(B ) P(ANB))'="1-P(A) - P(B) + P(A)P(B) = (1 -
P(A))P(B) = (1 - P(A))(1 - P(B)) = P(A°)P(B°),

P(A)(P(B) + P(C) — P(B)P(C)) " P(A)(P(B) + P(C) — P(B N C)) *2°
P(A)P(BUC),

P(ANB)+P(ANC)—-P(ANBN C) "Z P(A)P(B)+P(A)P(C)+P(A)P(B)P(C)
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(d) P(A\B)NC) = PANBNC) = P(ANC)\ (ANBNC)) = P(AN
C) =P(ANBNC) = P(AP(C) = P(A)P(B)P(C) = P(A)P(C)(1 - P(B)) =
P(A)P(B°)P(C) 2 P(AN BY)P(C) = P(A\ B)P(C).

A

Zadatak 4.4 Nekadasnje skolske kolegice Ana i Eva sretnu se u gradu. Ana kroz
razgovor sazna da Eva ima dvoje djece i da je jedno od njih sin. Kolika je (po Ani)
vjerojatnost da je drugo Evino dijete kéi ako

(a) nista drugo ne zna,
(b) ona jos zna da je gore spomenuti sin starije Evino dijete?

Rjesenje:

Ozna¢imo K=kéi i S=sin. Tada je Q = {(S,9), (5, K), (K,S5),(S,S5)}, gdje npr.
(S, K) znadi na je starije dijete sin, a mlade kéi. Mozemo pretpostaviti da je P({(x,y)}) =
1, za sve (z,y) € (.

(a) Stavimo A := { jedno Evino dijete je kéi } = {(K, K), (K, S), (S,K)}i By =1
jedno Evino dijete je sin } = {(5,.9), (S, K), (K, S)}. Tada je trazena vjerojat-
nost

_ P(AﬁBl> . P({(Sv )7(K S>} _
PAIBY) = =5Ey = B({(5,9),(K,5), 5. K)))

N[N

(b) Oznac¢imo B, := { Evino starije dijete je sin } = {(S,5), (S, K)}. Tada trazimo

P(ANB,)  PH(S K)})

— ( -
PAIB) = =5y = P59, G K1)

ENINIENES
\G]

A

Zadatak 4.5 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je {A,: n € N} niz
dogadaja takav da je

P(A,) = Jlr ,neN.

Izracunajte



4. UVJETNA VJEROJATNOST | NEZAVISNOST 45

Rjesenje: Definirajmo rastuéi niz dogadaja B, = U A, n € N. Rac¢unamo:
k=1

k=1 k=1 k=1
n n k
=1- 1—-P(AL)) =1— —
[10 - Pea) =1~ T
k=1 k=1
123 o . 1
2 3 4 n+1 n+1

Nadalje, vrijedi U A, = U B, pa je
n=1

n=1

nepr. vjer. na rastuéc}

o o nizove dogadaja 1
P(|J4.) =P Bn){ S lim P(B,) = lim(1 - ——) =1
n=1 n=1

n

Zadatak 4.6 U ruci imate n kljuéeva od kolih samo jedan otvara vrata. Odredite
vjerojatnost da u k-tom pokusaju otkljucate vrata ako je k € {1,2,... n}.

Rjesenje: Definiramo dogadaje

By, := { ui-tom pokusaju nismo otkljucali vrata }, i€ {1,2,...,n}.

Neka je
A := { vrata su otlju¢ana u k-tom pokusaju }.

Tada je A= BN Bx_1N...N By paje

P(A) =P(BSN By_1N...NBy) = P(B|By_1N...NB)P(Be_1N...N By)

—P(BE|By1...0 B)P(Byi1|BrsN...0NBi) - ... - P(Bs|B)P(B)) =
B 1 n—k+1 n—2n—-1 1
n—k+1ln—-k+2 7 n—1 n n
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Zadatak 4.7 Informacijski kanal se sastoji od elemenata koji se kvare nezavisno
jedan od drugoga i postavljeni su kao na slici:

o -‘_"\-.\ \\.‘ —_— e
4 SDASTLRAL m E
-

A 2 II 2 ' FEIERNIE :‘-
= - . /\
™~ ca

Vjerojatnost da se pokvare dijelovi A1 i A2 je pa, Bl i B2 je pg, C1, C2 1 C3 je
pco. Kanal je prekinut ako nema veze izmedu odssiljaca i prijemnika. Izracunajte
vjerojatnost da kanal bude prekinut.

|
|

Rjesenje: Definiramo sljedec¢e dogadaje:
A; := { element Ai nije ispravan }, i = 1,2
B, := { element Bi nije ispravan }, i = 1,2
C; := { element Ci nije ispravan },i=1,2,3
Tada je

P({kanal je prekinut}) = 1 — P({kanal nije prekinut}) =

— 1 P((ASUAS) N BEN BN (CSUCSUCE)) =

21— P(AS U ASP(BS N BS)P(CCUCSUCE) =
=1—=(1=P(A1NA))(1 = P(B1))(1 - P(B))(1 - P(C1 N 2N Cs)) =
= 1= (1-p)A—ps)*(1-pe).

A

Zadatak 4.8 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su Ay,..., A, € F ne-
zavisni dogadaji. Pokazite da je

1 — e PADFAPUA) < P(A U...UA,) <P(4)+...+P(A,).
Rjesenje: Zbog konacne aditivnosti slijedi:

P(A U...UA,) <P(4)+...+P(4,).
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xT

S druge strane, koriste¢i nejednakost 1 — x < e™*, za x > 0, zaklju¢ujemo

P(AjU...UA,) =1—-P(ATN...NAY) =
1 —P(AS) ... P(AS) =
=1—-(1-P(A))-...-(1=P(A,)) >
zl—e_P(Al)-...-e_P(A”):

— 1 — o~ (PAD+.+P(An)

A

Zadatak 4.9 n strijelaca nezavisno jedan od drugoga gadaju istu metu jednom, pri
¢emu je vjerojatnost pogotka za svakog strijelca jednaka p € (0,1). Za q € (0,1)
odredite n takav da je vjerojatnost da meta bude barem jednom pogodena bude

barem gq.

Rjesenje: Definirajmo dogadaje
Ay, := {k-ti strijelac je pogodio metu }, k=1,... n.
Tada je P(Ax) =p, k=1,...,n. Trazeni dogadaj je

A = { meta je pogodena (barem jednom) } = U Ay pa je

P(A)=1-P(A°)=1-P ﬁ ﬁP( )
~JJa-PA))=1-JJa-p)=1-(1-p)"

Trazimo n € N takav da je
PA)z2qg = 1-(1-p"zq= (1-p"<l-q =

— nln(l—p)<ln(l—q) = n> =%
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Definicija. = Niz dogadaja {H;: i € I}, gdje je I C N, zovemo potpun sistem
dogadaja ako je

UHZ.:Q i HiNH;=0, zasvei,j,€ N, 1 # j.

iel
Napomena. Za A€ F je
P(A) =P(ANQ) =P(AN (| JH)) =

=P J(AnH)) BN S PAnH,) = P(A|H,)P(H,).

Tada formulu
P(A) = ZP(A|Hi)P(Hz’)
iel
zovemo formula potpune vjerojatnosti.
Zadatak 4.10 U nekoj trgovini se prodaju 3 vrste zarulja: 71, 7o, Z3. Vierojatnosti
da se slucajno odaberu zarulje Z;, Zo, Z3 su 0.25, 0.5, 0.25, dok su vjerojatnosti da

¢e one dozivjeti 1 200 h redom jednake 0.1, 0.2, 0.4. Izracunajte vjerojatnost da
slucajno odarana zarulja u trgovini dozivi 1 200 h?

Rjesenje: Definirajmo potpun sistem dogadaja
H; := { odabrana je zarulja 7, }, i = 1,2, 3.

Tada je

Ako stavimo

A := { slucajno odabrana zarulja je dozivjela 1 200 h },

onda je
P(A|H,) = 0.1, P(A|Hy) = 0.2, P(A|H3) = 0.4.

Koristec¢i formulu potpune vjerojatnosti dobijemo

P(A) =P(A|H1)P(H1) + P(A[Hy)P(Hy) + P(A|H3)P(Hs)
=0.1-0.25+ 0.2+ 0.5+ 0.4 - 0.25 = 0.225.

A

Zadatak 4.11 U kutiji se nalazi n kuglica od kojih je m bijelih (m < n). Izicemo
prvo jednu kuglicu bez vracanja, a zatim drugu. Izracunajte vjerojatnost da je druga
izvucena kuglica bijela.
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Rjesenje: Definirajmo potpun sistem dogadaja:

H, :={ prva izvucena kuglica je bijela },

Hj :={ prva izvucena kuglica nije bijela }.

Tada je
m n—m
P(H;) = e P(H,) =

n
Trazeni dogadaj je

A :={ druga izvucena kuglica je bijela }

i tada je
m— 1 m
P(A|H)) = ——, P(A|Hy) = ——.
(Al) = 2=, P(AlH;) =

Iz formule potpune vjerojatnosti je

P(A) = P(A[H,)P(H,) + P(A|H>)P(H,

m—1 m m n—m m

n—1 n n—1 n n

A

Zadatak 4.12 Lutrija je izdala n srecki, od kojih je m dobitnih (m < n). Ovisi
li vjerojatnost dobitka za pojedinog igraca o broju preostalih srecki, tj. je li bitan
redoslijed izvlacenja?

RjeSenje: Ako igrac izvlaci prvi, onda je vjerojatnost dobitka 7. Promotrimo §to
se dogada kada igra¢ ne izvlaci prvi. Za k € {1,...,n — 1} definiramo dogadaje

Ay, := { izvukli smo dobitnu sre¢ku nakon k prodanih srecki }
i pripadne potpune sisteme dogadaja
Hy, ; :={ od prvih k prodanih srecki, j je bilo dobitnih }, j € {0,...,k}.
Tada je
(DG m—j

P(Hk,j) = T 1 P(Ak\Hk,j) = P

Koristeci formulu potpune vjerojatnosti vidimo da je
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P(A—Hy )P(Hyj) = S5 mep - 2ok
Zk . (mmfj)(?v:zl) — Zk —J . mwij (’NZZIiJ) (7;;7)

7=0n (sz> n—k\n—1—k
— % . (n 1) me{ m} (mj—l) (72;_7;1) — {Var]iilelx;r:lirg{j:ova} —
((m 1)+(7L m)) m

EEGU

313

Dakle, vjerojatnost je ista za sve igrace.

A

Zadatak 4.13 Kutija sadrzi n kuglica od kojih su neke bijele boje. Sve pretpostavke
o broju bijelih kuglica su jednako vjerojatne. U kutiju ubacimo bijelu kuglicu. Kolika
je vjerojatnost da nakon toga izvucemo bijelu kuglicu?

Rjesenje: Definiramo potpun sistem dogadaja
H; := { u kutiji je i bijelih kuglica }, i € {0,1,...,n}.
Sva pretpostavke o broju bijelih kuglica su jednake pa je
1
P(H;))=——, i€{0,1,...,n}.
()= ——. i€ {0.1,....n}
Trazimo vjerojatnost dogadaja

A := { nakon ubacene bijele kuglice, izvucena je bijela kuglica }

1+ 1
n+1

P(A|H,) =

Iz formule potpune vjerojatnosti dobijemo

- i+ 1
:ZP(A‘Hi)P(HZ‘):anLl.n—I—l -

1 1 (n+1)@2+2) n+2
)22_(n+1)2 2 S 2(n+1)
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A

Zadatak 4.14 Bacamo 5 simetri¢nih noc¢i¢a. Nakon prvog bacanja bacamo ponovo
one novcice koji pokazuju glavu. Kolika je vjerojatnost da ¢emo nakon drugog bacanja
pasti ukupno barem 3 pisma?

Rjesenje: Definiramo potput sistem dogadaja
H; := { u prvom bacanju je palo i pisama }, i € {0,...,5}.
Tada je

()

P(H,) = ?9

i€{0,...,5}.
Trazeni dogadaj je

A :={ palo je ukupno barem 3 pisma }

A¢ :={ palo je ukupno 0, 1 ili 2 pisma }.

Racunamo
@+ +E) 161 B ) R 6
Py = WG 01 py,) WL 2
3
P(A| Hy) — % _ % P(AH,) = 0, i € {3,4,5}.

Tada nam formula potpune vjerojatnosti daje

5 5 5 5
1 D 1 53
Pt = Y PTIRUE) = W e @ = 2
=0
: 459

A

Zadatak 4.15 U svakoj od n kutija se nalazi a bijelih i b crnih kuglica. Iz prve
kutije nasumce izvuéemo jednu kuglicu i prebacimo je u drugu kutiju (bez gledanja
kuglice) pa onda iz druge kutije nasumce izvucemo jednu kuglicu i prebacimo je u
trecu kutiju i tako dalje. Izracunajte vjerojatnost da iz n-te kutije izvucemo bijelu
kuglicu?
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Rjesenje: Definiramo dogadaj

A,, = { iz n-te kutije je izvucena bijela kuglica }.

en=1
a
P(A;) =
(A1) a+b
oen=2
H, :={ prebacili smo bijelu kuglicu } P(H;) = a j_ b
b
H, :={ prebacili smo crnu kuglicu } P(H,) = atb
a+1 a
P(As|H|) = ——— P(Ay)|H) = ——
( 2| 1) a+b+1 (2| 1) a+b+1
Tada je

_a+ 1 a n a b o a
“a+b+1 a+b a+b+1 a+b  a+b

e Pokazimo da je trazena vjerojatnost %7 za svaki n € N matematickom induk-
cijom:
Baza je provjerena na pocetku.
Pretpostavimo da nakon prebacivanja sve do n-te kutije iz n-te kutije izvuc¢emo
bijelu kuglicu jednaka _%. Tada je vjerojatnost da izvucemo crnu kuglicu jed-

a __ b - .
naka 1 s = a1t Racunamo:

H; :={ iz n-te kutije smo prebacili bijelu kuglicu u (n + 1)-vu kutiju }

H, :={ iz n-te kutije smo prebacili crnu kuglicu u (n + 1)-vu kutiju }.

Tada je
a b
HHQ_a+b P(H2)_a+b
a+1 a
P(An+1|H1) = at+b+1 P(An+1‘H1) = at+b+1
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Tada je

P(Any1) =P(Any1|H1)P(Hy) + P(A,1|Ha)P(Hy)
a+1 a a b a

_a—l—b—l—l'a+b+a+b+1'a+b:_a+b'

A

Zadatak 4.16 Ljut na dvorskog matematicara, car naredi da se donese n urni, n
crnih i n bijelih kuglica. Matemati¢ar mora rasporediti kuglice u urne tako da u svakoj
urni bude barem jedna kuglica . Dvorski krvnik na slu¢ajan nacin odabire urnu i iz
nje izvlac¢i kuglicu. Ako izvuce bijelu kuglicu, matematicaru ¢ée zivot biti posteden, a
ako izvuce crnu kuglicu, nec¢e. Pomozite nesretnom matematicaru rasporediti kuglice
tako da s najve¢om vjerojatnoséu ostane ziv.

Rjesenje: Definirajmo potpun sustem dogadaja:
1
H; := { odabrana je i-ta urna }, P(H;)=—, i€ {l,...,n}.
n
Neka je A := { izvucena je bijela kuglica }. Promotrimo sljedeéi raspored:
e u svaku urnu stavimo po jednu kuglicu,

e u n-tu urnu stavimo jos n crnih kuglica.

Tada je za ovaj raspored vjerojatnost jednaka:

n n—1

1 1 1

()= L PP =31 e
n—1 1 n

+ .
n nn+1) n+1

Tvrdimo da se radi o optimalnom rasporedu:

e ako bi postojala urna koja ne sadrzi bijelu kuglicu, onda je

P(A) = 1 Z P(A|H,) < { ako j-ta urna ne sadrzi bijelu kuglicu, } <
n
i=1

onda je P(A|H;) =0

n—1:1_1<1_ 1 n

<0< _ .
- T n n n+1 n+1

Dakle, u svakoj urni mora biti pa jedna bijela kuglica.
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e ako bi postojale barem 2 urne s crnim kuglicama, onda je

P(A) = %iP(mHi) <

< ako j-ta i k-ta urna sadrze barem jednu crnu kuglicu, <
- onda jeP(A|H;) < i, P(A|Hy) < 3 =
1,1
1,1 —9 _
S24—2+(n ):n 1:1_l<1_ 1 _ n
n n n n+1l n+1

Dakle, sve crne kuglice moraju biti u jednoj urni.

Neka je {H;: i € I} potpun sistem dogadaja i neka je A € F dogadaj. Tada je

P(A[H)P(H:)  P(A[H:)P(H,)
P(A)  Xe PAIH;)P(H;)

P(Hi‘A) =

Pokazali smo Bayesovu formulu:

P(A|H,)P(H,)
P(H;|A) = > ier P(A|H;)P(H;)

Primjer 4.17 Krv se testira na neku rijetku bolest, koja se u prosjeku pojavljuje
jednom na 100 000 ljudi. Ako netko stvarno ima tu bolest, test ¢e to pokazati s
vjerojatnoscéu 0.95, a ako netko nema tu bolest, test to nece pokazati s vjerojatnoséu
0.005. Pretpostavimo da smo testirali neku osobu i da je test je pokazao da ona ima
tu bolest. Pokusajmo odrediti vjerojatnost da je dijagnoza tocna.

Definiramo potpun sistem dogadaja:

Hy := { osoba ima bolest }, H; := { osoba nema bolest }.

Tada je
1 99999
(Ho) = 1500000 P = To0000
Definirajmo
T := { test pokazuje da osoba ima bolest }
pa je

P(T|H,) = 0.95, P(T|H;) = 0.005.
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Vjerojatnost da je dijagnoza toc¢na je

B B P(T'|H,)P(H,) _
P(Hy|T) = Bayesova formula = BT Ha P (Hy) + P(TH,P(IL) —

0.95 - L _
= 055 1+ 0.005. 2 ~ 0002
99" 150000 1 U- " 100000

Dakle, ako je test pokazao da osoba ima bolest, onda je vjerojatnost da osoba zaista
ima tu bolest jako mala. Drugim rije¢ima, ovaj test je beskoristan za rijetke bolesi.

A

Zadatak 4.18 U nekom gradu na aeordrom vozi 30 % taksija plave boje, 20 % taksija
zelene boje 1 50 % taksija zute boje. Oni putnike na aerodrom dovedu prekasno na
let s vjerojatnostima 0.1, 0.2, 0.3. Jednog dana, zZure¢i na aerodrom, neki putnik je
zaustavio taksi na ulici i rekao vozacu da vozi na aerodrom. Na kraju putnik nije
zakasnio na avion. Izra¢unajte vjerojatnost da se putnik vozio u zutom taksiju.

Rjesenje: Definiramo potpun sistem dogadaja:
H, = { putnik je zaustavio plavi taksi },

Hy = { putnik je zaustavio zeleni taksi },

H, = { putnik je zaustavio zuti taksi }.

P(H,) =0.1, P(Hy) =02, P(H3) =05

Neka je

A = { putnik nije zakasnio na avion }
pa je

P(A|H,) =0.9, P(A|H,) =0.8, P(A|H3)=0.7.
Trazena vjerojatnost je
P(A|H3)P(H3)

i1 P(A[H;)P(H;)
B 0.7-0.5 _ 35
©09:03+0.8:0240.7-05 73

P(H;3|A) = Bayes =
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Zadatak 4.19 Nekim kanalom se prenose podaci zapisani pomoc¢u 0 i 1. Vjerojat-
nost da se posalje 1 je 0.6, a vjerojatnost da se posalje 0 je 0.4. Na izlazu se 10 %
znakova pogresno interpretira. Ako je primljen znak 1, izratiinajte vjerojatnost da je
on i poslan.

RjeSenje: Potpun sistem dogadaja je

Hy :={ poslan je znak 0 } P(Hy) =04,
H, :={ poslan je znak 1 } P(H,) = 0.6.
Ako je
A := { primljen je znak 1},
onda je

P(A|Hy) = 0.1, P(A|H;)=0.9
pa trazenu vjerojatnost izracunamo koriste¢i Bayesovu formulu:

B P(A|H))P(H)) )
PULIA) = 5 AT )P(Ho) + P(AIH)P(H)
0.9-0.6

T 01-044+09-06

= 0.931.

A

Zadatak 4.20 U kosari je 10 banana, medu kojima je 7 zrelih. Pohlepni majmun
je iz kosare zgrabio 3 banane i pojeo ih. Vlasnik majmuna je nakon toga iz koSare
nasumce uzeo jos jednu bananu i vidio je da je ona zrela. Kolika je vjerojatnost da
je majmun pojeo barem jednu zrelu bananu?

RjeSenje: Potpun sistem dogadaja je

H; := { majmun je pojeo i zrelih banana }, ¢ € {0,1,2,3}
()
3\ (10Y
(52 (5)

P(H;) =

Neka je
A := { vlasnik je izvukao zrelu bananu }.

Tada je
7T—1

7

P(A|H;) = , ie€{0,1,2,3}.



4. UVJETNA VJEROJATNOST | NEZAVISNOST o7

Trazimo vjerojatnost

P({ majmun pojeo barem jednu zrelu bananu }|A) = P(H; U Hy U H3|A) =
P(A|Ho)P(Hy) 83

=P(H|A)=1—P(Hy|A) = B =1- Y
(Hg|A) (HolA) = Bayes S0 P(A[H,)P(H;) 84

A

Zadatak 4.21 Simetricna kocka A ima 2 zelene i 4 bijele strane, a simetri¢na kocka
B 4 zelene i 2 bijele strane. Bacamo simetri¢ni novcié. Ako padne pismo, bacamo
kocku A, a inace bacamo kocku B. Izracunajte da smo bacali kocku A, ako znamo da
je kocka pala na zeleno.

Rjesenje: Potpun sistem dogadaja je i

H, :={ palo je pismo }, Hs:={ pala je glava }

P(Hy) = 5 = P(F).

Neka je
Z = { kocka je pala na zeleno }.

Tada je

2 1 4 2
P(Z|H,) = 6= 3 P(Z|H,) = 5= 3

pa iz Bayesove formule slijedi
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P(HI‘Z) = P

P(Z|H,)P(H,)
(Z|H1)P(H1) + P(Z‘Hz)P(Hz)

1
1 3

"2

l\DI»—Ale
wlwl\)h—‘

1
32T

A

Zadatak 4.22 U kutiji se nalazi 91 bijelih i crnih kuglica. Iz kutije je izvuceno 19
kuglica: 7 bijelih i 12 crnih. Nadite najvjerojatniji sastav kutije.

Rjesenje: Pretpostavimo da su svi sastavi kutije jednako vjerojatni. Definiramo
potpun sistem dogadaja:

Hy, :={ u kutiji je k bijelih kuglica }, £ € {0,1,...,91}.
Tada je P(Hy) = 55 za sve k. Za
A := { izvuceno je 7 bijelih i 12 crnih kuglica }
je
() (")
P(A|Hy) = 7(97132, za k € {7,8,...,78,79},
19
P(A|Hy) =0, za k€ {0,1,2,...,6} U{80,81,...,91}.
Najvjerojatniji sastav kutije ¢emo odrediti maksimiziranjem funkcije
k— P(Hg|A), ke{0,1,...,91}.

Iz Bayesove formule slijedi

_ P(A|Hy)P(Hy) 1 k\ (91 — k
P(Hil4) = P(A) —92(M)P(A) (7)( 12 )

odakle vidimo da trebamo naé¢ni najveéi clan niza (ag)7<p<79, gdje je
N AVAI
=7\ 12 )
Za k € {7,8,...,78} racunamo

o _ ()BT _ (k+1)(79 - k)
a (L) k-60O1-k)
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pa je

a1, (kDO k)

< 19k > 625 <= k > 32.89.
a = (k—6)(91 — k) = =

a1 < ap <

Dakle,
a7 <ag < ag < ... < A33 > 034 = ... = Arg

pa je asz najveéi clan, odakle zaklju¢ujemo da su u kutiji najvjerojatnije 33 bijele
kuglice.

A

Zadatak 4.23 U kutiji je 5 kuglica(razlicitih!) od kojih svaka moze biti bijela ili
crna s jednakom vjerojatnoséu. Ako smo izvukli bijelu kuglicu, koji je najvjerojatniji
broj crnih kuglica u kutiji?

RjesSenje: Potpun sistem dogadaja:

H; := { u kutiji je ¢ crnih kuglica }, 7€ {0,1,2,3,4,5}

P(H;) = (2—)

Za
A :={ izvucena je bijela kuglica }

je .
P(AlH) = =

Ideja je maksimizirati funkciju

i P(H;|A), i€{0,1,2,3,4,5},

P(Hi|A) — Bayes — ﬁ@ ). (5)

D
vidimo da treba promatrati samo izraz oblika (5 — ) - ()

l Oy 1 2|3 1|4]|5

5
(5—@)-(Z,> 5[020(30]20 |50

Dakle, u kutiji su najvjerojatnije 2 crne kuglice.
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Formulu potpune vjerojantosti mozemo malo i poop¢iti.
Neka je {H;: i € I} potpun sistem dogadaja i A, B € F, takvi da je P(B) > 0.

Primjenimo li formulu potpune vjerojatnosti na vjerojatnosnu mjeru definiranu sa
Pp(-) = P(:|B) (vidite Zadatak E28), onda vidimo da vrijedi

Pp(A) =Y P(AH)Pp(H,) = (¥)

iel
P(ANH,;NB)
Pp(ANH;) v
Pp(AlH;) = Py (H,) = TPBnH) P(A[B N H;)
¢ P(B)

= (x) = Y P(A|BNH;P(H|B).
iel
Dakle, vrijedi prosirena formula potpune vjerojantosti:

P(A|B) = P(A|B N H,)P(H,|B).

iel

Zadatak 4.24 Kutija sadrzi n kuglica. Sve pretpostavke o broju bijelih kuglica u
kutiji su jednako vjerojatne. Ako je bez vrac¢anja izvucena kuglica bijele boje, kolika
je vjerojatnost da ¢e i sljedec¢a izvucena kuglica biti bijele boje?

RjeSenje: Potpun sistem dogadaja je

H; := { u kutiji je i bijelih kuglica }, i€ {0,1,...,n}

Neka su

A :={ prvi put je izvucena bijela kuglica },
B :={ drugi put je izvucena bijela kuglica }.

Trazena vjerojatnost je

P(A|B) = P(A|B N H,)P(H;|B) = (x)

1=0
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Rac¢unamo

P(A|B N Hy) =0

P(A|BNH;) = Z__l,

, 1€40,1,...,n}

ie{l,2,...,n},

S =3

P(B|Hi) =

i iz Bayesove formule dobijemo

P(BIH)P(H) 43
Yo P(BIH;)P(H;) S0 (i1 n(nt1)

P(H;|B) =

Dakle,

i—1 2i ~ 5 N
:>(*>:;n—1'n(n+1) (n—1)n n+1)<2 ‘ Z):

=1 1=

1
_ 2 (n(n+1)(2n+1 n(n —I—l 2
g — g.

\)

(n—1)n(n+1) 6

Zadatak 4.25 Na ispitu je 10 pitanja. Student prolazi ako toéno odgovori na dva
proizvoljno odabrana pitanja ili ako toé¢no odgovori na jedno od njih i zatim odgovori
tocno i na trece postavljeno pitanje. Na koliko pitanja student treba znati odgovor
da bi s vjerojatnoséu 0.8 polozio ispit?

Rjesenje: Pretpostavimo da student zna odgovor na n pitanja. Definiramo potpun
sistem dogadaja

Hy :={ od prva dva pitanja, student nije odgovorio ni na jedno },
H; := { od prva dva pitanja, student je odgovorio na jedno pitanje },

H, :={ od prva dva pitanja, student je odgovorio na oba }.

Trazimo vjerojatnost dogadaja

A := { student je polozio ispit }.
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p(y) = 10O P(A|Ho) = 0
P(H,) = —(1)"1%9; i P(AH) ="
p(i) = "0~ 1 P(A|Hy) =1

fn) | 050670820931 1

Dakle, student treba znati odgovor na barem 7 pitanja.

A

Zadatak 4.26 Pijanac Seta ulicom duljine m blokova i trenutno se nalazi n blokova
od bara (1 < n <m —1). On s jednakom vjerojatnoséu ide lijevo ili desno sve dok
ne dode do bara ili kuce.

05 0.5
BAR S KUC4
[ — @
n] 1 2 3 n-1 n ntl m-2 m-1 m

Izracunajte vjerojatnost da pijanac dode kuci prije nego Sto zavrsi u baru.
RjesSenje: Neka je

A :={ pijanac je stigao kudi prije nego u bar }

B, := { pijanac se nalazi n blokova od bara }, 0<n <m.

Neka je
H, := { pijanac ide lijevo } Hs := { pijanac ide desno }
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potpun sistem dogadaja i neka jep, := P(A|B,). Iz prosirene formule potpune vjero-
jatnosti za 1 < n < m — 1 slijedi

pn = P(A|B, N Hy

~—

1 n—1 1 Dn
FP(A|Hps) - = = Pnot T Pnl

= P(A|H,_,) - 5 .

N —

Na rubovima je py = P(A|By) = 0, p,, = P(A|B,,) = 1 pa smo dobili (homogenu) re-
2pp = Ppt1+Pp—1, 1<n<m-—1

kurziju s rubnim uvjetima: po =0 Karakteristi¢na
Pm = 1

jednadzba je r? — 2r + 1 = 0, odakle vidimo da je rjesenje oblika p, = An + B. Iz

rubnih uvjeta dobijemo A = % iB=0pajep,=",za0<n<m.

JAN
Zadatak 4.27 Simetricna kocka se baca n puta. Izracunajte vjerojatnost da Sestica
padne neparan broj puta.

Rjesenje: Oznac¢imo s p, vjerojatnost da Sestica padne neparan broj puta u n
bacanja. Definirajmo dogadaj A := { Sestica je pala neparan broj puta } i potpun
sistem dogadaja:

H; := { u prvom bacanju je pala Sestica },

H, :={ u prvom bacanju nije pala Sestica }

Tada je iz formule potpune vjerojatnosti:

o = P(A) = PCAIHP(HL) + PAAH)P(H2) = (1= pt) 5+ pas g,

odakle dobijemo rekurziju
6pn - 4pn—1 —1=0.

Pripadna homogena rekurzija je
6pn - 4pn—l =0

pa je karakteristicna jednadzba
6r —4 =0,

odakle je r = % pa je rjeSenje homogene rekurzije
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Rjesenje pocetne(nehomogene) rekurzije je tada

2\ "
n:A Py B7
() -

gdje su A i B neke konstante koje odredimo iz pocetnih uvjeta:

1 ()51 5
pl_éa p2—T—E-
Dakle, iz
1 2
=g =A-24+B
6 M 37
5 2\
Sop,=A-(Z2 B
3 P2 (3) +
dobijemo
2\
» _1-()
" 2
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Zadaci za vjezbu

4.28 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je B € F dogadaj takav da je
P(B) > 0. Pokazite da je funkcija Pp: F — R definirana sa

Pp(A):=P(A|B), AeF
vjerojatnost na (€2, F).

4.29 Neka je (Q,F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F takvi da je P(B) > 0.
Pokazite da je
P(A)+P(B) -1

P(A|B) > PB)

4.30 U kutiji je n kuglica oznacenih brojevima 1,2,...,n. Iz kutije na slucajan
nacin izvucemo jednu kuglicu. Ako je kuglica bila oznazena brojem 1, ne vra¢amo
je u kutiju, a inace je vra¢amo. Nakon toga izvucemo jos jednu kuglicu. Izracunajte
vjerojatnost da je druga kuglica oznacena brojem 27

4.31 Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B, C' € F nezavisni dogadaji.
Jesu li dogadaji AAB i C nezavisni?

4.32 Neka je (92, F,P) vjerojatnosni prostor i A, B € F takvi da je 0 < P(B) < 1.
Pokazite da je
P(A|B) = P(A|B°) <= A1i B su nezavisni.

4.33 U kutiji se nalazi 4 plave, 5 bijelih i 6 crnih kuglica. Izvlacimo tri kuglice,
jednu po jednu bez vracanja. Promotrimo sljedec¢e dogadaje:

A = {sve tri kuglice su razlicitih boja}, B = {prva kuglica je bijela}
C' = {prve dvije kuglice su razli¢itih boja.}
Izracunajte P(A), P(A|B), P(A|C). Jesu li dogadaji A i B nezavisni?

4.34 Neka je E € F dogadaj koji je nezavisan sa samim sobom. Koje vrijednosti
moze poprimiti P(E)?

4.35 Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i neka su A, B € F dogadaji takvi da
je
P(AAB) =0, P(AUB) =p zaneki p € [0, 1].

(a) Izracunajte P(A), P(B), P(ANB), P(A\ B)iP(B\ A).

(b) Jesu li dogadaji A i B nezavisni?
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4.36 Tvornica cokolade organizira nagradnu igru u kojo treba sakupiti odredeni
broj kupona koji se nalaze u ¢okoladama. U tvornici u svaku od velikih kutija koje
sadrze po 200 ¢okolada stavljaju 50 ¢okolada s nagradnim kuponom. Mali Ivica Zeli
dobiti nagradu pa je nagovorio oca da mu kupi ¢itavu veliku kutiju s 200 ¢okolada i
poceo otvarati cokolade jednu za drugom. Izracunajte vjerojatnost da ¢e mali Ivica
u 128. pregledanoj ¢okoladi pronac¢i nagradni kupon.

4.37 Na stolu su 3 kutije:
e u prvoj kutiji su 2 zute, 4 zelene i 6 plavih kuglica;
e u drugoj kutiji su 4 zute, 6 zelenih i 8 plavih kuglica;
e u prvoj kutiji su 6 zutih, 8 zelenih i 10 plavih kuglica.

Bacamo simetri¢nu kocku i ako padne 1,2 ili 3 biramo prvu kutiju, ako padne 4 biramo
drugu kutiju, a inace biramo tre¢u kutiju.

(a) Iz tako odabrane kutije je izvucena kuglica i ona je bila zelene boje. Ako kuglice
ne vra¢amo u kutiju, izracunajte vijerojatnost da c¢e sljedeca izvucena kuglica
biti plava.

(b) Ako su izvucene dvije zute kuglice, odredite kutiju iz koje su one najvjerojatnije
izvucene.

4.38 U pono¢ su na parkiralistu bila 2 siva i 1 crni Ford, 3 siva i 4 crna BMW-a i
3 sive i 1 crna Toyota. Te nodi je kradljivac automobila nasumce odabrao automobil

i ukrao ga. Ako je ukraden automobil sive boje, koja je vjerojatnost da je to bio
BMW?

4.39 Marko je ozbiljan student koji u¢i petkom navecer. Medutim, njegov cimer ide
van petkom navecer; 40 % puta ode van s djevojkom, a 60 % puta ode do obliznjeg
bara. Ako ode van s djevojkom, onda kod nje prespava 30 % puta, a ako otide u
bar, onda u 40 % puta izazove tucu i no¢ provede u zatvoru. Jedne subote Marko
se probudio i vidio da mu cimer nije u sobi. Izracunajte vjerojatnost da je Markov
cimer u zatvoru.

4.40 Tri prijateljice, Dunja, Lidija i Tina, prijavile su se kao ekipa na kviz znanja.
One se za odgovor na pitanje prijavljuju s vjerojatnostima %, % i %. Na pitanje od-
govaraju tocno s vjerojatnostima %, % i % Ako pitanje nije tocno odgovoreno, nadite
vjerojatnost da je na pitanje odgovarala Tina.

4.41 Nekim kanalom se prenose podaci zapisani pomoc¢u znakova 01 1. Vjerojatnost
da se pogalje 1 je 0.3, a vjerojatnost da se posalje 0 je 0.7. Na izlazu se 15% znakova
pogresno interpretira. Ako je primljen znak 1, izracunajte vjerojatnost da je poslan
znak 0.
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4.42 Na stolu su dvije kutije. U prvoj kutiji su plava, zelena i crvena kuglica,
a u drugoj kutiji je p plavih, z zelenih i ¢ crvenih kuglica (p,z,¢ > 1). Slucajno
odaberemo dvije kuglice iz prve kutije i prebacimo ih u drugu kutiju. Nakon toga
iz druge kutije izvucemo kuglicu. Ako je izvucCena kuglica zelene boje, izracunajte
vjerojatnost da u prvoj kutiji nema crvene kuglice.

4.43 Simetricna kocka A ima 4 crvene i 2 bijele strane, dok simetri¢na kocka B ima
2 crvene i 4 bijele strane. Bacamo simetri¢ni novc¢i¢. Ako padne pismo, onda se igra
kockom A, a inace se igra kockom B. Na kocki je dva puta zaredom palo crveno.
Izracunajte vjerojatnost da ¢e i tre¢i put pasti crveno.

4.44 Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor.

(a) Neka su A, B € F takvi da je P(A) = 0.9 i P(B) = 0.8. Pokazite da je
P(ANB) > 0.7.

(b) Pokazite da za C, D € F vrijedi

P(C|C'U D) > P(C|D).

2
Rjesenja: ELAI} "5 EZEAL 0 ili 1 ECE@ 0.25 BT (a) 0.496 (b) iz trede kutije. ELEE 0.375 EX3 0.6666 ELATL 0.2222
EZD o0.291 EZ2 321 EZ3 0.6
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5

Geometrijske vjerojatnosti

Neka je 2 C R™ ogranicen, izmjeriv skup i A(2) < 400 gdje je A\- Lebesgueova
mjera:

n=1...A=duljina... npr. A([1,5])) =5—1=4
n=2...A=povisina... npr. A\([1,5] x[-1,4]=(5—-1)(4—(-1))) =20
n=3.. A=volumen... npr. A([2,3]x[-1,4] x[1,5]) =20

Zelimo modelirati vierojatnosni prostor koji odgovara slucajnom odabiru tocke iz
Q CR".

Primjer 5.1 Slucajno biramo tocku iz kvadrata stranice duljine 1. Kolika je vjero-
jatnost da ta tocka upadne u krug upisan tom kvadratu?

Q=10,1] x [0,1]

F = {podskupovi od Q kojima mozemo odrediti povrsinu}

A = {krug upisan [0,1]?}

P(A) =24

P(A) =

>

—
hof— ~
N

T ow
11~ 4

Opcenito , s
A(A
P(A) = —< )
A()
je izrazena vjerojatnost da slucajnim odabirom tocke iz €2 odaberemo tocku bas iz
izmjerivog skupa A C ().

Zadatak 5.2 Iz segmenta [0, 1] se slu¢ajno i nezavisno biraju dva broja z i y. Iz
racunajte vjerojatnost dogadaja:

69
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(a) A={(z,y): z=ay=0b}
(b) B=A{(z,y): = =a}
() C=A{(z,y): v =y}
(d) D=A{(z,y): z<y}

Rjesenje: Q= [0,1] x [0,1] = A(Q2) = 1.

(a)
A
_ MM@bhp) o _
P(A) = Q) = 1= 0
b A
- >
(b)
A
_ 2B _ A({a}x[0,1)) _ (a—a)(1-0) _ 1
P(B) T A©Q) T A(o,1]x[o,1]) — (1-0)(1—-0) 0
B
a 1 g
(c)
A
_ MO _ 0 _ 1
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A

Zadatak 5.3 Izracunajte vjerojatnost da sluc¢ajno odabran broj iz [0, 1] bude raci-
onalan.

Rjesenje: Q=10,1], N[0,1] = Up2{¢},P{an}) = % =9=0=

P(N[0,1]) = P(U;2 {¢n}) = (0 — aditivnost) = Z P({¢.}) =0

A

Zadatak 5.4 Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka iz [0, 1] x [0, 1]

ima barem jednu racionalanu koordinatu.

RjeSenje: Trazena vjerojatnost je
0 < P(([0,1]x) U (x]0, 1])) < (subaditivnost) <

P(]0,1]x) + P(x[0,1]) =0+ 0 =0,

IAINA

jer je
P([0,1]x) = 3202, P([0,1] x {ga}) = 3272, (1 = 0)(¢n — ¢n) = 0.
Analogno je P(x[0,1]) =0
A

Zadatak 5.5 Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka iz [0, 1] upadne u
Cantorov skup.

Rjesenje:
A(C)
P(C) = =\NC)=1-\C"
(©) = 377037 = MO =1-X(C)
oy L L st
=1 (3+2 32+2 33+234 )
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A

Zadatak 5.6 Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka unutar jednakos-
trani¢nog trokuta A upadne u trokut Sierpinskog.

Rjesenje: Oznacimo s S trokut Sierpinskog kojeg konstuiramo po koracima:

Prvo iz trokuta izbacimo sredisnji

istostraniéni trokut A;:
oty = 0

Potom izbacimo izbac
srediSnja istostranicne

A(Ag) = 32 = 33,

Proceduru ponovljamo u svakom od
preostalih istostrani¢ni trokuta:

2
MAz) =3+ 2A(4s) = EA(4)
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Opcenito
A(A,) =3 A(An D) =S AA)
S =A\(U2,4,) =

A 7AN A 7A /A 7A JA 7A\
MV‘A NAA AmA AA'AAV‘A AmA AmA
AV, /A N
LALIN AVXVA VAVAVAVAY ﬂxVA AVxYA VAVAVAVAY AVxVA VAVAVAVAY

Zadatak 5.7 Dana je kvadratna jednadzba x2 + bz + ¢ = 0, pri ¢emu je b sluéajno
odabran iz [—2a, 2a, ¢ slu¢ajno odabran iz [—a?, a?], a > 0. Ako znamo da su rjesenja
jednadzbe z; 5 realna izracunajte vjerojatnost da je |z12| < a.

Rjesenje: Tocku (b, c) biramo iz [—2a, 2a] x [—a?,a*] = Q
Oznacimo

B:{(b,c) e0: ZL’LQER}
={(b,c) €Q: b —4c >0}

b2
A(B)=a2-4a+/zdb c
b3 8a? a?
= 4a> -+ (12) = 4a° + T
B 16@3 -2a 5 2a b
= 5 —

Oznacimo dalje A = {(b,c) € Q: |z12| < a}.

—b+ Vb —4c
<a

|£L’172|§CL<:>| 5 |_
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—2a < b+ Vb2 —4c < 2a

b—2a < +Vb2 —4c< b+ 2a
~—— S——

<0

b—2a < —Vb>—4c/(—1)
2a — b > /b2 — 4c/?
4a® — 4ab+b* > b* — 4c

c>ab—a®

>0

Vb2 —4c< b+ 2a
Vb2 —4c < b+ 2a/?

b2 — 4e < b? + 4ab + 4a®

c>—ab—a?|

Cilj nam je odrediti

MNMANB
ooam _ PANB) S0 AMANB)
W) == =@ =~ x5
@)
2242  2a-2a?
MANB) = \B) — a2a - “2“
1643 4a3
:__4 3:_. a2
3 “ =73
4a3
5 _ 1 ’
— P(AIB) = 5 = 7
3

A

Zadatak 5.8 Dva prijatelja se dogovore da ¢e se nac¢i na Trgu bana Jelaci¢a kraj
sata u 8h navecer. Tko prvi dode ¢ekat ¢e najvise 20 minuta. Obojica ¢e sigurno doci
na trg izmedu 8 i 9h. Izracunajte vjerojatnost da se dva prijatelja sastanu.

Rjesenje: € = [0,60] x [0,60] = vrijeme dolaska log i 20g prike izmedu 8 i 9h.
Npr. w = (15,22) znaci da se prvi pojavio u 20 : 15 a drugi u 20 : 22. Definirajmo

A = {dva prijatelja su se susrela}
={(z,y) € Q: [z —y[ <20}
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AA
pt) - 2 g
B 602 — (60—220)2 . (60—220)2 . A
B 602
o E 20 60
9

A

Zadatak 5.9 Duzina duljine a je podjeljena na 3 dijela. Izracunajte vjerojatnost da
se iz tih dijelova moze sastaviti trokut.

Rjesenje:

Q=A{(z,y): 0<z<y<a}

A = {moguce sastaviti trokut iz ta tri dijela}
={@y e z+y-—2)>a—y, z+@a—y) >y—=z (a-y)+y—=z)>)}
={(z,y) €Q: y>a/2, y<zr+a/2, x <a/2)}

A

Zadatak 5.10 Neka su 0 < a < b duljine dviju stranica trokuta. Duljina trece stra-

nice trokuta se bira sluc¢ajno (tako da trokut bude mogué). Izra¢unajte vjerojatnost
da trokut nema tupi kut.
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Rjesenje:
ce)<—
a+b>c
iat+ec>b=—=c>b—a
ib+c>a= c>a— b(uvijek vrijedi!)
—~—
<0
<—b—-—a<c<a+b.
Dakle

Q=({b—-a,b+a).

Definirajmo dogadaj
A = {A nema tupi kut}.

Koristeéi kosinusov teorem za trokut
ceEA<—
a? <+
V¥ <at+ 2
A<a®+ v

.
P—a®> <<t +a®><= Vi2—a2<c<Vb+a
Dakle

MA) VP +a?2 -V —a® VP +a®— VP —a?
M) (bda)—(b—a) 2a '

P(4) =

A

Zadatak 5.11 Iz segmenta [0, 1] su slucajno odabrani brojevi z i y. Izracunajte
vjerojatnost da je
r+y<l1 xy < 2/9.

Rjesenje: Q =[0,1] x [0, 1], A={(z,y) €eQ: z+y<1 xy < 2/9}
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>

1/3 2/3 1
Presjek krivulja x +y = 1, zy = 1/9 u prvom kvadrantu su tocke (1/3,2/3) i
(2/3,1/3).

1/3 2/3 1
pay =24 ) :/(1 —x)d:c+/9%dx+/(1—x)dx
0 1/3 2/3
5 2 1
-1z + 9 In2+ 8
21 +21n2.
3 3

Zadatak 5.12 Na kruznici polumjera r su slucajno odabrane 3 tocke A, B,C. Iz-
racunajte vjerojatnost da je AABC siljastokutan.

Rjesenje:
Fiksirajmo jedan od vrhova trokuta npr. vrh c
A.
Trokut ABC je odreden duljinom lukova
Iy, = AB, I, = AC, pri ¢emu je l; + 1o < 2rm.
Dakle
Q={(l,lx) €0,2rm]?: Iy + 1y < 2rm}.

Oznacimo D = {AABC je siljastokutan}.
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(I1,l5) € D <~
W <2rm
ly < 2rm
2re — 1l — Iy < 2rm <—

<
I <2rm
ly <2rm
ll + l2 Z rm
2rmT 2rmw
Q rmw D
0 2w 0 T 2
oy MA) B
—PA=Tg @z~ 7T

A

Zadatak 5.13 Kolika je vjerojatnost da za slucajno odabrani kut a € [0, 27| vrijedi
% <sina < @?

Rjesenje: Q=1[0,27], A={aeQ:
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Zadatak 5.14 Izracunajte da je slucajno odabrana tocka u pravokutnom trokutu
AABC bude blize hipotenuzi AB nego katetama AC' i BC.

Rjesenje: Neka je r radijus upisane kruznice u AABC.

. . . . B
Trazena vjerojatnost je
5 _ _c
GrAHHSGE atbe
C A

Zadatak 5.15 Nov¢cié polumjera r je bacen na ravninu R? koja je poplo¢ana pravil-
nim Sesterokutima stranice 5r. Izracunajte vjerojatnost da novécié ne sijece niti jedan
od Sesterokuta.

S
N

A

Rjesenje:
Uoc¢imo gdje god nov¢i¢ pao, ishod je

da je njegovo srediSte u Sesterokutu
stranice 5r. Dakle €2 je Sesterokut

stranice dr.

Neka je

A = {nov¢ié ne sijece niti jedan od Sesterokuta}
Udaljenost ~ Sesterokuta  stranice 5r i @
osjencanog Sesterokuta na slici je r.

P(A) =35 = (D.2) = (1 - 22)2.

A

Zadatak 5.16 Slucajno biramo dvije tocke x iy iz [—2,2]. Izracunajte vjerojatnost
da je
|z + [yl > 1,

2] = lyll < 1.

Rjesenje:
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. S 5
Trazena je vjerojatnost 3.
JAN

Zadatak 5.17 (Buffonov problem)Igla duljine ¢ je ba¢ena na ravninu koja podje-
ljena paralelnim linijjama medusobno udaljenim za a (¢ < a). Izra¢unajte vjerojatnost
da igla sije¢e neku od linija.

Rjesenje: Polozaj igle je jedinstveno odreden udaljenoséu sredista igle do najblize
linije te kutem koji igla zatvara s linijama:

Q =10, x [0,7] = \(Q) = &

A = {igla sijece neku od linija} =

A={(d,¢) €Q: d < isinp} = i
AA) = [Lsinpdp = f N
0 1
2
P(A) = Sia) = % 5
0 0 g

NIE

Napomena. Aproksimacija broja 7 (uz a = 21):

baca¢ | godina | broj bacanja | aproksimacija broja m
Buffon | 1777. 10 000 3.15
Wolf 1850. 5 000 3.1596
Smith 1855. 3 204 3.1553
Fox 1894. 1120 3.1419
Lazarini | 1901. 3 408 3.1415929
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Zadaci za vjezbu

5.18 Unutar intervala [0, 10] na slu¢ajan nacin biramo 5 tocaka. Izracunajte vjero-
jatnost da dvije tocke padnu u interval [0,2], dvije u interval [2,6] i jedna u interval
6, 10].

5.19 Iz intervala [—1, 1] na slucajan nacin biramo 2 tocke z i y. Ako je poznato da
je x > —0.5, izracunajte vjerojatnost da je |x + y| < 2|z|.

5.20 Stap duljine L je slu¢ajno razlomljen na tri dijela. Izracunajte vierojatnost da
je duljina najduljeg dijela manja od é

5.21 Svemirska stanica ima oblik prstena koji je spojen sa sredistem O. Svemirski
brodovi mogu sletjeti samo na vanjski dio koji je oblika prstena. Dva broda A i B
komuniciraju ako je kut ZAOB < 7. Ako su na stanicu slucajno i nezavisno sletjela
tri broda, izracunajte vjerojatnot da oni komuniciraju. (Ako dva broda ne mogu
komunicirati direktno, oni jo§ uvijek mozda mogu komunicirati preko treéeg broda.)

5.22 Na zicu duljine 20 m izmedu dva telefonska stupa su sluc¢ajno i nezavisno sle-
tjela 2 vrapca. Izracunajte vjerojatnost da je udaljenost vrabaca od stupova, kao i
njihova medusobna udaljenost, barem 2 m.

5.23 Slucajno i nezavisno biramo tocku iz kocke [—1,1] x [—1,1] x [-1,1]. Iz
racunajte vjerojatnost da koordinate tocke zadovoljavaju sljede¢e nejednakosti

x2+y2+z2§1,
lz| + |yl + |2 > 1.

5.24 Iz segmenta [—2, 2] na slucajan nacin i nezavisno jedan od drugoga biramo dva
broja x i y. Izracunajte vjerojatnost da za x i y vrijedi

T<|o|+ly <2 ili 1<2®+9> <4

5.25 Izracunajte vjerojatnost da slucajno odabrana tocka u kvadratu stranice a
bude bliza nekoj dijagonali nego stranicama kvadrata.

5.26 Iz segmenta [0, 5] su na slu¢ajan nacin odabrana dva broja a i b. Izracunajte
vjerojatnost da je
a+b>5, la—bl <1.

5.27 Iz Na slucajan nac¢in biramo broj x iz segmenta [0, 1]. Odredite vjerojatnost
da je broj |100x| djeljiv s 3. (|y] oznacava najveéi cijeli broj koji nije ve¢i od y. )
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5.28 Iz Na kruznici polumjera R slucajno su odabrane dvije tocke A i B i zatim su
spojene s sredistem S. Kolika je vjerojatnost da je povrsina trokuta AABS veca od
R%/4?

5.29 Unutar pravilnog n-terokuta bira se tocka na slucajan nacin. Izracunajte vje-
rojatnost p, da se tocka nalazi blize rubu n-terokuta nego nekoj njegovoj dijagonali.
Izracunajte

- 2
lim np;,.
n

5.30 Na ravninu R? je bacen novéié¢ polumjera 0.5. Izra¢unajte vjerojatnost da
nov¢i¢ prekrije neku tocku s cjelobrojnim koordinatama.

5.31 R? je poplocan s jednakostrani¢nim trokutima duljine stranice 1, te je svakom
od trokuta upisana kruznica. Na slucajan nac¢in na R? je bacen novéié polumjera
1/12. Izrac¢unajte vjerojatnost da novéié sijece neku od upisanih kruznica.

5.32 Unutar duzine duljine 11 sluc¢ajno su izabrane 2 tocke koje zadanu duzinu dijele
na 3 dijela. Kolika je vjerojatnost da je duljina najkrac¢eg od njih veca od 3 7

5.33 Duljine stranice pravokutnika su 3 i 4. Na slucajan nacin biramo tocku unu-
tar pravokutnika, te imamo 4 udaljenosti te tocke do svake od stranica. Kolika je
vjerojatnost da je druga po veli¢ini udaljenost manja od 27

5.34 Na slucajan na¢in bacamo tocku unutar kvadrata ABC D(slika). Ako je tocka
pala unutar sektora oznacenog s i, ¢ = 1,2,3, bacamo simetricnu kocku ¢ puta te
zbrojimo dobijene brojeve. Ako je poznato da je zbroj na kockama bio 3, izracunajte
vjerojatnost da je tocka pala u sektor 2.

A B

5.35 Na slucajan nac¢in bacamo tocku unutar kvadrata (slika). Ako je tocka pala
unutar bijelog sektora bacamo simetricnu kocku 2 puta te zbrojimo dobijene brojeve,
a ako je pala unutar crnog sektora kocku bacamo 3 puta i brojeve zbrojimo. Ako je
poznato da je zbroj na kockama bio 3, izracunajte vjerojatnost da je tocka pala u
crni sektor .
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5.36 Unutar jednakokracog trapeza, Cija veca baza ima duljinu 2 a krakovi i kraca
baza duljinu 1, odabire se na sre¢u tocka i opisuje krug cije je srediste u odabra-
noj tocki, a dodiruje najblizu stranicu trapeza. Odredite vjerojatnost da je duljina
polumjera takvog kruga manja od 1/7.

5.37 Iz segmenta [0, 1] se slu¢ajno i nezavisno biraju tocke x i y. Izracunajte vjero-
jatnost da za z i y vrijedi

arctgr < gy, r<+/2(1—y), 32° -2y > —1.

5.38 Ana i Mile se dogovore da ¢e se naci na Trgu bana Jelaci¢a kraj sata u 8h
navecer. Ako Ana stigne prva, ¢ekat ¢e najvise 10 minuta, dok ¢e Mile cekati 20
minuta. Oboje ¢e sigurno doé¢i na trg izmedu 8 i 9h. Izracunajte vjerojatnost da se
Ana i Mile sastanu.
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6

Slucajne varijable

Primjer 6.1 Bacamo dva simetricna novéci¢a. Oznac¢imo s X broj pisama koji su
pali. Znamo da je

1
Q={PP,PG,GP,GG}iP(w) = 7 Yw € Q.
Takoder je
X(PP)=2, X(PG)=X(GP)=1, X(GG) =0.
Vjerojatnost da X poprimi vrijednost 2 je P({ PP}) = 1, vrijednost 1 je P({PG,GP}) =
T+ 1 =% ivrijednost 3 je P{GG}) = 1.
Definicija.  Neka je Q,P(Q2), P) diskretni vjerojatnosni prostor. Funkcija
X:Q—R

se zove sluc¢ajna varijabla.
Napomena.

(a) Ako je g: R — R proizvoljna funkcija i X slu¢ajna varijabla, onda je i g o X
slucajna varijabla, jer je
goX:Q —R.

Krace pisemo: g(X)
Npr. 7X, X? i sin X su slucajne varijable.

(b) Ako je h: R? — R proizvoljna funkcija i X i Y slucajne varijable, onda je i
ho (X,Y) slucajna varijabla, jer je

ho(X,Y): Q2 — R.

Krace pisemo: h(X,Y)
Npr. 7X + 17Y, X?Y isin X - eX*Y su slucajne varijable.

85
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Slucajna varijabla je velicina koja se dobije mjerenjem vezanim uz neki slucajni po-
kus. Kod slucajne varijable nas najvise zanima vjerojatnost da ona poprimi neku
vrijednosti, a ne vrijednosti koje poprima u pojedinim tockama iz skupa 2. Dakle,
za a € R nas zanimaju vjerojatnosti dogadaja

{we X(w)=a}t =X"({a}) ={X =a}
ili opcenitije, za B C R,
{weQ: X(w)e B} =XYB)={X € B}.
Tako je npr. u prethodnom primjeru
{X =0} ={we @ X(w) =0} = {GG}

pa je P(X = 0) = P({GG}) = 1. Sliéno dobijemo P(X =1) = iP(X =2) = 1. To
kra¢e mozemo zapisati u tablicu distribucije

XN<1(/)4 1}2 134)‘

(X>1)={weQ: Xw)>1}={GP,PG, PP}
paje P(X > 1) =P({GP,PG,PP})=; + 1+ ;=1

Z.
Opcenito, ako je X(Q) = {a1,a9,...,an,...} i P(X =a;) = p;, i = 1,2,3,...,

onda piSemo
X ~ a a2 ... Ap ... ‘
P11 P2 . Pn e

Takoder,

Uoc¢imo da je
1=P(X € X()=P(X € [ J{a.}) =D P(X =a.) =D pn,

zbog medusobne disjunktnosti dogadaja {X = a,}. Dakle, da bi gornja tablica bila
tablica distribucije, mora vrijediti:

p; >0, za sve i,

n=1

Zadatak 6.2 Bacamo simetri¢nu kocku. Oznac¢imo s X broj koji je pao na kocki.
Odredite razdiobu sluc¢ajnih varijabli
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(a) X,

(b) X2,

(c) | X —3].

Rjesenje: (a)

T ¥ 1 2 3 4 5 6
N<1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)

idimo da X? poprima vrijednosti 1%, 2%, 3%, 4%, 5%, 6% i da je = = =
b) Vidimo da X? i ijed 12,2232 42 52, 6%idaje P(X? = k? P(X
k)= %, za k€ {1,2,3,4,5,6} pa je

1 4 9 16 25 36
XN(l/G 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6)'

(¢) | X — 3| poprima vrijednosti |1 — 3|, |2 —3|,|3—3|,[4—3|,|5—3|,]6 — 3|, tj. 0, 1,
2,3. Npr. P(IX =3|=1)=P{X =2} U{X =4})=P(X =2)+P(X =4) paje

0 1 2 3 o 1 2 3
XN<1/6 1/6+1/6 1/6+1/6 1/6)N<1/6 1/3 1/3 1/6)’

Napomena. Ako je

X ~ a a2 ... Ap ...
pr P2 - Pn ...

ig:R—R, g({a1,a,...}) = {b1,bs,...}, onda je

by by . b
g X~ > m > o Yy
J: glaz)=b J+ glaz)=bz J: g(aj)=bn

Specijalno, ako je g injekcija, onda je

o)~ (90 o) ol Y,

b1 D2 e Pn

Zadatak 6.3 Slucajna varijabla X ima distribuciju

D% 1 2 3 4 5 6 7
¢ 2¢ 2¢ 3¢ 2 22 F+c¢ )
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(a) Odredite konstantu c.

(b) Izracunajte P(2 < X <'5).

(c) Odredite najmanji k € N takav da vrijedi P(X < k) > 0.5.
RjeSenje: (a) Mora vrijediti:

c+204+2c4+3c+P+22+T7P+e=1
c >0,

odakle dobijemo ¢ = %.
(pP%gXgmsz:m+HX:$+mX:®+mX:m:l+%+%+

100 — 100

()

1 1
PX<1)=PX=1)=—=<=
(X<)=P(X=1)= <z

12 3 1

< = < = E— = = _

P(X <2)=P(X <1)+P(X =2) 10+m 10 <3
3 2 1
PIX<3)=PX<2)+PX=3)=—+— =
(X <3)=P(X <2)+P(X=3)= 5 +7;=5

pa je trazeni k jednak 3.

Neke slucajne varijable

(A) Bernoullijeva slu¢ajna varijabla s parametrom p € (0, 1)
X = ishod slu¢ajnog pokusa: 1="uspjeh”, 0="neuspjeh”, gdje je vjerojatnost
uspjeha jednaka p
q:=1-=p

odnosno

(B) Binomna sluc¢ajna varijabla s parametrima n € Nip € (0, 1).
X ~ B(n,p)
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X = broj uspjeha u nizu od n nezavisnih pokusa, pri ¢emu je vjerojatnost
uspjeha u pojedinom pokusu jednaka p

X ( 0 1 n )
©pet (Dptat - (p"d” )
odnosno

P@X::k)::(Z)pkq%*,k:e{O,LQ,H.,n}

Naravno, vrijedi

ZP(X =k)= (Z)p’f ¢"* = binomni teorem = (p+q)" =1
k=0 k=0

(C) Diskretna uniformna slu¢ajna varijabla na skupu {1,2,...,n}
Npr., za n = 6, X= broj koji je pao na simetri¢noj kocki

. )

1
P(X=k)=—, ke{l,2,...,n}
n

S|= =
Si= DN
-3

odnosno

(D) Geometrijska slucajna varijabla s parametrom p € (0, 1)
X ~ G(p)
X =vrijeme prvog uspjeha u nizu nezavisnog ponavljanja pokusa, pri ¢emu je
vjerojatnost uspjeha jednaka p

1 2 3 ... L
X ~ " ,
( p a ¢p - oo )

odnosno
P(X=k)=¢"'p, kN,
Naravno,
) — k=1, _ P _
D PE=k=) ¢'p=1_ =1L
k=1 k=1

(E) Hipergeometrijska slu¢ajna varijabla s parametrima r,m,n € N, gdje je
r<min<m
Ako imamo ukupno m proizvoda, od kojih ke r defektnih, onda je X= broj
defektnih proizvoda medu n slucajno izabranih proizvoda

X ~< e O ) )
(") (™
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odnosno

P(X:k):%, ke{0,1,...,n}

Naravno,

S - ) - S (0D (o)

(m) = Vandermondeova konvolucija = (m)

(F) Poissonova slu¢ajna varijabla s parametrom A > 0
X ~ P(N)
X=broj telefonskih poziva u telefonskoj centrali u jedinicnom vremenskom in-
tervalu, pri cemu je A prosjecan broj poziva u jedinicnom vremenskom intervalu

0 1 2 e k e
X ~ 1 y
( %e_)‘ %6_>\ )‘2_76_)‘ PN i‘g_fe—)‘ e )
odnosno .
P(X =k) = Fe_A, ke€{0,1,2,3,...}.
Naravno,
f:P(X =k) —e_Af:)\—k —e et =1
I kKl -
k=0 k=0
(G) Logaritamska slu¢ajna varijabla s parametrom p € (0, 1)
1 2 3 k
X ~ —g g2 _ _g ,
Inp 2Inp 3lnp klnp
odnosno
“ en
P(X =k)= €
Naravno,
> P(X=k) = ﬁZg = (%)
k=1 k=1
2 1 ;
14t4+124.. . = — /| dt
1—-1¢ 0
2 3
x+%+%—|—...:—ln|t—1|\§:—ln(1—x)

paje (+) = 1 (~In(1—¢q) = 1.
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Definicija.  Slucajne varijable X;, Xy, ..., X,, su nezavisne ako vrijedi
P(X; € B1,Xy € By, ..., X, € B,) =P(X; € B))P(X5 € By)P(..., X,, € By),

za sve By, By, ... B, CR.)

Zadatak 6.4 Nekasu X ~ P(\)iY ~ P(u) nezavisne Poissonove sluc¢ajne varijable.
Odredite distribuciju od X + Y.

Rjesenje: X +Y poprima vrijednosti u skupu {0,1,2,3,...} pa za n iz tog skupa
racunamo:

P(X+Y:n):P(X+Y:n,[j{X:k}):P(G{X+Y:n,X:k}):
k=0 k=0
:iP(XJrY:n,X:k): N Pk+Y =n,X =k) =
k=1 k=1

:iP(Y:n—k,X:k):nez. :iP(Y:n—k)P(X:k):

k n
= A i L N\ vk, n—k _
TRt e T n!Z p A=

k=0 k=0
)\ n
= binomni teorem = @e_(““)
n!

Dakle, X +Y ~ P(\+ ).

A

Zadatak 6.5 U svakom od slucajnih pokusa koje nezavisno ponavljamo dogadaj A
se pojavljuje s vjerojatnoséu p. IzraCunajte vjerojatnost da ¢e se dogadaj A u n
izvodenja pokusa pojaviti paran broj puta.

Rjesenje:
X=broj pojavljivanja dogadaja A u n nezavisnih ponavljanja pokusa — X ~

B(n,p)
Trazena vjerojatnost je

P(X €{0,2,4,6,..}) =P(X =0)+P(X =2) +P(X =4) + ...

n\ o n Y\ o9 p_9 T\ 4 py N
(0)pq +(2)pq +<4)pq .= (%)
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Zbrajanjem izraza

l=(p+q" = (0)p0qn + (?)plq"‘l +.oot (Z)p”qo

(1=2p)"={+q)"

dobijemo
() = 51+ (1~ 2p)").

Zadatak 6.6 Slucajna varijabla X ima razdiobu

o

Odredite razdiobu slucajne varijable Y = sin(%X).

N[ =t
= DN
=
- o
N

Rjesenje:
Uoc¢imo da je
o 0, n=2k
sin(—) = 1, n=4k-3 ,(k>1)
2 -1, n=4k—-1

> <1 1 1 1 1
P =0 = 3 PO =20 =Y g =Y g = 71— 5
2 4k 41173
k=1 k=1 k=1 4
> > 1 <1 1 1 8
P(Yzl):ZP(X:4k_3)_ZQ4k—3_ Zﬁ_ 61—-L 15
k=1 k=1 = 16
2
P(Y=-1)=1-(P(Y =0)+P(Y =1)) = .

Y“<2;115 193 8/115)'
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Zadatak 6.7 Na nekom matematickom fakultetu je u istom uredu 8 postdiplomskih
studenata. Svaki od njih s jednakom vjerojatnoséu uci kod kuce i u uredu. Nadite
najmanji broj stolova koje treba staviti u ured tako da svaki postdiplomand ima
slobodan stol u uredu barem 90 % vremena.
Rjesenje:

X =broj postdiplomanada koji u¢e u uredu — X ~ B(8, %)
Trazimo najmanji k& € N takav da je P(X < k) > 0.9, odnosno da je P(X > k) <
1—-0.9 =0.1. Racunamo:

P(X>7):P(X:8):<
P(X >6)=P(X =7)+P(X =8) = <8)i+ (8)iz0.0351

0
8\ 1 /8\1 [8)1
P(X>5):P(X:6)+P(X:7)+P(X:8):(6)§+<7)§+<8>§z0.144.
>0.1

Dakle, k = 6.
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Zadaci za vjezbu

6.8 Slucajna varijabla X ima razdiobu
X ( i z e n

32

wlo =
w

(a) Odredite c.

(b) Odredite razdiobu slucajne varijable Y = In (2 + sin

6.9 Slucajna varijabla X ima razdiobu

()
1

’Ji)|ﬁl\’)|)—l
ﬁ;hmlr—-
*’§|n3 =

(a) Odredite c.

(b) Odredite razdiobu slucajne varijable Y = /1 + cos %.

2X-1)rm
3 .

6.10 Neka su X, Y i Z nezavisne diskretne slucajne varijable.

(a) Pokazite da su X +Y i Z nezavisne slucajne varijable.

(b) Pokazite da su X - Y i Z nezavisne slucajne varijable.

e

-1 1
Xi“<0.5 0.5)‘

Za n € N definiramo sluc¢ajne varijable

Sn :X1+X2+—|—Xn

[zracunajte
(a) P(S5 = 3|52 € {—2,0,2}),
(b) P(S3 = 3|5 € {—2,0,2}, 5, = —1),
(c) P(Sy € {—2,0,2}).

6.12 Odredite konstantu ¢ tako da tablica

1 2 3 .- n
g e ce® cq”
12 23 34 n-(n+1)

B

bude razdioba neke sluc¢ajne varijable, pri ¢emu je g € (0, 1).

6.11 Neka su (X;);eny nezavisne i jednako distribuirane slu¢ajne varijable takve da
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6.13 Neka su X ~ B(n,p) i Y ~ B(m,p) nezavisne binomne sluc¢ajne varijable.
Odredite distribuciju od X + Y.

Rjesenja: B8 (a) 2 (b) P(Y = 0) = 0.25, P(Y =1n3) = 0.75 &R (a) 3 (b) P(Y =0) = 0.8, P(Y = v2) = 0.2 XD (a) 0.125 (b) 0
(c) 0.875 B2 Hi 11*‘1)11“(1*‘11 B3 B(m +n,p)
q
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7

Granicni teoremi u Bernoullijevo]
shemi

Promatramo Bernoullijevu shemu. Neka je X slucajna varijabla koja predstavlja broj
uspjeha u n Bernoullijevih pokusa, X ~ B(n,p).

= PX=k=0)p 1-p"*k=01..n

U primjenama je najc¢eS¢e potrebno izracunati vjerojatnost da se taj broj uspjeha
nalazi izmedu nekih realnih brojeva a i b, tj. Pla < X <b)=> ., P(X =k) =
Sacken (1) - p" - (1= p)"~*. To je za velike n vrlo tesko izracunati, no teoremi koji
slijede (granicni teoremi u Bernoullijevoj shemi) nam omoguéuju da ove vjerojatnosti
za velike n na jednostavan nacin priblizno izracunamo:

1. POISSONOV TEOREM:

Teorem. Neka je X,, ~ B(n,p,) , n € Nilim, .cop, = 0, lim,_.oonp, = A
za 0 < A < oo fiksan broj. Tada za svako k= 0,1,...,n vrijedi
)\k
lim P(X, = k) =~ -
Teorem najcesce koristimo u obliku:
za velike n (n > 20) i male p, (n-p, < 10) je

k
ﬁ e
k! ’

Zadatak 7.1 U telefonskoj centrali registrirano je 400 korisnika. Svaki korisnik u
nekom odredenom vremenskom intervalu poziva centralu s vjerojatnoséu 0.01. Iz-
racunajte vjerojatnost da je u promatranom vremenskom intervalu

(a) tocno 5 korisnika pozvalo centralu,

(b) barem 3 korisnika pozvalo centralu.

P(X, =k) = A =N Py
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Rjesenje:

n = 400, p = 0.01, X =broj korisnika koji pozovu centralu u tom vrem.intervalu
= X ~ B(400,0.01) , A=400-0.01 =4 < 10

a) P(X =5) ~ £ .74~ (0.156
5!

P(X>3)=1-P(X=0-P(X=1)-P(X=2)m1-(1+3+3) e~
7

A

Zadatak 7.2 U neko je skladiste doslo 1000 porculanskih vaza. Vjerojatnost da se
neka razbije tijekom transporta od tvornice do skladista je 0.002. Neovisno o tome
neke se vaze razbiju i unutar samog skladista i to se dogada s vjerojatnoséu 0.0015
(vaze su u kutijama pa ista vaza moze biti dva puta razbijena, ne znamo je li razbijena
ili ne dok ne otvorimo kutije). Nadite vjerojatnost da je broj vaza razbijen u ukupnom
procesu veéi od 3.

Rjesenje:
A :={vaza je razbijena u transportu} , B :={vaza je razbijena u skladistu}
Vjerojatnost da je vaza unistena je

p = P(AUB) = P(4) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B) =
0.002 + 0.0015 — 0.002 - 0.0015 = 0.00349

X =broj ostecenih vaza = X ~ B(1000,p) , A = 1000 - 0.00349 < 10.

1

SP(X>3)=1-P(X <3)a1—(1+2 +4+2). e~ 04627

A

Primjer 7.3 (Bombardiranje Londona u II. svjetskom ratu) Njemacka voj-
ska je raketama V5 gadala London. Zabiljezeni su pogotci za juzni dio Londona koji
je bio razdijeljen na 576 dijelova (svaki povrsine 0.25 km?). Dobiveni su podaci:

broj raketa (k) 0 1 [ 2] 3 |4]5ilivise
broj dijelova u koji je palo to¢no k raketa || 229 | 211 |93 | 35| 7 1

Je li London zaista gadan slucajno?
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Rjesenje:

Ako je London zaista gadan slu¢ajno, onda je vjerojatnost pogotka bilo kojeg di-

jela jednaka i iznosi p = 5—;6.

n=0-2294+1-2114+2-93+3-35+4-7T+5-1=2535
X =broj raketa koje su pale na neki dio juznog Londona = X ~ B(n,p)

A=n-p=535 d~093<10 = P(X =k~ e

Tada su ocekivani rezultati:

broj raketa (k) 0 1 2 3 4 | 51li vise
P(X =k) 0.395 | 0.366 | 0.17 | 0.053 | 0.012 | 0.004
ocekivani rezultati (576 - P(X = k)) || 237.52 | 210.82 | 97.92 | 30.3 | 7.03 2.3
stvarni rezultati 229 211 93 35 7 1

Usporedbom zadnja dva retka u tablici, vidimo da su ocekivani rezultati bliski
stvarnima pa mozemo reci da je juzni dio Londona gadan slucajno.

2. LOKALNI MOIVRE-LAPLACEOV TEOREM:

Teorem. Nekaje 0 < p < 1, X, ~ B(n,p) iz, = =22 k =0,1,...,n. Tada

VP’
vrijedi:
V2 -P(X,, =k
tim Y2702 P )
n—oo G_Tk
Teorem najcesce koristimo u obliku:
za dovoljno velike n i X, ~ B(n, p)
1 (k—np)?
P(X, = k) ~ e

vV 2mnpq

Zadatak 7.4 Simetricni novéi¢ bacamo 100 puta. Kolika je vjerojatnost da ¢e pismo
pasti tocno 50 puta?

Rjesenje:

n=100,p=1
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X =broj pisama koja padnu = X ~ B(100, 1)

50—100 cdotd
nop-g=100-5-3=25, 1= ——"2 =0

2

2

= P(X =50)~ 5t e ~0.079.

A

Zadatak 7.5 U seriji od 10000 proizvoda je 6000 prvoklasnih. Odredite vjerojatnost
da medu 100 odabranih proizvoda bude 70 prvoklasnih.

Rjesenje:

= 2 =0.6 , X ~ B(100,0.6)
A=n-p=60>10
npq =100-0.6-0.4 =24

_ k—mp __ 70—60
Tk = Jpe = vt ~ 2.041

8
""?mo

= P(X=70)~ ¢

. ~ 0.0101.
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3. INTEGRALNI MOIVRE-LAPLACEOV TEOREM:

Teorem. Neka je 0 < P < 11 X,, ~ B(n,p). Tada za proizvoljne a,b € R vri-
jedi:
X, —np <

lim P(a < ——— <b) / _*d:c
n— oo ( \/'n,—pq A /277'
Ovo je specijalni slucaj tzv. centralnog granicnog teorema.
Definirajmo funkciju & : R — R
| 2
d(x) = / e~ 2dt.
(z) ;-
Tada je za velike nia,b e R
b—np
. a—n Xpn—n b—n Vipad | —g? _
P(angb)—P(\/szg Wp<\/% fa P o= 2y =

V/1npq

o b—np a—np
- @(\/qu) - (b(\/rpq)a

a vrijednosti od ¢ ¢itamo iz tablice.

Zadatak 7.6 Kolika je vjerojatnost da medu 1000 novorodencadi bude barem 490
djecaka, ako je za svako novorodence jednako vjerojatno da bude djecak ili djevojcica?

Rjesenje:
n=1000 , p= 1, X =broj djecaka = X ~ B(1000, 1)

np = 500 , npg = 250

P(490 < X < 1000) = ®(F27=2%) — (=57 = ©(31.63) — ©(—0.63) =
=1-10.2643 = 0.7357
pri cemu smo koristili da je ®(—0.63) =1 — ®(0.63) = 1 — 0.7357 = 0.2643.

A

Zadatak 7.7 Nadite vjerojatnost da u 1000 bacanja simetri¢ne kocke broj 2 padne
(a) barem 200 puta,
(b) ne vise od 150 puta.

Rjesenje:

n=1000,p=¢, X ~ B(1000, 7)

1
6
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np = 3% ~ 166.67 , npg = 22 ~ 138.89

~ 1000—166.67 200—166.67\ __

= ®(70.71) — D(2.28) = 1 — 0.9887 = 0.0113

v 138.89 v 138.89

(b) P(0 < X < 150) ~ (1916667 ¢ (OL06.67) — §(—1.414) — d(—14.14) =
= (1—®(1.414)) — 0 =1 —0.9207 = 0.0793.

A

Zadatak 7.8 Zadana su dva kruga, K(0,r) i K(0,2r), » > 0. Na slucajan nacin
odabiremo 1000 tocaka unutar veceg kruga. Izracunajte

(a) vjerojatnost da ¢e se toéno 700 tocaka nalaziti unutar kruznog vijenca odredenog
tim krugovima,

(b) vjerojatnost da ¢e se barem 720 toc¢aka nalaziti u tom kruznom vijencu.

Rjesenje:

n = 1000 , P = )\(K(O,QT)\K(Oﬂ«)) _ 4r?p—r27 3

A(K(0,2r)) T Ar2m T4

X ~ B(1000,3) , np = 750 > 10 , npg = 187.5

(a) z = D00 _ 3651

P(X =700) & —5ter- e~3:051%/2 ~ 0.000371.

(b) P(X > 720) = P(720 < X < 1000) = ®(+2=20) — (Z=2) =

= §(18.25) — B(—2.19) = 1 — 0.0143 = 0.9857.

A

Zadatak 7.9 Prosjak dobije novéi¢ od prolaznika s vjerojatnoséu 0.05. Koliko pro-
laznika treba proé¢i ulicom da bi prosjak sakupio barem 150 novéic¢a s vjerojatnoséu
0.957

Rjesenje:
n =broj prolaznika , X =broj nov¢iéa prosjak skupi = X ~ B(n,0.05)

19-n
20-20

np =0.05-n= g, npg =

Trazimo n t.d. je
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0.95 <P(X >150) =P(150 < X <n) = (I)(:‘/%) _ @(150”—1)7;13) _
_ 150 ) .
=d(y/n- 1/—175) — Q(?i“) ~ za velike n ~ 1 — <I>(300109n )

20-20

= o) <1 -0.95=0.05=P(—1.64)

3000—n
= \/W<_164:> n > 3429.

JAN
Vrijedi:
zae>0
p(\% | <) =P(np—ne <X <np+ne)=P(FE < L < o) =
np EfN i— —6\/ﬁ
P < e <SR~ 0(5R) — 2(-55)

Zadatak 7.10 Simetricnu kocku bacamo 4500 puta. Odredite interval u kojem
mozemo s vjerojatnoscéu 0.9 ocekivati relativnu frekvenciju Sestica.

Rjesenje:

n = 4500, p = % X =broj Sestica koje padnu=frekvencija Sestica
= X ~ B(4500, 1) , & =relativna frekvencija Sestica

Trazimo € > 0 t.d.
n

X
09<P(|——pl<e)m=1—-2-B(—c-,/—)
n pq

jﬂ%M%ﬂ%ﬂHﬂ)

1.64-0.3726
= ¢- ,/ >164 = > e = 0.0091

= trazeni interval je < p —e,p+ ¢ >=< 0.1575,0.1757 >.
A

Zadatak 7.11 Koliko najmanje puta moramo baciti par simetricnih kocaka da bi se
s vjerojatnoséu 0.95 dogodilo da je barem 100 puta zbroj brojeva na kockama jednak
77
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Rjesenje:

p = vjerojatnost da je zbroj na kockama 7 = % =16

X = broj puta kad je na kockama bio zbroj 7 = X ~ B(n, 3)

Trazimo n € N t.d. je

0.95 < P(X > 100) = P(100 < X < n) ~ (L) — d(1=2) =

:1-@(1%1’) = @(1(3;)”—_17’;1’%0.05:@(—1.64)# %§—1.64:> n > 698.

A

Zadatak 7.12 Na prijemnom ispitu rjesava se 40 zadataka i za svaki su ponudena
4 odgovora, od kojih je samo jedan tocan. Za tocno zaokruzen odgovor dobije se
15 bodova, a za pogresno zaokruzen se gubi 5 bodova. Kolika je vjerojatnost da se
slucajnim odabirom ponudenih odgovora prode kvalifikacijski prag od 120 bodova?

Rjesenje:
X = broj toéno odgovorenih pitanja = X ~ B(40, 1)
Y = broj ostvarenih bodova = 15- X —5- (40 — X) =20 - X — 200

P(Y > 120) = P(20X — 200 > 120) = P(X > 16)) = P(16 < X < 40) ~

107400y _ .0143

A

Zadatak 7.13 Kazaliste koje prima 529 gledatelja ima dva ulaza i pored svakoga se
nalazi jedna garderoba s n vjesalica za kapute. Ako posjetitelji ulaze nezavisno jedan
od drugoga i jednako vjerojatno na oba ulaza, koliki je najmanji n t.d. s vjerojatnoséu
0.95 bude mjesta kapute svih posjetitelja bas u onoj garderobi pored ulaza na koji je
taj posjetitelj usao?

Rjesenje:
X = broj posjetitelja koji su usli na prvi ulaz = X ~ B(529, %

Da bi bilo mjesta, mora vrijediti: 529 —n < X <n , tj.

N5y (g

0.95 <P(520 —n < X <)~ BT T
2 2 2 2
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n—529-1 d _n—529-%) —1_9. (I)(_n—529-%)

— ) T Ve

= 258 <196 = n>287.4

1
529-1
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Zadaci za vjezbu

7.14 U prosjeku je 2% ljudi ljevoruko. Nadite vjerojatnost da je medu 100 ljudi
barem troje ljevaka.

7.15 Lord Farquaad organizira svecanu veceru u svom dvorcu. Pozvano je gradanstvo
i plemstvo. Gradani moraju za veceru izdvojiti po 1 zlatnik, a plemiéi po 2 zlatni-
ka. Cuvari na ulazu u dvorac pustaju jednog po jednog covjeka, pri éemu je 3 puta
vjerojatnije da se na ulazu pojavi gradanin nego plemi¢. Koliko najmanje ljudi treba
pustiti u dvorac da s vjerojatnoséu ve¢om od 0.95 lord Farquaad sakupi barem 500
zlatnika?

7.16 U nekom gradu su dva kina, koja imaju jednak broj sjedala. Svakog dana
kina posjeti 1000 ljudi. Oba kina su jedako popularna pa svaki ¢ovjek s jednakom
vjerojatnoséu i nezavisno od drugih bira bilo koje. Odredite najmanji broj sjedala u
svakom kinu tako da bi s vjerojatnoséu barem 0.95 u njima bilo mjesta za sve ljude?

7.17 Neka kompanija ima jeftine avionske letove iz Amsterdama za London. U
avionu je 150 mjesta, a svaki putnik koji rezervira kartu se zaista vozi avionom s
vjerojatnoséu 0.9. Kompanija u svakom slucaju zeli napuniti avion pa uvijek proda
160 rezervacija. Izracunajte vjerojatnost da u avionu nece biti mjesta.

7.18 Koliko puta treba baciti 3 simetri¢ne kocke da bi s vjerojatnoséu od barem 0.9
barem 50 puta dobili barem 2 Sestice u jednom bacanju?

7.19 Promatramo sljedeéi slucajni pokus: Marko baca kocku ¢ije su stranice oz-
nacene brojevima 2, 4, 6, 8, 10, 12, a Ana baca kocku ¢ije su stranice oznacene
brojevima 1, 3, 5, 7, 9, 11. Koliko puta treba ponoviti gore opisani slucajni pokus da
bi s vjerojatnos¢u od barem 0.8 bili sigurni da ¢e Marko u barem 120 pokusa dobiti
na kocki veci broj od Ane?

7.20 Nadaleko poznata vjestica Bellatrix bavi se vrlo unosnim poslom: ¢arolijom
pretvara vjeverice u neke druge zivotinje koje se dobro prodaju na trzistu. Posto
jos uvijek nije usavrsila caroliju, Bellatrix pretvara vjevericu u pegaza, jednoroga ili
konja redom s vjerojatnostima 0.2, 0.3 ili 0.5. Trenutna cijena pegaza na trzistu je 5
zlatnika, dok jednorog i konj vrijede po 2 zlatnika. Koliko vjeverica Bellatrix treba
naruciti da bi s vjerojatnos¢u od barem 0.95 zaradila barem 1000 zlatnika?

7.21 Turist dolazi u Las Vegas i odlucuje igrati kockarsku igru, takvu da u svakoj
partiji ulaze 1 dolar, te ako dobije, osvaja 2 dolara plus Sto mu se vraca ulog od 1
dolara, a ako izgubi partiju gubi 1 ulozeni dolar. Poznato je da je vjerojatnost dobitka
u ovoj igri i. Nas je turist, voden kockarskom groznicom, odigrao 240 partija. Kolika
je vjerojatnost da turist nije na gubitku?
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7.22 1920. godine su u Chicagu bila dva vlaka koja su se borila za 1000 putnika koji
su u isti sat kretali iz Chicaga u Los Angeles. Pretpostavimo da putnici s jednakom
vjerojatnoséu odabiru svaki od vlakova. Koliko minimalno sjedala mora imati svaki
vlak da bi s vjerojatnoséu 0.99 bili sigurni da ¢e svaki putnik imati svoje sjedalo?

7.23 Neki trgovac je glavni distributer porculanskih vaza za neki grad. On svaku od
vaza naruci iz tvornice po cijeni od 80 kn, a prodaje ih trgovinama specijaliziranim
za porculansko posude po cijeni od 90 kn. Medutim, pri prijevozu od tvornice do
njegovog skladista se razbije 5% vaza. Sve vaze koje stignu do njegovog skladista
uvijek uspjesno proda trgovinama. Koliko vaza trgovac treba naruciti iz tvornice da
s vjerojatnoscéu od barem 0.975 zaradi barem 10000 kn?

7.24 Morsko dno u Zaljevu Bisera je bogato skoljkama. Poznato je da se u prosjeku
u svakoj cetvrtoj skoljci nalazi biser. Ronioc pri svakom zaronu izroni samo jednu
skoljku. Ako je ronioc izronio 150 Skoljaka, izracunajte vjerojatnost da je medu
skoljkama barem dvostruko vise skoljaka sa biserom nego onih bez bisera.

7.25 U nekom gradu su se jednog kisnog dana na glavnom trgu prodavale dvije
vrste kiSobrana; jedna vrsta po 30 kn, a druga po 50 kn. Prodavac je na kraju dana
zakljucio da je svaki peti kupac kisSobrana kupio skuplji kisobran. Ako je tog dana
bilo 200 kupaca, izracunajte vjerojatnost da je prodavac zaradio barem 7 000 kn.

7.26 Rulet ima 18 crvenih polja, 18 crnih polja i jednu nulu. Pretpostavite da u
svakoj igri igrate na crveno. Ako kuglica padne na crveno, onda dobijete 1 kn, a inace
gubite 1 kn. Priblizno odredite vjerojatnost da ste nakon 50 igara na dobitku.

Rjesenja: [LIA 0.323 [LIA 424 [LT8 531 LI7 0.0571 [LI8 804 [LIA 217 (20 400 20 7 7 23 2142 (L2 0 25
0.0392 77. 0.4247
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Zadaci za vjezbu

8.1 Sluc¢ajna varijabla X moze poprimiti dvije vrijednosti: a i b (a < b) s vjerojat-
nostima, redom, 0.3 1 0.7 . Nadite a i b ako je EX =2.71 VarX =0.21 .

8.2 Neka je X slucajna varijabla takva da je P(X =1) =p =1-P(X = —1).
Nadite ¢ # 1 takav da je E[cX] = 1.

8.3 Jednom bacamo simetricnu kocku. Ako slu¢ajna varijabla X predstavlja broj
koji je pao na kocki, nadite matematicko ocekivanje slucajnih varijabli ¥ = X? —
3X+4i1Z=|X-2].

8.4 Slu¢ajna varijabla ima razdiobu: P(X = n) = oo o " € No Odredite
konstantu c i izracunajte EX .

8.5 Iz skupa od 100 proizvoda, od kojih je 10 neispravno, izabran je na slucajan
nacin uzorak od 5 proizvoda. Ako sa X ozna¢imo broj neispravnih proizvoda u
uzorku, nadite razdiobu, ocekivanje i varijancu od X .

8.6 Nadite parametar p slucajne varijable X s geometrijskom distribucijom ako za
nju vrijedi: Y7 P(X2>n)=1.

8.7 Diskretna slucajna varijabla moze poprimiti vrijednosti z1, ..., x, koje su dane
u rastu¢em poretku. Pokazite da je vy < EX <z, .

8.8 Neka je X geometrijska slucajna varijabla s parametrom p. Pokazite da je

o I ]
X 1—p

8.9 Neka je X ~ P()\). Pokazite da je
E[X"] = AE[(X + 1) ]
i izracunajte E[X?].

8.10 Pretpostavite da igrate igru u kojoj pobjedujete s vjerojatnoséu p. Igrate 5
igara i ako pobijedite u petoj igri, nastavljate igrati sve dok ne izgubite.

(a) Nadite ocekivani broj igara koje ¢ete odigrati.

(b) Nadite ocekivani broj igara koje ¢ete izgubiti.

Rjesenja: BT (a) 4 + 125 (b) 4(1 —p) + 1
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Neprekidne slucajne varijable

Definicija.  Slucajna varijabla X na vjerojatnosnom prostoru (€2, 7, P) je nepre-
kidna slu¢ajna varijabla ako postoji funkcija f: R — [0, 400) takva da je

P(X <a)= / f(t)dt, zasvea€R.

Funkciju f se zove funkcija gustocée slucajne varijable X.
Napomena.

(a) Moze se pokazati da je

P(X € B) = / f(t)dt, za izmerivi podskup B C R.
B

b
P(aﬁXﬁb):/ f(t)dt, zaa,b € R, a <b.
(c) Za B =R iz (a) slijedi
1:P(X€]R):/ f(t)dt.

Dakle, da bi f bila funkcija gusto¢e neke neprekidne slucajne varijable, mora
vrijediti:
o f(x) >0, zasve x € R,
o [ f(x)dr=1.
(d) Vrijedi
P(X =a) :/ f(t)dt =0 pa je

111
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P(X<a)=P(X<a)+P(X=0a)=P(X <a)+0=P(X <a)
i slicno je
Pla<X<B)=Pla<X<B)=Pa<X <B)=Pla< X < B).
(d) Ako je f neprekidna funkcija, onda je

(t) dt = f(zr)Ax za male Az.
!

-

z+AX
P(x§X§x+A1’):/

{

Q

—~

T

=

Definicija. = Funkcija distribucije neprekidne slucajne varijable X je definirana
sa

Flz) = P(X < 1) = / f(#)dt, 7R,
Napomena.
(a) Ako je f neprekidna, onda je
f=F.
(b) Vrijedi:
F(—o00) := lim F(z) =0,

r— —00

F(+00):= lim F(z)=1.

T——+00

Zadatak 9.1 Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gusto¢om

f(:c):{ cldr —22%), 0<x <2

0, inace.
(a) Odredite c.
(b) Izracunajte P(X > 1).
Rjesenje:

(a) Mora vrijediti:

1—/ flz /(4x—2x)dx:c(2x2—§x3)0:§

oolw

pajec=

P(X > 1) /f /(4x—2x)d g(2x2—§x3)f:§.
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A

Definicija. = Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoée f. Ma-
tematicko oc¢ekivanje slucajne varijable X je definirano sa

EX = /OO xf(x)dx,

ukoliko gornji integral apsolutno konvergira.
Napomena. Opcenito, za funkciju g: R — R vrijedi

ukoliko gornji integral apsolutno konvergira. Tako je varijanca slucajne varijable X

definirana sa -

VarX := E[(X — EX)?] = / (x — EX)?f(x) da.

—00

Zadatak 9.2 Slucajna varijabla X ima neprekidnu uniformnu razdiobu na inter-
valu (a,b) i pisemo X ~ U(a,b) ako joj je funkcija gustoce

1
f(a?):{ b_cé, a<x<b,

, 1nace.
Odredite ocekivanje, varijancu i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:

00 b 2
x 1 22 a+b
EX—/_Ooxf(x)dx—/a b—adx—b—a_Q ‘a_

E[X2]=/ $2f(x)d:r=/ e o Loy _dltabil
. b—a b—a 3

— 00

2 2 2 AY
VarX:E[Xz]—(EX)2:a +ab+b _(a—;b) (a — )

3 12
N 0, z<a 0, z<a

F(m):/ fydt=q  Joga osw<b =§ 5= a<z<b
o0 [ dt, z>0b L x>0
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Zadatak 9.3 Slucajna varijabla X ima eksponencijalnu razdiobu s parametrom
A > 01 pisemo X ~ Exp()) ako joj je funkcija gustoce

Xe M x>0

fx) = { 0, inace.

Odredite ocekivanje, varijancu i funkciju distribucije slu¢ajne varijable X.

Rjesenje:
[e'9) o) - 00 6_)@ .
EX :/ :):f(:)s)da::/ e Ndr = —ze™ 0 +/ e dy = 0+—)\ }0
—00 0 0 —
_1
D)
0 0o 9
E[X?] :/ 2’ f(z) do = / 2he Mdr=... = v
s 0
2 1 1
VarX = E[X?] — (EX)* = ibvinbv
Fa)= [ sde= ()
1.2 <0 i
(%) = / 0dx = 0;
2.z2>0 i
(+) = /0 e Mdr = —e M| =1 —e
pa je

0, <0
F(x):{l_e—Ax x> 0.

Zadatak 9.4 Pretpostavite da sluc¢ajna varijabla ima funkciju distribucije

Fz)=C—e* >0

(a) Odredite C.
(b) Izracunajte P(X >2)iP(1 < X < 3).
(c¢) Odredite funkciju gustoce f.
)

(d) Izracunajte EX.
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Rjesenje:

(a) 1=limy_yoo F(x) =limy jos(c—e ™) =C = C =1.
M) PX>2)=1-PX<2)=1-F2)=1-(1—-¢?)=¢"
Pl<X <3)=PH{X <3}\{X <1}))=P(X <3)—-P(X <1)=uj(X

N—PX<1D=F@)—F1)=(1—-e?)=(1—eP)=et—¢?

()

A

Slucajna varijabla X ima normalnu razdiobu s parametrima p € Rio? > 0 i
pisemo X ~ N(u,0?) ako joj je funkcija gustoce

1 (=)
T) = e 22 xeR
fla) = —

Nadite distribuciju slucajne varijable

<
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Rjesenje:
Rac¢unamo:

— B
g

ptox s—p)2 — T—p
= 1 6_( 20‘3) dl’ pnd y =
Lo OV2T = dr= 7y

= e ody = e
—oo V2T 4 —oo V2T Y

pa je Z neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoce

Fy(x)=P(Z <z) = P(X

<z)=PX <pu+ox)=

=

a9

[N

1y

fZ(y): € T7y€]R7

V2r

odnosno Z ~N(0, 1).

A
Napomena. Ako je X ~N(0,1), onda je
F Y R
T) = —— e 2dt = Px
i @ ¢itamo iz tablice.
Zadatak 9.5 Neka je X ~N(0,1). Odredite EX i VarX.
Rjesenje:
EX h L 24 L w1 —o
= €Tr - —€ 2 T = — [ 2 —=
/_oo V2T V2 >
VarX = E[X? — (EX)’ =E[X?] - 0= —— 2?e” 7 dr =
X7 - (BX) = B 0= —— [
L 7| T s L 04 van =1
= —re 2 + e 2 axr| = + Vi =
V2 { > /_oo ] vV 27'('[ ]
A

Zadatak 9.6 Neka je X ~N(u,0?). Odredite EX i VarX.

Rjesenje:
Iz zadatka ?7 slijedi da je
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pa iz zadatka @3 slijedi

OzEZ:E[X_M]:

Bx -/ — EX=u
g g

1

g

X - 1

1 = VarZ = Var < “) = — VarX — EX =0’
g g

A

Zadatak 9.7 Vijek trajanja neke automobilske gume je normalno distribuiran s
ocekivanjem 34 000 km i standardnom devijacijom od 4 000 km.

(a) Izracunajte vjerojatnost da guma traje vise od 40 000 km.

(b) Ako je guma presla 30 000 km, izracunajte vjerojatnost da ¢e guma trajati jos
10 000 km.

Rjesenje:

X =vijek trajanja gume = X ~N(34000,4000?)
= 34000, o = 4000

Zadatak 7?7 = Z = 2 ~N(0,1)

(a)

X — 40000 —
P(X > 40000) = P(A—# - 20000 = 4
g g

=1—®(1.5) =1 —0.9333 = 0.0668

)=P(Z > 1.5)

(b)
P(X > 40000, X > 30000) P(X > 40000)

P(X > 40000/X > 30000) = - -

( | ) P(X > 30000) (x> 30000) ")

X — _
P(X > 30000) = p(a—# - 30000 =k,
g g
—P(Z>-1)=1-d(—1) = 1 — 0.1587 = 0.8413
0.0668
= 20 0794
— () = 5 orgs = 0079

Zadatak 9.8 Pretpostavite da je vrijeme putovanja nekog studenta od kuce do fa-
kulteta priblizno normalno distribuirano s ocekivanjem 40 minuta i standardnom
devijacijom od 7 minuta. Student Zeli sti¢i na predavanje koje pocinje u 12:15 sati.

(a) Ako je student krenuo od kuée u 11:40, izra¢unajte vjerojatnost da on zakasni
na predavanje.
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(b) Kada bi student trebao krenuti od kuce da s vjerojatnoséu od barem 0.95 bude
siguran da ¢e sti¢i na vrijeme na predavanje?
Rjesenje:
X =vrijeme putovanja = X ~N(40, 7%)

(a) P(X > 35) = P(X540 > 35240) — p(X40 > —0.7142) = 1 — ¢(—0.7142) =
1—0.7611 = 0.2389

(b) Trazimo a takav da je 0.95 < P(X < a) = P(3522 < 2210) = ¢(a=20
slijedi

), odakle

a— 40

>1.64 = a > 51.48.

Dakle, student bi trebao krenuti 51.48 minuta prije, tj. otprilike u 11 sati 33
min i 30 s.

A

Zadatak 9.9 Autobus dolazi na stanicu svakih 15 minuta pocevsi od 7:00 ujutro.
Ako neki putnik dolazi na stanicu u neko slucajno vrijeme izmedu 7:00 i 7:30, iz-
racunajte da on ceka autobus

(a) manje od 5 minuta,

(b) vise od 10 minuta.

Rjesenje:
X =vrijeme kada putnik stize na stanicu — X ~U(0, 30)

(a) P(X € (10,15) U (25,30)) = P(10 < X < 15) + P(25 < X < 30) = [ dz 4

30 4 ) 10 30
25 % =3
(b) P(X € (0,5)U(15,25)) = P(0 < X < 5)+P(15 < X < 20) = [7dz [20dr _

1
3
A

Zadatak 9.10 Neka je X ~ Exp(\). Pokazite da X ima svojstvo memorijske
odsutnosti:
P(X <s+t|X >s)=P(X >1t), s, t >0.

Rjesenje:
P(X>s+t,X>s) PX>s+1t) e )

P(X > s) - P(X>s) e
=eM=P(X >1)

P(X >s+t|X >s)=
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A

Zadatak 9.11 Pretpostavite da je duljina telefonskog poziva u minutama eksponen-
cijalno distribuirana s parametrom \ = 1—10. Ako je netko prije vas dosao u telefonsku
govornicu, izracunajte vjerojatnost da cete cekati

(a) vise od 10 minuta,
(b) izmedu 10 i 20 minuta.

Rjesenje:
X=duljina telefonskog poziva u minutama — X NEXP(%).
Fx(t)=P(X <t)=1—¢ 10" t >0,

(a) P(X >10)=1—Fx(10) =1 —e 100 =1— ¢! =0.368

(b) P(10 < X < 20) = Fx(20) — Fx(10) = e 1020 — ¢ 1010 = ¢2 — ¢=1 = (.233

A
Zadatak 9.12 Neka je X ~ N(70,4). Izracunajte P((X — 68)* > 9).
Rjesenje:
P((X —68)2>9)=P(|X — 68| >3)=1—-P(|X — 68| <3) =
=1-P(-3<X-68<3)=1-P6o<X <Tl)=
65—-70 X —-70 71-70
=P
S A
=1—(9(0.5) — ®(—2.5)) =1 — (®(0.5) + ¢(2.5)) =
=1 — (0.1915 + 0.4937) = 0.3148
A

Zadatak 9.13 Neka je X ~ N(u,c?). Izracunajte:
(a) P(p—30 < X < pu+30),
(b) P(X? —2uX > 02 — p?).

Rjesenje:
(a) P(u—30 < X <p+30) =P(—3 < X2 <3) ~ d(3) — d(—3) = &(3) — (1 —
®(3)) = 20(3) — 1 =0.9973

(b) P(X? = 2uX > 0 — pi*) = P((X — p)* > 0?) -
P(EL < -1)~ (1—@(1)) O(—1) = (1-&(1)) + (1 —d(1))
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Zadaci za vjezbu

9.14 Neka je X neprekidna slucajna varijabla s gustoc¢om

f(m):{cx", O<ax<l1

0, inace.
(a) Odredite c.

(b) izracunajte P(X > z),za 0 <z < 1.
9.15 Neprekidna slucajna varijabla X ima funkciju gustoce

far+ba? 0<z<l1
J(z) = { 0, inace.

i vrijedi EX = 0.5.
(a) Izracunajte P(X < 0.5).
(b) Izracunajte VarX.

9.16 Na nekom ispitu su bodovi normalno distribuirani s ocekivanjem 76 i stan-
dardnom devijacijom 15. Najboljih 15 % studenata dobije ocjenu 5, a najlosijih 10
studenata ocjenu 1. Nadite:

(a) najmanji broj bodova potreban za ocjenu 5,

(b) najmanji broj bodova potreban za prolaz.

9.17 Neka je X ~ N(0,1). Pokazite da za a € R vrijedi:
(a) P(X >a) =P(X < —a),

(b) P(|X| > a) =2P(X > a),

(¢) P(|X| <a) =2P(X <a)—1.

9.18 Neprekidna slucajna varijabla ima jedinicnu Cauchyevu razdiobu ako joj je
gustoca

fla) = ——

= —, v €R
(1l + x2)’ v

(a) Postoji li EX7?

(b) Pokazite da Y = + takoder ima jedini¢nu Cauchyevu razdiobu.
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9.19 Ako je X normalna slucajna varijabla s o¢ekivanjem 5 i takva da je P(X >
0.9) = 0.2, izracunajte VarX.

9.20 Godisnje padaline (u cm) u nekom podruéju su normalno distribuirane s
ocekivanjem 40 i standardnom devijacijom 4. Izracunajte vjerojatnost da ¢e trebati
barem 10 godina da koli¢ina padalina prijede 50 cm.

9.21 Zadana je funkcija gusto¢e neprekidne sluc¢ajne varijable X:
c-x?-e7 % akojex >0
flx) = :
0 ako je x <0

Odredite ¢ i izracunjate vjerojatnost da X poprimi vrijednosti u intervalu (0, 1)

9.22 Neki covjek ¢eka na stanici vlak. Vrijeme u minutama koje provede c¢ekajuci
je slucajna varijabla s funkcijom distribucije

~

0, T <
1z, 0<2<1
F(z) = %, 1<z<?2
iw, <z<
1, Tz >4
\

Odredite funkciju gustoce i nadite vjerojatnost da ¢ovjek do dolaska vlaka ceka izmedu
11 3 minuta. Takoder odredite vjerojatnost da covjek ceka do dolaska vlaka vise od
3 minute ako znamo da ve¢ stoji na stanici vise od 1 minute .

9.23 Pretpostavimo da X ima jediniénu normalnu razdiobu. Izracunajte E[e!X], t €
R.

Rjesenja: ELIA (a) n+ 1 (b) 1 — 2™ T? (a) 0.35 (b) 0.06 ELTIB (a) 92 (b) 57 ELIB (a) ne LT 22.66 ELZI (0.9938)°

2
o272
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