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Ova se disertacija predaje na ocjenu Prirodoslovno - matematickom fakultetu,
Matematickom odjelu SveuciliSta u Zagrebu u svrhu stjecanja znanstvenog stupnja

doktora prirodnih znanosti iz podruc¢ja matematike.



"Mozda se moje bavljenje matematikom najbolje moze opisati
kao ulazenje u jednu tamnu kucu. Udete u prvu prostoriju i otkrijete da
je tu potpuno mracno. Zapinjete za namjestaj. No, postupno doznajete
gdje se svaki komad nalazi. Konacno, nakon priblizno Sest mjeseci,
nalazite prekidac i ukljucite svjetlo. Sve postaje obasjano, tako da

napokon mozete vidjeti gdje ste. Zatim ulazite u sljedecu mracnu

prostoriju ...""

! prof. Andrew Wiles, citirano iz: A. D. Aczel: Posljednji Fermatov teorem, Izvori, Zagreb, 2001.
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" Znaj sijati rasipno sve Sto imas i §to jesi

da bi mogao biti radost onih koji ¢e sutra zeti."

Zahvaljujem voditelju rada prof. dr. sc. Dragutinu Svrtanu na
svim korisnim savjetima i izvanrednom vodenju u svim fazama izrade

ovog rada.

Takoder zahvaljujem svima, a posebno mojoj obitelji te svim

studenticama i studentima, koji su mi iskazivali moralnu podrsku.
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Predgovor

Ova doktorska disertacija izradena je pod vodstvom prof. dr. sc. Dragutina
Svrtana, redovitog profesora na Matematickom odjelu Prirodoslovno-matematickog

fakulteta SveuciliSta u Zagrebu.
Disertacija se sastoji od Cetiri poglavlja:

1. AranZmani hiperravnina,
2. Slobodna asocijativna algebra B s jedinicom,

3. Zakrenuta grupovna algebra A_,
4. Reprezentacija zakrenute grupovne algebre A, na tezinskim potprostorima B,

algebre B.

U prvom poglavlju razmatraju se orijentirani aranZmani hiperravnina i njima
pridruzeni pojmovi u n-dimenzionalnom afinom prostoru V". Pritom se posebno

promatra orijentirani diskriminantni aranzman A, _, (braid arrangement), Varchenko-va

matrica tog aranZmana i njena determinanta.

Predmet proucavanja drugog poglavlja je slobodna asocijativna C-algebra B s

jedinicom B:=Cl, ,e, ,..,e, J sa skupom generatora {ei} . Pritom je
2 N S,

i IsssN

N ={i],i2,...,iM} fiksirani podskup skupa nenegativnih cijelih brojeva N ={0, 1 2,..} .
Ako stavimo da je stupanj svakog generatora ¢, jednak jedan i piSemo st (eix)=1,

1<s<N, onda je algebra B prirodno N, -graduirana B =[] B(n), gdje je

n=0

B(0)=C, a B(n) se sastoji od svih homogenih nekomutativnih polinoma ukupnog
stupnja n u varijablama e, ,e, ,...,¢; . Pritom dalje imamo rastav algebre B na direktnu
sumu B=B=" OB, odnosno rastav svakog B(n) na direktnu sumu
B(n) =Bn)*" OBMn)*, gdje B(n)*" (genericki potprostor) oznatava potprostor
generiran svim multilinearnim monomima ukupnog stupnja n(s N) , a B(n)*

(degenerirani potprostor) oznacava potprostor polinoma ukupnog stupnja n, nelinearnih
u bar jednoj varijabli (generatoru).
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Preciznije, rastav od B=" i B** po multihomogenim komponentama glasi ovako:

B = g) B(n)=" = D . Bklkzmkn ,
"= k <k, <..T]<_k“ Lk ON
deg — deg —
B* = |:| B(n) ® = D Bi{"'iglzmi;;’ﬂ >
n=0 N n=0
ZmS=n ,0i, mz 2

gdje je:
B« =Spanﬁc{ejlejz -+ € | JJ,--J, = permutacija skupa {kl,kz,..‘,kn}} ,

_ S . : my em
— —spanc{ejlej2 ++©; | JiJy---J, = permutacija multiskupa {11 ,122,...,1NN}} .

-y
L e

Opcenito Ce rastav algebre B po multihomogenim komponentama glasiti:

B= |:| lez,..g .

n=0
Lgh<.<L, LON

Pritom svaki potprostor B, =B zovemo tezinski potprostor algebre B pridruzen

.1,
multiskupu Q ={l, <, <..<l}, 1, 0N, kojeg ¢emo pisati i ovako Q =1,...1, .
Specijalno, ako je [, <1, <...<l , [,L,...,l, ON , onda je Q Z{ZI,ZZ,...,ZH} skup i njemu
pridruZeni potprostor e biti genericki tezinski potprostor B, algebre B. Za
multiskupove Q koji nisu skupovi ¢e pripadni tezinski potprostor B, biti degenerirani.

Neka su qji s i,jON= {il,iz,...,iN} zadani (kompleksni) parametri. Tada se na

algebri B mogu promatrati linearni operatori 0, ,0, ,...,0,

1

. B - B ("deformirane
parcijalne derivacije") zadani ovako: 0, (1) =0,

0,(e;)=9;.
i dalje induktivno: 0, (ej x) =0;x+ q;e;0,x zasvaki xUB,

LJON= {iiy,..iyg , gdieje 8, =1zai=j, 3, =0 zai#].

Napomena: Kada bi svi q; bili jednaki jedan, onda bi 0; bila obi¢na i-ta parcijalna

derivacija po varijabli e,.

U algebri B definira se konstanta kao element CJB takav da je 0,C =0 za svaki

ION= {i),1,0e0iy) -



N

Ako na algebri B uvedemo operator stupnja d:B — B, formulom 0 := Z e, 0, ,onda
s=1

se konstanta u B moze definirati kao bilo koji element C 1B za kojije 0C =0.

Osnovni problem koji ¢e se u ovoj radnji proucavati je nalazenje prostora
konstanti u algebri B, tj. problem odredivanja jezgre operatora stupnja 0 .

Lako se vidi da operator stupnja 0:B — B cuva rastav algebre B na tezinske
potprostore, tj. da je O(BQ) 0 B, za svaki multiskup Q nad N ={il,i2,...,iN} , stoga se

problem nalazenja konstanti u algebri B svodi na trazenje konstanti u pojedinim

tezinskim potprostorima 1B, algebre B ili ekvivalentno na trazenje jezgre operatora

0 |BQ:I3Q - B,. U monomijalnoj bazi teZinskog potprostora B, operatoru
0 |BQ :B, - B, ¢e biti pridruzena matrica koju ¢emo oznaciti sa B,. Red matrice B,

je jednak dim B, = Card (A) , gdje je Card (3 = # permutacija multiskupa Q.
Netrivijalna konstanta u B, ¢e postojati ako i samo ako je detB, =0, (. B, je
singularna matrica), Sto nam daje odredene uvjete na parametre q;, i, j0J N .

Pritom ¢e se proucavati uvjet kociklicnosti, odnosno takav izbor vrijednosti parametara

q;. 1,jON za koje postoji netrivijalna konstanta u 1,, ali takovih nema u B, za

svaki pravi podskup 6 U Q. Pokazati ¢e se, takvi uvjeti kocikli¢nosti se dobivaju

pomocu djeljitelja izraza: 1— |_| q,; » gdje produkt prolazi po svim parovima (la,lb)

1<azbsn
elemenata multiskupa Q, n =Card Q.

U odjeljku 2.2 detaljno ¢e se izraCunati netrivijalne bazi¢ne konstante u
tezinskim potprostorima B(1), B(2), B(3) i B(4) algebre B te ¢e se pokazati da u
B(1) nema netrivijalnih konstanti. Takoder ¢e se pokazati da konstante u bilo kojem

degeneriranom tezinskom potprostoru mozemo konstruirati iz konstanti nekog
generi¢kog tezinskog prostora u odredenoj identifikaciji elemenata u skupu Q, §to

dovodi do zakljucka da je pri izraCunavanju netrivijalnih konstanti u B(n), n=2

dovoljno izracunati konstante u generickim tezinskim potprostorima.
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U tre¢em poglavlju provode se razmatranja po uzoru na [MS1] u terminologiji
zakrenute grupovne algebre (twisted group algebra).
Definira se opcenitija grupovna algebra simetri¢ne grupe S, s koeficijentima u prstenu
polinoma R := (C[ka [1<k,m Sn] , pri ¢emu se koristi djelovanje S, xR - R,

simetri¢ne grupe S. na R, definirano pravilom

g.p(...,ka,...)=p(...,Xg(k)g(m),...), (1)
za g[S , koje je inducirano s prirodnim djelovanjem S, XX — X simetri¢ne grupe
S, na skupu X :{ka |1<k,m SI]} :

(g’ ka) = g. ka = Xg(k) g(m)
Tako definirana opc€enitija grupovna algebra naziva se zakrenuta grupovna algebra

simetriéne grupe S, s koeficijentimau R ioznafavasesa: A =R X (C[Sn] .

U algebri A je definirano mnoZenje relacijom: (p'gl)EQp"gz) = (p' [g,. p") g2.g,, gdje

je g,.p" definirano pravilom (1), a g,g, je produktod g, sa g, u S, .

U cetvrtom poglavlju promatra se reprezentacija zakrenute grupovne algebre

A, na bilo kojem teZinskom potprostoru B, =B,, , algebre B.

Uzimajuéi u obzir da se svaki degenerirani potprostor algebre B moze dobiti iz
generickog potprostora specijalizacijom koja je inducirana poistovje¢ivanjem nekih
elemenata u skupu Q, u nastavku ¢emo se koncentrirati na proucavanje generic¢kih
potprostora i reprezentacije algebre A na njima.

Posebno ¢e se proucavati primjeri vrijednosti regularne reprezentacije R (izvjesnih

elemenata &;, ﬁ algebre A , definiranih u tre¢em poglavlju) na opcéenitom

generickom potprostoru, ali isto tako i vrijednosti reprezentacije (tih elemenata) na

op¢enitom degeneriranom tezinskom potprostoru algebre B .

Pokazati ¢e se da regularna reprezentacija od &\; na B, daje matricu koja je u direktnoj

vezi s Varchenkovom matricom (prvo poglavlje). Takoder ¢e se pokazati da regularna

reprezentacija od B: na B, daje matricu koja je u direktnoj vezi s odgovarajutom

matricom B, (koja se dobiva pri izraCunavanju konstanti u B, ).
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1. AranZmani hiperravnina

U ovom poglavlju dati ¢e se kratki prikaz osnovnih pojmova pridruZenih
aranzmanima hiperravnina u afinom prostoru V.

Neka je V n-dimenzionalni realni afini prostor. Hiperravnina H je afini

potprostor od V kodimenzije 1, tj. dimH =n —1. MoZemo pretpostaviti daje V =R".

Definicija 1.1

Konac¢an skup medusobno razli¢itih hiperravnina u afinom prostoru R" se

naziva realni aranzman hiperravnina (ili krac¢e aranzman) 1 ozna¢avase s C.
Kazemo da je C ={Hi |1=1, 2,...,k} aranzman, koji se sastoji od k hiperravnina H, u

n-dimenzionalnom afinom prostoru.
Aranzman hiperravnina se naziva centralni aranzman ako je presjek svih

hiperravnina iz aranzmana C neprazan.
Navedimo nekoliko primjera centralnih aranzmana.

U afinoj ravnini R* centralni aranzman je pramen pravaca kroz neku tocku T,

tj. aranzman C:{pi |i:1,2,...,k} , koji se sastoji od k pravaca p, takvih da je
3
Olpi :{T} .

U trodimenzionalnom afinom prostoru R’ centralni aranZmani su:

1)  svezak ravnina kroz neki pravac p, tj. aranzman C :{Hi |1=1, 2,...,k} , koji
se sastoji od k ravnina H, takvih da je [llei :{p} , gdje je p zajednicki
pravac ravnina H. . i

2)  snop ravnina kroz neku to¢ku A, tj. aranzman C ={Hi [1=1, 2,...,k} , koji se

k
sastoji od k ravnina H, takvih da je (N H, ={A} .
i=1

Slijede definicije osnovnih pojmova pridruzenih aranzmanima hiperravnina.



Definicija 1.2

Brid aranzmana se naziva svaki neprazni presjek bilo koje familije

hiperravnina iz aranZmana C. Skup svih bridova aranZmana C oznaavati ¢emo s

&(C). Primijetimo: M &(C).

Domena aranzmana je bilo koja komponenta povezanosti D prostora

R"\ U H =komplement unije svih hiperravnina H aranzmana C .
HOC

Skup svih domena aranzmana C oznacavati ¢emo s P (C )

Strana aranzmana se naziva bilo koja strana domene aranzmana, bilo koje

dimenzije, a vrh aranZmana se naziva nul-dimenzionalna strana aranzmana.

Primjedba 1.3
Brid aranzmana C je i cijeli afini prostor R", jer je R" = | H, #0 presjek
all
praznog skupa hiperravnina. Svaka hiperravnina iz aranZzmana C je takoder brid
aranzmana C, jer je H, =H, n H; # 0 za svaki iD{1,2,...,k} .

U afinom prostoru R" je domena aranzmana ujedno i n-dimenzionalna strana

aranZmana.

Ako svakoj hiperravnini H iz aranZzmana C pridruZimo komutirajucu varijablu

a= a(H) =wt (H) , koju zovemo tezina hiperravnine HUC, onda se aranzman C

naziva oteZani aranzman.

Tezina brida je jednaka produktu tezina svih hiperravnina koje sadrze taj brid.
Tezina afinog prostora R", kao brida aranzmana C, jednaka je jedan i piSemo:
a(R")=1.

Neka je C aranZman u afinom prostoru R" i neka je A, =7 @(H), HUCH
prsten polinoma u varijablama a (H) , HUC.
Oznacimo sa M, modul svih A - linearnih kombinacija domena aranzmana C . Tada

se definira A - bilinearna simetri¢na forma $ na A, - modulu M na sljedeci nacin:



za bilo koje dvije domene P 1 Q aranzmana C stavimo:

B8(P,Q)= [1 a(H). (1)

HOC, H odvaja P od Q

Pritom je produkt uzet po svim hiperravninama HUC, koje odvajaju domenu P od
domene Q.
B se naziva kvantna bilinearna forma realnog otezanog aranzmana C 1ili

krace bilinearna forma od C .

B je simetricna bilinearna forma, tj. vrijedi: B (P, Q) =8B (Q, P), P,QUP (C) .
Primijetimo da je B(P, P) =1, P DP(C).
Varchenkova matrica 8B (t. matrica bilinearne forme realnog otezanog

aranzmana C) je simetri¢na kvadratna matrica, kojoj su retci i stupci indeksirani

domenama aranzmana C, a elementi su joj monomi oblika (1).

Teorem 1.4 (Varchenko [V1, Theorem 1.1])

Determinanta matrice bilinearne forme realnog otezanog aranzmana C dana je

formulom: detB = (1 —-a (L)2 )Z(L) (2)

LO&(C)
gdjeje: a (L) tezina brida L aranzmana C,
l(L) kratnost ili multiciplitet brida L aranzmana C .

Metode izracunavanja kratnosti brida prikazane su u [V1], a detaljno su obradene u

magistarskoj radnji [So] .

Neka su x,,x,,...,x, koordinate afinog prostora R". Tada u afinom prostoru

. n(n-1) . . .
R" imamo — dijagonalnih hiperravnina:

H, :{(xl,xz,...,xn)DR”| x= xj} zasvaki 1<i<j<n.

1

Neka je A :{Hij [1<1<] Sn} aranzman u afinom prostoru R", koji se sastoji od
dijagonalnih hiperravnina H; za svaki 1<si<j<n (A, _ korenspondira Dinkinom
dijagramu A __).

Aranzman A :{Hij |1<i<]j Sn} se naziva diskriminantni aranZman.



Primijetimo da je diskriminantni aranZman A _, centralni aranZman, pri ¢emu je
centar dan sa: {(xl,xz,...,xn)DR“ | x= x~ .7 xn} .

Konkretno, u afinoj ravnini R* imamo diskriminantni aranzman A, ={H12} ,
koji se sastoji od jednog pravca (dijagonala) H,, :{(xl,xz) OR?| x= xz} .

Pritom je pravac H,, ujedno 1 centar aranZmana A, .

U afinom prostoru R’ imamo diskriminantni aranzman A, :{le, H,;, H23} ,
koji se sastoji od tri dijagonalne ravnine:
H,, Z{()cl,xz,)c3)D]R3 | x= xz} ,
H,, :{(xl,xz,x3)DR3| X= x3} ,
H,, :{(xl,xz,)c3)D]R3 | x= x3} .
Centar aranZmana A, je pravac

{;} =H, nH;n H23={ xl,xz,x) OR’| x= xF7 x3}.

Proucavanjem diskriminantnih aranzmana A__, u R", n>1 dobiva se veza izmedu
domena diskriminantnog aranzmana A __ i elemenata skupa S_, gdje S, oznacava

skup svih permutacija prvih n prirodnih brojeva.

Broj domena diskriminantnog aranzmana A__, je jednak redu grupe S_, tj. iznosi n!.
Time je svaka domena diskriminantnog aranZmana A, _, indeksirana s to¢no jednom
permutacijom iz skupa S, ali isto tako bilo koja permutacija o IS, indeksira to¢no

jednu domenu diskriminantnog aranzmana C _, relacijom:
0 o P, :{(xl,xz,...,xn)D]R“] Xo(fS Ko S xg(n)} .

Nekaje o= (U (l), 0(2),..., a(n)) neka permutacija iz skupa S_, tada imamo:

x,y DPO’ A xa(l) < xa_(z) <... <xo_(n) 5 yO’(l) < yJ(Z) < <yU(n) .

Neka je a; = wt (HU) (I1<i<j<n) tezina hiperravnine H; JA _.
Za bilo koje dvije domene P_, P, DP(AH_I) je (P P, )— ti element Varchenkove

g’ T

matrice 8=8 (An—l) Jednak produktu svih tezina a; takvih da indeksi "i", "j" imaju



nn nn
1

svojstvo da se pojavljuje lijevo od indeksa "j" u jednolinijskoj notaciji za O, a

desno od indeksa "j" u jednolinijskoj notaciji za T.

#  Uvodimo orijentaciju aranzmana, a samim time i orijentaciju diskriminantnog

aranzmana A __ . Najprije ¢e se uvesti orijentacija bilo kojeg aranZmana u
n-dimenzionalnom afinom prostoru.
Neka je C ={Hi |i=1, 2,...,k} aranzman, koji se sastoji od k razli¢itih hiperravnina u

afinom prostoru R". Orijentaciju aranzmana uvodimo na sljedeci nacin.
Oznacimo s n, jedini¢nu normalu na hiperravninu H, JC u proizvoljnoj tocki te
hiperravnine. Tada s obzirom na jedini¢nu normalu n, hiperravnina H, dijeli afini

prostor R" na tri dijela: na samu hiperravninu H,, otvoreni poluprostor koji sadrzi

n, 1otvoreni poluprostor koji ne sadrZi n, .

Neka je H; OR"\H, otvoreni poluprostor koji sadrzi jedini¢nu normalu nT ,

H; OR"\H, otvoreni poluprostor koji ne sadrzi a inekaje H) =H,, 1<i<k.

Definicija 1.5

Strana aranzmana je bilo koji neprazni presjek oblika ﬂ HY #0, gdje je

1<isk

g0{or -}, 1<i<k.

Domena aranzmana je bilo koji neprazni presjek oblika ﬂ Hi 20, gdje je

I<i<k

&0 7}, 1<i<k.

Primjer 1.6

. . . _ . _ . .. 2
Promatrajmo necentralni aranzman C —{Hi |1 —1,2,3} u afinoj ravnini R

3
(ﬂ H =0 ), koji se sastoji od tri pravca H, takvih da je:
i=1

_QHi za 1=] o
HimHj_%{T} za i%] za svaki 1,JD{1,2,3}.

Pritom je T, =T;.



Neka je a jedini¢na normala na pravac H, JC, 1=1,2,3 (slika 1).
Tada je H' OR>\H, otvoreni poluprostor koji sadrzi n,, H; OR>\H, otvoreni

poluprostor koji ne sadrzi nT Pritom je H' =H., i=1,2,3.

RZ

{T

H, {Tza}
slika 1 H,

Primjenom definicije 1.5 dobivamo:
(1) nul-dimenzionalne strane (tj. vrhove) aranzmana C
{T} =H] nH) N H],
{T.} =H] nH; nHY,
{T,} =H; nH} n HY,
gdieje: H nHYnH; =0, H) nH; nH{=0, H nH)n H}=0;
(2) jednodimenzionalne strane aranzmana C

H nH;nH;=E,, H nH)nH]=E,, TnH;nH)=0O,

H nH,nH;=E,, H nH)nH;=E,, T nH;nH=E,,

—_

H
H' nH;nH;=0, H nH)nH;=0, H nH,nH=E,,
H
H

H'nH,nH;=E, H nHnH=E,, nH,nH]=E,,

(3) domene (dvodimenzionalne strane) aranzmana C

Hf nH; nH;=D,, H; nH; n H; =D,
H nH;nH;=0, H;, nH; nH;=D,,
H nH, n H; =D, H, nH,nH;=D,,
H'nH,nH;=D,, H nH,nH;=D,.

Oznake jednodimenzionalnih 1 dvodimenzionalnih strana aranzmana uskladene su sa

njihovim prikazom na slici 2, odnosno 3.
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Svakoj strani aranzmana C moze se pridruziti niz oblika (81,82,83)D{0;F T } 3, gdje

je & =sign (Hf ) , 1=1,2,3. U tom kontekstu imamo:

{Td (004, {Ty(0-9, {T}(-09,

E, (0,-,-), E, > (--0), E, - (-0,-),
E4 s (_5 +50)5 E5 = (_505 +)3 E6 s (05+5 +)3
E7 s (+505 +), Eg = (05 ) +)3 E9 = (+> _)O))
Dl H _’ _’ _)7 D2 (_’ +’ _), D3 H (_’ +’ +)7
D4H(+,+,+), DSH(+,_+), D6H(+,_,_), D7H(_, a+)

Ako se svakom otvorenom poluprostoru H OR’*\H,, H; OR*\H,, i=12,3

pridruzi teZina a; :wt(H+), a; =wt (Hi_ ) (primjedba 1.8), onda se dobiva da je

Varchenkova matrica 8 otezanog aranZzmana C ={Hi |1 :1,2,3} oblika



D, D, D, D, D, D, D,
D, 01 a, a,a, a;a,a, a,a, a, a, U
D D + 1 - - - -+ - -+ +
2 [0 @ a; a,a; a;a8a; aa,  a,437]
+ + + - -+ -+ + +
D, Baza3 a, 1 a, aja, aaja’ a0
B =D + + _+ + + + 1 + + + + +
- Ya 383 3,8, a a, a3 4[]
(] +,+ + -+ + - - + +[]
D g*ds  aday A a, 1 a, a5
+ + - + - - - - - + =
D¢ O a aja, aja,a, a,a, a, 1 a,a,[]
D, O a; a,a; a, a a, a, aa, 1

pri ¢emu je njena determinanta jednaka

detB = (1 —afaf)3 (1 —a;a;)3 (1 —a;a;)3.

Primjedba 1.7
Neka je C={Hi\i=l,2,...,k} bilo koji aranZman, koji se sastoji od k

hiperravnina u n-dimenzionalnom afinom prostoru R".

Tada vrijedi sljedece tvrdnje:

(1) dimH,=n-1 zasvaki 1<i<k.

k
(2) Akoje D; OR" \UHi domena aranZmana C, onda je dimD; =n.

i=1
(3) Svaka domena aranzmana je n-dimenzionalna strana aranZmana.
(4) Svakoj domeni aranzmana pridruzen je niz oblika (81,82,...,£k), gdje je
& 0§ 7} zasvaki i0{L2,...K .
(5) Svakoj (n—1)-dimenzionalnoj strani aranzmana pridruzen je niz oblika
(81,82,...,£k) takav da je:
() O1 {1,2,...,k} sa svojstvom: & =0,
(b) &0% r} zasvaki jO{1,2,...4 {} .

(6) Svakastrana A (bilo koje dimenzije) aranzmana C je dana izrazom:

A= ﬂ H 20, gdjeje & O{0+ +} . $to povladi da je:

I<i<k
A= (H: = H N H: 20, e0+H- }.

JESES I<jsr r<s<k

Pritom je H =H, OC, H*0 R"\H, .



(7) Ako je 4 strana aranzmana, koja se dobiva kao presjek r hiperravnina H, iz

aranzmana C i (k —r) otvorenih poluprostora Hf OR"\H, , onda je strani 4
pridruZen niz oblika (81,82,..., Sk) takav da vrijedi:
(@) [ rindeksa il,iz,...,irD{1,2,...,k} sa svojstvom: & =€ =---=§ =0
(b) &0} 7} zasvaki jO{1,2,... { i1, 8
(8) Ako je C centralni aranZman, onda je presjek svih hiperravnina iz aranzmana

C neprazan. Neprazan presjek svih hiperravnina iz aranzmana C se naziva

centar aranzmand.

k
Centru aranzmana (H, # U je pridruZen niz oblika: (81,82,..., Sk) = (0, 0,...,0) .

i=1

k
Ako je centar aranzmana neka tocka, tj. ako je (H, :{T} , onda je centar
i=1

aranzmana ujedno i nul-dimenzionalna strana aranzmana.

Primjedba 1.8

Kazemo da je aranzman C ofezani orijentirani aranzman hiperravnina u

afinom prostoru R" ako je svakom otvorenom poluprostoru H,H OR"\H.,
1<i<k pridruzena komutiraju¢a varijabla a; =wt (Hl+ ), a; =wt (Hl_ ) iz prstena
ZH{,a; [1<i<kH. Pritom se a; naziva tezina poluprostora H{, odnosno a; tezina
poluprostora H; .

Tezina brida orijentiranog aranzana je jednaka produktu tezina svih otvorenih

poluprostora afinog prostora R", ¢iji zatvaraci sadrze taj brid.

Konkretno, teZina brida (tj. hiperravnine) H. = Cl (Hl+ ) N Cl(Hi_ ) je jednaka umnosSku

teZina a’a; otvorenih poluprostora H',H; O R" \ H,, ¢&iji zatvaradi sadZe brid H,.

Elementi Varchenkove matrice 8 otezanog orijentiranog aranZmana C su monomi

oblika B8(P,Q)= J‘| al, 0% -} . 3)

POHS, @ HS
Pritom produkt prolazi po svim poluprostorima H O R"\H,, & D{- ,—} koji sadrze

domenu P ali ne sadrze domenu Q.



Primjer 1.9

Promatrajmo sada centralni aranZzman C :{Hl, H,, H3} , koji se sastoji od tri
3
pravca u afinoj ravnini R* takvih da je (H, :{T} . Toc¢ka T je centar aranzmana C .
i=1

Uvedimo orijentaciju aranzmana C . Neka je nT jedini¢na normala na pravac H, [IC,
i=1,2,3. Tada u suglasnosti s gore navedenim imamo da je H' 0O R*\H, otvoreni
poluprostor koji sadrzi n, , a H; 0 R?\ H, otvoreni poluprostor koji ne sadrzi n. .

Primjenom definicije 1.5 dobiva se da aranzman C ima Sest domena, koje ¢emo

oznacCitisa D, D,,..., D, gdje je:

H nH;nH;=D,, H, nH; n H; = Dj,
Hf nH; n H; =D,, H nH;nH;=0,
H nH,nH; =0, H, nH, n H;=D,,
H'nH;nH;=D,, H nH, nH;=D,.
RZ N IT1_3"/' H3
AN /
\. D4 \/
. s
N s -
D, \‘\. ,/'/ D, tnz
_'_'_'_'—'_'_'_'f}\(f .................. -
Dy '//{T}\\ D, H,
,/'/ D \i\.\ —
7 1 N
Y
.. H,
slika 4

Pritom je svakoj domeni aranzmana C pridruZzen odgovarajuci niz oblika (81,82,83)
(primjedba 1.7) i piSemo

D - (---), D, - (+,-,-), D, - (++-),

D, (+++), Dy (=++), D (== +).
Svakom otvorenom poluprostoru H [J R? \H,, ¢ D{- ,—} , iD{l, 2,3} pridruzuje se
tezina a; :wt(Hfi) te se primjenom formule (3) (primjedba 1.8) dobiva da je

Varchenkova matrica 8 aranzmana C dana sa

10



D, D, D, D, D, D,

D, 0O 1 a, aa, a;aa; a,a, a, U
+ - - - + - - + -

D, a 1 a, a,a; a,a,a; a;a; [
+ + + - + - + +

g = D, Uala;] a, 1 a, aja; aaja;l
D + + _+ + + + 1 + + o+

4 [@13,3; 2,8, a; a 2,3, [

[+ .+ -+ 4 -+ - + [

DSDaza3 a,a,a; a,a, a, 1 8 g

+ -+ - - 4+ - - -
DqQ a; a,38; 3,333 4,4, a, 1 g

. . _\2 _\2 _\2 _ _ A
Pritom je: detB = (1 -a a, ) (1 —a;az) (1 —a;’a3) (1 -a,'aa,a,a,a, )
ProuCavanjem otezanih orijentiranih aranzmana u afinom prostoru R"
zakljucujemo sljedece.
Primjedba 1.10
Neka je C :{Hi i=1, 2,...,k} centralni otezani orijentirani aranzman u afinom
L. k k
prostoru R", gdjeje { NH, | NH, # [} centar aranzmana C.
i=1 i=1
U suglasnosti s definicijom 1.2 proizlazi da su hiperravnine H., 1<i<k 1 centar
k . . .
(N H,¢ ujedno bridovi aranzmana C .
i=1

Iz svojstva da je tezina brida orijentiranog aranzmana jednaka produktu tezina svih
otvorenih poluprostora ¢iji zatvaraCi sadrze taj brid, proizlazi da se determinanta
Varchenkove matrice (centranog orijentiranog) aranzmana C izracunava po formuli:
+ -\? + -\ + -\? + - + \k2
detB :(l—al a, ) (1 —azaz) (1 —akak) (l —a,a, - akak)
Pritomje: a’a; tezina brida H, = Cl(Hf) n Cl(Hf), i0{L2,...K ,

k k
ara;---a,a_ tezina brida (tj. centra) { N Hi} =N CI(H;gi ) ,
i=1 i=1

0§ 7} . 1<i<k.

Na osnovu recenog proizlazi da se Varchenkov teorem za otezane orijentirane

aranzmane hiperravnina u afinom prostoru R" iskazuje na sljedec¢i nacin:

11



#  Determinanta matrice bilinearne forme realnog otezanog orijentiranog

aranzmana C dana je formulom:

detB= [ (1-aja;)"” 4)
LO&(C)
gdjeje: aja; teZina brida L aranZmana C,
& (C ) skup svih bridova aranZmana C,

I(L) kratnost ili multiciplitet brida L aranzmana C .

Pritom je: a; := |_| a’, a;:= r(l a;, af:wt(H:), af:wt(Hi—).
Loci(iy)

roci(ky)

Primjedba 1.11

Analogno gore navedenom uvodi se orijentacija diskriminantnog aranzmana

A ={Hij [1<1<] Sn} u afinom prostoru R". Pritom se sa n; oznacava jedini¢ni

-1

vektor normale n;; na hiperravninu H; JA | u proizvoljnoj tocki te hiperravnine.
S obzirom na jedini¢nu normalu n;; (dijagonalna) hiperravnina

H. :{(xl,xz,...,xn)DR“| xX= xi}D A

i I<i<j<n

n-1?

dijeli afini prostor R" na samu hiperravninu HS =H,, na otvoreni poluprostor

i

H; OR"\H; koji sadrzi ﬁ; i na otvoreni poluprostor H; [0 R" \H;; koji ne sadrZi

n; . Pritom je H;

={(%300, ) OR” | 5> ¥}

H: Z{(xl,xz,...,xn)DR“ | x< x} ,

ij
I<i<j<n.

Svakom otvorenom poluprostoru H; OR"\H;, H; OR"\H;, 1<i<j<n prostora
R" pridruzuje se odgovarajuca tezina, koju ¢emo oznaciti sa q; ili q; u ovisnosti o
tome da li otvoreni poluprostor sadrZi ili ne sadrzi n; .

Neka je
q; = wt (H;) tezina otvorenog poluprostora Hy,

q; =wt (H;) teZina otvorenog poluprostora Hj,
gdje je: q; #7q; za svaki 1<i<j<n.

12



U nastavku ¢e se A _, zvati otezani orijentirani diskriminantni aranZman ili krace

orijentirani aranzman A __, .
Neka su P, P, DP(AH_I) bilo koje dvije domene orijentiranog aranzmana A, _ 1
neka B(a ,T ) oznacava (P P, )—ti element Varchenkove matrice 8 = B(An—l)'

g2 T

Tada je
B(o.1)= [T 9owew: (5)

(r, s)DI(T_'cT)

gdje je I(U) :{(r, s)\ r<s, J(r) >0(s} skup svih inverzija permutacije o LIS .

Primjer 1.12

U afinom prostoru R’ imamo diskriminantni aranzman A, ={H12,H13,H23} ,
koji se sastoji od tri dijagonalne ravnine H,, Z{(xl,xz,x3) OR’| x= xz} ,
H,, :{(xl,xz,x3)DR3| xX= x3} 1 H, :{(xl,xz,x3)DR3| X~ x3} .
Neka je n: jedini¢na normala na hiperravninu H; JA,, [<1<j<3.
Tada je Hlj :{(xl,xz,x3) OR’| x> xl.} otvoreni poluprostor koji sadrzi ;1;,

H: :{(xl,xz,x3)DR3 | x< xl} otvoreni poluprostor koji ne sadrzi n

; 1<i<j<3.

i ?

Svakom otvorenom poluprostoru pridruZuje se teZina q; = wt (H;) , Q5 = wt (H;),

q; #q;, 1S1<j<3 te se dobiva da je Varchenkova matrica 8 =38 (Az) oblika

Py P, P, Py, Py, P,
P B 1 d; q;392; 912913923 41293 qi2 B
Py 0 9 1 dis Q95 92959 909 O
B= P, B 931952 qs; 1 di2 q;,93, q12q31q32% (6)
Py, 421951932 d,,93 qdy 1 ds; 94393 [
Py E Q93 929392 92192 o 1 s S
P8 9qu Q2192 92193923 91392 dis 1 B

kojoj je determinanta dana sa

detB = (1 ~q;24, )2 (1 ~q1393 )2 (1 “qx393 )2 (1 _q12q21q13q31qz3q32) .

13



S druge strane imamo da je Varchenkova matrica (neorijentiranog) diskriminantnog

aranzmana A, , koju ¢emo u ovom slucaju oznaciti sa 8'=8 '(A2 ), dana sa

Py P Py, Py, Py, Py
P,,0 1 das Q3925 9293925 9243 q, U
Py, B 23 1 i3 Q295 929592 912923 S
B'= Py, B 913923 Qi3 1 di2 912923 q12q13q23g (7
Py, (12913923 4243 d; 1 3 43925 [
Py, B 9293 9293923 912923 d2s 1 di3 B
P8 di 9292 90953923 9392 di3 10
Pritom je

det8'=(1-a3,) (1-a3) (1-a3) (1 ~adaiad)-

Usporedivanjem matrice 8' s matricom 8 proizlazi da se matrica 8' moze dobiti iz

matrice 8 specijalizacijom njenih elemenata uz uvjet q; =q; za svaki 1<i<j<3.

Zakljucujemo:
Specijalno, ako je q; =q; za svaki 1<i<j<n, onda Varchenkova matrica
(neorijentiranog) diskriminantnog aranzmana proizlazi iz Varchenkove matrice

orijentiranog diskriminantnog aranzmana.

Od posebne je vaznosti Varchenkova matrica orijentiranog diskriminantnog
aranzmana A _, u afinom prostoru R". U nastavku, tj. u poglavljima 2 i 4 pokazati ¢e
se da je matrica orijentiranog diskriminantnog aranzmana A __ u direktnoj vezi s
matricom koja se dobiva pri izraCunavanju konstanti u tezinskom potprostoru B, , ,
L<L<..<l,nz2,1,L,.,L ON= {i,i,,..i} slobodne asocijativne C-algebre
s jedinicom B=Cl¢, ,e

.,¢; Hu kojoj je uvedena gq-diferencijalna struktura.

iz,..

14



2.  Slobodna asocijativna algebra B s jedinicom

Neka je N ={0,1,2,..} skup svih nenegativnih cijelih brojeva i neka je
N ={i,.i,,...,i,} fiksirani podskup od N, gdje je NON, .

Neka je {eiI NOTPN } skup nekomutirajucih varijabli.

IN,

OznaCimo sa B=CI[¢, ,¢, ,...,¢; Uslobodnu asocijativnu C-algebru s jedinicom sa

skupom generatora {eis} . Ako stavimo da je stupanj svakog generatora ¢, jednak

1<s<

jedan i piSemo st (eis ) =1, 1<s<N, onda je algebra B prirodno N, -graduirana

B =[] B(n), gdje je B(0)=C, a B(n) se sastoji od svih homogenih nekomutativnih

n=0

polinoma ukupnog stupnja n u N varijabli ¢, ,e, ,...,e; .

IN

Neka je NUN| \{(} . Tada prostore multihomogenih polinoma n-tog stupnja
generiranih varijablama ¢, ,e, ,..,¢; , gdje je n<N, moZemo parametrizirati
pomocu
(a) skupova: {k.k,,...k} ON takvihdaje k <k, <..<k,,

(b) multiskupova: {if",i}*,....ix} takvih da vrijedi:
(b)) m,ON, zasvaki 1<s<N, NUON,,

(b,) postoji barem jedan i takav daje m, =2,

N

(b) zm =n.

s
s=1

Nenegativni cijeli broj m_ je kratnost, tj. broj ponavljanja elementa 1, 1< s<N.

Ozna¢imo sa M, skup koji sadrzi sve skupove oblika (@), odnosno sa M"

skup koji sadrzi sve multiskupove oblika (b):

M, ={k k. k} ON | k< k< < K}, (1)

N
n :m m m —_— .
M —glll,lzz,...,lNN} | Zm =n, O, m2 H. )

O

15



Neka je Q :{kl,kz,..., kn} OM, , k <k, <..<k, bilo koji n-¢lani podskup od N .
Identificiramo li skup Q s nizom k&, ...k, 1 0znafimo sa
Q=5,Q={0(kk,..k,)| o 0S}

skup svih permutacija skupa Q, tada je: Card (A) =n!.

N
Analogno, neka je Q = { "o "’”} Zm =n bilo koji n-¢lani multiskup nad N

s=1

u kojem se element i, pojavljuje m_ puta, 1<s<N te identificirajmo multiskup Q s

nizom 1152 A Tl dyendy eI dy
m ny iy
3 0 0
Oznacimo s Q S.Q= [UEi 4, 1, A D|0DSD

B**‘HJH :

skup svih permutacija multiskupa Q. Tada je:

~ 0O n O ! T
Card Q =3 0= Nn , gdje je st=n.
[y, My ey M [] 1 £

Uzimaju¢i u obzir gore navedeno imamo sljedece:
(7) Bilo kojem skupu QUM pridruzuje se genericki teZinski potprostor
B, u B(n). Baza potprostora B, je sastavljena od svih monoma oblika
e, ; —e;e ~--e za svaki j jz...jnD(A} S,Q, stoga je dimenzija

potprostora B, jednaka Card 6 =n!.

(ii) Bilo kojem multiskupu QU M" pridruzuje se degenerirani tezinski

potprostor B, u B(n), kojemu bazu ¢ine monomi e;; , =e;e; ¢,

3 3o 3, U S,Q.

n!

Dimenzija potprostora B, je jednaka Card 6 =

rlms!
5=

N
Pritom je % m, =n.

s=1

16



Drugim rjecima, ako je Q skup, onda ¢e njemu pridruZeni potprostor

BQ [ B(n) biti genericki tezinski potprostor, a ako je Q multiskup koji nije skup,
onda ¢e njemu pridruzeni potprostor BQ [ B(n) biti degenerirani teZinski potprostor.
Pritom je dim BB, = Card (A) .

Na osnovu recenog proizlazi rastav od B(n) na direktnu sumu

B(n) =Bn)*" UBn)™,

gdjeje B(n)=" :QDDMn B,, Bo)*= 0 B,.

QoM™

Skupovi M, i M" su dani relacijama (1) i (2).

Pritom B(n)*" (genericki potprostor) oznacava potprostor generiran svim multi-
linearnim monomima ukupnog stupnja n(s N) , a B(n)** (degenerirani potprostor)

oznacava potprostor polinoma ukupnog stupnja n, nelinearnih u bar jednoj varijabli

(generatoru).

=e,€; € | Jisdyseendn ON, 12 q je baza

Jipedn

S druge strane, skup B Z{e

Citavog vektorskog prostora B =[] B(n). Oznacimo s

n=0
B'={ej1j2“_jn =€, € € | Jisdysees o DN svi razliciti, r> O}D B,

B"=B\B' :{em‘z»--jn i=e;€; € | jj>joseerrJ DN nisu svi razliciti, n> qD B.

Tada imamo rastav od B na direktnu sumu

B =B 0B,
pri Cemu je:

B =span. B', B** =span.B"
paje
B =[] Bm)*", B =[] Bn)**.

n=0 n=0

Napomena:

U nastavku ¢e se generiCki tezinski potprostor B, [ B(n)*" pridruzen skupu
Q={k.k,,...k} =zapisivati u obliku B,, , ako je k <k,<..<k, kON,

I<sp<n.

17



deg

Analogno ¢e se degenerirani tezinski potprostor B, U B(n)™ pridruzen multiskupu

N
e om em o . . _
Q—{ll',lzz,...,lNN} , koji nije skup, zapisivati u obliku Blllzl, st—n,
: y4
Ui, m= 2.

Time dobivamo:

B = [] Bklkz...kn ) (3)

n=0
ky <k, <...<k,, k, ON

B = [0 B . @

1,1
112
n=0

N
st=n , 00, m=2
s=1

pri ¢emu je:

By, =spanc{e,, ; |-, =permutacija skupa {k,k,,...k}}

_ L. .. . o o em
B,. . —spanc{ejljz,,,j" jiJy---J, = permutacija multiskupa {11‘,122,...,1NN}} )

1y
ity 2y

Opcenito Ce rastav algebre B po multihomogenim komponentama glasiti:

B= (1 By )

n=0
Lgh<.<L, LON

gdje svaki potprostor B, , zovemo teZinski potprostor algebre B .
Pritom je teZinski potprostor

B,=B,, , =span.{e;; ; |jj,--J, =permutacija multiskupa {I, <L, <... <I}}
pridruzen multiskupu Q ={l1 <l s...Slr} , L,L,....,l ON, kojeg ¢emo u nastavku

pisati u obliku: Q =11,...L .

Napomena:

Ako je [ <L <..<l, I.L,..,I,.ON, onda je Q={l,L,....[} skup i njemu
pridruZeni potprostor ¢e biti B, genericki tezinski potprostor algebre B .
Za multiskupove Q koji nisu skupovi, ¢e pripadni teZinski potprostor B, biti

degenerirani.

18



2. 1. q-diferencijalna struktura na algebri B

U slobodnoj asocijativnoj C-algebri B s jedinicom uvesti ¢e se g-diferenci-
jalna struktura na sljede¢i nacin.
Neka su g, 1, JON= {il,iz,...,iN} zadani kompleksni parametri.
Ekvivalentno, ozna¢imo sa q pridruzeno preslikavanje q: N XN - C takvo da
(L) ay, LION= {ijiy..ig -
Tada uvodimo niz linearnih operatora na algebri B (koji poopluju operatore

parcijalnih derivacija) 0, ,0, ,....0; : B - B zadanih sa:
2.(1)=0,
0,(c,)=3,. ©)
0, (ej x) =0;x+ q;€;0,x zasvaki xUB,
LiON= i iy,eiy -

Pritom je 0y =1 zai=j, 0, =0 zai#j.
Parametri q;, i, jON su kompleksni brojevi. Izbor parametara q; moZe se

interpretirati kao izbor tocke u parametarskom prostoru cN.

Primjedba 2.1.1

Relacijom (6) definirana je multiparametarski deformirana i-ta parcijalna
derivacija, koja je analogon klasi¢ne i-te parcijalne derivacije, time da se u njenom

opisu dodatno pojavljuju parametri q.

Specijalno, kada bi svi q; bili jednaki jedan, tada bi 9; bila obi¢na i-ta parcijalna
derivacija po varijabli e,.

Kazemo jos da je relacijom (6) dana tzv. q-deformirana i-ta parcijalna derivacija.

U daljnjem ¢éemo algebru B promatrati zajedno s gore definiranom

q-diferencijalnom strukturom.
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Primjenom rekurzivne formule (6) lako dobivamo eksplicitnu formulu:

ai (ejlejz o ejn ) z q‘Jl q‘Jz qijp—l ejlejz o ejp—l ejp+| o ejn

Ispsn
Jp=i
p-1 |
=2 Q_l Dij, €5 7 i G 7 G -
1<p<n r= |:|
jp=i
Specijalno ako postoji samo jedan p takav da je j, =1, (§. unizu j,j,...J,_ 1 J,Jps
1 pojavljuje tocno jednom), onda se formula (7) reducira na
05 (ej1 €L G5 Ch T G, ) =55 D Digps €30 GG G
p-
|_| i Ci €5 7 GG Gy
=1
Sliéno u slu€aju 1=j, =j, =... =j,, =], ZJ,u = =J, 1z formule (7) dobivamo:
n — n-1
0, (ei ) = [n]qii ¢
pri cemu je
n-1
—_ r — 2 n-1
—Zq =1+q+q> +..+q"" , n=1.
r=0
Primjer 2.1.2
Nekaje n=6, j, =1, j,=3, =1, j,=2, js =1, j, =2.
Tada primjenom formule (7) dobivamo:
0, (e e, e e e e )=6i (eeseesee,)
2 .
Oesee,eie, +4,,q,5 €,6:€,€,€, +4;,d15q,, €,6;€,6,8, za i=1,
2 3 -
— qulqﬂ €,3€,€,€; T 45,4539, €,€5€,C,¢, za 1=2,
(195, €,€,€,€,€, za 1=3,

HO za 1=4.

OznaCimo sadasa x =¢;e; , y=e;¢; ¢, ¢, .

Tada je
ai (X E’) = (eJ erereheJ C; )

0, (x Ejl) =0, ((ejl e, ) [@eh €, €. ¢ )) =0, ((6163) EQelezele2 )) ,

odnosno

(7

..J, se

®)

©)
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pri ¢emu se koristila pretpostavka da je j, =1, j, =3, j; =1, j, =2, j; =1, j, =2.
Imamo sljedece:
zai=1
0, ((ele3 ) [qelezelez )) = €36,6,€,€, + 103 €,6:6,6,€, +11q1305 €6:6,€,€,
=e, [ﬂelezele2 ) +q,,9; (ele3) [Gezele2 +q,,9, elezez)

= al (e]e3) [Gelezelez) M CTE (e]e3) ml (elezelez)

zai=2
0, ((eles ) [qelezelez )) = 05,055 €,65€,€,€, 5,530, €€5€,6,6,
=00e,c,ee,) +,05 (ere;) [@q21 €,6,¢, +q2 0y elezel)
=0, (e;) Here,e0,) + 0 das (e104) 10, (eie,01¢; )
zai=3
0 ((eies) Heieaees ) = a5 eeieese,
=y ¢ fee,ee;) +9:,ay, (¢e,) O
=0, (eiey) Mereeie, ) +0ss (0165 B (eie,01e;,)
zai24

0, (e o)) =0
=0Meceie,) +9,95 (ee,) ©
=0, (ee;) ee,ee,) +auq, (e6;) B, (ee,€e,)
Time mo¥emo pisati
0, ((ej1 C, ) [Q%% C5Cj )) =0 (ej1 C, ) [@eb AR ) +q;,4, (ejl C; ) (9, (ng AR )
ili
0, (x¥)=0, (x)@+|r-:|qurx ,(y)

=0, (x)3 +¢'X @, (y)

2
gdieje ¢'=[]as OC,
r=1

X=€;€,, Y=€,C,6€-
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Primjedba 2.1.3

Nekaje z=e;e, ---e; takavdaje z=x10y,

prl Cemu‘]e X - e.]l eJZ o e]k ? y - ejk+lejk+2 o ejm '

Tada primjenom formule (7) dobivamo:

9,(z)=0,(x3)=0, (ejlejz ejm) =2 [laneie.e.8. e,
Ispsm r=I
jp=i
p-1
9, (x)=9, (ejl L 8 ) = z |_| qij, ©5,C5, 7 €5, 85 " G
Ispsk r=l
Jp=i
p-1
ai (y) = ai (ejk+1 ejk+2 ejm ) = 2 |_| qijr ejk+1ejk+2 ejpaejl,ﬂ ejm
k+I<ps<m r=k+1
jp=i

gdieje iON= {i,i,,..iy} -

Za svaki (fiksni) 1 <k <m imamo da se suma

p-1
0,(z) = Z Hqij,ejlejz"'ej
Ispsm r=]
jp=i

p-1 Jp+1 Jm

moze (na prirodan nacin) rastaviti na dva sumanda

p-1
(D z |_| 4, €5,
1sp<k r=l
i

-e. e, ---e. . e. e el
Jp-1 Jpn Jx Tk Jew2 Jm

o 0
_d U _
- ﬁz qlJ e.h ) jp—lejp+l o ejk ﬁgjkﬂejkﬁ o ejm - ai (X) EI
<psk r=I [ g —
P> =y

=
s
y

2 ‘Z |_| qy;, €€, € L8y ey ey € ey

i€, G QBij, €5 € " C30u G 7 G

T

Lin

o)

N

B

f
11104

p-1
- Z [T [] % ei.. .8, ¢
+I<psm r=l

r=k+
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O

k -1

= X r e e e e e U

= |_| i, Z |_| Qij, €5 i " Cip G jm@
r=1 +lspsmr=k+

Jp:I
=0, (Y)

k

= |_| qijr X E(Pl (Y)
r=1

stoga dobivamo:
p-1
s, €585, " €5, 7 S
ISps<m r=
Jp=i
O O
D e e e e e e e Dl} e e
@ qijr 35 Chn i jﬂ i G T G
<p<k =
ip=i

0

p-
e]1elz Z |_| ijr Jk+1 Jk+z Jpler+1 e]m
+{Spsm r=1

"I
-

ili

0,(x13)=0,(x) 3 +[]a, @,(y).
gdieje x=e;e, ---¢, . -
Propozicija 2.1.4

Neka je xUBz spanc{ej1 e, ==+ ¢ |Jj,--J;= permutacija multiskupa Q} ,

gdje je B, tezinski potprostor (algebre B) pridruzen multiskupu Q :{l1 <L <.< ln}
nad N ={i,i,,....i,} inekaje yOB.
Tada vrijedi formula

0, (x3)=0,(x)3 +q;,q,,--q, X0 (y) (10)
za bilo koji xUB,.
Formula (10) je poop¢ena formula (6).

Propozicija 2.1.4 dokazuje se analogno provedenim razmatranjima u primjedbi 2.1.3.
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Primjedba 2.1.5
U radovima fizicara [F2], [F3] i [FG] se operatori 0,:B — B interpretiraju
kao operatori ponistavanja (i-te Cestice), a operatori mnozenja sa ¢,, ¢, : B - B kao

operatori stvaranja i-te Cestice, i N .

Za svaki par (i, j), 1# j uvodi se po jedna kvantna Serre-ova relacija na osnovu kojih

se definira Serre-ov ideal u generaliziranoj super Kac-Moody-jevoj algebri.

Nadalje, gore definirana algebra B je u direktnoj vezi s multiparametarskom
quonskom algebrom A =AY, definiranom u [MSP], [MS1], [MS2].
Ukratko, multiparametarska quonska algebra A =A@ je asocijativna (kompleksna)

algebra, koja je generirana sa skupom generatora {a,,a;, ill} te u kojoj su jedine
relacije oblika a,a; =q;a; a, + 98, zasvakii,jOI.
Pritom je q :{qij :1,j 0L q_iJ: qji} hermitska familija kompleksnih brojeva, tj.

parametara, a I je konacan (ili beskonacan) skup indeksa.
U [MS1], [MS2] dana je Fock-ova reprezentacija algebre A na slobodnoj
asocijativnoj algebri f (algebra nekomutiraju¢ih polinoma u nekomutiraju¢im

varijablama 6,, ilJI) u kojoj se generator a, reprezentira pomocu generalizirane
q;;-deformirane parcijalne derivacije po varijabli 6, (i-ti operator poniStavanja), a
generator a, pomoc¢u mnozenja s 0, (i-ti operator stvaranja). Pritom je operator koji
. + . . . . .o . .
reprezentira a; hermitski adjungiran operatoru koji reprezentira a; ako je ‘qij‘ <] za

svaki 1,jUI.

Definicija 2.1.6

Za element CUB kazemo da je konstanta ako je 0, C=0 za svaki

1<s<N.

Propozicija 2.1.7
Konstante u algebri B generiraju obostrani ideal I u algebri B.

Dokaz:
Neka je € [ B potprostor svih konstanti u algebri B.
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Za bilo koju konstantu CUC je po definiciji 0, (C):O za svaki iON, gdje su

0,:B — B linearni operatori na B definirani relacijom (6).

Neka je I = @[] B obostrani ideal u algebri B generiran konstantama.
k 1 " Al "

Prisjetimo se da je tipi¢ni element x [J1 oblika x = ij l¢; 1B, , b,b;UB, ¢;UC.
J=1

Pokazimo sada da je ideal I invarijantni potprostor svakog operatora d,:B - B,
i0N ,t.daje 0, (1) 01 zasvaki iON .

Treba dokazati da x 01 povlaci daje 9, (x)01, iON .
k 1 " ' "
Nekaje xOI, x = zbi [¢,[B, , b,b, 0B, c,0C.
1=l
Koriste¢i svojstvo da linearni operatori 0,: B — B, iON zadovoljavaju svojstvo
aditivnosti, dovoljno je pogledati djelovanje linearnih operatora na elementima
x; =ble;b,, b,bUB, c,UC
pri Cemu Ce se koristiti propozicija 2.1.4. Imamo

0,(x)=0, (b, 12, ;)
=9, (b;)@j Ub; +q; Ei; [d, (cj U};) (za neki q; OC)

n D

" ' 1 D " n n
)@, B +q, B, 180, (c) B +q, 3,3 (b, )E (zancki g, (1C)

=0

=0 (bf

1 ]
=0, (bjf) ¢, b, +¢, 4, B, 4, (3, (bJ)

=(0.(5))2 2 +q, 3 2, @, (1)) 01

"

gdieje ¢q,=q;14;.

Primjedba 2.1.8

Na kvocjentnoj algebri B=B/I :{X +1|x Dﬂ mozemo definirati operatore
deriviranja G_IE S B, i0ON= {il,iz,...,iN} na sljede¢i nadin:

0. (x+I):=0x+I, (11)

25



gdje je djelovanje linearnih q-diferencijalnih operatora {6} o ha algebri B dano

formulom (6).

Zelimo dokazati da je operator 6_1 dobro definiran, tj. da ne ovisi o izboru

reprezentante.

Pretpostavimo da je xB ekvivalentan s x'UB, tj. x+I =x"+1 ili x=x"+y za
neki yUr.
Dokazimo da je 0, x OB ekvivalentan s 0, x'0B za svaki iJN= {il,iz,...,iw} .

Koriste¢i primjedbu 2.1.7 imamo da je ideal [ invarijantni potprostor

operatora 0. : B — B, iJ N, stoga iz pretpostavke

x=x'+y, ydr
pI'OlZlaZl a]x:al(x'+y) :a] X'+aly :aIXV +y!’ vaI
ili 0,x+I=0x"+1I

na osnovu ¢ega zakljuéujemo da je 0, x ekvivalentan s 0, x' za svaki iON .

Time smo pokazali da q-diferencijalna struktura {6} algebre B inducira

q-diferencijalnu strukturu {51} na kvocjentnoj algebri B=B/I.

U [FG], [F2] se kvocjentna algebra B=B/I dovodi u relaciju sa Yang-

Baxter-ovom jednadzbom i kvantnim Kac-Moody-jevim algebrama.

Primjer 2.1.9
Ako za svaki iON je q;=-1, pri ¢emu je q, #1, i,i, ON,
1<j2k<m

mD{2,3,...,N} , onda je ideal I algebre B generiran sa skupom {e.z} ., 1 piSemo

1

I=C¢ |i0ANJ . U tom je slucaju e’ konstanta za svaki i JN= {il,iz,...,iN} .
Dokazimo to.

Primjenom formule (6) za svaki jOJAN imamo
aj(eiz):aj(eiei):(ajei)ei +qﬁei(ajei)
~ g o za j#1,

za j=i.
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Dobivamo da q, =-1 povlaci Gj(ef ):O za svaki jON . U protivnom, ako je
q; # -1, onda je dj(ef);tO za j=i.
Time proizlazi da je € ako je q, = -1 za svaki iON= {il,iz,...,iN} .
Napomena:
Ako je q; = -1 za svaki iON i ako postoji barem jedan mD{Z,S,...,N} takav

da je I_l q;;, =1, onda ¢e ideal I algebre B biti generiran sa skupom {ef} N ali
1<j2k<m

isto tako 1 sa nekim odgovarajuéim skupom konstanti (koji se dobiva za

q;;, =1). Prirodno se namece problem kako glasi taj skup konstanti.
1<j2k<m !

U ovoj radnji ¢e se detaljno proucavati nalazenje prostora konstanti u algebri

B te ¢e se detaljno izracunati prostor konstanti u tezinskim potprostorima B(k),

1<k <4 algebre B.

Uvodimo sljedece oznake.

#  Definiramo
O, = q;9; (12)

i,jON= {iiy,.i} , 1% j; q; OC. Pritomje 0, =0,.
Analogno za i, j,k ON= {il,iz,...,iN} , 1% j#k definira se

Oix = 00405 =499 9k kD (13)
odnosno induktivno

Oii,.iy — O = q;;, - (14)
N il

1<j<ksN 1<j#k<

Specijalno za j=i iz (12) proizlazi 0o, =q;,
odnosno za i, =i, =--- =i =i iz (14) proizlazi

o, =q;™", (15)

.. N s s
gdjeje 1 =ii...d.
N puta
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#  Definiramo iterirane komutatore

Yiliz - @}l ? eiz a] o %il a] 11 12 qlzll elz ell ?
121 i)

111213 T %112 lza i eiz% L0 eiz
1311q1;12 i,

isi Tigiy
= (eil €, — 4, ©,6 ) €, 74,4, S, (eileiz —q;,; 6,6, )

=¢.c c — c.c -
i iy iy qlzll i, iy iy ql;llqulz iy 11 12 q1311q1;12q1211 iy 12 11’

= .. . ‘ .
M 9
P BYH‘Z-“ RN N e PP«
iply Tipip Ipip-

=Y. i Gy T i iy e i eipY" i (16)

ijiy...

2<ps<N.

Specijalnoza p=n, 1, =1, 1, =2,..., 1, =n imamo

Yo.= Hylz.“(n—l)’ erﬂl

n19n2+ 9a(a-1)

% e e
12..(n-2)> n—IB] 19ma2 Intyn2) “Eq
(-1 H(n-1)2- H(n-)(n-2) 11902 An(n-1)

= O
= [l
o %Ym, e3]Q31Q32 ’ e4[h4IQ42Q43 T en_l& ’ enDD

19139 Der gy (1
a-D19n-1)2- dn-1)n-=2) 212+ Gaat)

Ako je 1, =1, =1, onda je iterirani komutator Y, oblika

Y :(l_qii)eiz' (17)
Analogno, ako je i, =1, =1, =1, onda je iterirani komutator Y; . oblika
Yii =(1 _qii)(l qn) ) (18)
odnosno opcenito za i, =1, =--- =1 =1 imamo
n- 1

Y, = ﬂ -q} el (19)

. C e
pricemu je 1" =1i..1.

n puta
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#  Definiramo jednostavne komutatore

ity — — _
X" = %il ? eizal . _eileiz inil eizeil

i)

itigly — — —
X T %il eiz ? eiz Hq - eil eiz eis qiSil qiziz eizeil eiz

i3iy iz ip

i iy
X - Eileiz eip—l ? eip Bq (20)
i Dy i

=66, 6 6 T i, i, €66, G

2<p<N,gdjeje X" :=¢, .

Specijalno za i, =1, =--- =i =i iz (20) proizlazi

N

X" =@ e . (21)

Primjedba 2.1.10

Formula (19) daje direktnu vezu izmedu n-te potencije ¢; = (eis )n bilo kojeg
generatora ¢, , I ON algebre B i pripadnog iteriranog komutatora Y.

Yin
el = .

ig n-1 2

-:.)

pri Cemu je 1-q;; #0,1<s<N, n22.

Propozicija 2.1.11

Zasvaki 1,jON  vrijede sljedeée tvrdnje.
(@) Akoje Y; =0, Y; =0, ondaje 0; =1.

(iM) Akoje 0; =1, ondaje Y; =—q;Y;, odnosno Y; = —q;Y,

ij *
Dokaz:

Pretpostavimo daje i# j, i,jON= {ii,,...1\} . Tada

(@) Y; =0 [ @i,equji: 0, odnosno ee;~q;ee =0, (22)
Y; =0 O @j’eiaqﬁ: 0, odnosno ee —q;ee; =0. (23)

29



Rjesavanjem sustava jednadzbi (22) i (23) dobivamo e e, (1 —q;q ji) =0, Sto povlaci da

Jje q3q; =1, odnosno o =1.
g . 1 | .
(if) Iz 0;=1 proizlazi q;=—, odnosno q; =—. Time je
ji ij
| 1 [
Y; = @ia ejaqji =C€; 7 ;€6 = 7q;; ﬁj i _;eiejﬁ =q; (ejei ~q; eiej) =-q;Y;

n

Analogno se pokazuje daje Y; =—q;Y; akoje 0; =1.

ji
Pretpostavimo sada daje i=j, i,jON= {il,iz,...,iN} .
: _ —1_ 2
Tadaje Y, —[ei, ei]% =(1-q;)e; .
Dakle, akoje Y, =0, ondaje q, =1, $topovlacidaje o, =q; =1.
Time smo potvrdili da tvrdnja (7) vrijedi takoder za 1 =j.

Provjerimo tvrdnju (if) uz pretpostavku da je i =j.

U ovom slucaju treba provjeriti da li uvjet o, =1 povlaci da je Y, =-q,Y, ili
(1+q,)Y; =0, gdieje: Y, =[e, e], =(-q,)e.
Neka je 0, =1.

Tadaiz 0, =q; =1 proizlazi q, =1 ili q, =-1.

Ako je q; =1, onda je Y, =0, stoga je (1+q;)Y,; =0, a za q; = -1 direktno

proizlazi da je (1+q,)Y, =0.

Time zakljuGujemo da tvrdnje (), (ii) vrijede za svaki i, jJON .

Primjedba 2.1.12

Na osnovu re¢enog lako se dokazuje da vrijedi:

(0 akoje Y.

Jij2dz---n

=0, Y

bis, =0, ondaje o, =1,

(if) akoje o0,; =1, ondaje Y, =

isisds = Disiy Yy 2

(U Vi ¥ i Yii, =0)> gdieje JiJoreendo ON
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2.2. Racunanje prostora konstanti u algebri B

Osnovni problem koji se namece, a koji ¢e se detaljno proucavati u ovoj radnji,

je odredivanje prostora konstanti u slobodnoj asocijativnoj C-algebri s jedinicom
B=CIg e, ,....e; Uu kojoj je uvedena g-diferencijalna struktura nizom linearnih
(diferencijalnih) operatora aix :B - B, 1<s<N naalgebri B zadanih relacijom (6).

Podsjetimo se, element CLIB naziva se konstanta u algebri B ako je

0, C=0 zasvaki ISs<N.

Uvedimo sada operator stupnja 0: B — B na algebri B formulom

N
0:= Z e, 0,

gdjesu ¢ 0, :B - B, 1<s<N linearni operatori na algebri B .

Tada imamo

N
0C= ZeixaiSC =0 akoisamoakoje 0, C=0 zasvaki ISs<N,
s=1

na osnovu ¢ega zakljucujemo da se konstanta u algebri B moze definirati kao bilo

koji element COB za koji je 0 C=0 ili CUKe0 , gdje Ker0d oznaCava jezgru
operatora stupnja 0: B - B.
Dakle, problem nalazenja prostora konstanti u algebri B moze se promatrati kao

problem odredivanja jezgre operatora stupnja 0 .

S druge strane, koriste¢i ¢injenicu da operator stupnja ¢uva rastav algebre B
na tezinske potprostore, tj. da je 0 (BQ) 0B, za svaki multiskup Q :{l1 <L <.< ln}
nad N :{il,iz,...,iN} , zakljucujemo da se problem odredivanja konstanti u algebri B

moze svesti na problem odredivanja konstanti u pojedina¢nim tezinskim

potprostorima B, algebre B, Sto je ekvivalentno trazenju jezgre operatora

a'BQ:BQ - B,.
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Pogledajmo sada kako djeluje operator 0 |B :B, - B, na elementima baze
Q
tezinskog potprostora
B, = Span(c{ejljz“_J =e;e; - ¢ |]J,---J, =permutacija multiskupa Q}

pridruzenog multiskupu Q ={, <1, <...<l} nad N ={i,i,,...1\} -

Imamo

0 |BQ (ejljzu.jn ) =0 |BQ (ejljz...j,,_ljpjpﬂ.ujn)
N
Ze a ( Jie Jp 1]p]p| Jn )
=
odnosno primjenom formule (7) dobivamo
N

0 ‘B ( Jua - )_ Z z ql.sjl qi.sjz o qisjp—l ei.}‘j]jz"'jp—ljp‘*]"'j“

s=1 1sp<n
Jp=is

N p-1 |:|
= Z Z §_| Qi Ot dyesiper o (24)
s=1 1spsn 1 |:|

Jp=is

JiJo--J, UQE S Q.

U monomijalnoj bazi teZinskog potprostora B, operatoru 0 |B je pridruzena
kvadratna matrica, koju ¢emo oznaciti sa B, .

Drugim rjec¢ima retci, tj. stupci matrice B, su indeksirani elementima baze tezinskog

potprostora B, pa je red matrice B, jednak dim B, = Card (A)

Pritom je Card (AQ = # permutacija multiskupa Q.

Specijalno, ako je Q podskup od N ={i1,i2,...,iN} , onda je relacija (24) oblika

a‘BQ ( Jilz- ) Z quJrD Jpdtda - Jptdprt e Jn (25)

Relaciju (25) mozemo pisati ovako

n Dp—l |:|

Boey i =Y 190 Do i (26)
Q Viia-hn ;Dr: JerD Jpdda -+ Jp-tdp+1 -+ Jn
gdje je B, :6|BQ ili u raspisanom obliku
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L. = .. . +qgq..e... . +qg..q..¢.... . +
BQ e.h.lz»--J“ 1eJ|Jz»--Ju quJl e.]Z.]l.]}"'Jn qJ3J1 qJ3Jz eJ3J|J2J4~-Ju
q.lpjlqlpjz quJp—1 e.]p.]l.]Z"'.]p—l.]p+l“'.]n qJnJl qJng unJu—l eJnJIJz~~Ju—| (27)

U ovom slucaju je red matrice B, jednak dim B, = Card 6 =n!.

Nuzan i dovoljan uvjet egzistencije netrivijalne (bazi¢ne) konstante u

tezinskom potprostoru B, pridruZzenog multiskupu Q :{ll <L <. sln} nad N je

det BQ =0

ili B, je singularna matrica.

Drugim rjec¢ima, ako je detB, # 0, onda u teZinskom potprostoru B, nema
netrivijalne konstante. Netrivijalna konstanta u B, ¢e postojati ako i samo ako je
determinanta matrice B, jednaka nuli.

Time se namece prvi problem:

faktorizacija determinante matrice B,,, a samim time i faktorizacija matrice B,,.

Taj ¢e se problem detaljnije proucavati u Cetvrtom poglavlju po uzoru na radove
Svrtana-Meljanca, Kroba i1 drugih.

Nadalje, iz jednadZbe detB, =0 proiza¢i ¢e odredeni uvjeti na parametre q,
i,jON za koje ¢e postojati netrivijalna konstanta u B, , ali isto tako i u B; za neki

pravi podskup 6 [JQ, stoga se namece drugi problem:

odredivanje vrijednosti parametra g, i, jON, . tzv. uvjeta kociklicnosti za

koji postoji netrivijalna (bazi¢na) konstanta u B, , ali ne postoji u B@ za svaki

pravi podskup QUQ.

Pretpostavimo da je uvjet kociklinosti zadovoljen. Tada u B, postoji do na

faktor netrivijalna (bazi¢na) konstanta, koju ¢emo uz podesnu normalizaciju oznaca-

vati sa C,. Pritom za sve preostale vrijednosti parametara g, i, jON za koje je
detB, =0, a koje ne zadovoljavaju uvjet kocikli¢nosti, dobivamo tzv. bazi¢ne
konstante, koje imaju svojstvo da proizlaze iz C,, na osnovu ¢ega zakljuCujemo da

netrivijalna bazi¢na konstanta C, generira obostrani ideal I, u B, tj. I, = [, Ll
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Prirodno se postavlja sljedec¢i problem:
kolika je dimenzija prostora konstanti u 1B, ako je uvjet kocikli¢nosti
zadovoljen i kakav je zapis konstante C, ?
Taj ¢e se problem detaljno proucavati u sljede¢im pododjeljcima ovog odjeljka s
obzirom na bilo koji teZinski potprostor (genericki ili degenerirani) B, algebre B
takav da je 2<Card Q<4 (ili pravi podskup B, UB(n), 2<n<4). Pritom ¢e se

pokazati da u B(1) nema netrivijalnih (bazi¢nih) konstanti.

Takoder ¢e se pokazati da konstante u bilo kojem degeneriranom tezinskom
potprostoru mozemo konstruirati iz konstanti nekog generickog tezinskog potprostora
u odredenoj identifikaciji elemenata u skupu Q, S$to dovodi do zakljucka da je pri

izraCunavanju netrivijalnih konstanti u B(n), n=2 dovoljno izracunati konstante u

generickim tezinskim potprostorima.

2.2.1. Racunanje konstanti u B(1)

Potprostor B(1) se sastoji od svih homogenih nekomutativnih polinoma prvog

stupnja u N varijabli {eis} . Pretpostavimo da je

1<s<N

N
C= Z o e
5=

konstanta u potprostoru B(1). Tada primjenom definicije 2.1.6 imamo:
0,C=0 zasvaki iON= {i,i,,..iy} -

Dobivamo:

Sto povlaci da je:
a, =0 zasvaki 1<s<N,

o 0 za i=1i
Jerje: o, =Ep za iZi
Odatle slijedi Cc=0,

odnosno u B(1) nema netrivijalnih konstanti.
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2.2.2. Racunanje prostora konstanti u B(2)

Potprostor B(2) se sastoji od svih homogenih nekomutativnih polinoma
drugog stupnja generiranih varijablama ¢, ,...,e;, . Imamo:
N
2

N
z a,¢.¢ = z (ars €€, T4, ¢ ¢ ) + Za w G, s
r,s=l1 e

1sr<ssN

a,a, 0OC.

Neka je Q ={], <1} bilo koji dvotlani multiskup nad N ={i,i,,....i,} s pripadnim
teZinskim potprostorom B, L1 B(2).

Pritom je B, = spanc{ej1 i, =¢;¢; |JJ, =permutacija multiskupa Q} .

Djelovanjem operatora stupnja na tezinskom potprostoru B, [l B(2)

6|B B, - B,
Q

iz formule (24) proizlazi:
9 |BQ (ejljz) =1 ejljz +quj| ejzj1 4 (28)

gdje je jj, U S,Q.

#  Neka je Q :{ZI,ZQ} skup. Tada je njemu pridruzeni genericki tezinski
potprostor B, , [, <l, dansa B, = spanc{elllz,elzl} .
Imamo: (AQ =S,Q :{lllz,lzl‘} , stoga iz (28) proizlazi:

0 |Bzz (ez,z2 ) =le, +q;¢,
172

a ‘Bll (61211 ) = 1 ellll + qZIZZ ellll - qZIZZ ellll +1 elZZl ’
192

pa je matrica B, , pridruzena operatoru 0|B :B, - B, u monomijalnoj bazi
ZIZZ

generickog potprostora BB, , dana sa:

ZIZZ lZZl

ZIZZ |:|1 qlll2|:|
B,= "0 0
B, 1@

Njena determinanta je detB,, =1-0,,, gdjeje 0, =q;,q,,;-
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Matrica B,;, je singularna ako i samo ako je detB,, =0,t. 0, =1.
Ako je 0,, #1, onda u potprostoru 18, nema netrivijalnih konstanti.

Netrivijalna konstanta u B, postoji jedino ako je g, =1.

Ako je 0, =1, onda je {—qlll2 e +elzl} baza prostora konstanti u potprostoru B, .
Jednostavnim izra¢unavanjem dobiva se da je netrivijalna konstanta u potprostoru B,

oblika: C,=aY,, adC\{q.

Pritomje: Y,, =k, , ellal =e, —q,.¢,, . gdieje: e;:=ee;.

i,

Dobili smo da je prostor konstanti u generickom potprostoru B,, jednodimenzionalan

te da je iterirani komutator Y;, moguca bazi¢na konstanta u B,, ako je 0,, =1.

Primjedba 2.2.2.1
Ako je 0, =1, onda su iterirani komutatori Y,, 1 Y, linearno zavisni
(propozicija 2.1.11), stoga mozemo uzeti da je ideal I;;, u potprostoru 15;, generiran

komutatorom Y, , tj. I, :<Ylllz>, akoje [, <1,.

#  Nekaje [, =1, =1. Tada je multiskupu Q :{lz} , lON pridruzen degenerirani
teZinski potprostor 1B, :spanc{el} ,gdjeje e, =ee, =e,.
Iz formule (24) slijedi da u monomijalnoj bazi potprostora B, operatoru

0 |B :B, - B, je pridruzena 1x1 matrica B, , kojoj je jedini element jednak 1+,
lZ

Sto povlaci da je: detB, =1+q,.
Napomena:
Primijetimo da za [, =1, =1 iz (24) proizlazi: 0 |B (ell) = (1 +qll)ell ,
12

12

Sto povlaci da je
Blz = [1 +q”]

odnosno: detB, =1+q.

Pritom je: Q =S,Q ={13 ={lz} .
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Matrica B, je singularna ako i samo ako je q,=-1. Tada je bilo koja
netrivijalna konstanta u B, oblika C;, =ae,, a D(C\{(} ,gdjeje e, = e;.
Ako je q; #—1, onda u B, nema netrivijalnih konstanti.
Specijalno za a =0 imamo da je C; =0 trivijalna konstanta u potprostoru B, .
Dobili smo da je prostor konstanti u degeneriranom potprostoru B,

jednodimenzionalan i da je C, =e, bazi¢na konstanta u 13, ako je [2] Q- 0.

Pritom je [2]qu =1+q,.

Primjedba 2.2.2.2

Uzimaju¢i u obzir primjedbu 2.1.10 za q; #1 imamo:

le — le

= =, (29)
l=-q, 1-qu

elz

S druge strane, primijetimo daiz 0, =1 za [ =1, =1 proizlazi: q; =1,
odnosno: qy =11l q,=-1.
Dakle, zbog uvjeta q, #1 u (29) imamo da ¢e bazi¢na konstanta e, biti linearno

zavisna s iteriranim komutatorom Y,, ako je q, = —1.
. . . 1
Pritom za q, = -1 iz (29) dobivamo: e, :EY”

ili Y, =2e,. (30)
Na osnovu re¢enog zaklju¢ujemo:

Netrivijalna konstanta C, =fe,, BUC \{(} u degeneriranom potprostoru
B, proizlazi iz netrivijalne konstante C,, =ay,,, alUC \{(} odgovarajuceg
generickog tezinskog potprostoru B,; ako stavimo: [, =1, =1.

Pritom se uvjet kocikli¢nosti 0;; =1 degenerira na uvjet q, = —1.

[N +10

Dimenzija prostora konstanti u B(2) je manja ili jednaka ] -
U

Dimenzija je maksimalna ako je 0,, =1 za svaki [,, N, [, <l, i q; = -1 za svaki

ION .
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Konstante u potprostoru B(2) generiraju obostrani ideal 1, =<Ylllz> ako je 0, =1,
L<l,1,L,ON . Pritomje Y, =k, elqu =, ~q,,€,, -
Ll

2.2.3. Racunanje prostora konstanti u B(3)

Neka je Q={f, <, <1} bilo koji tro¢lani multiskup nad N ={i,,i,,..,i,} i
neka je B, [ B(3) teZinski potprostor pridruzen multiskupu Q, gdje je
B, :span(c{e =e; e, ¢, | JJ,J; =permutacija multiskupa Q} UB@3).

Ji2ds
Tada djelovanjem operatora stupnja 0 lBQ:BQ - B, na potprostoru B, primjenom
formule (24) dobivamo

0 |BQ (ejljzjg) =lej;, Ty € T390 S (31

gdje je jijj; U= S,Q.

1. Genericki slucaj:

Nekaje By, , [, <1, <l; generi¢ki tezinski potprostor pridruzen skupu Q ={1.1,,1} .
Pritom je 6 =S,Q ={1L,L,,LLL, LLL, LLL, LLL, LLL} | stoga iz (31) proizlazi

0 B (ezlzzz_., =Ty, + ey, + 90,9, S, »

lll2l3 )

0 |B ezlz3zz) =ley, +q,€,, +d,, 0, s
Lk

0 |B (6131112) =ley, +q;;,€,, 9,9,y -
lll2l3

0 |B (el3lzll) =ley, + e T, 9 G 0
Ll

0 |B (ezzz_.,zl) =Ty, + Ay, i, dig, €1y »
lll2l3

0 B,, (6121113) =ley, + € i, 9y €y -
19243

U monomijalnoj bazi generickog potprostora B,,, operatoru 0 lB B, - By, Je
bk

pridruZena matrica B,
172%3
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11 D 0 0 0 D, D, 9, O

12% |:| |:|

l]l3l2 |:| O 1 qZIZS qlll3qlllz 0 0 |:|

B _ LhL Sllsllqlﬂz ql3ll 1 0 0 0 B
bhls LLL 0o 0 0 1 du: Q1,9 0

3 D 302 392 341 D

L [ 0 0 ql213q121, qlzl3 1 0 O

1 O U

28 9 QY 0 0 0 1B

IzraCunavanjem determinante matrice B, dobivamo da je
detB,,, = (l —alllz)(l —a%)(l —a%)(l —al]%)

= |_| (1 —0%)(1 =ym ) :

1<1<J<3

Pritomje 0, =q,q;, 0y, =0,,0,,0,.

Akoje 0, #1,0, #1,0, #1, 0, #1,ondau B, nema netrivijalnih
konstanti.
U generickom tezinskom potprostoru B;,, postojati ¢e netrivijalna bazi¢na konstanta

ako i samo ako je detB,, =0,4. 0, =1 U o,=10 o, 10 o3 1.

U nastavku ¢e se dokazati da je prostor konstanti u B;,, jednodimenzionalan
te daseza 0, =1 dobiva konstanta, koju ¢emo uz podesnu normalizaciju oznaciti sa
C,,, - Konstanta C,,, generirati ¢e ideal I,,, u potprostoru B, , ako je [ <], <[,

1L LON.

Radi jednostavnosti zapisa, pretpostavimo daje [, =1, 1, =2, [, =3.
Tada je skupu Q :{1,2,§ pridruZen generic¢ki tezinski potprostor B,,, te je u skladu

s gore navedenim u bazi potprostora B,,; operatoru 9 lB :B,,; —» B,,; pridruzena
123

matrica B,;, kojoj je determinanta detB,,, = (1 —012)(1 —013)(1 —023)(1 —0123).

Slijjedi izracunavanje prostora konstanti u generickom tezinskom potprostoru

B,,; uovisnosti o izborima vrijednosti parametara q; za koje je detB,,; =0.

Akojeo,#1,0,# 1,0, %1, 0, # 1, ondau B,,; nema konstanti.
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¢ Akoje 0,,=1,0,%1, 0,%#1, 0, #1, onda vektor

O 00,5, -1  qy (023 B 1) _ 993 (013023 - 1) d,,0;; (023 B 1) C
ﬁ’ 1\ v 1219319525 _ ) —
d2; (013 1) dx (013 1) 0,1 0,5 —1

pripada jezgri operatora 0 |B , Sto znaci da bazi¢na konstanta mozZe biti oblika
123

-0, -0,
Cyp = (em * 1295195 e321) + (6231 *+3d5,9,9; e132)

31 diz

l1-0,,

+ (6312 * 413923921 €213 ) (32)

dos
Koristeci svojstvo 0 =0y mozemo pisati

1-0, -0,
Cy = (6231 * 43,9129 e132) + (6123 +9,,9;,95, e321)
12 31

1-0,

a3

+

(6312 * 413939, e213)

ili krace
-0,

(6231 * 45,9295 e132) (33)

Co = Z

cye 12

gdje > oznacuje ciklicku sumu.

cyc

Uvodimo oznaku

= +
Xplp2p3 . ep1p2p3 |_| qpkpj W ePlePs > (34)
1<j<k<3

gdje w, oznaCava najdulju permutacijuu S; i wye - jezapravo e, . paje

= +
Xp1p2p3 eP1P2P3 qupl qP3P1 qP3P2 ePszPl :

Uzimajuéi u obzir uvedenu oznaku (33) u nastavku ¢e se podrazumijevati da je

-0, 3 -0, -0, &
C, = 12 X031 + B X3 + 2 X312 (35)
di2 ds Q23
ili
-0,
C, = 12 X3
cyc q12

bazi¢na konstanta u B,,; ako je 0,,; =1, 0, #1, 0, #1, 0,, #1.
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> Akoje 0,=1,0,#%1, 0,, #1, onda je vektor (l, 0, =93,93,> 93,93,95;> 0, —q21)

u jezgri operatora 0 |B , 4. {em 431932 €312 795952921 €321 T 92 e213} je baza
123

prostora konstanti u teZzinskom potprostoru B,,,.

Jednostavnim izraCunavanjem dobiva se da je iterirani komutator

— 0
Y = %el’ ez]q21 ) 63D1 .
31932

moguca bazi¢na konstanta u B,,, ako je g, =1, 0,; #1, 0,; #1.

» Ako je 0,=1, 0,#1, 0,,#1, onda vektor (O, 1, =44, 0, 4,;9,,95» _%%1)

pripada jezgri operatora 0 |BIZ3 , 4. {6132 ~ 31 €312 T953921951 €231 ~923901 e213} je

baza prostora konstanti u teZinskom potprostoru B, pa je u ovom slucaju

iterirani komutator Y,,, = %el, 63] moguca bazi¢na konstantau B, ;.

s GQD
G %21‘123

> Akoje 0, =1, 0,#1, 0;#1, onda je vektor (_q12q13’ 412913932> 0 =d3 1, 0)

u jezgri operatora 0 |B » 1. {_q12q13 Ci23 141291395, €132 932 Caa +623|} je baza
123

prostora konstanti u teZinskom potprostoru B,,,, Sto povlaci da je moguca bazi¢na

konstanta iterirani komutator oblika Y,;, = %ez, e3] , elD .
= Ekllz(m
Pritom vrijedi Y,,, =—q,,Y,,, akoje o, =1.
1423 24 243 12
Napomena:

Neka je 0,, =1, 0,; =1, 0,, #1. Tada dobivamo da oba vektora

(1, 0, =459, 95,959,1> 0 _qzl)’ (0, 1, =45, 0, 9539595 _qz3q21)

pripadaju jezgri operatora 0 |B , Sto znaci da je bazi¢na konstanta prikaziva pomocu
123

iteriranih komutatora Y,,; 1 Y,;,.

Analogno se dobiva da je bazi¢na konstanta u B,,, prikaziva pomocu iteriranih
komutatora Y,,; 1 Y,;, akoje 0, =1, 0,, =1, 0, #1, odnosno iteriranih komutatora
Y,, 1Y, akoje 0,, =1, 0,, =1, 0,, #1.

Pritom je 0 = 0; zasvakii#].

41



Linearna kombinacija iteriranih komutatora Y, , 1 Y,

iyisiy iyiiy

nece se posebno
isticati kao bazi¢na konstanta u B,,;, jer iz pretpostavke da su komutatori Y, , 1Y,

bazicne konstante proizlazi da je njihova linearna kombinacija takoder bazicna

konstanta.

Tvrdnja 2.2.3.1

Ako je 0, =0,;=0, =1, onda su iterirani komutatori Y,;, Y, 1 Y,

linearno zavisni.
Dokazimo danu tvrdnju.
Nekaje 0, =0, =0, =1 tako da vrijedi
AY s +A,Y 5, ALY, =0 (36)
Zelimo pokazati da postoji barem jedan A. 20, i =1,2,3.
Po definiciji je
Y = %el’ ez] QB ° e3D =¢€,,€; ~ (, €,€,€; ~ (3,43, €;€,€, Tq3,45,q,; €:€,¢
21 Dlal%z
=€153 ~ 921 €213 T 931932 €312 1451932921 €304

— O — _ _
Y5 = %619 63] ' eZEh a =€,6;€, ~ (3 €;€,€;, —q,,qy3 €,€,€; 14,4393, €,€5€,
21923
=€13 ~ 31 €310 T 921925 €215 1921923951 €23
- O — _ _
Yy = %32, 63] > € =€,6;€ ~ (3, 56,6, —(;,q3 €,€,€;5 1q,,q,39;, €656,
932 ELthln

=€y 7 Q32 €301 ~ 912955 €123 1912913952 €132

Uvrstavanjem komutatora Y,,;, Y5, i Y,;, u(36) dobivamo
A€ = Ay €505 =A 45,95, €515 A 45105, €32
+A,€5 =A,q5 €315 ~A, 05,003 €513 A, 0505505 €55

+ 56,5 =A 05 €55 —A3q1,055 €103 A541,0505, €3, =0
odnosno

(Al _A3 q12q13)elz3 +(A2 +/\3q12q13q32)el32
+(_A1 45,93, _A2q31)e312 +(A1q31q32q21 _/\3q32)6321

+(A2 42192393 +A3)ez31 +(_A1q21 _/\zqzlqn)em =0
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na osnovu ¢ega proizlazi

A

\(1-0,0,,) =0,
(-0 ) (37)
(

A (1- 012013023) 0.

>

2

Koriste¢i pretpostavku 0, =1, 0, =1, 0,, =1 iz (37) proizlazi da koeficijenti A,,
i =1,2,3 ne moraju nuzno svi biti jednaki nuli, §to povlaci da su iterirani komutatori

Y,;, Y3, 1 Y,;, linearno zavisni.

Primjer 2.2.3.2

Zelimo pokazati da bazi¢na konstanta Y,,, proizlazi iz bazi¢ne konstante C,,,
akoje 0,, =1, 0, =1, 0, #1, 0,; #1, gdje je 0,,; =0,,0,,0,;.
Nekaje 0,,, =1, 0, =1, 0,; #1, 0,, #1. Tada imamo
0,=1,0,0,,=1,0;%#1,0,#1. (38)

Uvrstavanjem 0, =1 u bazi¢nu konstantu C,,; danu relacijom (32) dobiva se nova

konstanta, koju ¢emo oznaciti sa C'

_1-0
¢ :q—13 (6123 + 45,9595 e321) +ds, (013 _1)(6312 * 413923921 6213)

31

1-o

13 _ _
(em 451931952 €321 T 931952 €312 7319139239329 e213)

31

=129y (39)

31

Pritom smo koristili sljedece

i -0
- uvjeti 0,,, =1, 0, =1 povlage q,(0,,~1)= =

- uvjeti (38) povlaCe q3,9;3923935,9 =4y 1

- definiciju iteriranog komutatora Y,,; =€y, =y €513 ~ d31932 €312 31952921 €321 -

Lako se moze pokazati da je bilo koji iterirani komutator Yl“ AN AN A D{l, 2,@ ,
i, #i, #1, linearno zavisan s bazi¢nom konstantom C,,, (tj. da proizlazi iz C,,;) ako
jeoy,=1,0,=1,0,%1,0, #1.
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Primijetimo da vrijedi ~ C,., =AC,,, AOC\{(},

gdje je j,j,j; bilo koja permutacija skupa {1,2,3} . Pritom je C;,, oblika

Jl.lz.h = Z Jh XJzJ3J1 . (40)

ae

gdje > oznacuje ciklicku sumu. iplpzp_,, je definirano relacijom (34).

cyc

Uzimajuéi u obzir gore navedeno zakljucujemo da je prostor konstanti u

generickom tezinskom potprostoru B,,; jednodimenzionalan te da je ideal

I,,, = [C,,0u B,,; generiran bazicnom konstantom C,,, ako je 0,,; =1.

Zakljucujemo:
Prostor konstanti u bilo kojem generickom teZinskom potprostoru B, ,
L <l <L, 1,L,L,ON= {i.i,,...iy} algebre B je jednodimenzionalan.
Ideal I,,, =LC,,,0u B, biti ¢e generiran bazi¢nom konstantom C,,, ako
123 123 123 172%3
je gy, =1, [ <l <l.
Razlikujemo sljedecée slucajeve

(1) Bazicna konstanta C,;, moZe biti oblika

w3

(121311 i, 94,91, © zzzz)

cye qll
- , -0y, -
ili krace C,. = Z 2 X
172%3 -
cye qlll2

ako je oy, =1, 0,#1,0,%1,0,#1.

Pritom je Xppp, = te Y oznacuje ciklicku sumu.

+
eP1P2P3 qupl qP3P1 qP3P2 epspzpl &

2) Akoje 0, =1, 0, =1, 0, #1, 0, #1, ii,,iy O{l,1,,1} , i, #i, #i,, onda

je bazi¢na konstanta C,,, proporcionalna iteriranom komutatoru Y, , 1 piSemo

ijiyis

Gy =0aY,

fyiplz 2

adc\{q .

oje O , O , O , g , onda u generickom tezinskom
3) Ako j 1 z1 i, z1 " z1 L, z1 d g k t k
potprostoru B, nema konstanti.
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2. Degenerirani sluéaj:

rd Pretpostavimo da je [, =1,.
Tada je multiskupu Q ={{,7,L} :{l,z,lz} nad N ={i,i,,...i,} pridruzeni
degenerirani tezinski potprostor dan sa Bzfz = span(c{ell 1, > i o ezzzlz} .

U ovom slucaju je Q =8,Q ={111,,LLL,LL1} pa iz formule (24) proizlazi
_ _ 2
0 ‘B (elllllz ) =1 €, Yy €, T 90,90 €1 _(1 *tqy, ) €, Ty, € >
i1,
0 |B (ezlzzz1 ) =ley, +qe0 T4, € = s, t1 €4 iy o s
i1,

a'B (elzzm):leulh G iy, Qi Cury, =g, (1 +qzlzl)elllzll ey,

i

Sto povlaci da u monomijalnoj bazi potprostora Bzfzz operatoru 0 ‘le :Bzfzz - B, je

pridruzena matrica Bzﬁz oblika

2

L1l Ll Ll

L, D Ty, 99, 0 S
B=w0 0 1 au(iva)
L E ql L qlzll 1 E

kojoj je determinanta

det sz = (1 +qllll)(1 _ozlzz)(l _qlll,al,lz)

= (1 +qllzl) I:l) (1 _qlz(lzlazlzz) = [2]% Ij ( qzlzlazz ) [2] aQ D ( q]z{lzlazlzz)-

Pritom je [2]%! = [2]% EH " :[ _}f a =1+q;,, [l]quy =1.
Akoje q,,0,, #1, 0, #1, [2]q” # 0,ondau Bzfzz nema konstanti.

U degeneriranom teZinskom potprostoru B,  postojati ¢e netrivijalna bazi¢na
1 %2

konstanta ako i samo ako je detBllzl2 =0,4. q,0, =lilio, =1ili [Z]q“‘ =0

U nastavku ¢e se dokazati da je tada prostor konstanti u Bzfz jednodimenzionalan.
Ako je q;,0,, =1, onda ¢emo konstruirati konstantu C,,, , koja ¢e generirati ideal
I,,, upotprostoru Bllzl2

45



Radi jednostavnosti zapisa pretpostavimo daje [ =1, [, =2.
Tada je multiskupu Q :{12,2} pridruzen degenerirani tezinski potprostor B,  pa je u

monomijalnoj bazi potprostora B, operatoru 6|B :B,, —» B,, pridruZena matrica
122
B, . Pritom je detB, = (1 +q”)(l —012)(1 —qnalz).

Slijedi izraCunavanje prostora konstanti u degeneriranom tezinskom

potprostoru B, u ovisnosti o izborima vrijednosti parametara q; za koje je

detB122 =0.
Akoje q,,0, %1, 0, %1, [2]q # 0, ondau B, nema konstanti.

Pritom je [2]Clll =1+q,,-

¢ Akoje q,0,=1, 0, %1, [2]. #0 ili q,0,=1, 0, =1, ([2]q # o), onda
vektor (qlquz, -q,, (1 +q11), l) pripada jezgri operatora 0 |B , 4.
1°2

{q”qf2 € —dp (1 +q,, )e121 +ezn} je baza prostora konstanti u B,  pa za bazi¢nu

konstantu mozemo uzeti

Ci, = Yo, (41)
gdje je

— — | — _ 2
Y, = [sz el]q“qu = %eza el] U’ 61%] an =Cn 42 (1 +q11)6121 411912 €112

(uz uobicajene pokrate: e, . =¢;e; e, ).

> Ako je [2]q =0, 0, # 1, onda je {em -q3, em} baza prostora konstanti u B,

pa se bazi¢na konstanta moze pisati u obliku jednostavnog komutatora

X' = @12’ ezgq =€y, ~q3 € - (42)

2
21
Prirodno se namece sljedecée pitanje:
da 1i su komutatori Y,,, i X'? linearno zavisni, odnosno da li bazi¢na
211 ’

konstanta X'"” moze proizaéi iz bazi¢ne konstante Y,,, ako je q,,0,, =1, [2] q =07

46



Pretpostavimo da je q,,0, =1, [2]qll =0, gdjeje [2]qll =q, +1.

Tada primjenom uvjeta q,,0,, = 1 dobivamo

— [l — _ 2
Y, = %eza el]q12 ) elul q =S T4 (1 +q11)em 41,9, €112
1912

— » O 1 1 [
=414 Fie _—(1 +q11)6121 t——¢ 0
0 1912 142
= q11q122 (enz ~—(qy (1 +q11)6121 +q11q§1 ezll) . (43)
Uvrstavanjem q,, = —1 u (43) dobiva se nova konstanta, koju ¢emo oznaciti sa YZ'11 .
Dobivamo
Y2'11 =-q, X", (44)

pri ¢emu smo koristili (42).

Komutatori Y,,, i X' su proporcionalni, tj. jednostavni komutator X'

moze se dobiti iz iteriranog komutatora Y,,, ako je q,,0,, =1, [2] Q" 0, stoga

moZemo uzeti da je ideal 1, = LT}, u potprostoru B, (= Bm) generiran bazi¢cnom

konstantom C,, =Y,,, ako je q,,0,, =1.

Primjedba 2.2.3.3

Za iterirane komutatore vrijede sljedeca svojstva.

(i) Akoje o, =1, [Z]qll # 0,ondaje Y,,=—q,Y,, -
2
(ii) Ako je [Z]qll =0,ondaje Y, = —%Ym.

Zakljucujemo:

Prostor konstanti u bilo kojem degeneriranom tezinskom potprostoru Bzﬁzz ,
L#L, [,LON= {i.i,,..i} algebre B je jednodimenzionalan.

Ideal 1,;, =LC;;; Uu Bzﬁzz biti ¢e generiran bazi¢nom konstantom C,,;; ako je

4,0, =1, [ #1,.

Razlikujemo sljedece slucajeve
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(1) Bazicna konstanta C,,, mozZe biti oblika C,;, =Y,

akoje qllllalllz :1’ o-lllz # 1’ [2]q11 #0ili akoje qllllalllz :1’ alllz :1’ [2]% #0.

. . _ _ _ 2
Pritomje Y, = HYZZZI > ezﬁq =€ Ty, (1 *q,, )ezlzzzl 91, €10, -

i,

(2) Akoje q,,0,, =1, [Z]q = 0, onda je bazi¢na konstanta C,,, linearno zavisna s
1 hb i 14h
jednostavnim komutatorom X" i pigemo Gy, =0 X" a0OC \{(} .

3 1 Lhl, — 2 = —q?
Prltomje X = %ll’ elZ%ﬁl _el1l112 qlzll elzllll ’

24

(3) Akoje q,0, #1,0, #1, [Z]q” # 0,ondau Bllzl2 nema konstanti.

#”  Pretpostavimo sada da je L=1L=1~=I.

Tada je multiskupu Q:{Z3} nad N :{il,iz,...,iN} pridruZeni degenerirani

teZinski potprostor B, = spanc{ell} ,gdjeje ey =eee, =¢;.
Imamo da je 6 =85,Q :{ll} :{13} , stoga primjenom formule (24) proizlazi

0 |Bz3 (en)= (1 +q, +qlzl)em,
Sto povlai da u monomijalnoj bazi potprostora B, operatoru 0 |Bl3 B, - B, je
pridruzena 1x1 matrica B, kojoj je jedini element jednak 1+q, +q; paje
detB, =1+q, +q;.

Matrica B, je singularna ako i samo ako je 1+q, +q; =0,1. q; =

—-1+if3
—

Tada je bilo koja netrivijalna konstanta u potprostoru B, oblika C, =0ae,,
a DC\{(} ,gdjeje e, = e;. Akoje 1+q, +q; #0,ondau B, nema konstanti.
Dobili smo da je prostor konstanti u degeneriranom potprostoru 1B,

jednodimenzionalan i da je C; =¢, bazi¢na konstanta u B, ako je [3] Q" 0.

Pritom je [S]q” =1+q, +q;.
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U nastavku se Zeli pokazati da se ideal I, u potprostoru B(3) moze generirati

konstantama oblika C,, ,akoje 0,,, =1, [ <L, <L, 1,1,,LON .
Da bi se to pokazalo potrebno je dokazati tvrdnju:

bazicna konstanta u bilo kojem degeneriranom teZinskom potprostoru
B, UB(3) (Q je multiskup koji nije skup) moze se konstruirati iz bazi¢ne
konstante nekog generickog tezinskog potprostora B, 1 B(3) (Q je skup)

odredenom specijalizacijom koja je inducirana poistovje¢ivanjem nekih

elemenata u skupu Q.
Tvrdnja 2.2.3.4
Iz bazitne konstante C,;, generiCkog teZinskog potprostora B, dobiva se

bazitna konstanta C;;; u odgovaraju¢em degeneriranom tezinskom potprostoru Bzﬁz
2

ako se pritom npr. poistovijete elementi [, i [ .
Neka je o, =l0,%1,0,#1,0, #1. (45)

Tada je u generi¢kom tezinskom potprostoru B, bazi¢na konstanta C,,, dana sa

1- m
Czlzzz3 = (ezzzjlI + 45,95, 9, ezlz_.,zz) +
i, g,

-0,
13 e + e
ol T Ay, A D, Cry

1- 0,
+ (6131112 ;9,9 e121113)-
1213

Pretpostavimo da je [, =1 . Tada iz (45) proizlazi

A4y 0y, =1, 4y #1, 0y, #1
ili
(1 _qllllalllz )(1 +qllllalllz) =0 ’ qllll #1 ? qllll # -1 ’ 0l1l2 % 1’ (46)
gdjeje <L, ,LON .

OznaCimo sa C;, bazinu konstantu u odgovarajuéem degeneriranom tezinskom

potprostoru B,

o koja ¢e se dobiti iz bazi¢ne konstante C,, , za [, =1,. Tada je

1- 1-0,
Cyy, = (1 + qllllal,lz)elllzl, + p = (qlllz (1 "'qzlllazlzz)ez,zlz2 *qy, (1 +qllllo—lllz)eLlllll)'

L L,
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Uzimajuéi u obzir (46) zakljucujemo sljedece
() Akoje q,0, =-1,q, #1, q, #-1, 0, #1,ondaje C;, =0, t. C,,
je trivijalna konstanta.
(i) Akojeq,0, =1,q, #1, q, #-1, 0, #1,ondaje
U+q,, [

' q
— _ 14 _ -
Clllllz _2(1 qm)ﬁ g Sy~ D, qzzzlezzzlzlﬁ
L

_2 _alllz —_ 1+ + 2
= Coin ~ Do \P T ) Cuny T 090,

Lk

1-o0
=2 iy

Ll
dy,

1- n

=2

Ll -
Lh

Dobili smo da se bazi¢na konstanta C,;, u degeneriranom tezinskom potprostoru Bzfz
2

moZe konstruirati iz baziCne konstante C,,, generi¢kog tezinskog potprostora B,
ako pritom u skupu Q element [, poistovijetimo s elementom [ .

Pritom se uvjet kocikli¢nosti 0,;,, =1 degenerira na uvjet q,,0,, =1.

Tvrdnja 2.2.3.5
Iz bazi¢ne konstante C,,, generickog teZinskog potprostora B, moZe se
dobiti bazi¢na konstanta Cz‘zz u degeneriranom teZinskom potprostoru B, ako stavimo
L=L=L=l.
Dakle, pretpostavimo da je [, =1, =, =1. Tada iz (45) proizlazi
qap =1, q; #1

ili
(1_%1 +Q121)(1 *tq +q121) =0, q,#1, q;#-1. (47)

Oznacimo sa Cy; bazi¢nu konstantu u degeneriranom teZinskom potprostoru B, , koja

¢e se dobiti iz bazi¢ne konstante C, , za [, =1, =L, =I.
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Tada je
1_qlzl (1 + q?l)ezzl = 3(1_q%l)(1 +qll)(1 —u +sz)613 .
Q dy

Cu=3

Uzimaju¢i u obzir (47) zakljucujemo sljedece

(i) Akoje1-q,+q; =0, ondaje Cz'zz =0, t. Cl'u Je trivijalna konstanta.

(i) Akoje 1+q, +q; =0, ondaje Cyy =a C,, aOC\{( .
Pritom se koristi svojstvo da

1-q, +q; =0, 4. 1+q, +q; =0 povlaci q, #1, q, #-1.

Dobili smo da se baziCna konstanta C;; u degeneriranom teZinskom potprostoru 1B,
moZe konstruirati iz baziCne konstante C,,, generi¢kog tezinskog potprostora B,
ako stavimo [, =1, =1, =1.

Pritom se uvjet kocikli¢nosti 0;;,, =1 degenerira na uvjet 1+q, +q; =0.

Zakljucujemo:

Konstante u potprostoru B(3) generiraju obostrani ideal I, :<CWS> ako je

o, =1 L<sL<L, L,L,LON .
Pritom je

=0y, 5
Xy,

Cll Ll - Z

cye q Ll

gdieje Xppwp, =€

N TS
P1P2P3 quP1 qP3P| qP;Pz eP3P2P1 te cyzt Oznacuje ciklicku sumu.

. . . . o [N +20]
Dimenzija prostora konstanti u B(3) je manja ili jednaka 3 -
[ L]

Dimenzija je maksimalna ako je
0,, =1 zasvaki [,L,,LON, <[, <L,
q,0,, =1 zasvaki [,,ON, [ #1, i

1+q, +q; =0 zasvaki [ON .
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2.2. 4. Racunanje prostora konstanti u B(4)

U ovom odjeljku ¢e predmet razmatranja biti nekomutiraju¢i polinomi ¢etvrtog
stupnja u varijablama ¢, ,...,e; .

IN

Odredimo prostor konstanti u potprostoru B(4).

Neka je Q={l <[, <, <I} multiskup nad N ={i,i,,...,i\} . Tada je multiskupu Q
pridruZen tezinski potprostor B, [1B(4) takav da je

=e;¢;¢;¢; |Jij,J;J, =permutacija multiskupa Q} .

B, = span, {e

Jid2dsla

Iz formule (24) slijedi da je operator 0 |BQ : B, - B, na potprostoru B, definiran sa
0 |BQ (ejljzj3j4) =€ T i Ciiie T 955Dk, € T i i Sy (48)

jib3i O 8.Q.

U daljnjim razmatranjima promatrati ¢e se najprije genericki teZinski
potprostor B, , [ <l, <L <I, pridruzen skupu Q ={1,1,,1,1} , a potom ¢e se u
skupu Q poistovijetiti neki elementi. Time ¢e se dobiti odgovaraju¢i multiskupovi
(koji nisu skupovi) i njima pridruzeni degenerirani potprostori.

U potprostoru B(4) razlikujemo cetiri tipa degeneriranih potprostora
D B, 0% <y, i1, GON= il

2) B, i<iy,i,i,0N,

3) B, ., i#iy, i, L0N,

iy

4) B, ON .
S druge strane navedene degenerirane potprostore mozemo konstruirati tako da ih
pridruzimo odgovaraju¢em multiskupu Q, koji ¢e se dobiti iz skupa Q ={ll,lz,l3,l4}
podskupa od N :{il,iz,...,iN} tako da

1) poistovijetimo bilo koja dva elementa skupa Q (a preostala dva ostavimo

nepromijenjena),
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2) poistovijetimo po dva elementa skupa Q,
3) poistovijetimo bilo koja tri elementa skupa Q,

4)  poistovijetimo sva Cetiri elementa skupa Q.

Konkretno
1)  Pretpostavimo daje [, =1 .
Tada ¢e iz skupa Q ={ll,lz,l3,l4} nastati multiskup Q :{1,2,12,13} te ce
njemu pridruzeni degenerirani tezinski potprostor biti

B, ‘Sp"”@{elﬂlwezllllngelltzlllg’ellawelllslllz’elllgtzlmealllllwelzlll}ll’%Welzllllzz’elﬂllzlmelgtzllt} )

2)  Pretpostavimodaje [, =1, [, =1,.
Tada ¢e iz skupa Q ={[,1,,1;,1} nastati multiskup Q :{llz,lf} , kojemu ¢e
pridruzeni degenerirani tezinski potprostor biti
Bzfg :Spa"@{euw%wellzzlzl]’elzlllle’elzm’elzlzzll} ’
3) Pretpostavimodaje [, =1 =1 .
Tada ¢e iz skupa Q ={(,L,L;,l} nastati multiskup Q Z{If,lz} , kojemu ¢e
pridruzeni degenerirani tezinski potprostor biti

Blflz _Spanc{elllllll’z’elllléll’elllzllll’el’zllllq} ?

4)  Pretpostavimodaje [, =1 =1, =1 =I.
Tada ¢e iz skupa Q ={l,L,L;,l} nastati multiskup Q :{lf} te ¢e njemu
pridruzeni degenerirani teZinski potprostor biti B, =Span(c{em} , gdje je

Cu =CLLL =Cp -

r Izracunajmo najprije prostor konstanti u generickom tezinskom potprostoru

811121314 = spanc {611121314 €0 St o g > St o g, S 0 Sy 0 Sy, 0
Cring, > S > G, » S > iy o Cuni > S, S, > S 0

€Ly > St > i o S o S 0 612111314} )
pridruzenom skupu Q :{11,12,13,14} ON= { il,iz,...,i} uz uobicajenu pokratu

€iim = €i€;€,€,, -
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Pritom koristimo Johnson-Trotterov uredaj na skupu permutacija.
Radi jednostavnosti zapisa pretpostavimo daje [ =1, ,=2, [, =3, [,=4.

Tada djelovanjem operatora stupnja 0|B : B, — B, na potprostoru B,,,,
1234

primjenom formule (24) dobivamo
0 |Bm4 (em’m) =Leg i Y  Chini T 9 S Y9559, 90, S (49)
gdje je j,jyJsls D{1234,1243,1423,4123,4132,1432,1342,1324,3124,3142,3412, 4312,

4321,3421,3241,3214,2314,2341,2431,4231,4213,2413,2143, 2134} .

U monomijalnoj bazi generickog tezinskog potprostora B,,,, operatoru 6|B je
1234

pridruzena kvadratna matrica B,,,, reda 4!=24.
Izracunavanjem determinante matrice B,,,, dobivamo
detB,,;, = (1 0y )2 (1 05 )2 (1 Oy )2 (1 0y )2 (1 0y )2 (1 —0s, )2
(1 ~O0py; ) (1 01y ) (1 034 ) (1 004 ) (1 0134 )2
ili krace

detB,,,, = |_| (1 — 0y )2 O (1 _Uijk) [Gl 01234 )2 : (50)

1si<j<4 Isi<j<k <4

Ako je 0y %21, 1<i<j<4, 0, #1, 1si<j<k <4, 0, #1, onda u B, ,;, nema
konstanti. U B,,;, postoji netrivijalna bazi¢na konstanta ako i samo ako je
o,=100,=10 oFfF U o5 U &, 0 @, 1

Ho,=10 o7 U o U o3, 0 0o 1, (51
gdje je 0y, =0,,0,,0,,0,,0,,0,,, Oix =00, 04, Oy =Y, -

Akoje 0, =1, 0;#1,1<i<j<4, 0, #1, 1<i<j<k <4, onda je prostor

konstanti u B,,,, dvodimenzionalan.

Dobivamo da se bazi¢ne konstante, koje ¢emo oznaciti s C,,,,, C,,;,, mogu pisati u

obliku
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: O.. [~ ~
Chu =93 (1 —0y ) (1 ~0,y ) (1 _0134) EI—B(XU34 7041942943913 X4123)

31
1-o0
qQi2

+

12 [~ 2% 3% 2% O
(X2314 _q41q42q430123X4231) +q32 O _1)(X3124 _q41Q42q43X4312)E

O-g. /~ ~
Qa1 914941942943 (1 —0y5 ) (1 —0)5 ) (1 _0134) E,& (X1423 7431952934014 X3142)

21

1-0, (= =~ S < \d
+ q = (X4213 _q31q32q340124X3421) Qo (012014 _1)(X2143 _q31q32q34X3214)E
14
. (1-00)(1-01)(1 00) 5 =2 (%o - X
Q41 913931932934 9149419429 43 0y, O Oy 1342 (512324034 A2134
41
1-0,, (= < \4d
+ q = (X3412 q21q23q240134X2341) +q43( _1)(X4132 q21q23q24X2413)E|a
13

" _(131(1_014)(1 0124)(1 0-13.4)E1 Oy,

Ciny = X234 ~q 4042943 Xanzs
0,40, D s ( )
1-0, (> > 0.0, 1/ ~ O
+ 12 (X2314 —q41q42q43X4231) +L(X3124 —q41q42q430123X4312)D
diz 4,30,,0,5 O
U-0, (% X
T, 914941942943 (1 —0y5 ) (1 —0y5 ) (1 _0134) El— (X1423 _q31q32q34X3142)
21
1-0, (> = 0,0, 1(= ~ 0
+ 14 (X4213 —q31q32q34X34z1) + 12714 (X2143 —q31q32q340124X3214)D
4 q4,0,,04 O
+ a1 93951930934 41494199294 (1 — 0y )(1 “ Oy )(1 0124) [1 -0, (X1342 q21q23q24)~(2134)
0,,0,,0,,0,, D qQa
-0, (s > 0,0, 1(3 ~ 0
+ (X3412 T 921923924 X2341) +—(X4132 ~01923924 034 X2413 )D-
i3 45401304 U
Koristili smo oznaku
Xopspsps 1= Compsps qpkp 4 Cpipypips 2 (52)

1<j<k<4

gdje w, oznacava najdulju permutacijuu S,, stoga je (52) dano sa

Xp1p2p3p4 - eP1P2P3P4 _qupl qP3P1 qP3P2 qP4P1 qP4Pz qP4P3 eP4P3PzP1 '
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Primjedba 2.2.4.1

Uvodimo oznake

O-o

— — _ _ B PiP3
ZP|p2P3P4 - (1 O-Plpzt )(1 aPlePA )(1 0P1P3p4 ) I/plpzp3, P4
E qP3P|
% g (0,0, ~1) W, . (53)
P2P3Py5 Py qP3P2 PiP2 ~ PiP3 P3PiP25 P4
quPz E

Z.. =(-0,)0-0,, -0, )52 W
PiP2P3Py * PiP4 PiP2P4 PiP3P4 PiP2P3, P4

E qP3P|
+ 1- GP1P2 + 0P1P20P1P3 1 B (54)
P2P3P1» Py o P3P1P2> Py
quPz qP2P3 PiP2 — PiP3
gdje je
V;’IPZPwPA: = XP1P2P31’4 - |_| qp4pj UPIPZPz XP4P11’2P3 > (55)
12j<4
I/I/;;,1]32p3, p4: = XP1P2P3P4 - |_| q];;wJ XP4P|P2P3 H (56)
1<j<4
Xppopspe j€ definirano sa (52).
Pri . _ 1 57
rltom]e |_| qP4ijP1P2P3 - ? ( )
1j<4 rl 9p.p,
Ij<4
Sto direktno proizlazi iz pretpostavke o, =1.

S obzirom na uvedene oznake u primjedbi 2.2.4.1 imamo da bazi¢ne konstante

1 "

Ciys»> Cip3s U By, moZemo napisati u obliku

C1234 = q31 21234 +q21 ql4q4lq42q43 Zl423 +q4l q13q31q32q34 q14q41q42q43 Zl342 4
(58)

" q3l ] ]

Cisy =——Z 1554 Y45 9149419494 Z
1234 1234 21 M14™41™142™43 1423
014 024 012 014 023 024

+ Qa1 913931932934 914941942943 7'

1342
ako vrijedi uvjet kocikli¢nosti 0,,,, =1, 0; #1, 1si1<j<4, g, #1, 1<si<j<k <4.

Detaljnim izraCunavanjem bazi¢nih konstanti u generickom tezinskom potprostoru

B,,;, doslo se je do sljedeceg zakljucka:
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Pretpostavimo da je uvjet kocikli¢nosti zadovoljen, tj. 0,,,, =1, 0 #1,

n

Isi<j<4, 0, #1, 1<i<j<k £4. Tada za bazi¢ne konstante uzimamo C;m s Chos
u B,,,,. Za sve preostale vrijednosti parametara q; za koje je detB,,;, =0, a koje ne
zadovoljavaju uvjet kocikli¢nosti dobivaju se bazi¢ne konstante proporcionalne s

"

Cirs > Cys, - Konkretno

(1)  Akoje 0,,=1, 0, =1, 0;#1, 1<i<j<4, onda se dobiva da je prostor
konstanti u B,,;, jednodimenzionalan te da je moguca bazicna konstanta iterirani

komutator [Cm, e4] proporcionalan s C;234 , ali isto tako 1 s Cln234 .

941942943

Dakle, iz bazi¢ne konstante C,,,,, odnosno C,,,, moze se konstruirati moguc¢a bazi¢na

konstanta C,,,, takvadaje C,,, =0 [Cm, e4] a D(C\{(} .

441942943 °

Pritom je [C123’ e4]q41q42q43 = Cy €4 ~ Q41942943 €4 Crs s

-0, 3 o s
Cppy = Z 12 X531 (cikli¢ka suma),
cyc q12
X = +
Xplpzp3 eplp2p3 qupl qP3P1 qP3P2 ePszPl ’

(2 Ako je 0,,,, =1, 0, =1, 0, #1, 0, #1, 0,,#1, 0, #1, 0,, #1, 0, #1,
onda se dobiva da je prostor konstanti u B,,,, dvodimenzionalan. U ovom slucaju

imamo da su bazi¢ne konstante C,,;,, C,,;, proporcionalne iteriranim komutatorima

Y, 5., Y, Pritom je

Y2]34 = %Yﬂ’ e3] > e4|:| s Y2]43 = %Yﬂ’ e4] > e3|:| °
B2 * Ly q40043 Qaaz ™ Ty 4505,
Na osnovu recenog zaklju¢ujemo da je prostor konstanti u generickom tezinskom

potprostoru B,,,, najvise dvodimenzionalan.

"

Ideal I,,,, = [C,,,,,C,,;, 1] B,,,, je generiran bazi¢nim konstantama C,,,,, C,,;, ako je

01234 =1 :

Slijedi izracunavanje prostora konstanti, tj. bazi¢nih netrivijalnih konstanti u

degeneriranim tezinskim potprostorima Bzﬁzz , Bzzz“ Bl{,l i Bl4.
243 192 2
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d IzraCunavanje prostora konstantiu B, , .
1°2%3

Pretpostavimo daje [ =1, [,=2, [, =3. Tada primjenom formule (24) dobivamo
Ol (ej1j2j3j4) =€ 500 5 Chini Y95 D00 S, Y05 S O9)
1723

gdje je jiirjajs 0{1123,1132,1213,1231,1312,1321,2113,2131,2311,3112,3121,321} .

Pritom je u monomijalnoj bazi degeneriranog tezinskog potprostora B

2y, operatoru

0|

41
B :B,,, - B,,, pridruZena kvadratna matrica B, . =B, ,; reda Y =12.
1723

Izracunavanjem determinante matrice B,,,; dobivamo
2 2 2
detB, =(1+q,) (1-0,) (1-0,) (1-0y)

(1 —q,,0y, ) (1 ~q;,03 ) (1 03 ) (1 _q12101220123 0,3 )
ili

detB,, = ﬂ (4, ) !:l( ~qi0,, ) |jj El—qff@)a;zogazg E

U tezinskom potprostoru B

»,, nema konstanti ako je [Z]q11 0, 0,#1, 0,%#1,

2 2 2
0-23 7 1’ 0-123 7 1 s q110-12 7 1 H q110-13 7 1’ q110-120-130-23 7 1 :
Netrivijalne bazi¢ne konstante u potprostoru B, . postoje ako i samo ako je q,, = -1

Uo,=100,=100,=1U00,=10U0q,0,=1Uq,0,=10 q12101220123023 =1.

¢+ Ako je q12101220123023 =1, q,0,%#1, q,,05 %1, 0,,,#1, 0, #1, 0;#1, 0, #1,
[2]q # 0, onda je prostor konstanti u B, jednodimenzionalan, a bazi¢na
11

konstanta moZe se pisati u obliku

O -q,0,001-0, 0% -q,0,0d1-0. 0%
Clias = 78 95215 Koy + [l DE 4 Xasn
d;;, 00O 9% O O 49 00 9. 0O
- 01 - O +
+Eﬂ qIIO-IZO-ISDBI q”CT g, Dsz"‘El q“D@I qHUE El 9,9 DX1231
O 995 00 90192495 O O 49 M s D O 49 0O

_El *tq;, E%‘ —q,,0y5 EEI _q110-120-13g Xiois _El +q11D%]1 _qllolg %]1 _qllo-lzo-lg Xomai
Od: OO 9% OO 949n 0O O 9 OO d, OO 995 O

(60)
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Pritom je )~(plp2p3p4 definirano relacijom (52).
Napomena:

Za bilo koji izbor vrijednosti parametara q; za koje je detB, =0 dobiva se
konstanta, koja je linearno zavisna s bazicnom konstantom C,,,, danom sa (60). Ideal

I,,,=1C,;0uB

. . .y . 2 2 2 —
»,, J& generiran bazi¢nom konstantom C,,; ako je q;,0,,0,,0,;, =1.

Konkretno imamo

> Akoje 0, =1,q,0,%1,q,0, %1, 0,#1,0,#1, 0, #1,[2] #0,

onda je
Cip =A [C123 , el]q11q12q13 > (61)
AO0C\{G (vidi primjedbu 2.2.4.3).
» Akoje q,,0, =1, q,0,%1,0,%#1,0,#1, 0, #1, [2]% # 0, onda je
Cis =AY, 5, (62)

A D(C\{q . Analogno, za q,0,, =1, q,,0,#1, 0,#1, 0,%#1, 0,,#1, [2]qll Zz0

dobivamo
C~’1123 :AY3112 s (63)

A0C\{¢ .

> Ako je 0, =1, q,,0,%1, 0,%1, 0, %1, [Z]q # 0, onda je prostor konstanti

dvodimenzionalan te se bazi¢na konstanta C,,, moze zapisati u obliku linearne
kombinacije komutatora Y,, ;1 Y,

C'1123 :alYZIB + a2Y2131 > (64)
a,,a,0C\{¢ .
Uzimaju¢i u obzir da je Y;;.. =-q;;Y,;.,  ako je 0,; =1 zakljuCujemo da se
konstanta (64) moze pisati u obliku

C1123 = alY

oo, T .
313 aZY

3312

(65)

gdje je j,j, US,, tj. j,j, je bilo koja permutacija skupa {1,2} )
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Analogno se dobiva da je C s =a)Y,

Co T .
B 12 azY

321

(66)
ako je 0, =1, q,0,, #1, 0, #1, 0,, #1, [2] # 0.

Pritom je j,j, bilo koja permutacija skupa {1,3} .

» Akoje 0, =1, q,,0,%#1, q,0,%1, 0,%#1, 0, %1, [Z]q # 0, onda je prostor
konstanti jednodimenzionalan, pri ¢emu se dobiva da je bazi¢na konstanta C,,,

linearno zavisna s iteriranim komutatorom Y,;,, = —q5,Y5,,, 1 piSemo

Cp =AY, (67)

Bl

A DC\{(} , gdje je j,j, bilo koja permutacija skupa {2,% )

»> Ako je [2]q” =0, 0,,#1, 0,#1, 0,#1, 0,,#1, onda je prostor konstanti
dvodimenzionalan. U ovom sluc¢aju imamo da se bazi¢na konstanta C, ,; moZze pisati
kao linearna kombinacija iteriranih komutatora Y,,,; 1 Y, ;,

C~’1123 = a1Y1123 + aZY1132 ’ (68)

a,a, D(C\{(} . Pritom je

Ylljljz =2 Q(Hjl’ ejz 2 ’ jl ¢j2’ jl’j2 D{2’§ i

lequjl
1), — 3.2
XV =[. e, -
Primjedba 2.2.4.2

Iz navedenog proizlazi da se iz bazi¢ne konstante C, ,, moze konstruirati bilo koji
iterirani komutator Y, , 1] = permutacija multiskupa {12 ,2,3} (ili linearna kombinacija
nekih od njih) u ovisnosti 0 odgovaraju¢im izborima vrijednosti parametara q; za

koje je detB, , =0.
Navedimo jos$ nekoliko primjera.
® Akoje 0, =1, 0, =1, [2]% 20, g, #1, onda je

C1123 = alY‘ j

+ -
13 aZY

+ .
B 31 a3Y

a1l
gdieje  j,j, je bilo koja permutacija skupa {1,2} ,
J1Js je bilo koja permutacija skupa {2,§ )
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Analogno, ako je 0, =1, 0,; =1, [2]q #0, 0, #1, onda je
11
Cin :aleljzlz + aZYjIjZZI +a3Yj3j411 >

gdjeje  j,J, je bilo koja permutacija skupa {1,} ,

J3J4 je bilo koja permutacija skupa {2,3} )

@ Akoje 0, =1,0, =1, [2]% # 0, 0,, #1, onda je
Cin =Y Yy +00Y,, Y
+y (Yo € +9,,00,0505 (174, )ee, Yy, +41,039595 €Y, )
+8(Yy, €, #0005, 05 (140, )eie, Y, 403,030,505 €, Y, 5)
J1J, je bilo koja permutacija skupa {1,2} , J;]4 je bilo koja permutacija skupa {1@ .
1

Pritom je: q; =
—q;

@ Akoje 0, =1, 0, =1, [2]% =0, g,, #1, onda je

Cop =Y, Y, +a,Y,,Y,

. +a.yY. +a .Y,
2 T Jsla i (13 1123 a, 1132

J;J, Je bilo koja permutacija skupa {1,2} ,a J,J, Je bilo koja permutacija skupa {1,3} )

@ Akoje 0, =1, 0, =1, 0, =1, [Z]q =0, onda je

G =0)Y, Y, +0,Y,, Y, +aY, Y, +a,Y,, ., € (esYnz —-q;; [Ynesa ez]qgqu)
gdje je  j,J, = permutacija skupa {1,2} , J;]4 = permutacija skupa {1,3} ,

JsJs = permutacija skupa {2,3} , k k,k, = permutacija multiskupa {12,3} )

r Izra¢unavanje prostora konstantiu B, , .
12
Pretpostavimo da je L=1,1=2.

Tada je multiskupu Q ={12,22} pridruzen degenerirani tezinski potprostor

B, = spanc{e iiisi, | J1d2dsJs = permutacija multiskupa Q :{12,22}}

=spang; {61122 »€12125€12215€2112> 21215 ezzu} .
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Primjenom formule (24) dobivamo
0 |31222 (ejljzjsn) =Le; i T 9 Chibi Y9590 Chibi 7995590, S,
gdie je jii,isj, OS,Q= {1122,1212,1221,2112,2121,2215 .

Operatoru 0 |B222 :B,, — B, umonomijalnoj bazi degeneriranog potprostora B, ,
1

pridruzena je kvadratna matrica B, ,

4! .
(=B,,,,) reda EYE =6 takva da je

1122 1212 1221 2112 2121 211
122 B I+q;, 91492 S 0 0 0 E
1212 0 1 0 d;, (1 + Q11) 40,95 0 O

_ 2 B 0 0 1 0 iz q122 (1 + qll)% .
T (91 (1 + qzz) 92 0 1 0 0 H
2121 B 0 Andy 9o (1 + qzz) 0 1 0 B
2113 0 0 0 0295y 422921 I+q, 0§

IzraCunavanjem determinante matrice B e dobivamo

detB.,. = (1 +qy ) (1 *dy ) (1 01, )2 (1 ~q,,01, ) (1 4201, ) (1 +4,,95,07, )
ili

: ] 2g o () O
detB,,, = D[k]q“! (1-ai0, ) EH(-I) gf)qzz%%

U potprostoru B,, nema konstanti ako [2]q Zz0, [2] 20, 0,%1, q,0, %1,

q22
2
4,0, #1, q,,9,0,, # —1.

Netrivijalne konstante postoje ako i samo ako je

[Z]qHZO D[2]q22: ot oF U quo5 O q,e, O qllqzzyl% 1.

Napomena:

Ideal 1,,,, =LC,,,0u B,, moguce je generirati bazi¢nom konstantom C,,,
oblika (69) ako je q,,q,,05, = —1. Za sve preostale izbore vrijednosti parametara q; za
koje je detB,, =0 dobiti ¢e se bazitne konstante koje ¢e biti linearno zavisne s

bazi¢nom konstantom C,,,, .
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¢ Akoje q,9,05 =1, 4,0, %1, 9,0, #1, 0,, #1, [2]  # 0, [2]  # 0, onda

Je prostor konstanti u B, , jednodimenzionalan.
Pritom se dobiva bazi¢na konstanta, koju ¢emo oznaciti s C,,,,, a koju je moguce

zapisati u obliku

1- 1 +q,, U1 +q, 0
Cip= 12 X o1 — ﬁl q“ijg q22{:|X1212

q2 qzl 049 00 92 O

+q.. 0 0 O1+
Dl dy El q,,0,) Dee e, f 1+q, EDI qzzog e, e e, (69)
D dn OO0 9u O O 920 q4 O

gdje je iplpzpm definirano relacijom (52).

» Akoje q,0,=1, 0,, #1, [2]qll z0, [Z]q22 # 0, onda je bazi¢na konstanta C,,,,

proporcionalna iteriranom komutatoru Y,,,, 1 piSemo

C1122 = A Y2112 > (70)

A D(C\{q , gdje je Y0 :[Y211’ 62]q§1q22 '

Analogno se za q,,0, =1, 0,, #1, [Z]q11 #z0, [2]qzz # 0 dobiva C,,,, =AY,,,, -

» Akoje 0, =1, [2] 0, [2]qzz # 0, onda imamo

qQu
lm—)\YJJ ee, +A eYJJ e, +A, eY € +A, eeY +a leszjljz’ (71)

gdje je j,j, = permutacija skupa {1,2} , OL,A, D(C\{(} ,1sk<4.

Specijalno iz (71) proizlazi Cl' m =0 Y, v LY Y

+A,e,Y. ayY.

Jiua1 2 Tk ?

C‘1122 A Y,

i1 ©
J;J, = permutacija skupa {1,2}

Pritom Y Y moze biti oblika le, Y,Y,, Y,,Y,, Y221

Jil2

» Ako je [2] Q" 0, [2] # 0, 0,, #1, onda je bazi¢na konstanta proporcionalna

q22

iteriranom komutatoru Y, ,, 1 piSemo

1122 = A Y1122 > (72)
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A D(C\{q ,gdieje Y, = %Y“, ez]q%1 , ezng 0
21122

Analogno se za [Z]q =0, [2] %z 0, 0,%#1dobiva C, 5, =AY,,,,, A DC\{(} .

qll

#  Izratunavanje prostora konstanti u Bl13 , = spang {eZIZI 1 it Ciuin > Sl z} .

Pretpostavimo da je L=1,1=2.

Tada je multiskupu Q :{13,2} pridruzen degenerirani teZinski potprostor B, .

Primjenom formule (24) dobivamo
0 |B]32 (ej1j2j3j4) =1 T D Chiic T 950Dk Ciieic T i i Sl
gdie je jij,jsj, 0S,Q= {1112,1121,1211,2115 .
Operatoru 0 |B132 :B,, - B;, u monomijalnoj bazi potprostora B, pridruZena je
. 4! :
kvadratna matrica B, (=B,,,,) reda B =4 takva daje

1112 1121 1211 2111

1112%""111 +4, 914 0 0 B
_n21[] 0 I+q,, 9,9, (1+q11) 0 .
12 1211% 0 0 1 di2 (1+q11+q121)8
2 E q;l qgl A2 1 E

Njena determinanta je

deth = (1 ""5111)(1 *qy +q121)(1 _012)(1 _qnalz)(l _q12]012)

[, [4,, []0-te.)

odnosno

detB,,, =[3], ! lj (1-a0,,).

Ako je [2]q11 %0, [3]qll #0,0,#1, q,0,#1, q;,0,, #1, onda u potprostoru B,

nema konstanti. Netrivijalne konstante postoje ako 1 samo ako je

[2], =00[],=00 o O q05 O q& I
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Ideal 1,,, =[C,,,llu B, moguce je generirati bazicnom konstantom C,,;, oblika
(73) ako je q;,0,, =1. Za sve preostale izbore vrijednosti parametara q; za koje je
detB, =0 dobiti ¢e se bazine konstante koje ¢e biti linearno zavisne s bazi¢nom

konstantom C,,,,.

¢ Ako je q0,=1, q0,%1, o,#1, [3] #0, [2] #0 ili qlo,=1,

11

0,0,=1, 0,#1, [3] #0, [2] #0 il qo,=1, o,=1, [3], #0,

qll

[2]q # 0, onda se dobiva da je

3 3 2 2 2
{_ 419:2€1112 T4 (1 *q;, +q11)61121 i (1 *q;, +q11)61211 +62111}
baza prostora konstanti u B, , Sto zna¢i da Ce bazitna konstanta C,,;, biti

proporcionalna s iteriranim komutatorom Y,,,, 1 piSemo

C1112 :AYzma A DC\{(} 5 (73)

gdjeje Y, = ngla el]q”qlz ) ela

2
11912

— _ 2 2 2 3 3
=€ A (1 *tq;, +q11)61211 *q,,9, (1 *q,, +q11)61121 92 €z

> Ako je q,0, =1, [3] a4, - 0, g, #1, onda je prostor konstanti jednodimen-
. . . 3 v v
zionalan te je baza prostora konstanti u B, dana sa {e1112 —q5 ezm} , Sto znaci da

¢e bazi¢na konstanta C,,,, biti proporcionalna s jednostavnim komutatorom X'''

i pisemo C.,=AX"", A0C\{¢ . (74)

. : 1112 _ 33,3 — —a’
Pritom je X —%1,62% ~Cui2 7921 €111 -

3
21
> Ako je q;0, :1,[2] q - 0, onda se dobiva da je prostor konstanti dvo-

dimenzionalan. U ovom slu¢aju imamo da se bazi¢na konstanta C,,,, (: Yzm) moze

zapisati kao linearna kombinacija

C1112 :al YllY

Jh

+a,Y

i Y1 (75)
Tu je j,j, = permutacija skupa {1,2} .
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#”  lzradunavanje prostora konstanti u B, =span, { € | € = el4} .

U ovom slu¢aju imamo da je degeneriran potprostor B, pridruzen multiskupu
Q={r} nad N ={ii,..ix} -
Imamo 6 =S,Q :{lll} :{14} .
Iz formule (24) slijedi da u monomijalnoj bazi potprostora B, operatoru
0 |Bz4 :B, - B, jepridruzena 1x1 matrica B, =H +q, +q; +q§la, Sto povlaci da je
detB, =1+q, +q; +q; - (76)
Matrica B, je singularna ako i samo ako je 1+, +q; +q; =0. Tada je bilo

koja netrivijalna konstanta u B, oblika Cy, =ae,, alC \{(} ,gdjeje e, = e;.

Ako je 1+q, +q; +qy #0, onda u B, nema konstanti.

Prostor konstanti u degeneriranom potprostoru B, je jednodimenzionalan te je

Cyy = e, baziCna konstanta u B, ako je [4]q” = 0. Pritom je [4]6111 =1+q, +q; +q), .

Primjedba 2.2.4.3

Koriste¢i primjedbu 2.1.10 imamo da su e, 1 Yy, linearno zavisni, tj. bazi¢na

konstanta Cy, (=e,) je proporcionalna iteriranom komutatoru Y, , gdje je

Yo =(1-q4) (1-a3) (1 ~a}) e
ili: Yo =(1=a,) (1+a,) (1 +a, +a} )e,. (77)
Pritomje q,#1, q,#-1, 1+q,+q} #0.
Napomenimo da se pod uvjetom [4]qzz = 0 podrazumijeva da je 1+q} =0, q, # -1
(ako se zeli dobiti da je Y, netrivijalna konstanta), jer je po definiciji

[4], =1+, +a} +a) =(1 +q,)(1 +a}).
Primijetimo da se uvrStavanjem q, = -1 u (77) dobiva Y, =0, Sto zna¢ida je Y, a

samim time i Cy;, trivijalna konstanta.
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Resumirajmo gore provedena razmatranja.

#"  Prostor konstanti u bilo kojem generickom tezinskom potprostoru B, ,

L <L <L <y, 1,L,0,1,0N= {i.i,..i} algebre B je najvise dvodimenzionalan.

"

' . . v '
Ideal 1,;,, =G, ,Cpyy LI By, je generiran bazi€nim konstantama Cy;,, , Gy

"

u 73)’11121314 ako je Oy, =1

Razlikujemo sljedecée slucajeve
(1)  Akoje 0, =1, o, #1, Isi<j<4, 0, #1,1<a<b<c<4,

onda se bazi¢ne konstante C,,,, , C;;,, mogu zapisati u obliku
172%3%4 1%2%3%4

1

Czlzzgz4 =y, 211121314 Ty 9,9, qz“zzqzz,gzzlzztzzz3

i, D Do, D, iz, D, Do, D, Ly, »

1 1
Czlzzz3z4 - ks, T qlll4ql4llql4lqu4l3lel4lzl3

+ LS PV PP FRALS TR AR PR VS DAL TR 7
WL
0.1,011,0,,01,

Lh

pri cemu je

Zyoon =(1-0,, ) (1=0,,. )1 -0 )DB;UP“’S v
PiP2P3P4 PiP4 PiP2P4 PiP3P4 PiP2P35 Py
E qP3P1

UP1P2
+— + -
I/pngpl,m qP3P2 (GPIPZ UP|P3 1) VVP_%PIPZ»PA D’

\ U-o
= —_ — — B PiP3
ZP1P2P3P4 - (1 UP1P4 )(1 GP|P2P4 )(1 GP|P3P4 ) VVplpr_‘b P4
E qP3P1
+ 1 B aplpz + JP1P20P1P3 _1 D

P2P3P1> P4 P3P1P2> P4

qP2P3 Uplpz Pip3

V;lpzpz,m = Xoipsps |_| qp4pjo-plp2p3 Xpapipsps »
1j<4

PiP2P3, Ps - Xp1p2p3p4 |_| quj XP4P1P2P3 5
12j<4

Xppopsps = S |_| Qp,p; Cpapspop, -
1<)<k<4
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(2)  Akoje oy, =1, o, =1, i,j,k0{1,234 ,i#j#k, 0, #1,1<i<j<4,

"

onda su obe bazi¢ne konstante C,,,, , C,;,, proporcionalne iteriranom komutatoru
BBl g, 00234 (iik
bl Aty il

Pritom je B:'liljlk > € qu i = Cliljlk 9,090,090, €1, Czizjzk , gdje je
ot Qi A

-0
I,

1 ~ ~
Czizjzk = z Xy, (ciklicka suma), Xpp,p,

= +
eP1P2P3 qupqu3P1 qP3P2 eP3P2P1 :
ae Ay,

(3) Ako je o, =1, 0, =1, i,j0{1.23.4 ., i#j, o, #1, a,b0{1,234,
a#b (a, b nisu istovremeno jednaki i, j), onda su bazi¢ne konstante Cl‘ﬂ;kh , C1'1'121314

proporcionalne iteriranim komutatorima Yy, , Y, , , k,m D{1,2,3,4} { i,}i ,k#m.

Pritom je Yzjzizklm = _QZ,ijzilJzkzm ) Yzjl,zmzk = _qlilJYliljlmlk ,Jjerje o, = 1.

(4)  Ako je o,,, #1, 0, #1, 1si<j<4, 0, #1, 1sa<b<c<4, onda u

generi¢kom teZinskom potprostoru BB,,,, nema konstanti.
192%3%4

rd Prostor konstanti u bilo kojem degeneriranom tezinskom potprostoru Blfu ,
L#L <L, 1,1, ON= {i,i,,...i} algebre B je jednodimenzionalan.

Ideal I,,,, =LC,,,, 11 B, biti ¢e generiran bazicnom konstantom C,,,, ako je
(Ll LhbLlL Ll 1hbl
2 2 2 —
93,911,91,01,1, = 1, L #l, <l,.
Razlikujemo sljedece slucajeve

(D Ako je qlzlllo'z?120'1?1301213 =1, gy, #1, 4,9y, z1, j=2,3, 0y, #1, 1si<j<3,

[2] # 0, onda se baziCna konstanta C;;;, moZe zapisati u obliku
I 3

1-q,,0,, 1-0,, ~ l-q,,0,, 1-0,, ~
= 1 K, + 1,914, Ok X
11%2%3
dy, dy, q;,, q;,,
1-q,,0,,0,, 1-q;,0,,0, ~ I+q, l-q,,0,, 1—-q,,0, ~
w9, %, 1,91, % iy 1, Y w9
+ 141 172 143 D 141 172 143 X12111113 + 141 D 11 173 D 141 172 X11121311
dy1, 9y, 9y, D1, D, Ay, dy, Ay,
+ - - _ + - - ~
a 1 dy, ljl qy;, Oy, Dl 41,911,091, K - 1 dy, Dl d5, 9, Dl 4y, 911, Oy, o
dy, dy, 4y, duy, dy, dy, 4y, Ay,
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)N(plp2p3p4 je definiran relacijom (52).

2

(2)  Akoje qy0,.0,0, =1, 0,, =1, d,0y #1, j=2.3, 0, #1, 1<i<j<3,

[2]% # 0, onda je Cont, =AELL- €, Eq”q”q” , A D(C\{(} .

. 2 2 2 —_ —_ 3
(3)  Ako je qy0p,0,0, =1, oy, #1, q,0, =1, jo{2.3, q,0, %1

mO{2.3 {} . 0, #1,1<i<j<3,[2]  # 0, ondaje

g, =A Yy - ADCVG .

4) Ako je qizlaz?1201?1301213 =1, 0,1 7 1, 4y, 9y, 1, j=2,3, Oy =1, jD{Z,% 5

o, #1,m0{23{} .0, %1, [2]% # 0, onda je

G, = alelzjzlzm + azYzlzjzmzl , a,a,0C \{(} .

Pritom je Yljlllllm = _quYllljlll,“ > Yljlllmll = _qlllellljlmll.

) Ako je szlzlaz?zzal?gozzg =1, O, 7 1, 4y, Oy, z1, j=2,3, O 71, jD{2,3} 5

o, =1, [Z]qlll] #z0,ondaje C, =aY,,,, aD(C\{(} :

Pritom je Yljlzl]l] =—-q lzl,;lel;llll'

(6)  Akoje q;,0,.0,0, =1, 0,, =1, 0y #1, j=2.3, 0, #1, 1<i<j<3,

[2]q = 0, ondaje Clllllzk :alYlm% +0’2Yzlzlz3zzs a,a, D(C\{(} )

bl

(7)  Akoje q;,0, 0,0, #1, 0, #1, q,0, #1, j=2,3, 0, #1, 1<i<j<3,

[2] # 0, ondau B, nema konstanti.
qQy, Ll

d Prostor konstanti u bilo kojem degeneriranom tezinskom potprostoru Bmg’
1

L <L, L,,ON= {i.i,..i} algebre B je jednodimenzionalan.

Ideal 1,,, =[C,,, 11 B,, biti ¢e generiran bazicnom konstantom C ako je
Lhbl, Lhbl, il Lhbl,

2 —
;19,05 =1, L <L,.
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Razlikujemo slucajeve
(1) Akoje q,,q,,0; =-1,q,0, #1, =12, 0, #1, [2]q” #0,j=12,onda

se bazi¢na konstanta C,;,, moZe zapisati u obliku

1 *tqy 1 *q,

Gy =2t Ry~ % 1 ¥
LWL, — LG B LLLL
dy, Ay, i dy,,
1+ Qi 1 ~q,, 04, 1 *tq,, 1 ~q,,0,,
+ E ILLL E LLLL, >
17224 244172
i, dy,, Ay, dy,

gdje je iplpzpm definirano relacijom (52).

(2)  Ako je q,q,0y =-1, q,0, =1, jO{L.}, q,0, #1, kO{LF{},
g, %1, [2]% #0,j=1,2,ondaje Cp, =AY, , AOC\{¢} .

(3)  Akoje q,q,,0; =-1, q,0, #1, =12, 0, =1, [2]% #0,j=12,onda
je Cop, = /\1Yjljz ey +A, e, Y,; e, +A, e, Y, ¢ A, e, Y, Y, Y,

gdje je j,J, = permutacija skupa {ll,l} , A, DC\{(} ,1<k<4.

(4) Ako je qhzlqblzaz?zz =-1, Q1O 1, j=L2, o, #1, [2]q” =0, jD{l,Q} J

[2]szzk #0,kO{13 {}i .ondaje C,,, =AY, A oc\{¢ .

(5)  Akoje q,q,,0y #-1,q,0, #1, =12, 0, #1, [2]qn #0, j=1,2, onda

u Bﬁzz nema konstanti.
192

& Prostor konstanti u bilo kojem degeneriranom tezinskom potprostoru Bmz,

L#£L, L,LON= {il,iz,...,iN} algebre B je jednodimenzionalan.

Ideal 1,,,, =[G, [T 131312 biti ¢e generiran bazi¢nom konstantom C,;,, ako je
1
2 —
q,, 0, =1, L#L.

Razlikujemo slucajeve
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(1) Akoje qp,0, =1, q,,0,, #1, 0, #1, [k], #0, k=23, ondaje
Cy, =AY, AOCG .
Pritom se (85) takoder dobiva i1 za qzzlzlaz]zz =1, q,0, =1, 0, #1, [k]q z 0,

k=23, aliiza qu0,, =1, q,0, #1, 0, =1, [K], #0,k=23.

bl

(2)  Akoje qj0, =1,q,0, #1, 0, #1,[3] =0,[2] #0, ondaje

qy,

Czlzlzlz2 =A Yzlzlzlz2 , A0C \{q :

3) Ako je qzzlzlozlzz =1, [2]q” =0, (tj. [3]q” # O), onda je

= o+ .
Clllllllz a] YllllYlllz azYJlJz Yllll ?

a,,a, D(C\{q , gdje je j,j, = permutacija skupa {ll,l} .

Pritom iz qzllal]l2 =1, [Z]q” =0 proizlazi 0,, =1.

(4)  Ako je q;0, %1, q,0, %1, 0, %1, [k]q #0, k=23, onda u By

b

nema konstanti.

& Prostor konstanti u bilo kojem degeneriranom teZinskom potprostoru B, ,
LON= {il,iz,...,iN} algebre B je jednodimenzionalan. Ideal I, =LC,[11 B, biti
¢e generiran bazi¢nom konstantom C,, =ae, ako je [4] Q- 0.

1

ritom je =1+q, +q; tq; . Ako je ,ondau b, nema konstanti.
Pri '4q1U§l§ZAk'4q¢0dBl k i

Primjedba 2.2.4.4

Koriste¢i Cinjenicu da se bazi¢na konstanta u bilo kojem degeneriranom

tezinskom potprostoru B, [ B(4) (Q je multiskup koji nije skup) moZze konstruirati iz
baziCne konstante nekog generikog tezinskog potprostora B, O B(3) (Q je skup)
odredenom specijalizacijom koja je inducirana poistovje¢ivanjem nekih elemenata u
skupu Q zakljuCujemo da ¢e konstante u potprostoru B(4) generirati ideal
1,=1¢,,, Dakoje 0, =1, <l <<, 1,L.L,1] ON.

T . . o +30
Pritom je dimenzija prostora konstanti u 8(4) manja ili jednaka 2 EEN 0
O

4 0
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3. Zakrenuta grupovna algebra A,

U ovom poglavlju provesti ¢emo razmatranja analogno kao i u [MS1] time da

¢e se koristiti notacije zakrenute grupovne algebre (twisted group algebra).

Neka je R := (C[ka |1<k,m Sn] prsten polinoma u n’> komutiraju¢ih
varjjabli X, , a S  simetricna grupa skupa {1, 2,...,n} . Elementi skupa S, su
bijekcije n-¢lanog skupa {1, 2,...,n} , a mnozenje je kompozicija.

Neka je X::{ka |1sk,msl]} . Pogledajmo najprije prirodno djelovanje
S, xX - X simetri¢ne grupe S_ na skupu X definirano sa

8- X = Xy 1) gm) (1)
glS, . Tada to djelovanje inducira djelovanje S, xR, — R simetri¢ne grupe S, na
prstenu polinoma R = (C[ka [ 1<k,m< n] takvo da je:

e.p(nXypnn) Zp(...,Xg(k)g(m),...), )
glS . Primijetimo, (obi¢na) grupovna algebra simetricne grupe S, , jednaka
(C[Sn] = %; c,0|c, D(}é , Je slobodni vektorski prostor generiran skupom S  na

kojemu je mnoZenje vektora baze dano s mnoZenjem u grupi S 1 piSemo:

. -
Dgc GDI crlD=O; cyC, O.T.
n “ D Sn

Definirajmo sada opcenitiju grupovnu algebru simetri¢ne grupe S _ s koeficijentima u
prstenu polinoma R, pri ¢emu se koristi gore spomenuto djelovanje S, na R . Tako

definirana opcenitija grupovna algebra naziva se zakrenuta grupovna algebra

simetri¢ne grupe S_ s koeficijentima u prstenu polinoma R 1 oznacava se sa

A, =R, xCJ[S,]. (3)
: : ., _H g . . :
U zakrenutoj grupovnoj algebri A, = D; p: g | p, R O je mnozenje definirano sa
@i n D

(pl g ) [qu gz) = (p1 (g, 'pz) 8, 4)

gdje je g,.p, definirano pravilom (2), a g,g, je produktod g, sa g, u S, .
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Neka je g[S, bilo koja permutacija iz skupa S, .
Uvodimo oznaku
I(g) :{(a,b)|1 <a<b<n, g(a) >g(b}

za skup inverzija permutacije g[S .

Definicija 3.1
Bilo kojoj permutaciji g[S, pridruzimo monom X, LR u prstenu polinoma

R, = (C[ka [1<k,m< n] definiran sa

X, = l_l X,

a<b, g™ (a)>g' (b)

= X, - (5)
(a.b)(e™")

Definicija 3.2

Bilo kojem nepraznom skupu A D{1,2,...,n} pridruzimo monom X, LR _

definiran sa

XA = J_l Xab = Xab |:}(ba
(a.b)0x A, & b (a.b)dx A, = b

= X{a,t} . (6)

(a,b)dax A, = b

Uotimo daje X 4 =X, [X,, (slucajza A :{a,b} ).

a,

Definicija 3.3

Bilo kojoj permutaciji g[JS,  pridruZimo element g u zakrenutoj grupovnoj

algebri A, definiran sa

g=X,¢g. (7

Uocimo da koeficijent X, kodira sve inverzije od g™, a samim time i od g.

Napomena:

U nastavku ¢e se Cesto koristiti elementi iz zakrenute grupovne algebre A _,
definirani sa 3.3.
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Propozicija 3.4 (Multiparametarski identitet)
Nekasu g ,g, S, bilo koje dvije permutacije iz skupa S, .

Tada za odgovarajuce elemente é: , é; OA algebre A vrijedi

g &, :X(ghgz)@ﬁgz (8)
pri ¢emu je

X(gl,gz) = |_| X{a,b} - ,_l X{gl<a>,g1<b>} ’ ©)
(a0)0( '} 1(e5'er™) (a6 1(gn) 1(e:')

gdie je X, 3 =X, X, -

Dokaz:
Za g,,g, US, imamo
g g1 gl = gl ?
Ba b)I gl
N 0
g, =X, 8= Xw8e,,
Ba',b‘ i ggl) B
stoga je
g I:gz (Xg1 )[ngz gz)
= (Xgl ) g2
0 0
SN [ Xede e
B a ,b' )l g2 H
0 il
ﬁxgl [g,. Xa'bﬁgl ° 82
a'<bl g; (a)>gz (®)
0 [l
ﬁxgl Ko@) (b’)ﬁgl =R
a'<b, g; (a)>g2 ()
Oznac¢imo a=g (a‘), b=g, (b') >
tada je

a| - gl—l (a)’ bv :gl—l (b),

na osnovu ¢ega dobivamo
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O O
= Eb(gl u Xangl ° 8
H g @<e' ), 7' (& @)>ea (&7 ) H
O O
=0 XoO ] XuHe-sg,
Hooole')  (@e o)
| O
=0 X U X, U Xangl ° g
Hoople)  @ifesd) (") &) 1) (ss’) [
a0y J U [l O
— -1
- D . Xab @ I_I L Xab EI |_I_1 } XabDD i . Xabggl °g2
Ea,b OI{g; ) Ba,b[)] I(glh) I(gz g ) (a,[ﬂ) I(g2 g ) H (H:la) I(gl ) I(gz g ) D

1
HEH

>

; |
1
>
5

I:I
1
>
|
]
>~
ga
o2

—~
=

LaO.

ab)(g '} 1(er'er) (0. 1z 1) 1(es'e”) (2.8) 1(gs'e)

1
(B
—1
e
i
O
—1
>
Mmoo
ga
NS

a,b)EII(gl_l) I(gz_lgl_l) (a,bi) I(gz_lgl_l)

B o o
= X a, Xa g -8
(a,b)DI(gll‘_)Il(gzlgll) {a.8 % ’ I_l, ) bH 1782

:X(gng)@l ° g, .

U gornjem izvodu koriS¢ene su sljedece relacije

X, = X, O X, (10)
(a.0) (2"} 1(er) (@.5) 1(2h) 1(e'er) (a) 1(es'e")

!_! Xab EI |_| Xa_tl) = |_| Xab : (1 1)
(a,b I gl_l)

(a0 1) 1('er") (a) 1(er') 1(e'e)

Pritom relacija (10) proizlazi iz

arelacija (11) iz
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Napomena:

U nastavku ¢emo kompoziciju permutacija g, - g, oznacavatisa g, g, .

Primjedba 3.5

Faktor X(gl,gz) vodi brigu o smanjivanju broja inverzija kod mnoZzenja
permutacija g, sa g,.

Ako su skupovi inverzija I(gl) i I(gz) tzv. relativno prosti, tj. ako je

Card (I (glg2 )) =Card (I (g, )) +Card (I (gz )) ’

onda je X(gl,gz) =1 pa iz formule (8) dobivamo g] @; = é?gj .

Primjeri 3.6

(1) Uzmimo g =13208,, g, =2310S,.
Tadaje g' =132, g;' =312.
Imamo ( N={(2.3}. ( N={(12).(13}.

odnosno { 2 3} { 1 3 2 3}

U algebri A, za elemente

g = X 8 =X53 85
(a,b it gl_l)

g = !_l Xap 8 =X, X153 8,5
(a,b)01(g3

koristeci propoziciju 3.4. dobivamo {;T Eé; = X(gl,gz)gflgv2 , odnosno {;f Eg = gflgv2 ,
jer je primjenom formule (9)

X(g18,)= Xl .20} :( BL X @ao) —1

(a.b)0I(g; I(ggl
Sto povlaci da su skupovi inverzija I(gl) i I(gz) relativno prosti.

S druge strane iz

Uzimajuéi u obzir da je Card (I (g1 )) =1, Card (I (g2 )) =2, dobivamo da je
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Card(I(g,g,)) = Card(I(g, )) +Card(I(g,)).

na osnovu ¢ega mozemo zakljuciti da je X (g1 , gz) =1.

Izracunajmo sada g, L&, .

Koriste¢i definiciju mnozenja u zakrenutoj grupovnoj algebri dobivamo:

g Lk, = (X23 gl)(Xl2 Xis gz) =X,3 Xgl(l)gl(Z) Xgl(l)gl(3) g8, =X, X3 X, 88,

=X, X3 X,;88, =28, -

Uocimo da je (glgz)_l =gg,, t. I((glgz)_l) =1(g,g,) :{(1,2),(1,3),(2,3} te da je

g28,= [] Xo2g =X,X;X;ee,.
(2.0)01((2122)")
(2) Uzmimosada g, =1320S,, g, =31208§,.

Tadaje g;' =132, g,' =23I.
Imamo ( N={(23}. 1(g")={(13).(2.3}
)={(2.3}. 1(e,)={(12).(1.3}

U ovom sluc¢aju imamo g = X, 8 =X,,8,
(a b)0I| g, )

g = Xob 8 = X3 X538,
(a b)Dl 25 )

Primjenom formule (9) dobivamo

X(g-8,)= Xl .20} :( b)ID_(L}} Xig@se} ~Xp3 =Xy

(CRYBI(ERY I(ggl
(g, 1 g, nisu "relativno prosti").

S druge strane iz

‘O2300l 2 ¥Ol 23
8870 3 oHas 1 HH2 1 §

proizlazi I(glg2 { 1 2} tj. Card(I(glgz)) =1.
Uzimajuéi u obzir da je Card (I (g1 )) =1, Card (I (g2 )) =2, dobivamo da je
Card (I (glg2 )) # Card (I (g1 )) +Card (I (g2 )) ,

t]. X(gl,gz);tl.
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Lako se pokaze da je
gk, = (X23 g )(X] 3 X3 gz) =X Xgl(l)gl(3) Xgl(Z)gl(S) 2,8, = X,3 X, X5, 88,

= X{23} Xl 2 &85>

gfé; = |_| X 818 =X, 88,
(2.0)01((2122)”)

odnosno g [, =X,3 88,

Pritom smo koristili (g,g,)” =213 =g,g,, odnosno I((glgz)_l) =1(g,g,) 2{(1,2} :

Definicija 3.7
Za l<a<b<n oznatimo sa t,, ciklicku permutaciju, koja preslikava
(a) (b)) (b-1) > (b-2)> > (a+1)>(a)
te sve preostale brojeve k, I<k <a ili b<k <n fiksira, tj.

0Ok I<k<a ili b<k <n,
Hb k =a,
H-1 a<k <b.

t, (k)=

U dvorednoj notaciji imamo

- a-1 a a+l a+2 - b b+l -+ n-1 nQ>d
ta,b= _ _ Da
2 - a-1 b a a+l -+ b-1 b+l -+ n-1 n[j
1li u skra¢enom obliku
¢ = a+l a+2 - b [ (12)
o %) a a+l - b—lE'

Pritom je skup inverzija od t,, dan sa

I(tab) {(a J)\ a<j<b, tab _]} { a a +1 a a +2), ,(a b —1 a b}
i vrijedi Card(1(t,,)) =[I(t,,)| =b-a.

Za duljinu ‘ta,b‘ (= /(ta,b)) ciklicke permutacije t,, imamo ‘ta,b‘ =b-a+l.
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Primjedba 3.8

Inverz ciklicke permutacije t,, je dan sa

0k 1<k<a ili b<k <n,
t;(k)=8g+1 a <k <b,
Ha k=b,
odnosno
, Oa a+l - b-1 bO
ab_%l+l at2 -+ b a%l

Pritom je skup inverzija od t:b dan sa
1(t, ) ={(i.b)la<i<b, ¢, (i) >, (b} ={(a.b).(a +1b),

te je ‘I(t;}b)‘ =b-a. Jasno, =|t,,|=b-a+1.

-1
1:a,b

ta,b

Notacija 3.9

Zabilo koji 1<a <b<n definira se

— gl
tya = -

Pritom je I(tb’a ) = I(t;fb ) :

Promatrajmo sada specijalne slu¢ajeve od t,,, ISa<b<n.

» Akoje b=a, ondaje
t, . =id,

a,a

Sto povlaci da je I(ta,a) =0.

» Akoje b=a+1, onda primjenom relacije (13) dobivamo

0k I<k<a ili a+1<k <n,
t. () =th+1 k =a,
Ha k=a+l,
ili
¢ :Da a+l10d
aa+l Ea_'_l a %

(13)

(b =2,b),(b -1b},

(14)

(15)

(16)
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Napomena:

zasvaki 1<a<n-1,tj. vrijedi t

atl,a

VTN -1
Ocito je t, .. =t ,u

Time je I(taﬂ’a) = I(ta’aﬂ) ={(a,a +1} .
Za transpoziciju susjednih elemenata uvodimo pokratu
ta = ta+1,a :

zal<as<gn-1.

Pritom je I(ta) ={(a,a +1} .

Primjenom definicije 3.1 dobivamo

X, L= !_! XlJ = 1X,, A
Giple) =
b
X, =X, = !_! X = X,
b th i'j aj
(L)t ) j=a+l >
X, =X = X =1,
&l i
S ()
Xta = Dl_l Xij =Xas - J
(1o 1)

=t

a,at+l”

(17)

(18)

1 analogno primjenom definicije 3.3 dobivamo sljedece elemente u zakrenutoj

grupovnoj algebri A,

—~ [t O 3
tap :H Xinta,b’
— [Ob O
tb,al = |:| Xa'Dtb,a s

DDH '0 b
t,, =id,
E; = Xaa+l ta )

Lema 3.10
Zal<a<n-1 vrijedi
~2

atla *®

gdjeje X, 4 =X X

(19)

(20)
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Dokaz:

Primjenom propozicije 3.4 imamo da je

~2

LS X () B X 0
BT (i,j)DIJ;! () {t. 0.1, G}

T Dl_l Xo6p 197 X @ any 17 X g 1d =X,y 1d-
(e 1)

Time je lema dokazana.

Dokazimo da se svaka ciklicka permutacija t,, (1<a<b<n) rastavlja u produkt

jednostavnih transpozicija ovako:

ta,b =ttty = tj (21)
agj<b-1
i analogno njen inverz t, :
b-1
tb,a L T |_| tj . (22)
J=a

Pritom formula (22) proizlazi direktno iz formule (21), pri ¢emu se koristi svojstvo da
jet;' =t  zasvaki 1sk<n-I.
Dokaz formule (21) provodimo indukcijom.

a

Akoje b=a+l, ondaje t ., =t,
Sto je u suglasnosti s gore navedenim. Pretpostavimo da je t,, =t t -t ,t, za
svaki 1 <a <b <n. Tada treba dokazati da vrijedi t,,, =t,t,t, -t ,t,.

Koriste¢i definiciju 3.7 dobivamo

Ok I<k<a,
%H k=a,
t.on (k)=Ck-1  a<k<b,
b k=b+l,
gk b+1<k<n
B t, (k) =k I<k<a,
Etb(b)=b+1 k=a,
S druge strane imamo  t,t, (k) =0, (k —1) =k -1 a<k<sb,
3t (b+1)=b k=b+l,
A t(k)=k b+1<k <n,
stoga dobivamo tyos (k):tbta,b (k) zasvaki 1<k<n.
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Uzimaju¢i u obzir pretpostavku t,, =t, t,_,---t ,t, zakljuCujemo da je

a+l

ta,b+1 (k) =t (tb—ltb—z "'ta+1ta)(k) = tbtb 1t "ta +1ta (k)

zasvaki 1<k <n.

Lema 3.11

Zasvaki 1<a <b <n vrijede sljedece tvrdnje

(i) oy mb—z' an a_l 1bH ab?

(ii) t E A;Eb_l =t _Dl_l Xaj%tbe1

—a +1

Dokaz:

Za dokaz tvrdnje (i) koristiti ¢emo matematicku indukciju. Dokazimo najprije

— —_—~— ~ —

prvi dio tvrdnje (i), tj. ‘a:l d,,--t,,0,=t, zasvakil<a<bs<n.

Akoje b=a+l1, ondaje t =t_., §o je u suglasnosti s gore navedenim.

a,a+l ?

Pretpostavimo da je tf;lﬂfb:---t Ea=‘;; zasvaki 1<a<b<n.

a+l

Tada treba dokazati da vrijedi t, By Oyt B, =ty
Koristeci pretpostavku indukcije dobivamo
— — - — - — . prop.34
t, Oy Oyt [, _t tyy Myt ma) =t, W, = X(tb’ta,b)mbta,b
= tbta,b b
pri ¢emu se primjenom formule (9) dobiva X (tb, ta,b) = |_| X{ N 1,

Mt 1))
jer je I(tb):{(b,b+l} ,

1(t,,)={(a.b).(a +1,b).....(b -1 b} .

S druge strane, koriste¢i dokazano svojstvo t,t, =t .., imamo daje tyt,, =t .,

Sto povlaci da je t, B, 0, -t 0, =t zasvakil<a<bs<n.

a+l

Time je dokazan prvi dio tvrdnje (i).

o o b-1
Drugi dio tvrdnje (i), tj. t,_ 4, _,---t,,, U, = El_l 'bﬁ b Slijediiz (19).

Analogno se matemati¢kom indukcijom dokazuje tvrdnja (ii).
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Lema 3.12

U algebri A, vrijede tzv. pleteni¢ne relacije (braid relations)

~ e~~~ ~  —~—

t, ., =t, 0,6 zasvaki 1Sa<n-2, (23)
t O, =t, [, zasvaki 1<a,b<n-1,|a-bl22.  (24)
Dokazimo te relacije.
Dokaz relacije (23). Po definiciji je
Ok I<k<a ili a+1<k <n,
t, (k)= h+1 k =a,
H a k=a+1,
odnosno
0k I<k<a+l ili a+2 <k <n,
ta+l(k)=%+2 k =a +1,
Ha +1 k=a+2,

stoga dobivamo

O tta(k)=t (k) =k l<k<a ili a+2<k <n,
TN T O R

0 tata+1(a =ta(a)=a+1 k=a+1,

H tata+1(a+2 :ta(a+1) =a k=a+2,

odnosno

Ot (k)=t,, (k) =k l<k<a ili a+2<k <n,

d t.t, (a)=t,, (a+1)=a+2 k=a,
ta+1tata+1( ):D —_ — —_

Cronts (a+2) =t,, (a +2) =a +1 k=a+l,

H tat.(a+1)=t, (a)=a k=a+2.

Dakle, t,t,,,t,(k)=t,,tt,., (k) zasvaki Isk<n.

aa+l "a a+l “a a4l

Izraéunajmo sada

a a+1 a (Xaa+1 a)l:GXa+1a+2 a+1)|:GXaa+1 a)

aa+1 2(a+)t a+2))[qtata+1)[qxaa+l a)

X

| |
=

e

aa+l

aa+2 X () t,t, (a+1))tata+1 ta

e

X

(
(
( Xa+1a+2)tata+1ta, (25)

aa+l
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a+1 a a+1 (Xa+la+2 a+1)|:ara+1 a)l:ar-Ha-Q a-ﬂ)

a+la+2 a a+1 )mtaﬂ a)l:ar+la+2 a-H)

>~

X

at+la+2 aa+2 aa+1)ta+1 tata-l-l

(Xa+la+2 aa+2 1ta(a+1)twlta(aia))ta+1 tata +

=(X,.0X,,nX t,t

aa+l aa+2 a+la+2) aH "a“aH-"

(26)

Uzimajuéi u obzir da je t,t,,t, (k)=t,.t,t,. (k) za svaki 1<k<n iz (25) i (26)

a+l“a a+l

proizlazi traZena relacija (23).

Slijedi dokaz relacije (24). Po definiciji je

k I<k<a ili a+1<k <n,
+1 k =a,
a k=a+l1,

k I<k<b ili b+1<k <n,
+1 k =b,
b k=b+l1,

=2 dobivamo

0 t,(k)=k I<k<a,b ili a+Lb+1 <k <n,
Eta(a):aﬂ k=a,
tt,(k)=0t,(a+1)=a k=a+l,
%a b+1)=b+1 k=b,
g t(b)=b k=b+l1,
odnosno
0 t,(k)=k I<k<a,b ili a+1,b+1 <k <n
%b(aﬂ):aﬂ k=a,
t,t,(k)=0 t,(a)=a k=a+l,
3t (b)=b+1 k=b,
Bt (b+1)=b k=b+1,

Stopovlacidaje t,t, (k)thta (k) zasvaki 1<k<n,l<a,b<n-I, |a—b|22.

Izracunajmo
ta Ijb = (Xaa+l ta)(Xbe tb)

- (Xaa+1 X t,(b)t, (b+1))t t, = (Xaa+l Xbb+l) b

27)
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tb |]a = (Xbb+1 tb)(><ala+l ta)

= (Xbb+] th(a) th(a+l))tbta = (Xbb+l Xaa+l ) a* (28)
Tada iz (27) 1 (28) uz prethodno navedeno proizlazi relacija (24).

Korolar 3.13
Neka je gS, bilo koja permutacija u skupu S, i neka je t,,, ISa<b<n

inverz cikli¢ke permutacije t,

Tada vrijedi
20, =0 [T X ST (29)
g b,a = D i),g(a D b,a °
[h<jsb. g@)>g() {60} O
g,t,, 0 A .
Dokaz:

Primjenom definicije 3.3 imamo

U [

~ O
g=X,g=U ] X;Hg= X;He.
: Bi,j)llj_l(lg ') H L<i g™ <1>>g 0 JE

— 0
tb,a = th’a tb,a = @ !D_! )X
i)t

Koriste¢i propoziciju 3.4 dobivamo

II'IID

IIIA||:|

O 0
ﬁ Xaﬁtba, I<a<b<n.
<jsb, t,,(a)>t

O o
g, =X (g, b a) ba E l_l X{1 @tb a ﬁ DIJ_l {g(i),g(j} ﬁl—_gtb,a
bg

O < D@V
= D a),g(j D b,a
[h<jsb. g(@)>2() tec.s0} O

gdjeje X{a,t} =XabXba'

Pritom se koristilo svojstvo

1(e)n 1{t,,)={(a.0) 150 <isbsn, e(0)>e(i}
pri Cemu je

I(g)={(a\b)[1<a <b'<n, g(a) >g(b')} ,

I(tab) {(a J)|1<a<]<b <n, t,, _]} {aa+1 aa+2),...,(a,b —1),(a,b}.
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Primjedba 3.14
Akoje glS;xS _, 1<j<k<n,ondaza é,t:;D.An vrijedi

g mk,j =gt - (30)

=[1(e)|+[1(x.,)

2

Relacija (30) proizlazi iz primjedbe 3.5, pri ¢emu je ‘I (gtk’ j)
gdje je: ‘I(g)‘ =Card (I (g)) .

Teorem 3.15 (Rastav permutacije u produkt ciklickih permutacija)

Za bilo koju permutaciju gUS, postoje t, ;, j<k;<n za svaki jD{l, 2,...,11}
tako da je

g=t LMy et et o O (31)

il

Dokaz:
Neka je gUS, bilo koja permutacija skupu S .
Trazimo ciklicku permutaciju t, ;, 1<k, <n, takvu da permutacija gt]:ll,1 =g, fiksira

1, t. g, 0OS, xS, _,. Tada mora vrijediti:

g(kl) =g (tkl,l (kl )) =g (1) =1
Zakljutujemo k, =g (1), stoga je to () trazena ciklicka permutacija.
Nadalje, za permutaciju g, US, xS, trazimo ciklicku permutaciju t, ,, (2<k, <n),
takvu da permutacija g, t;;z =g, fiksira 112, tj. g,0S,xS, xS, = S; xS, _,.
Tada mora vrijediti:
g (k) =g (tkz,z (kz)) =g,(2) =2,

stoga se iz g, (kz) =2 dobiva k, =g;' (2) pa je trazena ciklicka permutacija dana sa
b2 = tgf'(Z)JZ'

Ponavljanjem navedenog postupka za svaki 1< j<n zakljuCujemo da za
permutaciju g, OS™ x S.-j« postoji ciklicka permutacija ty s (J<k;<n) takva da
za permutaciju g; definiranu sa g; tl;l’j =g, vrijedi g; (]) =J. Pritom je k; = gj__l1 (_]) ,

stoga je trazena ciklicka permutacija t, ; danasa t inuzno je g, OS! x S

g (i).J
Uzimajuéi u obzir navedeno dobivamo da se bilo koja permutacija g[S, moze
rastaviti u produkt (31).
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Komentar 3.16

Osim navedenog rastava (31), permutacija glJS, moze se rastaviti i u obliku

sljedec¢ih produkata cikli¢kih permutacija:

(1) g=1 m2,1(2 tj,kj otk En,kn >

gdje je j<k; <n zasvaki jD{l,2,...,n} ;

(1) g=t m1“_1 2 '“tlj,n—j+1 L T mll,n >

gdjeje 1</, <n-j+1 zasvaki jD{l,2,...,n} ;

(iii) g=t, En—1,12 tn—j+1,1j ety Euu )

gdieje 1</, <n-j+1 zasvaki jO{1,2,...,n} .

Obrazlozimo ukratko navedene rastave:

Neka je g[S, bilo koja permutacija.

(1)  TraZimo ciklicku permutaciju t,, (1<k, <n) takvu da permutacija t, }(l g=g,
fiksira 1, tj. g, S, xS, _,. Tada mora vrijediti: g(l) =t (g1 (1)) =t (1) =k,,
stoga je trazena ciklicka permutacija dana sa t,, = t o) -

Ponavljanjem navedenog postupka za svaki 1< j<n zakljuCujemo da za

permutaciju g, 0S™ xS postoji ciklicka permutacija t;, , (j<k;<n) takva da

n—j+l
za permutaciju g; definiranu sa tj_j(j g =g; vrijedi g; (_]) =], 4. g; OS! x S -

Pritom je k; =g, ( j), stoga je tj,gj trazena ciklicka permutacija.

0

(1i1)) Trazimo ciklicku permutaciju t 1</ <n, takvu da permutacija gt,‘lfn =g

L,
fiksira n, tj. g, 00S _ xS,. Tada mora vrijediti: g(ll) =g, (tl1 n (11)) =g (n) =n, iz

ega se dobiva [ =g (n) , stoga je trazena ciklicka permutacija dana sa t, | = tg_l(n) i

Analogno, za permutaciju g US, _ xS, trazimo ciklicku permutaciju t, _,
(1=, <n-1), takvu da permutacija g, t,"z"n_l =g, fiksirani (n-1),t. g,0S,_, xS;.
Tada mora vrijediti: g, (lz) =g, (tlz,n—l (l2 )) =g, (n —1) =n -1.

Zaklju¢ujemo [, =g’ (n —1) , stoga je t | traZena ciklicka permutacija.

gr'(n-1),n-
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Ponavljanjem navedenog postupka za svaki 1< j<n =zakljuCujemo da za

permutaciju g, 0S . xS postoji ciklicka permutacija t (1l <n—j+1)

—j+l ln=j+ >

takva da za permutaciju g, tl_jfn_jﬂ =g; vrijedi g; (n—j+1) =n —j+l 1 nuzno je

g US,_;x S!. Pritom dobivamo I = gj__l1 (n -] +1) paje t traZzena

=t )
lj,n=j+l g7 (n=j+1).n—j+

ciklicka permutacija.

(iif) TraZimo ciklicku permutaciju t,,, 1</ <n, takvu da permutacija t;},l g:=g
fiksira n, tj. g, S _, xS,. Tada mora vrijediti: g(n) =t (g1 (n)) =t (n) =/ paje
trazena ciklicka permutacija danasa t,, =t ..
Ponavljanjem navedenog postupka za svaki 1<j<n zakljuCujemo da za
x SI™" postoji ciklicka permutacija t,

permutaciju g, US, (Il;sn-j+l)

i+l -+ 2
takva da za permutaciju t;l_jﬂ,lj g, =g; vrijedi g; (n—j+1) =n —j+l 1 nuzno je
g us,_;x S!. Pritom dobivamo I =g (n =] +1) paje t =t traZzena

n=j+L/; n-j+lg, (n =j +1)

ciklicka permutacija.

# U nastavku ée se za rastav bilo koje permutacije gS,, n=2 u produkt
cikli¢kih permutacija koristiti formula (31) iz teorema 3.15.
Primjer 3.17

Promatrajmo S, :{123,132,312,321,231,213} skup svih permutacija troclanog

skupa {1, 2,3} . Primjenom teorema 3.15 dobivamo

123 =1t,,t),t,,, 321 =t,,t5,t,
132 =t,,t,,t,,, 231 =t,,t,,t5,,
312 =t,5t5t,,, 213 =t5,t,,t,,.

Tada su odgovarajuéi elementi u A, dani sa

123 = t3,31:2,2t1,1 = t3,3 mZ,Z I‘—tll,l ’ 321= t3,3t3,2t3,1 = t3,3 |33,2 |33,1 >
132 = t3,3‘:3,2t1,1 = t3,3 |I|3,2 III1,1 ’ 231 = t3,3t2,2t3,1 = t3,3 III2,2 |I|3,1 >
312 = t3,3t3,2t2,1 = t3,3 m3,2 m2,1 > 213 = t3,3t2,2t2,1 = t3,3 m2,2 |]2,1 :
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Slijede¢e raCunanje ilustrira opcu situaciju, koju ¢emo kasnije koristiti u
mnogim racunanjima.

Promatrajmo u algebri A, element &: takav da je &: = ; g , odnosno
gL53

&z%éﬂ%+ﬁ%ﬁ§éﬁ+ﬁ?@ﬁ
gL5;

:t3,3 m2,2 ml,l +t3,3 m3,2 ml,l +t3,3 mz,z mz,l +t3,3 m},z m},l +t3,3 mz,z m},l +t3,3 mz,z mz,l

=(t3,3) t2,2 Ijl,l +t3,2 III1,1 +t3,2 II|2,l +t3,2 mS,l +t2,2 Lﬂj,l +t2,2 Iﬁz,l)

= (t3,3) [Qt3,2 [@tll +t2,1 +tl,l) +t2,2 I:@tll +t2,1 +tl,l ))

I I | I | N R
= %ﬁmﬁt:iﬁ +t\—2\:ﬁ t3,1 +t2,1 +g§
=id H =id =
= (&, +id) ft, +t,, +id) (32)
1 uvedimo oznake
B =t,, =id,

BZ = t3,2 +t2,2 :t3,2 +id’

B3 :t3,1 +t2,1 +t1,1 :t3,l +t2,1 +1d
Tada iz relacije (32) proizlazi
a3 = BZ mﬁ% ‘
r Zakljucujemo sljedece

ako u algebri A, odaberemo element a, takav da je a, =) g, onda se a, moze
g5,

faktorizirati po formuli &: = E @3 EE = ﬁz Q/;J’; .
Pritom su elementi ,ZS’T, 23’;, E 0., dani formulama
B =id, B,=t,+id, B, =t, +t,, +id.

U nastavku ¢e se dokazati da se &: 0OA,, &vn = ; g moze faktorizirati po formuli
g n

a, =B, B B, -
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Definicija 3.18

U algebri A, definiraju se elementi 3 _, ,, 0A , 1<k <n nasljedeci nacin

—_— —~ —— —_— —~

B = o Tl Tt T

ili krace

(33)

(34)

gdje je t; =id (oznaka z sugerira da sumande zapiSemo u obrnutom redoslijedu).

U raspisanom obliku imamo

ﬁn =ttt teedt, =t

n,1

e~ o~ — —~ —_—

Bn—l = tn,2 +tn—1,2 *ee- +t3,2 +t2,2 :tn,Z +tn—1,2 -

—_— —~  — —_— —~ —~ —

Bn—k+1 :tn,k +tn—1,k Fee- +tk+1,k +tk,k :tn,k +tn—1,k

e~ — —

+tn—l,1 e +t2,1 +d

Bn—k = tn,k+1 +tn—1,k+1 *eee +tk+2,k+1 i, A4k 4 :tn,kﬂ *t, 1k 4 e My 2k + +d

_~ — — —  —

B =ty s =t Hd,
ﬁl = tfn\: =id
Propozicija 3.19
Neka je a, = ; g.
g n

Tada je
a, =B, B,,B, = [_l Biis -
1<k<n-1

Pritom su elementi Bn\_k: 0. definirani sa (33), tj. (34).

Dokaz:

Relacija (36) je poopcenje prethodno navedene formule (32) za n =3 .

(35)

(36)

Prema teoremu 3.15 o rastavu bilo koje permutacije gUS, na produkt cikli¢kih

permutacija imamo:
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S-i o 8 S,
1<k;<n 1<k;<n
U ~0fda 0]
=0 Z g,08 Z .0
[klmsi( Sh-1 DDkr_‘l D
O O
O s —0
=0 gt 00y t 0
[ k,08% S, 0 1= O
[] 25k,<n O
O ~O0o —00x 0
= @ Z g, ﬁ@ ts 0o Ztkl,D
L0S% S, Lk = O0k= 0

O U0 0 g —00p -0
= z g; tkj,jﬁ'nm tkzzmztklﬂ
08k S, =) Lk, = 0= 0O
g 0
B n4d & o o0 o O 0o 0 0o 00 o -0
ko] [T, ﬁ k_J]n—j+lﬁ”ﬁzth, "thkzﬂ@ t [
A0S 70 B S & o& "oo&
n,n
=id
N o O O O O O 00 0
O, DBH BB“NSD“ 0o, O
=0 t .. = t YO8Nt UOS t
[Ln_;—l Ky no1 %-ﬂ—n—jﬂ Kyojur =i+ ] ijZJ K] Dk; ke 3] kIZl ki
=B, H =B, ﬁ ﬁ =Briu H =Byt H =B

—_—

U nastavku ¢e se pokazati da se svaki element B, 0A , 1<k <n-1 moze

. o . h T 1 , .
dalje dekomponirati po formuli B8 ., =9, ., V.., pomocu elemenata y _ , 1

5 .., algebre A_, koje éemo definirati u 3.21.

Kao pripremu navedimo neke rezultate koji ¢e nam trebati u dokazu takve

dekompozicije.
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Lema 3.20

Pretpostavimo da je 1<k <p<s<n.Tadau algebri A vrijedi relacija

t O =t O 0, . (37)

p.k

Pritomje f, =t =X, id (vidilemu3.10).

Dokaz:

Primjenom propozicije 3.4 dobivamo

[

. .

=0 | 0

B X {t,x @8, 0} Hmp,kts,k
a, b DI p X 1

—

(X pk(k)rpk(p)}) patok

(X{k+1 K )

~2
=t, Ot - (38)

Pritom se koristilo da je
(1) n1(e)={Ccp} -

gdjeza 1<sk<p<s<n je

1(t,.)={(k.p).(k +1.p).s (P =2.p). (p —l,p)} :
I(t)

Uzimaju¢i u obzir da je

D
sk I]pktsk
@ A

imamo da se izraz (38) mozZe pisati u obliku

{(k.k+1),(k.k +2),....(k.p)..... (k.s =1), (k.s} .

[
X HE by

abDItk tkp H

D:II:II:I

., 0 O
toatox =t O |‘| X, it - (39)

p.k “s,k
Ba,b)[ll(tkvstk.p) H

Raspisimo sada desnu stranu jednakosti (37). Primjenom propozicije 3.4 dobivamo
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0 o__
=0 U
ts e+l p 1k X{ts,kﬂ (@), tg g (b} Ijs,k-fltp—l,k
Babtﬂtk+I 1(5h) H

O o_
D |_L X{ts,k+1 (a)»ts,kﬂ (b} Dljs’k+ltp_l’k
B ka1 tkp -1 H

= ts,k+1tp—l,k

pri cemu se koristilo da je

r; X{twl @, 0} L
(b)Yt et 1t 1)

Ity ) 0 ()
Sto proizlazi iz

I(tskH) {(k +1,5),(k +2,8),....(p =Ls),(p.s),-. (s =2,8).(s —l,s} ,

It ) ={(kk +1), (k. k +2)..c (k,p =2), (k.p -1},

gdjeje 1sk<p<s<n.

jerje

O,

Time dobivamo
O
|‘| X B@ ¢

ab s,k "p-.k
—1
Dlg Jertp-1k @

0
Xab Dl]s,k’rltp_lsk : (40)
a,b)l tk_p_ltk+1,s) H

Sada ¢emo usporediti permutacije t  t , 1t t .

t

s.k+1 Ijp—l,k - ts,k+ltp—l,k

oo DIH:D

Imamodaza 1<k <p<s<n vrijedi

Ok k+1 - p=2 p-1 p p+l - s-1 sO

t, = b

B+l k42 oo p-1 p k p+l - sl s
Ok k+l - p=2 p-1 p p+l - s-1 sO
ts,k_ D’
5(4_1 k+2 -~ p-1 p p+l p+2 - s k[
Ek k+1 p_2 p—l p p+1 . | s [
tsk+1= D,
k+2 p—l p p+1 p+2 S k+1|:J

Ok k+1 p—-2 p-1 p p+l s -1 sO

p—l,k_H(_l_l kK+2 ... p_l k p p+] P | SE,

93



stoga je

_D k k+1 --- p—2 p—] p p+1 R | s O
bpatos = L
+2 k+3 p k p+l p+2 s k+I0
odnosno

t t _D k k+1 --- p—2 p—l p p+1 .- s -1 s O
s,k+1 " p-1,k H(_'_z k +3 p k p +1 p +2 S k +1E’

Sto povlaci da je

tp,kts,k = ts,k+1tp—1,k *

1z jednakosti ciklickih permutacija proizlazi jednakost njihovih skupova inverzija, tj.

I (tp,k s,k ) =1 (ts,k+ltp—1,k ) D

a samim time vrijedi da je

I((tp,kts,k )l) = I((ts’kﬂtp_l’k )_1 )

I (tk,stk,p ) =1 (tk,p—ltkﬂ,s )
1

gdjeje t,, =t,,, Isksp<s<n.

odnosno

Na osnovu recenog iz (40) proizlazi

t . U

s,k+1 p.k "s,k 2

.
- = Xa I] t
p-Lk Ba,b)[lll;!,stk.p) bH

$to uvrstavanjem u (39) dokazuje tvrdnju (37).

Definicija 3.21

Za svaki 1<k<n-1 u algebri A definiramo elemente y _ ., 1 O

n—k+l na

sljedec¢i nacin

Yoon = (id _t:;) [éid _tn—l,k)”'(id _tk+2,k) [@d _tk+l,k)’ (41)

. ~2 . ~2 . ~2 ) ~ —
Oyt = (ld -t tn,k+1) [éld otk +1)"'(1d —t +2,k+1) [éld o Tk ﬂ) (42)

. . ~2 /2 .
Pritomje t, =t =Xq ., id.
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Propozicija 3.22

—— o~ —— —

Za elemente Bon =ty Ftygy oo H, Hid (1sksn-1)

nﬂ

definirane u 3.18, vrijedi faktorizacija

-1
Bn—k+l = 6n—k+1 I:yn—k-l-l . (43)

Dokaz:

Primijetimo da se elementi y,__,,, i 5:_\; , 1<k <n-1 definirani u 3.21 mogu

kraée zapisati u obliku

Element B v+ 1z definicije 3.18 moZemo krace zapisati

n -k+ — Z
k<p=n

Neka je k <s <n. Uvodimo oznaku

[ j (44)

Specijalno iz (44) proizlazi B, ., , = 2 t . =t =id akoje s=k,

p.k
k<psk
Bioin = tox = B akoje s=n.
k<psn

Pretpostavimo da je s 2k +1 fiksiran. Tada primjenom (44) dobivamo

Bn—k+1,s [qld _ts,k) = ﬁn—kﬂ,s _ﬁn—kﬂ, s I‘_t]s,k

IR LY

k<pss
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lema 3.20 - — . ~2
= D G 2 te Hen By
k<pss-1 k+l<ps<s
- — - ~)  — —~—
- Z tpk_ z tk |:tsk+1 p.k
k<p<s-1 k<ps<s-1
- ) 2
- z ld_tk tsk+1 IIIpk
k<p<s-1
~) —— A —
=lid -t to, DZ bk
k<ps<s-1

(
o

id —t, ts,k+1) uBn—kﬂ, ol *

Time imamo

Ny 2~ ——
Bn—k+l, s qud - ts,k) = (ld _tk ts,k+l) wn -« H,s4 ° (45)
Indukcijom po k+1<s <n iz dobivene jednakosti (45) proizlazi
., —\_{[., 3
Bk, i [qld _tk+l,k) = (ld —t tk+1,k+1) B, 4 4.k >
=id
— g —\ [, 22—\ —
Bn—k+l, K42 [Qld LI ) = (ld b toka ) (B, - kA4 > (46)
Yy —\ [, ~2— —
Bn—k+1, n-l EQId - tn—l,k) = (ld —t ok +1) (B, . 402> )
— g ~\_ [y 22—\
Bn—k+1,n EQId - tn,k) = (ld 1 tn,1<+1) uBn—kﬂ, nd - 47)

—_—

Pomnozimo li sdesna izraz (47) sa (id - tfnjl/k ) - (id —tk+2’k) [@id —tfk:l’/k ) dobivamo

Brsao Qid =t ) =t ) (id ) fid -1, )

o\ o —\ (. ——\ L
= (ld —t, tn,k+1) uBn—kﬂ,n—l [éld _tn—l,k)"'(ld —t +2,k) [@‘d —t, +1,k)

odakle primjenom jednakosti (46) proizlazi da je
Bn—k+l, n [@id - tn,k) [Qid ok ) v (id _tk+2,k) [(]id —t, +1,k)
. ~2 . ~2 . ~2 ——\ [. ~2
- (ld —t tn,k+1) [éld —t tn—l,k+1)' " (ld —t, tk+2,k+1) [éld e b +1,k+1)

ili
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(gdje je m = B:; ), Sto povlaci da je

B -k+1 lj/ —k+l —k+1 4

odnosno

—_— -1

Biict =0uaa Yogw » Isksn-l

Time je dokazana propozicija 3.22.

Lema 3.23

Neka je w, =n(n—1)(n —2)---21 najdulja permutacija u S,

bilo koja permutacijau S, .
Tada u algebri A imamo elemente ;an i g zakoje vrijedi

[l
# @V - Ebvng Eﬂg ()<g™ (J)X ﬁg

Dokaz:

Primijetimo da je najdulja permutacija w_ [IS  definirana sa

odnosno

0w, =w,,

(i)  w,w,=w.'w.=id,

iy I(w,)=1(w;')={(a,b)|1<a <b<n},
@) I(w,w,)=1(w,'w;')=0,

(V) Wn = tl,n t2,n t3,n et t

n-2,n "‘n-l,n *

Neka je gUS, bilo koja permutacija iz skupaS, .

i neka je gIS,

(48)
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Tada primjenom propozicije 3.4 dobivamo

—_— —~

gw [w = X(gw

=:)((gVVnaVVn)E§
0 0
i Ea,b)ﬂl(wnl gl;ll(wnl Wl gl)X{a,b} Eg
0 )
) Ba b)(wa'e '} 1(e I)X{a’b} Hg
0 []
O ) q
i é ,b)ul(g—l;ll(W;I g_l)X{a»@ ) |l(_w| 1 1)X{a 3 Sg
W Y s
. ~
) E(a,b)m!(_wl;‘ g'l)X{a 4 Eg '

Uzimajucéi u obzir da je

imamo da je

0
Sto povlaci gw, W = ﬁ I_! Xiug ﬁg .
<b, g~ (a <g_l(b)

Napomena:

Primijetimo da vrijedi I_l X{_al’b} =1,
(a,b)Dl(g_ aw I(

wi'e™)
jer je
I(g_l) ={(a,b)|1 <a<bsn, g'(a)>g" (b} ,
I(wglg_l) ={(a,b)|1 <a<b<n, (n -g”'(a) +1) >(n —g7'(b) +1}
:{(a,b)|1Sa <bs<n, g'(a)<g” (b} )
odnosno

1I(g")n1(w,'g")=0.

(49)
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S druge strane je

Pritom je

1{w.')-1(e")

{(a,b)[1<a <b <} \{(a,b)|1<a <b <n, g (a) >g” (b}
={(a.b)I1<a<b<n, g"(a) <g (b}

, . __ O 0.
paje w, v, g= @ I_! X{a,b} ﬁg . (50)
<b, g~ (a <g_l(b)

Iz dobivenih izraza (49) i1 (50) proizlazi jednakost (48) za bilo koji gUS, 1 najdulju
permutaciju w, =n(n—1)(n —-2)---21 uskupu S, .
Napomena:
Primjenom svojstva (i) na svojsvo (v) najdulje permutacije w_ S, dobivamo
Wo Tttt o, T e
odnosno Wy =t o st Gy (51)

Pritom se koristila definicija 3.9.

# Rezimirajmo prethodno izloZeno.

U algebri A imamo element &: = ; g . Propozicijom 3.19 dokazali smo da
g

se element a moze faktorizirati elementima B 4nOA,, 1sk<n-1 formulom

-

a, = ,[7;;, gdje su elementi B:; definirani u 3.18 na sljede¢i nacin

B s = Z 2 . +id. Pritom je B, =id.

+1<s<n
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Nadalje, primjenom propozicije 3.22 imamo da se svaki element B:; moze

faktorizirati po formuli B:; = 6’;; ’n;_l , gdje je (prema definiciji 3.21)

Yo-ks = I_l (id_tfs\;),

k+1<s<n
5 =1 lid-t "t
h-k+l |_| 1d_tk+1,k Coa ]
k+1<s<n

Imamo da se element ﬁ 1<k <n -1 moze faktorizirati primjenom formule

n—k+l

1

Biin = |;| (ld tk+1k sk [ﬁn ld tsk

+l<s<n
ili
-1

Biois = rl (1d tk+1k sk+1)|:||_| (id_{s\;) 5 (52)
+I<s<n

k+l<s<n

stoga se element 5{: OA, (}vn = ; g moze faktorizirati na sljede¢i nacin
gL,

- - -1

= o1 (ia- 7 (id-t, 53
an_lsg_ nk+1_SD1ﬁ|_| (1 tk+1k sk+1) |_| (1 ts,k) ﬁ (53)

+l<s<n k+l <s<n

io

n—k+1

Slijedi detaljniji raspis elemenata B I<k<n-1 sciljem

n—k+l > ¥/ n-k+l

da se bolje razumije formula (52), a samim time i formula (53).
Neka je n fiksiran.

Tada za k =1 imamo:

Bn = tn,l +tn—1,1 +.- +t3,1 +tf2\,41 +d,
i) o -0 ).

6 == ) o (- o) ) ),
stoga je

O (| T es B (] TRl

fia-0,) clid-t,) " (id-t,,) did-t,)".

(54)
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Akoje k=2,ondaje n—k+1=n -1 1ivrijedi:

— —_—  —~

B, =ttt g, T, F, +d,

id-t,, ) tfid -1, ) (id -t,,) fid -6, ).

— . —~ — — . —~
) :(ld_t3,2 n3)|:é1d t32 tn—1,3)"'(1d_t3,2 43) id t32 t3,3)

paje

B\n::(id_tf;zg)[@d_tn tn—,) (ld t32 43)[@ld t32 33)[(id t32)
fia-t,) - (id-t,,) did-t,.)".

Akoje k=p-1,ondaje n—k+1=n —p +2 ivrijedi:

Bn—p+2 = tn,p—l +tn—1,p—1 Fee- +tp+1,p—1 +tp,p—l +1d >

npl)f@d g ) (4t ) i ).

—_

yn—p+2

—

n—p+2

stoga je

g\/ —2 —— 2N ) —2
pp—l n, id - tpp—l tn—l,p |id tpp-l pHp d_tp,P‘l tp,p >

. 2 ~ . 2 .
Bn_p+2 = (1d =t b, )[éld tpp_1 t _l,p)-"(ld ~tpa b H)p) [@ld —toq ton

fia-t,,.) fid-t,.,.) - (d-t,.) did-t,,.)

s

Analogno ako je k =p,ondaje n—k+1=n —p +l i vrijedi:

Bn—p+1 = tn,p +tn—l,p *e- +tp+2,p +tp+1,p +1d >

id-t,, )fid -t ) (id -t o, ) fid ).

—_—

yn—p+1 =

2

n—p+l

paje

— [, —2—\{, — . L
0, —(1d—t o b )[éld top trﬁl’pﬂ)~--(1d—tpﬂ’p tp+2’pﬂ) d—t, ,, tp-l,p-})

2

B[t )it ) o)

[éld tpﬂp2 € o ) fia-t,.,) did-t,.,) - (id-t,5,) did )"
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Navedimo jos, ako je k=n—-2,ondaje n—k +1 =3 te je:

B3 = tn,n—2 +tn—1,n—2 +1d >
vo= (-t fia-i).
-~ . 2 . 2
53 = (ld _tn—l,n—2 tn,n 1) [éld _tn—l,n -2 tn -,n —l)
paje
—~ — 2 -1 -1
B3 = (ld _tn—l,n—Z tn,n—l) [Qld _tn—l,n—Z tn —l,n—l) [éld _tn 4,n 2) I:(ld _tn n —2) s

odnosno ako je k=n -1, onda je n—k +1 =2 i vrijedi:

B, =t,,, +id,
;; :ld _tn,n—l s
S; = ld _g,:—/l tn,n s
-1
. B, (1d o )[@d o)
Napomena:

Primjenom tvrdnje (ii) iz leme 3.11 imamo da se svaki element t JOA
1<a<b<n moze dekomponirati pomoc¢u elementarnih transpozicija £ j»asjsb-l
na sljedecinacin t,, =t 0, -t , [, = rl t; , stoga moZemo pisati

j=a
. s—1 ~D )
B.iu = Z t,0+id, (55)
k+Iss<n |_|j=k D
-0 -1 ]
Vaun = [] Od-T]tiC (56)
k+I<s<n |:| =k D
- |:| ) s—1 ~|:| - |:| ~ s-1 AD
Ok = |_| Od =ty Erl t,0= |_| Oid t. (57)
k+l<s<n [ =K+ [ kHss<d ] j=H [

ili u raspisanom obliku

—_— — ~ —~

+id

Bn —k+ (t mkﬂ v n—l)+(tk mkﬂ'”tn/\—;)-'- +(t: m/k:) +{1:
Voo = (id =t Dyt ) id =t B, 1,5 )+ (id -, B, ) fid ;)
O,k =(id_t:2 A mku"'tn—l) [Qid _{1;2 Bfk\;l/ Mot

o) o)
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k ~
Pritomza s=k+1 je |:| t:==id.
j=k+1

U ovom slu¢aju imamo da se izraz (52) moze pisati u obliku

— O ~ 2.0 = s 4:]
B.s = |_| Od-t, E|_| t.00 D1d t0 (58)
k+lss<n [ ] j=k+ D k+ <5 i [

ili raspisano
— — o — o~ —~\ [ ~2
Bi-in (ld t Etk+1 mk+2 -t 1)[Q1d t [t 4 mk+2"'tn—2)"'(1d -t Bkﬂ) [é‘d —t, )

a5 clia=iy 0 ) e (-0 i) it i)

Koristec¢i (58) imamo da se element 5; O dan izrazom (53) moze pisati u obliku

s ADID

O.- 0o - 0
- d- 0 d- O (59
TP [ AT 20 ﬂf%kﬂﬂ E!t g

P

Primjer 3.24

—~

Slijedi prikaz faktorizacije elementa &Vn OA, a = ;g za n=23,4
g n

primjenom formule (53), odnosno formule (59).
#  Neka je n=2. Tada specijalno u algebri A, imamo da je element 5; = g g
8L,

jednak elementu 3, =t,, +id (definicija 3.18), ti. a, =, .

—~2 —~— —~2

Primjenom definicije 3.21 proizlazi y2 :, 8; =id-t,, t,, =id -t,, , stoga
u ovom slucaju imamo da je formula (52), tj. (53) oblika

—~ —~ . —~2 . —~\"1

a, =B, :(1d -6, ) fid -,,) - (60)
S druge strane, uzimajuci u obzir da je ‘f; = tN1 , . ‘f; "= tN1 * imamo da se izraz (60)

moze pisati u obliku
= (.7 2\th ~\
=B, =(1d—tl )[@d -t,) .

Sto ujedno direktno proizlazi iz formule (58), tj. (59) za n =2, k =1.
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#  Neka je n=3. Tada je 1<k<2. U algebri A, imamo element a, = g,

gL5;
koji se faktorizira elementima BNz,E formulom &: :BNz ﬂz_ (propozicija 3.19).

Primjenom formule (52) dobivamo

B, = (1d 6, 3,)[é1d -6, )[(hd t21) [@d t31) za k=1,

f};:(id—t;z)[@d—t;)_] za k=2,

~2  ~2 ~ 2 —~  —~

.y .. . T2~ .. .
pri ¢emu se koristilo daje t;, t;;=t;, , t,; t,,=t,, , jerje t;; =t,, =id.
Time dobivamo
~ o~ . ~2\ g~ ~2— —~2 —~\-1 —\-
a, :.Bz m3 :(ld —t, )[@‘d _t3,2) [é‘d -1, t3,2) [éd —t, ) [tld _tz,l) @d _t3,1) )

Sto direktno proizlazi iz formule (53).

Nadalje, u ovom slu¢aju imamo da je formula (59) oblika
&::(id—ff)[@d t id —t, t)[@xd ~t, )[@d—t) [@d tt)
#  Neka je n=4. Tada je 1<k <3. U algebri A, imamo element &: = ; g,
g5,
koji se primjenom formule (53) moze faktorizirati na sljedeéi nacin
a,=PB, B B,
. —2 . —~\"! . 2~ . —2 —~\1 —~\"1
= (1d ~tis )[@d ~t,,) [@.d ~t,, t“) [@d -1, ) (id -t,,) ((id )
[Qld 6 s )[éld 6, 32)[Q1d 6, )[@d tzl) (id t31) (id t41)

ili ekvivalentno primjenom formule (59)
&::(id—ﬂz)[@d t,) [fid -t, t)[@d ~t, )[@d—t) [@d tt)
fia-0750 ) dio -G )i -t o =) e i) o 5

Pritom se elementi
B4 :t4,1 +t3,1 +t2,1 +id :t1t2t3 *t, +id9

B, =t,, +t,, +id =t,t, +t, +d,
B, =t,, +id =t +id,
primjenom formule (52), tj. (58) faktoriziraju ovako
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B oo ) o) o ) ) o)
o ) ) ) ) o)
oo o) )
o) o Mo o)
B, =(id—§;2) fia-1,.)" =(id —{;2) fia ) .
-5~ ) {1 555) o ) G )
e o)) ) <)
(i-52) -] (a-5) ).
o e o o),

—~ — ~ —~ —~2 ~

y, =id-t,, =id-t,, &, =id-t,, =id-t .

Vratimo se na proucavanje ciklickih permutacija t,,, 1<a<b<n i njihovih

. — -1 . .
inverza t,, =t, uskupu S . Pritom je

Op I<p<aili b<p<n
L (p)=tb p=a
B)—l a<p<b
odnosno
Op I<p<aili b<p<n
ty. (p):EpH asp<b
Ha p=b
stoga je
tn,l(p):%ﬂ ISE)<n
Ol p=n,

Lako se pokaze da vrijedi t, 14, , =t,,, .., [, ISa<b<n, Sto je analogno zapisu

tys =t By O, - (61)

,a n,l b+l,a+l
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Lema 3.25

Vrijede sljedece jednakosti

— —

i) ty, =t Boen O, l<a<b<n, (62)
(i) X,.qid=t) X ., 0, Isasn-l. (63)
Dokaz:
(1) Neka je 1 <a <b<n.Uzimajuc¢i u obzir formulu (19) imamo da je
t,, = Dl_l XaEtb . 1analogno tb+1 atl Sﬁ XaHEth .4 - Dobivamo
Oratt [ Ora+2 O
_ [Jb O
t_l [0 O [ @szam%tbﬂaﬂ 4, ,

D D D b D —
=0 Xa Dtn d +la+ Ijn =0 X .D tb’a :tb’a
DEL g 1 Hpraa Uy DJEL &

¢ime je dokazana jednakost (62). Pritom se koristilo svojstvo (61).

(11) Jednakost (63) proizlazi direktno primjenom definicije cikli¢ke permutacije

-1 — b
t,,t. imamo  t Xipraeg Bay =X [t t,, =Xy 1d,

=id

Sto dokazuje jednakost (63). Pritom je I<a<n—1, X, 3 =X ., X, ,,.
)

Primijetimo da se jednakost (63) moze pisati u obliku £ =t [

a n,l a+l

Ki

n,l >

edieje 1, =X, .y id (lema3.10).

Primjedba 3.26

Uzimajuéi u obzir lemu 3.10 imamo da se element o, _,, OA , 1sk<n-1

definiran u 3.21 moze pisati u obliku

8;; = (id _X{k,k+]} a:l) [éid _X{k,k+]} t/n:;)(ld _X{k,k+]} t/k;) [@d _X{k,k+]} m)

|;| (id _X{k,k+]} t:;/l) (64)

+1<s<n

gdjeje ty, ., =id.
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Neka je gUS, bilo koja permutacija u S, . Uvodimo oznaku Des (g) za skup
padova permutacije g na sljedeci nacin
Des(g):={1£i£n—1|g(i) >g(i +1} . (65)

Pritom des (g) = Card (Des (g)) oznacava broj padova.

Propozicija 3.27

Neka je n fiksiran, 1<k <n -1 ineka je

A = (id _X{k,k+1} ) [éid _X{k,k+1,k+2} ) "(id _X{k,k+1 ,,,,, 3 )’ (66)

£ = ; o' (g)&, (67)
gSK S, ¢

gdjejeza gOSX S, :

0 ()= r(l Xt koj ? (68)
idDes(g™!
Des(g_l):{k +1<i<n-1|g”’ (1) >g”! (i +1} ) (69)

Uvedimo precizniju oznaku

—

Okt = Oy - (70)

— -1
Tada se inverz elementa J,_,,, 0.A , 1<k <n-1 oznatavasa d_, iracuna

po formuli

& =(A0) L | (71)

Napomena:

Neka je A :{k,k +1,...,i} , iDDes(g_').
Tada primjenom definicije 3.2 imamo da je faktor X, u izrazu (68) dan eksplicitno sa

X, = X a-8dieje X 0 =X, X, .
* (a,b)El:lA,xb =4 =4 P

Dokaz:

Koriste¢i oznaku (70) imamo da je izraz (64) dan sa

107



—

Onini :lej (id _X{k,k+1} ts,k+l)

s<n

P

- (id _X{lﬁkﬂ} t/n—;) N |_| (id _X{k,k+]} {s—;)

otk dos
ili

Oy n = (id _X{k k+} ‘n k+1) Eﬁn—11+1 ) (72)
gdje je

5l = k+1|:|<n_1 (0 =Xy torn)- (73)

Primjenom leme 3.25, prema kojoj imamo da je
— 1
s,k+l tn,l |]s+1,k+2 Ijn,l’

X{k,k+]} id = tr_l,ll Dﬁ k+Lk+p Fi

dobivamo da se izraz (73) moZe pisati u obliku

n-1 — :
5n -k+ T |_| ( X{k,k+]} ts,k+l)
k+1<s<n

t

<O [l
- -1
= |_| Eid_tn,l D({k+1,k+2} m m ms+1k+2 mn,ll:]
k+l<ssn-1 ;_v—’ H
=id
= rl t;,ll [Qid _X{k+1,k+z} ts+1,k+2) [,
k+1<s<n-1

O

[ﬁ ld X{k+1k+2} ;;)Hm B

—_—

|j ld X{k+1,k+2} ts,k+2)Hmn,l’

<n

£,

5: 11+1 = ,11 [ﬁlz!sn (id _X{k+1,k+2} {S,\k;)ﬁmn,l . (74)

S druge strane, primjenom oznake (70) 1 izraza (64), moZemo pisati

.

Oy = U (id _X{k+1,k+2} ts,k+2)=
k+2<s<n

Sto povlaci da se izraz (74) moze krace zapisati u obliku
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51? 11+1 = tr:,ll lElil—k |]n,l : (75)

Uvrstimo li sada (75) u izraz (72) dobivamo

Oy = (id _X{k K+ o k+1) m L 1D,

n,

odnosno

— o —— -1
51? K+l E(ld _X{k,k+1} tn,k+1) = tn,ll mnn—k mn,l . (76)
Primijetimo da ¢e formula (71) vrijediti, ako vrijedi
n L s P R n R
(An k+1) e, Hid _X{k,k+]} Lo +1) - tn,ll [GAn—k) £, O,

(Sto se dobiva primjenom formule (71) na identitet (76)),

odnosno ako vrijedi identitet

‘;n_\k; id=Xp 1 t k+l) (id =Xkttt ) @n—i W (77)
gdje je
Even = 4y (B, O
1d_X{k,k+1 ,,,,, g = = AE —k+ mn,ll [GAE—k) Enl
Napomena:

Primijetimo da je
t;,ll [qu—k )_1 Bin,l = tr:,ll [gid _X{k+l,k+2} ) [@id _X{k+1,k+2,k + )"'(id _X{k H,k 2,1 )E_l [,

= %id _X{k,k+]} ) [éid _X{k,k+1,k+2} )"'(id _X{k kH,..,n = )E_l >
stoga je
Ay 0 o)) O,

_ (id _X{k,k+]} )[Qid _X{k,k+1,k+2} ) " (id _X{k,k+1,...,n—1} ) [@id _X{k,k H,.on 4,1 )
(id _X{k,k+l} )[éid _X{k,k+1,k+2} ) "(id _X{k k+,...,n -} )

.....
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Formula (71) dokazuje se matematickom indukcijom. Pritom je dovoljno dokazati da

vrijedi identitet (77), koji je ekvivalentan izrazu

-1

Enin = (1d Xtk ) A [(id =Xtk t:;) :

Slijedi dokaz identiteta (77).

IzraCunajmo najprije vrijednost izraza &._ ., [X Primjenom (66)—(69) iz

{kk+} bt -

propozicije 3.27 dobivamo sljedece

€k Xserp tasen = Z O 44 (O-)ETD({k,kH} bk

oSk S,

Z 0,41 (0) Xiowo@ey T Bagn
ok s,

N ~
wn—k+1 (a) D({k,a(kﬂ} o |]n,kﬂ
oSk s,

lema 3.13

O
D
- Z O, k+1 {ka(k+1}% |_| X{a(i),a(kﬂ}ﬁ nk+
ol0Sxk S,

(k+1)>a(1)

Z mrrll—k‘*'l(o.) {k.o(k+1} 0 |—| X{Ja(kﬂ)} th k+l
glSK S,

k+l<j<o (k+1)

— n .

- Oy k4 (U)D X{j,g(kﬂ} Utn,k+1

o0SK S, k<j<o(k+l)
odnosno
n . n .
€k D({k,kﬂ} tn,k+l - O 44 (J)D X{j,a(k+1)} th,kﬂ' (78)
oSK S, k<j<o(k+1)

Iz o,t,,,08x S 0 S, proizlazi g=0t

> “n,k+l

n,k+1 DS;X Sn—k|:| Sn :

Pritom iz g=0t

n,k+1 2
proizlazi =gt .,
gdje je
o (k+1)=gt, . (k +1) =g(n),

Sto se uvrstavanjem u (78) dobiva

8:—k+1 [X{k,kﬂ} tn,k+1 = DSZS (Dlrll—k+1 (gt:kﬂ)l:' |_| )X{j,g(n} g- (79)
g Kk

kSJ<g(n
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Proucimo sada skupove Des ((gt;}k+1 )_1) = Des (tn,k+1 g_') 1 Des (g_') .

Imamo
Des(g_l) :{k +1<i<n-1|g” (1) >g” (i +1} ,

Des (tn,k+1 g_l) ={k +1<i<n-1t,, g (i) >t e (i +1} :
Primijetimo sljedece
@ Ako je g (1) =n, onda i=g(n)DDes (tn’k+1 g_]) nije to¢ka pada permutacije

gt:kﬂ ,jerje ket g_l (1) =1 (n) =k +1, tj. bt g_l (1) Rtk g_l (i +1)-
%/_/

=k+1

S druge strane imamo daje i=g (n) UDes (g_l) tocka pada permutacije g, jer je

g™ (i)>g_1 (i+1) zasvaki k+1<i<n-1;
—

© Akoje g”'(i+1)=n,ondaje i= (g (n) —1) ODes (tn,k+1 g_l) toc¢ka pada permuta-

cije gt} jerje t,,, g7 (i+1)=t,,, (n) =k +1, 4.

ton€ (i) >t g (i+1) zasvaki k+2<i<n-1.
%/—J

=k+1

S druge strane imamo da 1= (g (n) —1) UDes (g_l) nije to¢ka pada permutacije

gjer g (i)xg™(i+1).
%/_/

=n

Na osnovu recenog zaklju¢ujemo da je

Des (tn’kﬂ g‘l) - @ (Des (g"l)\{g(n} )D{g(n)- ]} akoje g(nk n

EDes(g”)D{g(n)— ]} ako je g(n): n
ili

Des (tn’k+1 g_l) = (Des (g_l)\{g(n} ) D{g(n} ]} akoje g(n)<n. (80)

Napomena:

Specijalno za g (n) =n imamoda g (n) UDes (g_l) , Sto povlaci

Des (g_1 ) \{g (n} = Des (g_1 ) )

jer je Des(g_l)n{g(n} =0.
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Uzimajuéi u obzir identitet (80) imamo da je

Xtk = R . A
iODes(t, .4 g~ @ Des(t, g_l) D
izg(n)-1 za i=g(n)-1

stoga dobivamo

Oy et (gt k+1) rgl {i.e(n} :‘DD Jt_l _I)X{k,kﬂ,.‘.,} Dk<!:g|( )X{j,g(n}
es|ty, k+1 8 - n
= J_l X{k,k+1 {k k+1,..,g(n)-} |_| {i.g(n}
iDes(ty o 27')

<J<g

i¢g(n)—1

(I_I X{k,k+1,4..,} [X{k,kﬂ,..,g(n} : (81)
ifDes(t, 141 g_I

i#g(n)—l.
Promotrimo sada desnu stranu identiteta (81).

Ako je g(n) <n, onda imamo

(I_l X{k,k+1,..,} D({k,kﬂ ..... o} r(l X{k,k+1 ,,,,, } = O (g)
iDes(t, 4 gfl) i Des gfl)

i#g(n)—l
Akoje g(n)=n, ondaimamo g(n)DDes(g_l), g(n)DDes(tn,ng_l) paje

X{k,k+1 ,,,,, } D({k,kﬂ ,,,,, g(n} :X{k,k+1 ,,,,, 1} O ><{k,k+1,“.,}i
iODes(t, s g7 @ Des(g™!

i#g(n)—ly

Time dobivamo

o’ ( ) E(D?,_kﬂ (g) ako je g(n)
n—k+l nk+ |<_| {i.g(n} EX{k,kH """" 3 Dlo?,_kﬂ (g) ako je g(n) =
Sto uvrstavanjem u identitet (79)
8:—k+1 [X{k,kﬂ} t/;; =
a Z n- k+1( )@ E n—k+ akOje g(n) <
— %gDS
O X{k,k+1 ..... i} [y (g)@ :X{k,k+1 ,,,,, i} F-3 ako je g( ):
EgDS Spk

imamo da je lijeva strana identiteta (77) dana sa
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Enics E(id_X{k,kH} tn,k+1)

—_—

n

— on _
- En—k+1 8n—k+1 D({k,kﬂ} tn,k+1

—_—

: :
-0 ? Oy pea (g) (g + 12 Oy (g) @D
OSK Sy¢ .
Hier” s(nfen
O 0
D n n "'D
O Ok (g) g+ X{k K+, 1} (D), e (g) &
g(:s Sk @( Sks
n)<n g(n)=n

= gs (031:1—1(+1 (g) g -0, . (g) @) +ES§ZS (id _X{k,k+1 ,,,,, 3 )031:1—“1 (g) I
" glo)=n

g(n)<n
= (ld X{k K+, ) O ? (Drr]l—kﬂ (g) @
g0S% Sy,
g(n)=n
- (id ~ Xk} ) B, -

Napomena:

Uoc¢imo da je

o, (g)E = SF e, o, (2) g, &,

glSx S, & Sok> _
¢(n)=n g'( =n =id =id
= e it , ., ()2 E, )@
ol Ko MO \8 o ) S
g0Sx Sy, -
g(n)=n =) ()8, g8r% S,

= Z tr_l,ll [do] (g) @ mn,l
208 %S,

= tr_l,ll O (D?l—k (g) (& mn,1

gDS{‘ Sk

— -l a0
- tn,l |Ekn—k Ijn,l

—_ gn—l

T Cn-k+ *

Time je dokazan identitet (77), a samim time i propozicija 3.27.
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Primjedba 3.28

— —
IzraGunavanje inverza o,,, OWA , 1<k<n-1 elementa J_ _, , OA se

n—k+l

. . o . - PR . 1 -1
provodi kako bi se mogli izraCunati inverzi B,_,,, =V,4n 0,44 » 1Sk<n-1

(propozicija 3.22), a samim time 1 analogon Zagier-ove jednoparametarske formule za

izraCunavanje inverza elementa o, = ; g , koji se faktorizira formulom
b,

a, =B, B BB,

danom u propoziciji 3.19.
Pritom je
~l o~ el — ]~ o~
an = yn |3n |:yn—l |En—l e y2 |ﬁ2
Vise o tome pogledati u [MS1], gdje nije koriSten formalizam zakrenutih grupovnih

algebri, ve¢ faktorizacije na matricnom nivou.
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4. Reprezentacija zakrenute grupovne algebre A4, na tezinskim

potprostorima Blllz...ln algebre B

U ovom poglavlju uglavnom ¢e se proucavati reprezentacija zakrenute

grupovne algebre A, na bilo kojem generickom tezinskom potprostoru B, =8B, |
(algebre B) pridruzenom skupu Q ={ll,lz,...,lr} ON= { il,iz,...,i} )
Podsjetimo se, genericki teZinski potprostor B, =B, , algebre B uveden je u

drugom poglavlju ove disertacije (vidi str. 18)

Uzimajuéi u obzir da se svaki multiskup Q ={l, <1, <...<l} moZze dobiti iz
skupa Q ={ll,lz,...,ln} poistovje¢ivanjem nekih elemenata u skupu Q, Sto ima za

posljedicu da se svaki degenerirani potprostor algebre B moze dobiti iz generickog
potprostora, u nastavku ¢emo se koncentrirati na proucavanje generickih potprostora i

(zakrenute regularne) reprezentacije algebre A na njima.

Definicija 4.1

Kazemo da je preslikavanje R:.A - End (BQ) reprezentacija zakrenute

grupovne algebre A, na tezinskom potprostoru B, algebre B ako je R

homomorfizam.
Specijalno, ako je B, genericki tezinski potprostor, onda ¢e vaZan primjer za nas biti

zakrenuta regularna reprezentacija R : . A, — End (BQ) .

Podsjetimo se, u tre¢em poglavlju ove disertacije, definirali smo opcenitiju

grupovnu algebru simetricne grupe S, s koeficijentima u prstenu polinoma R, koju
smo oznacilisa A =R X (C[Sn] i nazvali je zakrenutom grupovnom algebrom.
Pritom smos R = (C[ka [1<k,m< n] oznagili prsten polinoma u n* komutirajuéih
varijabli X, . (C[Sn] je grupovna algebra simetri¢ne grupe S .

U zakrenutoj grupovnoj algebri A je mnozenje inducirano pravilom:

(ka g ) [qu'm' gz) = (ka @l‘Xk'm') 28, = (ka D(gl(k')gl(m')) £.8,-
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U nastavku ¢emo dokazati da je preslikavanje R:.A - End (BQ) homorfizam, tj. da
je R reprezentacija zakrenute grupovne algebre A na generickom tezinskom
potprostoru B, algebre B.

Najprije promatrajmo dvije reprezentacije: reprezentaciju p algebre polinoma R, na

generiCkom teZinskom potprostoru B, algebre B i reprezentaciju R, grupovne

algebre (C[Sn] na istom potprostoru.

Neka je j,j,---J, DQ , gdje je 6 =S,Q :{G(ZIZZ...ZH)\G DSn} skup svih permutacija

skupa Q ={ll,lz,...,l“} .
OznaCimo sa Q,, dijagonalne operatore na generickom tezinskom potprostoru 1,
definirane sa:

Qum €45, = (Qun )jljz.“ iz s Sitinedn — D Gty - (D

n

Tada je
(ka [Qk'm-) Citin — Dicin iy it i 2)

1 specijalno je

T — T
Qe €.y = Dy, i 3)

n

Definirajmo homomorfizam p:R, — End (BQ), R, = C[ka |1<k,m Sn] na

generatorima sa
p(ka):=ka, (ISk,mSn)
. 4
P(Xin)ejs s = (Qua )jl TR S A TR RS T A
gdje je dijagonalni operator Q,,, na 1B, definiran s (1).
Pritom je

p(rp)=p(r)r(p),

gdje su p=p(... X ) 1 p'=p'(.. X ) polinomi u varjjablama X, iz

s kmo°** . kmo***

algebre polinoma R = C[ka | 1<sk,m< n] .
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Sada ¢emo za gUS  definirati linearni operator R, :C[Sn] — End (BQ) sa

R, (g)e;;.;, = ST S )
Specijalno, ako je g =1id, onda iz (5) dobivamo
R, (id)e;; ; =ey; ;- (6)

Propozicija 4.2

Preslikavanje R, :(C[Sn] - End (BQ) je homomorfizam grupovne algebre

simetriCne grupe S, u algebru endomorfizama od 1, .

Dokaz:

Treba dokazati da je preslikavanje R :C[Sn] - End (BQ) homomorfizam, tj.

da vrijedi

Rn (gl gz) ejljz.“jn = Rn (gl) mn (g2) ejljZ“'jn > (7)
gdje je g, g, kompozicija permutacija g, g,,t. 8,8, =8,-g,-

Neka je g,,g,0S, . Tada primjenom relacije (5) imamo da je element

R, (g g,)0End (BQ ) dan sa

Rn (gl g2) ejljl"'jn = ej;l ! jr‘," j ’ (8)

or'er () er'e(2) " es'er ()
ako stavimo da je g=g,g,. Pritomje g ' = (g1 gz)_l =g g,

Dokazimo sada jednakost (7). Imamo

)

R, (&)R, (&) ey 5 = R (2) [an G L ) =R, (2)) Cloleo s
Uvedemo li oznaku
k =]

m

)

%' (m)
za svaki 1 < m < n, tada mozemo pisati

(%)

R e . A =R e —e .
n (g1) TP P n (g1) Kiky .k, L R

Koriste¢i oznaku (9) zaklju¢ujemo da vrijedi

kgf‘(’) = g (")’ I<rs<n,
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¢ime je

stoga dobivamo da je

R, (2)R, ()¢ = ST S S (10)
Usporedivanjem (10) s (8) direktno se dobiva jednakost (7), ¢ime je propozicija 4.2

dokazana.

Sada mozemo definirati preslikavanje R:. A - End (BQ) stavljajuci

R(pe)=p(p)R,(2)- (i
Imamo
:R(p( -,ka,.--) g) i =p(p( "ka""))m“ (g) Jijzd
)
=P (p ( "’Xk”""'))ejg*‘(l)jg*‘(z)‘“jg*‘(n)
:p(p(' Kion - ))eJ 076 )
:p(..-,ka’ ) j l(l)J _1(2).“% 1)
=p(""qjg'l( Yerlm) "')eJ W) e
paje
R(p (""ka"") g)ejljZ”'jn = p(.“’qjg"(k)jg_'(m),.“)ejg_l(l)jg_l(z)"'jg_l(n) ) (12)

Specijalno za g=1id imamo:

R(p (s Ximorr) d) ey = P(P (s Xims)) R, (id)ey,
(6)
= p(p (...,ka,.u))ejljzwjn

= p(-'-=qjkjm"")emzu.j“ )
odnosno

fR(p (...,ka,...) id)ejljp-jn = p(...,qjkjm "")ejljmn . (13)

Neka je p( X ):pe =10R, . Tada je

Py kmo***

R(p.g) e, =P(P)R,(g)e,; ., =p(p)e; . ;. (14)

e )

S druge strane imamo
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R (pe g) J1J2 = R (1 |%) J1Jz - R (g) ej1j2-~~jn

=R, (g)ejljz.“jn =¢; (15)

) )
Usporedivanjem (14) s (15) dobivamo

—e. . .
o(p °) O R S OB OSSR )

Sto povlaci da je
o) ( D. ) =id.

Komentar 4.3

Uzimajuéi u obzir relaciju (2) iz treceg poglavlja, kojom je dano djelovanje

simetri¢ne grupe na prstenu polinoma, tj.
€0 (- Xino) = P (o Xy IRE C[X,, [ Ko 1]

imamo da je
p(g.p (...,ka,...)) DEnd(BQ),
dano sa

p(g.p ("'°ka°"'))ejljz...jn = p(p (...,Xg(k)g(m),...))ejljzu_jn

=P ( Qi em)? ) Ciha P ( Diypie(m)* ) Cids-i *

Neka je preslikavanje R:. 4 - End (BQ) definirano sa (11), gdje je zakrenuta
_B g .
grupovna algebra A, = D; p. g | p, UR J opcenitija grupovna algebra simetri¢ne
@l n E

grupe S, s koeficijentima u prstenu polinoma R .

Tada je element CRD; D, g ED End(B )dan sa
:RD; D; &g De” s g; R pl 1 .. g p Pl ces Ko ))[an (gi)ejljz.“jn)

g p1 ka’ . 1()
= .9, e o 16
g; P ‘@ Do’ ﬁ ' ) (1o

Uocimo da je relacija (12) pojednostavljeni zapis od (16).
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Propozicija 4.4

Preslikavanje R:.A - End (BQ) je zakrenuta regularna reprezentacija

zakrenute grupovne algebre A, na generickom tezinskom potprostoru B, algebre B.

Dokaz:

Treba dokazati da je preslikavanje R:. A, — End (BQ) homomorfizam, tj. da

zasvaki p,p, R, g,g, IS, vrijedi
R ((1’1 g ) [qu &> )) €jpjy =R (P1 gl) [R (Pz gz) Cigyn * (17)

Dokaz ¢emo ilustrirati na generatorima, stoga ¢emo dokazati da vrijedi
R ((ka g ) [qu'm' £, )) Ciiin — R (ka g ) [R (Xk'm' gz) € * (18)
Pritom ¢emo koristiti ¢injenicu da je u algebri LA, mnoZenje inducirano pravilom

(X &) ¥ ) = (X - X)) 28 = (X XK, g )) 880 (19)

Uzimajuéi u obzir (19), imamo da je lijeva strana identiteta (18) dana sa

R ((ka 2){Xm e )) €j,.; =R ((ka X, (k')gl(m')) glgz) Cinein

an
= p(ka |}(g1 (k‘)gl (m')) mn (glgz)ejljz»--ju

(®)

= p(ka E}(gl(k')z‘%l(m'))eJ 5 ‘()ng‘a]() ]

28

=p(Xin) TP (Xgl (k) (m ))e‘lsz'u 0l esat)

(4)

'8 (n)

ng'gx'( )ng'gﬂ( m) Jogtat () ester e (m) Jg?g*( )Jg Jei(2)” Jg 2'e(n)

=q; q; . € (20)

It e ) et () et ) e ()

Raspisimo sada desnu stranu identiteta (18). Uzimajuéi u obzir da je

R (ka g ) [R (Xk'm' gz) Ciiin — R (ka gl) [@R (Xk'm' gz) € ) (21
gdje je
(11)
R (Xk'm' gz) Ciipi, — P (Xk'm‘) (R, (gz )ejljzu.jn

=4 (22)
2 g (m 53 5 5 (n
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dobivamo

R (X &) R (X 82) gy =R (Xine)) [éqjgz‘(k')jgz*(m*)ejgz*(l)jgz*(z)'"jg?'(n) )

:R(ka&)ej mlj

) e a0 e )

1
- p(ka)mn (gl)eji1 j j m

e @) et ) e () et (m)

j

- (ka) Ejgz‘ 3

et '() et () e (et )

. . e. . . .
Tate ) et e ) eten ) et ') et ) et et )

= .. e, . (23)

Tt (gletm) e ) et ) et (Ve (0) T et )

U izvodu izraza (23) koristi se identitet

R e. . . =e. . )
(gl) T e @) o' () Szt ester' ) eten)

koji je izveden u dokazu propozicije 4.2.

Usporedivanjem (20) sa (23) proizlazi identitet (18), na osnovu cega

zakljuCujemo da je preslikavanje R homomorfizam zakrenute grupovne algebre A u

algebru endomorfizama od B, . Time je propozicija 4.4 dokazana.

U nastavku ¢e se razmatrati reprezentacija elemenata iz zakrenute grupovne

algebre A _ definiranih u tre¢em poglavlju.

Lema 4.5

Neka je R:. A - End (BQ) zakrenuta regularna reprezentacija zakrenute

grupovne algebre A, na generi¢kom tezinskom potprostoru B, algebre B.

Tada je element R ( g ) UEnd (BQ ) dan sa

ﬂlge.. .= q..e o (24)
( ) JiJ2+Jn (a,l!)_ljll(g) Jola ]g—l(l)Jg—l(z)"-Jg—l(n)

Dokaz:

Koristec¢i definicije 3.3. 1 3.1 proizlazi da je g = l_l( X,y g, stogaje
(a',b' il g_l)

121



R (g )ejljz-..jn = rl( p(Xa.b,) (R, (g)ejljz...jn
(ab)(e ™)

] (b)) e ejg'lmjg-ltz)"'jg-'(n)
) (a',b'l;l(g-l)qj P e e 3)
Ako je (a,b) D1 (g_1 ) , onda je
a'<b', g'(a)>g™(b). (26)
Neka je a = ( ) b=g" (b'), (tj. a' :g(a), b’ :g(b)).
Tada iz (26) proizlazi
g(a)<g(b), a>b. (27)

Primijetimo da je (27) ekvivalentno zapisu b<a, g(b)>g(a), Sto povlaci da je

(b,a) DI(g) . Time se (25) moze pisati u obliku
R(g)ejljz.“jn :(b,!)_D'I( )qJ e Sl e |_| quJ 0 .

Sto dokazuje lemu 4.5

#  Primjenom leme 4.5. lako se moZe pokazati da je element R( )D End (B )

I<a<b<n dansa

ﬂ%(tba e

b-
, ) Jid2+ Jadasidasz - Jo-tb - |_| Jbdi J1J2 “Jbdadast-Jo2dba-Jn

(28)

Pritom je t,, =t;\ (vidinotaciju3.9).

,a

Specijalno, ako je b =a+1, onda iz (28) proizlazi da je R (t:) = CR( atla ) OEnd (B )

1<a<n-1 oblika

R (ta )ejljz...jmjaﬂ...j“ =i, i ? (29)
gdje je t = ‘[a+1 . (vidi (17)1(19), str. 80).
Obrazlozimo ukratko identitet (28).
Neka je g =t,, . Tada primjenom leme 4.5 dobivamo
Rt Je.. . = e .= e o 30
( b’a) Iz Jn (s tb’a)quJr J‘E,‘a(‘)J‘E}a(Z)WJ‘Q}a(") (et tb-E)quJr Ja b))t b(2) " Jta p(n) ( )

Koriste¢i definiciju 3.7 dobivamo

122



t,,(a)=b, t(i)=i-1,a+l<i<b,

odnosno

ta,b(p):p zasvaki 1<p<a-1 ili b+1<p<n
iz ega proizlazi da je i) o (2 o e i e12) o s 00) o o)
odnosno ejla,b(l)jla,b(2)“‘jla,b(n) - ejljz~~-ijaja+1~~~jb—2jb—1--~jn ’ (3 1)

S druge strane, budu¢i da je skup inverzija ciklicke permutacije t,, dan sa
I(t,.)={(a.b).(a +1b),....(b =2,b),(b -Lb} ,
b-1
moZemo pisati q; = |_| q;,; - (32)
(r,s)0n tb’a) . 1=a l
Uvrstavanjem (31) 1 (32) u (30) dobiva se jednakost (28).

#  IzraCunajmo sada fR(t:z) , gdjeje t:z = X{a,a+]} id (lema 3.10).
Koriste¢i propoziciju 4.4, za svaki I<a<n-1, dobivamo
R (tNaz)ejljz‘..jajwjn =R (tN) [R (t:)ejljzmjajaﬂ..‘jn
=R (X ) R (X ta) €55 i

=(d. . L c. . . . .
qu;,'x;,' (a)'lt;\‘t;\‘(an) qJ‘;,‘ (a)'lt;\‘(aﬂ) Jn;ln;l (1)J[jtfd‘ (2 Jt;\‘t;\‘(a)thd‘t;‘ (a1)™ J[;,‘[;,‘ (n)

=0 e (33)

= Qi Divia Citiodiioni o~ Ciaian Stz in

glieje 0, =a,,,q,,, - S druge stran je
~2 . .
R (ta )ejljzu.j" =R (X{a,a+1} ld)ejljz...j“ = p(X{a,aH} ) (R, (ld)ejljpjn
= Qpuasd Cijpiy -

Time je: Q{a,a+]} ¢, -0 (33)

iudet Stk
Primjedba 4.6

Primjenom propozicije 4.4. i leme 4.5 proizlazi
(1) element R (t/bva ) OEnd (BQ ) se faktorizira po formuli

R (tﬂb;)ejljmn =R ﬁj tNiDejljzu.jn = abj R(a)ﬁejljzu.jn (34)

zasvaki ISa<b<n;
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(2) element R (&: ) OEnd (BQ ) je dan sa

R (an )ejljz...j“ =R ég g Eemz.--jn = g R (é )eiliz---in

- : 35
= e . A _
ggn Ea’b)m @) quJm Jg_l(l)‘lg'l(z)"'-'g-l(n) E ( )

Neka je x,x,...x, bilo koji niz, koji se sastoji od n €lanova x,,X,,...,X,, .

Uvodimo oznaku
X=X X,...X, . (36)

Definicija 4.7

Neka je glIS, bilo koja permutacija iz skupa S, inekaje j=jj,...J, DQ.

Definiramo
8= I e o) (37)
te uvodimo oznaku
k=g.j. (38)
Pritom je svaki element k  niza k =k k,..k  odreden relacijom k = jg,1 ")’ I€<p<n,

stoga jU 6 povlaci k DQ.
Napomena:

Regularna reprezentacija bilo kojeg elementa iz algebre A na generic¢kom
tezinskom potporostoru B, je kvadratna matrica reda n!, kojoj su retei i stupci
indeksirani s elementima baze generiCkog tezinskog potprostora 13, .

Ako je potprostor B, degenerirani, onda reprezentacija bilo kojeg elementa iz algebre
A, na B, je kvadrata matrica reda Card (AQ = # permutacija multiskupa Q, ¢iji retci 1

n

stupci su indeksirani s elementima baze B, (Card (A) je djeljitelj od n!).

Primjedba 4.8
U suglasnosti s definicijom 4.7, neka je j = jj,...J, D(A): S,Q, glS, takva da

je k=g.j (4. k, = jg_l(p) , I<p<n). Tada je (lg,j)—ti element matrice iR(g) jednak
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|_| q;; - U protivnom, ako je k#g.j, onda je (lg, j)-ti element matrice R(é )
(a.0)l(2) - -

jednak nuli i1 piSemo

@WQ»H=Qiﬂ@q“ role k=8 (39)

= Ho inace

#k0Q, g0s,.

Pod (k, j)-tim elementom matrice R (g ) misli se na (ek,ej )-ti element te matrice, tj.
promatra se onaj element matrice R(g ) koji se nalazi na poziciji e, -tog retka i
e;-tog stupca.

Specijalno ako je I(g) =0, ondaje g=id paje é =10d =id, stoga iz (39) proizlazi

koje k=]
(®(a)), =g O (40)

KD inace
paje R (id) =1 jedini¢na matrica.
~1\\2
Uzimajuéi u obzir identitet (33) imamo da je (92 (ta)) DEnd(BQ), I<a<n-1
dijagonalna matrica kojoj je j-ti dijagonalni element jednak o, i piSemo

%) =ou. 1)

Pritomje 0;; =q;; d;.; -

Propozicija 4.9

Neka je R:A - End (BQ) regularna reprezentacija zakrenute grupovne

algebre A na generi¢kom tezinskom potprostoru 13, algebre B, Card Q=n, n=2.

Oznadéimo sa

A :=9z(&;). (42)

Tada je (lg, j)-ti element matrice A, oblika

(‘AQ )k,j = (a,l!)_Dl(g)qjhja ? (43)

gdieje k=g.J.
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Dokaz:

Uzimajuéi u obzir da je element R ((}; ) OEnd (BQ ) dan sa

U

— U
R(“n)%mn = Z Diis i1
g, [a,b)dl(g) & e ¢

(primjedba 4.6) te da je prema definiciji 4.7 svaki element k  niza k =kk,..k,

odreden relacijom k = jg_l , Isps<n, gdieje j=jj,-.J, D(A), glS,, zaklju¢ujemo

(»)
. ~ _— . 0 0
da se matrica A, = R(an) moze zapisati u obliku A e; = ; ﬁ q;; ekﬁ paje
- €5, [ar)d(e) )

(lg, j)-ti element matrice A, jednak izrazu rl q;; 1piSemo (AQ )k = q;,; -
i (a.0)(e) o)

Drugim rje¢ima, neka je j DQ fiksiran. Tada svaka permutacija 1§D(A), definirana sa

k =g. ], je jednozna¢no odredena nekom permutacijom gUIS, .

Napomena:

Specijalno, ako je Card Q =1, onda je A, kvadratna matrica 1. reda, kojoj je

jedini element jednak jedan (trivijalan slucaj), stoga ¢e se u nastavku podrazumijevati

daje CardQ=n=>=2.

Komentar 4.10

Ako je R: A - End (BQ) reprezentacija zakrenute grupovne algebre A na

degeneriranom teZinskom potprostoru B, algebre B, onda je (k, j)—ti element
matrice A, oblika
[

[
AQ = Z q,;, 5 (44)
), AT A ™ E
gdje je g(lg,j)::{gDS”kp: jg_l(p) zasvaki K & n}
Primjer 4.11

Promatrajmo S, ={123,132,312,321,231,213} skup svih permutacija troclanog
skupa {1, 2,3} .
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Neka je tada je

g =123 =id, g =123 =id,
g, =132, g)' =132,
g; =312, gl =231,
g, =321, g, =321,
gs =231, gl =312,
g =213, g =213.

Pripadni skupovi inverzija su:

I(g)=0, 1(g')=0,

I(e.)={(>3} I(e') =1(e:) ={(2:3} -
I(g,)={(12).(L3} . I(g:')=1(gs) ={(1.3).(2.3} .
2)={(2).0.3).3}, 1{e!)=1()={0.2).(3).(23}
I(gs)={(13).(2.3} . I(g')=1(g,) ={(1.2).(1.3} .
[(eo)={(1.2} Ies')=1(e,) ={(1.2} -

Svakoj permutaciji g, [S,, 1<i<6 pridruzen je odgovaraju¢i element gNID.A3

definiran sa gNl = X,y &, stoga imamo
(a b')OI( g )

g =11 =id, g, = Xp £,
g, =X, X5 85, 2, =X, X5 Xos 245
& =X, X8, 27X,
Neka je R:A, - End (BQ) regularna reprezentacija algebre A, na

generiCkom teZinskom potprostoru B, = span(c{e i, [J1dads DQ} pridruzenom skupu

Q={1,L,1} ON, gdieje Q=5,Q={o (1LL)|oOS} .

Tada primjenom leme 4.5 imamo da su elementi R (gi ) UEnd (BQ ) , 1<1<6 dani sa

R(gi )ej|j2j3 = . ﬂ dj,i, ejgl—l(l)jgl—l(z)jgi—l(3) >

b)0I(g;)
odnosno
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% % >8 =
g )

%9

1

g,

g4

gs

C.

C.

Ji2is

(&)
(¢:)
(&) e =
(&)
(&)

C.

Ji2is

€.

Jias

JiaJs -

JlJZjS ?

qJ3J1 quJl

quJz Jisha 2

Jadsii ?

q.lz.h qJ3J1 quJz Jadadt ?

qJ3J1 q]sz B2 ?

R (gé) eJ1J2J3 - qujl ej2j1j3 ’

stoga razlikujemo sljedece kvadratne matrice reda 3!=6

Ciiais Ciisia Cisivi2 i
il 0 0 0
Ciijsia %) 1 0 0
¢y 0 0 1 0

i %) 0 0 1
e. WO 0 0 0
I3k |:|
e ® 0 0 0
J2Ji1)3
Ciis Cidsh  Chsiia
€, 10 q,, 0
€, Hi, 0 0
Chis E 0 0 0
Cai E 0 0 q
Ciaisi B 0 0 0
e, 50 0 0
Ciiinis Cijsin
J|J2Jz B 0 O
Ciisiy B 0 0
Ciii [ 0 0
Caii B 0 4j,; 95,
Ciisi %qml dj,; 0
e, 8 0 0

Ciisir Cinivi

0 0O
(1
0 0D
0 od_,
0 o
1 od
U]
0 1n
Ciidr  Cisi Chaiiis
0 0 00
|
0 0 o0f
q]1]2 O O %
o o4
O]
00 gq;0
U
0 q; 0
Cisiia Cisi
;1,455 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 ;5 495,5,

Chaisi
0
0
R IV IR
0
0
0

Cinitis
0 O
U
qj;quj]jzg
0 g
o 0O
Ul
0 0O
|
0 B

(45)
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Ciiiais

Ciiisin

Cii

i b s it
%mg 0 0 0 i, L L 0 0
€0 0 0 0 0 Do, Do D 0
jQ(éZ): ehngi 0 0 0 0 0 Dy D i
i 8 i D i, 0 0 0 0 0
i E 0 ;9,95 0 0 0 0
¢ @ 0 0 Diijy Diis D 0 0 0
Ciiais Ciiiz Chiiz Chpsi Chisi s
%MD 0 0 0 0 D, Dy 0 B
€0 0 0 0 Dij, D 0 0 0
Rgaz%mmm&m 0 0 0 0 0 E
%WD 0 0 0 0 0 Dicir i
€L B 0 0 4,95 0 0 0 B
€@ 0 9 9, 0 0 0 0 8
Ciniy Sk Chik Chbi Chig Chid
€, U 0 0 0 0 0 qJIJzB
¢, 00 0 qy, 0 0C
2(5)- e Eo a,, 0 0 0f
gl 0 0 0 g, 0 E
Cii BO 0 0 ;i 0 B
Chiis Blisi o0 0 0fg
U suglasnosti sa izrazom (35) imamo
%hngmgjm ZR e,
=1eji F 55 i T Ciig 790595 D0 S T35 D00 Ciii "0 S (46)

pa je matrica A, = 32(

Ciiinis

o 1

a
ik 0 i,
JzJ [ qhhth
Ql q.l}.ilqjsjz

J;;JzJ1 |:| 2t

JzJ3]1 |:| qJ;;J1qJ Ji
Cuin B i

Ciiiais

) dana sa
Ciiisis Chiii
Ay, A5 95,
1 a5,
4, 1
45,95, 4j,j,
A 953 Dgiy i D,
Qi Diiy 4559539y

Ciai

;5,95 95,5,

455,95,
4d;j,
1
4,
;5,95

Ciasi
;5,95
5,955, 9,5,
455,944,
ajj,

1
4y,

Cinis
d;j, E
453,95, E
45,953,955
aj,;, 955, E
aj;, E
I B8
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(usporediti s propozicijom 4.9).

Specijalno, ako je [, =1, [, =2, [, =3, onda je skupu Q :{1,2,§ pridruzen
generiCki teZinski potprostor B,,; =B, :Spanc{6123,6132,6312,6321,6231,6213} . U ovom
slucaju se izraz (46) zapisuje u obliku

R(&: ) € T1e; + A5 €155 + A5G35 €310 51951952 €321 312 €31 o €135 (47)

stoga je matrica A, = A, =R ((373 ) dana sa

Cin €3 €312 €3 €13 Co3

Cins E 1 d23 92393 42391392 912913 di2 S

Capg 9n 1 Qs Q392 92902495 92902 g

_ S 05,9, d3; 1 di2 295 91293952

‘A123 - U 1 .
€ 2931932 92193 o qs, 93293 [

€131 B 93192 431921923 q5395; a3 1 ds B

i dn 951923 41392392 913923 di3 1 g

Uoc¢imo da je matrica A,,; jednaka Varchenkovoj matrici $ diskriminantnog

orijentiranog aranzmana C, (primjer 1.12).

Komentar 4.12

Prokomentirajmo ukratko propoziciju 4.9 s obzirom na matricu A, iz primjera
4.11. Neka je j=j,j,J; 0Q S,Qx {U(lllzl3)|oD S3} fiksna permutacija u skupu Q,
gdieje Q={1,L.,1} ON.

Tada je relacijom k =g.j= jg_1 jednoznacno odredena svaka permutacija

@)
lgDQ s obzirom na neki gUS,, stoga je (ek,ej)-ti element matrice A, jednak

|_| q,,;, - Konkretno neka je j = j,j,j;, tada dobivamo sljedece
(a,b)N(g) -

ako je onda je paje (ek,ej )-ti element dan sa
g=123 (g =123), K=jilJs I,

g=132 (g7 =132), k=i, a,,

g=312 (g =231), K =J,35 Qi D >

g=321 (g"'=321), k=50 45,955, 931, -
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g=231 (g =312), k=i, dy;95;, -
g=213 (g =213), K =501 dj,, -
Navedeni elementi su ujedno elementi prvog stupca matrice A, jer je j = j,J,J; -
IspiSimo sada elemente ¢;-tog stupca matrice A, za j = jj]; D@.

Analogno gore navedenom dobivamo

ako je onda je paje (ek,e i )-ti element jednak
g=123 (g =123), K =501, I,

g=132 (g'=132), k=i, q,,

g=312 (g =231), K=jilJs 9, i »

g=321 (g'=321), K=, D Dy D >
g=231 (g =312), K =J,350 TR IR

g=213 (g'=213), K =]l 4, -

Na opisani nacin dobivaju se elementi bilo kojeg stupca matrice A,, a samim

time 1 bilo koji element matrice A, .

Napomena:
Pretpostavimo da je [, =1, .
Tada je multiskupu Q :{11,11,13} pridruZeni tezinski potprostor 1B, degeneriran.

U ovom slu¢aju imamo da je matrica A, =R (&: ) UEnd (BQ ) , Q=1[LL danasa

Ciis Ciisi Citi
e B I+q;; qjj, (1 tq;; ) a; (1 +q;; )S 4

AQ:e--'Ql-‘(l“LCL) l+q..0.. q..(1+q4.)D, (48)

Nz |:| I3 Jih i s I3 )| |:|

o ]

Chi %ﬁ:j] (1 +q;; ) qj,; (1 +q;; ) I+q;; g

Primijetimo da se specijalizacijom indeksa j, = j, u izrazu (46) dobiva
R (03) Ciigiy (1 +q;;, ) iy J“(Oljgjl +q;,;9;, )ej1j3j1 +(qu1 +qjljlqij1 )ejzjljl

= (1 +qy; ) Ciigs T (1 +q; )em‘sjl a5, (1 +q;;, )em‘ljl (49)
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te da se analogno dobiva
Ag €55 =y, ( +4; ) €iiis +(1 +qj1110j1j3) € i (1 +q, )em‘lw
Aq e, qm;( qjljl)ejljljg *4, (1 *q;;, )eml +(l +qjljl)ejgjljl'
Pritomje 0;; =q;;q;; -
Specijalno, ako je [, =1, [, =3, . j, =1 j; =3, onda je matrica A,; :=A,, (Q=113)

dana sa (48) oblika

€3 €3 Cin
e 1+a,  au(l+ay) qy(i+a, )
Az = e s (1 +q11) 1+q,,0,; q; (1 +q11)D-
e (1+q11) ds; (1+q11) 1+q,, E

KaZemo da je matrica A, , tzv. degenerirana Varchenkova matrica, jer je reducirana

matrica Varchenkove matrice A,,, .

Prirodno se namece sljedec¢i problem:

kako glasi formula za izraCunavanje determinante matrice A, [JEnd (BQ)

neovisno o tome da li je potprostor B, genericki ili degenerirani.

S tom motivacijom ¢e se najprije izvesti formula po kojoj ¢e se faktorizirati matrica

A, UEnd (BQ ), gdje je B, genericki tezinski potprostor algebre B .

4.1. Faktorizacija matrice A, injene determinante

U nastavku ¢e se izvesti formula za faktorizaciju matrice A, po uzoru na

razmatranja provedena u tre¢em poglavlju. Pritom Ce se pretpostavljati da je B,

genericki tezinski potprostor algebre B ida je A, = iR( )DEnd (B )

Uvodimo oznake
T,, :=iR(tfb’:) zasvaki 1Sa<b<n, (50)

=iR(t:) zasvaki 1<a<n-1. (51)

U suglasnosti s gore navedenim imamo sljedece
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(1) (k, j)-ti element ciklicke matrice T, ,, 1<a<b<n je dan sa

b-1
. akoje k=t_ .j
(n,), = 1o sole k=t )
~ Ho inace

Pritom je t, . )=ty Jids-Jadasiarar-Joadoe-dn = hidae-Joadast--Jo2doq---Jn -
(2) (lg, j)-ti element elementarne ciklicke matrice T,, ISa<n-—1 je dansa

.. akoje k=t,.]
= %]‘Jaﬂja = (53)

(T.),,

g 0 inacCe
gdjieje t,. )=t Jio-daduniodn = Jidae-Jasidasedn -

Koriste¢i gore uvedene oznake imamo da se izraz (34), primjedba 4.6, moze

pisati u obliku

b-1
T. =17 (54)
Sto povlaci da je
b-1
detT,, = |_| detT, (55)

zasvaki 1<a<b<n.

Analogno se primjenom oznake (51) na izraz (33) dobiva

T?e

a e =0,

gt itz 2

(56)

ili krace T e;=0,; ¢, l<as<n-l

Pritom je T. :(Ta )2 dijagonalna matrica kojoj je j-ti dijagonalni element jednak
aka

0, ;. - Uzimajuci u obzir identitet (33) imamo da je T = Q{a,a+1} .

Pogledajmo sada reprezentaciju elemenata f _,,, (definicija 3.18).

Imamo da je element R (B:;) UEnd (BQ ) dan sa

R (B;::l)ejljz,,.jn =R ﬁ+§s$n t ¥ idﬁejljz---jn

:H;:R({; )+R (id). (57)
Neka je B wrr =R (Brva)- (58)
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Tada s obzirom na gore uvedene oznake mozemo pisati

BQ,n—k+1 = z Ts,k +[ (59)
k+I<s<n

ili u raspisanom obliku

BQ,n—k+1 :Tn,k +Tn—l,k Fees +Tk+2,k +Tk+1,k +1. (60)

Ponekad ¢emo izraz (60) pisati u obliku

BQ,n—k+1 :Tka+1 "'Tn—zTn—l +Tka+4 "'Tn 2 T +Tka+1 +Tk + . (61)

pri ¢emu se primijenjuje identitet (54).

Specijalno, 1z t/kvk =id proizlazi da je ciklicka matrica T, =iR(tk,k) =/, I<sk<n

jednaka jedini¢noj matrici /, stoga se izraz (59) moze pisati u obliku

BQ,n—k+l = z Ts,k . (62)
Pritom je

P

BQ»“‘kH ejljl"'jn - Z (Tsak ej1j2~~-jn)

k<s<n
- s—1 D
- Z a_l Qi it deicdor o fsadoc o o H (63)
k<s<n L_li=k
zasvaki 1<k <n.
Napomena:

U nastavku ¢e se uzimati 1<k <n -1, jer za k =n imamo da je

By, =R (/.71) =R (id) =/ jedini¢na matrica.

AKo je K =ty j = jijydfidierdsadesia - onda je (k, j)-ti element matrice By, .,

s—1

jednak izrazu |_| q;; » a u protivnom je jednak nuli, j.
1=k

s—1
q;; akoje k=t ,.j,k<s<n
(BQ,n—k+1 )k,j = éjkl b K (64)

0 inaée
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Specijalno, ako je s =k, onda je

k:tk,k'j

1
—
[oN

l—
1
le—
s
el
flow
&
11
el
o
&

|

—_
M

Sto povlaci da je (BQ,n—k+1) =1.

k]

Neka je k =1. Tada imamo da je izraz (62) dan sa

BQ,n = 12 Ts,l
ili u raspisanom obliku
BQ,n :Tn,l +Tn—1,1 *-e +T3,1 +T2,1 +T1,1a (65)

gdjeje T, =1.
Primjenom identiteta (54) proizlazi da se (65) moze pisati u obliku
BQ,n =TT T,,T, +TT, T, +--+TT, +T, +I. (66)

Dakle, u ovom slu¢aju (za k =1) imamo da je

Bow€jy,j = Z (Ts,l ejljzu.jn)

1<s<n

- s—1 |:|
= Z ﬁ_l Qgj ejsjljzmjﬁjﬂ-ujnH (67)
1<s<n L_li=1

- p-1 D
By € = Z aj d;; ek% (68)

I<p<n

1li ekvivalentno

Pritom je k=t =t i daedyadpdpst-eodn = dpdida-dptipu-dns 1SPST.

Jasno, izraz (68) u raspisanom obliku je dan sa

n-1 n-2
.= . .+ . B SRR To .+ .
BQ»n e; |_l q.]n.]r e"n,l -J |_l qJn—]Jr etn—l,l -J q.lz.h etZ,l -J letl,l -J
= r=

qJnJ1 q.]n.]Z qJan—z qJan—l eJnJIJZ'"Jn—ZJn—I qJn—|J| un—|Jz qJ||-|.]n—3q.]n 4Jn 2 eJn +J1J2--Jn 3Jn 20
(69)

quJ1 eJ2J1-~Jn—1Jn le.]I.]Z“'.]n—l.]n ?

gdje je J 0 PR Y
Usporedivanjem matrice B,, sa matricom B, (pridruZzene operatoru

0 |B :B, - B, u monomijalnoj bazi tezinskog potprostora B,) vidimo da vrijedi
Q

sljedeca jednakost
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(70)
Sto povlaci da je

detB,, , =detB,. (71)

Napomena:

Iz jednakosti (71) proizlazi da je za izraCunavanje determinante matrice B,
(koja je u direktnoj vezi s izracunavanjem netrivijalnih konstanti u potprostoru B,
algebre B) potrebno naci formulu po kojoj ¢e se faktorizirati matrica B, , , a samim

time 1 njena determinanta.

S tom motivacijom ¢e se najprije izvesti faktorizacija matrice B, _,,,, Isk<n-1.

—_—

Uzimajuéi u obzir propoziciju 3.22 imamo da se element S _,,, 0A , ISk<n-I

—_—

o e . ~ -1 o v .
faktorizira po formuli B, _,,, =9, ., V.., ,pricemuje

Yokn = |_| (id _ts,k)’
k+1<s<n

—_—

C o,
Oyt = |_| (ld_tk ts,k+1)-

k+l<s<n

Time ¢e se matrica B, _,,, faktorizirati pomoc¢u matrica

CQ,n—k+1 = R(yn—kﬂ) i Dy poien = R(an—kﬂ)

po formuli
BQ,n—k+1 = DQ,n—k+1 |]:&l,n—k'i-l b (72)

gdje je
CQ,n—k+l (]_Tn,k)[G] _Tn—l,k) ([ _Tk+2,k) [GI _Tk+1,k)7

DQ,n—k+1 ([_Tk2 Ern,kﬂ)[gl _Tk2 Ern—1,1<+1) ([ _Tk2 Ijrk+2,k+l) [@1 _Tk2 T, H,kﬂ)’

ili krace
CQ,n—k+1 = |;| (I_Ts,k)’ (73)
k+l<s<n
Dy oy = ﬁ (1-12m,.). (74)

T, = Tkzﬂﬁk je dijagonalna matrica definirana sa (56).
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Uvrstavanjem (73) 1 (74) u izraz (72) dobivamo

an+1_ |;| (I T2 sk+1)D|_| (I_Ts,k)_1 (75)
+1<s

<n k+l<s<n

ili u raspisanom obliku
B, = (1 =T M)A -T2 0, ) - (1T D) {7 -T2 )
T =Tos) HI=To) o (1-T) {1 -T) (76)
Isks<n-1.Pritomje T, =id, tj. I-T [T, =1 -T;.

Iz reCenog proizlazi da za izraCunavanje determinante matrice B, ., Isk<n-1 je
dovoljno izraCunati determinante matrica D, ., 1 C, ., tj. determinante matrica

I-T, i I-T;T,

s,k+1 2

k+1<s<n (vidi lemu 4.1.1).
Imamo

det(7-T[T,,.,)

_detDg o _hoka _ (77)

detB
Q,n—k+ —
d tCQ,n—k+1

Specijalno, ako je k=1, onda je

B,., :(J—T2 )[@1 ~T’ 0 _12) .. (1 ~T? EITM) [(11 ~T? EITM)
|:GI_Tz,l)_l [ql_Tz.,l)_l"' (1 -T.- 11)_l [@] _Tn,l)_la (78)

odnosno

[ det(7-171T,,)
detB, , ===t

2

det(7-T,)

2<ssn

gdieje T? =T,,, T,,=1.

Primjenom propozicije 3.19 i svojstva da je R homorfizam dobivamo da se

matrica A, (propozicija 4.9) faktorizira matricama B,  _,.,,, 1<k <n-1 po formuli

AQ Q n—k+l =BQ,2 I:BQ,3 "'BQ,n—l [BQ,n > (79)

II\
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odnosno

P

— -1
‘AQ - l:l (DQ,n—k+l E(:Q,n—kﬂ)’
1<k<n-1

ili
= [ = - -1
AQ - lsl|<_5r|1—1 HHSSSn (1 _Tk2 E[‘S’kﬂ) |:k|+|1:s|sn (I _TS)k) H (80)
paje
det A, = i__i detB, ;.
=1
— o det DQ,n—k+1
) l:! detCq
. det(7-TZ[T,,,,)
- l—l k+l<s<n
= det(/-T
k+|1:s|Sn . ( “ )
Lema 4.1.1

Neka je R:A - End (BQ) regularna reprezentacija zakrenute grupovne

algebre A, na potprostor B, algebre B, gdje je Q ={1,L,....L} ON={ipiy,eni} -
Tada vrijedi
(a) det (1 ‘Tba) - l_l (1-0, )(b—a)!(n_m_l)! o
| 5 ¢ H
HJ—aﬂH

zasvaki I€a<b<n,

(b) det (1 -T2, Hb,a) = r(l (1 0, )(b—a)! (b-a-+2) (n-b+a 2)! 82)
|

0
TDHJ—@HZE

zasvaki I<a<b<n,gdieje T, =T’

a,a-1"*

O
={T 0Q|Card(T : :|‘! =9
E { Q|Card(T) m} o, il TalJ I aj

Pritom je ]
[m

Dokaz:

Lema 4.1.1 analogna je lemi 1.9.1 [MS1, Lemma 1.9.1]. Napomenimo da se

ovdje umjesto ciklicke permutacije t,, IS promatra njen inverz t, , = t:b as, .
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(a) Neka je H:= <tb’a> 08, ciklicka podgrupa od S, generirana ciklusom t,

(duljine b—a +1). Tada je svaka H-orbita na generiCkom potprostoru B, dana sa
B, - -
B, —Span(c{etﬁa.jlosk <b a} ,

koja korespondira cikli¢koj t, , -klasi ekvivalencije Bab = iy (Judust---dord )-Jn Diza

n

3= 3y DQ. Imamo da je

Tb,a(etﬁa.j)=ck € ;o 0<k<b-a,

gdje je
€0 = Qi Dijors i~ Digis 2
= Dy D, Lo ™" D 2
6 = qu—2jb—lqu—2jb qu—zja o qu—zjb—s >
Coma-1 = Dipjue Disnion Vi sias ~" L -
C-a = Dije Yivivr Yisis =" D, -
Napomena:

Uzimajuéi u obzir da je (k, j)-ti (. (ek,e j)-ti) element ciklicke matrice T, ,,
I<a<b<n danizrazom (52), koji je ekvivalentan izrazu
Toa € =55, Diie D~ Qi S =0 G
gdieje  j=to . j = dihedudedisdoadoedns K=, 0 T iidpedodadinrdoadomeedn-

Nadalje, imamo da je

2
(Tb,a) ¢ =T, (CO ek) = Ty, (et{m .j) =C0 Ty €5 uiun sl s

0qu—thqu—IJanb—lluﬂ qu—|Jh—z 2 Jo4JbdaJo 3Jb 2 Jn

=¢, ¢ etg’a '

3
(Tb,a) e =T, (‘70 G 8, .j) =ca Ty, (et;‘,.j) =C0 0 Ty a i oo

=c.c.d. . d. .d. . d. . €. . . . . . .
0 qub—zlbﬂqu—szqu—zJa qu—sza 2+ Jo 236406+ Jo 4Jb 3+ Jn

=G 668,
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b-a
( b,a eJ €61 6 Co-a2 an+|Ja+2an+1Ja+3anﬂJa+4 q]a-l-l.]a eJ]JZ"'Ja-*lJaﬂJa-G"'Jb]a"-Jn

=G G 6 Gy Gy ©

b-a . 9
tpa -]

b—-a+l
(Tb,a) Ci=CGC " Coar Comaat Dijou Diviver Visies ™" Disio oo s oo in
- CO Cl c2 T Cb—a—2 cb—a—l Cb~a ©

b-a+l
tb.a 'J

=G €€y Chguy Coa1 G €

Iz recenog proizlazi da se k-ta, Isk<b-a+1 potencija ciklicke matrice T,, moze

pisati u obliku

k
(Tb’a) € TCC ¢yt Gy €y (83)

tha-l

gdjeje jUQ.
Budu¢idaje T, B([;]a ciklicki operator (koji je poistovjecen s ciklickom matricom),
dobivamo

det ((I_Tb,a)|B([2j]:)=1 TC 6 Gyt Gy =1 9j

i#JOE {J, 2 Jart osof

=1- !_| ot
{i.3 OF {isJast oo}

=l-0,. (84)
Pritom je 0;; =q;q;, 1<i<j<n.
S obzirom na skup T ={ja,ja+1,...,jb} , Card T=b—a +1 imamo
(b-a)! (n—(b-a+1))! =(b —a)! (n -b +a )!
H-orbita za koje determinanta (84) prima vrijednost 1 -0, stoga se dobiva da je
det (1 —Tb’a) = rl (1-o, )(b_a)! (n-brat) , ¢ime je dokazana formula (81).
dQ oo

TDH}—a +1E
(b) analogno se dokazuje kao i (a) s time da u ovom slu¢aju imamo

2 = -—
Ta—l |:[‘b,a (etﬁa.j)_dk et/l;»fal'j, OSka a,
gdje je
dy=0, ;¢ =0 5 G Do L~ Do

g.. ¢=0. . d. .4q. .4d. . --qd. .
1 Ja-tdo1 1 N qJHquJHJanHJH qJHJH’
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d, =0 c, =

Ja-tlo2 2 Ja-1Jo=2 qu—zJHqu—zjqub—zJa quans’

db—a—l =0

ja*ljaﬂ Cb_a 47 O-ja*ljaﬂ qjaﬂja+2 an ﬂja qua *Ija # o q-'a {ja ?
Boa =05, -0 = iy Dision Liin Do " Disi -

Napomena:

Analogno gore navedenom lako se pokazuje da se k-ta potencija ciklicke

matrice T, [T,,, ISk<b-a+1 moZe pisati u obliku

a2

k
(Ta2—1 Erb,a) €= dyd,d,--- dy_, .. (85)
gdjeje jUQ.
Dobivamo
det ((J—Tj_l T, , ) B ) =l-dyd,-d, =1= ] a,

i¢jDT: {ja—l ’ja 7ja+l :-"»jb}

=1- 0
{i»} S {ja—l JJasdast ---'sjb}

=l-0o;.
S obzirom na skup T ={j,_,, j.»Just>- Jip » Card T =b —a +2 imamo
(b-a)! (b-a+2)(n—(b-a +2))! =(b -a)! (b -2 2)(n b 4 2)!
H-orbita za koje det ((1 -T2, T, ) Bg]?) prima vrijednost 10, .

Time je dokazana formula (82).

Teorem 4.1.2

Neka je R:A - End (BQ) regularna reprezentacija zakrenute grupovne
algebre A na generickom tezinskom potprostoru B, algebre B. Tada se

(i) determinanta matrice A, raCuna po formuli

detﬂo = |_| mm(l -0, )(m—2)!(n—m+1)! ’ (86)

=2
m 0o 0
OmQJ

(if) determinanta matrice B, ,_,,,, 1<k <n~1 racuna po formuli

ek (m-2)! (n-m)!
detBg ., = [] |‘! (1-0,) . (87)
m=2 0Qod

OO O
omQ
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L RO
Pritomje 0o, = g, = |_| q; » EmE:{T 0Q|Card(T) m} :

{iz} 0T 0T
Teorem 4.1.2 je analogan teoremu 1.9.2 u [MS1].

Dokaz:

Teorem se dokazuje primjenom leme 4.1.1. Imamo sljedece

n n

det CQ,n—k+1 = det ([ _Ts,k) = |::|1 H D(l _O-T )(S_k)!(n—s+k—l)!

=k +
s=k+1 08 5
-k+lg

— (1 o, )(m—l)! (n-m)! ’ (88)

n n

detDQ,n—k+l = |_| det ([—Tk2 IZTS’kH) = |_| J—l (1 -0, )(S—k—l)!(s—k+l)(n—s+k—1)1
O

=k + =k +
s=k+1 s=k ITEID .
B3-k+lg

- (1 o, )(m—2)!m(n—m)! ’ (89)

paje
n-k+l

det BQ,n—k+1 = I_l |_(l (1 _O-T )(m—Z)! (n-m)! . (90)
m= 0

T0O

ooo

|
Om

Ako je k=1, onda iz formule (90) proizlazi

det BQ, L= |il |;l D(l -0, )(m—Z)! (n-m)! . (91)
e
0

Uvrstavanjem (90) u (79) dobivamo

detAQ =

|
o
aQ
—
w
o
=]
|
L
+
|
.ﬂ. I
o
i
[m]
~—~~
(S
|
Q
~=
E]
>
=
B

1
—~
—
|
—
N—r
—
=4
N
~=
—~
=
2
=
—
=
|
3
+
=
1
—~
—
|
—
N—r
—
=4
S
=
—
i
=3
+
~=

Time je dokaz teorema 4.1.2 zavrSen.
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U sljede¢em primjeru obrazloziti ¢e se navedene formule te ¢e se izraCunati

determinanta matrice A, iz primjera 4.11.

Primjer 4.1.3

U primjeru 4.11 pokazali smo da je matrica A, = 32(&;) = ; R (g) dana sa

gL53
Ciibis Ciijsia Chiiis Ciini Choii Chiis
Ciihis g 1 4y, 5,95 955959, 9590 4, E
Cigin O s, 1 i, 4,9,  95u9%.%: 9595 B
A, = i E 95, 95, qj,j, 1 4, 959, 495950
Cisii %jzjlqjsj]qjgjz 4j,;, 945 dj;, 1 4j,j, 4y, 95, B
Chisi B Qi 95 9559505955 D Dii aj,;, 1 dj;, B
i B i Qi Qi L9595 955955 4y, 1 |

Pritom je R:.A, - End (BQ) regularna reprezentacija zakrenute grupovne algebre
A, na generickom tezinskom potprostoru B, pridruzenog skupu Q ={ll,lz,l3} ON
teje n=Card Q =3.

Matricu A, moZemo faktorizirati matricama B, , :j{(ﬁz) i By, :R(B;)

primjenom formule A, =B, , [B pri ¢emu iz identiteta (59) proizlazi da je

Q.3°
By ; =T, +T,, +1 akoje k=1,
By, =T, +1 akoje k=2.
Koristeci identitet (63) dobivamo
Bos €y =955 Q S ¥ Disi Ciiiy T 1 i
. =q..e.. +le. .
BQ»Z e]l]zlz quJz eJleJz 1 eJ1J2J3
ili

Citisis Cisin Ciside Cisini Chaisi Chaiids

e, .01 q, 0 0 0 0C
1J2)3 2J)3 |:|
€y Wiy, 1 0 0 0 0g
[l U]
B = ¢iwpn? O 1 q; 0 07 (92)
Q2=
Cihi SO 0 q 0 0 DD
€, B0 0 0 0 I q;; 0
U [
ejzj1j3 E O O 0 O quJ 1
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Ciiinis Ciiisi» Csiia Caii Civisi
€ O 1 0 0 0 ;5,955
J 0 1 0
Ciigsi O A, 955,95
IATANL FRD TR A TN 1 0 0
By = N

e. .. 0 0 0 1 q..

RERGA] |:| J3b2
Ciaisi B 0 0 4, 95,5, 5 1

Ciiis B 95 935 i 0 0 0

Uzimajuéi u obzir prethodno provedena razmatranja imamo da je
—_ -1
B, , =D, [C

Q2>

B, =D, , [

Q.3
t]. Dy, =I—T32’2,
Cor=1-T,,,

Dy 5

(1-T1,)(1-13),

Cos=(7-T,)(1-T,).

paje
-1
By, =(/-T,)(7-T,,) .
By, =(/-T2T,)(1-12) (1 -1,,) (1 -T,,)
Bududi da je
To2€550 = i D Ciie = T S »
T =, G »
odnosno

2 —_
L2805 = 95 %5 D, s = Tiie i, i »

2 —
Tzal ejlijS - qj2j1 qjljz ejljzjs Ujljz ejljzjs ’
T €5, = Qi Gy »

L€, = i D, i »

Ciitis

q;;, U
U

0 O
U

0 g
qj_;jlqj_;jzg
0 O
|

I B

(93)

(94)

dobivamo sljedece matrice (kojima ¢emo determinante izraCunavati primjenom leme

4.1.1)
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Ciiinis Ciisis Cisiiia Caii Ciisi Ciitis

€0 O-o i 0 0 0 0 0 0O
1J2J3 D 2J3 D
¢, 0 O 1-0,; 0 0 0 U
U _ O
o2 = Shii O 0 0 1-0y 0 0 0 5
M e, B 0 0 0 I-0g, 0 0 B
e, 0 0 0 0 0 1-0;; 0 O
] | U]
e, 3 0 0 0 0 0 ~0;.,8
2 _ 2 2
det (1 T3 2) - ( _O-jljz ) (1 _O-JJ ) ( _0J2J3 )
Cinis  Cikix Siii Chii Chig Sis
Ciiiais B 1 4, 0 0 0 0 B
Ciijsin O Disi, 1 0 0 0 0 g
] U]
I-T = Chik: O 0 Lo=q;, 0 0 5
3,2 -
ej}jzjl E 0 O _qJ2J1 0 0 S
Coisi E 0 0 0 0 1 _qm%
ej2j1j3 E 0 0 0 0 _qjljB 1 E
det (I T, 2) = (1 % )(1 m4n )(1 =0, Jz)
Ciliais Ciisiy Csiia Cishi Ciisi Ciis
<:j1j2j3 O 1 B ()}1j2 (ljzja 0 0 0 0
(:thjz T C)}1J3(]J3j2 1 0 0 0 0
]
T S I 0 1 =051, 0 0
hil.=."g 0 - | 0 0
ki [ 05,9,
i B 0 0 0 0 1 ~0:,1.95
ed 0 0 0 0 ~ 05,9, 1

det(1-T2T,,) =(1 -0, )3

Jiads
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Ciiinis Ciiisi Csiia Cisi Ciisi

ejlij} URk

€, 0 O 1-
U

e. ..
I_Tzz’l — J30i)2 B
Ciini 0
U
U

Ciiiy

Cinisi

S O o O

Ciiais  Ciisix Shide Shii Shii S

€, O 1 0 0 0 0 -—qy
D 1J2
€, 0 0 1 ~ 4, 0 0 0
[T = w0 BT 0 0 0
2,1 -
Ciahi S 0 0 0 1 4y, 0
eJ2J3j1 EI 0 0 0 _qj2j3 0
Chiiy & 5 0 0 0 1

d-o.. 0 0 0 0
O

H

OoOOoOoOoOooood

Cinitis

det (1 _TZ,I) = (1 —0, )(1 0 )(1 0, )

Ciiiais Ciiis Ciitia Cishi
Ciiinis S 1 0 0 0
ejljzjz S 0 1 0 _qjlqujlj3

Jo1 = bk O Thi9i 0 ! 0
Y e 3 0 0 0 1
U

ej2j3jl B 0 0 _qlzllquj3 0
¢ig O ~ 45,5, 95, 0 0

Jika

OOOOoOooogood

OOOOOOoOoOodO

Jednostavnim izrac¢unavanjem, lako se moze pokazati da vrijedi identitet (94).

Izracunajmo sada determinante matrica B, ,, B, ; 1 A,.

Iz gore navedenog proizlazi da je
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_detD,

detB, , =
Q,2
detC, ,

_det(1-17)
~ det(7-T,)

= (1 ~0;), )(l O, )(1 —0;,, ) ;

_detD,, ;

detB, , =
Q.3
detC,, ;

_det(7-T7 T,) et (7 -T7)
~ det(7-T,)det(7-T,T,)

= (1 0, )(l ~0j, )(l 0 )(l O, ) ’

tj.
det A, = (1 —0y, )2 (1 ~Oi, )2 (1 ~Ohi )2 (1 O )
Pritom je 0y =0,0,0,, 0; =q;q; -

Napomena:

Vrijednost determinante matrice A, mogli smo direktno izracunati primjenom

formule (86) iz teorema 4.1.2.

Pretpostavimo da je [, =[ . Tada je multiskupu Q :{ll,ll,l;} pridruzen degenerirani
teZinski potprostor B, .
U ovom slucaju imamo da je matrica A, =R (&: ) UEnd (BQ ) , Q=[LL danasa
€ Cigi Cii
e B I+q;; 9, (1 +qj1j1) aj;, (1 *4;; )B
Ay, = A = €5 %ngl (1 +qj1j1) 14q;;05;,  dy (1 +qj1j1)

i 13, (1+a;,) a,,(1*a;)  1+qy,

OO0

Analogno kao 1 u generickom slu¢aju imamo da se matrica A, moZe
faktorizirati odgovarajuéim matricama B, , :R(Bz) i By, :92(/33)
primjenom formule Ay, =By, B

Lk, 3

147



gdje je Bl|l|l3,3 =T, +T,, +1, lezlg,z =T, +I. (95)
Uzimaju¢i u obzir da je j= j j,J, D(A): S,Q, mozemo pisati

T = 95950, S, -

(96)

To1 €5 = i G »
T3:2 ej1j2j3 - qjsjz ej1j3j2 :
Identifikacijom indeksa j, s indeksom j, u identitetima (96) te uvrStavanjem u izraze

(95),pricemuje I =1e dobivamo da je

Juids ?
2 2
... =q..e... +qg..e... + .o =[] +q.. ... +qg.. e...
Blllll3a3 eJ1J1J3 qJ3J1 erJm quJl eJ1J1Jz 1 eJ1J1J3 (1 quJl ) eJ1J1J3 qJ3J1 eJ3J1J1 >
... =qg..e... + .. = ... +q..e...
Blllll3,2 eJlJle qJ3J1 eJlJ}Jl 1 eJ|J1J3 1 eJlJle qJ3J1 eJleJl
t.
ik i Sk
¢ B 1 ay 0 O
O O]
Bi2 = € By 1 0 B
L. +q..
erJlJl |:| O O 1 quJl |:|

Ciiis Ciksi Ci
+q.. ..qJ..
ej|j|j3 % qJ1J1 ququJ1J3 O S
=e... .. +q..
BZIZIZS33 eJlJS.]l D O 1 qJ1J3 (1 q.h.h )|:|
0, .o
i B i dj,, B

Nadalje, imamo da je
lezlz3,2 (I _Tsz,z)(l _Ts,z )_1 > 97)

lezll3,3 (I_T22,1T3,2)(1 _Tzz,l)(l _TZ,I)_I (I _T3,1)_1’

gdje je
2 —_ —_
32 s = Disiy Dinis Ciiads = i s 2 \
T3»2 ejljzjs - qjsjz ejljsjz >
2 _ —_
LT = 9096 90 Ciig: = P i, i » (98)
| : >

21 ej1j2j3 - qujl qjljz ej1j2j3 Ujljz ej1j2j3 ?

To1 €0, = s, € -

T € = 93 D, S - )
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Identifikacijom indeksa j, s indeksom j, u identitetima (98) dobivamo sljedece

matrice
Ciis Cijsi Csiii
. O-0.. 0 o d 2
) I |:| RINE] |:| det ([ — T32’2) = (1 —qijl )(1 _O-j1jz )
I=T,=e,;;,0 0 1=05 0 O ‘
O] , O
i 0 0 0 ~45;0
Cigis  Siii S
e... 1 -q.. o O
URRE] |:| hs |:| det ([ — T3’2) = (1 _qjljl )(1 _0j1j3 )
I=T,, = e, O00q,; 1 0 B
e g Y 0 1-qyQg
Ciiis Ciijsi Csiii
2
Ciijs B 1 45,45 0 B
1_T22,1T3,2 = ej1j3j1 g_o.jlbqiﬂl 1 0 B
¢id 0 0 1-q;,0,,5
det ([ _T22,1T3,2) = (1 ~4;;95, )(1 -q;; szljs)
Jils s I3
e.. O-qg* 0 0 O
Jis |:| quJl |:| det 1_T2 - 1_ 2 1 -0 2
2 2,1 qm Jis
I _T21 = I O 0 l_o-jljB 0 O ‘
[l [l
e g 0 0 1-0;7
Ciigs  Cigsi Sk
e.. O-q.. 0 0 O
iz 0 i ] det ([ - TZ,I) = (] —qjlj1 )(1 _aj1j3 )
I_Tzal = ej1j3j1 0 0 1 _qj1j3[|
0, |0
i B dj; g
ej1j1j3 ejlj3jl ej3jljl
e... 1 -qg..q.. 0o O
AR D q]l]l qJ1J3 D det (I _ T3,1 ) - (1 _qijl O—j21j3 )
I-T,,=¢,;; O 0 1 ~4;;9;;,0
O O
Cisiii ﬁqin 0 I g
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pa je

det(7-T;
9Bz =g (1-T
2

= (1 *4;;, )(l ~Tii, )

_det(7-T T,) et (1 -T7)

vv

B = G (-1 @et (1 -T,T,) =(1+a;,)(1-0,,.)(1-a,03,.):
odnosno
det All% = (1 +q;; )2 (1 m4n )2 (1 =q;; 01, )
Primjedba 4.1.4

Ako je Q Z{ZI,Zz,...,ln} ON podskup od N :{il,iz,...,iN} , onda se determi-
nante matrica A, 1 By, ., 1sk<n-1 faktoriziraju formulama (86) i (87) iz
teorema 4.1.2. U protivnom, tj. ako je Q ={l1 <L <.. Slr} , [, ON multiskup, onda
nema jedinstvene formule (ovisi o izboru multiskupa Q) za faktorizaciju det A, i

detB I<sk<n-I.

Q,n-k+1°

Napomenimo sljedec¢e. Uzimajuci u obzir da je

det AQ =
1<

detB, , ., =detB, , [detB, , --- detB, etB, , = D detB, , ,
n-1 =

Q,n-1

<

k
gdje je detB, , = |_| rl (1 —UT)(m_Z)'("_m)', 2<k<n

u nastavku Ce se radi jednostavnosti zapisa umjesto detB,, ., 1<k <n -1 pisati (4.

izracunavati) det B 2<k<n.

Q. k>

Specijalno, ako je (=1 =1I, =... =1 , onda imamo multiskup Q ={l“} ,ION .

U ovom slucaju je A, (: B

o> 25k< n) Ix1 matrica, kojoj je jedini element jednak

n-1

[n]qzz’ gdje‘]e [n]q = qu =1 +q +q2 +... +qn_l, n 21, stogaje

det A, =[n], . (99)
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Nekaje L, =1, =...=1 =1

n 1°

L£L,.

Tada imamo multiskup Q :{ll“_l,lz} pa je A, nXn matrica, gdje je n=Card Q.

Dobivamo
n-2 )
detB, , =detB,, =[n-1] ! ] (1-4},0,,) (100)
141 j:
odnosno
k-2 A
detB,, =detB,.,  =[n-1] ! u(l -a},0,,,) (101)
141 j=
2<k<npaje

det A, =detA,, = “ detB
1 2 =3

P,k

k-2

) D an _l]qzlz1 : !:Ol (1 _qglllalllz)é
n-j-1

-1 n-2
:@n—l]q” ﬂ T] (1-qj,0,.) - (102)
11 j:
k-1
Pritom je [k]q = qu =1+q+q’ +.. +q*”".
Slijedi prikaz formula za izraCunavanje determinante matrice B, (= BQ) S
obzirom na Q :{l,“_z,Lf} iQ Z{ZI“_Z,Zz,Q} .

() Nekaje [, =L =..=1 =, L=L, [#1,.

Tada imamo multiskup Q ={11”_2,lf} , pri cemu je

detBQ —detB 2

=]

m[(]m—l)

20 N O
”[J]qll ' l:@l qzllzj lez)J - ﬁ-'-(_l) qllllz q121201112 : (103)

m
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(@) Nekajel, =l =..=1 =1, L#l, [[#1,.

n

Tada imamo multiskup Q :{11“‘2, L, 13} , pri ¢emu je

detB, , =detB

LG, n
zil__i@l] g qn 2- 1 2(1 qm[gm 1)0. o ) (104)
i=1 Ay, U i I |_:! bl bbbt h L)

Primjedba 4.1.5
Neka je Q :{Zl,lz,...,lr} ON podskup od N :{il,iz,...,iN} )
Tada primjenom identiteta (72) specijalno za k =1 proizlazi
1
By, =Dg.. [Cq 0
Sto ¢emo pisati u obliku

(105)

Pritom je

=(1-T) @ -T) - (1 -T) (U T),
D, =(1-T,T,, )7 -1, T,,) - (1 -1, T,,) {U -T;,T,.,).
stoga se (105) moZe pisati u obliku
By, M7-1,,){r-1,.,,) - (1-T,)(r -T,,) =
=(1-1,7,,) 7 -1, T, L) e (1T T, U T T )

ili
BQ,n ED (1 T221 nz)[ﬁl T221 n- 12) (1 _T22,1T3,2) [(][ _T22,1T2,2) (106)

Koristeé¢i lemu 4.1.1 dobivamo

det (I - Tzz,1 Tn’z) = |1 (1 -0, )n[Qn—2)! :(1 —O'lllzmln )n[(Jn—Z)! ’
g
T
da(1-1 )= [ (o) = 1 (1o )7
TD% IE 1< <jp <++<jp <n
M=o

o (I T2 1 Tn B 2) i ID_l (1 o )(n_z)@l_4)! C= |_| (1 _O-lj,lj:...lj.,,: )<n_2)£€k}_4)! ’

™o 1<) <jp <+ <jpp <

oog

B2
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TDEBE 1£j,<j,<j; <n 02k
(1) =da(1-12) = [] 0007 = ] (10, )"
TOQ E 1<j,<j,<n it
220

.. RO
d =1TOQ|Card(T , O, = g, .
gdje je Em%{ Q|Card(TF m} T{HTJ

4.2. Prikaz konstante pomocu iteriranih komutatora

Koriste¢i ¢injenice

- rastav algebre B=CIL¢, e

ioer

B= |:| Blll,..ln )

n=0
L <. <l LOAE (i aind

¢, UJ po multihomogenim komponentama glasi

gdje se svaki tezinski potprostor B, =B,, , algebre B naziva generickim ako je
Q :{ll, L,.., ln} skup, odnosno degeneriranim ako je Q multiskup koji nije skup,

- konstante u bilo kojem degeneriranom tezinskom potprostoru mogu se konstruirati
iz konstanti nekog generickog tezinskog potprostora,

dovodi nas do zakljucka da se problem nalazenja prostora konstanti u algebri B svodi

na trazenje konstanti u bilo kojem generickom tezinskom potprostoru B, =B,, , , §to

Je ekvivalentno nalazenju jezgre operatora B, B, - B, (vidi 2.2.).

=0 |
B,
U nastavku ¢e se detaljnije proucavati jezgra operatora B, kojemu je u monomijalnoj

bazi tezinskog potprostora B, pridruzena matrica B, takva da je B, =B, ,, gdje je

B, , n-ti faktor matrice A, (vidi odjeljak 4.1, identiteti (70) i (79)), stoga ¢emo
operator B, poistovjetiti s matricom B, | (analogno ¢emo matrice C, ,, D, ., T, ,,

lsa<bsn, T, T,,, 1<a<b<n razmatrati kao operatore).
Dakle, predmet sljedeCeg proucavanja biti ¢e odredivanje jezgre operatora B, , tj.
Ker(BQ,n), nz2.
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Pretpostavimo da je X UKer (BQ’n ) Tadaje B, ,[X =0.

Zelimo odrediti vektor (stupac) X. Uzimajuéi u obzir identitet (106) imamo da je
BQ,n EC (1 T221 )[@] T221 12) o (1 _Tzz,l T3,2) [@1 _T22,1 Tz,z)’
By, BDQ,H [q[_Tzz,sz,z) :(I—T;JT )[@]_Tzle—lz)"'(l _T221T32)a

BQ,n EDQ,n [ql_Tzz,l Tz,z )_1 [ql _T22,1 T3,2 )_ (1 T221 ) [(]1 Tzzl 12) (I _T22,1 T4,2)a

By, [Cy.. [ql_Tzz,l T, )_1 [QI _T22,1 T, )_l (1 _T22,1 Tn—l,z)_l :(1 _T22,1 Tn,z) )

Qe

odnosno

B, [C, , W,

(I T221 )[@I T221 12) (1 _Tzz,l Ts,z) [@I _T22,1 Tz,z) o,
B, [C,, {7-T2T,,)" W,

(I T221 )[@I T221 12) (1 _T22,1T3,2) 0,,

)

B,, [C,, {7-T2,1,,) {7-T31,,) m, (107)

=(1-131,,){r-127,.,,) - (1 -TAT,,) O,

BQ,n EDQ,H [ql_Tzz,l Tz,z )_1 [ql _T22,1 T3,2 )_1 (I _T22,1 Tn—1,2 )_1 W,

= (1 _Tzz,l Tn,z) Wn—l >

gdieje U;#0, 1<js<n-1.

Pretpostavimo da je U,OKer(F T}, T,,), 1<j<n-1.

Tada je (1-1,T,,,) W, =o0.

Naime, iz proizlazi
U,OKer(F T;,T,,) (1-1,71,,)Ww, =0
U,0Ker(F T}, T,,) (1-13,71,,)W, =0
U,0Ker(F T;,T,,) (1-1,7,,) W, =0
Un_,: OKer(F T},T,,) (1-1,7,,)Ww,, =0
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Sto uvrstavanjem u identitete (107) povlaci da je
— 3
B, [C, , W, =0,
-1
By, [Co., {7 -TAT,,) W, =0,

B,, [C,, f7-T}T,,) r-121,)" w, =0, > (108)

B, [C,, {7-121,,) fr-1271,) - (1-T4T,.,) W, =0.

n-1
Akoje U;OKer(F T, T,,), ondaje X =W, W, OKer(B,,), 1<j<n-1.

Pritom je W, =C

Q,n> 2,1 5,2

W,=Co. (1—T2 T )_1, 2<j<n-1.

2<i<j

Drugim rje¢ima, imamo

ako je onda je

U, OKer(F T}, T,,). X=C,,,

U, OKer(F T2 T,), x=c,, {r-11,) W,

U, OKer(F T T,,), x=c,, fr-71,) fr-11,)" U,

U,,OKer(F TAT,,), x=c,, {r-11,) - (1-127T_,) 0.
Na osnovu recenog proizlazi sljedeéa propozicija.
Propozicija 4.2.1

Ako je U, UKer (1— T,, Tz,z), onda se X [1Ker (BQ,H) racuna po formuli
X=C,,W,. (109)

Ako je UjDKer(I— Tzz’lTjH,z), 2<j<n-1, onda se XDKer(BQ,n) racuna
po formuli

X=Co, 1 (r-17,) m,.

J

(110)

2<i<j

Pritomje C,, =(7-T,, )7 -T,,) - (1 -T,,) {r -T,,).

Q={L,L,...} ON={i,i,,.0ri} -
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Od posebnog je interesa vektor U, _ [lKer (I— T,, Tn’z), stoga ¢e se u nastavku
provoditi razmatranja za odredivanje vektora X []Ker (BQ,H) uz pretpostavku da je
U, UKer (I— T,, Tn’z). Primjenom propozicije 4.2.1, ako je U, _ UKer (1— T,, Tn’z),
onda je x=c,, {r-11,) - (1-17T_,) U,...
Pritom je (1 _T22,1 T,, ) W, =0.

Prirodno se namece sljedecée pitanje:

kako glase vektori koji razapinju Ker (I —Tzz’l Tnjz), odnosno ¢emu je jednaka baza

jezgre operatora 1 =T, T, ,?

Prije nego li se pozabavimo odgovorom na postavljeno pitanje, podsjetimo se
prethodno navedenog.
Skupu Q ={ll,lz,...,lq} 0 N={ il,iz,...,i} pridruzuje se genericki tezinski
potprostor B, =B,;, , . Pritom je
By :{e; =€y =i € | I e DQ}
baza od B,, gdje je 6 =S,Q :{G(lllz...ln) |o DSH} skup svih permutacija skupa Q.
dim B, = Card 6 =n!
Koristeci izraz (85) imamo da je
2 ko _
(1)1,) ¢, =d,d,d,d, e (111)

2<is<n, 1sks<i-1, jOQ, ¢, 0B, gdieje

dy =05 € =055 933,95, %, " i i »

d,=0;,6 =05, %5 %500, % 7 Lois D>

dy =0, =00 Qi i D, i Disis

di_3 - ajlj} ci_3 - O-jljS qj3j4 qjsjs qjsjs o qJ311 qj3j2 >

diy =065 =0, 9,9, 955, D, i -
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Pritom za imamo da je desna strana identiteta (111) dana sa

k=1 dy =0, 45,9 %5, s D
k=2 doldy =05 095,90 Do D Dy ™ D
k=3 do Ll Wy =0 0 9D s D i ™" Dicis Disin Doy ™ D

k=i-2 dold, - di 3 =05 i Gn % Din D D,

k=i-1 d,ld ---d_,=0 g.0 .-0.0.0.=0

=2 7 s deadiad i diad Jsiy T dada T bk Jiha b Ji2liadi

2<i<n.

Dakle, iz (111) proizlazi

i1
(TT.) e =dididyd iy, =0, e, (112)

gdje je €1y =6 Koriste¢i identitet (14) iz odjeljka 2.1, imamo da je

... = [] 9, (113)

Isp<rsi

Specijalno, ako je 1=n, onda iz identiteta (112) proizlazi da za svaki bazi¢ni

monom e; 0B,, Q :{ll,lz,...,l“} D./\/:{ il,iz,...,i} vrijedi da je

n-1
(T22,1Tn,2) ¢; =0 € =0u,.1, %> (114)

stoga je o
(1_(T22,1 Tn,z)n_l)ej :(1 O, )eja (115)

gdieje Q, 4¢ =0, ;¢ =0, , ¢S druge strane imamo
(1-13, Tn’z)[él +T;,T,, +(T7, Tn,z)2 ++(T2, Tn’z)n_z)ej :(1 13, Tn,z)n_l)ej,
odnosno primjenom identiteta (115) dobivamo

(r-121,,) [é[ +T2T,, +(TAT,,) +- +(T2, T, )2) e, =(1-0,,)e. (116)

Pretpostavimo da je 0, =1. Tada iz (116) proizlazi

... 1,

(1-12 Tn’z)[él +T2 T, +(T2, Tn,z)2 o H{(TY Tn,z)“)ej =0, (117
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gdje je
2 n-2
Uj = (I +T22,1 Tn,2 +(T22,1 Tn,Z) +e +(T22,1 Tn,z) )ej 5 (118)

U,OKer(F T;,T,,) zasvaki j=jj,..j, Q&= S,Q. Pritomje Q={1,L,....L} .
Budu¢i da je Card Q =n!, zaklju¢ujemo:

ako je 0,, , =1, onda je izrazom (118) dano n! vektora U, JD(SZ S,Q, koji

razapinju jezgru operatora / —Ti] T,,.

U protivnom, za g;, , #1 imamo U, L1 Ker (1— T,, Tn,z), JD(A} S,Q.
Zanima nas koliko ima linearno nezavisnih vektora, koji ¢e €initi bazu jezgre operatora

I-T; T, , uzuvjet da je g, =1?

Primjedba 4.2.2

Detaljnim izraCunavanjem vektora U, L Ker (I— T;, Tn’z) danih izrazom (118)
za svaki jUS Q, gdje je Q ={ll,lz,...,ln} D./\/:{ il,iz,...,i} , dolazi se do sljedeceg

rezultata. Ako je 0;, ;, =1, onda

n—1)!
(1) dimenzija jezgre operatora I —T;, T,, jednakaje n 1) =n [ﬂn —2)!
1, -

(2) linearno nezavisni vektori (koji ¢ine bazu jezgre operatora / —Ti] T,,) su

2 n-2
— 2 2 2
Ulllzj3j4...jn - (] +T2,1 Tn,2 +(T2,1 Tn,Z) Feee +(T2,1 Tn,Z) )elllzj3j4,..j|‘ >
(119)
—(7+12 +(T2 (T n-2
Ulklli_;it,. i T I T2,1 Tn,2 (T2,1 Tn,z) (Tz,l Tn,z) Clligiy iy 2

zasvaki 2<k<n.
Pritom je

edn 0S,5Q,  Q=Q\{L. 0} { 1.1,,.0 .

iy, 08,5Q" Q= QLY ={Llnl bonl} . 2<ksn

gdieje  8,,Q={o(Ll..1,) 008, }

S._Q" :{a(zzLj...zk_1 Bhol,)lo DSH} . 2<k<n.
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Primjeri 4.2.3
Obrazlozimo navedene tvrdnje iz primjedbe 4.2.2.

(1) Neka je skupu Q :{1, 2,3} pridruzen genericki tezinski potprostor B, =1B,,;.
Pritom je B, :{6123,6132,6312,6321,6231,62]3} baza od B, .

Pretpostavimo da je 0,,, =1.

Tada primjenom identiteta (118) imamo da vektori

2 —
Up = (l +T21T32)6123 =€ 745,013 €135

€3 T€13 T30, €153 =030, €p3 +€y55,

e231 = e231 +q13012 e213 >

2 _ _
]+T21 32 ) €213 €513 143103 €531 =Q5,0,5 €55 €55

razapinju jezgru operatora / —T;l T;,.

Jasno, dane vektore mozemo pisati i ovako:

Uy = [1, 43,0,5,0,0,0, 0] > Uy = [q23a]2919 0,0,0, O] ,
Uy, = [0: 0,1,9,,0,,0, 0] > Uy = [0909q120-13’1’09 0] 5
Uy = [07 0,0,0,1,q,,0,,], U, = [O,O,O,O,q31023,l] .

Lako se vidi da su vektori U,,, 1U,;,; U,,, 1Us,,; U, 1U,, linearno zavisni, tj.
da vrijedi Ui, 9530, U, odnosno Uiy 43,03 Uy,
U =903 Uy, odnosno Us;, 55,03 Uy,
Uy =050, Uy, odnosno Uy =930, Uy,
akoje 0, =1.
Dobili smo sljedeée:

Ako je 0,,; =1, onda su vektori U,,,, U,,, 1 U,;, linearno nezavisni, ali isto
tako 1 vektori U,,,, U,; 1 U, su linearno nezavisni. Time moZemo uzeti da je

% ={U,,,,U,,,U,} bazajezgre operatora I - T, 1T, ako je 0,,; =1.
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)

Pritom je B,,;, = {612343 ¢

€ €

€

€

€ c

€ (& (& €

Neka je skupu Q :{1,2,3,4} pridruZen genericki tezinski potprostor B,,;,.

12435 13245 13425 ~1423° ~1432° ~2134° ¥ 21435 ~2314° ¥2341° ¥2413° ~2431°

e3124’63142’63214’63241’63412’634217e4123’e41329e4213’e4231964312964321} baza Od 81234 ‘

Pretpostavimo da je 0,,,,

Tada primjenom identiteta (118) razlikujemo 4!=

koji razapinju jezgru operatora /

Pritom je

U1234

Ul 243

U1324

U1342

Ul 423

U1432

U2134

U2143

U2314

U234l

U2413

U243 1

=1.

2
UQ:(I+T§an*(T§fnJ))ej

(1+T2

(I + T22,l T4,2

T

>

2
T2,1 T4,2 .

24 vektora oblika

za svaki j = J,j,J0, US,,

=€p34 194043014 €140

=€p43 143,340 €304

=€34 194394014 €143

= e1342 +q23q24012 e1234

=Cia3

103493,015 €300 F

= e1432 +q24q230-12 e1243

+03,9420134 €132 >

1449320134 €143 >

0390430124 €243

14439230124 €423 5

249540123 €234 »

+q34q2401 23 e1 324>

262134 +q4lq430-24 e2413 +q3lq410-234 e2341 4

=Cogs

105193403 €314 14419310 234 €2431 5

=€5314 1943941024 €2431 19139430124 €143 5

=Coy

1413914012 €134

14439130124 €2413 5

=€ 1434951023 €2341 19149340123 €213 5

=Cou3

914913015 €543

14349140123 €314 5
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U3124
U3142
U3214
U3241
U3412

U342l

U4123
U4132
U4213
U4231

U4312

4321

Ako je 0,5,

Lako se pokaze da uz uvjet 0,,,, =1 vrijedi

2 2

I +T2,1 T4,2 + T2,l T4,2
2

1 +T2,1 T4,2 +

(I+T22,1T4,2 +
(1+T22,1T4,2 +
2
I+T21 4,2 +

2
I+T21 4,2 +

1+T2 , +

2
I+T21 4,2 +

Ul 324

1342

S <

1423

=

1432

-

3214

=

3241

=

3412

-

3421

(I +T22,1 T4,2 +

(
(
(
(1 +T;,T,, (T T,
(
(

( (
( (
(7727 +(
(1+T2 +H(T2T,
[+
( (

=0239430124 Upnas »
=0239240, U sy »
=q549340 123 U 3 »

=024920, Uy »

=q129420,3, Uz 14 »
=q1,940,3Us 104
= 149240123 Uz 104 5

=q49,03 Vs

=€3124 t44199034 €3412 951941034 €341 5

=C314 1421924053 €314 T4419210 234 €321 5

:63214 +q42q410-34 e3421 +q12q420134 e3142 H

=€341 1912914015 €3124 19429120134 €3412 5

=C3412 1924921055 €3041 14149240123 €3104 5

=€y1 191491205 €314 ¥9249140123 €314

=€4123 t45195,034 €4312 19219310234 €031 5

=€413 1421923024 €4213 19319219 234 €431 >

=Cp13 143,051034 €430 191295,0134 €132

=C€431 1912913014 €4125 195,9120134 €312 5

:e4312 +q23q210-24 e4231 +ql3q230-124 e4123 K

c

2314

-

2341

-

2413

c

2431

-

4213

-

4231

&

4312

c

4321

=1, onda imamo samo osam (=4 [2!) linearno nezavisnih vektora.

= 9139430124 U3 5
= 1391401, Uy
=q149340 123 U545

=q14939, Usas5

=q1,93,0,3 Uy, 5
=q1,9301, Uyas 5
= 139230124 Ugpns »

=q1391201, Uiz
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stoga mozemo uzeti da je

3 {U1234’ U1243 4 U2134’ U2143 4 U3]24 4 U3142’ U4123 4 U4132}

baza jezgre operatora I —T; 1 T,,,akoje 0y, =1.
Odredimo sada vektore X[ Ker (BQ’H) uzuvjet g, ;, =1.
Nekaje o, , =1inekasu U, DKer(l— Tzz’lez) za svaki j = jj,...], 0Q S.Q.

Tada primjenom propozicije 4.2.1 imamo da se vektori X; ] Ker (BQ,H) racunaju po

formuli (danom izrazom (110) za j=n —1)

X;=Co, O (1- T T,) W,
2<isn-1
=C,, fr-11,) {r-T1,) " (1-TAT,..)" O, (120)

£,
X,=Cq, fr-12,1,,) {7-T2,1,,)
(I T22]Tn 12) [éI-I_TZ T, +(T22]Tn2)2 (T221Tn2)n_2)ej (121)
zasvaki jOQ= S,Q.

Identitet (121) dobiva se uvrStavanjem vrijednosti vektora U, JD(SZ S.Q,
danih izrazom (118) u identitet (120).

Uzimajuéi u obzir identitet (116), kojeg mozemo pisati u obliku
(AT PN o N o

odnosno

(I+T221Tn2 (T2 T,,) +- (T;IT”)‘”)ej =(1-131,,)" [@1 Q. n})ej (122)
te uvritavanjem (122) u (121) dobivamo

X,=Cq, [{1-T2T,,) [@1 ST T,) (T T T T,) T Qe

=% [é[ T ) =TT ) (1 - T @ T3 Tz,z))_1 [(1 Q.. n})ej
t.
XJ = (CQ,n DD(_DI,H [@] _Q{l,z ,,,,, } )) Ci» (123)

gdje je D, (1 T221 nZ)EQ] T221 n12) (1_T22,1T3,2)[@1_T22,1T2,2)-
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Dakle, akoje o0;, , =1 1 U, DKer(l— T21Tn2) JDQE S,Q, onda za svaki

bazi¢ni monom ¢; 0B, Q ={1.,L.....l} ON (gdjeje B, :{ej | 3= diaeda D(AQ} baza
od B, ) imamo da vektori X i (kojih ima n!) danih identitetom (123) razapinju jezgru
operatora B, . S druge strane, ako je 0,, , =1, onda bi se na prvi pogled iz

identiteta (123) moglo zakljuciti da su vektori X, za svaki JDQ: S,Q trivijalni

elementi jezgre operatora B stoga se na prirodan na¢in namecu pitanja:

Q,n?

- kako glasi formula za izra¢unavanje operatora Dél,n ,
- dalisu vektori X i UQ= S,Q netrivijalni elementi jezgre operatora B, | ,

- koliko ima linearno nezavisnih vektora X, [J Ker (BQ’H) te koji ¢e vektori Ciniti

bazu jezgre operatora B, | ?

Primjedba 4.2.4

Uzimaju¢i u obzir da je

D, (I T221 )[@I T221 n12) (I_T2 32)[©I T221 22)_ (1 T221T12)
mozemo pisati
D (1 T221 22) |:(1 ) ([ T221 n12) [(1 21 n2)
[y

Pretpostavimo da je o.. . #1, 2<i<n. Tada se (1 Tzlelz)_l inverz ciklickog

o ds
2 : . v .
operatora (I -T;, T, ) , 2<1<n izraunava po formuli

(7- Tflle)_l=;E@1+T221T12+(T§1T12)2 (Tflle)i_z)- (124)
I=Qpa. g

Primijetimo da identitet (124) direktno proizlazi iz identiteta
(r-1271,) [QI FT2 T, +(T2 T, )+ +{T2 T, 2)i_z) e, :(1 T T, 2)H)ej,
pri ¢emu primjenom identiteta (112) imamo da je

(l (Tzzl T, Z)H)ei = (1 _Q{I»Z ----- } ) (1 O ) €

gdjeje o;; , danrelacijom (113).
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.. .. v . -1
Slijedi izracunavanje D, .

U suglasnosti s gore definiranim D, ., = 9%(3;; ) , 1sk<n-1, gdje su

elementi 5/;; 0., definirani u 3.21 te s uvedenom oznakom (70) u propoziciji 3.27,

tj. ", =0, » MOZEmo pisati D s =R (5;’_“1) = R(E;:l)

Nadalje, u propoziciji 3.27 dokazali smo da se za fiksiran n moZe izraCunati inverz

1 -
elementa 0, 0A , 1<k<n-1 po formuli J],, = (Aﬁ_kﬂ) 1 CE', . To nas

navodi na ideju da ¢e se reprezentacijom dane formule dobiti formula za izraCunavanje

(ngn_kﬂ )_1 za bilo koji 1<k <n—1. Pritom ¢e se koristi svojstvo da je preslikavanje
R:A - End (BQ) homomorfizam algebre A, u algebru endomorfizama od 1,
(propozicija 4.4).

Neka je n fiksiran i 1<k <n—1. Primjenom identiteta (33), str.123 imamo da

,,,,,

Reprezentacijom elemenata iz zakrenute grupovne algebre, uvedenih u propoziciji

3.27, imamo

n
6n—k+l

R (Az—kﬂ) = fR((id _X{k,k+]} ) [@id _X{k,k+1,k+2} ) " (id _X{k,k+1,“,,n} ))

- (1 _Q{k:k”} ) [@I _Q{k,k“,kﬂ} ) v (1 _Q{k,k+1,...,n} )5

Wi (g) - R(O)E—kﬂ (g)) = r(l )R(X{k,kﬂ ,,,,, } )
iODes(g ™"

- Q{k,k+1,...,i} ’

ilDes g_l)

ED =:xz(e€;):gmszs R () 1 (e) @)15;5 R() 4 (2) R(g)

= Wi (g) G,

glSx S,

gdieza gOSX S . je
a=(9)

Des(g_l):{k +1<i<n-1|g” (1) >g”! (i +1} .
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Propozicija 4.2.5

Neka je n fiksiran, 1<k <n -1 ineka je

EZ nk+ — Wi (g) (G,

g0SxK S,y

gdieza gOSX S, je

Wi (g) = Qs p 2

iDes g_l)
Des(g_l) :{k +1<i<n-1|g” (1) >g”! (i +1} .

Tada se inverz operatora Dy, , ,,,, 1<k <n -1 racuna po formuli

(DZ o kﬂ) 1 =(62_k+1)_1 (EQ, ncn - (125)

Primjedba 4.2.6
Specijalno, ako je k=1 (n fiksiran), onda iz formule (125) proizlazi da se

inverz operatora D, | moze izracunati na sljedec¢i nacin

D! =6'[E

Q,n n Q,n* (126)

Pritom je

D7, =(D5.) . &;'=(&!)", By, =Eh.. W,(g)=W(g).

Uz uvedene oznake, u ovom slu¢aju imamo da je

- (1 _Q{‘az} ) [@I _Q{1,2,3} )(I _Q{I,Z ..... n- ) [@I _Q{l,z ..... o )=

E,, = W, (g) G,

Q,n
g0Sx S,

teza g0Sk S [0 S, je
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Ponovimo, u drugom poglavlju definirali smo iterirane komutatore Y;; ; , 1Sps<N,
iy
NONgF {0,1, 2,..} na sljede¢i nacin
- 3
Y, =¢ .,
Y :@vii i ,equ (127)
2 1p 112 dp P ipilqipiz"' qipip—l >
=Y, i Gy T i iy e i eipYiliz... i

Lema 4.2.7

Neka je Q={l.L.....[} ON={i,i,,...,i} 1ineka je j:jljz...jnﬂﬁr S.Q,
gdje je 6 =S,Q :{0(1112..1“) |o DSn} skup svih permutacija skupa Q.

Tada za iterirane komutatore Y,; ; , n=2 vrijedi

=C, e (128)

Jij2-+Jn Q.0 Vjiyedn 2

gdje je
Con=(1-T,, )07 -T,,,) (1 -T,,) {7 -T,,)  (primjedba 4.1.5).

Lema 4.2.6 je analogna korolaru 1 [MPS, Corollary 1, i)].

Dokaz:

Uzimaju¢i u obzir prethodno provedena razmatranja imamo da je

e... .. =le... . .
N2J3- Jn-1dn Ji213++ JIn-1Jn

20 Sy i~ Liniy Ciivis- inosin 2
31 Citdas e dnotdn — Qi Diis Ciivia o fnain »

T,

=Ll ¥ jiJz - Ja-tha q]n—lquJn—IJZ q]n—l]n—z Jnadtl2 - Jn2dn 2

Lo € = DDt ™ D Qi S oo
Time dobivamo

(I TZJ) ej1j2j3"‘jn—ljn =1 e.jlij}“'.jn—l.jn qujl ej2j|j3--~jn—1jn

=le.. —g..e..le. .. =R .e e.. . .
(ehlz q.lz.h erJl ) erJ4---Jn—1Jn %Jl ? er alj ; J3Ja -+ Jn-1Jn
2J1

= X5, Clia i
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(1 _TS,I) [G[ _Tz,l) Ciijois - inain :(1 _TS,I) AR
= (I _Ts,l) [@emz ~4,5, €, ) €t o
= (I _Ts,l) [@enmg 5 S ) €l ot
= (ejljﬂg T €y~ L0 iy S L i D S ) ©yis incthn

=B ej;Bq €iiserinn — Viviais Cisisoe vy *

i 9ispa

Analogno se jednostavnim raspisivanjem moze pokazati da je

(F=Tois) o (=T ) =T ) g =B ejn.ﬂ, i

jn—ljlan—ljz an—ljn—z

hJ2-dn=2dn1 n

(I _Tn,l) [@1 _Tn—l,l) (I _T3,l) [G[ _TZ,I) €t inin = Yiiaionis 2

Sto povlaci da je

odnosno

.. =Y. .
Q.n eJ1Jz-~J" Juzedn?

C

¢ime je dokazana lema 4.2.7.

Propozicija 4.2.8

J 2+ Jn

Neka je B, Z{e. =e =e,e, -+ ¢ | J=Jyeun D@ baza generickog

tezinskog potprostora B, =B,, , ineka je zadovoljen uvjet kocikli¢nosti:

Oy, =1, 0, ,#1 zasvaki 2<i<n, (129)
dicje 0,1 = [1 o
Ako je X,=(C,, L Ey,)e,  ¢,03B,, (130)
ondaje X;0Ker(B,,).
Pritomje &, =(7=Quy )0 ~Quay )/ Qoo ) {0 ~Quaay ):
E,, = W, ()G, W,(g)= [] Qo>
05K S, iDes(g ™)

Des(g_l) :{2 <i<n-1] g™ (1) >g™ (i +1} .
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Dokaz:

Pretpostavimo da je zadovoljen uvjet kocikli¢nosti (129) te da je

X,=(C,, &, By, )e,. e 0B,.

j 5

Uzimajuéi u obzir da je

S, =(1=Quy ) ~Quay ) - (1 =Qua g ) B ~Qua s )-
S = (1 _Q{l,z} ) [@I _Q{l,z,z} ) (I _Q{l,z ..... n-3 ) [él _Q{],Z,...,n—l} )’

lako se vidi da vrijedi (I ~Quag )E(B;l =@, . Time imamo:

XJ :(CQ,n KB;I_I [EQ,n)eJ :(CQ,n [@I_Q{l,z ,,,,, i} ) @H_l DEQ»“)eJ

(126)

= (Can -0y ) P31 )¢,
= (CQ’n [lD(;ln [QI - Q{1,z AAAAA 3 )) €

S obzirom na prethodno navedeno imamo da iz X; = (CQ’n Dy, [@I ~ Qg )) e

proizlazi X i UKer (BQ’ . ) , ¢ime je dokaz propozicije 4.2.8 gotov.

Propozicijom 4.2.8 dokazalo se sljedece.

Ako vrijedi uvjet kocikli¢nosti, dan sa (129), onda su vektori X, za svaki jU QE S, Q

J
(tj. za svaki bazi¢ni monom ¢ U3B,) netrivijalni elementi jezgre operatora B, .
Drugim rje¢ima, imamo n! vektora X, danih identitetom (130), koji razapinju jezgru
operatora B, ;| . Medutim oni nisu svi linearno nezavisni.

Uzimaju¢i u obzir primjedbu 4.2.2 zakljucujemo da ¢e n [Qn - 2)! vektora danih sa

=(Cq., [, (Ey, ) e (131)

llllj3j4"'jn 1112j3j4"'jn

= (CQ,n @;1—1 EEQ,n) Clbigiyn iy 2 2<k<n (132)

L lisiy... iy

takoder razapinjati jezgru operatora B, | .
Pritom je J3da-dn 08, ,Q", Q=Q\{1.1} { 1.1,,..% .

iy, 08,507 Q =\ =Ll kbl
gdje je

5,,Q ={o(t4,..1) 008, } , S,.Q" :{0(1213...zk_1 Bt )lo DSH} . 2<k<n.
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Postavlja se pitanje:
da 1i su svi vektori dani identitetima (131) i (132) linearno nezavisni vektori, tj. da

li oni Cine bazu jezgre operatora B, , ?

Detaljnim izracunavanjem pokazalo se da svi vektori nisu linearno nezavisni te da za
svaki 2 <k <n vektori oblika (132) su linearno zavisni s vektorima oblika (131).
S druge strane, svi vektori koji su dani identitetom (131) su linearno nezavisni, stoga

¢e se u nastavku uzimati kao elementi baze jezgre operatora B, | .

Na osnovu izloZenog mozemo izreci sljedeu propoziciju.

Propozicija 4.2.9

Neka je skupu Q :{ll,lz,...,lr} 0 N={ il,iz,...,i}I pridruzen genericki tezinski
potprostor B, =B, :sparzc{emz"_jn | 31d5-dn 0Q= SnQ} i neka je zadovoljen uvjet
kocikli¢nosti, tj. 0, ., =1, 0, ;#1 zasvaki 2<i<n.

Pretpostavimo da je Q' :Q\{ll,lz} 3{ 13,14,...,1} ,gdjesu [ il, fiksni.

Tada je

B - {Xlllzj3j4 wJn

baza jezgre operatora B, | .

Xlllzj3j4~--jn = (CQ:“ @;1—1 |:EQ,n) elllzj3j4...jn ’ j3j4“'jn Dsn—zQ} (133)

Pritomje S _,Q' :{0 (L,..1)|o DSn_z} skup svih permutacija skupa Q',

Card Q'=dimB = (n —2)!.

Napomena:

Propozicija 4.2.9 u suglasnosti je s Fronsdal-ovim radom [F2] u kojemu je

dokazano da je dimenzija prostora konstanti u generickom tezinskom potprostoru

jednaka (n - 2)! ako je zadovoljen uvjet kocikli¢nosti.

Ako je zadovoljen uvjet kociklicnosti, tj. ako je 0, , =1, 0;;, , #1 za svaki

i
2<i<n, onda je izracunavanje konstanti C;, u generickom tezinskom potprostoru

B, =B, , ckvivalentno traZenju jezgre operatora B, . Na osnovu toga imamo da

n

su netrivijalne bazine konstante u generickom teZinskom potprostoru B, =B, ,

9w by

ujedno elementi baza jezgre operatora B dane izrazom (133).

Q,n >

169



Iz tog Ce se razloga konstante u potprostoru B, =B, , oznacavati sa G

Woisiaen 22

svaki jyj,..J, 0S,,Q', gdje je S,,Q'={0(L1,..1,)|00S, } skup svih permutacija
skupa Q'=Q\{ll,lz} :{ l3,l4,...,l} .

Dakle, imamo
=(Cq., B, B, )e

Lbisia- Jn L dn

= (&, B, Y (134)

Lbisigdn

Pritom se koristila lema 4.2.7 prema kojoj imamo da je Y, =C

Lizig-Jn Q.n elllzj3.j4“'.jn :

Na osnovu recenog imamo sljedeéi teorem.
Teorem 4.2.10

Nekaje B, =B,, , :spanc{ejljz_"j" [ 31dzJn D(AQ} genericki teZinski potprostor

pridruzen skupu Q:{ll,lz,...,l“} D./\/:{ il,iz,...,i} , CardQ=n, n=2 i neka je

zadovoljen uvjet kocikli¢nosti, tj. o =1, #1 zasvaki 2<i<n.

1.1, Oii..i
Pretpostavimo da je Q':Q\{ll,lz} 3{ 13,14,...,1} .
Tada u potprostoru B, postoji (n—2)! netrivijalnih bazi¢nih konstanti G, .,
takvih da je

Citisi, = (6:—1 [Eq., ) Yitijein (135)

J3da--3, OS, Q"

Pritomje &, _ = (1 _Q{Lz} ) [@1 _Q{l,z,:} ) ([ _Q{I,Z,.“,n—]} )’

Eo, = W, (g) G,
JLES S
Wn(g)_ |_| Q{12 } o
iDDes(gfI)

Napomena:

Primijetimo da za svaki j,j,...j, 0S,,,Q', gdje je Q'=Q\{1.,1} { L.L,....3

imamo da je
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— -1
CZIZZj3j4'“jn - (CQ,n EB“_l EEQ“) elllzj3j4---jn

— -1
- CQ:“ EGG“_I EEQ,“) elllzj3j4-~~jn

O

3 " (z)
Q, ;UR(g
gmgsnl HDDes g-l) {1.2,...} H

) CQ’H E(I_Q{l,z} )[é] _Q{1,2,3} ) (1 —Q{1,2 ,,,,, n-} ) el'lzj3j4“'j"

0

0 “R(e)
Qua..y 4R
2 ] Qg

(1=Quy ) -Quay )+ (1 -Quany)

-1
(611—1 [EQ,H ) Y1112j3j4“'jn ?

L dn

stoga je identitet (135) u raspisanom obliku dan sa

Qpiz... [R
— gmgs“l BDDQg—I) { } E g
(I—Q{1,2} )[él —Q{1,2,3} ) ([ _Q{l,z ..... n_]})

gdje gOSk S, [0 S (tj. g fiksira prvi indeks).

(136)

Lhjsjg-Jn Lhjzdg - n

Desna strana identiteta (136) sastoji se od (n - 1)! ¢lanova.

Drugim rjecima, svaka bazina konstanta C, moze se prikazati kao

Lisia-Jn

linearna kombinacija od (n —1)! iteriranih komutatora'Y,

i, takvih da im je prvi

indeks [, fiksiran, a preostalih n—1 indeksa L,, j;, j,,...,j, permutiraju.

Primjer 4.2.11
Skupu Q :{ll,lz} g N:{ il,iz,...,il}I pridruzen je genericki tezinski potprostor

B, = lez2 :Spa”c{ej]jz | J1Ja DQ}: Span@{ellzzaezzzl} .

Pretpostavimo da je zadovoljen uvjet kocikli¢nosti, tj. daje o, =1.

Tada primjenom identiteta (135) iz teorema 4.2.10 dobivamo da u potprostoru

B, postoji samo jedna (jer je 0!=1) netrivijalna bazi¢na konstanta C,; takva da je

Cu, =Yy, - (137)
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Uvodimo standarne oznake

\ (138)

[
I
=

Primjer 4.2.12

Neka je B, =B, :spamc{ejl i [ Jdads D@ genericki tezinski potprostor
pridruzen skupu Q ={1,1,,1} ON={i,i,,...1} .
Pretpostavimo da je uvjet kocikli¢nosti zadovoljen, tj. da je

Oy, =1, Oy #1, 121<j<3. (139)

Tada primjenom identiteta (135) dobivamo da u potprostoru B,,, postoji

samo jedna (jer je 1!=1) netrivijalna bazi¢na konstanta C,,, takva da je

1 N 91,9y,

= Y, 140
LLl 1 _ o.lllz LLlh 1 _ O-lI L LkL, ( )
ili primjenom standardnih oznaka (138)
Cuy, = 0212 Y., t9,,0 sz3 Y, - (141)

Napomena:
Specijalno za [, =1, [, =2, [, =3, onda je uvjet kocikli¢nosti (139) dan sa
0,=1, o0,#1, o0,#1, 0,%#1,

pa je netrivijalna bazi¢na konstanta C,,, u potprostoru B,,, oblika

1 q;,0
C123 = 1_0_12 Yv123 +13_20_112 Y132 ° (142)

Podsjetimo se, u odjeljku 2.2.3. pokazali smo da se netrivijalna bazi¢na konstanta C,,,

u potprostoru B,,, uz zadovoljen uvjet kocikli¢nosti moZe zapisati u obliku
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_l-o, l-o

Cp=—— (em * 12195195 e321) +—2 (6231 *+3d5,9,9; e132)
31 12
-0
+ = (6312 * 4139,39; e213)
23
ili krace
1-0
Cp = z q 2 (6231 * 45,9,4;3 e132) (143)
ac Ui

gdje > oznaluje ciklicku sumu. Pritom je 0; = 0.

1
cyc

Jednostavnim izraCunavanjem pokazuje se da vrijedi identitet

1 q;,0 -0
—Y123 + =20 Y132 = Z 2 (6231 +q32q12q13 e132),

1-0, 1-0, e iz
Sto se 1 podrazumijeva da bi moralo vrijediti budu¢i da je C,,; netrivijalna bazi¢na

konstanta u generickom tezinskom potprostoru B, ;.

Primjer 4.2.13
Neka je B, =B, =spanC{ej1j2j3j4 | 3132034 D(A)} genericki tezinski potprostor

pridruzen skupu Q :{ll,lz,l3,l4} O NZ{ il,iz,...,i}
Pretpostavimo da je uvjet kocikli¢nosti zadovoljen, tj. da je
0111, =1, Oy, z1, oy #1, 1<i<j<k <4.

Tada je dimenzija prostora konstanti u potprostoru B,,,, jednaka (4 - 2)! =2.

Primjenom identiteta (135) dobivamo sljedece dvije bazi¢ne konstante

c _ 1 v + A1, 9,91, e + i, 9,1, 91y, v
LWL, LWL, Ulals UL,
(1 B Glllz )(1 _0-111213 ) (1 B 01114 )(1 B 0-111214 ) (1 _Gl|l3 )(1 _0-111314 )
+ SRR + d1,, Oy, e, 9,1, 90,1, 911, Oy,
~ — Wbl ( _ )( — ) ARAA ( — )( _ ) WL >
(1 Oy, )(1 O, ) -0, )\1-0,,, -0, )\1-0,,
c = 1 Y A1, 90,91y, i, 90,1, Oy,
Wl — Wbl Wb, AAA
(1 B Glllz )(1 _0-111214 ) (1 B alll3 )(1 B alllzl3 ) (1 _alll4 )(1 _0-111314 )
+ 41,9, A1, 11,1, i, 90,91, 91, Oy,

Y, Y Y
(1 —0y, )(1 _0111214) i (1 0y, )(1 _0111213) ek (1 —0,, )(1 _0111314) bl
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¢ije ¢emo Clanove zapisati u leksikografskom poretku

1 45,,011,1
Clllzl314 = Yy, t N7 Y
(1-0,.)(1-0,.) (1-0,.)(1-0.)
9,0y i, 91,, 911
+ 392 193 Ylllzlzl4 + 32 442 19344 Ylllzl4lz
(1 —0y, ) (1 ~O0 ) (1 —0y, ) (1 ~0,, )
+ A1, 9,90, + i, 90,1, 90, O, Oy, e (144)
Wbl ARARE
(1 - O-lll4 )(1 _O-lll2l4 ) (1 - O-lll4 )(1 - O-lll3l4 )
_ A1, 911, 1
Czlzzzé,z3 = N7 Yo, * Y
(1 ~Oy, )(1 Oy, ) (1 Oy, )(1 O, )
+ Q1,921 91, e + i, 921,90, 911, Oy, v
- - Wl ) . ARAA
( O, )( O, ) ( Ou, )( O, )
+ 9,9, 1,91, 9114, (145)

(1 —0y, )(1 ~0, ) Y11141213 (1 -0y, )(1 4 ) Yl'l“l312 '

Primjenom standardnih oznaka (138) imamo da se bazi¢ne konstante dane identitetima

(144) 1 (145) mogu zapisati na sljede¢i nacin

%

* * + + *
Czlzzgz4 =0,,0,, Yzlzzz3z4 *+4,,01,0,,, Y11121413 4y, 04, Oy, Yzlz3zzz4

x4 +_x + 4+
+9,,9,,9., 0, Y1113z412 4,9, 911, Oy, Ylll4lzl3 4, 90,9, 91, Oy, Yzlz413l2

(146)

Sk

_ % + % + 5
Cor, 90,9190 Yiuw, Y0190, Yo 190 9, O, O Y,

+__+ +x * +
0y 90,91, 910, O, Yo, T 900, O, Yonn Y9090 O, O, Yiaas

Usporediti dobivene konstante s bazi¢nim konstantama dobivenih u odjeljku 2.2.4.

Primjer 4.2.14
Skupu Q={l,L,,1,,,.,1} ON={1i.i,,...i} pridruzen je generi¢ki teZinski

izdsdeds OF

potprostor By =B, =span {ejljzjzms
Pritom je Q =5,Q ={o (1LLLL)|o 0S} , Card Q =5!=120.

Pretpostavimo da je uvjet kocikli¢nosti zadovoljen, tj. da je
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#1, #1, 0, #1, 1<i<j<k<m<5.

O0,0,1,5 =1, Jlizjzkzm Uziljzk

Tada je dimenzija prostora konstanti u potprostoru B,,,,, jednaka (5 - 2)! =6.

Primjenom identiteta (135) dobivamo Sest bazi¢nih konstanti. Pritom se svaka od njih
sastoji se od 4!=24 clana.

Konkretno, imamo da je prva bazi¢na konstanta dana sa

c _ 1 Y + i1, 91, i1, O, v
LLLLLs (1 s )(1 e )(1 e ) LLLLLs (1 e )(1 e )(1 s ) WL L,
I, ILL ILL, s bl LWL
+ i, D1, 90t 901,91, v + i, 90,1, 9it, Ot %
ARARN WLl
(1 —0y, )(1 ~O0u ) (1 “O0u,1 ) (1 —0y, )(1 —O, )(1 “Ou )
A1,,9:,,, 91, i, 9e, 91, O,

+ +

) ) ) Yo ) ) ) Y,
( —0y, )( ~Ou, ) ( ~O011,1, ) ( —0y, ) ( mgm )( “O, )
i, 9,9 10,11, + Qu, 90,0, Dt 9, D1t 910, T,

om0 )=o) (=0 )1 -0 )1 - )
Oy, O, O1,1,1, Oy, O, 0110,

A1, 9,,9 114,

i, O,

+ Yt ) ) Y,
(1 —0y, )(1 ~O0u, )(1 “Ou1, ) (1 -0y, )( ~O0 )( O, )
A, 90,900,922, 910, 10,11, + i, Qi Di,t, Ait, it G111, Ot
ll lS lZ l4l3 ll 1415 l3 h
(1 B Gllls )(1 _alllzls )(1 _0-1151415 ) (1 _Ul|l4 )(1 _0-111415 )(1 _0-11131415 )
+ A1, Oy, v + 911,921, 91,0, v
(R0 R e I (o (e
Oy, O, O, Oy, Oy, O,
+ i, D1, Ait, 901,912, 911, O 1, + i, 91,1, D1, 9, Ot O, v
Lslbls WLk
(1 an )(1 ~O0 ) (1 ~O01,1 ) (1 —0y, ) (1 ~Ou, ) (1 ~O11, )
+ 45,911, + Qug, 9, 9, D1t 910, O,

Y. Y.
WL ARRR)
(1 gn )(1 “Ou, ) (1 “Oi,1, ) (1 —0y, )(1 ~OL )(1 “Ou1, )
+ A1, 91,1, 90,911, O, v + Ait, 90,1, 9it, 9, Ot O, v
- - - Wbl |- |- WLLLL
Oy, Oy, O, Oy, m O
+ i, 90,1, 90,1, 910, Oy, e + i, 9,911, Or1,1,, e
1= - - Wabbls T - | — WLLLI,
( O-ll l4 ) ( O-ll l3l4 ) ( O-ll lZ l3l4 ) ( O-ll l} ) ( o-ll 1213 ) ( O-ll 1213 lS )

i, 9, 90, O 10,1, O, v + i, 91, 91,2, At D, A, T, O, O %
(-0, )(1-0u)(1-0u) ™ (1-0y)(1-00 )(1-00)
Oy, 01,1, Oi1,1,1, Oy, Oy, 0111,

175



tj. primjenom standardnih oznaka (138) imamo da je

* *

* *
Clll2l3l415 =0,,011,1,011,1,, Yzllzz3l4 Ay, Qi 9, 91, Gt G, Ylllslzl3l4
% + % * +
* 01,91, 90,92, 920, Ot Ot Vs + 90,9, 9, O, O, Ot Y,

+ * Y + * + * Y
Ay, ‘311413 W, 11214011121314 it T 9,90, 9, 91, Ot Ot Yo,

+ +_* +
+ 4, 9.,911,9100, O, Yisa T i D, Qe Dot i, O, Ot Ornt, Vi,
* + * * * +
+ 4, 9,,01,0110, O, Yiurss T 9, O O, O, Yigni,
I + 4 +
9, 9, 9,910, O, O, Yororns, 90, 9, Dot i, At, O, Ot Ottty it

+ + * * Y + * + * Y
9,910,010, O, Yornrs T 99, O, Ot O Yoy,

* + +
+ o +
A1, 91,1, 901, 901,92, 910, O 11,1, Oyt Yllzszétzzz3 Ay, 91,1, 91,1, 9it, Ot O, O Yz|z4z3zszz
* + * + + *
45,01, 91,, O, Yzlzzz4z3zs Qi 9i, A, O, Fit, O, Yllzsg%

* + +
+4,,,9,,9,,9 lll4 0111214 011121415 Yzlzétzzzsz3 9, 9i, 9, T, O, Ot Yl|l3lsl4lz

.
+ +
ql3l2ql4lqu4l; 1,911, Oy, Yzlz413z2 *+q;,, dy, 11110111213 0111213 Ylll3L2l I,
* + + + +
+
1,1, 90,912,911, O 10,1, O, Yllzzzsz“z3 Art, 90,1, 90, 9, 9, it O, Ot Oty Yzlzsl413zz~

(147)

Analogno dobivamo preostalih pet baziénih konstanti tako da se za prvi ¢lan u

. . . v * * * . e v .
identitetu (147) umjesto ¢lana 0,, 0,,, 0,,,, Y,;,,, redom uzmu sljede¢i ¢lanovi:
1%2 1%2%3 172%3 12°3%4°%5

L

* * * * * *

iy Y, Y, Y
011120111213011121315 LLLIL, » 011120111214011121314 Ll kL 2 Uzlzzazlzzz4 01114 Ll

* * * * * *

01,011,1. O1,1,1, Y1112151314 > 01,01, O, Y1112151413 )

a preostala 23 ¢lana dobivaju se redoslijedom permutiranja indeksa kako je dano u
identitetu (147). Drugim rje¢ima, preostale pet bazicne konstante dobivaju se iz prve
bazi¢ne konstante uz zamjenu nekih indeksa u svakom c¢lanu identiteta (147).

Konkretno

drugu bazi¢nu konstantu dobivamo ako je [, =1, L =1
- trecu bazi¢nu konstantu dobivamo ako je L=1,1,:=

- Cetvrtu bazi¢nu konstantu dobivamo ako je L :=1,, [, ==L, =1,
- petu bazi¢nu konstantu dobivamo ako je L=L,1=L,1L:>=1l,

- Sestu bazi¢nu konstantu dobivamo ako je L=, L=1.
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*

O-ll lZ l3

* *
Clll2l315l4 =0y, Oy1,1,, Yzlzzz3z514

% + %
4,9, 9,9, 911,91, O,

+ + % % Y
1, 9,91, 91,1, O, Yttt

.
4y q% i, Oy Yiniis

ll Lls

+

* *
+ 459,01, 9110, O, Yingn,

+ +
1 9, 9,9, 911, O 101, Orr, Yigi,

£

+ * Y
9,911,010,1, O, Yiri,

+ + B
Ay, 90, 90,0, 90, 92,6, 910, O, Tt

+ * + * Y
9,911, 9101, Ot Y1ty

A1, 91,,, 91,1, O 1114
Y + ; g

wstbty T 9,9, 91, O, O, O,
+ Ay, 91,91, O,

+ +
1,901, 91,0, 90,1, 91,0, O, O, Ot

.
*+4,.0,, 011, Oy,

* *
4,9, 911, 9140, Oriy,
Y00

+ *
9, 90, 90, 9, O, Ty,

* *
O, i, Y1114121315

Yzlz3zsz41z

+

)
O, O, Yini,

Ylllﬂslslz

+
LLL1

+ +

.
Ty, 90,9, 91,0, 90,1, T, Ot T,

.

WL L

+ + * +
i, 9it, 901,911, O, Oit, Ottt

+

Yll l4l3 12 15

+ * + * + +
41,900, 90,91, T 1,1, O, Ylllslzl4l3 Ay, Qi 900, 90,1, T, O, Frrs Vi,
+ * Y. * +
0,9, 90, 900 T, T Yignr, 90,90, 11130111213 O, Yiuis
+ + + +
45,90, 90,. 91, 910, O Yllzzz“zsz3 Ar, Qe 90,92, 91,1, 91,1, O, 1114 0111, O,
* * * 5
Coiate = 011,011, Oy, Yiuras, t ‘311512(11514%2 0111, O, Y,
+ 0,0,,0,.Y, + o, 0, 0
e, 9o, Doty Dt O 1, Ot Qs Yoty ™ D, Dty Dat, O, O, Oty Yottty
+ * * * + *
+ 45 9,,011, 9100, O, Yiunns T 990,90, 91, Ot O Yiniit,
* + +_* +
+ 4y, 9,01, 0100, Ot Yoo, T 90 9us, 9, D, Do, Ot Ot O, Vi,

+ * + * Y
A, 9,910, 9100, Tt Yigiils

+ + +
Ar, 901, 901,911,910, O 11,1, O0,140 Y, LLL1,
*
+ +
U1, 911, T, Oty Vit

+ __+ *
* Ay, Di, i, 9o, 92, 91, T, T,

.
045,01, 0111, 1,

* *
+ A1, 901, 911, O, O,

Yll lS l} lZ l4

+
LLLLL

* + +
i, D, 9it, it, T, O, T

+
LLLLL

+ +
*+dy,, Aig, 9e, i, O1t, Oty it

P o o
+q,,0 zlz2 01,1, 911, Y11121314 Ty, 90,901,921, O1, O, T, Y1115l4L2l3
+5,9:,9., 91 111213 01?121315 Yllz31215z4 A1, A, 901,90, O, 11141 0111314 Y, LLLL
+ ql4lz qlzlz qlzl4 O-l:—lz O-ll+l314 0-2121314 YlllzlALzls qlAb ql sk 1124 0, bl 0-11;214 Ylll4Lzlsl3
45,999, zzzz 01?121315 Yoo, 9 g, Qi 9, D, D, z1 ; 1115 01:131415

LILLL

LLLLL

Yz1 LLLL *

(148)

LhLLL,

Yll l} 14 % h

Y111513z4zz .

(149)
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C — * * * Y
1ottty = 910,900, Ot Vi, + i, dig, A, O,

% + *
45,9, 9,94, 911,911, O

ll l2l315
+ * *
+ 05, 91,01, 0110, O, Yiriig,

.
+
q; 14(11314 U O, Y1112151314

o, zzz

* + *
+4,,,9,91, 911, T,

Yy
+ o), 0,0
i, Ao, 901, 91, 910, 91,1, O, 14

+ * * Y,
9,911,910, O, Yiri

+

+ *
Ay, 90, 90, 92, 928, 91, T, T

+ * + * Y
91,914,910, O, Y

+ * +
40,9, 901, 910, T, O,

+ ok +

409,994,911, 9100, Ty,

+ + * * Y
9,911,910, O, Yoy,

+__+ *
0y Q1 D0, 9,90, 911, T, O, Vit

4y, aZzz 01?1213 02121315 Y, i, 9,9, 90,0, 1114 1114 02121415 Yt

+5,9,,9:,,.9 1113 O, 011121314 Ylll;lzl4 *q, zzqzzzzqz‘tzqu‘tl3 U 111415 11+1314 Yzlzsu_;g

5, i, A, O-l|+l3 01?1315 02121315 Yzlz3zszzz4 A1, 9:,, 9 1l zlzzz5 az:rzzzétz5 LLLLL
5,91, 90,, 9 1?1214 01?121314 Y, it T, 9, 9, 90, 9,1, D, O, 15314 1;31415

Yz1 LLLI,

* *
45,9093, F10, Ory,

+ *
4y, 90, 90,90, 91, Fit, i,

YzI LLLI,

* *
45,09, 911, 91, O,

* *
1113 O, O11,1,, Yzlz3zzz415

Y, o

WLl 611412‘;11512‘311212 1 Ot Ot i,

* + *
0, Qi i, Ort, Orr, Ort, Yinan
O_+

A, 91,91, 90,91, O, O, Oy Vi,
+ : "

A1, 94, O, Orn, Yt

4 +
T4y, 9, 90,9, 91, Ot O, Tri,

.
LLLL

Y1113151214 1,1, i, Du, 9y, 011 111415 011131415

+

Yll l3 l4 12 15

* + +
4y, 90,901, 921, 1, O, T,

WLLLL
+ * + _* +
40,900,900, 911,910, T, Y1115141213 ., 9,901, O, Trn, Yisi,
+ + + +
45,9, 90. 911, T, O, Y1112131514 A1, Dit, Dt At Ay, 9, O 1113 0111, Oy,
— * * * + * *
Clllzlsl3l4 =0.,1,0111. 01,1, Y1112151314 4, 9,90, 91, Or, Oiits Ylll4lzl5l3
i, 90,0, 92,1,91,1,. 9 1113 111314011121314 s T zzq%qhzz 1 O Ot Vit
% + *
* 1, 94,931, 9140, O Yo, + 940,901,900, O, Ot Oy Vit
Q9,911,911 O, Yonrte T g, Do, i, it Doy, O, Ot Ot Yiiiad,
+ * * +
4y qz3zz 190 O Yiran, 90,91 O O Yiniid,

+ +

.
Yo 0 9, i 1,1, 91, O, O, O

+
Yzl LLLL

£k +
t45,90,9,.. 91, O1t, O, Tri,

LILLL

LILLL

LLLLL *

(150)

LLLLL

LLLLL

ARRANE

(151)
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wistits — 91,9101 Ot Vi, T A, At e, O, Ont, O Yoy,

ot * * +
+
45,9, 9,9, 1114 011,010, Yurns 9,9, D, Ot Ot Onnt, Vi,

+ * * Y + * Y
q;,,9:,,.0 1114 0101, 911,10 Yo, qzszzqzzzz‘:lzgz4 1 Ot Ot Yiri,
+
*+q,, qz35 i 111214011121314 Y T 90, 9, D, O zlz2 011315 azzz4 Y

+ * + * Y + * * + Y
Q0,991,910 Oy Yiran, i, O, Ot Ort, Yusi,

+ + 4 +
. A1, 90,910,010, O, O, Yoo T 90, i, A D, D Ont, Ot Onre Vit

+ + * Y + * + * Y
90,910,910, 91t Yoirs, T 990, O, Ort, Ot Yoy,

+

+ + . + b
Ay, 90, 9, 9, 92, O, O, O, Yzllvzzétzzz5 ., i, 90,9, T, O, T, Yz|z4151_.,zZ
+ * + * Y + * Y
9,91, 91400, Oty Vit T i, 9, 91, 9, O 111. O, Ot Yurin,
+ * + +
40,9991, F10, Ty, Yz|z4121315 Ai1, 91,1, 91,1, 91, O 1l zlzzz5 O, Yzlgl_.,uz

+ *
+
05,99, 9, 1114 0111, 911, Ylll4151213 1,9y, lallz2 zlLZlz Y11151213z4

* + +
40,9090, 91, T, i, Yzlzzz3z4 4, 9, 90,1, 9, 91,0, 91, O zlz3 111314 o Ll Y1113z41512~

(152)
Zapisimo sada bazi¢ne konstante dane identitetima (147) - (152) u leksikografskom

poretku njihovih ¢lanova:

_ * * * * +
Czlzzz_gu5 =0,1,911,, 01,4, Yzlzzl_gzitz5 1, 011, Ot O Y1112131514
+ : o,,Y A Y,
4,9, o 1ot T, Yoot T 90, Qi zI L9, azI Ll YiLLLL

+ * + * Y + * + + Y
Q0,911,911 91,1, Ot Yoty T 9o Do, 9e, Out, Ot Ornt Yoty

+q,,0,,0,,0,,., Y, Lo, 00, Y,
9,910,910, O, Yirnns 90,90, 91 O, T, Yo,

*
+ Y Y
SIARS A2 1113011114011121314 ittt T 0, Qe i, 11130-11214 01113141 ILLLL

+ * + * Y + * + + Y.
A, 9,9, 91, 9101, Ovt, Yorar, + i, Do, 9, 9, O, Oty Ovrt, Yotitys,

+ * * Y. + + ty
4,99 1114 014, 911, Yorons 909,90 O, Ot Ot Y it
* +
+dy,9,,9:,,9, 111314 Ot Yiruns T 9,9, 90, O zlz2 L O, Y

* + * * + +
+ 9,190,991, O O, Yo, 90 Do, i, 9, 9, O, Ot Ot Yttty

+ * * + +
4y, 9,9, 01,. 9100, Oty Yirsr, T 9 g, 9, A, O, O, O Yiai,

+ + * + * +
* A, D, D, g, Oty Ot Orrsy Yo, F Qi Qi Qi i, Dt O, Oy O, Y,

+ + * + + +
+ ql4lz ql413 qlslz qlsl3 q%lzx Gllls 0-111415 0-11514% Yll%l&l_z + ql3lz ql4lz q1413 qlsh qlslz qlsl4 O-llls 0-111415 O-lllslles Ylllslztl_zh
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* + * * *
Czlzzz31514 9.9, 1112 01,1, 01,1, Yllzzz3l4l5 0,011, O, Yzlzz%z4

+ * + * Y. + * + + Y
9,991,910, O, Yinres 90,90, 9, O, Ot Ot Yot

* + % * +
+9,,011,010. O, Y, T qzsz2 011, O, Yoy,
+ o-0,,0,.Y, 0.0, 0, .Y
Q1,991,911 i, Yo T 9, 1 Ot Ot Yoty

* + * * + +
4y 9,9, 911,011, O, Yorans T 90,9 Doz Ao, O, O, Ot Yanist,

+ * + * Y + * * + Y
Q0,940,911 9100, O Yirr, Dt Ui, it Oty Oty Oty Yatyly

+ * + * +
+ 4, 9,190,911, 0101, O, Yonnr T 9,901, O, O, Orrt, Vi,

+ * + +
9, 90,0, 90,910, T, Oy, Ylll4l31215 D, D0, Dt Dot T, O, T Yz|z4z_.,zszz
+ + * + + +
0, 90, 90,69, 91, 91, O, Tt Ylll4151213 i, Do, Dot D, 9o, O, i, T, Yllzztzsz_gz2
+ * + * +
41, 9,911, 911, T, Ylllslzl314 4y, 9, Qi 91, Ot Oyt Yllzszzzétz3

o, 0,,.Y, 0,0, Y,
41,9, 90,90 O, Tt Yiinr, 90, 90, 9ig, Di, i, Ot O, Vit

+ +

* + *
40,9, 90,94, 910, O, O, Yzlzsz41213 i, 90,1, 90,1, 9, 9, O, O, O, Yzlzsz“z}LZ

+ *
Gy, = iy, 111201121301121314 Yy e, zlz2 Oy, 011121315 Y,

+ Y, + y t oy
Uzlzza L, 11121314 ottt T 90,911, O, O Yin,

x4 + - *
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Na opisani nacin, primjenom teorema 4.2.10, mogu se opisati bazi¢ne

konstante u bilo kojem generickom tezinskom potprostoru B, =B,

(algebre B)

pridruzenom skupu Q :{Zl,lz,...,lﬂ} , QO N= {il,iz,...,iN} ako je zadovoljen uvjet

kocikli¢nosti, tj. ako vrijedi

o, =1, 0, %1 zasvaki 2<i<n.

Akoje 0,, , #1,onda u tezinskom potprostoru nema konstanti.
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Zakljucak

U ovoj disertaciji se detaljno izraCunavaju konstante u tezinskim potprostorima

B

o, 1SCard Q<4 algebre B, pri Cemu se pokazuje da u potprostorima B,

Card Q =1 nema netrivijalnih konstanti.
B=Clg ¢, ,....e; U je slobodna C-algebras jedinicom (gdje je stupanj svakog
generatora ¢; jednak jedan) u kojoj je uvedena g-diferencijalna struktura nizom

linearnih (diferencijalnih) operatora dil ,aiz yeuryO . B - B zadanihsa

0,(1)=0, 9,(c)=95.
2, (ejx)=5ijx+ q;e;0,x zasvaki xOB, i,jON .
Pritom je N/ ={i1,i2,...,iN} fiksirani podskup skupa nenegativnih cijelih brojeva.

Opéenito je rastav algebre B po multihomogenim komponentama dan sa

B= |:| lezz...zn >

n=0
L<h<.<L, LON
pri Cemu je svaki tezinski potprostor B, =B, =Span(c{ejlj2mjn | 31J2-Jn D(AQ} , n=1
pridruzen multiskupy Q ={f, <, <...<I} , L ON .
Pritom je 6 =S,Q ={U (lllz...ln) |o DSH} skup svih permutacija multiskupa Q.
Specijalno, ako je [, <I, <...<l, ;ON, onda je Q Z{ZI,ZZ,...,ZH} skup pa je njemu
pridruzen genericki tezinski potprostor BQ. U protivnom, multiskupu Q, koji nije

skup, je pridruZen degenerirani tezinski potprostor B, .
N
Na algebri B uvodi se operator stupnja 0:8B - B, 0= Zeixaix , gdje su

e, 0, :B - B, 1<s<N linearni operatori, stoga se konstanta u algebri B definira
kao bilo koji element CUB takav da je d C=0 ili COKeO® (Kerd oznacava

jezgru operatora stupnja 0 ).

Koristec¢i ¢injenicu da operator stupnja ¢uva rastav algebre B na tezinske potprostore

(tj. da je G(BQ) 0B, za svaki multiskup Q ={, <1, <...<l} nad N') imamo da se
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problem odredivanja konstanti u algebri B svodi na problem odredivanja konstanti u
pojedina¢nim tezinskim potprostorima.
S druge strane, u disertaciji se pokazalo da se konstante u bilo kojem degeneriranom

tezinskom potprostoru B, (pridruzenog multiskupu Q':{l1 <L <. Sln} nad N)

mogu konstruirati iz konstanti nekog generickog teZinskog potprostora B,

(pridruzenog skupu Q :{Zl,lz,...,lr} ON') u odredenoj identifikaciji elemenata u

skupu Q, sto dovodi do zakljucka da je dovoljno izracunati (netrivijalne) konstante u
generickim tezinskim potprostorima.
Iz tog se razloga problem odredivanja konstanti u algebri B moze svesti na problem

odredivanja konstanti u pojedinaCnim generi¢kim teZinskim potprostorima B, [ B,

Sto je ekvivalentno trazenju jezgre operatora 0 |B B, - B,.
Q
Pritom je djelovanje operatora 0 |B :B, - B, na eclementima baze generickog
Q

teZinskog potprostora B, Q :{Zl,lz,...,lr} ON dano sa

L [ L. oA
a |BQ (ej1j2~~-jn ) - Z a_’ qujr EejpjljZ"'jp—ljpﬂ“'jn ? JlJZ"'.]n D Q: S“Q :
p= r=

U disertaciji su detaljno razradena dva pristupa za odredivanje konstante u tezinskim

potprostorima B, algebre B .

U prvom pristupu (drugo poglavlje) se uzima da je detB, =0 nuzan i
dovoljan uvjet egzistencije netrivijalne bazi¢ne konstante u (generickom) tezinskom

potprostoru B, , Sto je ekvivalentno uvjetu da B, bude singularna matrica.

Pritom je u monomijalnoj bazi teZinskog potprostora 13, operatoru 0 |B pridruZena
Q

kvadratna matrica B,,, stoga su retci, tj. stupci matrice B, indeksirani elementima

Q ’
baze potprostora B, .
Red matrice B, je jednak dimBB, =Card 6 , gdje je Card 6 =# permutacija
multiskupa Q.

Iz jednadzbe detB, =0 proizlaze odredeni uvjeti na parametre q;, i,jON za koje

postoji netrivijalna konstanta u B, , ali isto tako i u Bé za neki pravi podskup (_2 0aQ.
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Pri izraCunavanju konstanti u B, =B, , od posebnog je interesa tzv. uvjet

n

kocikli¢nosti, tj. uvjet na parametre q;;, 1i,j0] N za koje postoji netrivijalna konstanta

u B, ali ne postoji u B@ za svaki pravi podskup 6 0Q.

Ako pretpostavimo da je uvjet kocikli¢nosti zadovoljen, t;.

Oy, =1, 0, ; #1 zasvaki 2<i<n,
gdieje o0, = |_| g, = I_l q; - onda u potprostoru B, postoji do na faktor
Isp<rsi Isp#r<i

netrivijalna bazi¢na konstanta C, .

Drugim rjeCima, za sve preostale vrijednosti parametara q;, 1,j0] N za koje je
detB, =0, a koje ne zadovoljavaju uvjet kocikli¢nosti, dobivaju se bazi¢ne konstante
takve da proizlaze iz C,, .

Nedostatak ovog pristupa je u nemoguénosti generalizacije formule za izraCunavanje

netrivijalne bazi¢ne konstante C, u potprostoru B,, Card Q =n, n=2. Naime, ako
je za neki fiksni n>2, n =Card Q poznata bazi¢na konstanta u potprostoru B, , onda
je moguce dobiti bazi¢ne konstante u svim odgovaraju¢im potprostorima B@ takvim

da je 6 0Q (4. Card 6 =k, 2<k <n). Obrat nije mogud¢, tj. iz bazi¢ne konstante u

potprostoru B@ nije moguce dobiti bazi¢nu konstantu u potprostoru B,, gdje je

QOQ.

S motivacijom uklanjanja navedenog nedostatka prvog pristupa, tj. s
motivacijom dobivanja formule za izraCunavanje netrivijalne bazicne konstante C, u
bilo kojem generickom tezinskom potprostoru B, (n=Card Q, n=2), u disertaciji

je detaljno razradeno trece i Cetvrto poglavlje, tj.

3. Zakrenuta grupovna algebra A, ,
4. Reprezentacija zakrenute grupovne algebre A na tezinskim potprostorima
B, , algebre B.

Ta se poglavlja temelje na radovima Svrtan-Meljanac, Krob i drugih i ujedno ¢ine

glavni dio ove disertacije.
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U ovom drugom pristupu promatra se regularna reprezentacija R:.4 - End (BQ)

zakrenute grupovne algebre A na bilo kojem generiCkom tezinskom potprostoru

B,=B,, , algebre B.

Posebno se proucavaju vrijednosti regularne reprezentacije elemenata o, , B, .,

I<k<n algebre A na opcenitom generickom potprostoru B,, Q 0N, koje smo
oznacili sa A, = R( )DEnd(B ) . Bg noes :R(B:;)DEnd(BQ). Regularnom
reprezentacijom &\; na B, dobiva se matrica A,, koja je u direktnoj vezi s

Varchenkovom matricom. Nadalje, regularnom reprezentacijom elementa B e DA,
na B, dobiva se matrica B, ., za svaki Isk<n-1 (jer za k =n imamo da je

B, , =1 jedini¢na matrica).

Pokazuje se da se matrica A, moZe faktorizirati matricama B, ., 1sk<n-1I po

formuli Ay = By pon =B, B ‘B B

1<k<n

Q.3 7" Pqo,n+1 “PQ,n-

Pritom je od posebnog interesa matrica B, = za koju se pokazuje da je jednaka matrici

Q,n

B,,, gdje se B, dobiva pri izratunavanju konstanti u potprostoru 1, .

Koristec¢i ¢injenicu da se problem nalazenja prostora konstanti u algebri B svodi na

trazenje jezgre operatora B, B ~ B, (kojemu je u monomijalnoj bazi

potprostora B, pridruZena matrica B, takva da je B, =B,, ) doslo se je do sljede¢ih
rezultata:

Ako je uvjet kocikli¢nosti zadovoljen, tj. ako vrijedi

= . i 2<i<
0y, =1, 0, . #1 zasvaki 2<i<n,

onda u potprostoru B, (pridruzenog skupu QZ{ZI,Zz,Z3,...,ln}) postoji (n—2)!

netrivijalnih bazi¢nih konstanti, koje oznaCavamo s C, Pritom su [,1, JQ

(Lisda - n
fiksirani, a j,j,...j, 08,,Q", gdje je S,,Q={o(Ll..l,)|00S,.} skup svih
permutacija skupa Q':Q\{ll,lz} 3{ l3,l4,...,l} .

Bazi¢ne konstante C,

1L, Opisane su u teoremu 4.2.10 formulom (135), tj. u

raspisanom obliku formulom (136).
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Tim formulama imamo da se svaka bazi¢na konstanta C,

iLi...;, moZze prikazati kao

linearna kombinacija od (n—l)! iteriranih komutatora oblika Y., é Dé\", gdje je

Q'= S, Q" :{T (LL..1)IT DSH_I} skup svih permutacija skupa Q"=Q\{i} .

Drugim rjec¢ima, dobivamo da se svaka bazi¢na konstanta C moze prikazati u

bisis-Jn

bazi iteriranih komutatora Y, =Y, takvih da im je prvi indeks [, JQ fiksiran, a

\2dsa - Jn

preostalih n—1 indeksa j,, j;, j,»-.., J, Q= Q\{ll}Z{ 12,13,...,1} permutiraju.
Pritom je & := j,j,j,... j, 0Q= 8,,Q= {r(L4...L,)[10 S} .

Prednost ovog drugog pristupa je da se uz zadovoljen uvjet kocikli¢nosti
dobiva elegantna formula za izraCunavanje bazi¢nih konstanti u bilo kojem

generi¢kom teZinskom potprostoru B,, Card Q=n, n=2.

Treba naglasiti da je do sliénog rezultata po pitanju izraCunavanja konstanti u

potprostoru B, takoder doSao i Correll u svom radu [C], gdje je opisao konstante u
specijalnom slu¢aju kada su svi kompleksni parametri q; jednaki kompleksnom
parametru q, tj. q;:==q za svaki i, [ON= {i,i,,....0\} .

Lako se moze pokazati ako je q;:=q za svaki i, jON ', onda iz formule (135) u

teoremu 4.2.10 proizlaze konstante koje je opisao Correll u [C].

Na kraju napomenimo sljedece:

umjesto rastava permutacije g[IS u produkt ciklickih permutacija navedenog
u teoremu 3.15, permutaciju gJS  mogli smo takoder rastaviti na nacine kako je dano
u komentaru 3.16.

Rastav (31) je odabran ciljano, jer uporabom bilo kojeg od tri rastava navedena u

komentaru 3.16 dobivamo B, | # B,,, tj. ne vrijedi jednakost matrica B, | i B, iako

su njihove determinante jednake.

Dakle, identitet (31) je koriS¢en s ciljem da se dobije jednakost matrica B, | 1 B,,.
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Sazetak

Promatramo slobodnu C-algebru B=CLg, ¢, ,..., ¢, s jedinicom (gdje je
stupanj svakog generatora ¢; jednak jedan) u kojoj je uvedena g-diferencijalna

struktura familijom linearnih q-diferencijalnih operatora ail,aiz,...,a.N B - B

1

zadanih rekruzivno sa:

9,(1)=0, 9,(¢;)=2

i 0; (ej x):5ijx+ q;¢;0,x zasvaki xOB, 1,jON .
Pritom je N/ :{il,iz,...,iN} fiksirani podskup skupa nenegativnih cijelih brojeva.
Opéenito je rastav algebre B po multihomogenim komponentama dan sa

B= |:| lezzn.zn >

1<l s.r.lszg?,zj N
pri ¢emu je svaki teZinski potprostor B, =B, ; :span(c{ejljwjn | 31Jp--Jn DCA): SHQ} ,
n 21 pridruzen multiskupu Q ={l, <, <..<l} , LON .
Specijalno, ako je [ <l <..<l, [ ON, onda je Q Z{ZI,ZZ,...,ZH} skup, njemu
pridruzen tezinski potprostor BQ zovemo generiCkim. Multiskupu Q (koji nije skup)

pridruZeni tezinski potprostor 1B, zovemo degeneriranim.

U algebri B pod konstantom C # 0 podrazumijeva se netrivijalni element, koji ima
svojstvo daje 0,C =0 zasvaki iON .

U ovoj disertaciji, pomocu eksplicitnih formula, prou¢avamo konstante u bilo kojem

tezinskom potprostoru B, (1<Card Q<5). U potprostorima B,, Card Q=1 nema

netrivijalnih konstanti. Takoder se pokazuje da konstante u bilo kojem degeneriranom
tezinskom potprostoru mozemo konstruirati iz konstanti nekog generickog tezinskog

potprostora B,

Sto nas dovodi do zaklju¢ka da je dovoljno izraCunati netrivijalne
bazi¢ne konstante u generickim tezinskim potprostorima.

Proucavanjem radova Svrtan-Meljanac, Krob, Fronsdal, Corell i drugih, gdje je
koriSten matri¢ni pristup, u disertaciji smo razvili formalizam zakrenute grupovne

algebre te smo dobili sljedece rezultate.
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Ako pretpostavimo da je o, , =1, o0, , #1 za svaki 2<i<n (uvjet

o Ji

kocikli¢nosti), onda u generickom tezinskom potprostoru B,, Card Q=n, postoji
(n—2)! netrivijalnih baziCnih konstanti, koje oznaCavamo s C, .. ., gdje su
[,,1, 0Q fiksirani, a j,j,...j, US,_,Q".

Pritom Sn_zQ':{a (L,...1)| o DSn_z} oznaCava skup svih permutacija skupa

Q=0\{i.1} {L....3 .
Pokazujemo da formule (135), (136) u Teoremu 4.2.10 opisuju bazi¢ne konstante

. Primjenom tih formula nalazimo da se svaka bazi¢na konstanta C,

1112j3j4"'ju 12j3j4“'.jn

moze prikazati pomocu iteriranih komutatora Y,; =Y,. .. . kojima je prvi indeks
L bLizzda--Jn

[,0Q fiksiran, a preostalih n—1 indeksa j,,j;,],,---J, JQ= Q\{ll}Z{ lz,l3,...,l}

variraju.
Takoder op¢i Teorem 4.2.10 iz ove disertacije ilustriramo eksplicitnije za sve

genericke teZinske potprostore B, u sluCaju da je 2<Card Q<5 (vidi primjere 4.2.11

-42.14).

Specijalno ako je q;:=q za svaki i,] ON , onda proizlaze konstante koje je

Correll opisao u svojoj disertaciji [C] iz formule (135) u Teoremu 4.2.10.
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Summary

We consider a free unital C-algebra B=CL¢, , ¢, ,..., ¢; [ (where degree of

cach generators e; is equal one) in which a g-differential structure is introduced by a

1

set of linear q-differential operators 0, ,0, ,....,0; : B — B defined recursively by:

9,(1)=0, 9,(¢;)=3

ij 2

0, (ejx)=5ijx+ q;¢;0,x foreach xOB, i,jON .
Here N ={i1 ,iz,...,i“} is a fixed subset of the set of nonnegative integers.

Generally, we have the direct sum decomposition

B= |:| lezz...zn >

n=0

L<h<.<L, G0N

where each weight subspace

B,=8B, ., =spanC{e JiJs---J, =rearrangement of ll,lz,...,ln} ,n=1

Jidaewdn
is associated to the multiset Q ={l, <I, <..<l}, LON .

In particular, when [, <1, <..<[, LON (ie. Q ={1.1,,..,1} is a set) the associated
weight subspace B, is called generic. A degenerate weight subspace B, is associated

to a multiset Q which is not a set.
In the algebra B by a constant C #0 we shall mean a nontrivial element with the
property 0, C =0 forall iON .
In this dissertation we study, by means of explicit formulas, the constants in any
weight subspace B, (1< Card Q <5) were calculating in detail. In the subspaces 1,
Card Q =1 there are no nontrivial constants. It is also shown that constants in

degenerate weight subspaces can be constructed from constants in generic weight

subspaces B, by certain specialization procedure. So we conclude, that is enough to

calculate nontrivial basic constants in generic weight subspaces.
By studying some papers of Svrtan-Meljanac, Krob, Fronsdal, Corell's and others,
which use matrix approach we develop some twisted group algebras machinery and

obtain the following results.
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If we assume that 0,, , =1, 0;; , #1 foreach 2<i<n (cocycle condition),

then in the generic weight subspace B, , Card Q =n there are (n - 2)! nontrivial basic

constants which we denote by C, where [,[,JQ are fixed and

(bisdadn 2

Jada--J, 08, ,Q". S, ,Q' :{0(1314...ln)|0 DSn_z} denote the set of all permutations of

Q=Q\{1.1} { 1.1,...3 .
We show that formulas (135), (136) in Theorem 4.2.10 describes the basic constants

. - By applying these formulas we find that each basic constant C; can be

Clllzj3j4--~Jn Lz in

expressed in terms of iterated commutators Y, =Y, .. .,

where first index [ 0Q is
fixed and remaining n—1 indices j,, j;,j,,.-., j, JQ= Q\{l‘}:{ 12,13,...,1} vary.

We also illustrate our general Theorem 4.2.10 of this dissertation more explicitly for

all weight subspaces B,, in case 2<Card Q<5 (see examples 4.2.11-4.2.14).
In particular, if q; :=q forall i, jUJ N, then the constants described in Corell's

thesis [C] come out from equation (135) in Theorem 4.2.10.
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