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Oznake

2 C R™ porozna sredina (otvoren, omeden, povezan skup s Lipschitzovim

rubom)
Q). podrucje toka fluida
T. nepropusni dio porozne sredine
T prototip nepropusnog dijela (prepreke)
p(w) Lebesgueova mjera skupa w C R™
D, g, ¢ ... skalarne veli¢ine/funkcije (vrijednost je iz R)
v,&€, ¢ ... vektorske velicine/funkcije (vrijednost je iz R™)
®, U =... tenzorske veli¢ine/funkcije (vrijednost je iz R™*™)
e(v) = sym Vo simetrizirani gradijent funkcije v
n jedinicni vektor vanjske normale zadanog podrucja
1 < r < 2 indeks toka polimernog fluida
B(zg, R) = Br(xg) otvorena kugla u R", radijusa R > 0, sa sredistem u x

St = 9B;(0) C R" jedini¢na sfera u R”

il



OZNAKE

R* operator restrikcije s podrucja €2 na podrucje §2.

U, funkcija permeabilnosti

G funkcija otpornosti

LP(§), | - |r(@) prostor p-integrabilnih funkcija, s pripadajué¢om normom

LP(Q2)/R kvocijentni prostor, izomorfan prostoru

i) ={feLr()| J, fdz=0}
WmP(Q), |- |wms) Soboljevljevi prostori, s pripadaju¢om normom
H™() Soboljevljev prostor W™?2(£2)

D™P(Q)), |- |pmr) homogeni Soboljevljevi prostori, s pripadaju¢om nor-

1mMo1m

WP(Q), D{"P(2) Soboljevljevi, odn. homogeni Soboljevljevi prostori funk-

cija s tragom nula
W=mr' (), D~™P(Q) dualni prostori (Wy""(Q))" odn. (D§**(Q2))

Woah (Q), Dy, (£2) Soboljevljevi, odn. homogeni Soboljevljevi prostori funk-
cija WP (Q), Dy"*(2) s divergencijom nula

Ny Nemitskijev operator pridruzen funkciji f
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Predgovor

Tijekom znanstvenog usavrSavanja upoznavao sam razne matematicke dis-
cipline i grane, od kojih su neke vise privlacile moju paznju od drugih, no
uvijek sam zadrzao poseban afinitet prema fizici i prakti¢nim problemima pri-
mijenjene matematike. Smatram da sam utoliko imao veliku sre¢u $to sam
u ranoj fazi studija imao cast upoznati mentora, ¢iji je znanstveni rad spojio
fizikalnu disciplinu mehanike fluida s matematickom formalnoséu i egzak-
tnoséu. To je usmjerilo moj interes na proucavanje problema koji ukljucuju
Navier-Stokesov sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi i metoda za nji-
hovo rjesavanje. Posebno se ovdje radi o problemima ¢ija je priroda takva
da se u jednadzbama koje ih opisuju pojavljuje barem jedan mali parame-
tar. Upravo ta Cinjenica da se on pojavljuje prilikom opisivanja odredenog
fizikalnog problema omogucava pristup koji se postupno razvijao posljed-
njih desetljeca i koji je generirao znacajne rezultate u primjeni i utjecao na
razvoj primijenjene matematike. Naime, radi se o metodama asimptoticke
analize, matematicke discipline koja se bavi procavanjem visedimenzionalnih
problema i metodama njihova efektivnog reduciranja za potrebe inzenjerskog
pristupa. IzvoriStem asimptotickih metoda mozemo smatrati proucavanje
problema slabo viskoznog fluida, gdje koeficijent viskoznosti kao mali para-
metar ima znacajan uc¢inak na ponasanje fluida, posebno u rubnom sloju uz

krutu stijenku. Mali parametar moze se pojaviti i zbog prirode podrucja
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toka koje se promatra kada su njegove dimenzije razlic¢itog reda veli¢ine, kao

na primjeru toka krvi kroz arteriju[26].

Siroku primjenu asimptotickih metoda nadalje nalazimo u prouc¢avanju
kompozitnih materijala u modernoj industriji u kojima je, za razliku od rub-
nog sloja, utjecaj mikrostrukture na makrostanje puno kompleksniji i prisu-
tan u cijelom podru¢ju domene. Kada je promatrano podrucje homogeno,
ono se modelira kao neprekinuta sredina, sto kod kompozitnih materijala
nije moguce. Ona predstavljaju heterogenu sredinu, u pravilu sastavljenu
od vise razlicitih homogenih materijala pomijesanih periodi¢no s periodom
koji je mali u odnosu na dimenziju cijelog podrué¢ja. Pretpostavka o peri-
odickoj strukturi ima fundamentalno znacenje za asimptoticku metodu koju

nazivamo homogenizacija i koju ¢emo u nastavku koristiti.

Posebno isticemo problem protjecanja fluida kroz poroznu sredinu, sas-
tavljenu od propusnog i nepropusnog dijela, ¢ije je proucavanje glavna tema
ovog rada. Osnovne ideje asimptoticke analize, kao Sto su viSestruko skali-
ranje (engl. multi-scaling) i asimptoticki razvoj po potencijama malog para-
metra, ovdje se koriste za proucavanje utjecaja mikrostrukture na globalnom
nivou, nastoje¢i ne ulaziti u rjeSavanje nelinearnih parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi mehanike fluida u tako kompliciranoj geometriji kao $to je ona po-
rozne sredine. Za potrebe simuliranja toka kroz poroznu sredinu potrebno je
odrediti takozvani zakon filtracije, kojeg ¢ine efektivne odnosno usrednjene
jednadzbe u kojima su podaci o poroznoj strukturi sadrzani kroz usrednjene
parametarske velicine kao Sto su poroznost ili permeabilnost. Upravo je
odredivanje tih efektivnih koeficijenata i jednadzbi, kao i ocjena njihovih
pogresaka u odnosu na pocetne jednadzbe, zadaca postupka homogenizacije.

Naime, u originalnim jednadzbama toka pojavljuju se dvije duljinske skale:

vi
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makroskala ili skala ¢itavog podruc¢ja toka reda velic¢ine 1, te mikroskala reda
veli¢ine € koja mjeri veli¢inu jedinke porozne sredine (éelije) i velic¢inu oscila-
cija. Razlika u redu velic¢ine tih dviju skala osigurava nam postojanje malog
parametra € > 0 i u ovisnosti o njemu dobivamo niz rjeSenja ¢ije ponasanje
promatramo na limesu kada ¢ — 0. Motivacija za to je Cinjenica da na limesu
nestaje mikrostrukture koja generira oscilacije visoke frekvencije, odnosno,

bolje receno, dolazi do usrednjenja njenog utjecaja.

Sam postupak homogenizacije detaljno je opisan u klasi¢cnim udzbenicima,
na primjer u Bensoussan - Lions - Papanicolaou[12] ili u Sanchez-Palencia[51],
gdje se u dodatku moze pronaéi rezultat L. Tartara[54] vezan uz dokaz kon-
vergencije homogenizacijskog procesa, te nesto novijeg datuma u udzbeniku
Hornung[33]. Sto se tice rezultata o homogenizaciji u poroznoj sredini, pos-
toji clanak G. Allairea [2] iz 1991. godine, koji u svom uvodu vrlo pregledno i
sistematicno opisuje dotadasnje rezultate, koje ¢emo ovdje ukratko ponoviti.
Taj se rad bavi homogenizacijom Stokesove i Navier-Stokesove jednadzbe
s Dirichletovim rubnim uvjetom koja je postavljena na otvorenom skupu s
mnostvom periodi¢no rasporedenih "rupa”. Taj slucaj odgovara toku newto-
novskog fluida kroz polje fiksnih ¢vrstih prepreka, odnosno nepropusnih di-
jelova. Ako je domena sastavljena periodicno od celija reda veli¢ine &, u
kojoj je nepropusni dio takoder reda velicine ¢, tada se kao rezultat dobije
dobro poznati Darcyjev zakon (v. [35], [41] i [51] kao primjer primjene dvo-
skalne metode). Autor tom rezultatu dodaje izvod takoder dobro poznatog
Brinkmanovog zakona u slu¢aju kada je veli¢ina nepropusnog dijela (pre-
preke) kriti¢na, §to za trodimenzionalni slucaj znaci da je reda velicine 3.
Nadalje, pokazuje se da je Brinkmanov zakon prijelazni oblik izmedu dva

tipa rezultata koji se postizu homogenizacijom Stokesove jednadzbe. S jedne

vil
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strane stoji Darcyjev zakon kao zakon filtracije u slucaju kada je velicina
prepreka asimptoticki veca od kriticne vrijednosti, dok se u slucaju kada je
ona asimptoticki manja od kriti¢ne vrijednosti kao homogenizirani problem
opet pojavljuje Stokesova jednadzba. U [1] nalazimo jo§ precizniji rezultat o
neprekinutosti Darcyjevog zakona u slucaju kada je udio nepropusnog dijela
mali u odnosu na velicinu propusnog dijela - to je rezultat o takozvanom

limesu malog krutog dijela (engl. low-volume-fraction limit).

Namjera nam je u ovome radu, koristenjem spomenutih metoda, doé¢i do
analognih rezultata za nenewtonovske fluide. Na pocetku vrsimo pregled ne-
newtonovskih fluida i njihovog modeliranja, te odabiremo one fluide koji za-
dovoljavaju zakon potencije. Zatim modeliramo poroznu sredinu sastavljenu
od dva dijela - propusnog i nepropusnog, te detaljno opisujemo dimenzije u
mikrostrukturi, kao i razlicite odnose veli¢ina propusnog i nepropusnog di-
jela. Promatramo homogenizirane probleme za razne slucajeve, te trazimo
njihovu medusobnu povezanost i limes malog krutog dijela, kao i specifican
oblik homogeniziranog problema u sluc¢aju kriticne veli¢ine prepreka, tako-

zvani Brinkmanov zakon.

U Karlovcu, travanj 2012. Tomislav Fratrovi¢
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POGLAVLJE 1.

1.1 Konstitucijske pretpostavke u klasifika-
ciji fluida

U rjesavanju problema mehanike fluida jedna od osnovnih postavki je iz-
bor modela fluida koji najbolje opisuje njegova fizikalna, a ako je potrebno,
i kemijska odnosno reaktivna svojstva. Fizikalne karakteristike materijala

odredene su tenzorom naprezanja koji u najopcenitijem sluc¢aju ima oblik
o=—-pl+T,

gdje je p skalarna veli¢ina koja odgovara termodinamickom tlaku, I € R™*"
jedini¢ni tenzor, a 7T devijatorni odnosno viskozni dio tenzora naprezanja

zadan konstitucijskim zakonom
T=71(Vv,p,T),

odnosno ovisnoséu o gradijentu brzine, gustoéi i temperaturi fluida. Takvi
fluidi koji ne ovise o povijesti gibanja odnosno deformacije nazivaju se gene-
ralizirani newtonovski fluidi. Zanemarimo li utjecaj termodinamickih procesa
i ako se ograni¢imo na promatranje inkompresibilnih fluida koji dozvoljavaju
samo izohoricka gibanja, dolazimo do zakljucka da u podrucju toka vrijedi

takozvani nuzni uvjet inkompresibilnosti (solenoidalnost polja brzine v)
dive =0,

a "tlak” p vise ne predstavlja termodinamicku veli¢inu, nego je u mate-
matickom smislu dualna varijabla koja odgovara navedenom uvjetu inkom-
presibilnosti. Takoder, dolazimo do zakljucka da viskozni dio tenzora napre-

zanja ovisi samo o simetriziranom dijelu gradijenta brzine

e(v) = = (Vo + (Vv)7),

1
2
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koji se naziva tenzor stope naprezanja (engl. rate-of-strain tensor), a ponekad
i tenzor deformacija. Tu je vezu moguce zapisati pomocu funkcije takozvane

prividne ili efektivne viskoznosti n(Z), = € R™*™:

T = n(e(v))e(v).

Upravo prema karakteru te funkcijske ovisnosti razlikujemo nekoliko modela
od kojih ovdje navodimo samo najznacajnije ili, bolje receno, najjednostav-

nije.

1.2 Newtonovski 1 nenewtonovski fluidi

Po svojoj jednostavnosti, ali isto tako i po zastupljenosti u problemima
mehanike fluida, na prvom mjestu je Newtonov model, koji postulira line-
arni odnos smicnog naprezanja i gradijenta brzine. Najveca prednost ovog
modela je ta Sto se velika veéina fluida, iako ne svi, ponaSa na ovaj nacin.
Takvi su fluidi na primjer voda, veéina vodenih otopina, ulja, glicerin, zrak,
te svi plinovi (koji nisu inkompresibilni pa ih ovdje ne prou¢avamo). Jednos-
tavniji modeli u primjeni uzimaju newtonovske fluide kao zadovoljavajucu

aproksimaciju stvarnog stanja.

Koeficijent proporcionalnosti u ovom linearnom odnosu nazivamo viskoz-

nost i u ovom je slucaju ona konstantna
n(e(v)) =2u R,

a tenzor naprezanja newtonovskog inkompresibilnog fluida glasi
o = —pl+2ue(v).

Njegovim uvrstavanjem u fizikalni zakon o¢uvanja koli¢ine gibanja dobivaju

se fundamentalne jednadzbe gibanja newtonovskog fluida, Navier-Stokesove

3
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jednadzbe, koje i nakon dva stolje¢a proucavanja jos uvijek ostavljaju otvo-
rena pitanja. U slucaju kada je newtonovski inkompresibilni fluid pod utje-

cajem volumne sile f, jednadzbe gibanja u podrucju 2 C R™ imaju oblik

a—v+v-Vv:yAv—Vp+f u Q,
ot (1.1)
dive =0 u €2,

uz zadani rubni, odnosno pocetni uvjet. Jednostavniji oblik tog sustava do-
bije se zanemarivanjem nelinearnog ¢lana i naziva se Stokesova jednadzba,
a ako veli¢ine ne ovise o vremenu, govorimo o stacionarnom obliku. Mnogi
radovi bave se tematikom koja ukljucuje problem filtracije newtonovskog
fluida kroz poroznu sredinu. Osnovni rezultat bio je formalna potvrda od-
nosno izvod takozvanog Darcyjevog zakona (otprije poznatog i koristenog
u inzenjerskoj literaturi) pomoéu postupka homogenizacije (v. Lions[41] i

Sanchez-Palencia[51]).

U odredenim slucajevima Newtonov model nije zadovoljavajudi iz jednos-
tavnog razloga Sto viskoznost nije konstantna nego se znacajno mijenja u
ovisnosti o stopi smicanja (engl. shear rate), odnosno o veli¢ini smic¢ne de-

formacije koju mjeri |e(v) |, gdje je
Z|=VE:E=Vur(E27), ZeR™™
Od takvih nenewtonovskih ili kvazinewtonovskih fluida (v. Rosen[49]) naj-

jednostavniji su oni koji zadovoljavaju zakon potencije ili Ostwald-de Waele

model, gdje je efektivna viskoznost dana pomocu funkcije
—_ —_ —_ | r—2 —_ nxn
n=)=n(E=E)=K|Z]"", EZeR™"

Parametri koji se pojavljuju u izrazu karakteriziraju pojedinu vrstu fluida.
Konstanta K € (0, +00) se naziva konzistencija toka, a r € (1, 4+00) indeks

ponasanja toka.

4
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_ — =2.
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Slika 1.1: Graf funkcije 7.

Ovisno o indeksu toka postoje dvije vrste fluida bitno razli¢itih ponasanja
koje ovdje opisujemo.
1. sluéaj (1 <r <2)
Ovdje efektivna viskoznost fluida opada s pove¢anjem stope smicanja |e(v) |,
jer eksponent postaje negativan. Takve fluide nazivamo pseudoplasti¢nim
ili polimernim fluidima, a radi se uglavnom o mjesavini velikih polimernih
molekula u otapalu s manjim molekulama: glina, mlijeko, zZelatina, tekuci
cement... Pretpostavlja se da je ovakvo ponasanje posljedica nasumic¢nog
kretanja i sudaranja velikih lanaca polimernih molekula pri blagom smica-
nju, koje se postepeno poravnavaju u smjeru povec¢anog smi¢nog naprezanja
i time pruzaju sve manji otpor.
Jedan jednostavan primjer pseudoplasticnog fluida je gel za kosu - tesko ga
je otresti s ruke (veliki otpor blagom smicanju), dok s druge strane pruza

vrlo mali otpor pri trljanju prstima (pri ve¢em smi¢nom naprezanju).
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2. slucaj (r > 2)

Fluide za koje je indeks toka veci od 2 nazivamo dilatantnim i kod njih je efek-
tivna viskoznost to vecéa sto je veca stopa smicanja. Oni se rijetko susrecu, ali
jednostavan primjer je zasi¢ena otopina skrobnog brasna u vodi. Objasnjenje
za ovakvo ponasanje lezi u ¢injenici da su molekule vode pri pove¢anom smi-
canju istisnute izmedu molekula skroba koji medudjelovanjem pruzaju veci
otpor naprezanju.

Zanimljiva primjena dilatantnog fluida je u vozilima s pogonom na sva cCetiri
kotaca, gdje se pomoc¢u njega regulira omjer prijenosa snage s prednjih na
straznje kotace. Naime, na terenu s dovoljnim trenjem nema razlike u okre-
tanju prednjih i straznjih kotaca, pa je i smicanje malo i nema prijenosa
snage. U slucaju da kotaci primarnog (prednjeg) pogona pocnu proklizavati,
povetava se smicno naprezanje, a s njime i viskoznost fluida, te se snaga

prenosi na sekundarne (straznje) kotace, oslobadajuéi time vozilo.

Matematicka veza u zakonu potencije je korisna zbog svoje jednostavnosti,
omogucavaju¢i u mnogim problemima nalazenje egzaktnog rjeSenja. U dalj-
njem proucavanju odabiremo upravo fluide koji zadovoljavaju zakon poten-
cije, preciznije - polimerne fluide. No, s druge strane, ovaj model samo pri-
blizno opisuje ponasanje stvarnog nenewtonovskog fluida, sto ipak ogranicava
njegovu primjenu. Najvec¢i nedostatak je nerealno opisivanje ponasanja flu-
ida za granicne vrijednosti stope smicanja kada |e(v)| — 01 |e(v)| — oo.

Vazno je primijetiti sljedec¢e cinjenice:

zal<r<2: lim 7,(Z)=0cc 1 lim n.(2)=0,
|=|—0 |2 | =00

zar > 2: lim n(2)=0 i lim 7, (E) = o0.
|Z|—=0 |2 | =00

Neomedenost viskoznosti i ponasanje za male vrijednosti oko nule nije u

skladu s eksperimentalnim rezultatima, jer stvarni fluid posjeduje i mini-
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malnu i maksimalnu vrijednost viskoznosti u ovisnosti o svojim fizikalnim
osobinama na molekularnom nivou. Problemati¢no ponasanje zakona poten-
cije u grani¢nim podru¢jima kada krivulja viskoznosti odstupa od realnog
stanja, preciznije za |Z| — 0 kada n(Z) — ny # 01 za |2| — oo kada

N(E) = Ne < 00 (za 1 < r < 2) donekle rjesava empirijski Carreauov zakon:
1CE) = (o — )1+ K |Z1)2 49, E € R,

s koeficijentima 19 > 1., > 0, K > 0, i indeksom toka r.

A
r=2.75
e ()
r=2.6
r=2.5
o = _ newtonovskifluid =9
r=1.75
r=1.5
r=1.2

v

™

Slika 1.2: Graf funkcije n¢.
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1.3 Modeliranje porozne sredine

Pod pojmom filtracije fluida podrazumijeva se tok kroz poroznu sredinu
odnosno materijal koji je ispunjen mnostvom “rupa” odnosno perforacija ili,
bolje receno, krutih inkluzija koje predstavljaju neprovodljive prepreke i koje
fluid svojim tokom optace. Takav porozni materijal moze biti prirodnog ili
umjetnog porijekla, a to onda utjece i na samu formu njegovog nepropusnog
dijela, pri ¢emu mislimo na oblik pojedinih prepreka i njihovu eventualnu
uniformnu rasporedenost. Donekle je fizikalno opravdano pretpostaviti sta-
tisticku homogenost, kao i medusobnu sli¢cnost pojedinih prepreka, pa tada
govorimo o periodickoj poroznoj sredini ili domeni. S druge strane, pretpos-
tavka da se radi o mrezi fiksnih prepreka, koje ne mijenjaju polozaj dok ih
fluid optace, nije bas u skladu sa stvarnim stanjem, ali znac¢ajno pojednos-

tavljuje model.

Neka je © otvoren, omeden i povezan skup u R™ (n > 2) s Lipschitzovim
rubom 0f2, takav da je lokalno smjesten samo s jedne strane svoje granice.
On predstavlja materijal s periodicnom poroznom strukturom koja se na
makroskopskom planu ne primjecuje, ali koja omogucava protjecanje fluida
kroz propusni dio. Kako bismo opisali periodicku geometriju mikrostrukture
s malim periodom &, definirajmo prvo prototip pore na jedini¢noj ¢eliji sa
sredistem u ishodistu Y = (—1/2,1/2)" =), UnT. Y je sastavljen od dva
dijela: zatvorenog povezanog skupa nT° CC Y (koji predstavlja nepropusni
dio), skaliranog parametrom 7 i kompaktno sadrzanog u Y, i otvorenog skupa
Y, =Y \ nT (odnosno propusnog dijela ili podru¢ja toka). Pretpostavljamo
da je nT pozitivne mjere u C1Y i strogo sadrzan unutar sfere upisane je-
dini¢noj ¢eliji Y, tako da je disjunktan s njenim rubom. Zakljucujemo da je

tada i ), povezan skup strogo pozitivne mjere. Nadalje, pretpostavljamo da

8
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Y

A
v

Slika 1.3: Podruéje toka (propusni dio) u jedini¢noj ¢eliji Y, =Y \ nT.

oba skupa imaju Lipschitzov rub i da su lokalno smjesteni samo s jedne strane
svoje granice. Svaka jedinka danog poroznog materijala je po pretpostavci
homeomorfna slika jedini¢ne celije Y i to po preslikavanju Il : R" — R",
koje je kompozicija translacije za k € Z" i homotetije s faktorom e.

Podijelimo prvo cijeli prostor na pravilnu mrezu elemenata veli¢ine e:
R'= | vok, = YR=TL(Y)=e(Y +k), keZ
kezZn

gdje je svaki takav element unija homeomorfnih slika propusnog i nepropus-

nog dijela jedini¢ne Celije Y po istom preslikavanju IIj

M (nT) = e(T +Kk),

I, = e, +k).

Definirajmo indeksni skup [ = {i S/ | (YY) C Q} Na taj smo nacin
indeksirali sve ¢elije koje ne sijeku rub od 2. Iz tehnickih razloga pretpos-
tavljamo da one éelije porozne sredine za koje vrijedi Y*XN9Q # () ne sadrze

nepropusni dio i, fizikalno gledajuci, to ne utjece znacajnije na model.
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Slika 1.4: Dio porozne sredine.

Sada mozemo oznaciti nepropusni dio zadane porozne sredine

kel

a podrucje toka sa

Q. =Q\T.

Ukupan broj celija s preprekama koje prekrivaju skup €2 ovisi o € i taj broj

zadovoljava sljedece:
Q
N(e) = “in )1+ o(1)).

Prototip nepropusnog dijela 7" u jednom elementu mreze kojom je podijeljeno
promatrano podrucje {2 nema unaprijed zadani oblik. Mnogi rani rezultati
o filtraciji fluida kroz poroznu sredinu postuliraju sferne prepreke, sto na-
ravno pojednostavljuje model, a u odredenim slucajevima daje i eksplicitno
rjeSenje problema. Ovdje zadrzavamo samo slabi zahtjev regularnosti ruba

koji je tehnicke prirode i koji garantira regularnost rjesenja. Rezultati koje
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dobivamo ovdje ne ovise prvenstveno o obliku prepreke, ve¢ o malom parame-
tru 7, koji utjece na velicinu prepreke u ¢eliji periodicne domene i kontrolira
omjer nepropusnog i propusnog dijela porozne sredine. Preciznije, rezultati
ovise o asimptotickom ponaSanju parametra 77 u procesu homogenizacije,
kada broj ¢elija tezi u beskonacnost, a njihova veli¢ina k nuli.

Valja napomenuti da je period periodi¢ne porozne sredine puno manji od
duljine podru¢ja toka (¢ << L), $to nam daje razliku u redu veli¢ine ma-
kroskale koja mjeri ¢itavo podrucje €2 i mikroskale porozne strukture. Ta je
pretpostavka kljuéna za postupak homogenizacije, jer nam daje mali para-

metar €.

Poroznu je sredinu moguée modelirati i bez pretpostavke o periodi¢nosti
porozne strukture kao u [50]. Ondje su nepropusni dijelovi na slu¢ajan nacin
rasporedeni po podrucju €2, tvoreéi na taj nacin statisticki homogeni ma-
terijal. Iako je taj model mozda blizi realnom stanju, kod njega se nailazi
na probleme nesto drugacijeg karaktera, Cije se rjeSavanje oslanja na mate-
maticki upitne argumente, a u konacnici daje iste rezultate kao i periodicki

model.
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POGLAVLJE 2.

2.1 Jednadzbe gibanja: Navier-Stokesov i Sto-
kesov sustav

Za newtonovski fluid puni oblik jednadzbi gibanja nosi naziv Navier-Stokesov
sustav. Jednadzbe se izvode iz zakona o¢uvanja mase, koli¢ine gibanja i zah-
tjeva invarijantnosti na odabir sustava referencije, te uz inicijalnu pretpos-

tavku oblika tenzora naprezanja newtonovskog inkompresibilnog fluida

o =—pl+2ue(v); e(v)=symVv=_(Vo+ Vo).

N | —

Kao §to smo ranije zakljucili, sustav (1.1), uz prateée rubno-pocetne uvjete,
sadrzi inercijalni ¢lan v - Vv koji je viseg reda od ostalih ¢lanova u jednadzbi.
Ako je brzina toka mala, odnosno ako pretpostavimo da je za malu vrijednost

d > 0, na primjer, |v| = O(J), tada slijedi
v Vo] = 0(5"),

Sto znaci da se za male vrijednosti 0 taj nelinearni ¢lan moze zanemariti i
izbaciti iz jednadzbi, ¢ineéi ih jednostavnijim za proucavanje. Za stacionarni

oblik dobivamo (uzimajuéi takoder radi jednostavnosti v = 1):

—Av+Vp=Ff u €,

dive =0 u {2,

uz Sto zadajemo i odredeni rubni uvjet. Fizikalno opravdanje ovakve aproksi-
macije postoji u sluc¢aju da je protok fluida zaista spor, odnosno da je brzina
mala. To je svakako sluc¢aj u nasem problemu filtracije kroz porozni materi-
jal, na primjer u podzemnim tokovima.

Pod nazivom Stokesov sustav, ¢esto govorimo o takvoj vrsti novonastalog,

lineariziranog oblika jednadzbi, koji se ¢ak ponekad niti ne odnosi na tok
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newtonovskog fluida. Tako, na primjer govorimo i o nenewtonovskom (neli-
nearnom) Stokesovom sustavu, kada umjesto Laplaceovog imamo neki drugi
diferencijalni operator. Za fluide koji zadovoljavaju zakon potencije, gdje je

osnovna pretpostavka da tenzor naprezanja ima oblik
o =—pl+ le(v)[* e(v),

pod nazivom stacionarni (nelinearni) Stokesov sustav, na primjer s takozva-

nim no-slip uvjetom na rubu podrucja €2, dakle mislimo na

(

—div{|e() [T e(v)} +Vp=F uQ,
divvo =0 u 2, (2.1)

v=0 na 0f2.

\

15



POGLAVLJE 2.

2.2 Homogenizacija i izracun limesa malog

krutog dijela

Porozna sredina se ubraja u kompozitne materijale, sac¢injene od barem

dva tipa komponenti s razli¢itim fizikalnim svojstvima. To ne onemogucava
primjenu zakona mehanike kontinuuma, ali zbog nehomogenosti materijala
dolazi do pojave diskontinuiteta, odnosno do osciliranja u ponasanju. To
se oc¢ituje jedino na mikroskopskoj skali, pa je odredivanje makroskopskog
ponasanja jedna od primarnih zadaca. Nastoji se odrediti globalni zakon fil-
tracije, koji bez zadiranja u kompliciranu geometriju, kao sto je to u slucaju
porozne sredine, daje jednadzbe gibanja. U tome znacajnu ulogu ima postu-
pak homogenizacije kao nacin i kao skup matematickih tehnika u proucavanju
asimptotickog ponasanja sredine s periodickom ili skoro periodickom mikros-
trukturom. Ukratko, postupak obuhvac¢a proucavanje limesa kada broj ¢elija
tezi u beskonacnost, a njihova veli¢cina k nuli. Pretpostavka o periodickoj
strukturi ima fundamentalno znacenje za homogenizaciju i omogucava da
u problemu filtracije kumulativni u¢inak nepropusnih mikroprepreka koje
usporavaju fluid opisemo usrednjenim efektivnim jednadzbama zadanim na
homogenom podrucju, bez prepreka.
U najjednostavnijem slucaju toka newtonovskog fluida kroz poroznu sre-
dinu takve efektivne jednadzbe nose naziv Darcyjev zakon, dobro poznat
u inzenjerskoj literaturi. Na primjer, izvod Darcyjevog zakona iz fundamen-
talnih jednadzbi hidrodinamike moze se pronacéi u Bear[8] ili Whitaker[55],
dok su za izvod koristenjem dvoskalne metode zasluzni Lions[41] i Sanchez-
Palencial51], te L.Tartar[54] za dokaz konvergencije energetskom metodom.
Darcyjev zakon nije jedini koji opisuje tok fluida kroz poroznu sredinu.

Brinkman je u svom radu [20] predstavio novi oblik jednadzbi, u odredenom
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smislu taj je oblik izmedu Darcyjevog zakona i Stokesove jednadzbe. U tom,
takozvanom Brinkmanovom zakonu koji je vrlo slican Stokesovom problemu,
pojavljuje se dodatni ¢lan proporcionalan brzini, koji djeluje kao clan koji
usporava tok fluida. Kako je Allaire precizno zakljucio u svojim radovima
([2], [3]), oblik zakona filtracije ovisi o asimptotickom ponasanju veli¢ina pre-
preka za vrijeme postupka homogenizacije.

S druge strane, Levy[39] i Sanchez-Palencia[51] su pokazali da ovisno o
veli¢ini prepreke Darcyjev zakon moze varirati, odnosno poprimiti isti oblik,
ali s razlicitom usrednjenom veli¢inom koja se naziva tenzor permeabilnosti.
Opet je Allaire (v. [1]) bio taj koji je pokazao da zapravo postoji neprekinuti
prijelaz izmedu razlicitih tenzora permeabilnosti. To je rezultat o takozva-
nom limesu malog krutog dijela (engl. low-volume-fraction limit).

[zrac¢un limesa malog krutog dijela ne predstavlja novi koncept. Taj su pojam
dosad koristili mnogi autori. Na primjer, pojavljuje se u ne tako recentnim
radovima H. Hasimoto[31] iz 1959. i A.S. Sangani - A. Acrivos[52] iz 1982.
godine, koji se bave poroznom sredinom modeliranom kao mreza sfernih pre-
preka. Nesto noviji i opcenitiji je ve¢ spomenuti rad G. Allairea iz 1991.
koji se bavi Stokesovim tokom kroz periodi¢nu poroznu sredinu s mnogo ma-
njim restrikcijama na oblik prepreka. Nasa je ideja, izmedu ostalog, prouciti
ponasanje zakona filtracije i svojstava permeabilnosti nenewtonovskog fluida
u slucaju malog krutog udjela, za razlicite velicine prepreka regulirane para-
metrom 7. On ne kontrolira samo veli¢inu prepreke u jednoj pori porozne
sredine, ve¢ bolje re¢eno omjer krutog i propusnog dijela. Kada pustimo da n
tezi ka nuli, mi u stvari impliciramo da taj omjer tezi ka nuli, pa nas zanima

sto se dogada na limesu.
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2.3 Filtracija newtonovskog fluida i Darcyjev

zakon

Primjena postupka homogenizacije na problem protjecanja fluida kroz po-
roznu sredinu vec je u svojim pocecima generirala znacajne rezultate. Imple-
mentiranjem utjecaja mikrostrukture na filtraciju newtonovskog fluida preko
usrednjenih velicina kao Sto je tenzor permeabilnosti, uspjelo se eliminirati
kompliciranu geometriju, na primjer u numerickim simulacijama. Otprije
poznati i koristeni Darcyjev zakon time je dobio i formalnu potvrdu.
Stokesov tok u podrucju . C R"™ pod utjecajem vanjske sile f € L*(Q)
(zadane na ¢itavom podrucju Q !) opisan je jednadzbama

(

—Av +Vp = Ff u ).

divev =0 u (2.2)

v*=0 na 0.,

\

gdje je v° € H(Q.) brzina, a p° € L*(Q.)/R tlak fluida.
1. slucay

Ako je u jedini¢noj éeliji Y nepropusni dio jednak T, gdje je n € (0, 1) kons-
tanta i T" C R"™ prototip prepreke jedini¢ne veli¢ine, to znaci da nepropusni
dio u periodickoj strukturi ima veli¢inu a. = ne, dakle istog reda velicine kao
i period £. U tom slucaju, na limesu kada ¢ — 0 dobiva se sljede¢i Darcyjev

zakon:

.

v=K,(f - Vp) u €,

dive =0 u 2, (2.3)

n-v=>0 na OS2,

18
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gdje su v brzina i p tlak fluida, sada definirani na prosirenom podrucju §2,
koje obuhvaca i nepropusni dio. Sve informacije o mikrostrukturi sadrzane
su u tenzoru permeabilnosti K, € R™*" koji se racuna na sljedec¢i nacin

[Kﬁ]ij = / V’Ui . V’Uj dy,
N

n

gdje su funkcije vy € Hp,,(Y,), k = 1, ..., n rjeSenja problema u Y, = Y \ nT

(
—Av, + Vp, = e u ym
div Vi = 0 u y )
! (2.4)
v, =0 na d(nT),
| (vi, Pr) Y-periodicke.

Buduéi da je K,, pozitivno (strogo) definitan i simetrican, sto nije tesko po-
kazati, Darcyjev se zakon (2.3) zapravo svodi na linearnu elipticku jednadzbu

s Neumannovim rubnim uvjetom
divK,(f—Vp)=0 uQ,
n-K,(f—Vp)=0 na o2,
koje ima jedinstveno rjesenje p € H'(Q)/R.
Formalni dokaz konvergencije homogenizacijskog procesa je Tartarov rezultat

koji ovdje navodimo (v. dodatak u [51]):

Teorem 2.1.
Neka su (v5,p°) € H}(2.) x L?(2.)/R rjesenja Stokesovog problema (2.2),
a (v,p) € L*(2) x H(Q)/R rjesenje homogeniziranog problema (2.3). Neka

je v° prosirenje nulom brzine v¢ na Q. Postoji prosirenje tlaka P¢ takvo da

v
2 v U L*(2) slabo,

Ps—p uL*Q)/R jako.
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2. slucay

Neka je sada nepropusni dio reda veli¢ine manjeg od perioda e, preciznije

neka za veli¢inu prepreke a. unutar jedinke porozne strukture vrijedi:

lim 2= = 0
e—0 ¢
i neka za omjer
N
0. = (aQQ) zan > 3, (2.5)

vrijedi lim o, = 0.

e—0
U opisu namjerno izbjegavamo slucaj n = 2, koji je takoder rijesen, i to zbog
problema koji nastaju uslijed Stokesovog paradoksa (poznate ¢injenice da
vanjski problem za Stokesov sustav u dvije dimenzije nije dobro postavljen).

Sada je homogenizirani problem takoder Darcyjev zakon

;

v=M'(f-Vp) uq,
divv =0 u €, (2.6)

n-v=>0 na 0,

\

ali s drugim tenzorom permeabilnosti M~! € R™", Ovdje je tenzor M,
kojeg mozemo nazvati tenzorom otpornosti (engl. drag tensor), definiran kao

generator sile kojom fluid gura tijelo T' (engl. drag force):

M¢ = (—% + 7T§’I’L) do,,
ar n

(R"\ T) x L2

loc

gdje je (we, ) € H} (R™\ T) /R rjesenje vanjskog Stokesovog

loc

problema (lokalnog problema) parametriziranog sa £ € R"

;

—A’wg—l—Vﬂ'g:O uR"\T
divwe =0 uR"\ T
we =0 na 0T

lim w§ = €
 |z[—00
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Rezultat o konvergenciji glasi (Allaire[3]):

Teorem 2.2.

Neka su (v5,p°) € H}(2) x L*(2.)/R rjesenja Stokesovog problema (2.2),
a (v,p) € L2(2) x HY(Q)/R rjesenje homogeniziranog problema (2.6). Neka
je v° progirenje nulom brzine v na ), a 0. kao u (2.5).

Postoji prosirenje tlaka p* u oznaci P¢ takvo da vrijedi

~E

'0_2 — v slabo u L*(Q),

O¢

P —p jako u L*(Q)/R.
]

U radu G. Allairea[l] utvrdeno je da postoji neprekinuti prijelaz izmedu
naizgled razlic¢itih tenzora permeabilnosti u navedena dva slucaja. Rezultat
govori o limesu malog krutog dijela odnosno o grani¢cnom postupku kada n —
0, primijenjenom nakon same homogenizacije. Potvrda fizikalno ocekivane
¢injenice da tenzor permeabilnosti u problemu toka newtonovskog fluida kroz
poroznu sredinu neprekinuto ovisi o parametru 7 motivira nas da slican re-
zultat pokusamo izvesti i za druge vrste fluida.

Navedimo prvo glavni rezultat Allaireovog ¢lanka.

Teorem 2.3.

Neka su (vy, pr) jedinstvena riesenja problema (2.4) w H, (V)" < L2 .. (V) /R.

per

Reskaliranjem, zan > 0 ix € n~ 'Y \ T definiramo

vl(z) =n"vk(nz), plz) =n"""pr(nz).

Neka su (w;, m;) jedinstvena rjesenja lokalnog problema (2.7) kada uzimamo

E=e; (i=1,...,n) i definirajmo linearnu kombinaciju

n

(v3,pp) = Z[Mil]ik(wia Ti)-

i=1
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Kada n — 0 tada vrijeds

(vl i) = (v, pk) slabo u Hy (R" \ T)" x L

loc

(R*\T)/R

1 nadalje

lin(l) " ?K,=M" zan>3.
n—

Allaire naglasava da su i K,, i M tenzori dobiveni kao energije odredenih
lokalnih problema, a da K, zapravo konvergira ka inverzu od M, tj. ka M.
Opravdanje lezi u razli¢itom karakteru test funkcija koristenih za dokaz kon-
vergencije. Promatranjem pomoc¢nih problema zakljucuje se da u drugom
slu¢aju one predstavljaju rubni sloj, a u prvom sluc¢aju su to rjesenja za

periodicki tok uslijed djelovanja konstantne jedinicne sile.

Napomena 2.4. U proucavanju jednadzbi iz ovog poglavlja i njihovih rjesenja
koristi se teorija linearnih eliptickih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi.
Glavnu ulogu tu ima Lax-Milgramova lema (v. na primjer Brezis[18]), koja
jednostavnom primjenom osigurava egzistenciju i jedinstvenost rjesenja. Kod
nelinearnog Stokesovog problema koji se javlja kod fluida koji zadovoljavaju
zakon potencije (polimernih fluida), trebat ¢emo primijeniti znatno jace,
opcenitije rezultate. Tu posebno isticemo teoriju monotonih operatora, u

koje spada i takozvani r-Laplaceov operator
A = —div{|Vo |V},
vrlo slican operatoru koji se pojavljuje u nasem istrazivanju polimernih fluida

—div{ |e(v) | *e(v)}.
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2.4 Filtracija polimernog fluida i funkcija per-

meabilnosti

Nelinearni zakon viskoznosti za polimerni fluid, ¢ak i u algebarski najjed-
nostavnijem Ostwald - de Waele modelu, gdje je devijatorni ili viskozni dio

tenzora naprezanja, podsje¢amo, zadan s

T=le(w)| P ew); 1<r<2, e(v)=symVv=_(Vo+Vv),

DO | —

nakon homogenizacije daje globalni zakon filtracije koji jos uvijek sadrzi ma-
kroskalu i mikroskalu koje nisu razdvojene. Naime, homogenizacijom jed-
nadzbi za stacionarni, viskozni tok polimernog fluida u podru¢ju €. koje

glase:
—div { o) [ (@)} + VP = u

divec =0 u €., (2.8)

v =0 na 0f),,
dobiva se problem (v. Bourgeat - Mikeli¢[16]) u kojem se koristi ¢itavo po-
drucje €2

¢

—div, { le, (v0) |2 ey(UO)} FV = flz) - Vo) uQx Y,

diVy’UO:O uQxym
(v°,p%) Y -periodicke u vy,
div, / vdy | =0 u Q,

In
CRES na Q x d(nT),

n(/ vody> =0 na 0f).
\ In

(2.9)
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Dok se kod filtracije newtonovskog fluida kao homogenizirani problem javlja
relativno jednostavan Darcyjev zakon koji linearno povezuje brzinu i gradi-
jent tlaka, vidimo da to kod fluida koji zadovoljavaju zakon potencije sada
nije slucaj. U jednadzbama p° je efektivni tlak, dok su v°(z,y) i p'(x,y) prvi
clanovi u asimptotickom razvoju brzine i tlaka, oscilirajué¢i u y. Za takve
funkcije, definirane na €2 x Y, kazemo da su lokalno periodicke.

Jedna od moguénosti pojednostavljenja ovih jednadzbi koje nisu nista po-
godnije za numericku simulaciju od gornjeg, originalnog, ”mikroskopskog”
modela, je pokusaj zapisa globalne brzine filtracije

v(z) = /y o, y)dy

n

u obliku (nelinearne) vektorske funkcije
v = un(f - Vzpo)

kao $to je predlozeno u Bourgeat - Gipouloux - Marusi¢-Paloka[14].

Funkcija U, : R" — R" nazvana je funkcija permeabilnosti, ili funkcija pro-
pusnosti, iako taj naziv treba koristiti s oprezom, jer se pokazuje da ona ne
ovisi samo o geometriji podrucja ve¢ i o samom fluidu. Njeno odredivanje

vezano je uz pomocéni problem parametriziran sa & € R"™:

(

— div, { ‘ey(vﬁ) ’T_Q ey(v£)} +Vype =& u Yy,
div,ve =0 u y )
v ! (2.10)
(ve, pe) Y -periodicke u vy,
(Ve =0 na d(nT).

Kao prirodna domena rjesenja ovog, ali i kasnije promatranih problema
namecu se sljedeci funkcijski prostori koji se nazivaju homogeni Soboljevijevi

prostort:

DY (w) = {qb € L, (w)" ‘ Vo e Lr(w)”xn} ,
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uz veé uobicajene Lebesgueove prostore L' (w). Oznaku Dy" (w) koristimo za
upotpunjenje (zatvarac) Cg°(w) funkcija u normi [@|piri,) = (@) |1 (-
Zbog Kornove nejednakosti (v. [47]), norme [e(@) [, 1 [V@ |1, su ek-
vivalentne. Cesto koristimo standardne oznake za Holder konjugirane eks-
ponente r i 1/, za koje vrijedi % + 1% = 1. Istu oznaku koristit ¢emo za

vektorske kao i za tenzorske funkcijske prostore, ¢iji bi smisao trebao biti

jasan iz konteksta.

Kasnije ¢emo trebati neke klasicne rezultate, koje ovdje u manjoj mjeri

prilagodavamo nasim potrebama.

Lema 2.5. (POINCARE-KORNOVA NEJEDNAKOST U ),)
Neka je 1 < r < n. Postoje konstante Cy, Cy > 0, neovisne o n, takve da

za svako v € DL (V,), za koje je v =0 na d(nT), vrijeds

per

C
lv \Lro,n) < 77an Vv ‘L”O’n)’ (Poincaréova nejednakost) (2.11)

Vv |1y, < C2 |e() [y, - (Kornova nejednakost) (2.12)

Dokaz. Buduéi da je prototip prepreke T' zatvoren skup strogo pozitivne
mjere, postoje a > 0, zy € Y takvi da B(xg,an) C nT.
Za x €Y, nekaje p= |x — o | i prosirimo v nulom s ), na cijelu jedinicnu

¢eliju Y. Tada imamo

P ov T — To
v(z) = —(z+ (t —pley)dt; e, = :
oy Ot P Tz — w0

Neka je sad B = B(xy,2) kugla sa sredistem u xq i primijetimo da je Y C B.
Uvodimo varijablu z = 2 — xg i ovom zamjenom varijabli B translatiramo u
ishodiste koordinatnog sustava tako da je

2
v |2r(3) < / /
Sn—l an

T

0
8_175)(2 +x0 + (t — p)e,)dt| p" dpdw.

p
e
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Primjenom Holderove nejednakosti i ¢injenice da je p < 2 u izrazu

r

<

—qtj(z +x0+ (t — pe,)dt

<U2 Ov

ot

r

' t’l’l—ldt:| /2 dt i "
an (tnfl)%

—(z+zo+ (t — p)e,)dt

dolazimo do zakljucka

v 27‘(B) > ZT'(B) :
Bududi da je
V) S 0l < @n+1) vy,

dvije su norme ekvivalentne, pa (2.11) lako slijedi.
Za dokaz Kornove nejednakosti (2.12), prvo progirimo v € Dm(yn) nulom

na 71" kako bi dobili funkciju iz D)7.(Y'), odnosno zapravo W, (Y). Sada,

koristedi rezultat iz [47] na slican nacin kao §to je to uc¢injeno u [16], vidimo

da parametar 1 nema utjecaja na Kornovu konstantu. a

Napomena 2.6.

Homogeni Soboljevljevi prostori u stvari predstavljaju prirodan odabir u
proucavanju rubnih problema u neogranicenom podrucju, kao sto je vanj-
ska domena. Za razliku od "klasiénih” Soboljevljevih prostora W™4 ovdje

se uzimaju u obzir samo derivacije najviseg reda m:
D™ (w) ={¢ € Li,.(w) | D'¢p € LU(w), [l|=m}, m=>0, 1<q< o0,

pa je norma inducirana polunormom

16| g = Z / D' | d:r a

[l|=m
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U slucaju da je w omedeno podrucje, gdje vrijedi Poincaréova nejednakost, i
uz to s lokalno Lipschitzovim rubom, pa se moze primijeniti Ehrlingova nejed-

nakost, D"%(w) postaje algebarski i topoloski izomorfan prostoru W™?(w).

Definicija 2.7. (SLABO RJESENJE POMOCNOG PROBLEMA )
Kazemo da je (ve,pe) € DYE(V,) x L™ (V) /R slabo rjesenge problema (2.10)

per

ako vrijedi:

1) za svako w € Dé;giv(yn) / le(ve) |77 e(ve) s e(w)dy = | &€ -wdy
y’n y’ﬂ

2) divoe=0u),,
3) e =0 nadnT) u smislu traga na W' ().

Koristed¢i rjeSenje ovog pomoénog problema (v. [14]) definiramo funkciju

permeabilnosti

Uy(€) = /y ve(y)dy. (2.13)

n
Sada homogenizirani problem poprima jednostavniji makroskopski oblik koji

mozemo nazvati nelinearnim Darcyjevim zakonom o kojem govori Teorem

4. iz [14]. Rjesenje tog problema je tlak p, a brzina je onda

v=U,(f - Vp).

Teorem 2.8. (MAKROSKOPSKI PROBLEM ZA POLIMERNI FLUID)
Neka za indeks toka vrijedi 1 <r <2 it+% =1. Tada za svako f € L"(Q)
problem

div — = Q
ivid,(f —Vp) =0 U (2.14)

n-U,(f—Vp) =0 na 08,
ima jedinstveno rjeienje p € WH'(Q)/R.
Napomena 2.9.
Postoji odredena analogija izmedu dobivenog makroskopskog zakona i line-

arnog Darcyjevog zakona, a ona je posljedica ideje o uspostavi veze izmedu
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brzine filtracije i gradijenta tlaka. Primijetimo da u sluc¢aju newtonovskog
fluida umjesto funkcije permeabilnosti stoji tenzor permeabilnosti, a taj eks-
plicitni linearni oblik je posljedica linearnog Newtonovog zakona viskoznosti.
Nelinearnost zakona potencije kod polimernih fluida uzrokuje nove probleme
koji nisu prije bili prisutni, a zakon filtracije postaje slozeniji. Efektivna br-
zina i tlak dobiveni su rjeSsavanjem potpunog dvoskalnog sustava parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi, jer nakon homogenizacije makro- i mikroskala jos
uvijek nisu bile razdvojene, a brzinu filtracije gledamo kao prostorno usred-
njenje dvoskalne brzine po volumenu karakteristicne pore porozne sredine.
Nije za ocekivati da se ovakva konstrukcija moze pojednostaviti, jer ipak u

pozadini svega stoji slozeni prirodni fenomen i slozeni zakon viskoznosti.

Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja makroskopskog problema slijedit ¢e
iz specificnih ”"dobrih” svojstava koristenog diferencijalnog operatora. Prije
samog dokaza teorema 2.8, pogledajmo nekoliko tehnickih lema. Za pocetak

dokazimo bitan pomo¢ni rezultat koji ¢emo Cesto koristiti (v. [48] i [44]).

Lema 2.10. Neka jel <r <2 iw CR". Tada za svako &,V € L"(w)"*"

2

I 2o— U 20): (D—T) dz>C [® = ¥l _
2—r
w (|(I)|Lr(w)+|‘1’|u(w))

(2.15)

Dokaz. Polazimo od nejednakosti koja vrijedi za 1 < r < 21 ¢, ¥ € R™*”

(v [7])
(1e]+ |\If|>2_r(\q>y’“—2q>— o w):(e-v)>Clo-wp,

Neka su sada @, ¥ € C§°(w)™™. Uvrstavamo ¢ = &(z) i ¥ = ¥(x), za svako
xr € w, u gornju nejednakost dignutu na potenciju r/2 i integriramo lijevu

stranu po w. Koristedi Holderovu nejednakost s eksponentima 2/(2—r) i 2/r
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dobivamo

({10 (- e o)
(foo+ w0 o7 70) o9}

Ako prvi ¢lan zdesna ocijenimo izrazom

O( D[y + ¥ )

Y

) r(2—r)/2

tvrdnja je dokazana. O

Pokazimo sada neka svojstva funkcije permeabilnosti ¢/,. Tvrdnje ¢emo

formulirati i dokazati u obliku leme koja predstavlja zbir rezultata iz [14].

Lema 2.11. Funkcija U, definirana u (2.13) je monotona:

(un@) — Uy (¢), € — c) >0, 2a svako &,C €ER", £ 4 (. (2.16)
Nadalje, U, je homogena funkcija u sljedecem smislu
Uy (NE) = A" 2Ny (E), AEREER"
i postoje m, M, cy € RT takvi da za svako & € R™ vrijedi
mlg" 7t < |y (8)] < Mg, (2.17)

(1n(€).€) > colel” (2.18)

Dokaz. Uzmimo & # ¢ ineka su ve i v rjeSenja problema (2.10) za parametre

& odnosno ¢. Lako se vidi da vrijedi

(t(€1.€) = [ 1e(we) 12 e(we) lwe)

n
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Iz leme 2.10 zaklju¢ujemo da vrijedi
2
le(ve — v) ‘LT()}T,)
2—r —
( |€(’U§) |Lr(y,7) + |6(’U<) |Lr(yn))

< [ (letoe) I etwe) = le(we) ™ e(w0) s (elwe) = eCoe)) d

In

odakle slijedi

2
le(ve) — e(ve) ‘LT()}")

( |€(v§) L™ (V) + |€(vC)

Vidimo da izraz (L[n(é) —U,(C), & — C> moze biti jednak nuli ako i samo ako

2—r Z 0
L (Yn) )

(tn(®) - ()€~ ¢) = ©

je e(ve) = e(ve) u L™(Y,), a zbog Poincaréove nejednakosti to znaci da za
rjesenja vrijedi ve = v u W (Y,) = D¥()),), odnosno € = (.
Homogenost se lako pokazuje uvrstavanjem A§ u funkciju U, a kao posljedica
slijedi posljednja tvrdnja. Stavljajuéi & = |€|€,, &, € S™! primje¢ujemo da
vrijedi

ml€[" " < (U, (€)] < MIE",
gdje je m = infjgj=1 |, (§)| > 01 M = supjg_; [Uy,(&)] > 0.
Nadalje,

(th(©).€) = (Un(&n)-&0) 161" 2 int (t4(C0). o) 6l

T ¢ l=1

Ako stavimo

Co = \Cisl\il (un(CO)a CO)v

dokazali smo koercitivnost, jer svakom ¢, € R", |{,| = 1, pripada odgova-
rajuce rjesenje pomocnog problema v € D' (Y,) koje nije identicki jednako
nuli, pa vrijedi

(600 co) = [ letwa) "y >0

n

iz Cega slijedi da je i ¢y > 0. a
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Kod nelinearnih stacionarnih problema s monotonim operatorima ¢esto
se koristi sljedeéi Minty-Browderov teorem (v. [18] ili nesto opcenitije [40,

Teorem 2.2.1]).

Teorem 2.12. (MINTY-BROWDER )
Neka je E Banachov, refleksivan prostor i A: E — E' neprekinuto preslika-

vange (nelinearno) takvo da vrijedi:

(Apy — Aga, p1 — ¢o) >0 za svako ¢1, P2 € E, ¢y # ¢,

Ap)
o Jo]

Tada za svako f € E' postoji jedinstveni ¢ € E koji je rjesenje jednadzbe
A) = f. m

Sada lako mozemo provesti dokaz ranije iskazanog teorema 2.8, jer smo sve

pomoc¢ne, odnosno tehnicke detalje ve¢ dokazali.

Dokaz. ( Teorem 2.8 - Makroskopski problem za polimerni fluid )
Za zadano f € L' (Q), postojanje jedinstvenog rjesenja p € W' (Q)/R
problema

divid,(f —Vp) =0 u 2
olf ) (2.19)
n-U(f—Vp) =0 na 042,

slijedi iz svojstava operatora U, koja su dokazana u lemi 2.11. Diferencijalni

/
operator A : W' (Q)/R — (W“KQ)/R) definiran s

A(¢) = —divtdy(f = Vo),

je omeden, koercitivan i strogo monoton. Na temelju toga, Minty-Browderov

teorem 2.12 osigurava njegovu surjektivnost i injektivnost. Drugim rjec¢ima,
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rjeSenje postoji i jedinstveno je. Nakon Sto se odredi tlak p, brzinu dobivamo

pomocu izraza

v=U,(f - Vp).

Napomena 2.13.

Za razliku od newtonovskog fluida i prateceg linearnog Darcyjevog zakona
koji je dobio potvrdu, homogenizacijski je postupak kod filtracije polimer-
nog fluida opovrgnuo predlozene modele iz inZenjerske literature analogne
Darcyjevom zakonu. Potvrdeno je da koristeni empirijski modeli nisu dobri i
da predstavljaju aproksimaciju samo u najjednostavnijem jednodimenzional-

nom slucaju (vidi [14]).

Makroskopski zakon filtracije nema samo teorijsku tezinu i znacaj, buduéi
da je to formalni izvod zakona ponasanja odredenog prirodnog fenomena, a
uz to opovrgava empirijske zakone koji su se zaista u primjeni koristili. In-
teres za proucavanje polimernih fluida prvenstveno dolazi kroz primijenjene
probleme u industriji nafte ili, na primjer, kod filtracije rastopljene plastike
prije ulijevanja u kalupe. Na primjeru ekstrakcije nafte iz poroznih podzem-
nih nalazista, takozvanog EOR-a (engl. Enhanced Oil Recovery), ubrizgava
se polimerna suspenzija kako bi se povecala viskoznost fluida koji izguravaju
naftu. Postoji znacajan broj radova koji pristupaju ovoj i slicnoj problema-
tici s razlicitih gledista: teorijskog, numerickog ili eksperimentalnog (v. [16],

[14], [15], [32], [30], [28], [34]).
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2.5 Konvergencija u postupku homogeniza-
cije

Nakon heuristickog izvoda Darcyjevog zakona u radovima J.B. Kellera[35],
J.L. Lionsa[40] i E. Sanchez-Palencie[51], uslijedio je rigorozni dokaz kon-
vergencije postupka homogenizacije od strane L. Tartara[54] koristenjem
takozvane metode energetske formulacije. Naime, potrebno je promotriti
ponasanje rjeSenja (v, p°) u podrucju toka €). s preprekama, kada ¢ — 0 i
dokazati da konvergira ka rjesenju (v, p) makroskopskog problema na ¢itavom
podrucju 2, bez rupa. U tom postupku kljuéno je prosirenje funkcija (v, p)
na 2\ Q, s naglaskom na poteskoce prilikom prosirenja tlaka. Prikazat
¢emo detalje prosirenja u slucaju homogenizacije kod polimernih fluida kada
je velicina prepreka istog reda velic¢ine kao i period porozne strukture. To je
formulacija kako su je postavili A. Bourgeat i A. Mikeli¢[16], iako ideje origi-
nalno dolaze od proucavanja filtracije newtonovskih fluida. Radi se o genera-
lizaciji sljedecih rezultata: Tartar[54] je prvi konstruirao uniformno omedeno
prosirenje tlaka i to koristeéi dualni argument, a Lipton i Avellaneda[42] su

to prosirenje prikazali eksplicitno.

Neka je (v®, p°) rjesenje problema (2.8) u €2, a (v, p) rjesenje makroskop-
skog problema (2.14). Brzinu jednostavno progirujemo nulom na €2\ €2, sto
se pokazuje i prirodnim prosirenjem jer na taj nacin L"-norma funkcije ili
gradijenta funkcije ostaju sacuvane.

Varijacijska formulacija problema (2.8) glasi:
- Nadi (ve,p°) € Wy (Q) x L (Q.)/R takve da za svako ¢ € W,"(Q.),
q € L (Q.)/R vrijedi:
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L/wwm“%wwwwm%+ Vi pdi= | f-pda.

Qe Qe
/ qdivv®dr = 0.

€

Ako stavimo ¢ = v° i s v® oznac¢imo proSirenje nulom, nakon primjene

Poincaré-Kornove nejednakosti na skupu 2

<C ‘e(’uf)

Lr(©) Lr(Q)”’

lako slijedi ocjena

~ 1
65) |y < C 1F 0y

gdje konstanta C' ovisi samo o podru¢ju €2, a ne o €. Ta ocjena povlaci
omedenost niza (v¢) u WOI’T(Q), a time i postojanje slabo konvergentnog
podniza koji, pokazuje se, konvergira ka v.
Prosirenje tlaka predstavlja najtezi dio u dokazu konvergencije homogeniza-
cijskog postupka. Iz varijacijske formulacije vidimo da za svako ¢ € WOI’T(Qg)
vrijedi

(Vi @)y = = [ ) el el o+ [ 1o

Poincaré-Kornova nejednakost na skupu €. glasi (v. [16])
1" |L7‘(QE) < Ce le(y) ‘LT(QE) )
pa se moze dobiti ocjena
IVD® lw10 0,y < Ce

To nam ne pomaze mnogo, jer mozemo iskoristiti samo ocjenu na §2. Ovdje
prosirenje nulom gradijenta nije moguce, jer tako definirana funkcija nije

nuzno gradijent neke L"-funkcije. Zato moramo definirati operator restrikcije
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R? i koristec¢i dualnost izvesti potrebnu ocjenu. Prikazane rezultate preuzeli

smo iz Bourgeat - Mikeli¢[16]. Neka je
W%;T(QE) = {w c Wl,T(QE)|w — O na TE}

Lema 2.14.
Postoji operator R € LW (Q), WTlsr(QE)) sa sljedeéim svojstvima
w=0naT. = Rw=w,
divw =0 v Q = div(RFfw) =0 u .,
@) S C( [w

. 1
IV(Bw) [, < C(g w1 + [Vw ’LT(Q))

| R°w

) tE ’vw|LT(Q)>7

Zbog svojstava navedenih u lemi, prirodno prosirujemo R°*w nulom do

citavog (2, uz zadrzavanje iste oznake.

Lema 2.15.

Operator P° definiran na sljedeci nacin

<Vps<qs>’w>W*1’T“,Wol’T(Q) - <Vq€,st>W71,w,Wol,r(Qs) zaw € Wy (Q)
(2.20)
je linearni operator prosirenja sa LT/(QE)/]R u LT/(Q)/R sa sljedeéim svoj-

stvima: za svako ¢¢ € L™ (Q)/R

P‘E(qs) = qE U QEa
[P |y < C N [y e
V@) vy < C IV worrriany
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Napomena 2.16. Pojasnimo kako je operator P¢ definiran izrazom (2.20).

Zbog surjektivnosti i neprekinutosti operatora divergencije, za svaki g €

L"(Q)/R postoji ¢ € W, (Q) takav da je

g=divep i |t |y < C 9] -

Progirenje tlaka sada definiramo ovako: za ¢° € L™ (€.)/R

/QPE(qE)gdx :/ ¢ div(R*Y)dz. (2.21)

€

Iako se smatralo da nije moguée dokazati ocjene bez ovakve dualne kons-
trukcije prosirenja tlaka, pokazuje se da operator prosirenja P° nema tako
slozeni oblik. Naime, vrijednost tlaka na krutom dijelu svake ¢elije izjednacava

se sa srednjom vrijednosti tlaka na podrucju toka te celije:

P u {1,
p°dx u II§ (nT') za svaki k € I.
TIE (Vn)

Za ovakvo prosirenje dobivamo ocjene

| P (p°) ‘L""’(Q)/R <C,

V(P (P7)) Iy 0y < €

Sto nam, kao i za brzine, osigurava postojanje slabo konvergentnog podniza
u L (Q)/R s istom oznakom (P*(p?)), za ¢iji se limes pokazuje da je jednak
.

Detalje dokaza konvergencije, kao i jedinstvenosti limesa sto povlac¢i konver-
genciju ¢itavog niza, a ne samo podniza, moze se naéi u [16]. Rezultati nesto
novijeg datuma pokazuju da je moguce pristupiti prosirenju i drugacije, kao
sto je ucinio Mikelié¢ u [45], gdje autor navodi da slijedi pristup koji je razvio

Zhikov[56].
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3.1 Funkcija permeabilnosti i ovisnost o veli¢ini

nepropusnog dijela

Slicno kao u slucaju newtonovskog fluida i linearnog Darcyjevog zakona,
paznju ¢emo sada usmjeriti na ovisnost funkcije permeabilnosti, odnosno za-
kona filtracije polimernog fluida o parametru 7. Podsje¢amo da n € (0, 1)
regulira veli¢inu modela prepreke u jedini¢noj ¢eliji Y, tako da u periodi¢noj
poroznoj strukturi s periodom ¢ veli¢ina nepropusnog dijela u jednoj celiji
iznosi ne. S pravom se sada postavlja pitanje na koji nacin taj ulazni para-
metar n utjece na oblik funkcije permeabilnosti I, i sto se dogada na limesu
kada n — 0. Kod Darcyjevog zakona pokazalo se da ovisno o redu veli¢ine
prepreke u odnosu na period, homogenizacijom dobivamo razli¢ite oblike i
same nacine izracuna tenzora permeabilnosti, ali isto tako i da medu njima
postoji neprekinuti prijelaz.

U poglavlju 1.3 prilikom modeliranja porozne strukture definirali smo veli¢inu
nepropusnog dijela kao produkt dva parametra n i e. Homogenizacijski limes
dao je odgovor §to se dogada kada ¢ — 0. Ako sada prou¢imo ponasanje ho-
mogeniziranog problema kada n — 0, dobit ¢emo ono §to se naziva limesom
malog krutog dijela. Bitno je naglasiti da se za vrijeme homogenizacijskog
procesa 1 drzi konstantnim, a tek se onda, nakon sto odredimo homogenizi-
rani problem, pusta u nulu. Mi dakle sada provodimo posthomogenizacijsku
asimptoticku analizu ponasanja zakona filtracije polimernog fluida. Rezultati

ovog poglavlja objavljeni su u ¢lanku [27].

U poglavlju 2.4 smo zakljucili da homogenizacijom jednadzbi za brzinu i

tlak u kompliciranoj domeni 2. pri stacionarnom, viskoznom toku polimer-
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nog fluida s indeksom toka 1 < r < 2 :

(

—div{|e(v) [P e(v)} +Vpr=Ff uQ,
divee =0 u €., (3.1)

’UE = 0 na an,

\

dobivamo nelinearni Darcyjev zakon toka u potpunom podrucju 2 (bez ”"rupa”):

p

V= un(f - Vp) u Q)

dive =0 u €, (3.2)

v-n=0 na 0f2.

\

U ovim makroskopskim ili usrednjenim jednadzbama prepreke su zanema-
rene, ili bolje receno njihov je utjecaj usrednjen i gibanje je u potpunosti
opisano uvedenom vektorskom funkcijom permeabilnosti U,. Kako bismo
doznali Sto se dogada s funkcijom permeabilnosti kada n — 0, promotrimo

jos jednom pomoc¢ni problem definiran na propusnom dijelu jedini¢ne celije

Y, =Y\ 1T

(
—div{|e(ve) [P e(ve))} +Vpe =& ),
divv, =0 u
‘ ! (3.3)
ve =0 na d(nT)
L (ve, pe) Y-periodicke,

pomocu kojeg se definira U,(§), & € R™ kao "srednja” brzina filtracije na ),

&) = [ vedy (3.4

n

Izvedimo apriorne ocjene slabih rjesenja (ve,pe) € DL2(Y,) x L (V,)/R tog
problema, ¢ije znacenje smo precizirali u definiciji 2.7. Za to ¢e nam trebati
prilagodeni oblik klasi¢nih rezultata, Poincaréove i Kornove nejednakosti,

koje smo dokazali u lemi 2.5.
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- I Rjesenje pomoénog problema (3.3) zado-

Lema 3.1. Neka je A(r) =

voljava sljedece ocjene

/—\H

V¢, <

le(ve)

r)’

1
A@r)

’]7 T

77A

y < gl

L™(Yy)

[P |LT Vo) /R =

Dokaz. Neka je (ve,pe) € DLr(Y,) x L (yn)/R rjeSenje spomenutog pro-
blema.

Prvo, testirajmo jednadzbu (3.3); s ve kako bismo dobili nejednakost

le(ve) ‘j;r(yn) <C €] fve |LT()J") g

koja, koriStenjem Poincaré-Kornove nejednakosti u ), prelazi u

(3.5)

1
fr]r('r 1)

Odavde, ocjene za brzinu lako slijede jo§ jednom uporabom leme 2.5.

Sto se tice tlaka, neka je g € L"(Y,)/R. Postoji ¢ € Wy (Y,) takav da je
g=divei |¢ |W01’T(3’n) <Clg |Lr(yn)/]R7
s konstantom koja ne ovisi o i (v. [2, Lema 2.2.4]). Tada je

/pg-gdy=/pg-diV¢dy= Vpe - ¢ dy,
Yy Vn Yy

< /y e(we) " le(e) | dy + /y €] 1] dy.

n n

pa vrijedi

/pg-gdy
Vn

Koristenjem ocjene (3.5), Holderove i Poincaré-Kornove nejednakosti, u konacnici

dolazimo do nejednakosti

/ps'gdy
Yn
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a to je upravo ono Sto smo i trazili. O

3.2 Reskaliranje domene

Pokazali smo da preko parametra n mozemo regulirati omjer nepropusnog
i propusnog dijela u jedini¢noj celiji. Kako je pomoc¢ni problem definiran
na Y, = Y \ 1T, reskalirat ¢emo domenu mnozenjem (dilatacijom) s n~*
kako velicina prepreke ne bi vise ovisila o 7 i kako bi barem taj dio ruba
domene bio nepromijenjen, bez obzira koji n odabrali. Budué¢i da pustamo
n — 0, za ocekivati je da domena '), = n~'Y \ T na limesu postane
vanjsko podrucje, jer sto je n blizi nuli, to su stranice Celije sve vece i teze

u beskonacnost (v. Slika 3.1). Kako bi odgovaralo novodefiniranoj domeni,

|
—

)
]
]
]
]
]
]
]
1 . " : 1
n ' 1
] 3
]
]
]
]
]
]
]
]

Slika 3.1: Posljedica skaliranja domene.

odabiremo odgovarajuce skaliranje rjesenja (vg, pe) problema (3.3) ovisno o
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parametru 7: za x € 'Y,

vl(z) = ' Dve(na),
pi(x) = 0" 'pe(ne), (3.7)
gdje je
A(m::f::; l<r<2. (3.8)

Eksponent odnosno izraz A(r) je pazljivo odabran kako bi reskalirana rjesenja

zadovoljavala sljedec¢i problem, odnosno jednadzbe

- div{ ‘e(vg) |T72 e(vg)} + Vp;7 =n"¢ unty,
divo/! = u n_ly
‘ ! (3.9)
vg =0 na 0T
L (U27 pZ) n~ Y -periodicke.

Primijetimo da vrijede sljedece ocjene koje ne ovise o n

_1
|p¢ <ClElT.

Lr(n=1Yy) —

<C gl

n
L7 (n=1Yg) /R = [e(vg)

Zadrzavajuéi iste oznake, prosirimo p{, v i e(v{) nulom izvan podrucja
n~'Y,, u stvari vrsimo "rezanje”. Time dobivamo funkcije definirane na

cijeloj vanjskoj domeni R™ \ 7', a norme ostaju o¢uvane pa zaklju¢ujemo

7
‘pg LT'/(RN\T)/R S C |€ | )
1
60D |, gy < C IEI7T

Napomena 3.2. Za ova prosirenja vrijedi da ako

(3.10)

LT (R™\T

vl — v? slabo u Lj, (R"\ T) i

loc

e(vl) — ®¢slabou Ly, (R"\T),
tada je nuzno ®, = e(vg) kao posljedica ¢injenice da je deriviranje na distri-

bucijama neprekinuto.
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Prosirenje nulom ima svojih prednosti, jer domena viSe ne ovisi o parametru
7, ali i odredenih mana na koje treba obratiti paznju. Izgubili smo, na pri-
mjer, regularnost funkeija u smislu da (v, pf) ¢ D" (R™"\T) x L (R™"\T)/R,
kao sto bi se na prvi pogled, neoprezno moglo pomisliti. Naime, iako smo

zadrzali oznake svaki od nizova funkcija

v, e(vy),

gledamo zasebno i naravno da V'vg kao gradijent prosirene funkcije 'vg cak

nije u L"(R*\ T).

Promatrajuéi poblize problem (3.9) u ovisnosti o 7, vidimo da kada n — 0
period domene raste i ona prelazi u vanjsko podrucje, dok je ¢lan zdesna koji
predstavlja silu sve manji. Na limesu se u odredenom smislu periodi¢nost
gubi, a dobivenom vanjskom problemu radi potpunosti treba dodati odredeni
rubni uvjet u beskonacnosti. To nas motivira da definiramo problem optaka-
nja polimernog fluida oko prepreke T', bez utjecaja vanjske sile, ali sa zada-
nom brzinom u beskonacnosti. Taj ¢emo problem i vezane rezultate opisati

u narednom poglavlju.

3.3 Vanjski problem i funkcija otpornosti

Definirat ¢emo prvo sto smatramo pod nazivom nenewtonovski vanjski
problem u R"™ \ 7' parametriziran s konstantom &£ € R". Neka su w, brzina

i m¢ tlak polimernog fluida koji optace prepreku 7', odnosno zadovoljava
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jednadzbe
.
— div { |e(wg) s e(we)} +Vme=0 uR"\T
divwe =0 uR"\ T
(3.11)
we =0 na 0T
lim We = E,
\|x|%oo

a pratecu silu koju uzrokuje fluid i koja se javlja na prepreci T', dakle tako-
zvanu silu otpora ili otpornosti (engl. drag force), oznacimo s G(&), gdje je
parametar & € R" iz gornjeg problema upravo jednak zadanoj brzini u be-
skonacnosti. Ovako dobivenu funkciju precizno ¢emo definirati u nastavku.
Rezultat o slabom rjesenju vanjskog problema za fluide koji zadovoljavaju
zakon potencije dao je Marusi¢-Paloka u [44]. Radi potpunosti, navodimo

ovdje definiciju slabog rjesenja i centralni teorem zajedno s dokazom.

Definicija 3.3. (SLABO RJESENJE VANJSKOG PROBLEMA )
Kazemo da je (we, me) € DY (R™\T) x L™ (R*\T) /R slabo rjesenje problema
(3.11) ako vrijedi:

1) za svako w € Dy" (R™\ T)

/ le(we) |2 e(wy) : e(w) do — / e divwdr =0
RP\T

RP\T
2) divwe =0 uR"\T,

3) we =0 na AT u smislu traga na W27 (R"\ T),

loc

4)  lim lwe(p,w) — &|" dw = 0.

p—o0 Jgn—1
Teorem 3.4. Neka je r indeks toka nenewtonovskog fluida koji zadovoljava
zakon potencije, a n > 2 prostorna dimenzija. Problem (3.11) ima jedins-
tveno slabo rjesenje (we, me) € DV (R™\ T) x L™ (R"\ T)/R ako i samo ako

r<<n.
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Napomena 3.5. Odmah se vidi da za polimerne fluide teorem uvijek daje
egzistenciju i jedinstvenost rjesenja vanjskog problema, jer je u tom slucaju
indeks toka 1 < r < 2. To je ujedno i jedan od glavnih razloga zasto proma-
tramo upravo takve fluide. Nasuprot tome, kod takozvanih dilatantnih fluida
koji takoder zadovoljavaju zakon potencije, ali s indeksom toka r > 2, vidimo
da moze doc¢i do odredenih problema. To se moze smatrati odredenom vrstom
Stokesovog paradoksa, kao §to je primijeéeno u [44]. Originalni naziv potjece
od vanjskog problema Stokesovog toka newtonovskog fluida (dakle za r = 2)
u dvije dimenzije koji nije dobro postavljen i nema rjesenja. Fizikalna inter-
pretacija ovog matematickog rezultata govori o nemoguénosti aproksimacije
toka Stokesovom jednadzbom. Problem lezi u zanemarivanju inercijalnog

¢lana u jednadzbi, $to ocito nije moguce u tom specificnom slucaju.

Dokaz. (Teorem 3.4)
Postavimo sljedeéi varijacijski problem: na¢i v € DY"(R™\ T), dive = 0,
takav da za svako w € Dy (R"\ T)
/ le(v) 7% e(v) : e(w) dx — / pdivw dz = 0.
R™\T R™\T
Pretpostavimo prvo da je r < n. Pokazimo da varijacijski problem ima
jedinstveno rjesenje.

Koristimo standardnu oznaku
Dyl R"\T) = {w € Dy"(R"\T) | divw =0 u R"\ T’} .

Uzmimo R > 0 dovoljno velik da 7" bude sadrzan unutar kugle B(0, R) C R"
i definirajmo funkciju a € C*°(R™\ T") sa sljedeé¢im svojstvima (za eksplicitnu

konstrukeiju ovakve funkcije v. na primjer [37]):

0 za |z| < R,
diva=0; a=

€zalx]>R+1.
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Definiramo operator 7 : Dé:giv(R” \T) — [Dé:SiV(R" \D))
T(w) = —div{|e(w+a)|" e(w+a)— le(a)|" " e(a)},

koji je neprekinut, strogo monoton i koercitivan (v. [44]).

Za funkciju u = v — a tada vrijedi
T(u) =div{l|e(a) | e(a)}.

Prema klasicnom Minty-Browderovom teoremu 2.12, zakljuc¢ujemo sli¢no kao
u teoremu 2.8 da postoji jedinstveno rjesenje u ove jednadzbe. Bududéi da je
u € Défhv(R" \ T') prema Teoremu I1.6.1 iz [29] vrijedi
v =0nadT i lim lu(p,w)|” dw = 0.
p—00 Jgn—1
Na osnovu toga je i v = u+a jedinstveno rjeSenje pocetne varijacijske zadace
koje sada oznacimo s we i koje zadovoljava sve uvjete iz definicije 3.3.

Egzistencija i jedinstvenost tlaka slijedit ¢e iz ¢injenice da je funkcional

o) = [ lew | el uw) i

omeden na D" (R™\ T i da se ponistava na Dé:giv (R™\ T). Prema Korolaru

I11.5.1 iz Galdi[29] postoji jedinstveni ¢ € L™ (R™\ T)/R takav da vrijedi

Y(w) = / e divw dz.
R\T

Pretpostavimo sada da je r > n. U tom sluc¢aju vrijedi (v. Teorem I1.6.1 u

[29]):
Dyl (R™N\T) = {w € DY"(R"\ T) | divw =0 uR"\ 7, w =0 na 9T’}

i za rjeSenje varijacijskog problema vrijedi v € Dé:giv(R” \T).
Kao i u prvom dijelu dokaza, uz manje izmjene lako se vidi da je operator

S: Dé:giV(R” \T) — [DéjgiV(R” \ T)]’, sada definiran sa
S(w) = —div { Je(w) [ e(aw)},
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bijektivan. Posljedica je da problem
S(v)=0

ima samo trivijalno rjesenje, a to proturjeci zadanom uvjetu u beskonacnosti.

Time su sve tvrdnje teorema dokazane. a

Napomena 3.6. Za rjeSenje we vanjskog problema (3.11) vrijedi

e(we)|" dr = inf/ e(w) | dz,
[ o= ing [ etw)

gdje se infimum trazi po skupu

T|—o0

We = {w e DV(R"\T)| divw =0uR"\T,w =0 na 8T,|1|im w :g}.

U dokazu teorema spomenuli smo nekoliko rezultata iz Galdijeve knjige
[29], koji se ticu ponasanja u beskonacnosti funkcija iz homogenih Soboljev-
ljevih prostora. Vidjeli smo da to bitno ovisi o stupnju integrabilnosti » > 1,
odnosno u nasem slucaju o indeksu toka. Iskazimo prvo te poznate rezul-
tate, a nakon toga ¢emo dati originalni doprinos ocjenama rjesenja problema

definiranog na vanjskom podrucju.

Lema 3.7. Neka je 1 <r < oo i neka je v € DV (R™\ T).

(1) Ako je 1 <r < n tada postoji konstantni vektor vo, € R" takav da

lim p”_”/ lv(p,w) — Voo |” dw = 0.
Sn—1

p—00

Ako je v € Dy" (R \ T) tada je vo = 0.
(i1) Ako je r =n tada

lim (lnp)l_"/ lv(p,w)|" dw = 0.
Sn—1

p—>00
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(111) Ako je r > n tada

lim p"T/ lv(p,w)|” dw =0
Sn—1

p—00
1 nadalje, v je neprekinuta 1

L o)

= 0 uniformno.
e T [ /

U sljedecoj lemi preciziramo kako se ponasa, u ovisnosti o 7, rjesenje pro-
blema (3.11) iz definicije 3.3 u beskonaénosti, odnosno kada |z | — co. Uz to
Sto nam eksplicitna ocjena treba u nastavku, lema dodatno pojasnjava kako je
zadovoljen uvjet (3.11)4. Primijetimo takoder da je (wg —E) € Whr(R"\T).
Oznac¢imo sa S, = {xER"Hx| :%}, D, = {xER"!% <l|z| < %} i
Gn:{xGR"||x| >ﬁ},zan>0.

Lema 3.8. Neka je 1 < r < 2 indeks toka, a (we,m¢) € DV(R"\ T) X
L (R*\ T)/R jedinstveno slabo rjesenje problema (3.11). Tada za 1 > 0

n—r

|w£ _€ |Lr(5n) < 077 T

(3.12)

Nadalje, vrijedi
0. (3.13)

iy Jwe = & lyi-trgs,) =

Dokaz. Ocjena (3.12) lako se dobije iz prethodne leme, dok za (3.13) stavimo

1 1

Takoder, podsje¢amo da je za w € Wl’%””(Sn)

|w |W17%’T(S’n) - |w|LT(S”7) + <<w>>171/r77'7577
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takozvana Soboljev-Slobodeckijeva norma, gdje je

jw(z) — w(a)]" ’
<<’UJ>>1—1/T,T,SU = (/Sn 5, |.I‘ _ $/|n—2-‘rr dO’de'I/ .

Za funkciju w definiranu na D,), ako stavimo

-

-
v(y) = (77)

dobivamo funkciju definiranu na D;. Laganim rac¢unom zamjena varijabli

dajedazal <q< +o0

v |L4(D1) = i |w |Lq(Dn)
n—q
Vv ’Lq(Dl) = n [Vw ’LII(Dn)

n—gq

<<v>>171/q,q,51 = UT <<w>>1*1/q,€bsn :

Sada koristimo nejednakost

wi-brg) S [v ’Wl_%’r(aDl) =C ( v ’Lnnfr(Dl) + Vo |LT(D1)>

kako bismo dobili sljede¢u ocjenu, s konstantom C neovisnom o 7,

BT Oy, < [0t <O (1012 ) + V0l )

Koristenjem Poincaré-Soboljevljeve nejednakosti, koja ima konstantu invari-

jantnu na dilataciju, i Kornove nejednakosti, vidimo da za rjesenje w, vrijedi
((we = &))1-1/rr5, < C |e(wy) |L’“(Gn) — 0, kada n — 0. (3.14)

Kako bismo dokazali iS¢ezavanje ¢lana na desnoj strani kada n — 0, primije-
nimo teorem o monotonoj konvergenciji na niz funkcija |e(we)|"xq, imajudi
na umu da je |e(we) |, gn gy < +00.

Ocjena (3.13) tada slijedi kombinirajuéi (3.12) i (3.14). O
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Sada ¢emo primijeniti formalni pristup opisu funkcije otpornosti G(&).
Zelimo da ona bude generator sile kojom fluid gura tijelo 7. Slijedeé¢i Alla-
ireova razmatranja, uvodimo tenzorsku funkciju vektorske varijable jednaku

tenzoru naprezanja
r—2
F(&) = mell — e(we) [ e(we),

pri ¢emu se varijabli £ pridruzuje odgovarajuci tenzor za vanjski problem s

rjeSenjem (we, ). Lako se vidi da vrijedi:
F&) e L"(R*\T)i divF(€&) e L"(R*\ T).

Buduéi da opéenito funkcije iz L™ (R™ \ T) nemaju definiranu vrijednost na
0T, koji je skup mjere nula, moramo govoriti o normalnom tragu u slabom

smislu. Preciznije,
, /
F(&)nl,p € W (0T) = (W (o))
i ako iskoristimo tu ¢injenicu, mozemo uvesti sljede¢u definiciju.

Definicija 3.9. (FUNKCIJA OTPORNOSTI)

Neka je (we,me) € DY (R \ T) x L™ (R™ \ T')/R rjesenje problema (3.11) i

F(€) = mel — [e(we) [ e(w).

Nelinearnu funkciju G : R™ — R"™ definiranu na sljedeci nacin

(9€).¢) = (FOnc¢) = agcer (3.15)

oT

nazivamo funkcijom otpornosti.

Napomena 3.10. Ako promotrimo gornju definicijsku jednakost, vidimo da

je funkcija otpornosti definirana na ponesto neuobicajen nacin, zapravo na
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nacin prilagoden nasim potrebama u nastavku. U slucaju da zaista treba
odrediti komponente vektora G(&), odnosno silu kojom fluid gura tijelo T
trebalo bi samo na mjesto ¢ uvrstiti jedinicne vektore iz ortonormalne baze
prostora R”.

Kako bismo opravdali definiciju funkcije G(&), podsjetimo da za funkciju

¢ € C®(Q) N WL (Q) vrijedi

.Fn-cﬁd:c':/divF~¢dx+/.7::V¢da:,
o0 Q Q
iz cega slijedi

Fn - ¢ d’
o9

< (v Flp + 1F |y ) [ lyre (3.16)
Zbog toga, pomocu operatora traga, za svako

Feloer'@dveer' (@}
moZzemo definirati normalni trag Frn| 50 € (Wl_%””(GQ))/.

Sada zelimo dovesti u vezu dvije funkcije razlic¢itih karaktera i nac¢ina na
koji su definirane. To su ranije definirana funkcija permeabilnosti U, (§) i
upravo uvedena funkcija otpornosti G(€). Tvrdimo da postoji neprekinuti
prijelaz kada n — 0 i zapravo se pokazuje da, do na odgovarajuce skaliranje,
funkcija permeabilnosti na limesu tezi ka inverzu funkcije otpornosti. Slican
je rezultat dokazan i u [1], ali s obzirom na linearni karakter problema, tamo
su rezultati dani u terminima tenzora permeabilnosti i njegovog inverza. Kao
Sto je i tamo primijeceno, tako i u slucaju filtracije polimernih fluida, pro-
matrane funkcije dobivamo pomocu energija pomoc¢nih problema, a to su
problem u ¢eliji (3.3) i vanjski problem (3.11). Prvi predstavlja periodicki
tok uslijed djelovanja konstantne sile, dok je kod drugog sila jednaka nuli,

a zadana je brzina u beskonacnosti. Upravo je razlika u nacinu definiranja
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funkcija razlog zasto ¢emo na limesu U,(§) dobiti inverz od G(§). Kada
govorimo o neprekinutom prijelazu, odnosno limesu, u biti se radi o nepreki-
nutosti rubnih slojeva kod tih pomo¢nih problema.

No, krenimo redom. Da bismo uopce govorili o limesu malog krutog dijela,
prvo trebamo potvrditi da je funkcija G(£) invertibilna. U tu svrhu dokazu-

jemo njeno vazno svojstvo - monotonost.

Lema 3.11. Funkcija G : R™ — R" je strogo monotona, odnosno vrijedi

<g(€)—g(C),£—C> >0, zasveé&#¢. (3.17)

Dokaz. Neka su §,¢ € R" i £ # ¢. Neka su, nadalje, w¢ i w, rjesenja pro-

blema (3.11) redom za parametre £ i {. Pomnozimo izraz (3.11); s funkcijom
(we —¢) € DV(R"\T)
i integrirajmo po R™ \ T'. Dobije se

0= / ( le(we) |72 e(we) : e(we) — me - div w<>d:c+

RO\T

+ (men = Je(we) [ e(wg) m,we = C) .

Zbog toga
(9(6).¢) =(men—le(we) [ *e(we m.C) = [ letwe) " elwe) s efuwe)

ROA\T
(3.18)

gdje smo iskoristili ¢injenice da je
we=0nadl' i divw,=0uR"\T.

Nadalje, lako se pokaze da je izraz (Q(E) —-G(¢), & — C> jednak

J(letwe) 12 elwe) = fetwo) 2 ew) + (<lwe) ~ efuwo) )

R™\T
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Lema 2.10 kaze: za 1 <r <2i®,¥ € L"(R™\ T)™*"
/ (\q»y"—? o— W[ \If);(@—\p) dz >
R™\T

-0
—>0. (319
(|® | Lr@evry + 1P |LT(]R"\T))

Kao posljedicu, vidimo da izraz (g(f) —G(¢),€ — C) moze biti nula ako i

2
Lr(R™\T)

samo ako wg = we u DY(R™\ T'), a prema teoremu 3.4, zbog jedinstvenosti

rjesenja, to je ekvivalentno tvrdnji da je & = (. a

Napomena 3.12. Lako se vidi da vrijedi

(9€1.6) = [ letworde= inf [ petw)l

gdje se infimum trazi po skupu

We = {'w e DY(R*\T)| divw=0uR"\T,w=0na aT,|1|im w :g}.
T|—00

Nadalje, za €| =1

9(€)1 > (9(6).€) = C- C(T) > C - p(T) >0,

gdje je C.(T') takozvani r-kapacitet skupa T (v. na primjer [10]).
Buduéi da je strogo monotona, funkcija G(£) je invertibilna. Drugim rije¢ima,

inverz G~1(¢&) je dobro definiran za svako & € R™. Lako se vidi da je
(we, AT A+ )
rjesenje vanjskog problema ako zamijenimo & sa A& (A € R), pa vrijedi

GAE) =|A["2AG(€) , NeR.
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Stavljajuéi € = [£]€,, &, € S™! primjecujemo, slicno kao u slucaju funkcije
U,, da vrijedi
m|g]" ™ <[G(&)] < Mg, (3.20)

gdje je m = infjg=1 [G(§)| > 01 M = supg—; |G(§)| > 0.
Pokazuje se (v. [14]) da funkcija G ima oblik

G(€&) = [H(OI"*H(E)

gdje je ‘H neka homogena funkcija u smislu da
HNE) = \H(E) , NeR.

Numericki izra¢un proveden u [14] pokazuje da, opcenito, funkcija H nije

linearna.
Lema 3.13. Funkcija G : R™ — R" je neprekinuta.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da za niz za koji vrijedi &, — & u R" vrijedi da

(G(£,),¢) = (G(£),¢) 7a svaki ¢ € R™.
Iz izraza (3.19) i (3.20) zakljucujemo da vrijedi

Je(we,) = e(we)l, gy < C - (G(6,) — G(6).€, —€) <

<C-1GE) |- 1€, —&l+C-16(&) |- [€, —&| — 0,
pa e(wg,) — e(wg) u jakoj topologiji prostora L"(R™ \ T').
Zakljucujemo da
[ letwe) 1 etwe) s elwo) doe— [ fetwe) 7 efuwe) - ewo) do
R\T RA\T
i pomocu izraza (3.18) lako dolazimo do zakljucka da je definirana funkcija

otpornosti G(&) neprekinuta. O
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3.4 Limes malog krutog dijela

Nakon reskaliranja domene, definirali smo u (3.7) i odgovarajuca rjesenja:

vi(z) = ' Dve(nz)

7

pi(x) =n""'pe(nx), zaxzEn Y,

Eksponent A(r) je odreden s (3.8) i tako definirana reskalirana rjesenja,

proSirena nulom, zadovoljavaju ocjene

<ClEl,

7
‘pf L (RM\T)/R =

le(vy)  SCOglT,

L™ (R™\T

kao sto smo zakljucili u (3.10). Sada tvrdimo da taj niz rjeSenja koji ovisi o

n > 0 konvergira kada 7 — 0, na primjer odabirom
n=-, keN

i promatranjem k — oco. Naravno, govorimo o slaboj konvergenciji, posebno
za svaki od nizova (v{), (p{) i (e(v{)). Pokazuje se da je limes reskaliranih
rjesenja ('vg, pZ) zapravo rjesenje specificnog nenewtonovskog vanjskog pro-
blema. U dokazu te tvrdnje moramo savladati poteskoce koje nastaju zato
Sto se radi o slabo konvergentnim nizovima, a jednadzbe o kojima govorimo

imaju nelinearni karakter.

Teorem 3.14.

(LIMES MALOG KRUTOG DIJELA ZA TOK POLIMERNOG FLUIDA )

Neka je U, funkcija permeabilnosti dana s (3.4) i G funkcija otpornosti vanj-
skog problema definirana uw (3.15). Reskalirana rjesenja ('vg,pg) konvergi-

raju kada n — 0 ka specificnom rjesenju (wg-1(¢), Tg-1(¢)) vanjskog problema
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(3.11):

v = Wg-1(g) slabo u Ly, (R*\ T),

P = mg-1(e) slabo u L” (R™\ T)/R,

e(v]) = e(wg-1e))  jako u L"(R"\ T).

Stovise, imamo neprekinutost funkcije permeabilnosti na limesu malog krutog

dijela, v smislu da

liné U, (€) = GTHE)  za svako € € R™. (3.21)
n—
— 1
Dokaz. Neka je v] = / v] dv =n" / A (nz) dx i primije-
£ uty) ¢ <lre)

n=lY n=1lY
timo da

o A(r
"Ug‘ < 077 ") ‘UE ‘Lr(yn) < C?

pa postoji podniz u istoj oznaci, takav da

7171%175: ce € R™.

Koristenjem Poincaré-Soboljevljeve nejednakosti, u kojoj se konstanta ne
mijenja dilatacijom varijable, i (3.10), lako nalazimo da za svaki omedeni

skup w C R™\ T i 5 dovoljno malo da je w C n~ 'Y \ T, vrijedi

n_ .
Ve — V¢

<C |V’u2

<
L= (w) Lr(n=ty) = ¢ (3.22)

i konstanta C' ne ovisi o 7.
Odavde zakljucujemo da je niz (v] — 'U_Z) omeden u L;.." (R"\ T), pa onda i
u L,

loc

vg € Lj, (R*\ T) takav da

(R™\ T'). Zbog toga slabo konvergira, do na podniz, odnosno postoji

loc

v{ — v} slabo u L, (R"\ T).
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Zbog omedenosti nizova (p;) i (e(v{)), 8to vidimo u (3.10), postoji slabi limes
(vg,p¢) € DY (R"\T) x L" (R"\ T)/R
odredenog podniza (sa istim oznakama) takav da

pl = pu LM (R*\T)/R, e(v]) = e(v) u L"(R"\ 7).

Zasad, imamo samo slabu konvergenciju niza e('vg), pa mozemo re¢i samo da
vrijedi
/ le(v]) |" da —¢-v] = £-ce > / le(v?) | dw
£ 3 € = 3 )
n1Vy RP\T
Prelaskom na limes u (3.22) i koristenjem slabe poluneprekinutosti odozdo
L»—r-norme, dobijemo

’vg—Q’Lw <G,

() =

gdje C ne ovisi o w. To znadi da je vg —cc € L%(R” \ T'), pa je rubni uvjet
u beskonacnosti jednak

lim 'vg = c¢.
|z| =00

Kako bismo odredili jednadzbe koje limes ('vg, pg) zadovoljava, uzmimo R > 0
dovoljno velik da je T' sadrzano u kugli B(0, R) i definirajmo funkciju a €

C>®(R™\ T'), kao u dokazu teorema 3.4. Podsje¢amo koja su njena svojstva:
diva=0; a=0zalz|<R, a=cezalz|>R+1.

Funkcija v° = v¢—a je iz prostora Dé:giv(R”\T) i nadalje definiramo operator

T DY R\ T) - (DY (R \ T
T(v) = —div{ |e(v +a) "2 e(v4a)— le(a)[ e(a)},

koji je neprekinut, strogo monoton i koercitivan (v. [44]).

Uzmimo sada v € C3°(R"\T) iy takve dan™' > Rin~'Y, D supp v. Zbog
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nejednakosti (3.19) iz leme 2.10 imamo
/ (le(w+a) [ e(w+a) — |efa) |2 e(a)) s (v +a— ) do >

N1V,
> / ( ‘e(vg) ’T_Z e(vy) — le(a) s e(a)) re(v+a—vy) de.
N~ Yn

Lijeva strana nejednakosti tezi izrazu <T('U), ’U—'vo> kad n — 0, dok je desna

jednaka

/ ( — Vpg +n"E+ div{ le(a) \T_Q e(a)}) . ('v — (v’g7 = a)) dx

N~y

a taj izraz tezi

[ (= Vst div{le@ ™ e@}) - (v o) da,
=1y

Dokazali smo da
<7'(v) + VL —div { |e(a) [ e(a)} v — 'v0> >0 (3.23)

za svako v € C°(R™ \ T) sto je gusto u Dy" (R \ T).
Sada, iz (3.23), stavljajudi

v=v"4+ ) u, u € CFR"\T)i\e€R,

i koristenjem takozvanog Mintyjevog trika lako vidimo da vg =v'+ai pg
zadovoljavaju (3.11); - (3.11)s.

Glede rubnog uvjeta u beskonac¢nosti, neka su

n 1 : n 1
Bn:{x€R||xl<%} i Sn:{a:ERH:E\:%},

pa primijetimo da je T C B, C n 'Y za n dovoljno mali. Definirajmo

funkciju w? € DY (R*\ T) s

u' uB,\T

wl = ! (3.24)
ce uR™\ B,
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gdje je u' rjeSenje problema
(

—div{|e(u) | * e(u)} +Vg"=0 uB,\T

divau’ = 0 u B, \ T (3.25)

u =0 na 0T, u’ = c¢ na S,
\

S druge strane, 'vg zadovoljava

(

— div{ |e(v) ‘T_Q e(vg)} +Vpl=0 uR'\T

div 'vg =0 uR*\ T (3.26)

KvgzOnaﬁT, v =cc + E, na S,

i ako primijenimo lemu 3.8:

i | By |y =0 (3.27)

Sada, iz nejednakosti (3.19) i (3.27), lako se dolazi do zakljucka da

—~ 0
’6(“’") — e(vg) Lr@®RMB,) 0

LT (R™\T) < ’6(’(1,77) - e(”g)

+ ‘e(vg)

L7 (By\T)
kad n — 0, pa
e(un) — e(vg) u L"(R"\ 7). (3.28)

. r—2 . 1s ..
Stavimo U7 = ‘e(v?)‘ e(v{) i vidimo da [U7 |,/ gn 7 < C, pa postoji

podniz (u istoj oznaci) i ¥ € L™ (R™ \ T) takav da
U1~ 90 u L7(R"\ T). (3.29)

Stoviée,
/ Ue(un) do — / \I/Oe('vg) dx,
N1y RP\T

a koristenjem Hélderove nejednakosti vidimo (jer je (u?—e¢) € W (R*\T)
omeden u L"(R"))

nr = 0.

N~y

L7 (R™)
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Slijedi
/ Ue(un) do =€ - " / ul dr — €-ce = lim ‘e(vg) " dz,
n—0
N~y N1V, 1Yy

Sto osigurava da
/ Ue(vy) dv — / We(vy) da. (3.30)
1Yy RP\T
Nejednakost (3.19) povlaéi da za ¢ = u” + Au, uw € DV (R*\T)i A € R
/ (07 = Je(@") [ e(¢)) : (e(vd) — e(¢™)) du >0,
7771:)}7]

§to, nakon $to pustimo 7 — 0 i iskoristimo (3.28), (3.29) i (3.30), vodi do
izraza

[ (9= @)1 (@) : (clol) (@) dor2 0, adie p= v+ hu
R\T

Ako ponovno primijenimo Mintyjev trik

/ <\If0 — le(v) |T_2 e(vg)) ce(u) dr =0, u € DY (R™\T).

RP\T
Sada, uzimajudi u = v, jasno je da |e(vg) L@\ tezi ka |e(vg) L (RAT)
takoder, sto uz slabu konvergenciju osigurava i jaku konvergenciju
e(v{) = e(vd) u L'(R"\ T). (3.31)
Nakon sto raspisemo
(Y \0T) - (6,¢) = (plm = [e(@]) | ewl)n.C) =
= / ‘e('vg) |T_2 e(v]) : e(we) do +
B,\T
+ <p2’n — Je(@]) | () n,we — C>Sn —&n" / (w¢ =€) da

By\T
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1 primijetimo da posljednja dva ¢lana na desnoj strani teze k nuli, iskoristimo
(3.31) kako bi opravdali prelazak na limes u

; r—2 r—2

lim <pgn — |e(vg) ‘ e('vg) n, C> = / ‘e(vg) ‘ e(vg) ce(we) do =

n—0 orT
Rn \T

— <p0n — le(vg) ‘TﬁQ e(vg) n’C>aT'

To nas vodi do zakljucka da za ¢ € R"

(phn = [e@) [ ewtn.C) = (€.C).

Sto daje iznos sile otpora prepreke T', odnosno vrijednost funkcije otpornosti
pridruzene rjesenju (vg,pg). Ako se sada prisjetimo definicije funkcije G,
vidimo da vrijedi

ce =G'(¢)

i zbog jedinstvenosti rjesenja (vg, pf) = (wg-1(e), Tg-1(¢))-

Zbog jedinstvenosti takoder zakljucujemo da bilo koji konvergentan podniz
ima uvijek jedan te isti limes, pa to znaci da je ¢itav niz konvergentan i da
tezi gornjem limesu.

Za zavrsetak dokaza ostalo je joS samo za primijetiti da

1 _
e = [ ey [a — e=g7)

nTYAT =Yy

Termin limes malog krutog dijela koji smo poblize objasnili u poglavlju
2.2, u prethodnom smo teoremu 3.14 primijenili na filtraciju polimernog flu-
ida. Taj rezultat nam govori kako je u slucaju malog krutog udjela, odnosno

kada je velicina prepreka u poroznoj sredini mala, Darcyjev zakon i funkciju
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permeabilnosti moguce zapisati pomoc¢u vanjskog problema i inverza funkcije
otpornosti. Uotavamo da je takoder bilo potrebno skalirati funkciju U, (&)
izrazom 1" kako bismo osigurali da na limesu tezi ka inverzu G~*(§).
Drugim rijecima, pokazali smo sljedece asimptoticko ponasanje funkcije per-

meabilnosti kada n — 0:

1
Uy, (&) ~ Wg_l(f)'

Kada pustamo parametar n — 0, tada se velicina prepreka neograni¢eno
smanjuje, pa je i za ocekivati da se vrijednost funkcije U, (§) povecava i tezi
u beskonac¢nost. To odgovara fizikalnom ponaSanju svojstva permeabilnosti

ili propusnosti u slucaju takve filtracije.
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4.1 Rezultat za newtonovske fluide

Poznato je da se homogenizacijom Stokesove jednadzbe za tok newtonov-
skog fluida kroz poroznu sredinu dobije Darcyjev zakon ako je veli¢ina ne-
propusnog dijela istog reda veli¢ine kao i period periodicne domene. Uz
Darcyjev zakon postoje i drugi poznati zakoni filtracije, kao sto je na primjer
Brinkmanov zakon. Brinkman[20] je 1947. godine predstavio novi sustav
jednadzbi, u odredenom smislu izmedu Darcyjevih i Stokesovih jednadzbi,
tako da je u zakon filtracije ubacio novi ¢lan proporcionalan brzini. Doka-
zano je (v. Marchenko-Hrouslov[43], Levy[39], Brillard[19], Allaire[2, 3]) da
takav slucaj nastupa kada je, uz velicinu ¢elije €, red veli¢ine nepropusnog
dijela jednak &3 (za trodimenzionalnu domenu). Red veli¢ine za koji nastupa
Brinkmanov zakon filtracije uobicajeno se naziva kriticnim. Pokazalo se da
ako je velicina prepreka asimptoticki veca od kriticne veli¢ine, tada homoge-
nizirani problem ima Darcyjev oblik, a ako je asimptoticki manja od kriti¢ne,

onda se homogenizacijom ponovno dobije Stokesov problem.

Precizna formulacija rezultata o Brinkmanovom zakonu za newtonovske
fluide je sljedec¢a: neka kao i ranije €2 oznacava poroznu sredinu s krutim ink-
luzijama 77, a 2. podrucje toka. Neka su prepreke 77, periodicki rasporedene
s periodom ¢, homeomorfna slika prototipa prepreke u oznaci 7" i neka je nji-
hova veli¢ina jednaka a. = €. Promatramo sluc¢aj n > 3 i ranije definirani

omjer (2.5)

te pretpostavljamo da sada vrijedi

lir% 0. = o > 0 (kriti¢na veli¢ina preprekel!).
E—>
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Neka su kao i ranije (v, p°) rjeSenja Stokesovog problema (2.2), a neka je

(v,p) € HY(Q) x L*(Q)/R rjesenje takozvanog Brinkmanovog problema

¢

1
—Av+Vp+ —Mv = f u €,
o
divo = 0 uQ, (41)

v=20 na OS2,

\
u kojem ponovno koristimo tenzor otpornosti M, definiran pomoc¢u vanjskog
Stokesovog problema (2.7).

Neka je v¢ progirenje nulom brzine v° na ¢itav i neka je P° progirenje tlaka

definirano s

P u e,
P = 1 (4.2)
- pidx u svakom 77.
n(Cs) /s

C; oznacava kontrolni volumen oko svake prepreke 77: to je kugla promjera
e oko prepreke 77, bez podrucja 17 .
Rezultat o konvergenciji glasi: prosirena rjesenja konvergiraju slabo ka rjesenju

Brinkmanovog zakona
(v¢, P) — (v,p) slabo u H(Q) x L*(Q)/R.

Najveéi problem u dokazu konvergencije (v. [2]) predstavljalo je proSirenje
tlaka prije prelaska na limes kada ¢ — 0. Slijedeéi ideju Cioranescu-Murat[23],
prosirenje prvo ima apstraktni karakter i dano je pomoc¢u niza zadanih hipo-
teza, a tek generalizirajuéi rezultat Lipton-Avellaneda[42], Allaire pokazuje
da to prosirenje ima eksplicitni oblik (4.2).

Dokaz konvergencije u [2] proveden je pomocu energetske metode koju je prvi
koristio L. Tartar[54]. Alternativni pristup problemu pomo¢u epi-konvergencije

moze se pronadi i u ¢lanku A. Brillarda[19].
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4.2 Kriti¢ni sluéaj kod polimernih fluida

Neka je, kao i ranije, sa Y = (—1/2,1/2)" ozna¢ena pomaknuta jedini¢na
¢elija kojoj je srediste u ishodistu. Neka je sada n = n(e) veli¢ina pre-
preke u jedini¢noj ¢eliji koja ovisi o periodu periodicke porozne strukture ¢.
To se razlikuje od dosadasnjeg razmatranja kada smo n drzali konstantnim
za vrijeme homogenizacije i provodili u stvari posthomogenizacijsku asimp-
toticku analizu. Prisjetimo se, velicina prepreke u svakoj pojedinoj ¢eliji po-
rozne sredine je produkt ta dva parametra, odnosno iznosi a. = en. Kriti¢ni
red velicine perforacija standardno se odreduje asimptotickim razvojem, no
u nasem slucaju, zbog problema koji proizlaze iz nelinearne strukture jed-
nadzbi, odredujemo ga pomocu oblika uniformnih ocjena rjesenja. Za potrebe

naseg razmatranja, definiramo

(4.3)

U ovisnosti o grani¢cnom ponasanju ovog parametra kada ¢ — 0, dobivamo

tri razlicita slucaja:

1. lim. o 0. = +00 —ovaj ¢emo slucaj nazvati subkriticnim (podkriticnim)
jer je veli¢ina prepreka takva da one na limesu iS¢ezavaju brze od tako-
zvane kriticne velicine, Sto kao posljedicu ima neograniceni rast para-

metra o.. Ocekujemo da ovdje homogenizirani problem ima nelinearni

Stokesov oblik.

2. lim._,g0. = 09 > 0 — kriteicne slucaj velicine prepreka. Nakon homoge-

nizacije se javlja Brinkmanov oblik zakona filtracije.

3. lim. g0, = 0 — supkriticni (nadkritiéni) slucaj. Homogenizacija bi u

konacnici trebala dati Darcyjev zakon.
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Za veliki raspon veli¢ina prepreke (slucajevi 1. i 3.), homogenizirane jed-
nadzbe zadrzavaju isti oblik, dok god je ispunjen uvjet limesa, ali takoder
vidimo da postoji kriticna veli¢ina, ili bolje receno kritican red veli¢ine na
prijelazu iz jednog u drugi slucaj. Cilj nam je istraziti ovo kriti¢no ponasanje

koje se pojavljuje kada vrijedi

T

n=0(""),

a to znaci da je velicina svake prepreke 77 u periodi¢noj poroznoj sredini

reda velic¢ine

a. =en=O0(cnr).

U prvom slucaju (1.), red veli¢ine prepreka je takav da one is¢ezavaju na li-
mesu brze nego u kriticnom sluc¢aju. Prema tome, njihov utjecaj na tok fluida
bi trebao biti zanemaren, pa bi se nakon homogenizacije trebalo dobiti ne-
perturbirane nelinearne Stokesove jednadzbe. Ako se prepreke asimptoticki
smanjuju "sporije” od O(e7-7) (slu¢aj 3.), njihov doprinos usporavanju toka
fluida nadjacava Stokesov tok i za ocekivati je da homogenizirani problem
ima Darcyjev oblik. Ta dva preostala sluc¢aja nisu predmet proucavanja u

ovoj radnji, ali predstavljaju zanimljivu temu za daljnje istrazivanje.
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4.3 Ocjene rjesenja

Kako bismo izveli apriorne ocjene rjesenja jednadzbi toka, koristimo neke
klasi¢ne nejednakosti. Bitno nam je odrediti ocjene s eksplicitnom ovisnoséu

o parametru o, za koji vrijedi lim._,o 0. = 0.

Lema 4.1. (OPTIMALNA POINCARE-KORNOVA NEJEDNAKOST U (2.)
Neka je 1 < r < n i 0. omjer definiran u (4.3). Postoje konstante Cy,Co

koje ne ovise o ¢, takve da za svako v € WOI’T(Qs)

1) V1) < Croe VU q, . (Poincaréova nejednakost)  (4.4)

2) V|10, < Co le(v) [1rq. - (Kornova nejednakost) (4.5)

Dokaz. Koristimo isti pristup kao u dokazu leme 2.5. Kako je prototip pre-
preke T zatvoren skup strogo pozitivnhe mjere, ako ga smjestimo u ishodiste
koordinatnog sustava postoji a > 0 takav da B(0,ane) C enT.

Zax €Y® = (—¢/2,¢/2)", neka je p = |x| i proSirimo v nulom na Citavu

¢eliju Y¢. Tada imamo

T

P ov
= /a877 E(m +(t—pleydt; e, = =i

Neka je B kugla opisana ¢eliji Y* i primijetimo da je

o< [ [

Primjenom Holderove nejednakosti i ¢injenice da je p < € u izrazu

p”_ldpdw.

(x+ (t—p)e,)dt

r

P v " ° |0v "o o dt :
o —(z+ (t—p)ey)dt| < U E(H (t—p)e,)dt| t 1dt] / e
aen Qe (t )
dokazujemo
T < C n ]' T . C 57” T
v [ < Ce G VY 15y = o VO 15 -
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Buduc¢i da vrijedi
[V ey S 10 ) < 1) [0y

dvije su norme ekvivalentne, pa primijenjujuc¢i nejednakost na svaku ¢eliju u
(2, kojih ima N(e) = @(1 +0(1)), i sumiranjem, slijedi (4.4).
Za dokaz Kornove nejednakosti (4.5) moze se pogledati [47] i konstanta Cs

ne ovisi o o.. O

Napomena 4.2. Pokazuje se da za omjer 0. definiran u (4.3), ako zamijenimo
konstantu r s konjugiranim eksponentom 7’ = —*, tada prilagodena tvrdnja
leme 4.1 glasi: postoji konstanta C' koja ne ovisi o ¢, takva da za svako

w e W, ™ (€.) vrijedi Poincaré-Kornova nejednakost

ne(2_
lw |LT'(QE) <C-o0.m G0 le(w) ’LT'(QE)‘ (4.6)

Sada imamo sve $to nam je potrebno da izvedemo apriorne ocjene za br-
zinu v° i tlak p°® u stacionarnom, Cisto viskoznom toku polimernog fluida s

indeksom toka r, pod utjecajem vanjske sile f € L™ (), koji zadovoljavaju

(

—div{|e(v) [P e(v)} +Vpr=Ff uQ,
dive® =0 u €2, (4.7)

v°=0 na 0f)..

\

Lema 4.3. (OCJENE ZA BRZINU)
Neka je v° € W, (Q.) slabo rjesenje za brzinu u (4.7) i 0. omjer definiran
u (4.3). Postoje konstante Cy,Cy, neovisne o ¢, takve da

,',./
e )

|v° ‘LT(QE) <Cio

le(v) o) < Caol "

69



POGLAVLJE 4.

Dokaz. Testiramo jednadzbu (4.7); s v i dobivamo

/ le(v®)|" dx — / p°-diveide = [ fodx.
€ € QE

Ako iskoristimo ¢injenicu da je dive® = 0 u ). i primijenimo Hélderovu

nejednakost dobit ¢emo

e(v) |10y < 1F Loy - 10 |iran) »

Sto nam nadalje, uporabom Poincaré-Kornove nejednakosti iz leme 4.1, osi-

gurava postojanje konstante neovisne o ¢ takve da

le(v7) |2T(QE) <Co. |f |LT’(QE) - [e(v%) |LT(Q€) : (4.8)

Neka je v konjugirani eksponent od r i ocjena za simetrizirani gradijent od-
mah slijedi, dok ocjena za samu brzinu lako slijedi jo§ jednom primjenom

leme 4.1. O

.. . . .. . .~ 1
Napomena 4.4. Prosirenje nulom brzine na ¢itavi €2, u oznaci v € W, (),

ne mijenja iznos norme pa odmah vidimo da vrijedi:

~ 7'/
|IUE Q) S Cl Ug Y

Lr(

[e(v7)

iy S Caal (4.9)

To povladi da je niz (v¢) omeden u W, (), pa time i relativno kompaktan

u slaboj topologiji prostora W, ().

Lema 4.5. (OCJENA ZA TLAK)
Neka je p° € L™ (Q.)/R slabo rjesenje za tlak u (4.7) i 0. omjer definiran u
(4.3). Tada postoji konstanta C' koja ne ovisi o € i takva da vrijedi

|Vp*® |W’1’T/(Qe) < Co. .

70



POGLAVLJE 4. KRITICNI RED VELICINE NEPROPUSNOG DIJELA

Dokaz. Kako bismo dokazali ocjenu za tlak, uzmimo ¢ € Wy (Q.) i testi-
rajmo jednadzbu (4.7);:

(VP p)a. = —/

e(v°) 2 e(vf) : e(p)de + / Fod.
Qe Qe

Holderova nejednakost i rezultati lema 4.1 i 4.3 povlace
(VD" p)a. | < e(v) ;(195) - le(ep) |LT(Q€) +Co. |f |LT’(QE) - le(e) |LT(QE) <

< Co. le(p) |LT(Q5) < Co: [p |W17’“(Qs)‘

Time smo pokazali ocjenu za gradijent tlaka. a

Napomena 4.6. Vidimo da u drugom slucaju (2.) grani¢nog ponasanja para-
metra o. kada vrijedi

limo, =09 >0,
e—0

mozemo zakljuciti na temelju izvedenih apriornih ocjena da su nizovi rjesenja
(v%, p°) ograniceni. Buduéi da i domena 2. ovisi o parametru €, prije nego $to
pocnemo razmisljati o postojanju odredenih slabo konvergentnih podnizova,
potrebno je prosiriti funkcije na ¢itavi €2. Dok se brzina jednostavno prosiruje
nulom, prosirenju tlaka morat ¢emo posvetiti vise paznje i pojasniti detalje.
Uniformna ogranic¢enost brzine je klju¢na cinjenica u dokazu konvergencije
ka rjesenju Brinkmanovog zakona kojeg ovdje iznosimo. Dokaz te tvrdnje bit

¢e ostvaren kroz poglavlja koja slijede.
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4.4 Brinkmanov zakon za polimerne fluide

Poznato je da standardni inzenjerski model odnosno zakon filtracije poli-
mernog fluida kroz poroznu sredinu (v. [13]) nije dobar i da ima opravdanje
samo u jednodimenzionalnom slucaju, kao sto je pokazao numericki izracun
u [15]. Predlozeni Brinkmanov zakon predstavlja poboljsanje u modeliranju
i njegovo opravdanje vidimo kroz postupak homogenizacije i konvergencije

rjesenja.

Teorem 4.7. (BRINKMANOV ZAKON FILTRACLJE ZA POLIMERNI FLUID)
Neka je zadana periodiéna porozna sredina § takva da za omger (4.3) vrijedi
limo, =09 >0

e—0

i meka su (v°,p7) € Wy (Q) x L™ () /R rjesenja problema (4.7). Neka je
G funkcija otpornosti, definirana pomocu vanjskog problema (3.11).

Neka je v¢ oznaka za brzinu prosirenu nulom na \ Q.. Tada vrijedi
ve = v’ slabo u W, (), (4.10)

gdje je v° brzina iz nelinearnog Brinkmanovog problema:
- Odrediti (v,p) € Wy (Q) x L™ (Q)/R za koje vrijedi

’

— div{ le(v) |T72 e('v)} + Vp+ Uigg('v) =f u §,

dive = 0 u g, (4.11)

v=0 na 0f).

\

Sljededi rezultat pokazuje da je sustav dobro definiran, misleé¢i pritom na
egzistenciju i jedinstvenost rjesenja. To je kljuéno i za sam dokaz konvergen-

cije rjesenja.
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Propozicija 4.8. Neka je f € W4 (Q). Brinkmanov sustav (4.11) ima

rjesenje i ono je jedinstveno.

Dokaz. Promotrimo operator A : W()l,giv(Q) — (W()l,giv<Q))/ koji se pojavljuje

na lijevoj strani jednadzbe
- 1
A(v) = —div { |e(v) | e(v)} + —G(v).
0

Operator je ocito neprekinut, strogo monoton i jednostavno vidimo da za

svako v € W, (Q) vrijedi
"d L dr > "dr > C |v]]
[ Jetw) [ do+ — [ (G@).0)dr > [ Jew) o> C oo
0Ja Q

Time smo pokazali koercitivnost operatora A:
(A(v),0) > C o[

a s time i egzistenciju i jedinstvenost rjesenja v° € Wol’giv(Q) za koje vrijedi
AW’ = F u (W2 (Q))

prema Minty-Browderovom teoremu 2.12.
Egzistencija i jedinstvenost tlaka p® € L™ (Q)/R slijedit ¢e iz ¢injenice da je
funkcional
U(v) = (A(v°) - f,v)a
omeden na W, (Q) i da se ponistava na Wol,};v(Q)~ Prema Korolaru I11.5.1

iz Galdi[29] postoji jedinstveni p° € L™ (Q2)/R takav da vrijedi

w(v):/ﬂpodivvdx.

Odavde zakljucujemo da je (v°,p°) trazeno jedinstveno rjesenje Brinkmano-

vog sustava. O
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U nastavku ¢emo trebati varijacijsku formulaciju Brinkmanovog zakona,
pa zbog toga moramo pogledati kako izgleda potencijal operatora G(u).
Prvo napravimo malu digresiju u vezi takozvanih nelinearnih operatora su-
perporzicije ili Nemitskijevih operatora (v. na primjer Mitrovié—Zubrinic’[éLG] i
[36]). Neke ¢injenice koje ovdje iznosimo trebat ¢e nam i u nastavku.

Za ) C R"™ omeden i zadanu Carathéodoryjevu funkciju
g(x,€), g:QxR"—>R"

(izmjeriva po prvoj varijabli za svako & € R™ i neprekinuta po drugoj varijabli
za s.8. ¢ € (), pripadni Nemitskijev operator preslikava izmjerivu funkciju
u(z) u (takoder izmjerivu) funkciju

Nyu(z) = g(z,u(z)), z€Q.
Svojstva ovako definiranog operatora prvi su proucavali 1950-ih godina Kras-
noselski i Vainberg.

Pokazuje se da ako funkcija g zadovoljava sljedeéi uvjet rasta (za a,b > 0,

r>1):
9(z,&)| <a €] +b, zass x€Qisvaki &€ R,
tada je pripadni Nemitskijev operator dobro definiran, a njegov potencijal je
Y(u) = / G(z,u)dz,
Q

gdje je G Gateaux primitivna funkcija od g.

Primijenimo li to na nas slucaj, onda uzimamo

g(x,&) =G(&).

Konstruiramo G : R" — R"™ (Gateaux primitivnu funkciju od neprekinute

funkcije G : R" — R") takvu da je:
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Znamo otprije da vrijedi

GNE) = [A"2NG(E): 1) <M g,

Za funkciju G imamo

:A%ﬂygngluﬂ9&5%=

(G(8).€)-
pridruzen funkciji G (kojeg je

- 6©.9) [ 5=

Za Nemitskijev operator Ng : L™(Q) — L™ (Q

~ 3|~

uobicajeno takoder oznacavati samo s G)
Ng’u, = g(’u’)v

zakljucujemo da je dobro definiran i potencijalan, odnosno da postoji njegov

potencijal ¢ : L"(2) — R definiran na sljedeéi nacin

_Ammm_%égmmmm

Drugim rije¢ima, za funkcional ¢, Gateauxova derivacija 1’ : L™(Q) — L™ (Q)
upravo je jednaka 1)’ = Ng, odnosno vrijedi
(0 (w).0) = (Nou.) = [ (Glu).v) s
Q
Za kraj, naglasimo jo$ da stroga konveksnost funkcionala v (u) slijedi iz mo-

notonosti njegove Gateauxove derivacije, odnosno operatora G (v. [46, Lema
7.5.1]).

S druge strane, za funkcional ¢ : Wy (Q) — R definiran s

[ et ras,

Cateauxova derivacija ¢’ : W, (Q) = W=1"(Q) jednaka je

¢'(u) = —div{ |e(u) | e(u)}

1 takoder ée nam trebati u nastavku.
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4.5 TI'-konvergencija

U dokazu Brinkmanovog zakona filtracije (Teorem 4.7) koristit ¢emo rezul-
tat o varijacijskoj odnosno takozvanoj I'-konvergenciji niza funkcionala (F*)
definiranih na W7 (Q). Prisjetimo se definicije (v. Braides[17] ill Dal Maso|[25]).
Neka je X topoloski prostor. Kazemo da niz funkcionala F; : X — R
I-konvergira u X ka F : X — R i pisemo F =T — lim; F};, ako za svaki
u € X vrijedi:

"liminf” nejednakost
za svaki (u;) C X takav da w; — u vrijedi F(u) < liminf F}(u;),
-"limsup” nejednakost ]
postoji niz (u;) C X takav da u; — w i limsup Fj(u;) < F(u).
Kako za niz (u;) koji zadovoljava i ”lim supz’ nejednakost vrijedi

F(u) < limjianj(uj) < limsup Fj(u;) < F(u),

j

odmabh slijedi F'(u) = lim Fj(u;), te se takav niz ¢esto naziva i optimalnim.
Cesto se "lim sup” nejeiinakost zamjenjuje ekvivalentnim uvjetom kojeg je
laganije dokazati:
-aproksimativna "limsup” nejednakost
za svako ¢ > 0 postoji niz (u;) C X takav da u; — u i

limsup F;(u;) < F(u) + 0.
J

Takoder uvodimo oznake za dvije velicine koje uvijek postoje (takozvana

donja i gornja ograda I'-limesa)

F(u) =T — liminf Fj(u) = inf {lim,inf Fj(u;) | u; — u} :

J J

F(u) =T —lim sup Fj(u) = inf {lim sup Fj(u;) |u; — u}

J J
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i ¢ija je jednakost F(u) = F(u) ekvivalentna postojanju I' —lim; Fj (v. [17]).

Naime, ”lim inf” nejednakost mozemo zapisati i u ovom obliku:

a trivijalno vrijedi

Ako je (u}) optimalni niz iz ”lim sup” nejednakosti, tada je

F(u) = inf {limsup Fj(u;) | u; — u} < limsup Fj(u}) < F(u),
J J

pa imamo jednakost infimuma koja je ekvivalentna definiciji I'-limesa:

inf {lim‘inf Fj(u;) | u; — u} = inf {hm sup Fj(u;) | u; — u} = F(u).
J

J

U slucaju da se radi o familiji funkcionala (F*), tada kazemo da oni I'-
konvergiraju ka F' ako gore navedene tvrdnje vrijede za svaki niz (¢;) pozi-
tivnih brojeva koji konvergiraju k nuli. Vrlo vazno svojstvo I'-konvergencije
dolazi do izrazaja prilikom promatranja asimptotickog ponasanja odredenih
problema minimuma. To svojstvo iskazano je u sljede¢em teoremu. U nje-
govoj primjeni, odabir topologije 7 pokazuje se klju¢nim, jer je unaprijed

potrebno osigurati kompaktnost niza minimizatora.

Teorem 4.9. (ATTOUCH) Neka niz (F*) I'(1)-konvergira ka funkcionalu F'.
Neka je (0.) niz pozitivnih brojeva koji konvergira nuli i neka za (u.) C X
vrijeds
Ff(u.) < inf F* ..
(u.) < inf (u)+o
Tada za svaki T-konvergentan podniz (us) i ug = lir% u vrijedi
el—

F(uo) = min F(u).

ueX
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S'tovzge,
lim F¥ (us) = F(ug).

e'—0

Napomena 4.10. 1z definicije I'-konvergencije neposredno slijede ova svojstva.
(i) F i F su odozdo poluneprekinute funkcije na X.
(ii) Ako je G neprekinuta funkcija i ' =T — lim F* tada je

€

F+G=T—lim(F* +G).

(iii) Ako je svaka funkcija F*® konveksna, tada je i F' konveksna.
Uvedimo oznaku: V() = {u € W,;"(Q) | divu=0uQ} = Wol”giV(Q).

Definirajmo sada funkcionale ( strogo konveksni i koercitivni ), za u €
Wy (Q):
/ ew) [ do + Tyjo (w)

0
gdje je s Iy oznacena indikatorska funkcija skupa V:

0, ucV,
+00, ué¢V.

Ako je ~ prosirenje nulom na J; Tf i v° rjeSenje problema (4.7), tada je v*

rjesenje problema (za f € L' (Q)):

min (Fg(u) — / fu dx) .
ueWy " () Q

Za ovako definirane funkcionale pokazat ¢emo da vrijedi: niz (F*). I'-konvergira

ka F (koristeci slabu topologiju prostora W, (Q)) i nadalje niz (v°). ima
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podniz koji konvergira slabo u W, (Q) ka rjesenju v° problema:

min (F(u)—/fudx),
ueW, " () Q

odnosno rjesenju Brinkmanovog zakona. Zbog konveksnosti i stroge koerci-
tivnosti, minimizator je jedinstven, pa ¢e zato cijeli niz (v¢). konvergirati ka

vY. Uz to, funkcional

u*—>/fuda:
Q

mozemo gledati kao ”perturbaciju”, neprekinutu u slaboj topologiji prostora
VVO1 "(€), a I'-konvergencija je stabilna s obzirom na neprekinute perturbacije,
Sto je neposredna posljedica njene definicije.

Iz Teorema 4.9, ako (F*). I'-konvergira ka F' (v. na primjer [6], [17] i [25]),
tada za svaki minimizirajuci niz (u°)

Ff(u®) < inf  F(u)+e
ueWy, " ()

. . . . / .o .
i za svaki konvergentni podniz u® — u? vrijedi:

Fu’) = min F(u)
ueW, " (Q)
i nadalje

F¥(uf) — F(u).

Posebno to vrijedi ako niz (u®) mozemo odabrati tako da vrijedi
Fe(u®) = min F°(u),
ueW,y " ()
odnosno ako za svaki €, problem minimuma ima rjesenje (Sto ¢e kod nas biti
slucaj).
Lako se vidi da je u naSsem slucaju obje nejednakosti dovoljno provjeriti

samo za solenoidalne funkcije, jer je V(§2) zatvoren potprostor od VVO1 (),
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s obzirom na slabu topologiju prostora Wy (Q), a za v € W, (Q) kojoj

divergencija nije nula u €2 vrijedi:

I' — liminf F*(v) =T — limsup F*(v) = +o0.

=0 e—0
Dakle, treba provjeriti da vrijedi (koristimo slabu topologiju prostora I/VO1 (Q)):
- ("liminf” nejednakost)

za svaki v € V(Q) i svaki (v°) C V() takav da v — v vrijedi

F(v) < liminf F*(v°),

e—0
- ("limsup” nejednakost)

za svako 6 > 0 1 za svaki v € V(Q) postoji (v§) C V(Q.) takav da v§ — v i

lim sup F&(vg) < F(v) + .

e—0
Teorem 4.11. (REZULTAT O ['-KONVERGENCLII)
Kada e — 0 niz F* : W, (Q) — [0, 00] [-konvergira ka F : Wy (Q) — [0, oc]

s obzirom na slabu topologiju prostora WOI’T(Q).

Dokaz teorema bit ¢e ostvaren kroz dokaze dviju nejednakosti iz defi-
nicije I'-konvergencije. U slucaju da obje tvrdnje vrijede, impliciranu I'-
konvergenciju navedenih funkcionala mod¢i ¢emo iskoristiti u dokazu Brink-
manovog zakona (Teorema 4.7). Podsje¢amo, svojstva funkcionala F*° osigu-

ravaju postojanje jedinstvenog rjesenja v¢ za svaki e-problem

min (F%u)—/fudx),
ueWy () Q

a pomoc¢u leme 4.3 zakljucujemo da niz (v¢) ima slabo konvergentan podniz.
Svaki takav podniz, zbog rezultata o I'-konvergenciji nuzno ima jednaki limes

v € W, (Q) koji rjesava granicni problem

min (F(u)—/fudx).
ueW, " (Q) Q

80



POGLAVLJE 4. KRITICNI RED VELICINE NEPROPUSNOG DIJELA

To onda povlaéi konvergenciju ¢itavog niza (v¢) ka brzini v" iz Brinkmanovog

zakona (4.11) i konvergenciju kineticke energije

e i 0 0
}:I_I)I(l)r/‘ e(v ‘daj— /‘ | dx+ /Qag(g(v ),v%) da.

Prije no sto zapoénemo dokazivati nejednakosti za ['-konvergenciju obra-
timo paznju na jedan pomoc¢ni rezultat koji ima fundamentalnu vaznost u
problemima teorijske hidrodinamike. Radi se o reprezentaciji skalarne funk-
cije kao divergencije vektorskog polja u odgovaraju¢im vektorskim prosto-
rima, kao i o preciznim ocjenama koje prate taj problem. Kratki pregled i
rezultati koje iznosimo ¢ine sazetak razmatranja iz Galdijeve knjige [29].
Rezultate ¢emo koristiti u konstrukciji nizova za dokaz I'-konvergencije, kada

¢emo u odredenom trenutku morati zadovoljiti uvjet solenoidalnosti
dive = 0.

Neka je 2 C R™ omeden i lokalno lipschitzov skup. Problem koji opisujemo je

sljedeci: za danu funkciju f € L"(£2) koja zadovoljava uvjet kompatibilnosti

/ fdr =0, (4.12)
Q

dakle za f € L{(2), treba nadi vektorsko polje v :  — R" takvo da

divv=f uf

v e Wy (Q) (4.13)

|V'U |LT <C|f |LT(Q)

gdje konstanta C' = C(n,r, Q).

Teorem 4.12. ([29], Teorem I11.3.1.)

Neka je 0 C R™ omedena lokalno lipschitzova domena. Tada za svaku funk-

ciju f € L"(Q) koja zadovoljava uvjet kompatibilnosti (4.12) postoji barem

jedno rjesenje sustava (4.13). [
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Posebno ¢e nam biti bitno na koji nac¢in konstanta u ocjeni (4.13)3 ovisi
o domeni €2. Sljedec¢a lema govori o tome kako se u posebnom slu¢aju afine

transformacije ona ne mijenja.

Lema 4.13. (/29], Lema II1.3.3.)

Neka su a € R,b € R" i neka je zadana transformacija prostora R™ u R"
y=ax+b.

U ovakvom slucaju zamjene varijabli translacijom 1 homotetijom konstanta u

ocjeni (4.13)3 ostaje nepromijenjena. [

Navedeni rezultati koristit ¢e nam u dokazu I'-konvergencije. U proucavanju
ponasanja zakona filtracije polimernih fluida ¢ini se neizbjeznim koristiti va-
rijacijsku (energetsku) formulaciju problema. Nelinearni karakter zakona
ponasanja takvih fluida predstavlja veliki problem u direktnom dokazivanju
konvergencije u postupku homogenizacije. Buduéi da Allaireova metoda ([2]
i [3]) nije generirala rezultate ve¢ neke nepremostive prepreke, istrazivanje
je nastavljeno drugim pristupom. Motivaciju smo pronasli u Brillardovom
clanku ([19]), koji koristi takozvanu epi-konvergenciju, a posebno isti¢emo
ideje proucavanja asimptotickog ponasanja Dirichletovog problema u perfori-
ranoj domeni iz Braides[17], odnosno Ansini-Braides[4]. Kljuénu ulogu tamo
ima, kako je autor naziva, " joining lemma for perforated domains”. Mi ¢emo
slicno prvo dokazati lemu o modificiranom nizu, koja ¢e nam omoguciti pro-
mjenu vrijednosti niza funkcija na odabranim prstenovima oko perforacija.
Medu koncentriénim prstenovima oko svake perforacije odabir najprikladnijih
provodimo ocjenom energije i biranjem onih gdje je ta energija mala. Zatim
dokazujemo konvergenciju kinetickih energija, a u izracunu razlikujemo do-
prinose u ”blizini” perforacija i ”daleko” od perforacija, dok spomenuta lema

na odredeni nac¢in ¢ini njihovu poveznicu.
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4.5.1 Lema o modificiranom nizu

Prvo ¢emo dokazati pomoc¢ni tehnicki rezultat koji nam omogucuje nez-

natno modificirati niz funkcija u okolini prepreka 77, i € {1,2,...,N(e)}.

(2

YE
| | A
[} ]
[} ]
[} ]
[} ]
[ --—== :
i i ~ I
[} / N ]
/ \ )
Ly ! \ 1 R
] -
en/(n=r) | | . | | 207 |€
! ]
vl \ / 1
I N ’ )
[} N 7 ]
1 S ]
[} T
[} ]
[} ]
[} ]
e y v
g

Slika 4.1: Sferna ljuska oko perforacije.

Lema 4.14. Neka je (v°) niz u V(.), takav da v¢ slabo konvergira ka v u
WL (Q). Neka je k € N i neka je p° niz pozitivnih brojeva za koje vrijedi
p° < €/2. Za svaki indeks i postoji k; € {0, ...,k — 1} takav da za

D = {zeQ] 2Rt <z —af| < 27%p" ), (prsten/ljuska)

7

)

v; = ,u(Df)_lf vdx, (srednja vrijednost na prstenu)
Dz

3
p; = 1 27k p? (srednji radijus prstena)
postoji niz (v°) u V(Q), takav da v¢ — v u W' (Q) i

vi(z) = vi(x) naQ\|JD;,

= vz |v—a7|=pj,

v (z)
L@ = Jet@) [ fas< -
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gdje konstanta C' ne ovisi o €, niti o izboru konstante k € N.
Dokaz. Za e >0,h € {0,...,k—1}iindeks i € {1,2,..., N(¢)} oznacimo
D5, ={zeQ|27" " < [z —af| <27"p"}

i nadalje

o5, = u(D5y) /D v (),

T
€ 3 —h e € €
Pin = 1 2707, Bz‘,h = Bp;h(%)-
Neka je ¢(z) = ¢f,,(z) € C5°(D5;,) takva da ¢(r) < 11idaje ¢(x) = 1 za
|z —af| = p5, i [Vo(x)| < c/pf,. Ako definiramo

w; (7)) = v;,0(x) + (1 = ¢(x))v*(x) na D,

onda je w5, (x) € WH(D;,) i

J

Iskoristimo li verziju Poincaréove nejednakosti gdje konstanta ne ovisi o ska-

] ‘Vwih(x) ‘Td:v < c/s (\ng(x) |" }'vs(x) — Vi, |T + |Vov(z) ]r) dz.

liranju (primijetimo da je dijametar prstena D3, proporcionalan srednjem

radijusu p5;, !)

[ W —vilar<ciiy [ 9o

i,h 125
A

ih
lako slijedi
To jos uvijek nije funkcija koju zelimo konstruirati, jer div wyj, (x) # 0. Zbog

IV (a) | do < ¢ / Vo (2) [ da. (4.14)

€ €
ih Di,h

toga prvo definirajmo

Dipy={ze Q|27 < o —af| < pip},
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Dipy = {2 €Qpiy < v —af| <27"p}.

Zatim rjeSsavamo probleme (za j = 1,2):

§
div Wgh,j(x) = div wih(:v) u D5, ;

7, i

(@) € WoT (D5 )

i7h7j

< ‘div w; ()

Z?h7j

| [VW55()

L™(D5 ), ) L™(Dz, )

i,h,j

Kako je (za j = 1,2) divw;,(z) € L"(D;

ih j) i ispunjeni su uvjeti kompati-

bilnosti

/ div w;, (z)dr = / w;,,(v) - ndo, =0,
D

1>
ih,g D7, ;

prema rezultatima iskazanim u teoremu 4.12 i lemi 4.13 zaklju¢ujemo da
postoje rjesenja ovih problema i da se konstante u ocjenama ne mijenjaju s
dilatacijom ni s translacijom, pa dakle ne ovise o izboru prstena D5 ;. Naime,
za svaki izbor k£, N € N1¢e > 0, lako se provjeri da je svaki Dy, slican (po

homotetiji) prstenu
il
P=3r€eR \§< lz|<1p.
Sada mozemo staviti W5, = Wi, 1xps,  + Wi, oXp:, ,, te zatim

Uih(@ = wf,h(x) - fh(a;) u Dis,h (4.15)

i v5 ), (z) = v°(x) u ostatku Celije Y;°. Tako konstruirana funkcija ima trazena

svojstva i divergencija joj je nula. Nadalje, lako se vidi da vrijedi

L7(Dg,)

<C |€(w§,h)

e(vi,) by < C 1) e, (4.16)

gdje konstanta C' ne ovisi o D .

Sumiranjem po h trivijalno se dobiva

N

-1

’€<’UE) ’;T(Df,h) < ’6(’UE> ‘TLT(Bps(xf)) ’
0

>
I
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pa postoji k; € {0,...,k — 1} takav da

T 1 r
le(v”) |LT(Df,ki) < % le(v°) |LT(Bps(ac§)) . (4.17)

Sada lako slijedi iz (4.16) i (4.17) da za svaki indeks i i ovakav odabir indeksa

k;, gore navedena funkcija zadovoljava

[l = lewir
ok

)I")da <

< [ (letw) "+ Jetwt,

- le(v?) |Lr(Bp5(x§)) )

= Q

gdje konstanta C' ne ovisi o izboru k£ € N. Zakljucujemo da ovako konstru-
irana funkcija v° iz V' (€2.) zadovoljava uvjete iz leme ako stavimo D; = D5, ,

v (z) = v5, (z) u Y7 i v (z) = v°(z) na Q. \ J D, prosireno nulom do .

7

Preostaje jos samo dokazati slabu konvergenciju prema v u W7 ().

A\ﬁ-v\rdx:L\UDf \178—17|de+2;/1)5 ok, -
:/Q\Um |"75_”‘TdI+Z/D§ lws,, — W5, —v| do <

S/Q\UDf or — " dx+CZ/ (o8 (@) — vy, [+ [Wep ') dat

—i—C’/ lv* —v | de <
uDs

<C’/ "vf—v‘dx—i-C’ Z/ | de.

Pustimo li & — 0 i iskoristimo relativnu kompaktnost niza (v¢) u jakoj to-

dr =

pologiji prostora L"(£2) (teorem Rellicha-Kondrashova), vidimo da v¢ — v
jako u L"(€2), a buduéi da je ocito (v¢) omeden u W' (Q), slijedi takoder i

njegova slaba konvergencija ka v u W (). O
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Ranije smo spomenuli nelinearni operator superpozicije ili Nemitskijev

operator:

Nru(z) = f(z,u(x)), =€,

za ) C R™ omeden i zadanu Carathéodoryjevu funkciju
flz, &), f:QxR"—=R.

O dovoljnim uvjetima za neprekinutost tog operatora u obliku koji je nama

koristan govori sljedeéi teorem, koji originalno potjece iz Krasnoselskii[36].

Teorem 4.15. Neka je r > 1 i neka postoje a > 0, b(z) € L' (;R) takvi da
If(z,€)| <al€]" +0(x), zass xe€Qisvaki& e R"

Tada je Nemitskijev operator Ny : L"(Q; R™) — L'(Q;R) omeden i nepreki-

nut.

Dokaz. Omedenost slijedi iz Minkowskijeve nejednakosti, jer lagano dobi-
vamo

[Npw |y <afulp + bl

Za neprekinutost trebamo pokazati da za proizvoljni niz (u,,) takav da w,, —
uw u L", takoder vrijedi Nju,, — Nju u L'
Za svaki podniz (u,) niza (u,) postoji daljnji podniz (u,~) (v. Brezis[18],

Teorem IV.9) koji konvergira s.s. ka u i koji je dominiran L"-funkcijom
|une () | < @(x) € L7 ().
Kako je f neprekinuta po drugoj varijabli za s.s. x, imamo
Niuyr = f(x,up(x)) — f(x,u(x)) = Nru ss.,
[Ny (z)| < a|p(z) [+ b(z) € L' (4 R),
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pa zakljuc¢ujemo da |Nyu,» — Nyu|,, — 0 prema Lebesgueovom teoremu
o dominiranoj konvergenciji. Kako postupak mozemo provesti za bilo koji
podniz (w,) niza (u,) s jednakim rezultatom, zaklju¢ujemo da takoder i

Niu, — Nyu u LY(Q;R). O

Sada stavimo

f(x.€) = (9(€).€) = /R o

Lako vidimo da je funkcija & — e(w,) neprekinuta po varijabli £, a to onda
povlaci da je f(z,&) neprekinuta po drugoj varijabli. Naime, ako uzmemo

niz £, — € u R", onda iz izraza (3.19) i (3.20) zakljucujemo da vrijedi

le(we,) = e(we) [}, gupy < O (GE,) — G(6).€, — €) <

<O (G| 1€, —€1+C-1G(&)]- &, — &1 — 0,
pa e(we,) — e(we) u jakoj topologiji prostora L"(R™ \ T'), odnosno
(9(£,).8.) = (G(6),€).
Takoder, iz (3.20) zaklju¢ujemo da vrijedi
(G(8),€) | <M ¢

Time smo pokazali da su uvjeti teorema ispunjeni i zakljucujemo da je pri-

padni Nemitskijev operator Ny : L"(; R™) — L'(; R)

Nyu(e) = (G(u(2)), ulx))

omeden i neprekinut, pa za svaki niz (ux) za koji ux, — u jako u L"(£2; R™)

vrijedi Ny ur — Nyu jako u L'(Q;R), odnosno

/Q<g(uk($))auk(l')>dl'—>/g<g(’U/(ZE)),u($)>dg;. (4.18)
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Sljedeca lema omogucava diskretizaciju integrala

| (9wt ue))dz,

odnosno, kao Sto ¢emo uskoro vidjeti u nastavku, osigurava konvergenciju

odgovarajuce integralne sume ka vrijednosti integrala.

Lema 4.16. Neka je (v°) niz koji konvergira slabo ka v u W (). Neka je
v; kao u lemi 4.14, uz pretpostavku p® = ce, za neki ¢ < % Tada

lim
e—0 Q

dx = 0. (4.19)

3 (95, v v = (G(w(a)), v(o))

Dokaz. Prema (4.18), dovoljno je pokazati da
vaxyis — v jakou L"(Q).

Bududi da v — v u W (Q) slijedi (zbog relativne kompaktnosti) da v° —
v jako u L"(Q2). Zbog toga $to je p° = ce, (v. [5]), mozemo primijeniti

Poincaréovu nejednakost s konstantom koja ne ovisi o € niti o indeksu ¢

/ [v; —v°(x)|"dx < C’sr/ |Vo® | da.
YiE

Y;E

Takoder vrijedi

/ |lv; —v(x) | dr < C'/ lv; —v°(z)|" dx + C/ |v*(z) — v(z) | dx.
)/’LE 1/1'5

1/iE

Sada raspisujemo
[ vt v ae = 30 [ fof - vl <
L 1 i JYE
SC’STZ/ Vo |"dz + CZ/ |v°(x) —v(z)|" de =

- Csr/ Vo |"dz + C/ v (x) —v(z) | de — 0.
0 0

T
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Zbog dokazane jake konvergencije niza ), v;xys ka v u L"(2) zakljucujemo

da

5= (960002 = (G vire . E vivr ) — (9wt vle)

%

jako u L'(€), $to smo i trebali pokazati. O
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4.5.2 Konstrukcija za ”liminf” nejednakost

Neka je v € V() i neka je v° € V(€,) takav da v¢ — v u W (Q). Treba
pokazati da vrijedi

liminf F¢(v) > F(v).

e—0

Fiksirajmo k € N i iskoristimo lemu 4.14, uz uvjet p° = ce < 3.

Uz koristenje oznaka iz leme 4.14, oznac¢imo s E° sljedeci skup

3
B =JB]  edieje Bf=Bu(e), = 1271%65.

Nadalje, definirajmo

£ 3
v; za v € By,

i) =
ve(x) za x € Q\ E°.

Prvo promotrimo doprinos ¢lana pod integralom na komplementu skupa E*.

Lema 4.17. Za skup Q \ E° wvrijedi: postoji konstanta C takva da za svako
keN

hminf/ le(v?) " dz + z/ le(v) [ dz.
O\ B k "

e—0
Dokaz. Za gore definirani niz (uf), iz leme 4.14 zakljuéujemo da je omeden
u W (Q) pa konvergira jako u L"(2), do na podniz, prema odredenom
ug € L"(Q2). Oznacimo s x. karakteristicnu funkciju komplementa unije svih
kugala oko zf radijusa ce. Tada x. slabo * konvergira u L*(£2) ka strogo

pozitivnoj konstanti K, pa prema tome i
ugx: — Kug, vy, — Kv

slabo u L™(€2). Kako je uix. = v°x., zakljuc¢ujemo da uy = v. To povlaci

da uf — v u WH(Q), pa vrijedi

lim inf/ le(v®) " dx + ¢ > lim inf/ le(v®) |" dx =
Q\EE k Q\Es

e—0 e—0
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:hminf/ () dez/ e(v) [ de,
e—0 Q 0

gdje smo iskoristili slabu poluneprekinutost odozdo L"-norme. O

Zbog doprinosa integrala na skupu E° pojavit ¢e se novi dodatni clan.

Lema 4.18. Za skup E¢ vrijedi: postoji konstanta C' takva da za svako k € N

liminf/ le(v®)|" dx + % > L (G(v),v)dz.

e—0 06 Q

Dokaz. Za odabrani k € N postoji prema lemi 4.14 niz (v°) C V(€.) takav

J.

pa je dovoljno pokazati

da vrijedi

le(@) [ = [e(v*) [

C
do < —
TS o

liminf/ le(v®) " dx > L (G(v),v)dz.

e—=0 06 Q

Fiksirajmo € > 0 i indeks ¢. Definirajmo
wi(y) =v°(a5 +en-y), zay€ By, p;/en — +00

prosireno konstantom w;.(y) = v; na R" \ B /.,. Za tu funkciju vrijedi:
w; . =0mna T, im0 wi(y) = v;, divw;. = 0 na R™\ 7. Racunamo

T n—r T 1 n T
(v (x)) [ dz = (en) / le(wic(y)|"dy = — ¢ / le(wic(y)) " dy.
g RP\T

e
Bg B €

P /en
Na ovome mjestu se pojavljuje kljucni izraz o. i ponovno se jasno vidi zasto

¢e za Brinkmanov zakon biti vazno njegovo kriticno ponasanje odnosno
o. — og > 0.

Kako za rjeSenje (weg, m¢) vanjskog problema (3.11) znamo da vrijedi

0©.0)= [ tetwde=mig { [ etw) i},
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gdje se minimum trazi po skupu

W= {weD“(R“\T\w_onaaT lim w = gdww_ouR”\T}

{L‘*)OO

zakljucujemo

Z/ NI dx>—€ Z( ) (4.20)
Primijetimo da se u izrazu pojavljuje integralna suma
Y (00 o) =S [ fetuwn)
i i JRNT

koja ¢e prema tvrdnji leme 4.16 na limesu postati integral, odnosno

lime" ) (g(vg),vg) - /Q (G(v(x)), v(z))da.

e—0

.
dx,

Dakle, pustimo li € — 0, desna strana u (4.20) na limesu prelazi u

1

—T-/Q(g(fv),’v)dx,

o)

Sto je i trebalo pokazati. a

Primijetimo da je u obje leme niz (v°) iz leme 4.14 koristen samo u dokazu
i to kao pomoc¢ni tehnicki rezultat. U cijeloj konstrukeiji jedino taj niz ovisi
o k € N, a ne konacni rezultat koji sada navodimo. Kombiniranjem rezultata
leme 4.17 i leme 4.18, te zbog proizvoljnosti konstante k € N, vidimo da za
svaki v € V(Q) isvaki (v°) C V(Q.) takav da v¢ — v slabo u W, (Q) vrijedi

"lim inf” nejednakost (a zatim i sljedeéa propozicija):
F(v) < liminf F*(v®).
e—0

Propozicija 4.19. Za svako v € V() vrijedi

F(v) <T — liminf F*(v).

e—0
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4.5.3 Konstrukcija optimalnog niza (”lim sup” nejedna-

kost)

Drugu nejednakost koja se koristi u dokazu I'-konvergencije takoder ¢emo
dokazati modifikacijom ciljne funkcije na podrué¢ju bliskom perforacijama. U

tu svrhu istaknimo sljede¢u ¢injenicu.

Napomena 4.20. Konstrukciju iz leme 4.14 mogucée je provesti i u slucaju
kada uzmemo konstantni niz v¢ = v € V(). Tada je dovoljno uzeti k; = 0,
a konstruirani niz (v¥) C V() je takav da zapravo v° — v jako u W7 ().
To se vidi jer tvrdnja leme vrijedi za svaki
k= k. <log2é — 00, kadae — 0.
gn—r
Neka je zadana funkcija v € V(Q), uz dodatni zahtjev da je takoder i

v € L>®(Q). Prvo provodimo konstrukciju leme 4.14, uz

p° = ce, c<1,
2

te dobivamo niz (v°) C W' (Q) takav da v° — v jako u W'(Q), za koji

vrijedi

Neka je, za N € N,

3
pF = NeM=m) < 1€ (4.21)
Lako se vidi da je taj uvjet ispunjen za € < (fo,)(n_T)/T — 0 (kada N — o)
i tada je
T C By () C Bo(7).
Fiksirajmo sada vrijednost 6 > 0. Funkciji v pridruzit ¢emo niz (v) modifi-

cirajuci njenu vrijednost tako da iS¢ezava na svakoj perforaciji 77 .
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Neka je sada E° sljedeci skup

)

E°f = UBf gdje je B = B,:(x5).

Prvo stavljamo

v (2) = ve(x) zax € Q\ | Bo(x5), (4.22)

V¢ zZa T € Ba’(xzs) \ sta

a zatim promatramo skupove Bf. Kako za sve i € {1,2,...,N(e)} prema
pretpostavei vrijedi Y7 N 0Q = (), zakljucujemo da je uvijek Bf dovoljno
daleko od ruba da ne sijece 0f).

Definirajmo za N € N

CY(€) = inf le(w)[" de,

weWl Jrm\T

Cy = sup [CN(so) - (9(50)’50)] ’

gesn—1

gdje se infimum trazi po skupu
W&={weD""(R"\T)|w = 0na 0T, w = £ na R"\ By, diveww =0 u R"\T},

a supremum po jedini¢noj sferi S~ C R™.
Lako se vidi da za svako & € R" vrijedi

CY(E) ~ (6(6).€) = | ¥ (5g7) — (Ol 785

Takoder, CN (&) \, (g(s),g) kada N — oo, a isto tako i Cy \, 0, pa je
moguce odabrati N = N(§) € N dovoljno velik i takav da za svaki £, € S"!

) € <Cn- €]

ON(€0) - (Q(EO),&)) <Cy<

2ol
Za taj N uzimamo dovoljno male ¢ > 0 kako bi bio ispunjen uvjet (4.21).
Sada slijedi da za svaki indeks 7

§ |7 ["

2 [0

OV () — (G(v7).v5) < O - 5| <

2

)
<_7
-2
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odnosno
CN(v5) < (G(v5).v5) + 5.
Odaberimo w; . € WY takav da vrijedi

/B le(w; () |"dy < CV(v5) + g < (G(v5),v5) + 4.

Sada, neka je za v € B;

vi(z) = w; o ( Y) (4.23)
i primijetimo da je zbog toga
vy(r) =0 zaxelf,

a kako je divw = 0 u €2, tako je i diveg =0 u (..

Zamjenom varijabli dobivamo

[ tetwirt o= ey [ et

pa vrijedi
1 1
/ le(vg) | de < — ™ - (g('vf), vf) + — ™. (4.24)
BS o¢ O¢

Sumiranjem (4.24) po svim ¢ € {1,2,..., N(¢)} dobivamo nejednakost
/ e@i)["de < — 3 (). v5) + L5 u@) +o01)  (4.25)
Eeeo x_age : D)+ I 0 :

U izrazu se ponovno pojavljuje integralna suma kao i u (4.20)

E"Z(g(vf),vf) —>/Q(g(v)’v)d$'

Zbog toga vrijedi (za proizvoljni § > 0)

lim sup/ le(vg) |" dz < lim sup/ le(v®) |" dz+lim sup/ le(vg) |" dz <
o U B (25) .

e—0 e—0 e—0
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<l1m/| ]dx—l—— (Q() )d:c—i——5 wu(Q2) =

e—0

/! |d:c+— / dm—i——é 1(9).

U posljednjoj jednakosti iskoristili smo napomenu 4.20, a lako se vidi, kao u
dokazu leme 4.17, da vg — v u W, ().

Zbog svega dosad navedenog i dokazanog, za zadani v € V() N L>(Q)
dobivamo da za infimum po svim (v§) C V(Q.) takvim da v — v u W, (Q)

vrijedi

inf{limsup/ le(vg) | da | } /\ |d:1€—{——/ v)dz. (4.26)
e—0 (9]

Iskoristimo li ¢injenicu da je W7 (Q) N L>®(Q2) gusto u W (Q), tada pro-
izvoljni v € W () mozemo aproksimirati nizom (vg) u WhT(Q)NL>(Q) s
obzirom na jaku konvergenciju u W (). Buduéi da smo za takve funkcije
dokazali da vrijedi F(v;) < F(vi,) < F(vi), odnosno F(vy) = F(v), te

zbog poluneprekinutosti odozdo funkcionala

F(v) =T — limsup F¢(v) = mf{hmsupFE v, |v54qu”(Q)},

e—0 e—0

odmah slijedi
F(v) < limkinff('vk) = lilgrl F(vy) = F(v),

paista tvrdnja vrijedi i u obliku potrebnom za dokaz I'-konvergencije, o ¢emu

govori zakljuéna propozicija.
Propozicija 4.21. Za svako v € V(Q) wvrijedi

I' — limsup F¢(v) < F(v).

e—0
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4.6 Prosirenje tlaka

Rezultati iz prethodnog poglavlja povlace konvergenciju niza funkcija koje
predstavljaju brzinu, a preostaje nam jos poblize objasniti i dokazati Sto se
dogada s tlakom. Kao Sto smo naglasili u poglavlju 2.5, prosirenje tlaka zahti-
jeva vedi trud nego sto je to bilo kod brzine. Situacija koju sada promatramo

je nesto drugacija od ranije opisane, jer sada imamo

n=n(e) = Oem),
a ranije, u izracunu limesa malog krutog dijela, je to bila konstanta (para-

metar) u postupku homogenizacije kada ¢ — 0.

Kako bismo ocjene iz leme 4.5 prosirili do ocjena na ¢itavom podrucju €2,
adaptirat ¢emo pristup iz ¢lanka Allaire[2]. Pomoc¢u operatora restrikcije,
kojeg je u izvornom obliku po prvi put konstruirao i koristio Tartar[54], do¢i
¢emo do prosirenja tlaka i uniformnih ocjena.

Neka je dakle veli¢ina perforacija kriticna, odnosno neka je ll_I% o. =0 > 0.
Poopéenjem rezultata iz [2, Poglavlje 2.2] za ” L"-okruzenje” imamo sljedeéu

propoziciju.

Propozicija 4.22.
Postoji linearni operator R € LW, (), Wy () takav da vrijedi
weW, () = Ro=w u.,
we W, (Q), divw=0 vQ = div(R°w) =0 uQ.,
. 1
e(Fw) |y < O V0] iy + = [0 )

£

I3
|RFw |W1’T(QE) <Clw ‘Wlﬂ'(ﬂ)
1 konstante u ocjenama ne ovise o €.
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Konstrukciju operatora restrikcije i dokaz propozicije ostvarujemo kroz
sljedece rezultate. Prvo napravimo dekompoziciju svake ¢elije strogo sadrzane
u Q:

Yi =T UG UKT,

gdje je T prepreka, Cf kontrolni volumen oko prepreke (kugla Bf promjera

e sa srediStem u x5 bez podrucja T7) i K¥ je ostatak celije.

Lema 4.23. Neka jew € W, (Q). Problem nalazenja v € W' (C?) takvih

da

. 1
divo'® =divu + ——= / divu dz u C;
1(Cs) Te

v = na OCE \ OTF;  v™* =0 na ITY,

(4.27)

ima jedinstveno rjesenje koje linearno ovisi o w 1 vrijeds

}V'vi’s

)

1
Lr(C%) < C <|V’u |Lr(B§) + 0_ |u |Lr(Bz¢)) s

gdje konstanta C' ne ovisi o €,1,u.

Prihvatimo li zasad tvrdnju leme, lako je vidjeti da operator R° zadovoljava
sve uvjete propozicije 4.22 ako ga definiramo na sljede¢i nac¢in:

1) za Celiju Y koja je strogo sadrzana u §2
Ru=uu K, Ru=v*uC, Ru=0uTy,
2) za cCeliju Y£ koja sijece 02
Ru=uwuY NQ.
Ostaje dakle samo dokazati lemu 4.23. Njena tvrdnja bit ¢e posljedica re-
zultata koji slijede. Osnovne ideje dokaza ovih tehnickih rezultata mogu se
pronadi u originalnom ¢lanku (Allaire[2]), a kljuéna je ¢injenica da perfora-

cija ima kriticnu veli¢inu, zbog cega je i moguce dobiti spomenute ocjene,

odnosno ocjenu u propoziciji 4.22.
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Uvedimo sljedec¢u oznaku
077 = Bl \ T]T, Bl = B(O, 1) g R™.

Lema 4.24. Postoji linearni operator L € L(W'"(By), W' (C,)) takav da

za svako w € W' (By)

L(u) =wu nadBy; L(u)=0 nadnT)
IVL(u) |,y < C ( Vg, + N u |L7“(Bl)>

i konstanta C ne ovisi o 1 niti o u.

Dokaz. Za konstrukciju takvog linearnog operatora koristimo lemu 2.2.3 iz

¢lanka Allaire[2]. Definirajmo 6 € C(]0,1]) s

0, za p € [0,1/2],
0(p) =
2p—1, zape[l/2,1]
i¢peC([0,1]) s
0, za p € (0,7,
op) =4 - - =
I za p € [n, 1].
17'!'1/—7‘

Neka je u € W(By) i p= |x|. Operator L definiramo na sljede¢i nacin

L(u) = 6(p) (u — ,u(lBl) /Bl uda:) + (b(p),u(lBl) /31 udz.

Poincaré-Wirtingerova nejednakost daje

‘u— ! /ud:c
M(B1) B

a lako se vidi da

< CIVulp g,
L7(B1)

n—r

Vo |LT(Bl) <Cn-~
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i konstante ne ovise o 7. Ako sve to iskoristimo u izrazu

1 1
VL(u)l,, < Vu——/udx +2-‘u— /udx
IVL(w) |, ‘ ( 1(By) /g >m31> 1(B1) g,

1
1
t——= [ luldz- [Vo|(p)
B1

1(B)

dolazimo do trazene ocjene i vidimo da definirani operator zadovoljava sve

tvrdnje leme. O

Lema 4.25. Za svaku (skalarnu) funkciju f € L"(C,) takvu da fdr=0
Cn

postoji v € W, (C,)) takav da

divv = f uC,
|v ‘ler(cy,) <C|f |L’"(Cn) i konstanta ne ovisi o n, f.
Dokaz. (prema lemi 2.2.4 iz Allaire[2]).
Neka je zadana funkcija f € L"(C,) takva da / f dxr = 0. Prosirimo tu
C”I

funkciju nulom na jediniénu kuglu i dobivamo f € L"(B;) za koju vrijedi

/ f dz = 0. Uz te uvjete postoji w € W' (B;) takav da
B

divu = ]? u B
u |W01”"(Bl) <Ol f o)
Napravimo dekompoziciju C, = (By \ B,) Un(By \ T). Promotrimo sada

problem u n(B; \ T): na¢i w € Wi (n(B; \ T)) takav da

.

divw = f un(B \T)

w = u na J(nBy) (4.28)

w = 0 na d(nT).

\
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Kako je

/ fdr = fdx:/ u-nd%:/ w-n do,,
n(B1\T) nB1 o(nB1) o(n(B1\1))

zadovoljen je uvjet kompatibilnosti, pa postoji rjesenje w € W (n(By\T)).

Sada dokazujemo da vrijedi

\V'w ’LT(n(B1\T)) <C ‘f ’L*(Cn)'

Prvo reskaliramo problem (4.28): zay € By \ T

1 1
foly) = fny), woly) = EU(ny), wo(y) = Ewwy)-

wy € W (B \ T) je rjesenje
(

diV’U)o:fO uBl\T

Wy = Up Na 831

wy = 0 na 07
\

Naime, kako je

fo dl’:/ uo-nday,
Bl\T 381

zadovoljen je uvjet kompatibilnosti, te vrijedi

[V, ’L’“(BI\T) < C( | fo ’L"(BI\T) + [uo ’Wl«T(Bl\T) )
Zamjenom varijabli i laganim racunom dobivamo

|V’w |LT(7](Bl\T)) = fr]? |Vw() |LT(B1\T) S o .. S

1
¢ ( ez 3 (L ipy) + ‘V“|u(n31>)'

n_:./ _ n
nr 1P =,

Primjenom Holderove nejednakosti u 1B, za eksponente p =

mozemo zapisati

r r v T LA
|u |LT(T]Bl) S CT} |’LL |Lnnlr (nB1) S C'f} |’U, |L”*’" (B1)’
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jer L»=r-norma ne ovisi o dilataciji.

Kako Wy (By) < L (By), slijedi

sy < O wlyar sy <Ol ey =Cnlf e, -
Zakljuéno, stavimo

v = u ubBb\B,

v = w unB\T).

Takav v € VVO1 "(C,)) zadovoljava sve uvjete propozicije. O

Lema 4.26. Neka je w € WY (By). Problem: nadi v € W (C,) takav da

1
divv:divu—i-—-/ divu dz  u C,
M(Cﬂ) nT K

(4.29)
v=u na0By;; v=0nadnl)
ima jedinstveno rjesenje koje linearno ovisi o w i vrijedi
Vv ‘Lr(cn) <C ( Vu |Lr(Bl) +n o |u ’L7‘(Bl)> ) (4.30)
gdje konstanta C' ne ovisi o 1 niti o u. [ |

Napomena 4.27. Lako se provjeri da je uvjet kompatibilnosti ispunjen za ne-
homogeni sustav (4.29), a pomoc¢u lema 4.24 i 4.25 se taj sustav transformira
u problem s homogenim Dirichletovim uvjetom i solenoidalnim rjeSenjem.

Na taj nacin se dobiva i ocjena (4.30).

Dokaz. (Lema 4.23)
Svaki kontrolni volumen Cf je slican podrucju C), reskaliranom na veli¢inu €.

Primijenimo li lemu 4.26 s reskaliranim varijablama

13

vie(a) = £ u(E),

3
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lako se vidi da iz ocjene (4.30) dobivamo

n—r

7] T
L7(C) < C (‘V’U; ’LT(BiE) + T ‘u |LT(BZ§)> 5 (431)

|v,vi,a

a znamo da je
€

e

n'
Na taj na¢in dobivamo v € W7 (C¥) koji zadovoljavaju sva svojstva nave-

[

dena u lemi. O

Zavrsetkom dokaza leme 4.23 zavrsena je i konstrukcija operatora restrik-

cije RE € LW (), Wy (9.)) za kojeg, izmedu ostalog, vrijedi ocjena
[BEw |y, < C w g -

Zbog ranije navedenih svojstava, prirodno prosirujemo R°w nulom do ¢itavog
), uz zadrzavanje iste oznake. Pomocu operatora restrikcije konacno defini-

ramo i prosirenje tlaka.

Propozicija 4.28.

Operator P¢ definiran na sljedeci nacin: za w € Wol’r(Q)

<VP€((]) >W L ) = <Vq R€w>W L W (Q.)

je linearni operator prosirenja sa L™ (.)/R u L (Q)/R sa sljedeéim svoj-
stuima:

postoje konstante Cy i Cy, neovisne o €, takve da za svako ¢¢ € L™ (Q.)/R
Pq") = ¢ u e,
1P | ym < o 1d7 |y

IV(P*(q°)) wal,w(g) < Co VG 1oy -
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Dokaz. Uzmimo proizvoljni ¢° € L™ (€.)/R i definiramo funkcional F* na

Wy (Q):
<F‘E’ w>W_1’T/7W0177»(Q) = <VQ‘E’ R8w>W—1W',W01’T(QE)'
Svojstva operatora R° daju

| F* |W*17T'(Q) <C Vg |W*17T'(Qg) J

§to znaci da je F° € W~1"'(Q). Nadalje,

<F5,w>W_1,T,7W01,T(Q) = —/Q q° - div R°w dx.

Kako za svaki w € W&giv(Q) vrijedi div R°w = 0 u (2., slijedi da za takav w

(F= W)y 1 i) = 0,

odnosno, prema Korolaru I11.5.1 iz Galdi[29], postoji jedinstveni P* € L' () /R
takav da

Fe=VP-.

Sada mozemo staviti P°(¢%) = P*.

Lako se vidi da za w € W, () vrijedi

/ (P°(¢°) — ¢°)divw dz = 0.

€

Kako se svako f € L"(€2.)/R moze reprezentirati kao f = divw, za neko

w € Wy (), slijedi
P@E)=q¢ ulL”(Q)/R

Na slican na¢in dobivamo prvu ocjenu iz propozicije, dok je druga oc¢ita. O
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Lema 4.29.

Operator P* zadovoljava sljedeée: za svako ¢ € L (Q.)/R

q° u ),

. ¢ dx u svakom 17,
w(C5) Jes

gdje je C7 kontrolni volumen oko svake prepreke 17 :

O = BT
(kugla B promgera € bez podrucja T¢ ).

Dokaz. Neka je ¢° € L' (Q.)/R. Veé smo pokazali da je P*(¢°) = ¢° u (., a
trebamo jos vidjeti da je P¢(¢°) konstanta na svakoj prepreci T7.
U tu svrhu uzmimo w; € C{°(T¥). Lako se vidi da je R°(w;) = 0, pa za
takav w; vrijedi
<Vps(qs)7wi>w—1m/,wg”“(sz) =0,
odnosno VP¢(¢°) = 0 u 77 ili, 8to je ekvivalentno, P¢(¢°) je konstanta u 77.
Kako bismo odredili tu konstantu uzmimo v; € C§°(B5) i vidimo da je
/ P (¢%) - divw,; do = / ¢ - div R°v; dz.
B: cs
Ako iskoristimo sustav (4.27) i ¢injenicu da je P¢(¢°) konstanta u 77, lagano

dolazimo do
1

n(C5)

Pe(q°) = /ce ¢°dz  u svakom TF.

Napomena 4.30. Kao Sto je veé¢ ranije spomenuto, konstrukciju proSirenja
tlaka pomodéu operatora restrikcije nije moguce izbjedi, jer izraz (4.32) sam

po sebi ne daje ocjene potrebne u dokazu konvergencije.
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Uz ovakvo prosirenje tlaka, nadopunjujemo rezultat leme 4.5 i dobivamo
ocjene na ¢itavom podrucju €. Pojednostavimo prvo oznaku na nacin da za

rjesenje p° € L™ (Q.)/R pisemo
P = P*(p°) € L (Q)/R.

Lema 4.31. (OCJENA ZA PROSIRENI TLAK)
Neka je p° € L™ (Q.)/R slabo rjesenje za tlak u (4.7) i 0. omjer definiran u

(4.3). Tada postoji konstanta neovisna o € takva da

|P*

@y < O
VP |y () < C

Dokaz. Za svaki g € L"(Q)/R, postoji w € Wy (Q) takav da je divw = g i
lw |W1,T(Q) <Clg ]LT(Q)/R. Pomocu te ¢injenice prosirujemo tlak definirajuéi

zage L"(Q)/R

/ Pfg dx = / Pedivw dx = (Vp°, R°w)q.. (4.33)
Q Q

Iz izraza (4.33), leme 4.5 i svojstava operatora restrikcije zakljucujemo da

postoji konstanta neovisna o ¢ takva da

/ Pfgdx
Q

Nadalje, kako je za w € W, (Q)

< Clglir@m-

<VPE’ w>W_11TI(Q),W01"T(Q) - <Vp5’ REw>W_1’TI(QE),WOI’T(QE)7

1mamo

(VP w) = —/Q le(v¥) |2 e(v°) : e(REw) da +/ f - Rw dz,

€

pa zakljucujemo

‘(VPE,w>| < ’e(’us)

r—1

Q)" le(RFw) |LT(QE) + [ f ‘L’“/(Q) - |Rrw ’LT(QE)‘
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Pomoéu ranije dokazanih ocjena za brzinu (4.9) i propozicije 4.22 dobivamo
‘<foyw>| <O wlyrg)

odnosno

|VP€ |W71,T’(Q) S C

i time smo dokazali obje ocjene iz leme. O

Napomena 4.32. Kako je niz (P?) omeden u L (Q)/R, zakljucujemo da
postoji podniz (u istoj oznaci) prosirenog tlaka na citavom podrucju Q i

p° € L (Q)/R prema kojemu taj podniz slabo konvergira.
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Zakljucak

Predmet istrazivanja koje je dovelo do ovog rada je filtracija polimernog
fluida kao primjera takozvanog nenewtonovskog fluida. Kroz obradu teme
Cesto smo usporedivali slicnosti i razlike s newtonovskim fluidima, isticuci
specificnosti i poteskoce koje sa sobom donosi nelinearni zakon potencije po-
limernog fluida. Kratki pregled rezultata prijasnjih istrazivanja otkrio je izvor
iz kojeg smo crpili ideje i motivaciju, uz duzno postovanje prema spomenutim

autorima - znanstvenicima i njihovom doprinosu ovoj tematici.

Dva su rezultata istrazivanja koje bi trebalo posebno istaknuti kao nas
znanstveni doprinos na polju asimptoticke analize i homogenizacije u meha-
nici fluida. Za polimerni fluid proucavali smo Darcyjev i Brinkmanov oblik
zakona filtracije, te precizno utvrdili u kojim se slucajevima javljaju, od-
nosno kako jednadzbe toka ovise o veli¢ini nepropusnog dijela u odnosu na
period periodicke strukture. U slucaju ranije dokazanog Darcyjevog zakona
izracunali smo tzv. limes malog krutog dijela i definirali novu funkciju otpor-
nosti koja se javlja u granicnom obliku jednadzbi. Uz taj znacajni rezultat,
pokazali smo i da postoji kriti¢ni red velicine perforacija kada se homogeniza-
cijom dobiva tzv. Brinkmanov zakon uz pojavu novog ¢lana u jednadzbama.
Taj novi ¢lan sadrzi ranije spomenutu funkciju otpornosti koja time postaje

glavna poveznica dvaju problema koje smo proucavali i obuhvatili u radnji.
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Sazetak

Tema obuhvac¢a proucavanje efektivnih jednadzbi stacionarnog toka ne-
newtonovskog fluida kroz periodicku poroznu sredinu dobivenih procesom
homogenizacije. Detaljna asimptoticka analiza zakona filtracije daje dodatne
informacije o utjecaju mikrostrukture na parametre efektivnih jednadzbi, kao
Sto je permeabilnost ili propusnost. Mali parametar koji se pojavljuje kao
period periodicke domene i zadana relativna veli¢ina prepreke u celiji pe-
riodicke domene kontroliraju omjer velicine propusnog i nepropusnog dijela
porozne sredine. Pokazuje se da rezultati ovise o asimptotickom ponaSanju
velicine nepropusnog dijela u procesu homogenizacije, kada broj celija tezi
u beskonacnost, a njihova veli¢ina k nuli. Precizirani zakoni filtracije obu-
hvacaju limes malog krutog dijela u slucaju male velicine nepropusnog dijela
i nelinearni Brinkmanov zakon u sluc¢aju kriti¢ne veli¢ine nepropusnog dijela.
U prva dva poglavlja predstavljene su pretpostavke u modeliranju i poznati
rezultati dobiveni homogenizacijom, s naglaskom na sli¢nosti i razlike newto-
novskog i polimernog fluida.

Trece poglavlje sadrzi prvi originalni rezultat, a radi se o limesu malog krutog
dijela i prate¢im rezultatima o konvergenciji.

U cetvrtom poglavlju doprinos tematici je nastavljen izvodom nelinearnog
Brinkmanovog zakona koristenjem energetskog pristupa i I'-konvergencije od-

govarajuc¢ih funkcionala. Poglavlje sadrzi i rezultat o prosirenju tlaka.
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Summary

We study effective equations of a stationary nonnewtonian fluid flow thro-
ugh periodic porous medium obtained by the homogenization process. Deta-
iled asymptotic analysis of a filtration law gives additional information about
the influence of the microstructure on the parameters of the effective equati-
ons, like permeability. Small parameter which appears as the period of the
periodic structure and given relative obstacle size in the cell of the periodic
domain control the ratio of the fluid part and the solid part of the porous
medium. It has been observed that the results depend on the asymptotic be-
haviour of this impermeable part during the homogenization process, when
number of cells tend to infinity, and their size to zero. Filtration laws made
precise are low-volume-fraction limit in case of small obstacle size and nonli-
near Brinkman-type law in case of the critical obstacle size.

First two chapters present modelling assumptions and known results obta-
ined by homogenization, with an emphasis on similarities and differences of
newtonian and polymer fluids.

Third chapter contains the first original result, concerning low-volume-fraction
limit and accompanying convergence results.

In the fourth chapter contribution to the topic continues with derivation of
the Brinkman-type law by I'-convergence of corresponding energy functi-

onals. Chapter also contains a result about extension of the pressure.
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