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1. Uvod

Ovaj diplomski rad se bavi blago nelinearnom modifikacijom Prandtlovog modela strujanja u
nagnutom grani¢nom sloju. U uvodu se predstavljaju pojmovi i problematika rada. U
poglavlju 2. analiticCkim metodama se pokusava modificirati klasi¢ni Prandtlov model.
Rjesavanje problema za slu¢aj konstantnog i varijabilnog koeficijenta turbulentne difuzivnosti
se izvodi regularnom perturbativnom metodom (npr. Bender i Orszag, 1978; Grisogono i
Oerlemans, 2001a). Pri tome se koristi WKB metoda (prema Wentzel, Kramers i Brillouin) za
varijabilni koeficijent turbulentne difuzivnosti. Poglavlje 3. prikazuje rezultate i usporedbu

mjerenja i novih analitickih rjeSenja. Zakljucak rada je iznesen u poglavlju 4.

1.1. Atmosferski granicni sloj

Sloj fluida u neposrednoj blizini granice s ¢vrstim tijelom ili drugim fluidom naziva se
grani¢ni sloj (npr. Pedlosky, 1987; Kundu i Cohen, 2002). Efekti viskoznosti u fluidu su
dominantni u tzv. grani¢nom sloju, dok se u podrucju slobodnog fluida viskoznost moze
najéeSc¢e zanemariti. U grani¢nim slojevima atmosfere i oceana postoje veliki gradijenti polja
strujanja i temperature (Prandtl, 1942; Stull, 1988). Atmosferski grani¢ni sloj (AGS) je najnizi
dio atmosfere u kontaktu sa Zemljinom povrS§inom koja na njega utjeCe trenjem,
evapotranspiracijom, modifikacijom strujanja zbog postojece topografije itd. (npr. Stull,
1988). U AGS-u su fizikalne veli¢ine poput brzine strujanja i temperature podlozne brzim i
velikim fluktuacijama (turbulencija). U slobodnoj atmosferi turbulencija je slabija nego u
AGS-u.

AGS se dijeli na nestabilno, neutralno i stabilno staticki stratificirani grani¢ni sloj (npr. Stull,
1988). Kada je gustoca Cesti zraka manja od gustoce okolisa, dolazi do spontanog uzlaznog
gibanja i konvekcije zbog uzgona. Suprotno, ako se Cest nakon pomaka vra¢a u pocetno
stanje, radi se o stabilno staticki stratificiranom grani¢nom sloju (npr. Kav¢i¢, 2010). Za topla
suncana dana povrSinsko zagrijavanje destabilizira AGS i razvija se konvekcija, te grani¢ni
sloj moze narasti i do nekoliko kilometara visine. Nocu se tlo hladi te visina AGS-a moze biti

jedva nekoliko desetaka metara u slu¢aju mirne noc¢i bez oblaka. Tada je AGS stati¢ki



stabilan. Zbog sloZene termodinamike i utjecaja Zemljine povrSine procesi u AGS-u su
kompleksni (npr. Stull, 1988; Baklanov i Grisogono, 2007) i zbog toga ih je teSko modelirati

analitickim metodama.

U razvoju turbulentnih vrtloga klju¢nu, ali indirektnu ulogu, ima viskoznost 1 tzv.
neproklizavaju¢i donji rubni uvjet (eng. no-slip lower boundary condition), tj. i§¢ezavanje
brzine na ¢vrstoj povrsini. Zbog tog rubnog uvjeta i slab vjetar uzrokuje smicanje blizu

povrsine koje vodi stvaranju turbulentnih vrtloga.

AGS postaje stabilno staticki stratificiran uvijek kada je podloga hladnija od okolnog zraka.
Ovakav stabilni grani¢ni sloj (SGS) se Cesto formira no¢u iznad kopna, a uzrokuje ga
dugovalno, radijacijsko ohladivanje i tada se naziva no¢ni AGS. Drugi bitan proces je
advekcija toplijeg zraka nad hladniju povr$inu. U SGS-u se turbulencija generira mehanicki,
dok stabilno staticka stratifikacija sliéno viskoznoj disipaciji nastoji umanjiti ili ¢ak ponistiti

turbulenciju.

Cesta pojava u SGS-u je niska mlazna struja (NMS, eng. low level jet). To je podrudje
pojacanog vjetra u donjoj troposferi i predstavlja lokalni maksimum brzine. Brzine vjetra u
NMS iznose izmedu 6 i 30 m/s. Cesto se formira tijekom noéi i postize maksimum u ranim
jutarnjim satima. Tada se naziva i no¢na mlazna struja (eng. nocturnal jet). Moze se reéi da se
NMS javlja kada u najnizih 1500 m atmosfere postoji maksimum brzine vjetra koji je bar za
2 m/s veéi od brzine vjetra iznad njega (npr. Stull, 1988). U posljednje vrijeme se posebna
paznja posvecuje modeliranju SGS-a, osobito onih nagnutih, koje karakterizira perzistentno

katabaticko strujanje.

1.2. Nagnuti grani¢ni sloj 1 model katabatickog strujanja

Glavne karakteristike nagnutog, stabilno static¢ki stratificiranog sloja atmosfere Cesto su
predstavljane linearnim modelom katabatiCkog strujanja. KatabatiCko strujanje uobiCajena je
pojava u planinskim podruc¢jima (npr. Whiteman, 1990) te nad blago nagnutim povrSinama
poput ledenih povrsina Grenlanda i Antarktike (npr. Klein 1 sur., 2001). Strujanje nastaje kada
se zrak uz nagnutu povrSinu hladi brze nego zrak na istoj visini, no podalje od povrsine. Ovo
dovodi do negativnog uzgona koji uzrokuje strujanje niz padinu. Ukoliko je okolna atmosfera

stabilno staticki stratificirana i mirna, moze se razviti stacionarno katabaticko strujanje.



Katabaticka strujanja su generirana vertikalnim gradijentima gusto¢e na kosinama (npr.
Kav¢i¢ 1 Grisogono, 2007). Zrak hladen turbulentnim mijeSanjem s hladnijom povr§inom c¢e
se spustati niz padinu, forsiran uzgonom. Za razliku od grani¢nih slojeva nad ravnim
povr§inama, dinamika toka je bitno odredena poljem temperature, odnosno to je katabatic¢ki
Clan forsiranja (Denby, 1999). Sveprisutna priroda katabati¢kih strujanja nad npr.
Antarktikom i Grenlandom, kao i nad manjim podru¢jima kao Sto je Island, i njihovi
kumulativni ucinci, impliciraju da katabaticki vjetar pridonosi opcoj cirkulaciji (Parish i

Bromwich, 1991).

Detaljna struktura katabati¢kog toka i dalje ostaje vazan problem modeliranja (npr. Weng i
Taylor, 2003). Stabilno stati¢ki stratificiran AGS je neadekvatno tretiran u mnogim
numerickim modelima (npr. Zilitinkevich i sur., 2006), tj. modeliranje katabatickog vjetra je
razmjerno uspjesno samo Uz dovoljnu vertikalnu rezoluciju (npr. Renfrew, 2004). Jednostavan
model katabatiCkog strujanja predstavlja ravnotezu produkcije negativhog uzgona zbog
deficita potencijalne temperature na povrsini te vertikalne difuzije turbulentnim tokovima
(npr. Mahrt, 1982; Egger, 1990). Osnovna obiljezja Cistog katabati¢kog strujanja su izrazena
NMS i ostar vertikalni gradijent temperature pri povrsini (npr. Grisogono i Oerlemans,
2001a,b; King i sur., 2001; van den Broeke i sur., 2002).

Za razliku od bure koja doseZe brzinu i do ~ 50 ms~! katabaticki vjetar ne moze imati brzinu
vetu od ~20ms~1 jer takva brzina zahtjeva jako veliki povrsinski deficit potencijalne
temperature. Iznos maksimalne brzine kod bure je na mnogo vecoj visini nego li je to kod
katabatickog vjetra, no najbitnija razlika je u tome $to je kod bure glavni pokreta¢ orografski
lom valova (hidraulika) a kod katabatickog vjetra termodinamika. Stari koncept da je bura
katabaticki vjetar moZe vrijediti u po€etnoj i1 zavr$noj fazi kada bura nije jaka ili olujna i ne

Sir1 se stotinama kilometara duz obale (Grisogono i Belusi¢, 2009).

Veéina klimatskih modela ne rjeSava katabati¢ka strujanja (npr. Grisogono i Axelsen, 2012).
Cak i numeri¢ke vremenske prognoze (NVP) i mezoskalni modeli mogu imati poteskoca s
odgovaraju¢im simulacijama katabati¢kih tokova (npr. Renfrew, 2004; Renfrew i Anderson,
2006; Grisogono i Belusi¢, 2008b). Katabaticki tokovi su vazni za odredivanje, na primjer,
planinskih mikroklima i buduénosti ledenjaka. lako je postignut veliki napredak u
razumijevanju i kvantitativnom opisu katabatickog vjetra, i dalje postoje poteskoce
modeliranja stabilno stati¢ki stratificiranih turbulentnih tokova niz padinu zbog kompleksnih

topografija i povrsinske nehomogenosti (Shapiro i Fedorovich, 2008).



1.3. Prandtlov model

Vjerojatno najbolji jednostavan model koji opisuje katabaticki tok je onaj od Prandtla (npr.
Egger, 1990; Kavc¢i¢ i Grisogono, 2007), te nam je taj model polazna toc¢ka. Takav analiticki

model je potreban za tumacenje opaZanja i naprednih simulacija numerickih modela.

Klasi¢ni (originalni) Prandtlov model je jednostavan analiticki model koji opisuje katabaticko
strujanje formirano nad ohladenom kosinom (ili anabaticko strujanje nad grijanom kosinom).
Predstavlja ravnotezu izmedu uzgonske sile i turbulentnog trenja. Vrijedi tzv.
kvazihidrostaticka (Haiden, 2003) i Boussinesqova aproksimacija, a gradijenti brzine, gustoce

i topline su okomiti na kosinu.
Za 1D model jednadzbe gibanja i termodinamike glase (npr. Grisogono i Belusi¢, 2008a):

du ad(w'u’)

0
i g@—osin(cx) i (1.1
o ow'e")
o7 = Tu sin(a) — 7 (1.2)
Rubni uvijeti su:
0(z=0)=C, u(z=0)=0 (1.3)
0(z - o) = u(z - ) = 0. (1.4)

Ovdje je z-os okomita na povrSinu (X-0S), koja je nagnuta za mali kut « od horizontale, zbog
cega je provedeno zakretanje horizontalnog koordinatnog sustava i dobiven je novi sustav
(x',z") u kojem se modificira jednadzba gibanja i donekle termodinamicka jednadzba.
Spomenuta transformacija je dana u npr. Denby (1999) i u Stiperski i sur. (2007). U ovom
modelu (1.1), (1.2) s rubnim uvjetima (1.3) i (1.4), vrijede standardne oznake gdje je u-komp.
vjetra niz kosinu, 6 je perturbacija potencijalne temperature, 0, referentna potencijalna
temperatura, /" vertikalni gradijent potencijalne temperature koji je zadrZan iz nezarotiranog
sustava, a w'u’ i w’6’ su turbulentni tokovi impulsa i topline kasnije parametrizirani preko
K-teorije. K-teorija se zasniva na pretpostavci da se turbulentni vrtlozi ponasaju slicno
molekularnoj difuziji i da je turbulentni tok danog polja proporcionalan gradijentu srednjeg
strujanja (npr. Holton, 2004).



Tada su turbulentni tokovi topline i impulsa koji uvijek idu “niz gradijent* u K-teoriji opisani

na sljedeci nacin:

ey, 09_ 1
w'6 h ) ( 5)

" =—-K (1 6)
w m .

gdje je K, koeficijent turbulentne difuzivnosti za toplinu (dalje u tekstu se oznacava kao K,

naziva se jo§ i vrtlozna konduktivnost), a K,, je koeficijent turbulentne difuzivnosti za
koli¢inu gibanja. Definiramo Prandtlov broj kao Pr = KTm pa dalje pisemo K Pr umjesto K,,,.

Rubni uvjeti su da nema vijetra na tlu ('no slip’), temperaturna perturbacija na tlu je konstantna
(C < 0 za katabaticki vjetar), dok svi poremecaji trnu za proizvoljno veliku visinu. U
stacionarnom klasi¢cnom modelu su lijeve strane jednadzbi (1.1) i (1.2) nula i ravnoteza je
odredena balansom izmedu negativhog uzgona i trenja (za impuls), te vertikalnog
temperaturnog gradijenta, tj. adijabatiCkog hladenja ili grijanja i turbulentne razmjene

temperature (za toplinu).

RjeSenje (za u i 6) stacionarnog Prandtlovog modela (1.1) i (1.2) uz dane rubne uvjete i

pretpostavke glasi:

z z
us(z) = —Cuexp <— h_> sin <h—> (1.7)
P P
z z
0s(z) = C exp —Jeos | (1.8)
P P
1
gdje je h, = g karakteristiéna visina Prandtlovog sloja, a o = [Nsm((f)]z je pripadni
K Pr2

1

g )E te N2=Tg/0, uobitajeni kvadrat uzgonske

00T PT

karakteristi¢ni 'valni broj', u =(

frekvencije. Indeks 's' u (1.7) i (1.8) oznacava stacionarno rjeSenje za temperaturu i vjetar.

Odavde moZemo izraCunati visinu z; = hy,7/4 i maksimalnu brzinu katabaticke NMS.



2. Modifikacija Prandtlovog modela

Klasi¢ni Prandtlov model je linearan, i kao takav jedva da adekvatno opisuje vrlo jak
vertikalni gradijent potencijalne temperature izmedu povrsine i katabatickog strujanja. Naime,
model opisuje gradijent izmedu ~ 1 i 10 K/km, dok perturbirani gradijent tj. gradijent tik
iznad povrSine moze premasiti 10K/(20m). U ovom radu razmatramo blago nelinearnu
formulaciju 1 modifikaciju Prandtlovog modela koji bi djelomic¢no trebao popraviti spomenutu
poteskoc¢u. Mali parametar koji regulira intezitet blage nelinearnosti ¢emo prilagodavati na
temelju postoje¢ih podataka. Model ¢emo usporediti s podacima s ledenjaka Pasterze u

Austriji.

2.1. Blago nelinearna modifikacija za konstantnu
turbulentnu difuzivnost

Perturbativna metoda se koristi za pronalazenje pribliznih rjeSenja problema koji se ne mogu
rijesiti egzaktno, polaze¢i od egzaktnog rjeSenja srodnog problema. Koristimo regularnu

perturbativnu metodu za uvodenje blage nelinearnosti (npr. Bender i Orszag, 1978). Clanu " u
(1.2) dodajemo blago nelinearan ¢lan & g dok jednadzba za prijenos impulsa (1.1) ostaje ista.

Ovo je ujedno i jedina nova pretpostavka u modificiranom Prandtlovom modelu.

0= g2 sin(a) + Kpr o2 2.1
—g@Osma Tazz (2.1)
a6 ) 026
O=—<F+e—)usm(a)+K—. (2.2)
0z 0z2

Totalnu u-komponentu brzine i temperaturu pisemo kao
Upor = U + Uy + 2Uy+..
Htot = 90 + 891 + 8292+..

gdje je 0 < &£ « 1 mali parametar. U jednadzbama (2.1) i (2.2) € i u zamjenjujemo S B;,; |

Usor- Buduéi da je sustav uz €° veé rijeSen, sada uzimamo ¢&lanove uz £*. Tako dobivamo



2

0 = g2 sin(a) + kpr 24 2.3
_g90 sin(a) r 32 (2.3)

26, _ 020,
0=- (Fu1 + Euo) sin(a) + KW' (2.4)

gdje su nam sada nepoznanice 68, i u;. Iz (2.3) dobijemo izraz za 6, te ga uvrstimo u (2.4).

Isto tako iz (2.4) dobijemo izraz za u, te ga uvrstimo u (2.3). Dobijemo

R TH grsin®(a)  gsin®(a) 06,

9zt "M prkz T @,PrK? 05z (25)
%6 I'sin?(a) sin(a) 02 il

14,9 (@) _ sin(a) ( . 0>‘ 2.6)
dz* O,PrK? K 0z 0z

gdje su nam uy(z) i 8y(z) poznati od prije. Sustav (2.5) i (2.6) opet predstavlja priguseni

. . . . . . o .. 4 gI'sin?(a)
oscilator, ali sada forsiran osnovnim stanjem. Uvodimo supstituciju — = .
hy 0oPTK?

Sredivanjem (dodatak A) dobivamo

a4u1 1 Czll .

I + W= —Wexp(—f)(smf —cosé +1) (2.7)
4 . 2
66;;1 +% 1= —Wexp(—f)(sinf + cosé —1/2), (2.8)

gdje je & =2z/h,. Dobivene jednadZbe rjeSavamo metodom neodredenih koeficijenata.

Parcijalno deriviranje zamjenjujemo obi¢nim diferencijalom jer imamo ovisnost samo o Visini

Z. RijeSimo homogenu jednadzbu (2.8) ¢ije je rjeSenje oblika

91,h0m ~ exp(lf)- (2-9)

Sredivanjem dobivamo (dodatak A):

=) (§) (- §

$\ .. (§ § §
+G3 exp (E) sin (E) + G4 exp (E) cos <§> (2.10)
Zatim pretpostavimo partikularno rjesenje oblika:

O1pare = A1 exp(=§) cos§ + By exp(=$) sing + C; exp(=3), (2.11)



jer se (2.8) s desne strane sastoji od tri funkcije — eksponencijalne mnozene sa sinusom,
kosinusom i konstantom. Ovdje su A,, B, i C; koeficijenti koje trebamo odrediti, kao i G;, G-,
Gs | G4 Analogno i za uq 4. OpCe rjeSenje je zbroj homogenog i partikularnog rjesenja.

Sada primjenjujemo rubne uvjete

Oi0t(2) = 09(2) + €0,(2)| 300 =C (2.12)
Oiot(2) = 09(2) + €60,(2) |50 =0 (2.13)
Ueor (2) = up(2) + euy(2)|;0 =0 (2.14)
Ueor (Z) = Up(2) + €Uy (2)] 3500 = 0 (2.15)

Kako znamo prema (1.3) i (1.4) da je

Bo(z=0)=C, uy(z=0)=0 (2.16)
Bo(z = ) = ug(z — ©) = 0, (2.17)

sada zahtjevamo
0:(z=0)=u,(z=0) =0 (2.18)
0:(z = ) = 1u,(z = ) = 0. (2.19)

Nakon sredivanja dobivamo konaéne izraze za u, i 6; (Dodatak A):

1(2) = Gexp| —— || —=—=sin ——=cos|—
AP\, ) [T 157 B, ) T 6 B,
1 2z 1
+ G exp <— —) l—sin( > + Ecos <h ) 10 (2.20)

z 1 z 2 z
Uy (2) = uyexp <— h_p> [—§SLTL (h > + T5 €0S <hp>l

4 2z 1 2z 4 1 [(2z 1 291
uysexp n 30 cos h 3Osm hp 10 (2.21)
gdje su 6, = h”’cﬂTm(“) I uy = }Clz—ﬁ Ovdje su ¢lanovi uz exp(-z/h,) od homogenog, a uz

p

exp(-2z/h,) od partikularnog dijela rjeSenja. lIzrazi 6;(z) i u,(z) se sastoje od kombinacija

eksponencijalne funkcije te sinusa i kosinusa jednostrukih i dvostrukih argumenata te



usamljenog eksponencijalnog ¢lana. Ukupna rjeSenja su 6.,.(2) = 0y(2) + €6,(2) i

Upor (2) = Ug(2) + euy (2).

POT. TEMPERATURA: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.01
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Slika 2.1. 6,(z) (crtkana krivulja) i 8,,.(z) (puna krivulja) za € = 0.01. Ostali ulazni parametri su
K =0.06m?s"!, Pr=2,a =~ —5° 60, =273.15°C, T =3 Kkm™,C = —6°C.

Na slici 2.1. je prikazana usporedba 6,(z) i 6,,:(z) za izabrani parametar blage nelinearnosti
€ =0.01. 6;,:(z) ima veéi prizemni gradijent od 6,(z). Ovdje je uzeto C = —6°C,
I =3Kkm™ 1K =0.06m?s"1iPr=2. Na slici 2.2. prikazani su 6,(z) i 6;,:(2) za
nekoliko razli¢itih parametara €. Sto je izbor tog parametra veéi, to pripadni 6,,.(z) ima veéi
prizemni gradijent. Najvecu vrijednost parametra blage nelinearnosti ¢ kojeg ovdje

razmatramo je € = 0.01. Kasnije u potpoglavlju 2.1.1. je objasnjeno zasto je tome tako.



POT. TEMP.: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.003, 0.005, 0.007, 0.01

40 T T T T T T \
- — — theta0 \
35| theta +0.003*theta, | i
theta +0.005"theta, ‘~
30} theta +0.007*theta, ‘ i
theta0+0.01*theta1 |
25} i
S /)
q onl p |
£ 20 )
S s
Vs
15+ _ - i
7~
10+ = .
5} == i
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POT. TEMP.’ C

Slika 2.2. 6, (crtkana krivulja) i 6,,; (pune krivulje) za izbor razli¢itih € = 0.003,0.005,0.007 i 0.01. Ostali
ulazni parametri su kao na slici 2.1.

Za razliku od potencijalne temperature, brzina vjetra u novom modificiranom obliku ima
manji prizemni gradijent od klasi¢nog oblika. Na slici 2.3. su prikazani uy(z) 1| us:(2) za
e =0.01.

Na slici 2.4. prikazani su uy(2) i us:(2) za razlicite parametre &. Za sve veéi € dobije se sve
manji prizemni gradijent brzine vjetra. Za 4, = 0.01 maksimalna brzina vjetra se smanji za
skoro 2 ms™*. Visina NMS (z;) se spusta povecanjem koeficijenta ¢. Visina z; se dobije iz
uvjeta du/dz = 0. Nova visina NMS (z;.,,) se dobije iz uvjeta du.,./9z = 0. Sto je

koeficijent & vedi, to je visina z;

; tot Manja, no ne moze se analitiCki rijesiti, ve¢ samo

numericki. U tablici 2.1. prikazani su z; U ovisnosti o0 &.

0 0.003 0.005 0.007 0.01

€
z; (m) 10.05 9.60 9.26 8.87 8.22

Tablica 2.1. Ovisnost visine z; 0 £ za C = —6°C,I" = 3 Kkm™',K = 0.06 m*s~'i Pr = 2.
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BRZINA: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.01
40 T T T T T

- — —u,

u0+0.01*u1 i

35

visina, m
- N N w
(9, ] o (9;] o
T T T T

-
o
T

BRZINA ms™’

Slika 2.3. uy(z) (crtkana krivulja) i u.,;(z) (puna krivulja) za € = 0.01. Ostali ulazni parametri su kao na
slici 2.1.

BRZINA: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.003, 0.005, 0.007, 0.01

40 T T T T
\ - - - uo
35 N u0+0.003*u e
A ¥,
N u0+0.005 u,
30 Do . u0+0.007 u, 5
u0+0.01 u,
25 .
£
g 20f -
K7}
>
15+ S .
AN
N\
10 )
/
/ -~
5 - - .
-1 0 1 2 3 4 5

BRZINA ms™’

Slika 2.4. uy(2) (crtkana krivulja) i us,:(2) (pune krivulje) za izbor razli¢itih e = 0.003, 0.005,0.007 i 0.01.
Ostali ulazni parametri su kao na slici 2.1.
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Slika 2.5. prikazuje brzinu vjetra i potencijalnu temperaturu za originalne i modificirane
sluéajeve uz & = 0.005. Za odredeni koeficijent &, brzina pokazuje relativno veéu
modifikaciju od potencijalne temperature, tj. u;,:(z) vise odstupa od u,(z) nego li 6;,:(z) od
0,(2).

BRZINA | POT. TEMPERATURA: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.005

40 T T l\ \ T T
—— Y U
35+ u0+0.005*u1 l|\ |
_— = theta0 \
\
30+ theta0+0.005*u1 I\ :
| \ .
25} AN .
AN
£ p N
- AN
g 20 / N N -
g / N
/ N\
15+ 4 N .
Ve \
7 g \
10} L2 .
e
- /
// Ve
S5r _Z 7 1
0 1 1 1 1 1
6 -4 -2 0 2 4 6

TEMPERATURA °C, BRZINA ms

Slika 2.5. 64(2) (crtkana krivulja) i 8,,:(z) (puna krivulja) lijevo, uy(z) (crtkana krivulja) i u.,;(z) (puna
krivulja) desno za ¢ = 0.005. Ostali ulazni parametri su kao na slici 2.1.

Nadalje, modificirana visina z; je neto niza od pripadne visine z; U originalnom Prandtlovom

modelu.

2.1.1.  Procjena maksimalnog parametra blage nelinearnosti

Ocekujemo 0 < € < 1. Maksimalni dopusteni ¢ nalazimo iz relacije

r+e2 5 2.22

oz = (222)
koja treba biti ispunjena svugdje u katabatickom AGS-u te koja proizlazi iz termodinamicke
jednadzbe (2.2). Iznad visine inverzije (z;,,) je % < 0 pa je zataj sloj

12



r i >0 (2.23)
_ |2 > 0. '
0z Z>Ziny
Procjena maksimalnog ¢ slijedi iz (2.23):
r
max e < , (2.24)
max a—ZO
Z>Ziny
gdje znamo da je
% & |mi <69°)| 2.25
max 07 |50, min 37| (2.25)
Trazimo min (%), tj. kada je ‘;22920 =0:
6290_26 z ) Z —O<:>Z— 597
022 2P\ ")) T TR T (2.27)

.- .. 00 z
Trazimo vrijednost — za — = T:
0z hyp

97 min = hp exp hp sin hp coS hp min — hp exp ). .

Konacno, dobiva se

r

max & < (2.29)

T T
|h_p exp(—n)|

Uzmimo da su I'=3Kkm™, C=-6°C, h,=13m (za K =0.06 m?s™', Pr =2,
a~—5°1 0,=273.15°C). Za taj slucaj dobije se da je maksimalna moguca vrijednost
koeficijenta € ~ 0.15. Za takav € nemamo blagu ve¢ jaku nelinearnost jer se dobiju velika
odstupanja 6;,:(z) od 6,(z) te us:(z) od uy(z), a dozvoljeno je u blago nelinearnoj teoriji
maksimalno odstupanje od osnovnog stanja do cak, recimo, 50%. Za blago nelinearnu

modifikaciju se moze oc¢ekivati da je npr.
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r
max & < 61—5, (2.30)
|h_ exp(—n)|
P

te tako procjenjujemo za na$ slucaj da je maxe = 0.01. Stoga, dalje u radu se koristi
e = 0.005.

ORIGINALNA POT. TEMP.
60 T : ;
theta0

50

40

<-(@h =PI) i

<-2z _ (z/h =3*Pli4) |
inv p

visina, m
w
o
T

20

10

0 1 1 1 1
6 -4 -2 0 2 4

POT. TEMP.’ C

Slika 2.6. Primjer katabati¢kog strujanja: 6,(z) za ulazne parametre kao na slici 2.1.

z

Slika 2.6. prikazuje 6,(z) uz oznacenu visinu inverzije (gdje je % =0),—= %” i visinu gdje

h

P

- . 690 z

jemin(—|),—=
0z ) hy

Slika 2.7. prikazuje uy(z) 1 upe(z), dok slika 2.8. prikazuje 6,(z) i 6:,:(z) za velike
vrijednosti parametra e. Veliki ¢ nije prihvatljiv za blagu nelinearnost te je u nasem slucaju to
ve¢ za € = 0.02, tada se modificirana brzina jako razlikuje od originalne. Maksimalan se

iznos brzine u tom slucaju smanji za ¢ak ~ 300%, $to nema smisla.
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visina, m

BRZINA: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.01, 0.02, 0.03, 0.04

40 T T T T T T T T
— — — uo
35+ u0+0.01*u1 i
uo+0.02 u,
30} uo+0.03 u,
uo+0.04 u,
251 b
N
20 S b
N
AN
AN
15 B \ .
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\
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/
e
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0 1 1
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BRZINA ms™’

Slika 2.7. uy(2) (crtkana krivulja) i u;,:(2) (pune krivulje) za izbor razli¢itih ¢ = 0.01, 0.02, 0.03 i 0.04. Ostali

visina, m

POT. TEMP.: ORIGINALNO | MODIFICIRANO RJ. ZA EPS=0.01, 0.02, 0.03, 0.04

ulazni parametri su kao na slici 2.1.

40 T T T T T \ T
- - - theta0 \
35} theta0+0.01*theta 1 | i
thetao+0.02*theta 1 ‘~
301 theta0+0.03*theta 1 | i
theta0+0.04*theta 1 I
25+ / i
/
20 ) / i
eps=0.04
/s
15 B v .
b
7
-7 <--epg=0.03
101 -7 < -eps=0.0 i
—~ - <-- —001
5r - i
0 = ) I I I I I I
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
POT. TEMP.2 C

Slika 2.8. 6,(z) (crtkana krivulja) i 8,,:(z) (pune krivulje) za izbor razli¢itih € = 0.01,0.02,0.03 i 0.04. Ostali

ulazni parametri su kao na slici 2.1.
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Sve krivulje se sijeku u jednoj tocki infleksije. Za bilo koji € u toj tocki imamo istu vrijednost

originalne i modificirane potencijalne temperature. Tocka sjeciSta je neovisna o € jer 6;(2)
sam ve¢ ima istu vrijednost kao 8,(z) u odredenoj tocki pa kao takav, pomnozen bilo kojim
parametrom &, ne mijenja njen polozaj. Polozaj takve tocke ovisi 0 amplitudi 8, i 0 h,, jer se

ono nalazi u argumentu trigonometrijskih funkcija u (2.20).

2.2. Blago nelinearna modifikacija za varijabilnu
turbulentnu difuzivnost

Modificirano strujanje je korak blize stvarnosti ako uzmemo varijabilni koeficijent
turbulentne difuzivnosti K=K(z). Zbog ja¢ih prizemnih gradijenata od K(z) imamo bolje
slaganje s mjerenjima. Analiticka rjeSenja za varijabilan K(z) se mogu izvesti koriste¢ci WKB
metodu koja daje asimptoticka analiticka rjeSenja singularno perturbiranog problema.
Matematicka pozadina je opisana u npr. Bender i Orszag (1978). Opcenito, WKB teorija daje
aproksimaciju rjeSenja diferencijalne jednadzbe ciji je ¢lan s najviSom derivacijom pomnozen
malim parametrom. Ovdje se primjenjuje WKB metoda nultog reda za dobivanje rjeSenja
0,(z) i u;(2). Treba se naglasiti da K(z) mora biti sporo variraju¢i da bi metoda bila valjana.

Ovdje se koristi sporo varirajuci profil K(z)

z z?
K(z) = Koﬁexp —onz ) (2.31)

gdje je h visina maksimalne vrijednosti K(z) profila; h mora biti ve¢i od karakteristi¢ne visine
ili duljine na kojoj znacajno variraju trazena rjeSenja. Vrijednost h je ovdje ograniena
visinom strogo stabilno stratificiranog AGS-a (Grisogono i Oerlemans, 2002). Polazne

jednadzbe su iste kao i za K=const.

0 0 o(w'u") 232
= gg-sin(@) ~— (232)
o(w'e’
0 = —Tusin(a) — (]:;Z ), (2.33)

gdje je
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g7 = 06 T K p ou
w'e' = PP wu' = raZ.
Iz toga slijedi
0= 9 i +a(KP 0u> 2.34
—gQO sin(a) e raz (2.34)
0 00
0 =—-Tusin(a) + —(K—) (2.35)
d0z\ 0z

Dobivena diferencijalna jednadzba za 9 je:

d*9 4 dKd30 3 d?K 2 (dK)Z]dZB Il d3K 1 dKd?K]de

dz* + K(z) dz dz3 + K(z) dz? + K(z)2\dz) |dz? |K(z) dz3 + K(z)? dz dz? dz
;2
, sin“(a)
-~ = 2.
Pr K(z)? 0, (2.36)

Sto su pokazali npr. Parmhed i sur. (2004). Zanemarujemo ¢lanove uz 3272 i uz % u (2.36)

3
obzirom se radi o WKB metodi nultog reda. Zanemarujemo i ¢lan uz Z—szerje i on jako mali,

te nam preostaje

d*e , sin*(a) = 0 237

dz* PrK(2)? (2:37)
Slic¢an postupak se provede i za u te se dobije

d*u sin?(a)

it 2 22\

o = (2.38)

Dakle, (2.37) 1 (2.38) su iste kao i u originalnom Prandtlovom modelu, samo $to je sada u
njima K sporo varirajuca funkcija K(z). Koriste¢i rubne uvjete (1.3) i (1.4) dobiju se rjeSenja

zaf,iu,
uowks(2) = —Cp exp[-1(2)] sin[I(2)], (2.39)

Bowxs (@) = C expl~1(2)] cos[I()] (2.40)

1

1 . _
gdje je I(z) = (%)2 Jy K 2dz i 0% = gF@Sl—;@. Ova WKB rjesenja su strukturno ista kao i za

of'T

K = const., Sto se takoder vidi iz prijaSnjih radova (Grisogono, 1995; Grisogono i
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Oerlemans, 2001a,b, 2002). Amplituda ostaje konstantna kao i u K = const. slucaju, ali faza

1 1
= - 1
l(%)z zl prelazi u (%)2 J; K"2dz. Detalji su u Grisogono i Oerlemans (2001a). Rjesenja
(2.39) 1 (2.40) vrlo su sli¢na prijasnjim rjesenjima (1.7) 1 (1.8).

Dobivena su WKB rjesenja za 6, i u, koja vrijede za Prandtlov model uz K(z). Ovdje se radi

blaga nelinearizacija i to je glavni doprinos ove radnje. Sli¢nim postupkom kao i za slucaj

K=const. ¢lanu " u (2.35) dodajemo blago nelinearan ¢lan e%, pa su polazne jednadzbe za

01,wke | U1 wks:

Totalnu u-komponentu brzine i temperaturu piSemo kao
— 2
Utot,wkB = Uowkp T EUwkp t+ €Uz wkpt-

_ 2
Ototwrs = Oowkp + E01wkp + €°02wkp+-

U (2.41) i (2.42) 6 i u zamjenjujemo S Byor wir | Uror,wrs- Buduéi da je sustav uz €° veé
rijeSen U (2.39) i (2.40), sada uzimamo ¢&lanove uz &!. Sli¢nim postupkom kako je dobivena

(2.36), sada trazimo nehomogenu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za 6 k3.

3 2
Zanemarivanjem ¢lanova uz %, g [ % kao u (2.36) dobivamo:
d*01 wis , sin?(a) _ sin(a) 0° 06, wks 243
dz* " PrK@ZE MWKE T K@) 022 (”O'WKB 0z ) (243)
Analogno, za u-komponentu brzine:
d*uy wis 2 sin?(a) _ gsin®(a) 0600,wks (2.44)
dz* PrK(z)?2 Yiwks = OyK(z)%Pr Yowks ™5, '

Koriste¢i rubne uvjete (2.16) i (2.17) nakon duljeg racuna dobiju se rjeSenja 6y yxp(2) i

U1,WKB (2):
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1 1
Ouswics () = Oaricn exp[~1 (@]~ Tz sinll ()] — ¢ coslI )1}

+ B exp[—21(2)] {i sin[21(2)] + is cos[21(2)] + 110} (2.45)
2
wr ks () = Uaywis expl=1()) = 5 siml1 ()] + £ cosli 1}
+ g s expl—21(2)] {i sin[21(z)] — iocos[zz(z)] - %} (2.46)

1

- 1
gdie su Ok = (2) C2usin(@ K@ 77 i ugyip = 2

—( ) K(z) 2. RjeSenja (2.45) i

r

(2.46) formalno su sli¢na (2.20) i (2.21). Ukupna (totalna) rjesenja su
Otorwip(2) = Oowikp(2) + €01 wip(2) (2.47)

Urorwiks(2) = Ugwip(2) + euywip(2). (2.48)

Svi rezultati su strukturno vrlo sli¢ni onima za K = const.

POT. TEMP. (LIJEVO) | BRZINA (DESNO): ORIG. | MODIFIC. RJ. ZA K=CONST. | K=K(Z), UZ h=30 m, Pr=2
40 T T 1
- - — uo
351 u, (u0+0.005*u1) 1
— — — Ygwks
u
301 t,WKB 1
- — —thy
th, (th,+0.005%th,)
B0 -- — thy ke |
S thy ks
g 20} |
f
>
15 B
10 thy 4
th-—=— -
-~ A e 5 ---th
5 B — = // T
e = - tht,WKB
0 - /\ I
-6 -4 -2 6

POT. TEMP.? C, BRZINA VJETRA, ms '

Slika 2.9. Prikaz uy(2), uowip(2), 00(2), 6o wkr(2) (crtkane krivulje) i u;or(2), Utorwi (2), Bror (2),

Otot,wkB (2)

(pune krivulje) za € = 0.005, K, = 0.06m?s~1, h = 30 m, Pr = 2, max[K(z)] = 0.3 m?s71,
r=3Kkm™L
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Slika 2.9. prikazuje uy(2), utor(2), 69(2) 1 0:0:(z) koji vrijede za konstantni koeficijent
turbulentne difuzivnosti K = K. = const., te ugwgp(2), Urorwks(2), Oowkp(2) |
B:0t wkr(2) Koji vrijede za varijabilni koeficijent turbulentne difuzivnosti K (z) prema (2.31).
Dodano je jos 0.0005 m2s~? originalnom K(z) kao jako mali broj zbog varijabilnih amplituda
Oawkp | Uawkp 1Z (2.45) i (2.46) i “divljeg” ponaSanja 0, xp(z) | Uy wkp(2) u slucaju
originalno zadanog K(z). Procjenjemo da je K. = 0.2max[K (z)] = 0.06 m*s™*. 0,0¢ wig(2)
ima veci prizemni gradijent od 0y g (2), dOK Uy wip(2) iMma manji prizemni gradijent od
Uowkp (2). Istovremeno g ywip(2) | Biorwkp(2) za varijabilni K(z) imaju, ocekivano, veci
prizemni gradijent od 84(2) | B¢ (2), kao $to Uy wip(2) | Usorwip(Z) iIMaju vedi prizemni

gradijent od u(2) 1 Use:(2).

Slika 2.10. prikazuje K(z). Maksimum mu je na 30 m gdje poprima vrijednost
max[K(z)] = 0.3 m?s~t. K(z) je blago varijabilan obzirom na 8.,k (2) 1 Uor wis(2)

koji variraju na relativno manjoj skali od K.

K(z)

100 f
90\ SRR SRR SRR SRR R R IR 1
L D N ESIIII ETIIEN EFOTON SRTORN SURPRRE SRS PPt
RN
60 SR SN o SR SR SR SR 1

E | | | | | | |
g 50 SR SR AR Y~ AR B SR A

2 . . . . . . .

>

40 A S o o N o o i
30 SRR SRR SRR SRR ) SRR 1
20f e
or S _ - A S o o i

0 1 1 1 1 1 1 I

0 005 01 015 02 025 03 035 04
K(z) m%s™ "

Slika 2.10. Prikaz K(z) za h = 30 m, max[K(z)] = 0.3 m?s~1.

Ovime smo zavrsili prikaz i razvoj teorije blago nelinearnog Prandtlovog modela katabatickog

strujanja.
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3. Podaci — usporedba mjerenja 1 analitike

Provedeni su brojni meteoroloski eksperimenti na podrucju Antarktika, Grenlanda i na
manjim, dolinskim ledenjacima. Jedan takav eksperiment se proveo 1994. godine na Pasterze
ledenjaku u Austriji. Pasterze se nalazi u istocnom dijelu Alpa te je sa svojih 8.4 km najduzi
ledenjak u Austriji s najviSom tockom od 3453 m i najnizom 2100 m nadmorske visine. U
ovom diplomskom radu su koriSteni podaci s tornja mjerne postaje na Pasterze ledenjaku za
27.7.1994. gdje su na 8 nivoa mjereni temperatura i vjetar (0.25, 0.5, 1, 2, 4, 6, 8 i 13 m).

Nagib ledenjaka na mjestu mjerne postaje je ~ 5°.
3.1. Usporedba mjerenja s Prandtlovim modelom

USPOREDBA MJERENJA | ANALITIKE

200 o S A [ N ST ;
18 SRR SRR & i\ R o\ ut :
160 S SRR Y\ SRR \ f
oo RN
} } e Y WY }
120 SRR S P nf N Weov by :
= ; ; T wua oy
g 0 R S b NG WA

g : ; Ty e LTS W \ WA
8+ e S }wthBJwr/w}l”Jrer/ rrrrrrrrrr \,:\,,\,,\\,,\_,

; ; //// / //// NS Y

: ey VRN, X
,,,,,,,,,,,, Y A Y A A

6 th1 /////2// /i// u / \/I |
Al A A N 7 T

B A 4

////; Z 4/7/ : | 1 7

2 L e T Ny~ LIy S
/// /////// : ////////

0 1 1 1 1 ]
-6 -4 -2 0 2 4 6

POT. TEMPERATURAP? C, BRZINA VJETRA, ms

Slika 3.2. Potencijalna temperatura € (th na slici) i brzina vjetra u za set podataka iz PASTEX-a (Austrija,
27.7.1994., 30-min srednjaci za svaka 3 sata, crtkane krivulje) i analiti¢ko rjeSenje za K = const. (pune
krivulje). Parametri analitickog modela su opisani u tekstu.
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Slika 3.2. prikazuje katabaticko strujanje gdje su usporedeni podaci s Pasterzea s analitiCkim
rjeSenjem Prandtlovog modela. prikazana su tri profila za razli¢ite vrijednosti difuzivnosti K, i
Prandtlovog broja Pr. Za profil 1 je difuzivnost K. = 0.06 m?s~1, a za profil 2 i 3
K. = 0.012 m2s~1. Prandtlov broj za profile 1 i 2 je Pr = 2, a za profil 3 Pr = 4. Ostali
parametri su isti u svim profilima, nagib kosine @ =~ —5°, referentna potencijalna temperatura
0, = 273.15 °C, vertikalni temperaturni gradijent I' = 3 Kkm™?! i povrSinski temperaturni
deficit C = —6 °C. Veéi Prandtlov broj daje vece gradijente brzina. Profil 1 najloSije opisuje

izmjereno strujanje.

3.2. Usporedba mjerenja i analitike za konstantnu i
varijabilnu turbulentnu difuzivnost

Usporedujemo analiticka rjeSenja originalnog i modificiranog Prandtlovog modela za
K =K. = const. i K = K(z) s mjerenjima na Pasterze ledenjaku. Napomenimo da se isti
K(z) kao u (2.31) koristi u jednoj verziji tzv. EMEP modela regionalnog prijenosa i

rasprSenja zracnih polutanata nad Sirim podruc¢jem Europe (Jericevié i sur., 2010, 2012).

Na slici 3.3. koja je preuzeta iz Grisogono i Oerlemans (2001a) prikazani su 8, i u, gdje su
konstantna difuzivnost K. = 0.06 m?s~1, visina postizanja maksimalne vrijednosti
varijabilne difuzivnosti h = 30 m, Prandtlov broj Pr = 2, maksimalna vrijednost
varijabilne difuzivnosti max[K(z)] = 0.3m?s™!, povrSinski temperaturni deficit
C = —6°C i vertikalni temperaturni gradijent I' = 3 Kkm™1. Nasa WKB rje$enja bolje
opisuju mjerenja Sto se i oCekuje obzirom da je varijabilna difuzivnost K = K(z)

realisti¢nija od konstantne K.

Na slici 3.4. prikazani su 6y(z), 6:0:(2), ug(z) 1 ue(z) za konstantnu difuzivnost te
Oowkp(2), Ororwiks(2), Uowkp(2) | Urorwip(2) za varijabilnu difuzivnost uz iste parametre

kao na slici 3.3.
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MEASUREMENTS VS, WKB & CONST-K SCOLUTICGNS (DASHED CR DASH-STAR, SOLIC & DOT-DASHED)
40 T T T ) T L T

25r

PQOT. TEMF. DEF. {{G) & WIND SPEED {ms™")

Slika 3.3. Originalna potencijalna temperatura 8 i brzina katabati¢kog vjetra u. Usporedba mjerenja (crtkane
krivulje), balon - sondaze (krivulje sa zvjezdicama) i WKB rjesenja (pune krivulje) s K = const. rjeSenjima
(crta-tocka krivulje). Parametri su opisani u tekstu. Slika je preuzeta iz Grisogono i Oerlemans (2001a).

C=-6°C, Pr=2, max[K(z)]=0.3 m2s™ ', h=30 m, gama=3 K/km, eps=0.005

40
— = —u,
35} u, (u,+0.005%u,)
— = —Ywks
301 Ui wis
- - tho
25+ tht (th0+0.005*th1)
E - = —thy e
& onl ,
G 20 th wie
>
15+
10+
5 .
=
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POT. TEMP.? C, BRZINA VJETRA, ms '

Slika 3.4. Originalna (crtkane krivulje) i modificirana (pune krivulje) potencijalna temperatura ¢ i brzina
katabatickog vjetra u. Usporedba mjerenja (crtkane krivulje), balon - sondaze (krivulje sa zvjezdicama) i WKB
rjesenja s K = const. Parametri su opisani u tekstu.

23



C=-7°C, Pr=2, max[K(z)]=0.3 m %s™ ', h=50 m, gama=3 K/km, eps=0.005

40

351

visina, m
- N N w
(9, ] o (9;] o
T T T T

-
o
T

- — =

u, (u0+0.005*u 1)

— UowkB

Ui wkB
- — = thO

th, (th,+0.005%h. )

-0 thO,WKB

Slika 3.5. Originalna (crtkane krivulje) i modificirana (pune krivulje) potencijalna temperatura ¢ i brzina

POT. TEMP.? C, BRZINA VJETRA, ms "

katabatickog vjetra u. Usporedba mjerenja (crtkane krivulje), balon - sondaze (krivulje sa zvjezdicama) i WKB

rjeSenja s K = const., ulazni parametri kao na slici 3.4. uz promjenu € = —=7°C, h = 50 m.

C

40

351

visina, m
- N N w
(9, o (3, ] o
T T T T

-
o
T

=-8°C, Pr=2, max[K(2)}=0.3 m%s™ ', h=50 m, gama=3 K/km, eps=0.005

- — =

u, (u0+0.005*u1)

— Yo wks

U wis

- - — thO

th, (th +0.005"th, )
- — =ty ke

tht,WKB

Nt

Slika 3.6. Originalna (crtkane krivulje) i modificirana (pune krivulje) potencijalna temperatura ¢ i brzina

POT. TEMP.? C, BRZINA VJETRA, ms '

katabatickog vjetra u. Usporedba mjerenja (crtkane krivulje), balon - sondaze (krivulje sa zvjezdicama) i WKB
rjeSenja s K = const., ulazni parametri kao na slici 3.5 uz promjenu € = —8°C.
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Slike 3.5 i 3.6. prikazuju sli¢na rjeSenja brzine i potencijalne temperature kao slika 3.4. ali su
mjerenja, odnosno 30-min srednjaci za svaka 3 sata podijeljeni u dvije grupe tako da su prva
cetiri u danu (prijepodnevna) prikazana na slici 3.5. a druga cetiri (poslijepodnevna) na slici
3.6. Ovdje su parametri pokusani biti namjesteni tako da najbolje opisuju mjerenja. Svi su
parametri isti kao na slici 3.4. osim visine maksimalne vrijednosti varijabilnog koeficijenta
difuzivnosti koja je sada h = 50 m i deficita potencijalne temperature koji je sada C = —7°C
na slici 3.5., te € = —8°C na slici 3.6. Za ve¢i temperaturni deficit imamo bolje slaganje
poslijepodnevnih od prijepodnevnih podataka jer tada dolazi do veée razlike u temperaturi
izmedu kosine i okolnog zraka na istoj nadmorskoj visini. Tako dobivamo vjerojatno i

najbolje slaganje B¢or wip | Utor,wxp S MjErenjima.

Nelinearnom modifikacijom dobije se ve¢i prizemni gradijent potencijalne temperature od
originalnog slucaja, gdje je za varijabilnu difuzivnost on jo§ veéi. Za brzinu vjetra nije tako.
Nelinearnom modifikacijom se dobije manji prizemni gradijent brzine od originalnog slucaja,

ali je on za varijabilnu difuzivnost vec¢i nego za konstantnu.
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4. ZakljuCak

U ovom diplomskom radu se nastojalo poblize objasniti svojstva nagnutog, stabilno staticki
stratificiranog atmosferskog grani¢nog sloja koriste¢i rjeSenja analitiCkih modela. Glavne
karakteristike ovakvog grani¢nog sloja atmosfere cesto su predstavljane analitickim modelom
katabati¢kog strujanja. Za varijabilan koeficijent turbulentne difuzivnosti model bolje opisuje
mjerenja. Klasi¢ni Prandtlov model je linearan i jedva da prikladno opisuje jak vertikalni
temperaturni gradijent potencijalne temperature u prvih nekoliko metara visine. 1z tog razloga
ovaj rad razmatra blago nelinearnu modifikaciju Prandtlovog modela koji djelomic¢no

ispravlja spomenutu poteskocu.

Koristi se regularna perturbativna metoda za rjeSavanje problema za slucaj konstantnog i
varijabilnog koeficijenta turbulentne difuzivnosti. Pri tome se koristi WKB metoda za
varijabilni koeficijent turbulentne difuzivnosti. Dobiveni modificirani izrazi za potencijalnu
temperaturu 6, i brzinu vjetra u, se sastoje od kombinacija eksponencijalne funkcije te sinusa

I kosinusa jednostrukih i dvostrukih argumenata te usamljenog eksponencijalnog ¢lana. Za

.....

samih profila 6, (2) i u;(z). Visina niske mlazne struje se smanjuje povecanjem koeficijenta
blage nelinearnosti ¢. Mali parametar ¢ koji regulira intezitet blage nelinearnosti je
prilagodavan na temelju postoje¢ih podataka. Matematicki je dobiveno da maksimalna

vrijednost tog parametra moze biti maxe < no fizikalno se procjenjuje da je

C )
|Eexp(—n)|

maksimalna vrijednost 15 do 20 puta manja.

Originalni i novi blago nelinearan model su usporedeni s podacima na ledenjaku Pasterze u
Austriji. Dobivena modificirana potencijalna temperatura ima veéi prizemni gradijent od

originalne i u tom smislu imamo pobolj$anje modela. Za modificiranu brzinu vjetra dobije se
smanjenje pripadnog prizemnog gradijenta Z—Z te je to mozda glavni nedostatak ove metode.

Primarni je cilj bio bolje opisati jak vertikalni gradijent potencijalne temperature u prvih

nekoliko metara visine i u tome je glavni doprinos ove radnje.
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Dodatak A

U ovom dodatku je izveden modificirani oblik Prandtlovog modela za brzinu vjetra i

potencijalnu temperaturu. Pocetne jednadzbe su

2

0
0 =g—sin(a) + K,

5 o (A.1)

2

0= (F 69) A Kae A.2
= — +8£ usin(a) + e (A.2)

Ovdje se u-komponenta brzine i temperatura pise kao
Upor = U + EUy + E2Uy+..
Htot = 90 + 891 + 8292+..

U (A.1) i (A.2) 0iuzamjenjujemo s O, i Uz, te uzimamo ¢lanove uz ? jer je uz £° rijeSeno

u klasiénom Prandtlovom modelu:

0, 0%u,
0= gg—osm(a) + Kmﬁ (A.3)
26, _ 0%0,
0=-— (Fu1 + Euo) sin(a) + Ky FPPR (A.4)
To su nam polazne jednadzbe. 1z (A.3) izrazimo 6, a iz (A.4) u,
K, a%?
m
6 = -5 22— (A.5)
@—sin(a)
0
2
_ Kh% 106, (A.6)

U, = ———1,,
Y rsin(@) I daz °

te ih uvrstimo u (A.4) i (A.3). Tako dolazimo do preuredenih dinamickih jednadzbi reda ?:

2

0 o2 [k T 140
h 3.2
0= g—lsin(a) + K, 0z 0

- = A.
0, 0z2\ I'sin(a) T 0z Yo (4.7)
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090 62 Km

0%u,
0z2

T'u;sin(a) + sin(a)uog = Ky 52| T g
0,

Sredivanjem (A.7) imamo:

0, . @+ KnKn, 0%6; 02 (1 20,
g@o Stia Isin(a) 0z* " ™0z2

te podijelimo cijelu jednadzbu s ’:’"—’(") . Dobije se

rsin(a

040, grsin®(a) _sin(a) 9? ( 600)
0z* Y 0oKnKn ~ K, 0z2\"° az

Sli¢no, pojednostavljeni oblik (A.8) je

0*u, glsin?(a) gsin?(a) 96,
+ u1 = — uO .
624 QOKmKh @OKmKh aZ

Uvodi se supstitucija

4  glrsin®(a)

h OgKnKp

Raspisane derivacije od u, i1 8, su

6, C z [z N z
Py , exp R, sin R, cos R,

sin(a)

oz '

(A.8)

(A.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(A.14)

(A.15)

(A.16)
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0%0, 2C z\ [z
exp| ——|sin e (A.17)

9z2 h, n? hp v
030, 2 z z [z A18
373 —hp3exp n) cos n sin i (A.18)

a2 a6
Raspis§imo ¢lan — (u 0)
p 8z2\"0 3z

26, ) ] <8u0090 0290>
) == +u

02 ( 660) _afa (
0z2 to dz/) 0z\oz to az/) ] az\ az az 0 522
0%uy 00,  0ugy 026, 236,
T 9z2 9z 0z 0z2 to dz3 " (4.19)

Uvrstavanjem odgovarajuéih derivacija i kratkim sredivanjem izraza (A.19) dobije se

(05 = e (5[ 7)o (1) - s 5 o 5 ) 420
—(ug—) = exp| ——|[3sin?(—)—cos?| — | —4sin|—)cos|— .
0z2 0z hp3 h, h, hy, h, h,

Imamo diferencijalne jednadzbe Cetvrtog reda za 6, i za u,

d*o, 4  sin(a) 02 ( 600> A 21
dz* 1h§ K, 0z2\"° oz (4.21)
d*u, 4 gsmz(a) 96,

—_— — = A.22
dz* " VRS T T @Kk, 0 0z (4.22)

Sustav (A.21) i (A.22) predstavlja

gsm (a)
rh4

gdje iz (A.22) dalje koristimo supstltucuu K
priguseni oscilator, ali sada forsiran osnovnim stanjem. 1z (A.21) odnosno (A.22) slijede

3sin? < z ) 4 sin (i> cos (i> — cos? (i)] (A.23)
hy hy hy hy .

d491+ 4 sin(a) 2C%u 2z
dzt TR T Ky hy T\ hy

+uU—=— exp sm cos\—|siny{—J|. .
dz* " ' ha hyT hy, h, h, h,

Uvodimo bezdimenzijsku supstituciju za visinu
2z
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te koristimo relacije za dvostruke kuteve:

z 2\ (5) s
sin (h—p> cos <h_p> = > =— (A.25)
z 1=cos (%) 1 — cos(§)
sin? <h_p> = 5 P = 5 (A.26)
. 2 AN 2z\
cos (E) —sin (E) = cos (@) = cos(§). (A.27)
Slijedi

2
_dd”; _ _‘Z? % _ _‘Z? " (A.28)

dtu, d*u,(2\"

Jednadzbe (A.23) i (A.24) postaju:

4 : 2
622941 + 1% = %Ela)zf 3ﬂ exp(—¢§) [3sin?(£/2) — cos?(&/2) — 4sin(&/2) cos(§/2)] (A.30)

p

d*u, 4 4C%p

+ ul —_— =
dz* h} hgf

exp (=) [sin?(§/2) + cos(§/2) sin(§/2)], (4.31)

odnosno, koriStenjem relacija (A.25), (A.26), (A.27) i (A.29):

4'6, < 2 > * 0, =— sin(@) 2C7x exp(—&) [2sin(é) + 2 cos(§) — 1] (A.32)

d¢t \h,) " RET'T Ky R’
d*u, [ 2 ) 4C%p 1—cos(§) sin(§)
& (E) +h_§u1 = —hg—Fexp(—E) >t | (4.33)

U jednadzbi (A.32) desnu stranu pomnozimo i podijelimo istim brojem, tako da izraz u

zagradi podijelimo, a ostatak desne strane pomnozimo s 2. Podijelimo li sada (A.32) i (A.33) s

4
(hi) dobivamo krajnje oblike

p
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d*o, N 1(9 _ hpC?usin(a) (<) lsin(e) + cos(®) 1] 434
acr T30 = 4K, exp(—=¢) [sin(&) + cos(é > (A.34)
d*u, 1 C?u

agr 4" T T8nr

exp(—&) [1 — cos(&) + sin(§)]. (A.35)

Imamo nehomogene diferencijalne jednadzbe Cetvrtog reda (A.34) i (A.35). Da bi ih rijesili,

prvo moramo naéi homogeno rjeSenje. Pretpostavimo da je ono oblika

01,nom ~ exp(AS). (A.36)

Uvrstimo (A.36) u homogenu jednadzbu

a* 1
a7 —exp(A&) + - exp(/lf) =0. (A.37)
Dobiju se Cetiri rjesenja za A:
1
N +1+i <1>z 1.38)
1234 =~ 5 \7) -

1

e
gdje je vz o3 Slijedi

)il raem|(=)d

+c, exp [(_12_ i) f], (A.39)

01,nom(2) = ¢y exp [(1 i l) f] + cyexp [(

gdje su ¢4, ¢4, c3 1 ¢y proizvoljne konstante. Koriste¢i Eulerovu relaciju
e = e%[cos(B) + i sin(B)] (A.40)

i sredivanjem (A.39) dobivamo

= ue () Q)+ (-G () 09 )

+ G, exp (%) cos (g), (A.41)

gdie su Gy =i(c3—cy), Gy=c3+¢c4 Gg=1i(c;—cy) | Gy =c;+c, redefinirane

konstante. Sada pretpostavimo partikularno rjesenje za (A.34) oblika:
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01 pare = A1 exp(—§) cos§ + By exp(—¢§) sing + C; exp(—§)
Uvrstimo pretpostavljeno partikularno rjesenje u (A.34):
—4A, exp(—&) cosé — 4B, exp(—¢&) siné + C, exp(—¢§)

1
+ 7 (Arexp(=§)cos + Brexp(—¢)sing + Crexp(=5))

h,C?u sin(a)

. 1
= —Texp(—f) sin(§) + cos(&) — E]'

te dobijemo koeficijente A;, B; i C; za 6,

4 h,C?u sin(a)
1™ 15k,

5 h,C?u sin(a)
1™ 15K,

c h,C?u sin(a)
1™ 10k,

Primjenjujemo rubne uvjete kao i u originalnom Prandtlovom modelu
Otot(2)] 700 = 00(2) + €01(2) | 7m0 = C
Otot (2)] 200 = 09(2) + €601 (2)| 2200 = 0
Usor(2) |20 = Uo(2) + €Uy (2)|300 = 0
Utot (Z) 7500 = Up(2) + €U (2) | 7000 = 0.
Kako znamo da je
0p(z=0)=C, up(z=0)=0
0o(z = ) = yy(z » ») =0,
Dobije se
0,(z=0)=u(z=0)=0
0.(z & ©) = u,(z » o) = 0.

Ukupno rjesenje je zbroj homogenog i partikularnog rjeSenja:

(A.42)

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)

(A.47)
(A.48)
(A.49)

(A.50)

(A.51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)

35



= (- §) (S ()0 (o 9

+ G, exp (é) cos (i) + hpCu—sin(a)exp(_E) [sin(&) + cos(&)]

2 2 15K,
h,C?u sin(a)

Iz rubnog uvjeta (A.54) znamo da 6 iS¢ezava u beskonacénosti, te ostaje:

0, = Gy exp (— %) sin (g) + G, exp (— %) cos (i) + Mexp(—f) [sin(&) + cos(é)]

2 15K,
h,C?u sin(a)
plo—Kh xp(—§). (A.56)
Iz donjeg rubnog uvijeta (A.53) izraGunamo G,:
h,C*u sin(a)
Gy ==, (A.57)
pa slijedi
B &\ . (§\ hpC?usin(a) § §
01 = Gy exp (=3) sin(5) - g = e (=3) 03 3)
h,C?u sin(a) _ h,C?u sin(a)
g e (O [sin(©) + cos®)] + L exp(-8).  (4.58)

Analogno isti postupak primjenjujemo i za u,. Pripadni sredeni oblik homogenog rjesenja je

Ui hom = Ry exp (— g) sin (g) + R, exp (— %) cos (%) + Ry exp (%) sin (g)

+ R, exp (%) cos (g), (A.59)

gdje su Ry, R,, R; i R, konstante dobivene analogno kao G,, G,, G i G4 u (A.41). Sli¢no kao

I za 8, pretpostavimo partikularno rjeSenje za u,
Ui part = Az exp(=§) cos§ + B, exp(=$) sing + C;, exp(—¢) (4.60)

Uvrstimo pretpostavljeno partikularno rjeSenje u jednadzbu (A.35):
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—4A, exp(—&) cosé — 4B, exp(—¢§) siné + C, exp(—&)

1
+ 7 (Azexp(=§)coss + Brexp(=$)sing + Crexp(—¢))

2

8hp‘l;“ exp(—&) [1 — cos(&) + sin(é)], (A.61)

te dobijemo koeficijente A,, B, i C, zau,

C?u
Ay =~ A.62
27 30m,T (4.62)
C*u
B, = A.63
2= 30m,T (4.63)
C?*u
C: = ~Ton 7 (A.64)

Iz rubnog uvjeta (A.54) znamo da u, i$¢ezava u beskonaénosti te ostaje

u, = Ry exp (— E) sin (i) + R, exp (- i) cos (§> — Cp exp(—&) [cos(&) — sin(é)]

2 2 2 2)  30h,r
C?u
- 10hprexp(—f). (A.65)
Iz donjeg rubnog uvijeta (A.53) izra¢unamo R,:
R, = 2%k A. 66
27 15h,I" (4.66)
pa slijedi
u; = Ryexp <— é) sin <§) + 207 exp (— i) cos (i)
2 2) " 15h,T 2 2
2‘Ll CZ’u
= 305, P () [eos(®) = sin(©)] = g5p-rexp(=0). (4.67)

Izrazi (A.58) 1 (A.67) moraju zadovoljavati pocetne jednadzbe (A.3) i (A.4) te uvrStavanjem u

iste izraCunavaju se koeficijenti G, i Ry:

h,C?u sin(a)
p
=P 77 A.
G, e (A.68)
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(4.69)

Kona¢ni oblici za 6,1 u, Su:

0.(p) = hpCzuSin(a) z z\ h Cz,usm(a) z z
1(2)— T _h_ Si h_p — exp —E coS h_p
h Czusm(a) 2z 2z h »C2usin(a) 2z 2z
+— 15K _h_p 15K ———exp _E cos h_p
z
h_> (A.70)
-~ Gon(- () hen(-) ()
u(z) = — exp| ——|sin|{— exp\ ——]cos|—
3h,I’ h, h, 15h,I h, h,
C?u ( 22)[ <22> ) <Zz>l C?u < 22) A.71)
- exp\——||cos|— | —sin|{— ]| — exp\ —— ). .
30h,I" h, h, h, 10h,I" h,
Kompaktnije zapisani konaé¢ni oblici za 6,i u, su:
6,(2) = 0 z 1 z
1(z) = 04exp ™ 155m hp COS
+ G exp <— —> [—sm( > + —cos( ) +— (A.72)

z 1 z 2 z
uy(2) = uyexp (— h_p> l—§Sln (h ) + T5 €S <hp>l

S

4 2z 1 2z + 1 [(2z 1 473
Uyexp ™ 30 €08 h 305 hp ~ 10 (A.73)
2
Gdje su g, = @, _ Cu
K hyl'
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