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Predgovor

Proucavanje singularnih integralnih operatora i njihova primjena na pseudodiferen-
cijalne operatore imaju svoj pocetak u radovima Alberta Calderéna i Antonia Zygmunda
iz pedesetih godina proslog stolje¢a. Time je dobivena metoda kojom je moguce dokazati
neprekinutost klasi¢nih pseudodiferencijalnih operatora reda nula na klasi¢nim Lebesgue-
ovim prostorima. Razvijene su i druge metode i danas je neprekinutost raznih tipova
pseudodiferencijalnih operatora na Lebesgueovim i Soboljevljevim prostorima prili¢no
zaokruzena teorija, ¢ak i za funkcije koje poprimaju vrijednosti u Banachovim prostori-
ma.

Ipak, malo je toga receno za prostore s mjesovitom normom koji imaju velike po-
tencijalne primjene pri proucavanju specificnih svojstava odredenih tipova parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi. Znacajan korak u tom smjeru napravili su Tuomas Hytonen
i Pierre Portal [HP] u svom radu iz 2008, u kojem daju vrlo opcenit rezultat, ali uz
drugacije pretpostavke.

U prvom poglavlju ovog rada dajemo pregled osnovnih definicija i rezultata iz teorije
pseudodiferencijalnih operatora slijedeéi uglavnom [SR].

U drugom poglavlju slijedimo ideje Calderéna i Zygmunda kako bismo dokazali
neprekinutost klasicnih Hérmanderovih operatora na Lebesgueovim i Soboljevljevim pro-
storima s mjesovitom normom. Dokazana je gusto¢a Schwartzovog prostora u tim prosto-
rima, te dokazana prilagodena varijanta Marcinkiewiczevog teorema interpolacije (Lema
I1.3), koja je zatim uspjesno primijenjena u sluc¢aju pseudodiferencijalnih operatora. Na
kraju su dobiveni i neki dodatni rezultati za elipticke operatore te je pojasnjena veza s
rezultatom Hytonena i Portala.

H-mjere su uveli neovisno Luc Tartar [Tal] i Patrick Gerard [G] pocetkom deve-
desetih godina proslog stoljec¢a i uspjesno su primijenjene u proucavanju hiperbolickih
zadac¢a. Nedavno su razvijene varijante H-mjera (v. [AL1], [AL3]) prilagodene primje-
nama na parabolicke zadace. Pregled osnovnih definicija i rezultata iz teorije H-mjera,
slijedeéi uglavnom [Tal], dajemo u treéem poglavlju. Pri proucavanju H-mjera priro-
dno se pojavljuju posebne vrste pseudodiferencijalnih operatora, tzv. mnozitelji (v. Lema
I11.1).

U cetvrtom i petom poglavlju nastojimo dodatno razraditi Tartarov op¢i oblik prve
komutacijske leme te sistematizirati moguc¢a poopcenja H-mjera. Dio tih rezultata vec je
objavljen u suautorstvu s prof. Darkom Mitroviéem [MI]. Prikazane su moguce primjene
na razlomljeni zakon sacuvanja i definiran je pojam razlomljenih H-mjera, kao prirodno
poopcenje klasi¢nih i parabolickih H-mjera, s potencijalnim primjenama na razne tipove
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Na kraju je dokazano lokalizacijsko svojstvo za
razlomljene H-mjere.



Ovaj rad je nastao pod vodstvom prof. dr. sc. Nenada Antoni¢a, mog mentora i
prijatelja. Najtoplije mu se zahvaljujem na svoj dosadasnjoj potpori i suradnji, te znanju
koje je prenio na mene. Takoder zahvaljujem akademiku Stevanu Pilipovi¢u, redovitom
profesoru PMF-a u Novom Sadu, prof. dr. sc. Marku Vrdoljaku i doc. dr. sc. Martinu
Lazaru na posve¢enom vremenu i korisnim primjedbama koje su doprinijele preciznosti i
jasnoci ovog rada.

U Zagrebu, svibnja 2013.

Ivan Ivec
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I. Pseudodiferencijalni operatori



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

1. Uvod i oznake

U ovom poglavlju uvodimo oznake i pripremni materijal za daljnja razmatranja. Svi
rezultati su dani bez dokaza, jer ih nalazimo u brojnoj literaturi (npr. [St], [W]).

Osnovna domena na kojoj radimo je d-dimenzionalni Euklidski prostor R%. Koristit
¢emo razne p-norme na R?, toénije

d
sz, |X|oo = max |z;],
P ! 1<i<d

d
X[ =) lwl, x| = (x| =
i=1

kao i ¢injenicu da su te norme medusobno ekvivalentne, tj.
[Xoo < [x2 < [x[1 < d]X oo

Na R? koristimo iskljuéivo Lebesgueovu mjeru, te s volE ozna¢avamo mjeru skupa E C
R<. Otvorene euklidske kugle oznac¢avamo s K(x, R), a zatvorene s K[x, R]. Oznaka za
standardni skalarni produkt na R je

X y=21y1+ -+ Tayq
Za multiindeks a = (aq,...,qq) € Ng definiramo
lal =1+ +ag, al=a! - -aq!
Korite¢i pojam multiindeksa definiramo potencije
x® = ot al
te parcijalne derivacije

||
or = o g = O

- Qq -
axl ---axd

1 (1 1
= )

Takoder, 8;2‘8? a(x, §) oznacavamo krace kao 0,0%a(x, €), a radi dobivanja elegantnijih
formula koristimo jos i oznake

1 1\l 1 \led
Dj:—.aja Da:<%> Oas DO‘:(%) 0°.

Koristimo i oznaku

Uglavnom proucavamo funkcije d realnih varijabli s kompleksnim vrijednostima,
tj. funkcije s R% u C. Od posebnog interesa su nam neki potprostori prostora svih takvih
funkcija.

Sa S oznacavamo Schwartzov prostor koji se sastoji od onih C*(R%) funkcija ¢ za
koje vrijedi

(VEeNpy) |olg= sup sup [x®3Pp(x)| < co.
|a+8|<k xeRA
| - |x je rastuéi niz polunormi koje generiraju standardnu topologiju na S. Bazu te topo-
logije ¢ine konacni presjeci skupova oblika

{eeS: |-y <e},
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za proizvoljne k € Ny, ¢ > 0 i v € §. Uz ovu topologiju je S Fréchetov prostor.
Udaljenost mozemo zadati, na primjer, s

ok e — Yk
dip,p) =) 27F =
kZ_O L+ [p =[x

S O oznatavamo prostor funkcija polinomijalnog rasta: sastoji od onih C*°(R)
funkcija ¢ za koje vrijedi

Va e NDEC e RJ)(BN e N)(Vx € RY)  [0%(x)| < C(1 + x[*)Y.

Ocito je S C O, kao i da su ti prostori zatvoreni na operacije deriviranja i mnozenja
polinomom, ali vrijedi i viSe: § je zatvoren na mnozenje s funkcijama iz O.

S LP(R%), p € [1,00] definiramo (klasi¢ni) Lebesgueov prostor: sastoji se od klasa
skoro svuda jednakih izmjerivih funkcija f takvih da je

||f||Lp(Rd) == { (fRd |f(x)|p dX)E’ ako je P € [1,oo> .

inf{C e R": |f(x)| < C (ss)}, akojep=oc

Gornjom formulom dana je norma uz koju je LP (Rd) Banachov prostor.
Takoder, za dvije izmjerive funkcije f i g takve da je fg € LY(R%) uvodimo oznaku

{fr9) = (x)g(x) dx,

f
Rd

$to je ujedno i formula za skalarni produkt (- | -) na L?(R%) koji time postaje Hilbertov
prostor.

To je npr. slucaj ako je f € LP(RY), g € Lp/(Rd), gdje je %—1—1% =1, i u tom slucaju
vrijedi poznata Holderova nejednakost:

[(F ) < Il llgllye -

2. Fourierova pretvorba i distribucije

U ovom odjeljku definiramo Fourierovu pretvorbu i iznosimo njena osnovna svojstva,
definiramo distribucije i pojmove vezane uz njih, a definiramo i neke Soboljevljeve prosto-
re. Ne iznosimo kompletnu teoriju, ve¢ ¢emo se usredotociti na rezultate koje koristimo
u kasnijim razmatranjima.

Za funkciju u € L'(R?) dobro je definirana sljedeca funkcija:

u(€) = /Rd e X8y (x) dx.

Preslikavanje F : u +— @ je omedeno linearno preslikavanje s LY(RY) u Co(RY) (sa
supremum normom; ta je ¢injenica poznata kao Riemann-Lebesgueova lema), i naziva
se Fourierovom pretvorbom. Stovise, ta je definicija poseban slucaj sljedece definicije za

3
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omedene Borelove mjere  (funkciju v € L' (R%) moZemo poistovjetiti s mjerom kojoj je
ta funkcija gustoca, s obzirom na Lebesgueovu mjeru):

€)= [ e eaut),

Funkcija i € L®(R%), i Fourierova pretvorba je omedeno preslikavanje (na prostoru
omedenih Borelovih mjerd Mj norma je jednaka totalnoj varijaciji mjere).

Posebno zgodna svojstva F ima restringirana na Schwartzov prostor: restrikcija
Fourierove pretvorbe na prostor S je bijekcija tog skupa na samog sebe; Stovise, vrijedi

=p=Fo=F"¢,

S>>

=9,

S>>

pri ¢emu je ¢(x) = p(—x), a

po0 = [ e e

Posljednju formulu zovemo formula inverzije.
Na S vrijede sljedece formule:

(Dau)" = €% i (x%)" = (-1)l*Da. (1)

Fourierova se pretvorba na jedinstven nacin prosiruje sa S do unitarnog operatora
s L2(R%) na samog sebe i za to prosirenje vrijedi Parsevalova formula

(a]0)=(ulv).

Gornja je ¢injenica poznata i kao Plancherelov teorem. Uoc¢imo da smo ovo isto prosirenje
mogli dobiti i polazeéi od veéeg prostora L'(R?) N L2(R%), na kome je Fourierova pret-
vorba i dalje definirana s pomoc¢u integrala.

Premda ¢emo i ovo prosirenje Cesto zapisivati s pomocu integrala, vazno je uociti
da se tu radi samo o formalnom zapisu, dok je pravi smisao prosirenje koje se temelji na
teoremu iz funkcionalne analize, a ne na teoriji mjere i integralu.

Osim progirenja po gustoéi, mogucée je i prosirenje po dualnosti na S’, prostor tempe-
riranih distribucija (topoloski dual prostora §). Temperirana distribucija je antilinearan
funkcional na § takav da vrijedi

(BCERNENEN)(VpeS) [{u,¢)] < Cloln,

a samo prosirenje je dano formulom
(@, ) = (a, D),

pri ¢emu je (u,¢) = (u,p). Tako prosirena Fourierova pretvorba ponovno je bijekcija
prostora 8’ na samog sebe. Napomenimo da se ovo proSirenje podudara s ranijom defini-
cijom na prostoru svih kona¢nih Radonovih mjera. Na &’ (pa i na svakom potprostoru)
i dalje vrijede formule (1).

Uocimo da je zamjena varijabli x — —x u gornjoj definiciji posljedica ¢injenice da
smo koristili seskvilinearan produkt:
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Da smo namjesto njega koristili bilinearan produkt (kako to ¢ini Laurent Schwartz i
mnogi drugi, ali §to nije u skladu s definicijom skalarnog produkta na L?(R%))

koristili bismo sljede¢u definiciju:

<ﬁ7 90) = (ua (15)

(naravno, uz ovu nijansu u oznakama gornje su dvije definicije ekvivalentne).

Pomoéu Fourierove pretvorbe mozemo definirati Soboljevljev prostor HS(Rd) za
proizvoljan s € R. Taj prostor sastoji se od svih temperiranih distribucija u takvih da
je X € L2(RY), gdje je A(€) = /1 + 472|€|2. Prostor je normiran (dapace Hilbertov) s
normom

[ullgs = 1A% e

Ova definicija poopcuje definiciju klasi¢nih Soboljevljevih prostora (za s = 0 dobivamo
prostor L2(R%), za s = 1 prostor WH2(R9),...).
Definiramo i prostor HfOC(Rd) koji se sastoji od svih temperiranih distribucija u
takvih da je pu € H¥(R?) za proizvoljnu ¢ € C°(RY), uz topologiju definiranu familijom
polunormi

urs flpullyss @ € CE(RY).
Pritom je za ¢ dovoljno uzeti prebrojivo mnogo funkcija (¢,) takvih da je ¢, = 1 na

K[0,n] te supp ¢, C K[0,n + 1], §to posebno znadi da je H? (R?) Fréchetov prostor.

= loc
U slucajevima kad nam nije potrebna Fourierova pretvorba definiramo mnogo Siru

klasu distribucija od prostora S’. Po toj definiciji, distribucija je antilinearan funkcional
na CX(RY) takav da za proizvoljan kompaktan skup K C R? vrijedi

(3Ck eRNENg eN)(Vp € CPRY) swppp C K = |(u,9)] < Ok |l

a prostor svih distribucija oznac¢avamo s D’.

Za svaku distribuciju v € D’ definiramo pojam nosaca supp u i singularnog nosaca
suppsingu. Kazemo da x ¢ suppu ako postoji okolina w tocke x na kojoj je u = 0,
odnosno da x ¢ suppsingu ako postoji okolina w tocke x na kojoj se u podudara s
glatkom funkcijom 1, tj.

peCllw) = (w9 =9,

Prostor svih distribucija s kompaktnim nosacem oznacavamo s &'.

3. Pseudodiferencijalni simboli

Osnovna svojstva Fourierove pretvorbe za ¢ € § daju

—

Dap(§) = £7¢(8),

pa po formuli inverzije dobivamo

Daplx) = [ e2¢gp(6) de.
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Za linearan parcijalni diferencijalni operator a(x,D) = |4 @a(x)D* gornje
formule vode do izraza

e D)plo) = [ Calx )p(€) de. 2

gdje je simbol a(x, &) operatora a(x, D) polinom a(x,§) = Z|a|<m ae(x)€%. Tocnije,
zahtijevamo da funkcije ao budu glatke i omedene, jer da bismo osigurali dobru teori-
ju, koja ¢e prije svega omoguciti pronalazenje pribliznih inverza za klasu tzv. eliptickih
operatora, moramo ograniciti klasu dopustivih simbola. Ipak, dopustit ¢emo i simbole
koji nisu polinomi, tj. vodeni ovim i joS nekoliko drugih primjera dolazimo do sljedece
definicije:

Definicija 1. Kazemo da je a(x,€) € C*°(R? x R%; C) klasican simbol reda m € R, u
oznaci a € St} ako

(Vx € RY) (V€ € RY)  |0a0Pa(x, &) < Co g\ 1Pl(g),

gdje je \(€) = /1 + 4n%|€|?, a Cq g konstanta koja ovisi samo o o i 3.

Primijetimo da je Sll,o C 57 za I < m pa su smislene i definicije
10_U8107 1,0 —ﬂS

Glavni alat teorije pseudodiferencijalnih simbola je asimptotic¢ki racun sadrzan u
sljedecoj lemi.
Lema 1. Neka su za svaki j € No dani simboli a; € ST()_j. Onda postoji simbol a € S
(jedinstven do na razliku sadrzanu u S ;") takav da za proizvoljan k € Ng vrijedi

a—ZajGSTO_k.

j<k

Stovise, a se moze izabrati tako da je supp a C Ujsupp a;. Pisemo a ~ Zj aj.
Dem. Buduéi dared ) ;@ op¢enito nije konvergentan, definirat ¢emo a preko konvergen-
tnog reda ), b;, gdje su b; aproksimacije za a;. Neka je ¢ € C2(RY) takva da je p = 1
na KJ[0, 1] i supp ¢ C KJ[0,2]. Za niz realnih brojeva (¢;) € (0,1)N s limesom 0 definirat
¢emo

b] (X7 €) - (]‘ - @(5;5))%(){, 5)
Bududi da je b(x, -) = a;(x, -) izvan kompaktnog skupa u R, slijedi da je bj—a; € Sigo i

prema tome b; € S 7. Ipak, za dobivanje svih Zeljenih svojstava morat ¢emo zahtijevati
preciznije ocjene na &;.

Za €] < = je £5A(€) < V14 1672 i prema tome

1060%;(x,6) < Y 1100 Va;(x,€)| < CLuA™ T Pl(g),

<P
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za neke konstante Ciﬁ, a ocjenu istog tipa imamo i za |&| > 6%, jer je u tom slucaju
bj = a;. Stovise, bududi da je 1 < ¢;|&| na skupu supp (1 — ¢) 2 supp b;, ocjenu mozemo

i profiniti:
10a0Pb,(%, €)] < £ME)]0adPb;(x, €)] < £,CL ATl (g).

Prema tome, ako izaberemo

. 1 .
£j < mm{T a4 B <J},
Cop
dobivamo ‘
NPT (8)0a0Pb;(x,€)] < AVI(E)  7a |a+B] <. (3)
Nadalje, buduéi da e; — 0, suma a(x,§) = Z];o bj(x,&) je konacna u okolini

proizvoljnog fiksnog £ i prema tome definira funkciju a € C*°(R¢ x R?; C). Takoder, za
proizvoljne k € Ng i o, 3 € Ng, mozemo definirati N = max{|a+ 3|, k+1} i promatrati

rastav
a—Zaj:Z(bj—aj)—i- Z bj—l—ij.
i<k i<k k<j<N j=N
Prve dvije sume na desnoj strani su konacne sume ¢lanova iz SY'’ k (bj—aj je cakiz S )

pa i same pripadaju tom prostoru. Preostaje provjeriti da je i posljednja suma u STO .
To slijedi iz ocjene

MEP=mD09,0% 37 b;(x, €)| < Y INE)AF0,0%; (x, €)|

jzN jzN

< D ATTIExg

j=k+1
< V1 + 4r?
S V1421’

gdje smo koristili ocjenu (3) i ¢injenicu da je |€| > EL > 1, te stoga A(€) = V1 + 472 na
J
supp bj. Time smo pokazali da je

a— Z aj € STO_ k
j<k
te posebno za k = 0 slijedi a € STO. Ocjena na supp a slijedi neposredno iz konstrukcije.
Q.E.D.
Drugi alat su titrajni integrali. Definirajmo najprije pojam amplitude.

Definicija 2. Kazemo da je a € COO(Rd; C) amplituda reda m > 0, u oznaci a € A™,
ako

(Vx € RY)  [0%(x)] < CaA™(x),

gdje je Cq konstanta koja ovisi samo o .
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Na A™ definiramo polunorme

lally, = max IAG) ™™ 0%a(x) |, K € No,

la|<

a titrajni integrali definirani su limesom koji je dan u sljede¢em teoremu:

Teorem 1. Neka je ¢ nedegenerirana kvadratna forma na R4, a € A™ i ¢ € S takva da
je ¢(0) = 1. Onda postoji limes

lim 2™ g (x)p(ex) dx, (4)
e—0 JRd

koji ne ovisi 0 ¢ i jednak je [e¢*™1X)q(x)dx za a € L'(R?). Za a ¢ LY(R?) limes i dalje
oznacavamo s [ eszI(x)&(x) dx, te pri tom vrijedi ocjena

’ / dezmq(x)a(x) dX‘ < Cymllallrarr-
R

Dem. Za a € LY(RY) tvrdnja slijedi neposredno iz teorema o dominiranoj konvergenciji.
Opéenito, izaberimo funkciju ¢ € CX(RY) takvu da je ¢» = 1 na K[0, 1] i supp ¢ C K[0, 2],
i definirajmo

Ij:/ 2™ 4 (x)1h(277x) dx.
Rd

Dokazat ¢emo da postoji lim;_, I i da se podudara s limesom (4), ¢ime ¢emo dokazati
i njegovo postojanje, i neovisnost o ¢ € §. Stovise, buduéi da po teoremu o dominiranoj
konvergenciji za fiksni € > 0 vrijedi

/ e2™11%) 4 (x)p(ex) dx = lim M) a(x)p(ex)eh (277 %) dx,
Rd

j—oo JRrd
definirat ¢emo i

(@) = [ e 1a(x)(1 = plex))b 2 7x) dx.

i tada je dovoljno pokazati da lim;_« I; postoji, te da je lim;j_,o I;(c) = O(e).
Zamjenom varijabli y = 277x dobivamo

Ij—1I 1 = /Rd 2274 (27 y) ((y) — (2y)) 2% dy,

€)= la(e) = [ e Ma@in)(1 = p(e2iy) (i) — v(2y)P dy,

i sada primjenom sljedece leme slijedi
[l — Ij—1| < Cgm277 |||a|||m+d+1a [Ij(e) — Lj-1(e)| < eC277,

gdje konstante Cy,,, i C ne ovise o j ie. Dobivene nejednakosti povlace tvrdnju teorema.

Q.E.D.
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Lema 2. Neka je ¢ nedegenerirana kvadratna forma na R% i y € CSO(Rd) takva da je
x =0 u okolini 0 € R?. Tada za svaki N € Ny vrijedi

.92 .
’ / 2 ANy x (y) dy| < Onp™ sup [(09D) (py )],
R4 yESupp X, || <N

gdje konstanta Cy ne ovisi ni o > 1 ni 0 b € C*°(RY). .

Dokaz prethodne leme, kao i dokazi rezultata koji slijede mogu se pronaéi u [SR].
Titrajni integrali zadrzavaju dobra svojstva apsolutno konvergentnih integrala. Tocnije,
vrijede formule zamjene varijable i parcijalne integracije, moguce je prijeéi s derivacijom
pod znak integrala, te zamijeniti poredak integracije. Sve je to precizirano sljedeé¢im
teoremom.

Teorem 2. Za titrajne integrale definirane Teoremom 1 vrijede sljedeca svojstva:
(a) Ako je A regularna realna matrica, vrijedi

/ e2™(AY) o (Ay)|det A| dy = / 2™1(%) ¢ (x) dx.
Rd Rd
(b) Zaac A™, be Al i a € N¢ vrijedi

/ ¢279(%) g (30) 9% () dx — / b(x) (=) (2719 4 (x)) dx.
R R
(c) Ako je a € A™(RY x R"), onda je [e*™1X)q(x,y)dx € A™(R") i
83/ ™) g (x, y) dx = / 627”‘1(")(9}‘3‘@()(, y)dx, a € Nj.
R R

(d) Ako je a € A™(R? x R"), a s nedegenerirana kvadratna forma na R”, onda je

/ 2mis(y) </ e27m'q(x)a<x, y) dx) dy:/ ezm(fJ(x)Jrs(Y))a(X,y) dx dy.
r Rd RdXRT

"

Koristeé¢i pojam titrajnog integrala definiramo simbole a* i afb koji ¢e redom odgo-
varati adjungiranom operatoru te kompoziciji operatora. Definicije i asimptoticki razvoji
dani su sljedeé¢im teoremom (v. [SR, Theorem 2.7]):

Teorem 3. Neka jea € S5y 1b€ Sll,o- Onda titrajni integrali

a*(x,€) = /e_z”iy'”&(x —y,§ —n)dydn,

ath(x, £) = / Y Ng(x, € — m)b(x — v, €) dy dn

definiraju operatore a* € ST, i afb € S’lngr ! sa sljede¢im asimtotickim razvojima

x 1 _ 1
a* ~ Z a@nga i afb~ Z aagang.
(a4

o



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

4. Pseudodiferencijalni operatori
Za a € 57 1 ¢ € S integral u formuli (2) je apsolutno konvergentan i definira
funkciju koja je ponovno u §. Tocnije, vrijedi
Teorem 4. Zaa € 57 1 ¢ € § formula
obx D)) = | *a(x,£)3(€) de
Rd

definira funkciju a(-, D)y € S te postoje konstante N € Ny i Cj za k € Ny, koje ovise o
a, takve da je

Ve e8) la(-, D)olr < Crlelryn-

Sljedeci teorem otkriva pravo znacenje simbola definiranih Teoremom 3.

Teorem 5. Za proizvoljne a,b € S35 1 p,¢ € S vrijedi
(a) (a* (-, D)p,¥) = (p,a(-, D)),
(b) (afib(-, D), ) = (a(-, D)b(-, D)¢, ¥). .

Prethodna dva teorema omogucuju prosirenje operatora a(-, D) : S — S do ope-
ratora sa 8’ u §’:

Definicija 3. Za a € 57}, definiramo pseudodiferencijalni operator sa simbolom a kao
operator a(-, D) : 8" — &' formulom

(a(-, D)u, p) = (u,a*(-,D)g), ueS, pes.

Za a € SITO kazemo da je a(-, D) reda m i skup svih pseudodiferencijalnih operatora
reda m oznacavamo s VY. Skup svih pseudodiferencijalnih operatora definiranog tipa

Jje Uiy = Un VT, a elemente skupa Ui = Nm WYYy zovemo izgladujuci operatori zbog
svojstva danog sljede¢im teoremom.

Teorem 6. Operator a(-, D) € Vi ° preslikava & u S i 8" u O. Takoder, proizvoljan

a(-,D) € U preslikava S u S 1O u O, te zadovoljava tzv. pseudolokalno svojstvo
suppsing (a(-, D)u) C suppsingu, u € S’

Za elipticke operatore, koje definiramo i proucavamo u sljedecem poglavlju, vrijedi i

suppsing (a(-, D)u) = suppsingu, u € S’.

[ |

Dokaz prethodnog teorema oslanja se na ogranicenost pseudodiferencijalnih ope-

ratora kao operatora izmedu odgovarajuc¢ih Soboljevljevih prostora, rezultat koji je dan
sljede¢im teoremom.

Teorem 7. Neka je a(-, D) € V. Onda za proizvoljne s € R iu € H*(RY) vrijedi
a(-, D)u € H"™(RY) i postoji konstanta Cs, koja ovisi samo o s, takva da je

la(, D)ullgs—m < Csllullgs-

10



Pseudodiferencijalni operatori

Za s = 0im = 0 kao poseban slucaj dobivamo ograni¢enost operatora reda nula na
L2(R%). Vie je autora (v. npr. [St, Proposition VI.5.4] i [W, Theorem 9.7]) pokazalo da
rezultat vrijedi i za LP(R%), p € (1,00). Taj rezultat, kao i sam Teorem 7, poopéujemo
u sljede¢em poglavlju.

5. Kvantizacija

Formula (2) nije jedini na¢in kako simbolu (diferencijalnog operatora, ili opéenitije
pseudodiferencijalnog) pridruziti operator. Takvi postupci zovu se kvantizacija. Cilj nam
nije razvijanje opc¢e teorije, ve¢ samo kratak pregled nekih poznatih kvantizacija.

Najprije primijetimo da se primjenom definicije Fourierove pretvorbe, formula (2)
moze dalje raspisati u obliku

b D)) = [ ot €)oy) dyie

Vrijedi i opéenitija tvrdnja: ako je a € S(RY x R?), onda je za svaki u € S’ dobro
definirano djelovanje sljede¢eg operatora:

On(@yl() = [ [ ytatx guty) dyde.

¢ime je dana Kohn-Nirenbergova (standardna, jos u oznaci a®(x, D)) kvantizacija ha-
miltonijana a.
Ukoliko podemo od diferencijalnog operatora u konzervativnom obliku

S D%(aa ).

|| <m

koristeéi ranije formule za Fourierovu pretvorbu derivacije (1), dobivamo:

Z D*(aqu)( /

eTE N " (D (aau))" (€) d€

lae|<m R la|<m
= [ Y €aan)(€) de
R R
:/Rd 2mx£|(§<:m / eV Cag (y)uly) dydé
_ /R d 2mixg /R d f2my5< 3 daly ) y) dydé¢

la|<m

_ / / 2T ey E)uly) dydé,
R JRA

¢ime smo motivirali adjungiranu kvantizaciju

Mo Dy = [ Yty €uty) dyde.

11



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

Moguci su i drugi izbori. Posebno, u kvantnoj mehanici poznata je Weylova kvantizacija
(iz 1931., v. [We]):

[V (x, D)u](x) = /R ) /R g (X;y,g) uly) dyde,

a sve navedeno su posebni slucajevi T-kvantizacije (v. [NR]):

Opr(a)ul() = [ [ (1 = rpx -y uly) dyde.

12



II. Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora
na LP(R%) prostorima



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

1. Uvod

U ovom poglavlju najprije definiramo Lebesgueove prostore s mjesovitom normom
te dokazujemo neka njihova svojstva, od kojih je gustoc¢a Schwartzovog prostora klju¢na
za daljnje rezultate. Zatim kroz niz lema, oslanjajué¢i se na modificiranu varijantu Marcin-
kiewiczevog teorema interpolacije i ideje koje su u [BIN] autori primijenili na integralne
operatore, dokazujemo glavni rezultat: ograni¢enost pseudodiferencijalnih operatora reda
nula na Lebesgueovim prostorima s mjesovitom normom.

Za operatore pozitivnog reda dokazujemo rezultate ogranic¢enosti izmedu odgovara-
juc¢ih Soboljevljevih prostora te rezultate zatvorenosti na Lp(Rd) u eliptickom slucaju.

Dokazujemo i globalni rezultat regularnosti rjesenja eliptickih parcijalnih diferenci-
jalnih jednadzbi na Lebesgueovim prostorima s mjesovitom normom.

Podsjetimo se, kazemo da je a(x,€) € C®(R? x R?; C) simbol reda m € R, u
oznaci a € S, ako vrijedi

(Vx € RY) (V€ € RY)  |0a0’a(x. &) < CapA™ PI(€), (1)

gdje je A(&) = /1 +4m2|€|?, a Cq g konstanta koja ovisi samo o a i B. Za takav a
definiramo operator a(-, D) : § — S formulom

(alx, D)) = [ #Salx, €)p(€) de. ®)

Rd
Koriste¢i pojam adjungiranog operatora a*(-, D), formulom (a(-, D)u, ¢) = (u,a*(-, D)p)
prosirujemo operator a(-, D) do operatora na prostoru temperiranih distribucija, u istoj
oznaci. Tako definiran operator a(-, D) : 8" — 8§’ zovemo pseudodiferencijalnim opera-

torom reda m. Za detalje vidjeti prethodno poglavlje ili [SR].
Za a € SYY iz ocjene (1) lako slijedi da je, za fiksni x € RY a(x,)) € S pa

postoji temperirana distrubucija k(x, -) takva da je /{(/XT) = a(x,-). Prema svojstvima
konvolucije i Fourierove pretvorbe [F, str. 295-296] sada slijedi da se za ¢ € S formula
(2) moze zapisati u obliku

(a(x, D)p)(x) = k(x,-) * . (3)

U [St, Proposition VI.4.1] je pokazano da se izvan okoline ishodista jezgra k(x,-)
podudara s funkcijom koja brzo opada u beskonacnosti. Toc¢nije, vrijedi sljedeci teorem:

Teorem 1. Neka je a € SY. Tada je k € C®(R? x RN{0}) i zadovoljava ocjenu

060°k(x.2)| < Capnlz| " PI7N 220,

za proizvoljne multiindekse o i 3, i svaki N € Ny takav da je d+m+ |3] + N > 0. .

Posebno, za m =0, N =11 a =8 = 0 dobivamo da vrijedi:
k(x,2)| < Clz| =1, z#0. (4)

S druge strane, ve¢ smo definirali prosirenje operatora a(-, D) na S’, $to posebno ukljucuje
i LP(RY). Vrijedi sljedeca reprezentacija:

14



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora

Korolar 1. Zaa € 8(1),07 feLP(RY), pe (1,00) i skoro svaki x & supp f vrijedi:

(ax. D)) = [ KGxx=y)f(v)dy. )

Dem. Zbog ocjene (4) ocito se (3) moze zapisati u obliku (5) za svaku funkciju f €
C>®(RY) i za svaki x ¢ supp f. Ako je f € LP(R?), p € (1,00), te x & supp f, Holderova
nejednakost daje ocjenu

’/ (x,x—y dy’ CH]X— |41
Rd

jer je funkeija [x — - |7 Ixgupp s € LEYRY) N LP(RY) C Lp/(Rd), pa je desna strana
formule (5) dobro definirana.
Nadalje, zbog gustoée postoji niz (f,) u CX(RY) takav da

LIl < oo,

P
fnL—>f; pritom mozemo posti¢i da je supp f,, C supp f + K[0,1/n].
Dakle, za x ¢ supp f i dovoljno veliki n vrijedi

(alx. D)0 = [ Foxx = y)fuly) dy

Tvrdnja sada slijedi na limesu. Zbog neprekinutosti pseudodiferencijalnih operatora
reda nula na I?(R%) za 1 < p < oo, lijeva strana konvergira prema (a(x, D)f)(x), a
konvergencija desne strane slijedi uz pomo¢ ocjene (4):

[ o=y = D) dy] < =7 g, | 1 = Flhs =0

Buduc¢i da konvergencija u Lp(Rd), 1 < p < oo povlac¢i konvergenciju skoro svuda na
podnizu, tvrdnja je dokazana.

Q.E.D.

2. Lebesgueovi prostori s mjesovitom normom

U ovom radu p oznacava d-torku (pi,...,pq) € [1,00]%, te koristimo standardni
parcijalni uredaj na [1,00]¢. LP(R%) je za p € [1,00)¢ (uz identifikaciju skoro svuda
jednakih funkeija) prostor svih izmjerivih kompleksnih funkcija f na R? za koje je

p2/p1 p3/p2 1/pa
1fllp = / / /f 1, ..., xq)|P dxl) dxg) ---da:d) < 00,

tj. za i = 1,...,d se redom racunaju || - ||;»; norme po varijabli ;. || - Hp je norma uz

koju LP (Rd) postaje Banachov prostor. Analogno definiramo tu normu i u slucaju da je
neki p; jednak oo.

U ovom odjeljku dokazat ¢emo da je S € LP(R%) C &', te da je za p € [1,00)%,
S gust u Lp(Rd). Takoder navodimo neke vazne tvrdnje o spomenutim prostorima.
Koriste¢i ocjenu

d

d
) TIO+a)™ < 2elea [T+ 27"
=1

i=1

d
() < (sup w60 TJ(1+a?)

xeRd i=1

15



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

te ocjenu
[e.9] oo
/ (14 2%)Pide < / (1+2%)Vde =,

—0o0 —0o0
uzastopnim potenciranjem i integriranjem lako dobivamo ocjenu ||<p]|p < (27)%plog. Ti-
me je pokazana inkluzija S C LP(RY), §tovise i neprekinuto ulaganje S < LP(RY).
Druga inkluzija Lp(Rd) C &' sada lako slijedi koristenjem Holderove nejednakosti
(v. Teorem 5):

(Vue LPRY)(Vg e S) | fulp x| < Julplloly < @0 lulplba

Dapace, u [BP] je pokazano da je Lp/(Rd) topoloski dual prostora LP(R?), za p € [1,00)¢
il/p+1/p' =(1,...,1) =1, gdje je
1 1

/ / /
P =\P1---5Pg)s _+_:17
(1 d) D; p;

pa iz gustoée S u Lpl(Rd) (koju ¢emo uskoro dokazati) i opée teorije transponiranih
operatora (v. [BC, str. 41-45]) slijedi da je LP(R?%) < &', p € (1,00]¢. To nam omo-
gucuje da zakljué¢imo da je u slucaju p € (1, oo}d za ogranic¢enost pseudodiferencijalnog
operatora na LP(R?) dovoljno provjeriti da

FC>0)(fe8) llal,D)fllp <Cllfllp-

Za dokaz gustoce trebat ¢e nam sljedete poopéenje poznatog teorema o konvergenciji
Lebesgueovog integrala:

Teorem 2. (o dominiranoj konvergenciji za LP(R?) prostore, p € [1,00)¢) Neka
je (fn) niz izmjerivih funkcija. Ako f, — f (ss), te ako postoji funkcija G € LP(R%)
takva da je | fn| < G (ss), zan € N, onda || fn — f|, — 0.
Dem. Dokaz provodimo matematickom indukcijom po broju varijabli. Za d = 1 tvrdnja
slijedi po klasiénom teoremu o dominiranoj konvergenciji iz ocjene | f, — f|P < (2G)P (ss).
Dokazimo sada da tvrdnja slijedi iz pretpostavke indukcije, tj. ako je istinita u dimenziji
d—1.

Oznac¢imo x = (21,...,24-1), tj. x = (X,z4), te analogno p = (p,pq). Takoder,
za izmjeriv E C RY ozna¢imo F,, = {x € R*!: (x,24) € E}. Prema Fubinijevom
teoremu (v. [AV], Teorem III.11) je

voIE:/ volEy, dxg,
R

pa mozemo zakljuciti da je

Vol =0 <= volE,, =0 (ss zq).

Konkretno,
(%) fn —> [ (ss) <= fu(,2q) — f(-,24) (ss), za skoro svaki xg,
(xx) |fnl S G (s8) <= |fn(,2q)| < G(-,2q) (s8), za skoro svaki xg.

16



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora

Prvo dokazujemo da za skoro svaki 24 postoji funkcija Hi (-, z4) € LP(R?1) takva da je

|fn(’xd)| < Hl('?‘rd) (SS)’

da bismo po pretpostavci indukcije mogli zakljuciti da
| fn — f”p — 0 (ss z4q).

Konaénost HHG(-,xd)Hf,H i pa < oo povlaci [|G(+,z4)||5 < oo (ss), pa moZemo uzeti
Pd

G(-,zq), akoje [|[G(-,zq)|l5 < oo,
Hy(-,mq) = {0, ako je |G (-, zq)

||f) = 0.

Sada Zelimo pokazati da postoji Hy € L'(R) takva da je

£ 2a) = f( 2l < Ha(zq) (s9),

da bi po klasi¢nom teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedilo

7= fllp = |1 = Al —>0.
Zbog () 1 (*x) slijedi

1 = fllp < [fnllp + [1fllp < 2G5 (ss),

tj. mozemo uzeti
Hy(xq) = 2P|G(-, zq) |2

Q.E.D.

Neka je sada p € [1,00)¢1 f € LP(RY). Nadalje, neka je x,, karakteristi¢na funkcija
kugle K[0,n]. Za dovoljno velik n prema prethodnom teoremu funkcija fx, po volji
aproksimira funkciju f u normi prostora LP(R?), tj. bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je supp f C K[0, n]. Poznato je da postoji niz jednostavnih funkcija (f,)
takav da je | fn| < |f| te da f,, — f (ss). Ponovnom primjenom Teorema 2 slijedi da su
funkcije g = >°1" arxg,, gdje su Ej ograniCeni, guste u LP(RY).

Sljedeéi korak je dokazati gustoéu C.(R?) u LP(R?). Zbog prethodno dokazanog
dovoljno je za omeden izmjeriv skup E aproksimirati yg. Zbog regularnosti Lebesgueove
mjere skup E mozemo aproksimirati otvorenim i kompaktnim skupovima. Toc¢nije, za
svaki n € N postoje kompaktan skup K,, C E i otvoren skup U, D F takvi da je
vol(Up\Ky) < 1/n. Pritom mozemo posti¢i da su svi razmatrani skupovi omedeni, da je
niz (K,) rastuéi, te niz (U, ) padajuci. Sada po Teoremu 2 za svaki £ > 0 mozemo izabrati
n € N takav da je ||XUn\Kn||p < e. Konac¢no, Urysohnova lema osigurava postojanje

funkcije f, € Co(R?) takve da je xx, < fn < Xv,,, pa slijedi
IxE — fall, < HXUn\Kan <E.

Posljednji korak, u kojem izgladivanjem konvolucijom dokazujemo da je Cgo(Rd)
(dakle i S) gust u LP(R%), oslanja se na sljedeéu tvrdnju:
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

Teorem 3. Za proizvoljini p € [1,00)¢ translacija je neprekinuta u LP normi, tj. za
f € LP(RY) iz € RY vrijedi

li — =0
yg% HTy—ka TZpr )

gdje je y f(x) = f(x —y).

Dem. Buduéi da je Ty4z = TyTz, moZemo zamjenom f s 7,f bez smanjenja opcenitosti
pretpostaviti da je z = 0. Pretpostavimo najprije da je f € C.(R%). Za |y| < 1 nosadi
funkcija 7y f sadrzani su u zajednickom kompaktnom skupu K, pa ako s K; oznacimo
projekciju skupa K na i-tu koordinatnu os, vrijedi

d
Iy f = flly < Iy f = Fllog [ (vol Ki)' /7 — 0 kad y — 0.
1=1

Posljednja konvergencija je zapravo dobro poznata ¢injenica o jednolikoj neprekinutosti
funkcije f.

Pretpostavimo sada da je f € LP(R?). Za ¢ > 0, prema ranije dokazanom postoji
g € C.(RY) takva da je ||g — fllp < /3, tako da je

2
Iy f = Fllp < M7y (f = 9)llp + lIryg = glly +llg = Fllp < 3¢+ ll7y9 = gl

a [|ryg — gll, < €/3 ako je |y| dovoljno malo.
Q.E.D.

Neka je u nastavku ¢ proizvoljna funkcija u C°(R?) takva da je Jrad(x)dx =11
neka je za t > 0

dr(x) =t 9o (t1x).

Mozemo npr. uzeti

1 _
¢<X>Z{Oe SR ako e x| < 1,

0, inace,

gdje konstantu C' biramo tako da je fRd o(x)dx = 1.
Kako je poznato da je g * ¢y € C(R?) za proizvoljnu g € C.(R?), to ée dokaz
gustoce biti zavrsen ako pokazemo da je

im g+ ¢y — gl = 0.

Za 'y = tz vrijedi
g+ n(x) — 90x) = [lg0x =)~ 96)on(y) dy
~ [tabx ~ t2) ~ gx)o(a) da
~ [(rag(x) = g(x))(2) 2

Primjenom Teorema 4 (slijedi u nastavku) za t = 1/n dobivamo

9% 010 = g, < [Iamg ol 6] 2
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora

Niz funkeija z — |[|7,/,9 —ng je jednoliko omeden s 2||g||,, a po tockama teZi pre-
ma nuli (Teorem 3), pa |lg* ¢1, — ng tezi prema nuli po Teoremu 2 (o dominiranoj
konvergenciji).

Navodimo na kraju i poopéenja Minkowskijeve nejednakosti za integrale i Holderove
nejednakosti, koja se lako dokazuju uzastopnom primjenom klasi¢nih nejednakosti, po

svakoj varijabli posebno, i koja zato zovemo istim imenima. Nalazimo in npr. u [BIN,
2.4, 2.12].

Teorem 4. (Minkowskijeva nejednakost za integrale) Za svaki p € [1,00]% i pro-
izvoljnu funkciju f € LP:L-D(RA+d2) yrijed;

H Rz fxy) dpr < /Rd2 1£C, ), dy
]d

Teorem 5. (Holderova nejednakost) Za svaki p € [1, 00

| /Rdf (x)g(x) dx| < [1/11,llglly

U [BP] dokazan je i sljedeci teorem, a mi ¢emo kasnije koristiti korolar koji slijedi.

i izmjerive f i g vrijedi

Teorem 6. Za svaki p € [1,00]¢ i izmjerivu f vrijedi

1/l = Sup

gdje je Sy jedinicna sfera u Lp/(Rd).

Korolar 2. Za svaki p € (1,00]? i proizvoljnu f € LP(R?) vrijedi

Ifllp=sup (/fng‘.

gGSp/ﬂS

Dem. Zbog Teorema 6 dovoljno je provjeriti da
(v € LP(RY)(Vg € Sy) (Ve > 0)(340 € Sy N S) ’/f(g —)dx| < =

étoviée, zbog Holderove nejednakosti dovoljno je dokazati da
(Vg eSpy)(Ve>0)(3g2 €Sy NS) lg— gng/ < 3e.

Neka je g € Sy proizvoljna. Zbog gustoce postoji g- € S takva da je ||g — gng/ < e.
Pokazimo da za

¢ = I ¢ Spy NS
HgEH

vrijedi ||g — gng, < 3e. Zbog nejednakosti trokuta slijedi

l-—e< ||g||p’ - ||g - gE“p’ < ||gf||p’ < ||g||p’ + ||g - gEHp’ <1 +€7
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pa je gg dobro definirana i vrijedi ocjena

ety = Do +0=gel| |, [lgelly — 1|l + llg — 1y

gl

p/
~

lg = g2lly =
19l

. 1
< < 3e, akOJe5<§.

— &

Q.E.D.

3. Glavni teorem

U ovom odjeljku s a(-, D) oznac¢ujemo pseudodiferencijalni operator reda nula te
kroz nekoliko lema dokazujemo sljedecu tvrdnju.

Teorem 7. Pseudodiferencijalni operatori reda nula ograni¢eni su na LP(R%), p €
(1,00)¢.

Glavna ideja je u kombiniranju Marcinkiewiczevog teorema interpolacije (koristimo
varijantu danu u Lemi 3) i Leme 5 koja nam omoguéuje pokrivanje punog raspona p €
(1, oo>d te iterativni dokaz Teorema 7. Prva lema je vazna klasi¢na tvrdnja o rastavu
sumabilne funkcije na dva dijela, od kojih je jedan ogranic¢en, a drugi je nosen na skupu
kona¢ne mjere. Dokaz je preuzet iz [So, Lemma 0.2.7].

Lema 1. (Calderén—Zygmund) Neka je f € LY(R?) i a > 0. Tada postoji rastav:

o0
F=9+) b (a)
k=1
gdje je
o0
gl + D Mokl <30 £l ()
k=1
|9(x)] < 2%a (ss), ()
i za odredene nepreklapajuce kocke Q) vrijedi:
b(x) =0 zax € Qp i /bk(X)dX:O, te (d)
o
> volQr < ! Iy ()
k=1

Dem. Podijelimo prvo RY na kocke od kojih svaka ima volumen veéi od a™ || f||;1. Ako
je, dakle, ) jedna od tih kocaka, vrijedi

léﬁwx<a (6)

(na lijevoj strani (6) dana je srednja vrijednost funkcije |f| na Q). Podijelimo nadalje
svaku kocku na 2¢ sukladnih nepreklapajuéih kocaka i s Q11, Q12, . . . oznaéimo one medu
njima za koje (6) vise ne vrijedi.
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Promotrimo sada sve kocke koje nisu u {Q1x : £ € N}. Svaka od njih zadovoljava
(6). Kao i ranije, dijelimo ih na 27 dijelova i s Qa1, @22, . .. oznacimo one dijelove za koje
ocjena (6) ne vrijedi. Nastavljajuci postupak dobivamo kocke @ te ih prenumeriramo
u niz (Q). Za svaku od njih vrijedi

avolQy < / |f| dx < / |f]dx < avol@Q = 2%avolQy.. (7)
Qk Q

Ozna¢imo E = |J;, Qj i definirajmo

f(x), akojex e RNE,
9(x) = { ka y)dy, ako jex € Qy,

_ ] f(x) —g(x), ako jex € Q,
b’“(x)_{o, ako X € Q. ’

Tvrdnje (a), (b) i (d) slijede direktno iz konstrukcije. Tvrdnja (e) i ocjena (c) za x € E
slijede uz pomo¢ (7). Konacno, ocjena (c¢) za x ¢ E slijedi prema Lebesgueovom teoremu
o diferenciranju, jer postoje proizvoljno male kocke koje sadrze x i na kojima je srednja
vrijednost |f| manja od a.

Q.E.D.
/A
X
X
----------- .
! -
Slika 1: Koordinate
Sada uvodimo oznake x = (x,x'), x = (21,...,2), X' = (Tp41,...,24), 0 < r <

d—1, te
LPP(RT) = L®PP R, | fllp = 1l p s B = (D112

U sluéaju r = 0 podrazumijevamo da je ||f(-,x')[| = [f )| 1 [[fll5,, = [If]lo-

Lema 2. Za svaku konstantu N > d postoji konstanta ¢ > 0 takva da za svaki p €
(1,00)" i svaku funkciju f koja zadovoljava sljedeée uvjete:

f e LP(RY), za nekip € (1,00),
supp f € R” x {x' : |x' — x}|oo <1}, za neke xj € R i t > 0,

/f(fia x')dx" =0 za svaki x,

vrijedi ocjena

/ la(, D)l dx’ < cll 1l

[/ —%{ |00 >Nt
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Slika 2: Disjunktnost nosaca funkcije i podruéja integracije

Dem. Za proizvoljni N > 1, koriste¢i Korolar 1, dvije linearne zamjene varijabli te
Minkowskijevu nejednakost za integrale, dobivamo

la(, D) fl|5 dx’

|x! =3} |00 >Nt

_ / H / /k(~,x', 3. X - Y)Y

|x’7x6\oo>Nt

= / H// X +x(, - —y, X —y') — k;(~,x'—|—x6,'—y,x’)>f(y,y'+x6) dydy’H_dx'
p

/_dX/
P

X,|oo>Nt
- / H// k<"XI+X6’~‘77X’—Y’>—k(.,x’+x6,y,x'))f(-—y,y’+x6> |
|X,|oo>Nt

/ //H(MWX,JFXG%X’—Y’) — k(- x'+ xé,y,x’))f(. —y.y'+ X6)deYdy’ dx’
|X/‘00>Nt
=1.

Nadalje, koriste¢i Teorem 1 i teorem o srednjoj vrijednosti, za |x'|oc > Nt 1 |y'|oo < ¢
imamo ocjenu

k(x,x" +x0,7,x" —y) — kX x' +x0,¥,%)| = |[Vyk(x,x +x0,5,x —9y) - y|
< Oy, x" = 9y) "y |
< Cl(y,x" —vy")| "1,

za neke konstante ¥ € (0,1) i C' > 0, pa zbog pretpostavke na nosa¢ funkcije f mozemo
nastaviti ocjenu

r<ce [ [ oK ==y s dydy i
|x/|cc >Nt |y’ |co<t

—cr [ [ e oY )l dy iy
|x/|co >Nt |y |co<t

= Ct / /(¥ +x0)] / /y,x —9y")| " dy ax' dy’.

Iy lsost |x'|oo>Nt
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Dakle, za zavrsetak dokaza potrebno je provjeriti da je

II=t / /y,x —9y")|" L dy dx’

ograni¢eno na |y’|o, < t, za proizvoljni N > d. Ra¢unamo

d—d—lﬂgt/ /(|y|1+]x'—19y'|1)_d_1dydx’

|x/|>Nt
<t / /<|y|1 LK — [y 4 dy dx
|x/|>Nt

/ /<|y|1 X — di) 4 dy dx

|x/|>Nt
/ /<|y|1+|x’|1—drd—ldydx',
|x/|>N

gdje smo u zadnjem koraku koristili linearnu zamjenu varijabli. Oznac¢imo sada z =
(y,x’), pa prijelazom na polarne koordinate slijedi

d=91r < / (|21 —d)" ' dz
|z|>N

< / (12 — d)~"' dz
|z|>N
= U(Sd_l)/ (r—d)~ 4 1rd=t gy
N

o0
= O'(Sd_l)/ r_d_l(r + al)d_1 dr
N—d
o0
= a(sdl)/ (r?+dd—1r 2+ 4d N dr < oo,
N—d

gdje je o(S%1) oplogje jedini¢ne sfere u RY, ¢ime je dokaz zavrien.
Q.E.D.

U nastavku éemo koristiti prostor X = (] LP(RY), te funkciju distribucije
pe(L,00]?
izmjerive funkcije f:

Ap(@) = A(f; @) = vol{x € R?: | f(x)| > a}.

Lako se dokazuju (v. [F, str. 197]) sljedeca svojstva te funkcije:
) Ar je nerastuca i neprekinuta zdesna.
) Ako je || < |gl, onda je Ay < A,
) Ako |ful 7 If], ondai Ay, /Ay,
) Ako je f = g+ h, onda vrijedi /\(f a) < Mg; §) + A(h; §).
Koristedi svojstvo (d), dokazujemo sljede¢u lemu.

(

(a
(b
X
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Lema 3. Pretpostavimo da za neki p € (1,00)" i neki ¢ € (1,00) postoje konstante
c1,¢q > 0 takve da za svaki o > 0 i proizvoljni f € X vrijedi:

Mlla(, D) fllps ) < cra™ || £ll, 1.
Alla(-, D) fllg; @) < cqa™ I fIIE

Tada za svaki p € (1,q) postoji ¢, > 0 takva da je (za svaki f € S)

la(-, D)

p.p < &l fllp,p-

Dem. Dokaz ove leme analogan je dokazu Marcinkiewiczevog teorema interpolacije. U
dokazu koristimo formulu slojevitog kolaca

o0
/ |g<x>|pdx:p/ o\ (gs ) da,
R4 0

koja vrijedi za 0 < p < oo. Dokaz te formule moze se na na¢i u [F, str. 197-198].
Takoder koristimo rastav f = f1 + f2, gdje su

Py = {100, abo kel > &

0, inace,
0, akoje[[f(-,x)lz > %,
f(x,x'), inace.

fo(x,x') = {

Neka je sada f € S proizvoljna. Buduéi da je S C X, ocito je da funkcije f1 i fo
pripadaju skupu X, pa ¢emo na njih moc¢i primijeniti pretpostavke ove leme. Slijedi

Ja(-. D)
— [, @D ax
Rd—T

oo

. / o \(|(a(, D) F)(-, %)l @) da

0
o0 (o]
_ (8]
<p [ @A (el DI X i) da [ @ Al DY) Xgi 5 ) de
0 0
o0 0
< p/ 04p_101204_1|\f1!|p,1d04+29/ P leg29a” | fo§ , da
0 0
o0
/ap 2/ 113 ' da+ 21pcy [ 0770 [ o) [ da
0 Rda—"
o0
:2pc1/ap2 ||f(~,x)dex'da+2qpcq/ap1q / 1£C %)% dx’ da
0 1FCxDp>% 0 IfCxDp<s
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20 £(x)lp 0o
= 2pcy / Hf(‘,X')H13 / a2 docdx’ + 29pc, / Hf(-,x’)H% / P17 do dx’
d—r 0 Rd-T 217 ¢x)p
() 5 24 (x5
= 2pcy / f, x4 P ax' + 29pc / f, x| L
d 7Gx P ¢ | I p—

tj.
la(-, D)

Korjenovanjem slijedi tvrdnja.

2Ppey )
fp
L= (2% + 220 )

Q.E.D.

Lema 4. Ako za neki p € (1,00)" i neki q € (1,00) postoji konstanta cq; > 0 takva da
za svaki o > 0 i proizvoljni f € LP¢9(R%) vrijedi

AlllaC; D) fllp; @) < cqar b0 (8)

onda za svaki p € (1,q) postoji ¢, > 0 takva da je (za svaki f € S)

H&<7D)f”f),p < CprHf),p'

Dem. Fiksirajmo o > 0i f € X. Neka su J; nepreklapajuce kocke koje prema Lemi 1
odreduje sumabilna funkcija || f(-,x)||; i definirajmo rastav

[e.9]
f=g+h=g+) hy
k=1

gdje su
- f(x,x'), ako je x’ € R\ U Qr,
:FQI@ f(f(, y/) dy/a ako je x' € Qkﬁ
X

_ x,x') —g(x,x'), akojex' € Qy,
hi(%,x") = { g( akg) X/gé Qk-) ) O

Po definiciji i Minkowskijevoj nejednakosti za integrale slijedi

/ Hf('?X/)Hf)v ako je x' € Rd_r\ Uk Qka
||g('>X)||f) < 3[ ”f( /)H v’ ko i /
Ok Y p Yy, akojex € ka

pa po Lemi 1 i njenom dokazu dobivamo
”9('77(/)”;3 < 2%, za skoro svaki x'.
L < g1 TR, < 2015, 1

g € LPYRYH N LP>(RY) C LP9(RY),

Takoder lako slijedi
Posebno je

pa ¢emo na g mo¢i primijeniti ocjenu (8).
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Buduéi da je f € X C L2(RY), te

||g><Qk||L2—//]f F.5') | xo, () dax

< g () 1769 d') va 0
- VOfQ ( / 56y ay')

S voIQ

to slijedi da je i by, € L2(RY), a otito je da hy, zadovoljava i ostale pretpostavke Leme 2.
Zbog Leme 3 i ocjene

AlllaC D) fllp; @) = Allla(-, D)g + a(-, D)hl|5; @)
< Allla(, D)gllp; @/2) + Alla(-, D)hll5; /2),

dovoljno je dokazati postojanje konstanti ¢}, ¢} > 0, neovisnih o a1 f, takvih da je

Allla(- D)gll; @/2)
Allla(-, D)bllg; «/2)

ha Ifllp, 1o

<
< oY fllp,1-

Po pretpostavci (8) i svojstvima funkcije g slijedi

Allla(-, D)glig /2) < 2% lgllg <0q2q&q/(2d04)q1|!g(-,X’)\|de'

= 0104 1H9Hp, 0104

Time je dokazana prva ocjena. Nadalje je

‘th‘ Z |hye| = |B] < |f] +|g] € LP9(RY),

k=1

pa prema Teoremu 2 zakljucujemo da Zszl hj, — h u normi prostora LP9(R%).
Zbog toga i pretpostavke leme ||la(-, D)h — af(-, D)(Z,ﬁil hi)|l; — 0 u mjeri, dakle
skoro svuda na podnizu. Radi jednostavnosti oznac¢imo taj podniz kao i polazni niz. Zbog

ocjene
K
a(-. D)h = a(- D)(Y_ )| +Z la D)l
k=1

na limesu za skoro svaki x’ dobivamo

la(-, D)h[lp <

o0

I(a(, DAY (-, Xl < D llal, DY) (X)) - (9)

k=1

Ako je IntQp = {x' : |x' — x{|o0 < t}, oznatimo Q) = {x' : [x' — x{|oc < Nt}, gdje je
N > d proizvoljan (kao u Lemi 2). Oznac¢imo takoder £ = |J, Qr i F = |J;, Q. Prema
(9) i Lemi 2 dobivamo
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a Yh|5 dx’ < / a(-, D)hy||5 dx’
Jo o DI Z e Dbl
< Z g, oDl

dr\k

p, 1’

< cZ 1hllp,, = cllhl
k=1

dok je prema Markovljevoj nejednakosti

Ala(, D)hll; a/2) < voIF—|—2a/ la-, DAl dx’
RdiT\F
< NETvolE + 200¢_1||h||f)71

Bududi da je ||h][5 1 < 2[[fllp,1, 1 (po Lemi 1(e))

o0
VolE = Zvole < Oé_IHpr,p
k=1

zakljucujemo da je

Mlla(-, D)hllg; /2) < fa™||f]

p, L’
za ¢ = N7 + 4c.
Q.E.D.

Lema 5. Ako za neki p € (1,00)" i neki ¢ € (1,00) postoji ¢, > 0 takva da za svaki

f €8 vrijedi
laC D) fllp,q < call flip, ¢
onda za svaki p € (1,00) postoji ¢, > 0 takva da je (za svaki f € S)

la, D) fllp,p < coll Fllp, p-

Dem. Pretpostavka ove leme je zapravo zadovoljena za proizvoljnu funkciju f € LP: q(Rd).
Buduc¢i da po Markovljevoj nejednakosti imamo

Alla(, D) fllg; @) < a™ (-, D)

po Lemi 4 slijedi tvrdnja za p < q.

Tvrdnju za p > ¢ dobivamo prelaskom na adjungirani operator a*(-, D), koji je
takoder pseudodiferencijalni operator reda nula, koriste¢i pritom Teorem 5 i Korolar 2 iz
prethodnog odjeljka. Neka je p’ konjugirani eksponent p, tj. 1/p + 1/p’ = 1. Tada je (za
proizvoljne ¢, 1) € S)

{0, a” (-, D)P)| = [(a )|

/ )t dx]

< laCs D)ellp, o[[¥llp, o <

o fII5, ¢

P, q p’,q"
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pa uzimanjem supremuma po ¢ € Sp , NS slijedi
la™ (s D)y, o < call¥llpr, g

te prema ve¢ dokazanom za p’ < ¢/ postoji ¢, > 0 takva da je (za svaki ¢ € S)
la* (s D)llgr < cpll Ml -

Sada (opet za proizvoljne p, 1) € §) imamo

[{a(, D)o, )| = [, a” (-, D)¢)]|

‘/cpa DY dx

< llellp, plla™(- D)l < cplle]

llp,

p,p
pa uzimanjem supremuma po ¢ € S,y NS slijedi
la(, D)ells,p < cpllellp, p

gdje p’ < ¢ povlaci p > ¢, ¢ime je tvrdnja dokazana.

Q.E.D.

Dem. (Teorema 7) Veé smo vidjeli da je dovoljno provjeriti da vrijedi
FC>0feS) lal,D)fll, <Clfllp (10)
Poznato je da ta tvrdnja vrijedi za p = (p1,p1,-..,p1) (klasiéni slucaj), pa primje-
nom Leme 5 dobivamo da vrijedi i za p = (p1, p2, - .., p2). Ponovnom primjenom Leme 5
dobivamo da tvrdnja onda vrijediiza p = (p1,p2,ps, ..., p3). | tako dalje, tj. uzastopnom

primjenom Leme 5 dobivamo nakon d — 1 koraka ocjenu (10).

Q.E.D.
Napomena. Tvrdnja Teorema 7 vrijedi i za operatore sa simbolima iz klase S? 5

0 < 60 < 1 koji zadovoljavaju ocjenu
(vx €RY) (V€ €RY) [0ad’a(x.£)| < Cap™ PITI(e).

Naime, tvrdnju Teorema 1 koristili smo samo za a = 0, a u tom se slucaju tvrdnja tog
teorema, s identi¢nim dokazom, moze prosiriti na upravo spomenutu klasu S? s5- Klasicni
b)

rezultat ograni¢enosti na LP(R?) operatora sa simbolima iz te klase moZe se pronaéi u
[T, str. 271], odnosno [KuN].

[ |
4. Primjena na Soboljevljeve prostore

U [St, str. 251-252] 1 [W, str. 90-97| prikazane su opée metode prenosenja rezultata
ogranicenosti pseudodiferencijalnih operatora s Lebesgueovih na Soboljevljeve prostore.
Zato ¢emo ovdje samo definirati Soboljevljeve prostore s mjesovitom normom, iskazati
nas rezultat i skicirati dokaz.

Za s € Rip € [1,00]¢ definiramo Soboljevljev prostor H*P(R?) svih temperiranih
distribucija f za koje je

X (D)f € LP(RY),
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gdje je X\*(D) pseudodiferencijalni operator pridruzen simbolu \*(€) = (1 + 4n2|€|?)/2,
a norma je dana s || fllgsp = [[A*(D)f][,.
Za s = k € Ny postoji mnogo intuitivnija, a ekvivalentna definicija. Definiramo

WFP(RY) = {f : 9%f € LP(RY), 0 < |a| < k}.

Norma na W*P(R?) dana je s

1 lwee = Y 19%f1p.

o<k

Za k € Ny je WEP(R?) = HFP(RY), s ekvivalentnim normama. Ta ekvivalencija slijedi
iz Teorema 8 (koji slijedi u nastavku) kako je to u klasi¢nom slucaju pokazano u [St,
str. 252].
Neposredno iz definicije lako slijedi (v. [W, str. 90-91]):
(a) A(D)X(D) = AT(D).
(b) H*P(R?) je uz danu normu Banachov prostor.
(¢) A*(D) je izometrija s H"P(RY) na H!~5P(RY).
Konaé¢no, vrijedi sljedeci
Teorem 8. Neka je a(-, D) pseudodiferencijalni operator reda m € R. Za p € (1,00)¢
je a(-, D) ograni¢en kao operator s H*P(R4) u H*~™P(R%).

Dem. Bududéi da je za svaki s € R operator A*(D) reda s, dok se komponiranjem opera-
tora njihov red zbraja (v. [SR, Teorem 2.7, 3.2], [W, Teorem 6.1]), slijedi da je operator

A" (D)a(-, D)A(D)

reda nula, pa je po Teoremu 7 ograni¢en na Lp(Rd).
Tvrdnja teorema sada slijedi iz ¢injenice da je A\*(D) izometricki operator s HP(R?)
u LP(RY), za svaki s € R.
Q.E.D.

Teorem 7 mozemo iskoristiti i da dokazemo da su Soboljevljevi prostori opadajuci
po s:

Teorem 9. Zap € (1,00)% i s <t je HWP(RY) C H*P(RY), te

(3C>0) |flger < ClSflgre. | € HPRY).

Dem. Koristimo ¢injenicu da je A¥~%(D) reda s—t < 0, pa po definiciji i Teoremu 7 slijedi

1 llgsp = X (D)l = AT (D)IN(D) I,
< CIN D) fllp = Cllf e

Q.E.D.
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Na kraju primijetimo da se i gustoéa Schwartzovog prostora lako prenosi s LP(R?)
na HSP(RY).

Neka je f € H¥P(RY), p € [1,00)¢. Tada je, po definiciji, \*(D)f € LP(R?)
pa postoji niz (p,) u S takav da ¢, — A*(D)f u normi prostora LP(R?). Budu¢i da
pseudodiferencijalni operatori preslikavaju Schwartzov prostor u samog sebe, to slijedi da
jei

Un = A"(D)pn €S,

pa ponovo po definiciji prostora HSP(RY) slijedi
[0 = fllgse = IA(D)n = (D) fllp = llon = A(D) fll, — 0,

¢ime je gustoéa S u H¥P(RY), p € [1, 00)¢ dokazana.

5. Primjena na elipticke operatore

Iz Teorema 8 je jasno da za m > 0 operator reda m opcenito nije ogranic¢en na
LP(RY) (npr. diferencijalni operator nije ograni¢en na LP(R?)). U ovom odjeljku do-
kazat ¢emo da je za posebnu klasu eliptickih operatora, koja se ¢esto pojavljuje u pri-
mjenama, restrikcija takvog operatora na H™P(RY) zatvorena u normi prostora LP(R?).
Dokazujemo i druga lijepa svojstva tog zatvorenoga operatora.

Takoder dokazujemo globalni rezultat regularnosti rjeSenja eliptickih parcijalnih di-
ferencijalnih jednadzbi na Lebesgueovim prostorima s mjesovitom normom, a druge pri-
mjene (npr. na evolucijske jednadzbe) oc¢ekuju se prouc¢avanjem operatora s manje glatkim
simbolima, sto je plan za budué¢nost.

KazZemo da je simbol a € ST, elipticki ako postoje pozitivne konstante C' i R za
koje vrijedi ’

la(x, §)] = C(1 + €)™, [€] =R, (11)

sto je ekvivalentno s

la(x,8)[ =2 CA™(£), [&] = R,
gdje je, podsjecamo, A\(&) = /1 + 4m2|€]2.

Naravno, pseudodiferencijalni operator a(-, D) je elipticki ako je njegov simbol eli-
pticki, a temeljno svojstvo takvih operatora je postojanje pribliznog inverza, poznatijeg
u literaturi pod imenom parametrica, $to je sadrzaj sljedeteg teorema (v. [W, Teorem
8.1]).

Teorem 10. Neka je a(-, D) elipticki pseudodiferencijalni operator reda m. Tada postoji
pseudodiferencijalni operator b(-, D) reda —m, te izgladujuci operatori R i S sa simbolima
uSig = S]f,o takvi da je

keR

b(-,D)a(-,D) =T + R
a(-, DYb(-,D) = I + S,

gdje je I jedini¢ni operator.

30



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora

Ponovimo sada osnovne rezultate iz teorije neomedenih zatvorenih operatora. Neka
su X i Y kompleksni Banachovi prostori i promatramo operatore koji preslikavaju gust
potprostor prostora X u prostor Y. Pritom s D(A) oznacavamo domenu operatora A i
kazemo da je takav operator zatvoren ako je njegov graf zatvoren, tj. ekvivalentno, ako
za svaki niz (z,) u D(A) koji konvergira prema z u X i za koji Azx,, — y u'Y vrijedi da
jex € D(A) 1 Ax = y.

Takoder kazemo da je operator A zatvoriv ako za svaki niz (x,) u D(A) koji konvergi-
ra prema 0 u X i za koji Az,, — y uY vrijedi da je iy = 0.

Lako se pokazuje (v. [W, 11.4]) da linearan operator ima zatvoreno prosirenje ako i
samo ako je zatvoriv, a jedno takvo (minimalno) prosirenje definira se na isti nac¢in kao
i operator ag(-, D) u nastavku.

Sada definiramo tri operatora koja su medusobno usko povezana (v. Teorem 11 u
nastavku) i tako detaljno opisujemo svojstva promatranog zatvorenog operatora. Za pse-
udodiferencijalni operator a(-, D) : &' — &' sa simbolom a € S1lp definirajmo operator
ap(-, D) iz LP(RY) u LP(RY), s domenom D(ag(-, D)) koja se sastoji od svih funkcija
u € LP(R?) za koje postoje niz (¢,) u S i vy € LP(R?) takvi da

lon = ully — 0

la(-, D)en — voll, — 0.
Za u € D(ag(-, D)) definiramo ag(-, D)u := vp.

Nadalje, definirajmo operator a1 (-, D) iz LP(R%) u LP(R%), s domenom D(ay(-, D))
koja se sastoji od svih funkcija u € LP(R%) za koje postoji v; € LP(RY) tako da vrijedi
Ve eS)  (ua™( D)) = (v1,9),

gdje je
() = | faax
R4

Za u € D(ai(-, D)) definiramo a; (-, D)u := v1. Iz same definicije je jasno da se a1 (-, D)u
i a(-, D)u podudaraju u smislu distribucija, a preciznu vezu izmedu upravo definiranih
operatora dokazujemo u Teoremu 11.

Konaéno, definirajmo operator a'(-, D) iz Lp/(Rd) u Lp/(Rd), s domenom D(a!(-, D))
koja se sastoji od svih funkcija u € Lp/(Rd) za koje postoji vy € Lp/(Rd) tako da vrijedi
(Vo e LP(RY) a(D)p e LP(RY) = (u,a(-, D)p) = (vt ).

Za u € D(a'(-, D)) definiramo a’(-, D)u := v;.

Lako se vidi da su sve definicije dobre, da je S C D(a'(-, D)) i da je a'(-, D) =
a*(-,D) na S.

Nas prvi rezultat je

Teorem 11. Neka je a(-, D) elipticki pseudodiferencijalni operator reda m > 0. Tada

je:
(a) ao(-, D) = ayi(-, D), s domenom H™P(R?).
(b) ao(-, D) je zatvoren na LP(R%) i podudara se s a(-, D) na H™P(R?).
(c) ao(+, D) je maksimalno zatvoreno prosirenje operatora a(-, D) : S — S takvo da je
i

S € D(ay(+, D)).
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Dem.
(a) Kljuéni korak u dokazu je nejednakost

Cillullgme < llaC, D)ully + [lull, < Collullgme, u € H™P(RY), (12)

koja vrijedi za neke pozitivne konstante Cy, Cs.
Desna nejednakost slijedi iz Teorema 8 i Teorema 9, a lijeva slijedi iz Teorema 8 i
jednakosti
u="0(-,D)a(-, D)u — Ru,

koja po Teoremu 10 vrijedi za neki operator b(-, D) reda —m i izgladujuéi operator R.

Sada redom dokazujemo da je ai(-, D) prosirenje ao(-, D), da je D(ap(-,D)) =
H™P(RY), te da je D(ay(-, D)) € H™P(RY).

Neka je u € D(ag(-, D)), ao(-, D)u = f i (¢n) niz iz definicije operatora ag(-, D). Za
svaki ¢ € § je

<90n7 a*('7 D)W = <CL(', D)me w>7
odakle na limesu slijedi
<u7 a*(-, D)¢> = <f’ 1/}>7

¢ime je dokazano da je u € D(ay(-, D)) i a1(-, D)u = f.
Neka je sada u € H™P(RY). Zbog gustoce, postoji niz (¢,) u S takav da

lon — wllgmpe — 0.

Po desnoj nejednakosti u (12) su nizovi (a(-, D)¢y) i (¢,) Cauchyjevi u LP(R?) pa postoje
u, f € LP(RY) takve da
lon = ully — 0

la(-, D)en = fll, — 0,

sto upravo znaéi da je u € D(ag(+, D)) i ap(-, D)u = f.

S druge strane, ako je u € D(ag(-, D)) i (¢n) niz iz definicije operatora ag(-, D),
nizovi (a(-, D)@yn) i (¢n) su Cauchyjevi u LP(R?), pa je po lijevoj nejednakosti u (12)
(¢n) Cauchyjev i u H™P(RY), tj. zbog potpunosti postoji v € H™P(R?) takva da

len —vllgme — 0.

Po Teoremu 9 je i
HSOTL - va — 07

odakle zbog jedinstvenosti limesa slijedi v = v i u € H™P(RY).
Konaé¢no, neka je u € D(ai(-, D)) i

u="0(-,D)a(-, D)u — Ru

rastav dan Teoremom 10. Iz same definicije operatora a1 (-, D) je jasno da je a1 (-, D)u €
LP(R%), da se ai(-,D)u i a(-, D)u podudaraju u smislu distribucija, pa je i a(-, D)u €
LP(R%).

Prema Teoremu 8 je sada b(-, D)a(-, D)u € H™P(R?) i Ru € H™P(R?), &ime je
dokazano da je i u € H™P(R?).
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(b) Zbog prethodno dokazanog dovoljno je dokazati da je a(-, D), kao operator iz LP(R%)
u LP(R%) s domenom S, zatvoriv.
Neka je dakle (p5,) niz u S takav da

lenllp —0

la(-, D)gn — fll, — 0.
Iz jednakosti
(a(-, D)pn, ) = (o, a”(-, D)), v €S
na limesu dobivamo (f, 1) = 0, za svaki ¢ € S, pa zbog gustoée S u LP(R?) slijedi f = 0.

(c) Inkluzija je oc¢ita. Dokazimo maksimalnost.

Neka je az(-, D) proizvoljno zatvoreno prosirenje operatora a(-, D) : § — S takvo
daje S C D(db(-, D)). Tada je takoder a'(-, D) progirenje ab(-, D). Tvrdimo da je ag(-, D)
prosirenje aa(-, D).

Neka je dakle u € D(ag(-, D)). Za svaki ¢ € S po definiciji ab(-, D) je

<¢7 a2<'7 D)“) = <6L5(-, DW, u>a
sto zapravo znaci
<w’ a2('7 D)u> = <at('> D)w>u> = <a*('7 D)Tb,U)

To pak znadi da je v € D(ai(-,D)) = D(aog(,D)) i a1(-,D)u = ap(-,D)u =
az(+, D)u.

Q.E.D.
U nastavku promatramo linearne parcijalne diferencijalne operatore
P(,D)= Y aa()D%,  aq € CX(RY),
lal<m
koji za neki xg € R% i svaki x, £ € R? dodatno zadovoljavaju uvjete:
(VB eNd) sup |DPan(x)| < oo, |af <m, (13)
xeR4
BC>0) | Y aalx0)®| > Cule™, (14)
|a|=m
(3C2>0) | Y (aa(x) - aa(x0))€?| < Calg|™, (15)

|a|=m

gdje je Cy < (.
Klasi¢an je i elementaran rezultat (v. [W, Lema 13.3]) da takvi operatori zado-
voljavaju (11), tj. pripadaju klasi eliptickih pseudodiferencijalnih operatora reda m, sa

simbolom
P(x,€) = Z aq (X)€Y,

la|<m

Nas drugi rezultat je sljedeci teorem o regularnosti rjesenja linearnih diferencijalnih
jednadzbi. Tvrdnja ocito vrijedi i za sve elipticke pseudodiferencijalne operatore.
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Teorem 12. Neka je P(-, D) linearan diferencijalni operator reda m koji zadovoljava
(13), (14) i (15). Ako je u € H¥P(RY), P(-,D)u = f i f € H*P(RY), onda je zapravo
u € H¥P™P(RY).

Dem. Buduéi da je P(-, D) elipticki pseudodiferencijalni operator reda m, prema Teoremu
10 postoje operator Q(-, D) reda —m i izgladujuéi operator R takvi da je

Q(,D)P(-,D) =1+ R. (16)

Primijenimo li (16) na u dobivamo u = Q(-, D)f — Ru. Bududi da je f € H*P(RY), a
Q(-, D) reda —m, prema Teoremu 8 slijedi da je Q(-, D)f € H*T™P(R?), a ocito je iz
istih razloga i Ru € H5+m’p(Rd), ¢ime je tvrdnja dokazana.

Q.E.D.

6. Usporedba s poznatim rezultatima

U literaturi smo pronasli vrlo malo rezultata vezanih uz prostore s mjesovitom nor-
mom. Rezultat najbliskiji naSem proucavanju nalazimo u radu Tuomasa Hytonena i
Pierrea Portala [HP, Teorem 17]. Oni su dokazali da su pseudodiferencijalni operatori
pridruzeni R-Yamazakijevim simbolima ograni¢eni na LP(R?), Stovise na LP(R%; X) za
X iz odgovarajuée klase Banachovih prostora, p € (1,00)¢.

Preciznije, Hytonen i Portal su promatrali rastav prostora
RY=R% x ... x R

i razvili teoriju kojom dokazuju ograni¢enost spomenutih pseudodiferencijalnih operatora
na prostorima koji su za p := (p1,...,pn) dani sljedeéom induktivnom definicijom

LT’(Rd;X) — LPN(RdN;L(ply-uaprl)(Rdl X e X Rdel;X)).

U nasim ranijim oznakama, za X = C radi se zapravo o prostoru

LP1os P PN PN) (R,

gdje p; uzimamo d; puta, i =1,..., N.

Da bismo time pokrili sve Lebesgueove prostore s mjesovitom normom mora nuzno
biti N =didy =dy =---=dy =1 pa u nastavku promatramo samo taj slucaj i slucaj
X =C.

Da bismo definirali R-Yamazakijeve simbole (u sluc¢aju koji nas zanima), moramo
najprije uvesti odgovarajucu terminologiju. S A% definiramo operator diferencije prvog
reda:

A%f(X) = f(l'l, e ,fL’j_l,I'j - h,l‘j+1’ e ,Id) - f(x)7
asJ={j,...,j} oznacavamo proizvoljni podskup skupa {1,...,d}.
Kazemo da je skup funkcija {w; € C(RH)VI;R*): J C {1,...,d}} modul nepre-
kinutosti ako su zadovoljena sljedeca tri uvjeta:
(i) Za svaki J C{1,...,d}, wy je rastuca i konkavna po svakoj varijabli posebno;
(ii) Za svaki J C {1,...,d}, wy je invarijantna na permutaciju varijabli;
(iti) Za svaki Jy C Jo C {1,...,d}, vrijedi nejednakost 2/7tlwy, (t,t") < 22lw;, (t) za
proizvoljne t € (Rl i t/ e (RH)I2I=1/1,
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Kona¢no, kazemo da je funkcija a : R¢ x RY — C R-Yamazakijev simbol ako
postoje modul neprekinutosti (wy) jc (1,...dy 1 realna konstanta C' takvi da je

2
(a) Iy a7 4 e
)17ty

(b) (VJC{L,....d)(Vie{l,....d)(Vke{0,...,d+1})(Vx,y,& € R
A A Oa(x, )] < Coogllyl, - g, DO+ )

Za klasi¢ni simbol a € S(l) o, koristec¢i Lagrangeev teorem srednje vrijednosti, dobi-
vamo ocjenu

AdL AP O alx, €)] < Oy -l (1 + 1ED T,

Yi1 Y|
pa je jedini o¢iti nac¢in kako zadovoljiti (b), prona¢i modul neprekinutosti (wy) takav da
je
wylte, ...t ) = Cltr-- -ty
za neku konstantu C” > 0. No o¢ito je nemoguée istovremeno zadovoljiti taj uvjet i uvjet
(i), jer bi tada slijedilo
C”tl .. 't|J1|t|J1H—1 e t|J2| g ng<t17 e ,t|J2‘) g 2|J2‘*|J1‘le (th e ,t|J1|)7
t].
2|J2‘_|J1‘LUJ1 (t1,... ,t|J1|)

tl"'t‘,]ﬂ

CMtppea =) < :
sto je ocita kontradikcija (desna strana ne ovisi o varijablama na lijevoj strani), osim ako
nekako ne ogranicimo lijevu stranu. To mozemo npr. uciniti zahtjevom da simbol a ima
kompaktan nosa¢ po x, pa tada mozemo i y birati samo iz kompaktnog skupa, i tada
mozemo uzeti

wy(ty,... ,tu‘) =ol/I=1 min(ty, . .. ,t|J|).

S druge strane, AL A]y‘j?‘lg‘ﬁga(x, &) je konac¢na linearna kombinacija (s koefici-

Y51
jentima jednakima 1 ili —1) brojeva oblika 83 a(z, &) (za fiksni £ i 27! raznih z-ova), pa
iz toga slijedi ocjena

Ay O alx,€)] < O+ (€))7,

Yy

te je sada jedini o¢iti nacin kako zadovoljiti (b), prona¢i modul neprekinutosti (wy) takav
da je B
wylts,... ty) = C,

za neku konstantu C' > 0. To je pak kontradikcija s uvjetom (a), jer je

1
1
/ —dt = 0.
0 1

Mozemo zakljuciti da su R-Yamazakijevi simboli lokalni, dok je nas rezultat omedenost
za globalne simbole, i da veza medu promatranim simbolima nije ocita.
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera
1. Definicija

H-mjere opisuju specificna svojstva slabo konvergentnih nizova u LQ(Rd). Kazemo
da niz (u,) u L?(RY) konvergira slabo prema u € L2(R?) i pisemo u,, — u ako

(VvELz(Rd)) (up | v)=(u|v).

H-mjere su kompleksne Radonove mjere koje se na danom lokalno kompaktnom Ha-
usdorffovom topoloskom prostoru X mogu poistovjetiti s neprekinutim linearnim funkcio-
nalima na Co(X), tj. s elementima prostora (Co(X))". Prostor Co(X) je zatvara¢ prostora
Ce(X) u L*™®(X) i za lokalno kompaktan Hausdorffov topoloski prostor X moze se ka-
rakterizirati kao prostor neprekinutih funkcija koje teze k nuli u beskonacnosti, tj. takvih
f € C(X) da je zasvakie >0

{xe X |f(x)|>¢}

kompaktan.
H-mjere uveli su neovisno Luc Tartar [Tal] i Patrick Gérard [G] pocetkom 90-tih
godina dvadesetog stoljec¢a i njihovo postojanje definirano je sljede¢im teoremom.

Teorem 1. Ako je (u,) niz u L2(R%; C") takav da u, — 0, onda postoje podniz (u,) i
pozitivno definitna kompleksna matricna Radonova mjera pu = {u* }; j—1,.. , na Rx 541
takvi da za proizvoljne @1, o2 € Co(R%), ¢ € C(S4 1), ted,j = 1,...,r vrijedi:

Jim [ Grut) () Ay (oo, ) () dx = ( (o17) B 0) 1)
[ e nBE dn x.6).
Rdx gd—1
gdje je F(Ayv)(€) = () Fu(€). .

Kompleksna matricna Radonova mjera {,uij }izjzlv'“77‘ definirana prethodnim teore-
mom zove se H-mjera pridruZzena podnizu (u,) € L*(R%; C").

H-mjere opisuju odstupanje niza (u,) € L2(R% C") od jake konvergencije. Pojasni-
mo to na primjeru jednodimenzionalnog niza (r = 1). Primijetimo najprije da primjenom
Plancherelovog teorema lijevu stranu formule (1) mozemo zapisati u obliku

lim | GGty dE, (2)
n'—oo JRd

gdje je W(&) = Fu(§) = Jga u(x)e™2™*€ dx Fourierova pretvorba funkcije u. Sada nije
tesko vidjeti da je za niz (u,) koji jako konvergira u L? odgovaraju¢a H-mjera trivijalna.

Obratno, ako je H-mjera trivijalna, onda u,, — 0 u L%OC(Rd).

Dokaz Teorema 1 oslanja se na sljede¢u lemu (v. [Tal, Lema 1.7]).

Lema 1. (prva komutacijska lema) Neka su a € C(S%!) ib € Co(R?). Neka su na-
dalje A Fourierov mnozitelj sa simbolom a te B operator mnozenja definirani formulama:

F(Au)(©) = o) Fu(®) (ss € € R (3
Bu(x) = b(x)u(x) (ss x € R%). (4)
Tada je C' = AB — BA kompaktan operator s L>(R%) u L2(R%).
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Dem. Primijetimo da je operator C' ograni¢en na L%(R%) i da njegova norma zadovoljava

11 < 281210 |a(§)]sup [b(x)].

Funkciju a moZemo jednoliko aproksimirati nizom funkcija a,, € C'(S%1). Nadalje,
funkeiju b mozemo jednoliko aproksimirati nizom funkcija f, € S(R?), te zatim u L'
normi aproksimirati fn nizom g, € D(Rd) tako da F !¢, aproksimira f, jednoliko.

Sada primjenjujué¢i Cantorov dijagonalni postupak dobivamo niz b, € S(R?) koji
aproksimira b jednoliko te pritom l;n ima kompaktan nosac.

Operatori A, i By, koje pridruzimo funkcijama a, i b, u skladu s formulama (3)
i (4), konvergiraju u normi prema 4 i B tako da i C,, = A, B, — B,.A,, konvergira u
operatorskoj normi prema C'. Zato je za kompaktnost operatora C' dovoljno provjeriti da
je svaki operator C,, kompaktan.

Sada primjenjujuéi formule (3) i (4), te svojstva Fourierove pretvorbe mozemo ra-
spisati

£
€

odnosno mozemo pisati

F(Cu)(©) = o (ig7) [ Bul—mytmyan = | b€~ mja () itm) an (s ).

gdje je jezgra K, dana formulom

F(6m) = bl =) (o (757) = (71

Buduéi da je supp by, kompaktan, a a, € Cl(Sd_l) lako se vidi da je ap (éﬁ) -

an <|—:7L‘) ograniceno te da za velike |&],|n|, uz & —n € supp bn, vrijedi ocjena

¢ C
e(igr) = (@) | < @y

za neku konstantu C'. Prema tome, mozemo pisati

Kn(‘fa "7) = I;n(f - n)Xnm(ga 77) + Bn(f - n)Ynm(fa "7)7
1

gdje je Xpy, ogranicena i s kompaktnim nosacem, a Yy, je ogranicena s --.

Prema tome, prvi dio jezgre (b, (& — 1) Xpm (&, 1)) definira Hilbert-Schmidtov ope-
rator za koji znamo da je kompaktan, a drugi dio operator ¢ija norma tezi prema nuli
kad m — oco. (), je stoga limes u normi Hilbert-Schmidtovih operatora pa je i sam
kompaktan.

Q.E.D.

Dem. (Teorema 1) Prema Lemi 1 je Aw(g;gufl,) — ngwqu, = C’ufl, za kompaktan
operator C' pa . .
Aw(g@zuiﬂ) — (pzAwuiL, — 0 u Lz(Rd).
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To znaci da limes na lijevoj strani jednakosti (1) mozemo napisati i u obliku

lim (182U, ) (x) Ayu? , (x) dx.
n'—oo JRd

Gornji integral je ogranicen s C|l¢1||pe /62l ], gdje je C gornja meda za
|ul, HL? [, ||, 2, pa koristeéi kompaktnost na R i Cantorov dijagonalni postupak mozemo
pronaci podniz za koji gornji limes postoji za funkcije 1,92 i ¢ iz prebrojivog gustog
podskupa prostora Co(R?), odnosno C(S971).

Taj limes je linearan po 1,33 i 1, te ovisi samo o umnosku 133, pa definira
preslikavanje (¥, (¢153) X 9) koje se po neprekinutosti moZe progiriti do neprekinu-
tog bilinearnog funkcionala na Co(RY) x C(S971). Birajuéi ¢1 = 7 i nenegativiu ¢
zakljucujemo da je za ¢ = 7 dobiveni funkcional pozitivan.

Sada mozemo po Schwartzovom teoremu o jezgri (v. [Tr2, Theorem 51.7]) taj funkci-
onal progiriti do distribucije na R% x §4-1 (koju radi jednostavnosti nastavljamo oznaci-
vatis /). Zbog pozitivnosti, koristeéi Schwartzovu lemu o nenegativnim distribucijama,
zakljucujemo da su p” zapravo Radonove mjere.

Preostaje dokazati da su i nedijagonalni elementi p za i # j takoder Radonove
mjere. Da se zapravo radi o kompleksnim Radonovim mjerama u smislu teorije mjere ¢e
tada slijediti prema Rieszovom teoremu reprezentacije (v. [AV, Teorem IV.21]).

1 je zapravo H-mjera pridruzena nizu (uf) (preciznije, njegovom podnizu), a p/’
je H-mjera pridruZena nizu (u#,) i ve¢ smo pokazali da se radi o Radonovim mjerama,
tj. dokazali smo teorem u jednodimenzionalnom slucaju » = 1. Direktno iz definicije sada
slijedi da je nizu (u’, + u},) pridruZzena H-mjera w4 197 4+ 2Re 1| odakle slijedi da je
distribucija Re p* takoder Radonova mjera.

Analogno dobivamo da je nizu (u +iug,) (nge je ¢ ispred funkcije sada imaginarna
jedinica) pridruzena H-mjera p® 4 /7 + 2Im ¥, pa je i Im p” Radonova mjera, ¢ime je
teorem dokazan.

Q.E.D.

2. Lokalizacijsko i prijenosno svojstvo

U nastavku opisujemo dva vazna svojstva H-mjera, a to su lokalizacijsko i prijeno-
sno svojstvo. Lokalizacijsko svojstvo daje ocjenu za nosa¢ H-mjere i dano je sljede¢im
teoremom:

Teorem 2. Ako je (u,) niz u L?(R% C") takav da u, — 0, ako mu je pridruZena
H-mjera u, i ako u, zadovoljava

d
ZE) (Agu,) — 0 jako u H_
k=1

LR, (5)

loc

gdje su (matricni) koeficijenti Ay, neprekinuti na R%, onda vrijedi
d
(ZﬁkAk(x))u =0 na R%x 5971,
k=1

40



H-mjere
Dem. Najprije uo¢imo da i pu, zadovoljava uviet (5), gdje je ¢ € CX(R?), jer
r d '
DD Ay — 0 u LA(RY)
i=1 k=1
pa prema tome konvergira i jako u Hj C(Rd) Sada po tom uvjetu i definiciji norme na

H~'(RY) slijedi

— = F(pApul) — 0 u LA(RY),

M&

ET: 27?ka
V1 + 4m2[¢|?

a nakon malo elementarnog racuna dobivamo i

r

d
Z Z % (pAul) — 0 u LE(RY). (6)
=1 k=

Preciznije, na skupu €] > n > 0 gornja konvergencija je ocita, a za |&| < 7, koriste¢i
¢injenicu da je niz (F(pAul)) omeden u L®(RY), zakljuéujemo prijelazom na limes
n — 0.

Mnozenjem (6) s F(pud) )y (€/]€]) i integriranjem, na limesu dobivamo

r d

> ,soAzk‘ﬂgow—o

=1 k=1

Buduéi da je posljednja jednakost istinita za proizvoljne ¢ i 9, kona¢no zakljucujemo

r d
DD Ak =

1=1 k=1

Q.E.D.

Argument koristen u dokazu (6) zapisujemo sada u opéenitijem obliku, u kojem
¢emo ga koristiti u poglavlju V.
Lema 2. Neka jef izmjeriva vektorska funkcija na R?, te h neprekinuta skalarna funkcija
oblika h(x) = 25:1 1272%|" oy € R, Pretpostavimo da je (u,) niz vektorskih funkcija
s nosacima sadrzanima u fiksnom kompaktnom skupu, takav da u, — 0 u LQ(Rd; C"), i

.I.’

~ d
m Uy — 0 u L12OC<R )

za neku konstantu f € R*. Ako je h™Pf € L2 (R%; C"), tada takoder

loc
f d
W i, — 0 u L _(R%.

41



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

Dokaz prethodne leme se za skalarni slucaj i a; € N moze prona¢i u [AL2, Lema
3], a dokaz ovog opéenitijeg slucaja je posve analogan i ne donosi nista novoga. Stovise,
ideja dokaza je ve¢ dana u dokazu Teorema 2.

Za izvod prijenosnih svojstava H-mjera potrebna nam je tzv. druga komutacijska
lema. Rezultate koji slijede ne koristimo u kasnijim poglavljima te ih navodimo bez
dokaza. Dokazi se mogu pronaci u [Tal, str. 205-209], a za vise detalja pogledati i [Ta5].

Definicija 1. S Xm(Rd) oznacujemo prostor funkcija u cije derivacije do ukljucivo rada
m pripadaju prostoru FL'(R?). Prostor X™(R%) opremljen normom

lul, = [ 1+ an%lg) [ Fue)| dg

je Banachov prostor. Nadalje, s X?gc(Rd) oznacavamo prostor funkcija u takvih da je
ou € X™(R?) za proizvoljnu ¢ € CX(RY).

Ocito je X™(RY) ¢ C™(RY), a sve derivacije (do reda m) funkcija iz X™(RY)
pripadaju prostoru Co(R?). S druge strane, za s > m + d/2 vrijedi H*(R?) C X"™(RY).

Lema 3. (druga komutacijska lema) Neka su A i B operatori pridruzeni funkcijama
a(€) i b(x), kao u Lemi 1. Pretpostavimo nadalje da je zadovoljen jedan od sljedeca dva
uvjeta:

(i) a je klase C'(S%1), a b pripada prostoru X' (R9); ili

(ii) a pripada prostoru Xi. (R9\{0}), a b je klase C}(R?).
Onda je C = AB — BA neprekidan operator s L2(R%) u H'(R?) i, prosirujuéi a po
homogenosti,
da 0Ob

0;(AB — BA) ima simbol &; Z (35 E
k k

"
Prijenosno se svojstvo moze pridruziti razli¢itim parcijalnim diferencijalnim jed-
nadzbama. Promatrat ¢emo jednostavnu jednadzbu

d
Z biOjun + cup = fn, (7)

j=1

na primjeru koje ¢emo ilustrirati staticki rezultat koji slijedi primjenom lokalizacijskog
svojstva i dinamicki rezultat kojeg zovemo prijenosno svojstvo pridruzene H-mjere. Pret-
postavljamo b; € CL(R?), c € C(R?) i up, — 0 u L2(RY).

Ako niz (uy,) definira H-mjeru p i ako f, konvergira prema nuli u ngi (R%), onda
prema Teoremu 2 vrijedi da je (Z] bj€j)p = 0. Ako definiramo karakteristicni polinom
P pridruzen jednadzbi (7) formulom

d
P(x,€) = > bi(x);

vidimo da je nosa¢ mjere p sadrzan u skupu svih nultoc¢aka polinoma P.
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Za izvod prijenosnog svojstva pretpostavljamo da i f, — 0 u L2(R%), te proma-
tramo H-mjeru g pridruzenu nizu (uy, f,). Nadalje, pretpostavljamo da su koeficijenti
b; realne funkcije, a uvodimo i pokratu (tzv. Poissonovu zagradu)

d
dg Oh dg Oh
(b} =3 2L on -
el (()fk a’L’k &’Ek 8§]€
Prijenosno svojstvo dano je sada sljedeéim teoremom:

Teorem 3. Ako je p H-mjera pridruzena nizu (uy, fr), ako za svaki n € N funkcije uy,
i fn zadovoljavaju jednadzbu (7), i ako vrijede sve ranije spomenute pretpostavke, onda
mjera p zadovoljava jednadzbu

(u'' {@, P}) — (p'!, @divb) + 2(u' Re (¢ @) = 2(Re p'?, @),

za svaku test funkciju ®(x,€) € CHR? x §471), s kompaktnim nosacem po x i prosirenu

po homogenosti po & na R%\{0}. .
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera
1. Uvod

Nedostatak Teorema III.1 je koristenje simbola definiranih na sferi S~ i skaliranja
duz pravaca kroz ishodiste sto H-mjere ¢ini prikladnim za proucavanje samo hiperbolickih
zadaca. Nedavno je (v. [AL1]) prva komutacijska lema prosirena na slucaj kada je simbol
a definiran na mnogostrukosti P = {(7,£) € R x R4 : 72 4 [¢|* = 1}, uz skaliranje duz
parabola, §to je autorima omoguéilo da u Teoremu 1 zamijene sferu S4 1 s P te tako
dobivene (parabolicke) H-mjere primijene na parabolicke zadade.

Slijede¢i dokaz Leme III.1 mozemo uociti da se dokaz oslanja na jednostavnu ¢i-
njenicu da je dijametar projekcije (duz pravaca kroz ishodiste) kompaktnog skupa K na
sferu S~! to manji §to je udaljenost skupa K od ishodista veéa. Tocnije, lako slijedi
sljedeée poopéenje (v. [Tab, Lema 28.2]):

Lema 1. Neka je b € Co(R%) i neka a € L®(RY) zadovoljava

(VR >0)(Ye > 0)(3r > 0)(VE,n € RY)
&l [nl>r&&-—neK[0,R] — |a(§)—aln)]<e (1)

Neka su nadalje Fourierov mnozitelj A sa simbolom a te operator mnozenja B definirani

formulama:
F(Au)() = a§)Fu(€) (ss & € RY),
Bu(x) = b(x)u(x) (ss x € R%).
Tada je C = AB — BA kompaktan operator s L>(R%) u L2(R%). .

Sada u cilju uvodenja uvjeta intuitivnijih od (1) dokazujemo dvije varijante prve
komutacijske leme koje svoje uporiste nalaze u konkretnim krivuljama i mnogostrukosti-
ma. Varijanta A se veé spominje u [MI], a ovdje je dana u dotjeranom obliku. Varijanta
B je pak prikladnija za provjeru daljnjih rezultata danih u [MI], o ¢emu ée biti rijeci u
primjeru koji slijedi.

2. Varijanta A

U ovoj varijanti promatramo kompaktnu neprekinutu mnogostrukost P C R ta-
kvu da postoji familija neprekinutih funkcija ¢y : RT — RY (zvat ¢emo ih krivulje),
indeksiranih s A € S%1; koje zadovoljavaju

eA(l) = A, Joa@)] =t (2)
sa svojstvima:
(a1) (Yx € R\{0H)( 3!t € RY)(FIA € 5971 x = o)(1);
(a2) postoji rastuca realna funkcija f, limy_o f(t) = 0o tako da

(VA1 A2 € SNV, 12 € [1,00)) [@a, (1) = pa, (t2)] = f(min{tr, t2})| A1 — Aal;
(a3) (YA€ ST )3 e P) p e {px(t) : t € RT}, i preslikavanje A — g je neprekinuto.

Reéi éemo da je takva mnogostrukost A-dopustiva. Uoc¢imo da iz svojstava (a1), (a2)
i (a3) slijedi da je preslikavanje A — p zapravo homeomorfizam izmedu S¢~' i P. Ipak,
dublje primjene dobivenih varijanti H-mjera ne ocekuju se bez dodatnih pretpostavki na
glatkoéu mnogostrukosti P.

Takoder uoc¢imo da svojstvo (a1) u stvari znaci da izabrane krivulje definiraju koor-
dinatni sustav na R%\{0}. Posljednji skup u daljnjem krace ozna¢avamo R, a vanjstinu
otvorene jedini¢ne kugle RY, .
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Varijante prve komutacijske leme

Lema 2. (varijanta prve komutacijske leme) Neka je C = {¢y : A € 41} familija
krivulja koje zadovoljavaju (2) te svojstva (ay) i (az). Nadalje, neka je b € Co(R?) i neka
a € L®(RY) zadovoljava

(Fas € C(S971)) tlim a(pa(t)) = aso(N), jednoliko po A € S471. (3)
—00
Neka su takoder Fourierov mnozitelj A sa simbolom a te operator mnozenja B definirani

formulama:
F(Au)() = a€)Fu(€) (ss & € RY),
Bu(x) = b(x)u(x) (ss x € R%).
Tada je C' = AB — BA kompaktan operator s L2(R%) u L?(R%).

Dem. Prema Lemi 1 dovoljno je dokazati (1). Uoc¢imo prvo da prema svojstvu (as), za
proizvoljne &€, n € R%, takve da je & = o, (t1), M = @, (t2), vrijedi

& — |

(min{tl, tg})‘ <4)

A1 — A2] < 7

Neka su sada R > 0 i e > 0 proizvoljni, a &, 17 € RY, takvi da je € — 5 € K[0, R]. Prema
svojstvu (a1) postoje jedinstveni A1, Ap € S i t1,t5 € RT takvi da je

5 =¥ (t1)7 n= ¢A2(t2)'

Nadalje, S 1 je kompaktna pa je as jednoliko neprekinuta:
(36>0) M=ol <d = o) — aco(No)] < %
Zatim, prema (3) postoji 1 > 0 takav da
tta>r = |a€) — as(\)] < % i la(n) — aso(A2)] < g

Konacno, prema (4) i svojstvima funkcije f slijedi

& — 7 R
) S Fr)

pa za r = max{ry,ra2}, [£|,|n| > r i & —mn € K|[0, R] imamo

(37’2>1) t1,l9g > 10 — |/\1—)\2|< <9,

a(€) — a(m)] < |a(8) — ass ()| + |as (M) — axe (V)| +]ase(e) ~alm)| < 5 + 5+ 5 = .

Q.E.D.

Primijetimo da svojstvo (a3) zasad nismo koristili. Ono ¢e biti bitno tek u sljede¢em
poglavlju kod definicije poopc¢enja H-mjera, ali navodimo ga i ovdje radi potpunosti. Ova
varijanta prve komutacijske leme ima dakle prednost Sto je neovisna o izboru mnogostru-
kosti P. Tocnije, mozemo prvo izabrati dobre krivulje, a zatim kod definiranja odgova-
raju¢ih H-mjera izabrati prikladnu mnogostrukost. Buduéi da svojstva (a1), (a2) i (a3)
moze biti vrlo tesko provijeriti, iskazujemo i dokazujemo jos jednu varijantu prve komuta-
cijske leme u kojoj se izbjegava eksplicitno koristenje sfere, ali u kojoj moramo odjednom
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izabrati i krivulje i mnogostrukost. Tu varijantu ¢emo zvati varijanta B i ona je zapravo
poopcenje varijante A. Ipak, i varijanta A, preko dodatnog svojstva (asz), omogucuje da
se komutacijska lema, iako izvorno iskazana za sferu, primijeni i na neku drugu, njoj
homeomorfnu mnogostrukost.

Takoder ¢emo u ocjeni tipa (ag) koristiti proizvoljnu metriku d sa svojstvom da su
euklidske kugle ogranicene u toj metrici:

(VR>0)3Cr>0)(¥Vx,y e RY) x—-yeK[0,R] = d(x,y)<Cg (5

3. Varijanta B

Za kompaktnu neprekinutu mnogostrukost P C R? reé¢i éemo da je B-dopustiva ako
postoji familija neprekinutih funkeija (krivulja) ¢, : RT — R?, indeksiranih s p € P;
koje zadovoljavaju

pu(1) = 1, (6)
sa svojstvima:
(b)) (VxeRHF!se RYIIpe P) x=p,u(s);
(b2) postoji rastuéa realna funkcija f, lim_,oo f(t) = oo tako da

(v/ﬁla,UQ € P)(VSl, 82 € [L OO>) d((pﬁbl (81)7 90#2(‘92)) > f<min{t17t2})m1 - :U2’7

za neku metriku d sa svojstvom (5), te t1 = |¢u, (51)| 1 t2 = @, (s2)];
(b3) funkcija t = t,(s) = |¢u(s)| je strogo rastuéa (barem za velike s) i

lim t,(s) = oo, jednoliko po u € P.

S§—00

Primijetimo da svojstvo (b3) u stvari znaci da se krivulje udaljavaju od ishodista i
odlaze u beskonacnost. Takoder primijetimo da i inverzna funkcija s = s,(t) ima analogna
svojstva.

Lema 3. (varijanta prve komutacijske leme) Neka je P B-dopustiva mnogostrukost
i C={p,:p € P} familija krivulja koje zadovoljavaju (6) te svojstva (b1), (b2) i (b3).
Nadalje, neka je b € Co(RY) i neka a € L>°(R?) zadovoljava

(Jas € C(P))  lim a(pu(s)) = aco(), jednoliko po ju € P. (7)

S§— 00

Neka su takoder Fourierov mnozitelj A sa simbolom a te operator mnozenja B definirani
formulama:

F(Au)(€) = a(§)Fu(€) (ss & € RY),
Bu(x) = b(x)u(x) (ss x € R%).

Tada je C' = AB — BA kompaktan operator s L>(R%) u L2(R%).

Dem. Prema Lemi 1 dovoljno je dokazati (1). Koristeéi (by) za proizvoljne &, € RY
definiramo s1, s2, i1, po, t1 1 to takve da je

€= 0u(51), N =u(s2), t1 = [§], t2 = |n|.
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Zbog (b2) i (b3) postoji 19 > 0 takav da za t1,t2 > 7o vrijedi

d(§,n)
‘,ul - NQ‘ < m

(8)

Neka su sada R > 0i e > 0 proizvoljni, a & n € R? takvi da vrijedi (8) i da je
& —n e K0, R].
Nadalje, P je kompaktna pa je a~ jednoliko neprekinuta:

g
(30>0) | —pa| <0 = laco(y) — acolp2)] < 3.

Zatim, prema (7) postoji 1 > 0 takav da

€

. £
susp > = [al€) — aselim)| < 5 1 la(n) — an(uz)] < 5.

pa zbog svojstva (b3) postoji 2 > 0 takav da
e €
tte>ry = a(€) —aco(m)] < 5 1 fa(n) — aco(p2) < 3.

Konacno, prema (8) te svojstvima funkcije f i metrike d slijedi

d(£7n> CR
Frs) S Flrs)

pa za r = max{re,r3}, [£|,|n| >r i & —n € K|[0, R] imamo

(37’3>7’0) t1,to > 13 = |,u1—u2| < <0,

a(€) — a(m)]| < [a(€) — aso(pun)| + |ase (11) = aso(pi2) | + lase () — alm)| < 5+ 5+ 5 =<
Q.E.D.

lako smo ovu varijantu prve komutacijske leme iskazali za opcenitu B-dopustivu
mnogostrukost P (za razliku od varijante A koja je iskazana za sferu), prirodno se po-
stavlja pitanje mozemo li osmisliti analogon svojstva (a3) koji bi omogudio prijelaz s jedne
mnogostrukosti na drugu. Preciznije, ako definiramo H-mjere na R% x P za B-dopustivu
mnogostrukost P, moé ¢emo ih tada definirati i na R% x Q (za mnogostrukost Q za koju
ne znamo da li je dopustiva) ako je zadovoljen sljedeéi uvjet:
(by) (Vpe P)3!neQ)ne{pu(s):se R}, ipreslikavanje p — 1 je neprekinuto.
Ideju kako to napraviti nalazimo u dokazu Teorema V.5. Tamo je (u jednom posebnom
sluc¢aju) napravljeno i malo vise, tj. indeksiranje krivulja prilagodeno je novoj mnogos-
trukosti.

4. Primjer

U [MI] koristena je mnogostrukost

d
P={¢eR": ) |g|™ =1}
k=1
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gdje su o € (0,1], kK = 1,...,d. Pritom je svakoj tocki (p1,...,puq) € P pridruzena
krivulja, parametrizirana po koordinatama:

1

E(s) = pp s, s>0, k=1,...,d. 9)

Ovdje je & pokrata za (¢, ) (uz fiksni p) i uz taj dogovor je ocito da krivulje (9)

zadovoljavaju (6). Provjerimo da zadovoljavaju i svojstva (b1), (b2) i (b3) (Varijanta B).
1

Za proizvoljni x € R 1y € P iz x), = py, s° potenciranjem i sumiranjem dobivamo

d

Dokl =, (10)

k=1
a zatim uvrstavanjem u pocetnu jednakost slijedi

Tk
M = 1 (11)

d Nar
(D=1 |25 ) x

¢ime je pokazano da vrijedi svojstvo (by).
Da bismo dokazali (b2) i (b3), prvo ¢emo reparametrizirati danu familiju krivulja po
parametru t = |£x(s)|. Tocnije, za dani u € P zapisujemo (9) u obliku

1

Er(t) = pg s(t)

gdje funkciju s(t) trazimo iz uvjeta

Z iy s(t)or = t2.

d 2
k=1

Dakle, provjeravamo da funkcija

U

2
F(t,s) = Zuis@ —1?
k=1

uvjetom F(t,s) = 0 implicitno definira jedinstvenu funkciju s(t) : RT — R™T.

Primijetimo prvo da uvjet F'(t,s) = 0 eksplicitno definira jedinstvenu rastuc¢u funkci-
jut(s) : RT — R™T, dajelims_ot(s) = 0ilims_o t(s) = 0o pa je jedinstveno definirana
i inverzna funkcija s(t) s istim svojstvima. Nadalje, funkcija #(s) je odito glatka, a po
Teoremu o inverznom preslikavanju glatka je i s(t) jer je

d 2 2
{(s) = e 20,

d 5 2
> g SOk
k=1

za proizvoljne € Pis e R*.

Dakle, da bismo provjerili (b3) preostaje jos samo vidjeti da je limes u (b3) jednolik

po p € P. Uz oznaku xp = &(t) je t(s) = \/Zzzl |z|2. Neka je tg > 1 proizvoljan
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i neka je s > dtg. Prema (10) postoji [ € {1,...,d} takav da je |z;|* > ¢y pa onda i
|z;| > to. Slijedi da je i t(s) > |z;| > to, tj. izabrali smo s, neovisan o u € P, takav da je
t(s) > to pa je (b3) provjereno.

Preostaje dokazati svojstvo (by). Neka je dakle s1,s9 > 1 dok pg, o € P uzimamo
proizvoljne.

Neka su x = ¢, (s1) 1 y = ¢, (s2), te primijecujemo da je

k i k =
xp = prsi(t)® 1 yp = pgsa(te)k,

gdje su svojstva funkcija sy, s upravo opisana (rastuée funkcije koje u beskonacnosti teze
u beskonacnost, implicitno dane formulom (10) i izrazima t; = |x| i t2 = |y|).
Prepostavit ¢emo (bez smanjenja opcenitosti) da je s1(t1) = s2(t2), te dokazati da
svojstvo (bg) vrijedi uz f(t) = cs1(t), za neku konstantu ¢ > 0.
Za proizvoljni k =1, ..., d vrijedi

|y — pb| = ‘u’f - MIS(ZEZ;)O}’“ + u’zf(:gi;);’“ - u'ﬁ‘
< ()™ (o= foe = (205) ™))

Na donjoj slici je, u dvije dimenzije, s A oznacena tocka

<M1(82(t2))a11 Iud(SQ(tQ))O‘ld)
2 Sl(tl) PN S Sl(tl)
¢ije se koordinate pojavljuju u gornjem racunu. Primijetimo da je ta tocka zapravo

jednaka (M%yl uityd)
o )

A

13

Slika 3: Mnogostrukost i krivulje
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Uz oznake p = 51(1t1) ig= 52(1t2) dalje slijedi

k k 1 1 1
i — psl < ——lzr —yx| + (¢ — p°r)|yl,
s1(t1)
tj. sumiranjem po k =1,...,d dobivamo
=t € ——lx i+ > (% — )l (12)
1— 21 < X — + q%k — pk ) 12
M1 — K s1(t1) Y 2 Yk

Buduéi da je maksimum dvije metrike na R? koje zadovoljavaju (5) ponovno metrika
tog tipa, preostaje ocijeniti posljednju sumu, oznacimo je s Sp,. Prvo po Lagrangeevom
teoremu srednje vrijednosti dobivamo

d
1 14
Spq < Za_kqak (C]—p)|yk|,
k=1

a zatim uz pomo¢ ocjene

1 1 _ 1
q = =
salta) S0 gyl Ll
slijedi
d 1
Spg < (4 =p) Y —yel™
1 Yk
< Clg —p)sa(ta),
gdje je
1
C = max —.
k=1..d O

Za nastavak ocjene trebamo sljede¢u lemu.

Lema 4. Formulom d,(x,y) = Egzl |z, — Y|, oy, € (0,1] dana je metrika na R% i ta
metrika zadovoljava svojstvo (5).

Dem. Netrivijalno je provjeriti jedino nejednakost trokuta. Za nejednakost trokuta do-
voljno je pak provjeriti da za nenegativne brojeve a, b vrijedi

(a+b)™ < a® + b,

(o)< 3)" 2

gdje smo bez smanjenja opéenitosti pretpostavili da je b # 0.
Posljednja ¢e pak nejednakost slijediti iz ¢injenice da je funkcija

f(x) = (z 4+ 1) — 2™ —1

t].

opadajuéa na intervalu [0, c0). Bududi da je
() = ag((w + 1)t — a7

i buduéi da je ag — 1 < 0, slijedi da je f/(x) <0, z € (0,00), ¢ime je lema dokazana.
Q.E.D.
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Varijante prve komutacijske leme

Sada zbog
11 si(t) = sa(ta)
q—p= so(ta)  s1(t1)  so(t2)si(ty)
::gg@gjg;@;;<da(0,x>__da(07Y))
1
< 82(t2>81(t1)da(xv Y)a
slijedi
C

sto zajedno s (12) daje

1
s1(t1)

|1 — pol1 < (Jx — yh + Cda(x,y)),

¢ime je zbog ekvivalencije svih normi na R? i svojstvo (b2) provjereno.

5. Zakljucak

U ovom poglavlju nastojali smo sistematizirati ideje kojima su se sluzili Nenad An-
toni¢, Martin Lazar i Evgenij Jurjevi¢ Panov (v. [AL3], [P3]) prilikom definiranja para-
bolickih i ultra-parabolickih H-mjera. U [Ta5] i [LM] su autori pokazali da se odredeni
rezultati mogu elegantno dobiti i direktno primjenom Leme 1. No ti rezultati zahtijevaju
glatkoéu promatrane mnogostrukosti, to¢nije eksplicitnu formulu (s lijepim svojstvima)
za odgovarajuce projekcije pa rezultati ovog poglavlja daju alternativni pristup u sluca-
jevima kada to nije tako.

Za kompaktnu neprekinutu mnogostrukost P re¢i ¢emo da je A-dopustiva ako posto-
ji familija krivulja koje zadovoljavaju (2) i svojstva (a1), (a2) i (a3), odnosno B-dopustiva
ako postoji familija krivulja koje zadovoljavaju (6) i svojstva (b1), (b2) i (b3). U narednom
poglavlju definiramo varijante H-mjera za proizvoljnu dopustivu mnogostrukost P. Pri-
tom se radi o oc¢itom poopcenju klasi¢nih i parabolickih H-mjera. Takoder pokazujemo
da je u vec¢ini zanimljivih slucajeva elipsoid dobar izbor za mnogostrukost P.
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

1. Varijanta A

Definicija 1. Neka je P C R?% A-dopustiva mnogostrukost i neka su oy, A € Sa-1
krivulje dane u definiciji A-dopustivosti. Kazemo da je funkcija i € C(R%) PA-dopustiv
simbol ako limes .

Jim 9 (px(1)) = ¥(y)
postoji jednoliko po A € St gdje jey € {px(t) : t € RT} N P, i definira neprekidnu
funkciju ¢ € C(P).

Zbog |px(t)| = t ocito je limes iz gornje definicije ekvivalentan s limesom

lim (4§ — 4 0 7p) (€) = 0,

£E—o0

gdje je mp projekcija na mnogostrukost P duz krivulja ).

Teorem 1. Neka je P A-dopustiva mnogostrukost. Ako je (u,) niz u L2(R%; C") takav
da u, — 0, onda postoji podniz (u,s) i hermitska matricna Radonova mjera p =
{Hij}i,jzl,...,r na R? x P takvi da za proizvoljne @1, s € Co(R?), PA-dopustiv simbol
Y e C(RY), tei,j=1,...,r vrijedi:

Jim o) (A (e, ) () dx = (i (o172) L) 1)

_ / £1(X)p2(X) 6 (€) d (x, £),
RIx P

gdje je 1 € C(P) dana Definicijom 1, a F(qujv)(f) = (&) Fv(§).

Dem. Primijetimo prvo da je prema Plancherelovom teoremu

/Rd (pru) () Ag(waul, ) (x) dx = | Floruy ) () F (poul, ) (€)0(€) dé. (2)

R4

Nadalje, raspisimo

Floruln)(€)F (ol ) (€)D(€) de

"
= [ T ©F (o ) €)(w o mp)(€) d
| Florn) @ F (o, )€ (9(6) — (W omp)(€)) de. (3)
Sada dokazujemo da posljednji integral u (3) mozemo zanemariti, tj. da je
dim | Flern) (€ F (o2, ) ) (96) — (00 mp) (&) dé = 0. (®)

Primijetimo prvo da zbog gustoce i neprekinutosti mozemo pretpostaviti da su
01,02 € Co(R?). Neka je sada € > 0 proizvoljan. Prema Definiciji 1

BR>0) [¢/>R — |6 - (Worp)(€) <e.
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Sada ¢emo u integralu iz (4) podrudje integracije podijeliti na dva dijela, na kuglu
K[0, R] i njenu vanjstinu. Zbog pretpostavki na o1 i (u,) lako slijedi F(yp1u),) — 0 po
tockama pa Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji daje

lim [ Fleruly)(€)F (o2l )(€) ($(6) — (W o mp)(€)) dg = 0.

n'—oo K[0,R]

Nadalje je

Flpri €7 ) €) (9(6) — (o mo)(©)) e

‘ |€|>R
<ef IR F (O] de
€1>R .
< el Fru) s 1o
— cllprullyallozu s < £l sl s < =€,

za neke konstante C', C’ > 0. Pritom su u posljednje dvije nejednakosti iskoristene ¢inje-
nice da su funkcije 1, p2 omedene te da je slabo konvergentni niz (u,) omeden.
Time je (4) dokazano i sada iz (2), (3) i (4) lako slijedi

lim (SOWZ')(X)A&(SOQU‘ZL/)(@ dx = lim (@run) (%) Aporp (p2u!,) (%) dx,
n'—oo JRd n'—oo JRd
¢ime dobivamo da je (1) dovoljno dokazati za mnozitelje sa simbolima definiranima na
P. Dokaz sada u potpunosti prati dokaz Teorema III.1. Opisimo ga ukratko.

Zbog svojstva (a3) je u Definiciji 1 dobro definirana neprekinuta funkcija A — y sa
S4=1u P, pa je i kompleksna funkcija aso(\) = ¢(y(\)) neprekinuta na S1, te mozemo
primijeniti Lemu IV.2 uz a = ¢ o mp i upravo definiranu funkciju aso, ¢ime dobivamo da
je

(0175, 5) = lim | (o11i,) () Ayarp (p20,) () dx
n'—oo JRd

neprekinut bilinearan funkcional na Co(R%) x C(P). Prema Schwartzovom teoremu o

jezgri taj se funkcional moze progiriti do neprekinutog linearnog funkcionala na D(R%x P).

Buducdi da je za ¢ = j pozitivan, prema Schwartzovoj lemi o nenegativnim distribucijama

slijedi da je u tom slucaju dobiveno prosirenje Radonova mjera, ¢ime je ujedno teorem i

dokazan u jednodimenzionalnom slucaju r = 1. Zakljucak za ¢ # j slijedi promatranjem

nizova (ul, +u3) i (ul, + iu},), te njima pridruzenih (pozitivnih) Radonovih mjera.
Q.E.D.

2. Varijanta B

Definicija 2. Neka je P C R% B-dopustiva mnogostrukost i neka su g, p € P krivulje
dane u definiciji B-dopustivosti. Kazemo da je funkcija ¢ € C(RY%) PB-dopustiv simbol
ako limes

lim (¢, (s)) = ¥ (u)

Eideel

postoji jednoliko po i € P i definira neprekidnu funkciju ¢p € C(P).
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

Zbog svojstva (b3) limes iz gornje definicije je ekvivalentan s limesom
lim (¢ — ¢ omp)(€) = 0,
E—o0

gdje je mp projekcija na mnogostrukost P duz krivulja ¢,,.

Teorem 2. Neka je P B-dopustiva mnogostrukost. Ako je (u,) niz u L2(R%; C") takav
da u, — 0, onda postoji podniz (u,) i hermitska matricna Radonova mjera p =
i J}z,] 1 - na R? x P takvi da za proizvoljne @1, py € Co(Rd), PB-dopustiv simbol
e C(R ) tei,j=1,...,r vrijedi:

Jim (¢1UZ/)(X)«41;(902U£/)(X) dx = (1", (0172) K Y)
- / 1 () P2 ()P (E) i (%, €),
Rix P

gdje je ¢ € C(P) dana Definicijom 2, a F(Azv)(§) = V(&) Fv(€).
Dem. Dokaz je u nacelu isti kao i dokaz Teorema 1. Jedino se umjesto Leme IV.2 koristi
Lema IV.3.

Q.E.D.

3. Primjene

Lema IV.2, Lema IV.3, Teorem 1 i Teorem 2 su opceniti rezultati za koje jos nismo
pronasli primjene u njihovoj punoj snazi. U ovom radu ukazat ¢emo na moguée primjene
u posebnom slu¢aju a = ¢ = Y onp, gdje je 1 € C(P), a mp projekcija na mnogostrukost
P duz krivulja promatranih u IV.2, odnosno I1V.3. Primijetimo da je tada (4) trivijalno
ispunjeno.

Toc¢nije, promatramo razlomljeni zakon saCuvanja

Z O"“fk (x,u) =0, (5)

gdje je oy € (0,1] i F(9zf fx) = (2mi)** F fr, k = 1,...,d. Pritom su funkcije f
ogranicene varijacije po x te glatke po wu.
Za jednadzbu (5) definiramo prvo pojam slabog rjeSenja i pojam kvazirjeSenja.

Definicija 3. KaZemo da je u € L'(R?) slabo rjesenje jednadzbe (5) ako za svaki ¢ €
CX(RY) vrijedi

d
/ p ka(X,U(X))WdX = 0.
R 21

Nadalje, kazemo da je u € L>°(R%) kvazirjesenje jednadzbe (5) ako za proizvoljne
A € R iy € CP(RY) postoji kompaktan linearan operator Ly ,, : L®°(RY) — LY(RY)
takav da za svaki o € L(R?) vrijedi

d
3 s (= MUl ) = el A1 (0)A g a0 dx
k=1

[€11%L+|€0] V24 +[€g|™d (6)

_ /R Lo (ip2) dx.
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Postojanje rjesenja iz gornje definicije je otvoren problem. Ipak, znamo da uz
odredene pretpostavke postojanje niza kvazirjesenja povlac¢i i postojanje slabog rjesenja
zahvaljujuéi sljede¢em rezultatu koji je dokazan u [MI].

Definicija 4. KaZemo da je jednadzba (5) nedegenerirana ako za proizvoljni & € R i
skoro svaki x € R? preslikavanje

U

A > (2mi) *0x fr(x, N)

k=1
ne is¢ezava niti na jednom skupu pozitivne Lebesgueove mjere.

Teorem 3. Neka je (uy,) omeden niz kvazirjesenja nedegenerirane jednadzbe (5). Pretpo-
stavimo nadalje, da postoji podniz (koji nastavljamo oznacavati s (uy,)) takav da za proiz-
voline A € R i 1 € CX(RY) odgovarajuéi niz operatora ( K}tpl) iz Definicije 3 posjeduje
limes u smislu da postoji kompaktan operator Ly ,, : L°(R?) — LI(RY) takav da za
proizvoljne p € Co(R) i ¢, — 0 u L®(RY) vrijedi

lim /R /R d (L;ﬁm(gon) - LA,%(%)) p(N) dx dX = 0.

n—oo

Tada niz (uy,) ima podniz koji konvergira u L _(RY). .

Motivaciju za gornje definicije i spomenuti rezultat nalazimo u brojnim radovima:
diferencijalne jednadzbe s razlomljenim derivacijama proucavane su npr. u [Al] i [DI],
pojam kvazirjesenja za klasi¢ni zakon sac¢uvanja nalazimo u [P2], a ideju za potrebnu
modifikaciju nalazimo u [S].

Dokaz Teorema 3 je u nacelu dan u [MI], ali uz manje nepotpunosti i bez provjere
dopustivosti koristene mnogostrukosti koja je ovdje dana u IV.4. Stoga dokaz ponavljamo
u nesto sredenijem, ali i sazetijem obliku. Za sam dokaz moramo pripremiti jos neke
rezultate.

Prvo, derivirajuéi (6) po A, uz h(x,\) = sign (u(x) — A\) dobivamo, u smislu distri-
bucija,

d
_ /R d;h(x, NN NI (A reomr | pa(x) dx

1611 ¥1 469 |¥2 44| 4|V
= /Rd 8)\[/)\7%01 ((pg) dX,

ili ekvivalentno, za proizvoljnu p € CL(R)

d
/R /Rd Z h(x, A)Ox fr(x, M) p(A)p1(x) A (2migy) Ok w2 (x) dx dA
k=1

11191 +[€0] Y2+ +[€g|™d (7)

_ /R /R Ly (2)e/ () dxax

Kao sto je najavljeno u IV.4, u dokazu se koristi B-dopustiva mnogostrukost

P={¢ecr": Sl = 1},
k=1
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Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

gdje su o € (0,1], kK = 1,...,d. Pritom je svakoj tocki (p1,...,puq) € P pridruzena
krivulja, parametrizirana po koordinatama:
1
Ep(s) = up s, s>0, k=1,...,d.
Izbor krivulja je takav da su simboli

(2mi&y,)**
1] + [a]@2 4 - - - 4 [ &g’

k=1,....d

dopustivi u smislu Definicije 2 (PB-dopustivi) i to je kljuéni detalj dokaza.
Za spomenutu mnogostrukost prema tome vrijedi Teorem 2, no nama ¢e trebati
sljede¢a modifikacija, koja se dokazuje na potpuno isti na¢in kao i [P1, Teorem 3.
Pritom oznacujemo

(3, A) = sign (1 () — \) (®)
i pretpostavljamo da za h € LOO(Rd x R) na podnizu vrijedi

hn(x, ) — h(x,\) u L¥(RY). (9)

Teorem 4. Neka je P proizvoljna B-dopustiva mnogostrukost.

1. Za niz (hy,) 1 funkciju h definirane s (8) i (9) postoji skup E C R sa zanemarivim kom-
plementom za koji postoji podniz (h,s — h) niza (hy, — h) i familija p = {{/P},, ,cg Rado-
novih mjera na R x P takvi da za proizvoljne ¢1, p3 € C.(R%), PB-dopustiv simbol ¢ €
C(RY), te p,q € E vrijedi:

lim p1(xX) (b = h) (%, p) Ay (02 () (B = B) (-, 0))(x) dx = ("%, (p15p2) K 1h),

n'—oo JRd

gdje je € C(P) dana Definicijom 2, a F(Ajv)(§) = ¥ (§)Fv(§).
2. Preslikavanje (p, q) — pP? je neprekinuto kao preslikavanje s Ex E u M(R®x P), gdje

je topologija na M(R® x P) definirana polunormama ||| - = (Var p)(K), za proizvoljni
kompakt K € R x P.

Sada mozemo dokazati Teorem 3.

Dem. (Teorema 3) Mjere definirane u Teoremu 4 su Radonove mjere u smislu Bourbaki-
ja, tj. distribucije reda nula i opéenito se ne mogu poistovjetiti s mjerom u smislu teorije
Lebesgueovog integrala. Ipak, to poistovjecivanje mozemo uciniti na svakom omedenom
skupu K C R?. Preciznije, neka je u nastavku K proizvoljna otvorena kugla u R%. Tada
za 1,2 € Co(K) i PB-dopustiv simbol ¢ € C(R%) moZemo pisati

(WP, (p173) R T) = /K PR BIIE A (x,€)

Neka su sada hy, i h funkcije definirane s (8) i (9), te (h,s —h) podniz dan Teoremom
4. Tada prema (7) slijedi

d
/R /Rd ;(hn/ — h)(x, )\ fr(x, \) p(N)p1(x).A (omiey )k 2a(x) dx d\

T T €22 -+ Igg 1™ (10)
- /R /Rd <L§7w1(902) - L)\7<p1(802)>p/(/\) dx dA,
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za proizvoline p € CL(R), p1 € CP(K) i o € L®(RY).
Sada za fiksni p € R definirajmo

p2(x) = @8 (x,p) = (hpy — h)(x,P)$2(x,p), b2 € Co(K x R).

Prema Teoremu 4 i zadanim uvjetima na L}  (p2) i Ly g, (p2) mozemo u (10) prijeci na
limes n’ — oo i dobivamo za p € R:

d
/ / S 00 fu(x NN ()20, p) (2mide)o* dyP(x,€) dA =0, (11)
R Kka:1

gdje je p odgovarajuca familija H-mjera pridruzena podnizu (h, — h).
Sada za fiksni ¢ € R u (11) stavljamo

3 € 2
sr050) = (2= o (1) 1),

gdje je p nenegativna glatka funkcija s kompaktnim nosacem i integralom jednakim jedan,
a po € CLR).

Bududi da % ﬁ(%) konvergira prema Diracovoj masi ¢, u smislu Radonovih mjera,
izracunavanjem integrala po A, dodatnim integriranjem po p € R i prijelazom na limes
e — 0 dobivamo

d
/ > 2mi&) k0, fi (%, @)1 (%) po (@) * dp®(x, &) = 0.
KxP 4

Prema uvjetu nedegeneriranosti iz Definicije 4, zbog proizvoljnosti K slijedi da je u%? =0
za skoro svaki ¢ € E (v. [P1, Teorem 5]). To zapravo znadi da

hy — h u L2 (R x R),
i da je h(x,\) = sign (u(x) — ), za neki u € L®°(R%). Sada nije tesko zakljuéiti da
Uy — u u L (RY),

¢ime je dokaz zavrsen.

Q.E.D.

4. Razlomljene H-mjere sa svojstvom ortogonalnosti

Krivulje oblika (IV.9), tj.

1

E(s) =ppsk, s>0, k=1,....d, (u1,...,1q) € P, (12)

koristene su i u dosad poznatim varijantama H-mjera. Npr. hiperbolicki je slucaj pokriven
sap =ag = -+ = g = 1 (polupravci iz ishodista), a parabolicko je skaliranje dano s
) = %, ag = --- = ag = 1. To nije neobi¢no, jer ti koeficijenti zapravo odreduju
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omjer redova pojedinih derivacija. Upravo zbog toga ¢emo se bez smanjenja opcenitosti
ograniciti na slucaj oy € (0, 1].

U [AL3] je primijeéeno da je za izvod prijenosnih svojstava H-mjera (preciznije,
za izvod formule parcijalne integracije) vrlo vazno da mnogostrukost P bude okomita na
promatrane krivulje. Pokazat ¢emo da je u tom smislu elipsoid dobar izbor za sve krivulje
oblika (12).

Neka je F(&1,...,&g) = C jednadzba mnogostrukosti P. Za ortogonalnost mora
vrijediti
81F(”17 s a,ud) = 651(1) = O%,ula

. c
P (.o 1a) = (1) = g

OaF (p1, - pa) = c€a(1) = —pua.
aq
Integriranjem gornjih jednadzbi dobivamo
c c c
F(&, ... = — 24—
(517 7€d) 2@1 61 + 20&2 52 + + 2ad€d

Konstante ¢ i C' mozemo birati po volji pa konac¢no za jednadzbu mnogostrukosti P
dobivamo
§
o

52 52 2
p... L2 od oy (13)
a1 Qg d

Ipak, ovaj pristup ima i svoje nedostatke. Opcenito je nemoguce dobiti eksplicitnu
formulu za projekciju na mnogostrukost (13) duz familije krivulji (12), koja bi olaksala
1

provjeru pretpostavki Leme IV.3. Naime, za proizvoljni x € R% i p € P iz xp, = py, s
1

dijeljenjem s s i kvadriranjem slijedi

- :uka

odakle dijeljenjem s oy i sumiranjem dobivamo

2
Ly
=

d d
k=1 ), S“k k=1

ol N

=1, (14)

2%

sto je u najboljem slucaju (za lijepe «y) algebarska jednadzba po s. Dakle, projekcije su

dane formulom -
k
s(x) %k

gdje je s(x) rjesenje jednadzbe (14).

U parabolickom sludaju (aq = %, as = -+ = ag = 1) jednadzba (14) je u stvari
bikvadratna pa su autori u [AL3] izveli eksplicitnu formulu za projekciju duz parabola na
elipsoid i vrlo efikasno primijenili parabolicke H-mjere. Ipak, pokusajmo pobliZe ispitati
rjeSenja jednadzbe (14).
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Uocimo najprije da je lijeva strana jednadzbe (14) strogo opadajuéa i neprekinuta po
s € R™ pa jednadzba (14) ima jedinstveno pozitivno realno rjesenje. Time je pokazano da
su projekcije (iako implicitno) dobro definirane gornjim formulama. Pritom je s(u) = 1.
Funkcija s(x) je implicitno definirana formulom

i buduéi da je, za proizvoljine x € R%i s € R,

)
0sF Z—xs“k #0,

2
8}
k=1 k

prema Teoremu o implicitnim funkcijama slijedi da je funkcija s(x) glatka. Posebno,
formulom (15) definirana je neprekinuta projekcija s R na P.
Druga ocita stvar je da vrijedi

1

1
s(Ao1xy, ..., A%zy) = As(x), AeRT,

¢ime je pokazano da s(x) na neki na¢in mjeri udaljenost broja x od ishodista. Toénije,
slutnja je da je s

_ [s(x—y), akojex#y,
d(X’Y)_{O, ako je X =y,

dobro definirana metrika na R

Netrivijalno je provjeriti jedino nejednakost trokuta, ali ta provjera djeluje zamrseno
i u ovom je trenutku ostavljamo kao otvoren problem.

Unato¢ problemima na koje smo naisli, zahvaljujuéi ideji izlozenoj u (IV. by), ipak
smo u mogucnosti definirati varijantu H-mjera koja ¢e posjedovati sva zeljena svojstva:
omoguciti proucavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi s derivacijama proizvoljnog
(ne nuzno cjelobrojnog) reda, $to ¢e nam omoguéiti skaliranje duz krivulja oblika (12), te
omoguéiti prou¢avanje prijenosnih svojstava zbog definicije na R?% x Q, gdje je mnogos-
trukost @) ortogonalna na spomenute krivulje i dana je formulom (13). Ipak, nedostatak
eksplicitnih formula uvelike koc¢i proucavanje daljnjih svojstava. Novi objekt zovemo
razlomljene H-mjere sa svojstvom ortogonalnosti i dane su sljede¢im teoremom:

Teorem 5. Neka je () mnogostrukost dana formulom

2 2 2
g.8, . &

&3] ) Qg

=1,

i neka su za proizvoljni n = (n1,...,n4) € Q krivulje ¢, : RT —» R? dane formulom

1 1

on(s) = (€1(s), -, &als)) = (ms®1,...,nas®d),

gdje su oy, € (0,1], k =1,...,d. Nadalje, neka je mq projekcija na mnogostrukost Q) duz
krivulja ;).
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Ako je (up) niz u L2(R% C") takav da u, — 0, onda postoji podniz (u,) i her-
mitska matricna Radonova mjera p = {u" }; j=1,. , na RY x Q takvi da za proizvoljne
01,02 € Co(RY), v € C(Q), ted,j =1,...,r vrijedi:

lim | (pruly) (%) Ayorg (02u,) (%) dx = (17, (p172) K P)

n/—o00 RY
_ / 21 (X)p2(X) 0 (€) dp™ (x, £),
R4xQ

gdje je F(A7v)(€) = D(€)Fu(£).

Dem. Glavni problem je naravno primijeniti odgovaraju¢u varijantu prve komutacijske
leme. Zbog nepoznavanja eksplicitne formule za g nije jasno je li mnogostrukost @
dopustiva, ali mozemo se posluziti idejom izlozenom u (IV.b4). U tu svrhu definirajmo i

mnogostrukost
d
P={eeR!: Y jgfr =1},
k=1
za koju smo u IV.4 pokazali da je B-dopustiva. Cilj nam je primijeniti Lemu IV.3.

A

3

v

Slika 4: Mnogostrukosti i krivulje koristene u dokazu

Za proizvoljan n € @ prema (IV.10) i (IV.11) postoji jedinstveni p € P takav da je

1

d
Me = pesgt 1 so= Y [n;|*,
=1

pa je, zbog

1 B
§k(s) = nrsk = ug(sos)
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zapravo ¢y (s) = ¢u(sps). Time smo pokazali da se krivulje iz ovog teorema mogu zapisati
u obliku (IV.9), ¢ime je omogucena primjena Leme IV.3.
Nadalje, za proizvoljnu ¢ € C(Q) definirajmo ¢’ € C(P) formulom

V' = (Yomg)lp

Funkcija v/’ je zaista neprekinuta jer smo u prethodnom odjeljku pokazali da je projekcija
7Q, dana formulom (15), neprekinuta. Takoder je ocito

P omg = omp. (16)

Sada mozemo primijeniti Lemu IV.3 uz a = ¢’ o mp i ase = ¢’. Tocnije, prema (16) i
Lemi I'V.3 limes dan ovim teoremom mozemo zapisati kao

lim (ruly) (%) Agorg (w2u?,) (x) dx

n'—oo JRd

= lim (1) (%) Ayronp (021! (%) dx

n'—oo0 JRd

= lim (1@3uly ) (%) Ayron !, (x) dx

n'—oo JRd

= lim (173t ) (%) Ayor, e, (x) dx.

n'—oo JRd

Dokaz sada slijedi uobic¢ajene korake dane u dokazu Teorema III.1.
Q.E.D.

Rijesimo sad jednadzbu (14) u posebnom slucaju a; = %, ag =+ =qag =1, uzelji
dobivanja lokalizacijskog svojstva koje bi se uspjesno primjenjivalo na neke jednadzbe
tre¢eg reda, te u nadi dobivanja ideje kako ocijeniti rjesenje u op¢em slucaju.

U tu svrhu uvedimo oznake

X = (.Il, e ,xd) = (Il,X/),
uz koje jednadzba (14) glasi
372 |x |2
5_6 T s2 =1

ili ekvivalentno
sO— |x/|2s* — 323 = 0.

Uz oznake t = 52,

a = [x'|?, b= 322 to je jednadzba treéeg reda oblika
B —at>? —b=0,

koja supstitucijom z =t — § prelazi u oblik

pogodan za primjenu Cardanove formule.
Cardanova formula daje

3 a3 a3b 3 a3 b N
“= o7 *3 '
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Vrac¢anjem na polazne oznake dobivamo

PN O O [ T 4 O T Y [
s(x) = — — = — 4 —.
3 27 2 9 4 27 2 9 4

Veé smo pokazali da jednadzba (14) ima jedinstveno pozitivno rjeSenje i upravo
to rjesenje se dobiva uzimanjem pozitivne determinacije kvadratnog korijena i realne
determinacije kubnog korijena u gornjoj formuli.

Iako smo dobili eksplicitnu formulu, ona je evidentno jako komplicirana pa ocekuje-
mo da ¢e za primjene biti zanimljivije ocjene koje za nju mozemo dobiti. Tocnije, vrijedi
sljedeca lema.

Lema 1. Postoje konstante C1,Co > 0 takve da funkcija s(x) dana gornjom formulom

zadovoljava ocjenu
Cyy/22 + [x/|0 < s(x) < Cay/a? + [x/]S,

za proizvoljni x € RZ.

Dem. Uz oznake

R S . L
27 27 9 4

dobivamo

112
s(x):\/%jL\?VAJrBJr{”/A—B.

Lako se provjeri da je A > B pa vrijedi

(VAT B+VA—B)* = A+B+{/(A+ B2(A - B)+{/(A+ B)(A - B2+ A-B > 24,

|X ’2 6 116
V2A > V2A > v/ 23 + |x/[5.

Za obratnu nejednakost koristimo poznatu nejednakost izmedu aritmeticke i kubne
sredine po kojoj je

tj. dobivamo

3 3 — _
\/A+B;rx/A B . i,/AJHB-;A B:ﬁ’

12 3
x) < 1/ ’X3‘ +2VA<\/3VAK \/Ef/;ﬁ 23 + [x/|6.

Gornji primjer daje nam ideju kako dobiti ocjenu u opéem slucaju, sto je sadrzaj
sljedece leme.

te slijedi

Q.E.D.
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Lema 2. Postoje konstante C,Cy > 0 takve da rjesenje s(x) jednadzbe (14) zadovoljava
ocjenu

d d
C1 Y Jag|™ < s(x) < Cy Y g™,
k=1 k=1
za proizvoljni x € RZ.
Dem. Uz oznake y = (y1,...,¥d), Yr = |Tk|* moramo zapravo dobiti da s = s(x)

zadovoljava ocjenu
Cilylr < s < Calylr.

Uz ove oznake jednadzba (14) glasi

d 1 2
ZEk(_) ~ 1. (17)

k=1

Posebno je za svaki k=1,...,d

i(?ﬂc)% <1, (18)

odakle slijedi

tj. mozemo uzeti
C Lomina #
1 =-mina
d kF

Za obratnu nejednakost, primijetimo da iz (18) slijedi i

a (17) daje
d d
Z (yk>mdxkak Z 1 <Z/k> < d (maxy yk)zi
= miny, aj, = ming ay, S ming oy s2

tj. mozemo uzeti

Q.E.D.

5. Lokalizacijsko svojstvo

Za proucavanje lokalizacijskog svojstva potrebni su nam odgovarajuéi funkcijski pro-
stori i njihova osnovna svojstva. Radi se o prostorima koji su u literaturi proucavani kao
odgovarajuc¢a poopcenja Soboljevljevih prostora. U ovom izlaganju slijedimo uglavnom

ideje dane u [L2, IV.2] i [AL3].

67



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

Posebno, zanimaju nas prostori koji se sastoje od temperiranih distribucija u takvih
da je ko € L2(R%), za neku tezinsku funkciju k, koji su opisani u [Hé1, 10.1] i tamo
su oznaceni s By . Preciznije, Hormander je zahtijevao da tezinska funkcija & > 0
zadovoljava ocjenu

k(€ +m) < (1+ClENNk(n),

za neke pozitivne konstante C' i N, te za proizvoljne &, € R%, dok mi uz iste oznake
koristimo ocjenu

k(€ +m) < C(1+[€Y)k(n). (19)

Iz Hérmanderovog uvjeta slijedi da je funkcija k£ nuzno neprekinuta, dok mi neprekinutost
zahtijevamo kao dodatni uvjet. Mnogi rezultati iz Hérmanderove knjige vrijede i u ovoj
novoj situaciji. U nastavku navodimo neke od njih.

Analogno klasicnom Soboljevljevom prostoru H?, definiramo za s € R i a € (0, 1]d
anizotropni Soboljevljev prostor

H**(RY) := {u € S’ : 0 je funkcija, k30 € L2(RY)},
gdje je

m&w=@+fJM%)
k=1

U narednoj lemi pokazujemo da funkcija k2, zaista zadovoljava uvjet (19), a zatim
rezultate koji slijede dobivamo usporedbom s Hormanderovom teorijom.

Lema 3. Ako funkcija k > 0 zadovoljava (19), i funkcija k*, za s € R zadovoljava uvjet
(19). Nadalje, ako ky i ko zadovoljavaju uvjet (19), i k1 + ko zadovoljava (19). Konacno,
funkcija k2, dana u prethodnoj definiciji zadovoljava uvjet (19).

Dem. Za s > 0 prvi dio tvrdnje slijedi potenciranjem iz ocjene
(1+1€1Y)° < (2max{1, ¢V}’
= 2°max {1, [§]"*} <2°(1 + [¢).

Za s < 0 zamijenimo prvon s £ +n i § s —§, a zatim potenciramo s —s.
Ako k1 zadovoljava (19) uz konstante C7, N1 > 0, te ko zadovoljava (19) uz konstante
Cs, Ny > 0, gdje je N1 < N2, onda iz ocjene

Cr(1+[€1") < C1(2 + €]™2) < 201 (1 + [€]™)

slijedi da k1 + k2 zadovoljava ocjenu (19) uz konstante C' = max{2C1,Ca2} i N = Na.
Da bi dokazali da kf, zadovoljava uvjet (19), na temelju upravo dokazanog dovoljno

je provjeriti da funkcija
1
ko(€) = - + I&[™

zadovoljava uvjet (19). To slijedi iz ocjene
1 1 1
Ro(€ +m) = 6+ mul™ < &+ (16l + )™ < &+ 66l + el
1
S L dlg|™) (5 A+ Inkl™) < d(1 + €% ) ko (),

gdje je druga nejednakost dokazana u dokazu Leme IV .4.
Q.E.D.
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Uz skalarni produkt

A

(u U>Hsv°‘(Rd) = (kg @ | k3@>L2(Rd)

H*(R?) je Hilbertov prostor.

Lema 4. Za uvedene prostore vrijede gusta i neprekinuta ulaganja S — H»*(R?) — S,
Stovise, C°(R?) je gust u HS*(RY).

Dokaz gornjih rezultata se u nacelu moze pronaéi u [H61, Teorem 10.1.7]. Ipak,
treba primijetiti da sve ocjene prolaze i uz modifikaciju (19). Isto vrijedi i za Lemu 5 u
nastavku ¢ija se varijanta nalazi u [H61, Teorem 10.1.10].

Za nastavak razmatranja ¢emo bez smanjenja opcenitosti (prenumeracijom varijabli,
ako je to potrebno) pretpostaviti da je aj,ag,...,qm < 1, te g1 = -+ = ag = 1.
Takoder uvodimo oznake x = (x,x'), X = (21,...,%m), X = (Tms1,.--,74), 0 <m < d,
te analogno za ostale vektorske varijable.

Lema 5. Ako definiramo H%"(R?) kao skup svih u € S’ takvih da je @ funkcija i

(143 lal) o 2@,

k=m+1

onda je za svaki kompaktan skup K C R? ulaganje
H *T(Rd) NE(K) — H*S’a(Rd)

kompaktno, za r < s. .

Buduéi da je prostor H%*(RY) polulokalan (v. [Hé1, loc. cit.]), najmanji lokalan
prostor koji ga sadrzi je

HY*(RY) = {u eD'RY): (Vpe CPRY)) pue Hs’a(Rd)} .

loc

Ovaj je prostor prirodno opskrpljen najslabijom topologijom u kojoj su preslikavanja
u +— pu neprekinuta.

Prisjetimo se sada definicije razlomljene derivacije reda a: 9’ je pseudodiferencijalni
operator sa simbolom (27i&)®, tj.

Opu = F ((2mig)" a(€)) -

Uvedeni operator je dobro definiran na uniji Soboljevljevih prostora H_OO(Rd) =
User H*(R?). Razlomljene derivacije, kao i prostor

Cy(R7: Mgsr (C)) = C(RY Mgsr (C)) N LX(RY My (C))

koristimo u sljede¢em teoremu.
Teorem 6. (lokalizacijsko svojstvo) Neka je (u,) niz u L?(R%; C") takav da u, — 0,
neka su za proizvoljne n € N i x' € R4™™ nosaci funkcija uy,(-,x') sadrzani u fiksnom
kompaktnom skupu u R™, i neka za | € N vrijedi

3o gem o (ATu,) + Y O (A uy) — 0 jako u HM(RY), (20)

loc
17|=l Iv'[=l

69



Ogranicenost pseudodiferencijalnih operatora i poopéenja H-mjera

gdje su A"_Y,A7I € Cy(RY, Myxr(C)), za neki ¢ € N, uzy € Nj',v' € Ng_m.
Tada za pridruzenu H-mjeru p definiranu Teoremom 5 vrijedi

( S [T erig) AT+ 3 (2mi 5’)7/A7/) p=0.
/=t k=1 ' I=

Dem. Pokazimo da analogon relacije (20) vrijedi i za lokaliziran niz (¢uy,), gdje je ¢ €
C2(R%). Uzmimo prvo da je ¢ € CX(R¥™) (funkcija koja ne ovisi o X), za koju imamo

Z 8?”1 .. 'a%m’}/m(A:)’gbun) + Z E):,/(AW’QSUn)

1yI=l lv'|=l
= o3 oo (AT + Y 0 (A un))
1¥|=t |v'|=l
l / , ,
e (3 )eal " aru,).
Y= =

Prema Lemi 5, lanovi zadnje sume konvergiraju jako prema nuli u H-4®(R%). Preostali
clanovi na desnoj strani konvergiraju u istom prostoru prema pretpostavci teorema, sto
dokazuje tvrdnju.

Za proizvoljnu ¢ € C(RY), postoji funkcija ¢ € C?(R)dim, neovisna o X, takva
da je ¢ = ¢p. Dalje dobivamo

H Z OO gemm (AT puy,) + Z 31//(A7/¢Un)

A1=t = HT (@)
[T (2migy)osm ,
<X k:1d ; ATou, + > L)IA@U” L2(R)
= (3l ) 1= (k; &l
= _Z P’Y(¢A’?90Un) + Z Pv’(¢A7/90Un) L2(R4)
1v|=t lv'|=l
< ¢<Z Py(ATpu,) + 3 P.,/(A’Y'@un))’ e
/=t oy |
St ) 3 A o0
¥l= Y=

jJHE 1(27”&)“”

/ (Zk 1 k|o®)E
(2mig")Y

odnosno p(§) = e My je operator mnozenja s ¢, a [P, Mg| = PMy —
k=1 ISk

MgP. Prema Lemi IV.3 i primjeru iz IV.4 komutatori [Py, M) i [P, My] su kompaktni

operatori na L2(R%), pa posljednji ¢lan u gornjem izrazu konvergira prema 0. Prema

prvom dijelu dokaza, niz (puy,) zadovoljava analogon relacije (20) pa prema Lemi I11.2

niz funkcija Z|’Y| ; Py (A puy) + Z|’Y =1 Py (A'y (puy) konvergira jako u L2 (R?). Time

gdje su Py i P, Fourierovi mnozitelji pridruzeni simbolima p5(§) =
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smo pokazali da 5 O 9™ (AT puy,) +3 (91,/(A7I¢un) — 0uHbo(RY),
a prema gornjem racunu i Lemi 2 slijedi i

s—l(g)<z H(zwigk)akaA%n+ > (2mg’)‘/’A7/’$un) —0 u L2RY.

[y |=t k=1 y|=

Nakon mnozenja n-tog ¢lana gornjeg niza s g@ iomg, za ¢ € C(Q), gdje je @
mnogostrukost iz Teorema 5, prema tom teoremu slijedi

(2migy,) “x Tk

s

— m /7, - —
0= liTIln/(z/; owQ)<Z a AT+ S %Av ¢un> ® (¢un>d5
Rd 1¥]=t 1v'[=l
= <%(Z [T @rig) oAt + 3 (2m£')7'A7/>u7 912 B ).
SO \FZis =

Bududi da je s(€) = 1 na nosac¢u mjere p, tvrdnja slijedi.
Q.E.D.

Napomena. Nosadi funkcija u,, moraju biti sadrzani u fiksnom kompaktnom skupu (po
X), jer razlomljene derivacije nisu lokalne, te za njih ne postoji odgovarajuca varijanta
Leibnizovog produktnog pravila.

Ipak, ova se pretpostavka moZe zamijeniti s uvijetom da koeficijenti A7 i AY imaju

kompaktan nosac¢ po x. .

Na kraju, kao jednostavan primjer primjene lokalizacijskog svojstva, dokazujemo
sljededi:
Korolar 1. Neka je (uy) niz u L2(R?) takav da u, — 0, neka su nosaci funkcija uy,
sadrzani u fiksnom kompaktnom skupu, i neka je za svaki n € N zadovoljena jednadZba

d
Z Opu+ cup = fn,

k=1

za neke a € (0,1) i ¢ € C(R?). Ako oznacimo e = (v, ..., a) i ako f, konvergira prema
nuli (jako) u H-V*(R%), onda je H-mjera yi definirana Teoremom 5 i pridruZena nizu
(up) trivijalna.

Dem. Prema Lemi 5 cu, takoder konvergira prema nuli u H_l’a(Rd), pa direktna pri-

mjena Teorema 6 daje
d
(Xe)u—o
k=1

Ako je & > 0, onda je i £ > 0, a ako je & < 0, onda se &' nalazi u gornjoj (kom-
pleksnoj) poluravnini. Dakle, izraz u gornjoj zagradi je jednak nuli ako i samo ako je
(&1,...,&4) = 0. Buduéi da ishodiste ne pripada promatranoj mnogostrukosti iz Teorema
5, zakljucujemo da je p = 0.

Q.E.D.
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Sazetak

Ponasanje pseudodiferencijalnih operatora na Lebesgueovim i Soboljevljevim pro-
storima je intenzivno proucavano u posljednjih nekoliko desetlje¢a i danas imamo prilicno
zaokruzenu teoriju. Unato¢ tome, malo je receno o prostorima s mjeSovitom normom.

Zato je prvi cilj ovog rada bio ispitati i pronaci sto elementarniji dokaz za neprekinu-
tost pseudodiferencijalnih operatora reda nula na Lebesgueovim prostorima s mjesovitom
normom. Pritom sam se uglavnom ogranicio samo na klasicne Hérmanderove simbole i
Kohn-Nirenbergovu kvantizaciju.

H-mjere su u posljednjih dvadesetak godina dale brojne primjene na hiperbolicke
zadace, a u posljednjih se nekoliko godina intenzivno proucavaju parabolicke H-mjere,
prilagodene primjeni na parabolicke zadace. Obje se varijante oslanjaju na pogodan
oblik tzv. prve komutacijske leme. Moj je cilj bio prouciti domete Tartarovog opceg
oblika prve komutacijske leme (Lema IV.1) i pronaéi opéenite postupke za konstrukeciju
varijanti H-mjera prilagodenih skaliranju duz odgovarajuc¢ih krivulja. Prvo je pronadena
tzv. varijanta A, a zatim elegantnija varijanta B.

Dobiveni postupci su uspjesno primijenjeni na neka pitanja vezana uz razlomljeni
zakon sacuvanja, a na kraju su definirane i tzv. razlomljene H-mjere s odgovaraju¢im
lijepim svojstvima i potencijalnim primjenama na razne tipove parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi. Unato¢ nedostatku nekih eksplicitnih formula, dokazano je i lokalizacijsko
svojstvo za tu varijantu H-mjera.
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Summary

Pretty extensive study of the continuity of pseudo-differential operators on Lebesgue
and Sobolev spaces has been done in the last few decades, resulting in well-rounded theory.
However, a little has been said about behaviour on spaces with mixed norm.

The first goal of this work was so to study and to find the most elementary proof of
continuity of zeroth order pseudo-differential operators on Lebesgue spaces with mixed
norm. The study has been mainly oriented only to classical Hérmander symbols and
Kohn-Nirenberg quantisation.

H-measures provided many results regarding hyperbolic equations in the last two
decades, and in the last few years an extensive study of parabolic H-measures has been
done, with some applications to parabolic equations. Both variants follow an appropriate
version of the so called first commutation lemma. My goal was to study consequences of
the general version of Tartar first commutation lemma (Lemma IV.1) and to find general
methods for constructing variants of H-measures appropriate to use with scaling along
certain curves. First the variant A had been found, and then more elegant variant B.

Those methods found application to certain questions about fractional scalar con-
servation laws, and fractional H-measures, with certain good properties and potential
applications to various types of partial differential equations, have been defined. Despite
the lack of certain explicit formulas, localisation principle for that variant has also been
proved.
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