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lzvorni znanstveni rad
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Poopcene minimalne mreze u oblikovanju prednapetih konstrukcija od uzadi

Problem nalaZenja oblika prednapetih konstrukcija od uzadi formuliran je kao varijacijski
problem ¢ija su rjeSenja minimalne i poopcene minimalne mreZe. Uvedena su kinematicka
ogranicenja koja omogucuju zadavanje duljina odabranih Stapova. Analizirana je primjena
Newton-Krilovljevih metoda u rjeSavanju nelinearnih jednadzbi ravnoteze te je opisana
i analizirana iteracijska primjena metode gustoca sila u kojoj se gustoce sila u nekom
koraku odreduju na temelju zadanih uvjeta i rezultata prethodnoga koraka.
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Generalized minimal nets in form finding of prestressed cable nets

Form finding problem of prestressed cable structures is formulated as a variational problem
whose solutions are minimal and generalized minimal nets. Kinematic constrains are
introduced that allow assignment of chosen lengths to elements. Application of Newton-
Krylov methods for solving nonlinear equations of equilibrium is analysed. Iterative application
of force density method, where force densities in each iteration step are determined based
on given conditions and results of previous step, is described and analyzed.
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Verallgemeinerte Minimalnetze im Entwurf vorgespannter
Seilkonstruktionen

Das Problem der Formfindung vorgespannter Seilkonstruktionen ist als
Variationsproblem formuliert, dessen Losungen Minimalnetze und verallgemeinerte
Minimalnetze darstellen. Kinematische Einschrankungen, die das Bestimmen der
Lange ausgewahlter Stabelemente ermoglichen, sind eingeflihrt. Der Einsatz von
Newton-Krylov-Verfahren beim Losen nichtlinearer Gleichgewichtsgleichungen ist
analysiert und die iterative Anwendung der Kraftdichtemethode, bei der die Kraftdichte
in jedem Iterationsschritt aufgrund der gegebenen Konditionen und der Resultate im
vorherigen Schritt ermittelt wird, ist ebenfalls beschrieben und untersucht.

Schlisselworter:
vorgespannte Seilkonstruktion, Formfindung, verallgemeinertes Minimalnetz, kinematische

Einschrankung, Newton-Krylov-Verfahren, Kraftdichtemethode
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1. Uvod
Vecina konstrukcijskih elemenata preuzima i prenosi
opterecenja razliCitim vrstama naprezanja i njihovim

kombinacijama: vlakom, tlakom i posmikom. To dovodi
do sloZenih razdioba naprezanja koja se mogu vidjeti
u fotoelasticnim eksperimentima. Uze, medutim, ima
zanemarivu fleksijsku krutost, nedostatnu da omoguci
prenoSenje vecih sila okomitih na svoju os. Ono, isto tako,
ne moze preuzeti tlacne sile. Zbog toga ono pod djelovanjem
opterecenja mijenja oblik kako bi se u njemu razvile
uravnotezujuce vlacne sile, uz jednolike razdiobe vlacnih
naprezanja po plostinama poprecnih presjeka. Posljedica je
toga da uze bitno mijenja ravnoteznu konfiguraciju ako sile
koje djeluju na njega promijene poloZaj, pravac ili smisao
djelovanja. S druge strane, kako su sve tocke poprecnoga
presjeka jednako napregnute, uze je pri prijenosu sila vrlo
ucinkovito.

Buduci da uze, samo za sebe, pri promjeni opterecenja mijenja
ravnoteznu konfiguraciju,odrzavanje oblika gipkih konstrukcije
od uzadi osigurava se tako da se ona slazu u mrezu koja tvori
antiklasti¢nu plohu (plohu negativne Gaussove zakrivljenosti).
U najjednostavnijim slucajevima postoje dvije familije
uzadi: ulegnuta uzad preuzima (dominantno gravitacijsko)
opterecenje, a ispupfena uzad, razapeta priblizno okomito na
ugnutu, sluZi za stabilizaciju. Uzad uz to mora biti prednapeta,
jer se vlacno naprezanje u cijeloj mrezi mora odrzati pri svim
kombinacijama opterecenja; primjerice, pri djelovanju vjetra
familije uzadi mogu zamijeniti uloge.

Zbog svega su toga geometrijski oblik i vrijednosti
prednaponskih sila presudni za staticko (a, naravno,
i dinamicko) ponasanje gipke konstrukcije od uzadi -
antiklastican oblik i prednapinanje daju joj takozvanu
geometrijsku krutost. | obratno, zakoni statike odreduju
njezin oblik: geometrijski oblik neposredno odrazava sustav
sila u ravnotezi; proizvoljno odabrani oblik i vrijednosti
prednaponskih sila tesko e zadovoljiti uvjete ravnoteze.
U tome je stanoviti paradoks: naizgled slobodni, razvedeni,

gotovo organski oblici prednapetih konstrukcija od uzadi (slika
1.) odredeni su u stvari strogim, neumitnim i neumoljivim
zakonima statike [1].

Prva je faza projektiranja prednapete konstrukcije od uzadi
stoga nalaZenje njezina oblika prije nanoSenja korisnoga
opterecenja, a najcesce i uz zanemarivanje vlastite tezine. Pod
pojmom nalaZenja oblika razumijevamo odredivanje pocetne
ravnotezne konfiguracije koja obuhvata geometrijski oblik
konstrukcije i vrijednosti prednaponskih sila.

Do kraja Sezdesetih godina proSloga stoljeca jedini je nacin
nalazenja oblika bila izrada fizickih modela. Frei Otto je za
svoje projekte upotrebljavao modele od tkanine i Zica te
opne od sapunice [1]. lako fizicki modeli pruzaju koristan
uvid u ponasanje gipkih konstrukcija, vrlo je tesko, ¢ak i
fotogrametrijskim postupcima, dovoljno tocno odrediti
koordinate pojedinih tofaka, a da o moguénosti tocnijeg
odredivanja vrijednosti sila i naprezanja i ne govorimo. Stoga
su se vrlo rano poceli razvijati racunalni modeli i metode.
Iscrpni  prikazi razli¢itih  postupaka nalazenja oblika
prednapetih konstrukcija od uzadi dani su u [2, 3], tako da
¢emo se ovdje ograniiti na skicu, selektivno spominjuci tek
neke postupke.

Jedna od prvih rat¢unalnih metoda proSirenje je geometrijski
nelinearnoga  proratuna  sustava ravnih  zglobnih
Stapova metodom pomaka: probna se konfiguracija pod
neuravnotezenim prednaponskim silama progiba (veliki
pomaci uz male deformacije) i tako postupno priblizava
ravnoteznoj konfiguraciji [4]. NaZalost, pritom je tesko
kontrolirati pomake i sile, tako da se u nekim dijelovima kabela
mogu pojaviti i tlacne sile. Uz to, kako je rije€ o inacici metode
pomaka, treba pretpostaviti konstitucijsku vezu pomaka i sila,
ali ta veza ne mora odgovarati stvarnom materijalu, jer je,
pokazat cemo, nalazenje oblika staticka zadaca.

U metodi gustoca sila, koju su potetkom sedamdesetih
godina razvili H.-J. Schek, K. Linkwitz i njihovi suradnici,
nelinearni je problem nalazenja oblika lineariziran drugacijim
udruzivanjem" veli¢ina koji dovodi do pojma gustoce sile
[5-7]. Rad [7] sadrZi izvod jednadZzbi metode iz potpunoga

Slika 1. Frei Otto: Njemacki paviljon na izlozbi Expo ‘67 u Montrealu
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sustava jednadzbi ravnoteZe, jednadzbi kompatibilnosti i
konstitucijskih jednadzbi uz primjenu metode najmanjih
kvadrata. Metodu gustoca sila podrobnije e se opisati u
poglavlju 7.,a jednadZbe e se izvesti neposredno, iz jednadzbi
ravnoteZe. Ta se metoda i danas ¢esto primjenjuje, a razvijena
su i brojna njezina prosirenja i poopcenja. Vec je u [5]
uvedena nelinearna inatica metode gustoca sila koja dopusta
zadavanje dodatnih ogranicenja.

Problem nalazenja oblika moze se shvatiti i kao varijacijski
problem, problem nalazenja minimuma [8-10], odnosno,
kao Sto ce se u poglavlju 5. pokazati, kao opcenitiji problem
nalaZzenja stacionarnih tofaka stanovitih funkcija. Takav
pristup smatramo najprirodnijim.

U radu [11] autori kao "temeljne parametre” u nalazenju
oblika konstrukcija od platna prepoznaju topologiju plohe,
geometriju plohe, geometrijske rubne uvjete, razdiobu
naprezanja te volumne i povrdinske sile. lako uvrStene u
temeljne parametre, volumne i povrSinske sile (vlastita
tezina, opterecenje) rijetko se, rekosmo ve¢, u fazi nalazenja
oblika uvode u proracun. Formulacije zadace nalazenja oblika
ovise o tome koji se parametri zadaju, a koji se smatraju
nepoznanicama. U kontekstu konstrukcija od uzadi govorit
ce se o topologiji i geometriji mreZe te, umjesto o razdiobi
naprezanja, o vrijednostima prednaponskih sila u uzadi.

2. Proracunski model mreze kabela

Za oblikovanje proratunskoga modela mreZe pretpostavit
Ce se da su kabeli potpuno savitljivi i da su bez tezine.
Razmatrati ce se samo faza nalazenja oblika, pa nece biti ni
vanjskoga opterecenja. Unesemo i u kabele prednaponske
vlacne sile, izmedu njih ¢e u tockama u kojima se krizaju
djelovati kontaktne sile. Ako kabeli jedni po drugima mogu
klizati bez trenja, te e sile biti normalne na dodirne plohe,
dok ce uz trenje postojati i tangencijalne komponente. Kako
su povrsine dodirnih ploha zanemarivo male, kontaktne cemo
sile smatrati koncentriranima. Zbog pretpostavljene potpune
savitljivosti kabel opterecen samo koncentriranim silama
poprima oblik ravninske ili prostorne poligonalne linije, tako
da €e odsjecci izmedu tofaka u kojima se neki kabel kriza s
drugima biti ravni (slika 2.).

Slika 2. Cvor j, prikljuceni Stapovi i susjedni évorovi

pretpostavit Eemo da su ta kriziSta geometrijske tocke, to jest,
da se osi kabela u njima sijeku. Uz navedene pretpostavke
mozemo u proracunskom modelu uzeti da su odsjecci kabela
izmedu kriziSta zglobni Stapovi, a kriziSta zglobni ¢vorovi u
koje su Stapovi centri¢no prikljuceni. Sustav zglobno spojenih
Stapova moze se kao proracunski model zadrzati i u fazi
izratunavanja ponadanja mreze pod djelovanjima raznih
opterecenja, ako ta opterecenja prikazemo koncentriranim
silama u ¢vorovima.

Osim unutarnjih ¢vorova u kojima se kabeli krizaju, mreza ¢e
imati i leZzajne Cvorove u kojima su kabeli spojeni s "krutim"
rubnim i, rjede, unutarnjim linijskim i tockastim osloncima.
Pod pojmom "krutih" oslonaca razumijevamo "tradicionalne”
konstrukcijske elemente poput greda, lukova, "jarbola",
"sidara", koji, naravno, nisu apsolutni kruti, ali ¢vorove na
njima mozZzemo smatrati nepomi¢nima. PoloZaji leZajnih
¢vorova zadani su unaprijed - u proracunskom modelu to su
geometrijski rubni uvjeti. Jedan od nacina na koji projektant
moze utjecati na oblik mreZe promjena je razmjeStaja i oblika
cvrstih oslonaca, odnosno u modelu, geometrijskih rubnih
uvjeta. Promijenjeni rubni uvjeti pritom su ulazni podaci za
ponovljeni postupak nalazenja oblika.

Buduéi da su u fazi nalaZzenja oblika polozaji unutarnjih
¢vorova nepoznanice, te éemo ¢vorove nazivatii slobodnima.

Skup oznaka slobodnih ¢vorova oznatit cemo sa N, a skup
oznaka lezajnih ¢vorova sa N.. Broj je slobodnih ¢vorova n, =
card/V, dok je broj lezajnih ¢vorova n, = card/V,. Za skup oznaka
svih ¢vorova vrijedi N= N, U N, a kako je N,n N, =@, bit e n
= cardN= n+n,.

Stap izmedu ¢vorova /i joznacit cemo sa (j j), a skup oznaka
svih Stapova sa B; broj je Stapova n, = cardB. Cvorove koji su
Stapovima povezani sa tvorom /zvat ¢emo "susjedima" ¢vora
j;a skup njihovih oznaka oznatit cemo sa V.

Topologija mreze opisuje povezanost Stapova i cvorova:
Stapove koji "pripadaju” jednom kabelu, Stapove koji su
prikljuceni u neki €vor,"susjede" nekog ¢voraisli¢no. Topologija
mreze unaprijed je zadana.

Geometrija ili oblik mreZe klju€ni je parametar u nalazenju
oblika. Oblik mreze mora zadovoljiti konstrukcijske,
funkcionalneiestetske zahtjeve. Onje u prora¢unskom modelu
odreden koordinatama €vorova. Buduci da je trazeni oblik
mreze ravnotezna konfiguracija prednaponskih vla¢nih sila u
sustavu zglobno spojenih Stapova, koordinate su slobodnih
¢vorova temeljne nepoznanice u postupku nalazenja oblika.
U nekim je slucajevima pogodno, pa i potrebno osim uvjeta
ravnoteze sila u ¢vorovima uvesti i dodatne uvjete izraZzene
u obliku kinematickih ogranicenja koja povezuju nepoznate
koordinate.

Vrijednosti prednaponskih vlacnih sila u kabelima ili u
Stapovima mogu biti unaprijed zadane, ali mogu biti i
nepoznanice koje se odreduju uravnotezenjem ¢vorova i,
mozda, zadovoljavanjem dodatnih kinematickih ogranicenja.
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3. RavnoteZa slobodnog Cvora i

Osnovu postupka nalazenja oblika prednapetih konstrukcija
od uzadi ¢ine jednadZbe ravnoteze ¢vorova na koje djeluju
samo sile prednapinjanja u priklju¢enim Stapovima.

Za svaki slobodni €vor / moZemo napisati tri jednadzbe
ravnoteZe - jednadzbe ravnoteze projekcija sila u priklju¢enim
Stapovima na tri koordinatne osi:

'S, c080,;=0,%S, cosp,; =0,>"S, cosy,; =0 (1)
jeN; jeN, jeN,
pritom su

- S, vrijednost sile u Stapu (i ), s pozitivnim smislom
djelovanja od ¢vora / prema ¢voru j
o, B, v, kutovi izmedu koordinatnih osi i osi Stapa (j )),
orijentirane od / prema j,

tako da su
X; = X; Y=V Z, -z
COSO(I-J = 17' Cosﬁi,j == , COS}/U =4 7 (2)
ij ij ij
gdje je

;= l(x,,y,,z,.,xj,yj,zj) = \/(xj —x,.)2 +(yj —y,.)2 +(z, —z,.)2 (3)

duljina Stapa (/). Uvrstimo li (2) i (3) u (1), dobit cemo sustav
nelinearnih algebarskih jednadzbi

X —X
s, L% -0,
!EZ\:: ! \/(X/—X,)Z‘*'(y;_y1)2+(zj_zi)2

Y, —Y
s, 7 =0, 4
& TogaT wlo v o(a -2y )

S, —
’ZV: j\/(xj.fx,)2+(yj7y,)2+(zj—z,.)2

za i e N,. Sustav, prema tome, sadrzi 3nfjednadibi.

=0

Bilo koji skup n, koordinatnih trojki (x, y, z), i € N, i n,
vrijednosti sila S, (i, )) € B, koji zadovoljava te jednadzbe
tvori ravnoteznu konfiguraciju. Jednadzbe sustava (4)
ne sadrze funkcije ili koeficijente (kao Sto su, primjerice,
koeficijenti matrice krutosti u metodi pomaka) kojima je
izrazena konstitucijska veza produljenja kabela i vrijednosti
sila u njima, tako da je ravnotezna konfiguracija mreze
neovisna o modulima elasti¢nosti kabela i povrSinama
njihovih poprecnih presjeka. Problem je nalaZenja oblika,
prema tome, staticki problem, a njegovo je rjeSenje "Cisti,
nematerijalizirani ravnotezni oblik" [6].

4, Minimalna mreza kabela

Ukupna duljina kabela u mrezi dana je funkcijom £ definiranom:

‘C({Xk’yk‘zk}ke;\f,) = (%:Béi,f (5)

lako u izraz za ukupnu duljinu uzadi ulaze koordinate svih
Cvorova, koordinate su lezajnih cvorova poznate, tako da
je £ funkcija koordinata slobodnih ¢vorova, £ : R — R.
Izjednacimo li s nulom njezine derivacije po koordinatama
slobodnih ¢vorova, dobit éemo sustav 3nf jednadzbi sa 3nf
nepoznanica rjeSenje kojeg su koordinate slobodnih ¢vorova

za koje funkcija £ poprima minimum:
aﬁ({xk’yk’zk}ks;‘v',) aﬁ({xk'yk'zk}kﬁ.v,)

a‘c({xk’yk’zk}ksfv}):o! =0, =0
0X, ;i .

i i

za i € N.. Pritom €e izraz za derivaciju funkcije £ po jednoj od
koordinata ¢vora / sadrzavati samo pribrojnike koji u brojniku
sadrze istu koordinatu susjednih ¢vorova; primjerice,

aL({Xk‘yk’zk}ks.v,) _ inxi =0
0OX, - z L -

i JeN; ij

RjeSenje sustava mozemo shvatiti i kao nultocku vektorske
funkcije vektorske varijable,

f(x)=0,

gdje je f: R — R, a koordinate su slobodnih ¢vorova
svrstane u vektor x, € R3”. Ako je S konstanta, S#0,onda je

a(SL({Xk‘yk7ZK}kE.\"; )) -s ac({xk'yk'zk}ke“v’) etc.

ox, 0X;

Sto znadi da se "poloZaj" minimuma (to¢ka u prostoru R3)
ne mijenja; mijenja se samo njegova vrijednost. Prema tome,
ako su vrijednosti sila u svim Stapovima (j, ) medusobno
jednake, 5/,/ = S, sustav (4) mozemo interpretirati kao iskaz
uvjeta minimuma ukupne duljine uzadi: koordinate slobodnih
¢vorova, dobivene kao rjeSenje sustava, daju oblik mreze za
koji je zbroj duljina kabela manji od zbroja duljina kabela u
bilo kojem drugom obliku koji mreza moZe poprimiti. Takav
oblik mreze nazivamo minimalnom ili geodetskom mreZzom
kabela; on, pokazali smo, formalno-matematicki ne ovisi o
vrijednosti sile S, ali za fizicki ostvarivo rjeSenje sila mora biti
vlacna, S> 0.

Na slikama 3.a i 3.b prikazane su minimalne mreze nad
tlocrtnim podrucjem [0, 1] x [0, 1] s rubnim &vorovima Cije
koordinate zadovoljavaju jednadzbu z = %axy; kabeli mreze
na slici a) izvodnice su hiperboli¢kog paraboloida. Minimalne
mreZe prikazane na slikama 3.c i 3.d razapete su nad tlocrtnim
podrucjem [-1, 1] x [-1, 1]. Koordinate njihovih rubnih ¢vorova
zadovoljavaju jednadzbu z=In (cosx / cosy).

Primjeri sa slike 3. rijeSeni su primjenom programske funkcije
newton_krylov, sadrzane u programskom paketu SciPy [12] koji
je (uz mnoge druge) ukljuen u simbolicki programski paket
Sage [13, 14]. Ta je funkcija programska realizacija Newton-
Krilovljeva postupka rjeSavanja sustava nelinearnih jednadzbi,
odnosno nalazenja nultocke vektorske funkcije vektorske
varijable [15, 16]. Newton-Krilovljev postupak inacica je
poznatoga Newton-Raphsonova postupka [15, 17]. U svakom
se koraku vanjske, Newton-Raphsonove petlje linearni sustavi:
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Slika 3. Minimalne mreze
f (x(k)) + J(k) (x-x(k)) =0

rjeSavaju odabranim Krilovljevim iteracijskim postupkom
(unutarnja petlja), pri cemu se umnosci Jacobijeve matrice J¥ =
Vf(x¥) i vektora v izracunavaju neposredno, bez izracunavanja
same matrice, tako da se aproksimiraju numerickom
derivacijom

JWv = [f(x® + gv) - f(x®))/e

gdje je € mali broj, primjerice broj nesto vedi od korijena strojne
toCnosti prikaza realnih brojevae__,.

U funkciji newton_krylov mogu se za rjeSavanje sustava
linearnih jednadZzbi upotrijebiti Krilovljevi postupci Conjugate
Gradient Squared (cgs), BlConjugate Gradient STABilized
(bicgstab), MINimum RESidual (minres), Generalized Minimal
RESidual (gmres) [15] i "Loose" GMRES (Igmres) [18] (zadrzani
su engleski nazivi, jer, koliko nam je poznato, uvrijezeni
hrvatski ne postoje).

Globalna se konvergencija u funkciji newton_krylov
osigurava pretrazivanjem po pravcu. Pritom se za
odredivanje duljine koraka mogu odabrati Armijov kriterij
bez dodatnoga kriterija o zakrivljenosti ili s njim (Wolfeovi
kriteriji) [15].

Za pripremu vektorske funkcije vektorske varijable
(uvodenje niza simbolickih varijabli za koordinate ¢vorova,
definiranje funkcija ¢, i £, deriviranje funkcije £ po svim
njezinim varijablama) koja je ulazni parametar funkcije
newton_krylov upotrijebljene su simbolicke moguénosti
programa Sage.

U tablici 1. prikazani su podaci o trajanju proratuna za
nalazenje oblika mreze sa slike 3.b. Mreza ima 25 slobodnih
¢vorova, Sto znali da sustav sadrzi 75 jednadzbi sa 75
nepoznanica. Za pocetnu aproksimaciju rjeSenja uzeto je da
svi slobodni évorovi leZe u ravnini z= 0 tvoreci pravilnu mrezu.
Kriterij za prekid iteracijskog postupka bio je ||r¥]|, < 6:10%,
gdje je ¥ = f(x ) rezidual.

Da bi mreza mogla doci u minimalnu konfiguraciju, ne smije
se tijekom prednapinjanja sprijeCiti klizanje kabela jednih
po drugima. Tek nakon postizanja kona¢noga minimalnog
oblika kabeli se u tockama u kojima se krizaju medusobno
povezuju kako bi se povecala krutost mreze i onemogucilo
daljnje klizanje kabela nakon nanoSenja opterecenja. Nekoliko
je vrsta spojeva kabela prikazano na slici 4. (da se izbjegne
potreba za kabelima velikih promjera poprecnih presjeka,

mreze vecih raspona Cesto se izvode s dva usporedna tanja
kabela, slike 4.ci 4.d.

Tablica 1. Trajanje proracuna inacicama Newton-Krilovljeva postupka

r?:;at\llj::jt Pretrazivanje Br9j koraka. Trajavnje

linearnih sustava po pravcu | vanjske petlje| proracuna
cgs armijo 5 4521 s
cgs wolfe 4 44,22 s
bicgstab armijo 5 3698 s
bicgstab wolfe 4 36,23 s
minres armijo 5 2224 s
minres wolfe 4 25,16 s
gmres armijo 5 2721s
gmres wolfe 4 2862 s
Igmres armijo 5 40,08 s
lgmres wolfe 4 36,32s

Slika 4. Spojevi kabela (prema [19])
5. Poopcene minimalne mreZe kabela

Lako je vidjeti da za medusobno razli¢ite vrijednosti sila S,
sustav jednadzbi ravnoteze (4) izrazava uvjete minimuma
funkcije £ dane izrazom

G({Xk’yk’zk}ke/\/,) Z Sl (©)

(i.j)eB

Spoje li se u ¢voru dva mimoilazna uZeta prije no Sto se
izjednace vrijednosti sila uzduz njih, spoj mora s jednoga uzeta
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na drugo, "poprecno”, osim normalne kontaktne sile prenijeti
i tangencijalnu (koja sprecava klizanje uzadi). Kako jedno uze
prelazi prekoiliispod drugoga, njihove se osi ne sijeku (sijeku se
samo u nasem proracunskom modelu). Buduéi da vrijednosti
sila u dva priklju€ena Stapa u Cvor jednoga uzeta nisu jednake,
S, # 5, nete biti jednake ni vrijednosti momenata tihv sila u
odnosu na os poprecnog uzeta: e S # e S, (slika 5.a). Cvor ce
se zaokrenuti kako bi se smanjio krak sile vece vrijednosti i
time uravnotezili momenti: ¢, S, = e, S, (slika 5.b). Razlike
vrijednosti sila u Stapovima jednoga uZeta trebale bi biti Sto
manje, tako da i izokretanje ¢vorova bude malo.

al i &l s iy
7 i : ;. f 4 e
S- .i.’__‘_‘ h 5# //: J_ 5
- ¥ e N )II- L] ] - 3 T X
|~ B »

Slika 5. Izoblicenje spoja kabela

Napinju li se razliciti kabeli razlicitim silama i spoje u ¢vorovima tek
kad doklizu u ravnoteznu konfiguraciju, uzduz pojedinih e kabela
vrijednosti sila S biti medusobno jednake, pa se Cvorovi nece
izobliciti. Takve mreZe, s razlicitim vrijednostima sila u razlicitim
kabelima, ali nepromjenjivih uzduz kabela, nazvat ¢emo “prirodnim"
poopéenim minimalnim mreZama kabela (jer "[m]reza dolazi
u prirodnu ravnoteznu konfiguraciju ako se za prednapinjanja
omogudi klizanje", [10]), za razliku od "apstraktnoga" poopéenja
u kojem su vrijednosti sila SM medusobno potpuno neovisne.
Treba, medutim, rei da ce se, nakon povezivanja kabela, pod
promjenjivim opterecenjem vrijednosti sila u Stapovima mijenjati
u razlicitim omjerima, pa ni u "prirodnim" mrezama nece vise
uzduz pojedinih kabela biti jednake. No, te ce razlike biti malene u
odnosu na vrijednosti prednaponskih sila.

Moguénost zadavanja razliitih vrijednosti sila u razlic¢itim
kabelima bitno povecava skup oblika ostvarivih u oblikovanju

al o

prednapetih konstrukcija od uZzadi; pritom su vazni omjeri
vrijednosti sila u kabelima, a ne njihove "apsolutne" vrijednosti.
Ako se sile u drugim kabelima ne mijenjaju, odabrano se uze
povecanjem sile u njemu nateze, pa se ukupna duljina Stapova
od kojih je sastavljeno smanjuje, pri ¢emu se prostorna
poligonalna linija koju ti Stapovi tvore izravnava i priblizava
pravocrtnoj spojnici njegovih krajeva (slika 6., usporedite sa
slikom 3.b); iako je uZe poligonalna linija, a ne krivulja, testo se
kaZe da se natezanjem njegova zakrivljenost smanjuje.

Slika 6. Sila u jednom kabelu: a) deset puta veca; b) pedeset puta veca
od sila u ostalim kabelima

Mreze uZadi u primjerima na slikama 3. i 6. imaju "krute" rubove
(grede, recimo), pa su koordinate svih rubnih ¢vorova poznate.
Prednapete konstrukcije od uzadi cesto se, medutim, rade s
rubnom uzadi. Ti su rubni kabeli samo u nekim totkama, obi¢no
krajnjima, spojeni s "krutim" konstrukcijskim elementima, tako
da su poznate koordinate samo tih, "leZzajnih" ¢vorova. Stoga
nalaZenje oblika rubnih kabela postaje dijelom nalazenja oblika
cijele mreze. U rubnim su kabelima vrijednosti sila znatno vece
negoli u unutarnjima.

Medutim, kao Sto primjeri na slici 7. pokazuju, moZe se dogoditi
da po rubnom kabelu dva cvora ili viSe njih "otklizu" u jednu
tocku. To €e se dogoditi neovisno o vrijednostima sila u rubnim
kabelima - ni znatnim povecanjem vrijednosti tih sila u odnosu
na vrijednosti sila u prikljucenim kabelima ne mozemo sprijeciti

Slika 7. Medusobno priblizavanje ¢vorova: a), b) i d), e) sile u svim kabelima jednake, c) i f) sile u rubnim kabelima deset puta vece od sila u

unutarnjima
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neograniceno priblizavanje i stapanje ¢vorova. Povetavanjem
vrijednosti sila u rubnim kabelima mozemo priblizavanje ¢vorova
"usporiti" (slike 7.ai 7.b u usporedbi sa 7.c te 7.d i 7.e u usporedbi
s 7.f), ali netrivijalno "nesingularno” ravnotezno stanje ne postoji.
Osim Sto je sa stajalista oblikovanja mreZe nesmisleno, stapanje
¢vorova dovodi do problema i u numerickom rjeSavanju sustava
jednadZbi ravnoteze (4). Padnu li dva ¢vora u istu tocku, duljina je
Stapaizmedu njih jednaka nuli,a nuli su jednakei razlike pojedinih
koordinata €vorova, pa su po uvrstavanju u jednadZbe ravnoteze
- u pribrojnicima kojih su razlike koordinata u brojnicima, a duljine
u nazivnicima - odgovarajuci pribrojnici neodredeni izrazi 0/0,
Sto dovodi do prekida rada racunalnog programa, ponajéesce
s nerazumljivom porukom o greski. Zbog toga cemo sprijeciti
klizanje u spojevima unutarnjih kabela s rubnim kabelom (spoj
je prikazan na slici 8) i kinematickim ogranicenjima propisati
duljine Stapova na rubnim kabelima:

=14, (7)
za (ij)e B; skup oznaka Stapova duljina kojih je zadana
oznacili smo sa B, a njihov broj sa n, n_= cardB..

e

o

¥

Slika 8. Spoj unutarnjega kabela na rubni (prema [19])

Kinematic¢ka éemo ogranic¢enja u proracun uvesti s pomocu
Lagrangeovih multiplikatora [20]. JednadZbe ogranicenja (7)
pisat éemo stoga u obliku

t,~1,=0 (®)

lijeve strane pomnoziti novouvedenim varijablama,,nazvanima
Lagrangeovim multiplikatorima, i pribrojiti funkciji &. Time
dobivamo novu funkciju & :R**™— R, definiranu izrazom

eC({Xk’yk’zk}keA, (//eB) ZS// i Z ( i r/) (9)

Izjednatavanjem s nulom derivacija funkcije €&_ po
koordinatama slobodnih ¢vorova dobivamo (nakon mnozenja
sa -1) jednadzbe

>'S,; ’[ +Z/1,j =X _g

JeN; i JeNF i./

y! I
ZSU , +Z’lu = (10)

JeN; ij JeN? I]

ZSM j

jeN, t

Z. -z

+Z/l,]’ =

ij JeNf i,j

zaije N, pri ¢emu smo sa N¢ oznatili skup oznaka "susjeda"
Cvora / koji su s njim povezani Stapovima zadane duljine.
Izjednacavanje pak s nulom derivacija funkcije &_ po
Lagrangeovim multiplikatorima daje jednadzbe kinematickih
ogranicenja (8). Jednadzbe (10) i (8) zajedno Cine sustav koji
sadrzi 3nf+ n jednadzbi sa 3nf+ n. nepoznanica; sada su,
naime, osim koordinata slobodnih ¢vorova, nepoznanice i
multiplikatori A . JednadZzbe (10) mozemo pisati i u obliku

Xi

X; -
> S, +Z(Svj+/l,.,j) .

JENN\N? “i,j jeNF “ij

=0 etc.

iz kojega se vidi da su multiplikatori A, dodatne vrijednosti
sila, potrebne da se osiguraju traZzene duljine Stapova. To znadi
da viSe nemamo potpunu "kontrolu" nad silama u kabelima
- zadane vrijednosti sila u rubnim kabelima promijenit
Ce se za vrijednosti A, koje nisu poznate prije rjesavanja
sustava. |, kao Sto se, buduéi da smo sprijecili klizanje, moglo
oCekivati, vrijednosti sila u Stapovima rubnog kabela nece biti
medusobno jednake.

Na slici 9. prikazane su dvije mreze sa zadanim duljinama
Stapova na rubnim kabelima. Za duljine rubnih Stapova
odabrane su srednje vrijednosti duljina Stapova na pojedinim
rubnim kabelima odredene nakon pet koraka iteracijske
metode gustoca sila (odjeljak 8.) uz dopusteno klizanje svih
kabela. U svim su unutarnjim Stapovima vrijednosti sila 1.
Pocetne vrijednosti sila u Stapovima rubnih kabela bile su 10.
Dobivene vrijednosti A, u rasponu su od -0,524 do 0,309, sto
znaci da se konacne vrijednosti sila u rubnim kabelima krecu
u rasponu od 9,476 do 10,309.

a) —

Slika 9. Minimalne mreze s rubnim kabelima sa zadanim duljinama
odsjecaka izmedu cvorova

| za rjeSavanje sustava jednadzbi (10) upotrijebljena je funkcija
newton_krylov. Konvergencija je, medutim, razoaravajuce
spora. Primjerice, za nalazenje oblika mreZe sa slike 9.b, uz
uporabu Armijovoga kriterija u pretrazivanju po pravcu i
postupka lgmres za rjeSavanje linearnih sustava, te uz kriterij
prekida iteracijskog postupka [[r¥|. s 1-10° trebala su 22
koraka vanjske petlje, a proracun je trajao 850 s. NeSto je
brza konvergencija uz uporabu strozih Wolfeovih kriterija:
18 koraka vanjske petlje u 732 s. Razlog tome nije veci broj
jednadzbi i nepoznanica (u odnosu na tablicu 1.): dodatnih
12 x 3 koordinata Cvorova na rubnim kabelima i 16
multiplikatora, odnosno dodatnih 36 jednadzbi ravnoteze i 16
jednadzbi kinematickih ogranicenja. Konvergencija je znatno
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usporena zato Sto, kao Sto cemo pokazati u sljedec¢em odjeljku,
uporaba Lagrangeovih multiplikatora problem pretvara iz
problema minimizacije u problem sedlaste tocke.

6. Steinerov problem

Najjednostavniji primjer prostorne mreze jedan je slobodan
¢vor spojen s podlogom Cetirima Stapovima, pri ¢emu Cetiri
leZajna €vora nisu u jednoj ravnini (moZemo uzeti da su na
slici 2. Evorovi j, k, /i mlezajni i da je i slobodan ¢vor). Prirodna
poopcena minimalna mreza sadrzavat e dva ukrizena kabela.
Problem nalazenja oblika ima tri nepoznanice - koordinate
slobodnoga cvora.

Odreknemo li se prostornosti, slobodan ¢vor mozemo za
podlogu vezati trima Stapovima. Unesemo li prednaponske
sile u Stapove, slobodni ce €vor doéi u ravninu koju odreduju tri
lezajna Cvora. Sa statickoga stajalista to slijedi iz Cinjenice da
je ravnoteza triju sila nemoguca ako one ne leZe u istoj ravnini.
Sa stajaliSta minimizacije ukupne duljine Stapova lako se vidi
da ce zbroj duljina spojnica triju to¢aka u ravnini s tockom
izvan nje biti veci od zbroja duljina spojnica s ortogonalnom
projekcijom te tocke na ravninu.

U ravnini se, dakle, problem nalazenja oblika, formuliran kao
problem minimizacije, moze izre€i na sljedeci nacin: treba
naci sustav pravcastih odsjecaka koji povezuju tocke A, B i C,
a ukupna im je duljina najmanja. Tako izrazen, problem nosi
ime Jacoba Steinera (1796.-1863.), iako ga je vec ranije, 1646.
godine, postavio Pierre de Fermat (1601.-1665.), a vjerojatno
ga je iste te godine dijelom rijeSio Evangelista Torricelli (1608.-
1647.)[21].

Ako su svi kutovi trokuta s vrhovima A, B i C manji od 120°,
onda je jedinstvena tocka F, nazvana Fermatovom tockom,
za koju je zbroj duljina odsjecaka AF, BF i CF najmanji mogug,
tocka unutar trokuta za koju vrijedi £~ AFB =/ BFC = L CFA
= 120°, (slika 10.a). Geometrijski je dokaz valjanosti rjeSenja
dan, primjerice, u [21]. Uzmemo li da su (A, F), (B, F) i (C, F)
napete niti, moZzemo predloZiti jednostavan i sazet "staticki
dokaz": sile su u sva tri kabela medusobno jednake, SA,F =
Ser =S¢ = S pa je ravnotezni trokut sila jednakostrani¢an;
u jednakostrani¢nu trokutu kutovi imaju 60°, a njihovi pak
sukuti 120° (slika 10.b). Drugim rijeima, u Fermatovoj je tocki
minimum funkcije & definirane izrazom

€(Xe Ve ) =Slap +Slyp +Slee

W 1 Bl bV
| |
\ 120,

1Pz % ,--‘i-';,
o 1200
ﬁm‘ T 1L ﬁf: 15
- T - uﬁ"";—._\__ !
" . S o] 1o

5 B

Slika 10. a) RjesSenje Steinerova problema. b) Ravnoteza triju sila

Jedna od geometrijskih konstrukcija Fermatove tocke temelji
se na stavku (poopcenju Talesova poucka) da su svi obodni
kutovi kruznice nad istom tetivom, s jedne njezine strane,
medusobno jednaki i da je zbroj dvaju obodnih kutova s
razliCitih strana tetive 180°. Konstruiramo li nad odsjeccima
AC i BC kruznice obodni kutovi kojih su 120° na onim
stranama tih odsjecaka na kojima leZe tocke B i A, sjeci ce se
te kruznice osim u tocki C i u Fermatovoj tocki F. Buduci da
sa suprotnih strana odsjeCaka njihovi obodni kutovi imaju
60°, te je kruznice lako konstruirati: nad odsjeccima AC i CB
konstruirat ¢emo jednakostrani¢ne trokute AACBi ACBA s
vrhovima na suprotnim stranama od onih na kojima obodni
kutovi moraju imati 120°; trazene su kruznice kruznice kroz
vrhove tih trokuta (slika 11.). Kroz tocku F prodi ce i treca
kruznica, opisana jednakostranicnom trokutu nad odsjeckom
AB s vrhom C na strani suprotnoj od to¢ke C.

Slika 11. Geometrijska konstrukcija rjeSenja Steinerova problema

Ako jedan od kutova trokuta AABC, pretpostavimo kut u vrhu C,
ima 120° ili viSe, onda je trazena najkraca poveznica tocaka A, B i
C sastavljena od odsjecaka AC i CB (taj je slucaj izdvojen tek 1834.
godine [21]). Konstruiramo li, medutim, na isti nacin kao u prvom
slucaju, kruznice s tetivama AC i CB, sjeci e se sada oni njihovi
lukovi koji su naistim stranama tih tetiva kao i trokuti AACB i ACBA
dakle, na stranama na kojima obodni kutovi imaju 60° (slika 12.a);
dobiveno ¢emo sjeciSte oznaditi sa G. Sada Ce, prema tome, kutovi
izmedu spojnica AGi CG i izmedu spojnica CG i BG imati 60°, dok ce
kut izmedu spojnica AG i BG imati 120°. U statitkoj je interpretaciji
tocka G ¢vor u kojem se sastaju Stapovi (A, G), (B, G) i (C, G) u kojima
su sile jednakih intenziteta, ali su sile S, i S, vlatne, dok je sila
S tlacna (slika 12.b) ili obratno (slika 12.c). Prema tome, opisana
konstrukcija minimizira funkciju & danu izrazom

€(Xe,Ys)=Slpg+Slee—Slce

I Seel-

pri temu je Sintenzitet sila u Stapovima, S= | S, | = | 53¢l = 54

Kao primjer Steinera problema, neka su zadane tocke A(0, 0),
B(5, 0) i C(1,425; 5). Kutovi trokuta AABC manji su od 120°, pa
postoji Fermatova tocka unutar njega.

714

GRADEVINAR 65 (2013) 8, 707-720



Poopcene minimalne mreze u oblikovanju prednapetih konstrukcija od uzadi

Slika 12. a) Geometrijska konstrukcija rjeSenja inacice Steinerova problema; b) i c) Sustavi vlacnih i tlacnih Stapova

Ukupna je duljina niti, kao funkcija koordinata tocke F u kojoj
su niti medusobno spojene,

Li(Xe, Ve ) > X +VE +\/(X|= —5)2 +yE+ \/(xF —1,425)2 +(¥e —5)2

Graf funkcije £ je ploha I, prikazana na slici 13.a). Ta je ploha
konveksna pa ima najnizu tocku, a funkcija £ minimum.
(Funkciju nazivamo konveksnom ako je spojnica bilo kojih
dviju to¢aka na njezinu grafu iznad njega ili, formalno, ako
vrijedi flax+(1-ay) s af(x)+(1-a) fly).)

Izjednatavanjem derivacija funkcije £ po koordinatama tocke
F s nulom dobivamo sustav jednadzbi

Xe X -5 x: —1,425
+ + =0
\/x2+y2 \/ _5 2 5 \/ B 2 £\
Y (X -5) +y2 (X —1425)" +(y. -5)
Ye Ye i Ye -5 -0

2

J(x ~1.425) +(y, -5)

2 2 + 2
VE+vt e -57 +y2

Slika 13. Graf funkcije £

Derivacije funkcije £ nisu definirane u tockama A, B i C
uvrstimo li koordinate neke od njih u izraze za derivacije, u
svakom €e izrazu brojnik i nazivnik jednog od pribrojnika biti
jednaki nuli. To medu ostalim znadi da iteracijski postupak
rjeSavanja sustava jednadzbi ne smijemo zapoceti u nekoj od
tih tocaka. Isto tako, iteracijski e postupak propasti zalutamo
li tijekom postupka u neku od njih, a mozda cak i, zbog
numerickih greSaka, u njihovu blizinu. Nepostojanje derivacija
odrazeno je na plohi T, Silicima u tockama (x,, y,, £,). (%, Vi £5) i
(X Yo £.): dio oko tocke (x;, v, £,) uvecan je na slici 13.b).
Fermatova je tocka F(1,843503; 1,367735).

Poznato je da su iteracijski postupci rjeSavanja sustava
nelinearnih jednadzbi osjetljivi na izbor pocetne aproksimacije
rjeSenja [22, 23]. Kao primjer, na slici 14. prikazani su brojevi
koraka u vanjskoj petlji pri rjeSavanju sustava primjenom
funkcije newton-krylov uz rjeSavanje linearnoga sustava
metodom gmres. Svaka je tocka obojena bojom koja odgovara

b)
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broju koraka potrebnih za dosizanje rjesenja (s toénoéu |||,
< 1-10°%) ako je rjeSavanje zapocelo u njoj; iz to¢aka oznacenih
bojom najvecega broja koraka najvjerojatnije se ne moze doci
do rjeSenja (ne moZemo napraviti nebrojeno mnogo koraka da
utvrdimo da postupka divergira). U sva je Cetiri slu¢aja odabrano
podrucje prekriveno pravilnom mreZzom koja sadrzi 101 x 101
tocaka. Podrucje na prvoj slici je kvadrat [-5, 10] x [-5, 10], tako
da je obuhvacen cijeli trokut AABC (iz njegovih vrhova, kao
Sto znamo, ne mozemo ni krenuti, a nije pozeljno krenuti ni iz
njihove blizine), dok su na preostale tri slike podrugja veli€ina
5 x 5,022 x0,2i0,002 x 0,002 sa sredistem u tocki C.

Propisat ¢emo sada duljinu niti (A, F): ¢,. = 2 (u rjeSenju
Steinerova problema je ¢, = 2,295474). MnoZzenjem uvedenog
kinematickog ogranitenja Lagrangeovim multiplikatorom 2, i
pribrajanja funkciji £, dobivamo funkciju

¢, :(XF’yF’A‘F,A)_) VE+YE +\/(XF *5)2 +YE+
\/(XF —1,425)2 +(ye —5)2 +en (,lxﬁ +y? —2)

Kako je to funkcija triju varijabli, njezin je graf hiperploha
u Cetverodimenzionalnom prostoru. Presjek hiperplohe i
hiperravnine x. = 1604358 ploha je u trodimenzionalnom
prostoru te hiperravnine. Drugim rijeCima, ta je ploha graf
funkcije € (1,604358; -; -) dviju varijabli v, i A.,. U prikazu na
slici 15.a os y, okomita je na ravninu crteza, dok je os A,
horizontalna os usporedna s njom. Na slici 15.b prikazan je
presjek grafa funkcije €_ hiperravninom v, = 1,194167; sada je
0s x. usporedna s ravninom crteza, a os i_, okomita na nju.

a) =

Slika 14. Brojevi koraka do rjeSenja Steinerova problema

a) b

(]
s Ly b L

LE )

13

I na kraju, graf funkcije €. (; -; 0,117318) prikazan je na slici
15.c). Ta je ploha vrlo sli¢na grafu funkcije £ (slika 13.a), Sto nije
nimalo slu¢ajno - naime, £ = €_{(, -, 0). Grafovi svih funkcija &_
(- A.,) zaodabrane A_, konveksne su plohe. Grafovi funkcija &,
(.-} i €.(, ¥ ) to, medutim, nisu (slike 15.ai 15.b). Presjeci
tih ploha ravninama A, = const jesu konkavne krivulje, ali su
presjeci prve plohe ravninama v, = const, a druge ravninama
x. = const pravci (slike 16.a i 16.b). U najnizoj tocki konveksne
plohe, koja odgovara minimumu funkcije kojoj je ploha graf,
dirna je ravnina horizontalna, a ploha je cijela iznad nje.
Horizontalne dirne ravnine ploha sa slika 15.a i 15.b) te plohe
ujedno i sijeku (primjerice, za plohu sa slike 16.b, slika 16.c).
DiraliSte horizontalne dirne ravnine koja plohu dira i sijece
naziva se sedlastom tockom, a sama ploha sedlastom plohom.
Ploha je dijelom iznad, a dijelom ispod dirne ravnine u sedlastoj
tocki, Sto znaci da sedlasta tocka nije najniza tocka plohe, te da
funkcija, graf koje je ta ploha, nema minimum. Izjednacavanje
derivacija funkcije s nulom izraZava uvjete stacionarnosti, koji
su samo za funkcije s konveksnim grafovima uvjeti minimuma.
Bududi da plohe & (x, -, -) i €.y, -) nemaju minimume (iako
ga funkcija €_(, -, &,) ima), minimum nema ni funkcija €.
Uvjeti stacionarnosti funkcije &€_su:

(14 2.0 ) X X -5 X; —1,425 0
\/ 7.2 2 5 + 2 2
Xe + Ve \/(XF -5) +yt \/(XF -1,425) +(y. -5)
(1+A1:,A)y|= + Ve N Ye—5 -0
N \/(XF —5)° +y? \/(XF -1,425)" +(y, -5)°

XZ+y:-2=0

cl

oo
b LB

Slika 15. Grafovi funkcija €_(1,604358; -; -), €_(1,194167; ;)i €_(-;-;0,117318)
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b}

c]

Slika 16. a) i b) Presjeci ploha &_(1,604358; -; )i €_(-; 1,194167; -) vertikalnim ravninama; c) Dirna ravnina plohe & _(-;1,194167; -) u sedlastoj tocki

Stacionarna je tocka (1,604358; 1,194167; 0,117318), pa su
F(1,604358; 1,194167) i A., = 0,117318, tako da, Zelimo |i da
duljina niti (A, F) bude ¢, = 2, omjeri sila u nitima moraju biti
SFIA : SF’B : SF,C =1,117318:1:1.

Problem nalaZenja sedlaste tocke funkcije mnogo je tezi od
problema nalaZenja njezina minimuma - intuitivno, dok pri
nalazenju minimuma funkcije "spustanje nizbrdo" osigurava
priblizavanje rjeSenju, u problemu trazenja sedlaste tocke to
moze biti silazak u deveti krug Danteova pakla, u -e.
Jacobijeve matrice u problemima sa sedlastim tockama imaju
posebnu strukturu. Jednadzbe kinematickih ogranicenja ne
sadrze Lagrangeove multiplikatore, pa derivacije njihovih
lijevih strana po multiplikatorima iS¢ezavaju. Stoga, ako se
jednadzbe kinematickih ograni¢enja svrstaju iza jednadzbi
ravnoteze, a Lagrangeovi multiplikatori, kao nepoznanice,
iza koordinata slobodnih ¢vorova, donji desni blok Jacobijeve
matrice bit ¢e kvadratna nul-matrica tipa n. x n. U nasem
primjeru A, tre€a je nepoznanica, a jednadzba kinematickog
ogranitenja treca jednadzba u sustavu koji izraZava uvjete
stacionarnosti, pa je Jacobijeva matrica, izraunana u tocki
(1:1;01),

0,649001 -0,357960 0,707107
J=|-0,357960 0,619953 0,707107
0,707107 0,707107 0

Ta matrica nije pozitivno definitna, Sto ograniava broj
metoda kojima se linearni sustav moze rijesiti (gmres i lgmres
primjenjive su metode).

Na slici 17. prikazani su brojevi koraka pri rjeSavanju sustava
jednadzbi funkcijom newton-krylov pomocu metode gmres.
Kako sustav sada ima tri nepoznanice, mijenjale su se pocetne
vrijednosti dviju od njih. Na slikama 17.a i 17.b koordinate
pocetne tocke mijenjale su se u istom podrucju kao na slici
14.a. Pritom je poCetna vrijednost Lagrangeova multiplikatora
na slici 17.a bila ¥ , = 0,117318, dok je na slici b) bilaA”_, =1.
Usporedba sa slikom 14.a pokazuje da je konvergencija sada
sporija.

Slika 17. Brojevi koraka do rjeSenja problema sa sedlastom tockom
7. Metoda gustoca sila

Oznace li se omjeri Sj/él./. u sustavu jednadzbi ravnoteze (4) sa
q,, sustav prelaziu

qu,f(xf —x,.)=0, qu'(yi —y,.)=0, Z%-(Z/-Zf)=° (11)

jeN; JjeN, jeN;

za i € N, Vrijednosti
a,=S,;/¢, (12)
nazivaju se gusto¢ama sila.

Umjesto vrijednosti sila S, mogu se zadati gustoce
sila q, Sada su, prema tome, nepoznate i vrijednosti
sila u Stapovima i koordinate Cvorova (ukupno n, + 3n,
nepoznanica), ali nepoznanice povezuje dodatnih n,
jednadzbi(12). Dodatne jednadzbe, medutim, ne otezavaju
rjeSavanje sustava. Naprotiv: u jednadzbama (11) su
g, konstantni koeficijenti, pa se moze lako vidjeti da se
sustav jednadZzbi ravnoteze "raspao” u tri medusobno
neovisna sustava od n,linearnih algebarskih jednadzbi sa
po n, nepoznanica {x}, o (Vi {2}, Ti Sustavi nisu
homogeni, jer su koordinate lezajnih ¢vorova poznate, pa
suq X, q,,q,zza jel_slobodni clanovi, razliCiti od nule,
barem u nekim jednadzbama. PomnoZimo li sve jednadzbe
istim brojem, rjeSenje sustava se nefe promijeniti,
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Sto znaci da ono ovisi samo o omjerima gustoca sila u
Stapovima.

Rjesavanjem sustava dobivamo koordinate slobodnih ¢vorova,
pa se prema izrazu (3) mogu izratunati duljine ¢ svih Stapova,
a potom i sile u njima, jer su, iz (12), Su =q,¢,

Spomenut éemo jo$, potpunosti radi, u skladu s prikazima u
odjeljcima 4. i 5., i varijacijsku formulaciju metode gustoca sila:
vet je H.-J. Schek u [5] uoCio da jednadZbe metode gustoca sila
(11) izraZzavaju uvjete minimuma funkcije

1
D({Xk'ykyzk}ka\"f ) N E(-;qu'fg/%i
if)e

tako da za medusobno jednake gustoce sila u svim Stapovima,
g, = q. rjesenje tih jednadzbi daje oblik mreze za koji je zbroj
kvadrata duljina kabela minimalan.

Buduti da su sustavi (11) linearni, mogu se rijesiti i direktnim
postupkom poput Gaussove eliminacije; u tom slucaju ne
treba pretpostaviti pocetne priblizne koordinate slobodnih
¢vorova (priblizni oblik mreze).

Svako rjeSenje dobiveno metodom gustoca sila, za bilo kako
odabranu razdiobu gustoca sila po Stapovima mreze zadane
topologije, ravnotezna je konfiguracija. Razdiobu gustoca sila
treba odabrati (izmedu ©™ mogucih) tako da dobiveni oblik
mreze zadovolji konstrukcijske i arhitektonske zahtjeve.
No, pojam je gustoce sile "umjetan" pojam, proizasao iz
formalnoga manipuliranja matematickim izrazima. Na temelju
omjera dviju veli¢ina - jedne staticke, druge geometrijske
- treba predvidjeti i oblik mreze i razdiobu prednaponskih
sila u njoj. Jedan od suautora metode predlaze u radu [6],
na temelju "mnogih istrazivanja i prakti¢nih eksperimenata
[...] vrlo jednostavno, gotovo trivijalno zadane gustoca sila
dovoljne da proizvedu ravnotezne oblike koji mogu posluziti
kao polaziSte u postupku nalazenja oblika". Zamislit ¢emo
da je mreza zadane topologije rasprostrta na tlu izmedu
oslonaca. Stapovima u unutradnjem podrucju mreze, gdje su
oni podjednake duljine, pridjeljuju se jedini¢ne gustoce sila,a u
rubnim podru¢jima, ¢esto nepravilni(ji)h oblika, gdje su duljine
Stapova koji se spajaju u oslonce ili na rubne kabele primjetno
razlicite, Stapovima treba pridijeliti gustoe sila obrnuto
proporcionalne njihovim duljinama (pritom se duljina Stapova
u unutradnjosti uzima kao jedini¢na). Preporuci, u stvari,
mozemo dati i intuitivno obrazlozenje. Ako se omjeri duljina
Stapova u tako dobivenoj ravnoteznoj konfiguraciji nisu bitno
promijenili u odnosu na omjere u pocetnoj, "rasprostrtoj"
konfiguraciji, vrijednosti sila bit ¢e u Stapovima priblizno

a)

A,
-
. ‘t-\:::/ w
< ey
-
NN
'i.i o . v
- .-
. ...--"'5\_ iy M =

jednake, a ako bi i postojale vece razlike, moze se ocekivati
da ce se vrijednosti sila uzduz kabela mijenjati postupno, u
manjim skokovima, tako da zaokretanje ¢vorova (slika 5.) nece
biti veliko.

Na slikama 18.a i 18.b prikazane su dvije mreze odredene
metodom gustoca sila; prva je mreza jednake topologije i
s jednakim rubnim uvjetima ("kruti" oslonci uzduz rubova)
kao minimalna mreza na slici 3.b, dok su topologija i rubni
uvjeti (rubni kabeli, s "krutim" osloncima samo u uglovnim
¢vorovima) druge mreZe kao u mrezi na slici 9.b. U prvom su
slucaju svim Stapovima dodijeljene jedini¢ne gustoce sile, a u
drugom slucaju gustoce sila u rubnim kabelima deset su puta
vece od gustoca u unutarnjima; kako su oba tlocrtna podruéja
pravilna, nije trebalo unutarnjim Stapovima koji su spojeni u
oslonce ili na rubne kabele pridijeliti drugacije gustoce sila.
U mrezi na slici 18.b) najveca su i najmanja vrijednost sila
u unutarnjim kabelima 1,834 i 1,234, dok su vrijednosti sila
u Stapovima dijagonalnoga kabela spojena u najvisi Cvor
redom, pocevsi od najdonjega, 1,547; 1,434; 1,391; 1,394; 1,435;
1,515; 1,637; 1,834. U rubnim su kabelima najveca i najmanja
vrijednost sila 22,924 i 19,966.

Usporedbe radi, na slici 18.c preklopljene su minimalna mreza
sa slike 3.b i mreza odredena metodom gustoca sila sa slike
18.a, a na slici 18.d mreza sa slike 9.b i mreza sa slike 18.b.
Kao sto je u citiranom ulomku iz rada [6] reCeno, metodom
gustoa sila dobiveni oblik tek je "polaziSte u postupku
nalazenja oblika". U literaturi se obi¢no navodi da je potreban
niz pokusaja da se pronadu vrijednosti gustoca sila koje daju
prihvatljivo rjeSenje, ali podrobnije preporuke izostaju.

U nastavku ¢e se uvesti sustavni postupak kojim se
iteracijskom primjenom metode gustoca sila mogu zadovoljiti
razliciti zahtjevi navedeni u odjeljcima 4. i 5. U programskoj
realizaciji metode gustoce sila primijenjena je analogija te
metode i metode pomaka opisana u radu [24].

8. Iteracijska primjena metode gustoca sila

U radu [8] autori opisuju "iteracijski postupak namijenjen
izratunavanju mreze s jednoliko raspodijeljnim vlaénim
silama i stoga mreZze minimalne duljine”. U k-tom koraku
iteracije gustoca sile u Stapu (j j) ratuna se prema izrazu

k k-1 §
q,(,,') :qi(J )S.("f”

iJ

gdje su

Slika 18. a) i b) Mreze oblikovane metodom gustoca sila. c) i d) Usporedba s minimalnim mrezama

718

GRADEVINAR 65 (2013) 8, 707-720



Poopcene minimalne mreze u oblikovanju prednapetih konstrukcija od uzadi

g,/<" - gustota sile u prethodnom koraku,
SUW’” - vrijednost sile izratunana u prethodnom koraku,
S - trazena vrijednost sile.

Taj izraz moZe se obrazloziti na sljedeci nacin:

Neka je vrijednost sile S 7, izratunana u (k-1)-om koraku
iteracije, razlicita od trazene vrijednosti 5. Trazenu vrijednost
moZe se dobiti mnoZenjem vrijednosti S 7 koeficijentom
s, 5= s/0 S, " tako da je s, = 5/5 (k- ” Nakon Sto se u
k tom koraku izracunaju koordlnate cvorova i duljina e(“
nova je vrijednost sile S = g ¢¥. Ako se duljina stapa
nije promijenila, onda je S, = g [ ¢ [". Ako je k tomu jo$ S ¥
trazena vrijednost, onda Je iS, [ s [0S = s, g fn g o,
Usporedbom s prethodnim i |zrazom dobwamo q 't s, f g, e ",
Prema tome, ako se duljina Stapa ne mijenja, gustoca S|Ie
q,/%= q /" §/Su(k'” daje odmah traZenu vrijednost sile. No,
promjenom gustoca sila mijenja se najcesce i ravnotezna
konfiguracija mreze, pa se mijenjajuiduljine Stapova. Potreban
je stoga iteracijski proracun kojim ¢emo se postupno pribliziti
traZzenoj vrijednosti.

Prethodno obrazloZzenje moze se sazeti ovako: Prema
definiciji danoj izrazom (12), gustoca sile q, proporcionalna
je vrijednosti sile 5,;,1 pa je, uz nepromijenjenu duljinu Stapa,
omjer vrijednosti sila u dva koraka iteracije jednak omjeru
gustoca sila.

U primjerima se autori ogranitavaju na mreze s "krutim"
rubovima - postupak ne omoguécava kontrolu vrijednosti sila u
rubnim kabelima, pa ¢ak ni razliCite vrijednosti sila u razli¢itim
kabelima.

No, opisani je postupak lako prosiriti: trazi li se postizanje
razlicitih vrijednosti sila u razli¢itim Stapovima, gustocu sile u
Stapu (/ j) u k-tom koraku iteracije racunat e se prema izrazu

S,
gﬂn 13l

L

o=l

pri emu je ijtraiena vrijednost sile u tom Stapu, koja se
moZze razlikovati od vrijednosti sila u drugim Stapovima[S, 101.
Naravno, zelimo li oblikovati prirodnu poopéenu minimalnu
mrezu, moramo zadati jednake vrijednosti sila u svim
Stapovima pojedinih kabela. Kako je g,/5, = 1/¢, gustoCu sile
moze se racunati i prema izrazu

S,
/m)

q,j = (14)
Nadalje, propisana duljina ¢, Stapa (i )) osigurat Ce se tako da
se gustoca sile u njemu racuna prema izrazu

(k-1)

st
ql) == (15)
ij

Naime, gustoca sile je, prema definiciji, obrnuto proporcionalna
duljini Stapa, pa je, uz nepromijenjenu vrijednost sile,
g, q " = ¢V Zbog toga je koeficijerlt kojim treba
pomnoziti gustotu sile iz prethodnoga koraka S,7/¢ , te iz

o [(k 1)
qu _qr/ T (16)

‘r[

i5,=q,¢,slijediizraz (15).

Opisana iteracijska primjena metode gustoca sila ima nekoliko
pogodnosti. Ponajprije, postupak konvergira prema trazenom
rjeSenju kroz niz ravnoteznih konfiguracija. Dakle, ¢ak i ako
se iteracijski postupak prekine prije no Sto su postavljeni
uvjeti zadovoljeni uz zahtijevanu tocnost, dobivena je mreza
u ravnotezi. Za razliku od toga, kod drugih je iteracijskih
postupaka, poput Newton-Krilovljeva, samo konacno rjeSenje
uravnotezeno. Konfiguracije dobivene u prethodnim koracima
neuravnotezene su aproksimacije trazenoga oblika. Druga
je prednost da se ne samo zadane sile nego i zadane duljine
Stapova postizu bez uvodenja Langrangeovih multiplikatora.
I, trece, kao Sto smo u prethodnom odjeljku rekli, ne treba
pretpostavljati prvu aproksimaciju rjeSenja jer su sustavi
jednadzbi linearni, pa se mogu rjeSavati direktnim postupcima.
Uz to, postupak je vrlo brz. lako bi se moglo reci da sporo
konvergira, jer je, primjerice, za nalazenje oblika mreza sa slika
3.bi9.b trebalo 128 299 koraka, proracuni su trajali samo 3,55
s i 14,40 s. Iteracijski se postupak prekida kada je apsolutna
vrijednost najvece razlike izmedu izracunane i trazene velic¢ine
(vrijednosti sile u Stapu ili duljine Stapa) manja od 1 10°%.

9. Zakljucak

Problem nalazenja oblika formuliran je kao varijacijski problem
odredivanja stacionarnih tocaka odredenih funkcija, pa su
minimalne mreZe i poopfene minimalne mreze moguca
rjeSenja. Minimalne su mreze ravnotezni oblici ako je razdioba
vrijednosti prednaponskih sila jednolika [8], 2 poopcenje koje se
takoder moze formulirati kao problem minimizacije moguénost
je zadavanja razlicitih vrijednosti sila u Stapovima mreze [9, 10].
Kaodaljnje poopéenje uvedenasu kinematicka ogranicenjakoja
omogucuju zadavanje duljina odabranih Stapova. Varijacijska
formulacija tog poopcenja, uz primjenu Lagrangeovih
multiplikatora, problem je sedlaste tocke. Numericki su
eksperimenti pokazali da su brzina konvergencije, pa i
sama konvergencija "klasi¢nih" iteracijskih postupaka bitno
naruseni. Za pruzanje zornoga objasnjenja ponasanja tih
postupaka analizirano je numericko rjeSavanje klasi¢noga
problema varijacijskog racuna, Steinerova problema.

Na kraju je prikazana iteracijska primjena metode gustoca
sila u kojoj se gustoce sila u nekom koraku odreduju na
temelju zadanih uvjeta i rezultata prethodnoga koraka. Uz
poznate izraze za izracunavanje gustoca sila koji omogucuju
oblikovanje minimalne mreZe i poopéene minimalne mreze
sa zadanim razli¢itim silama u Stapovima [9, 10], uvedeni su i
izrazi za gustoce sila koji omogucuju zadovoljenje kinematickih
ogranicenja kojima se sprecavaju promjene duljina odabranih
Stapova. Niz je numerickih eksperimenata pokazao da je
iteracijska primjena metode gustoca sila prilagodljiv, u¢inkovit
i pouzdan alat za nalazenje oblika gipkih konstrukcija od uzadi.
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