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Uvod

Snopovi su uvedeni radi povezivanja lokalnih 1 globalnih svojstava u geometriji, a danas
se upotrebljavaju u raznim podrucjima matematike. Prve ideje su se pojavile joS u 19.
stoljecu kod problema analitickog proSirenja funkcije, da bi se uz pomo¢ H. Weyla, J. Le-
raya i H. Cartana pojam snopa iskristalizirao sredinom 20. stoljeca, kada je uveden pristup
geometriji prostora sa strukturom, kao topoloskog prostora na kojem je zadan strukturni
snop onog tipa funkcija koje su prilagodene danom tipu geometrije, npr. analiticke, nepre-
kidne, ili recimo racionalne funkcije. Snopovi su tako uvedeni u naizgled potpuno razlicite
kontekste.

Predsnopove i snopove je najlakSe predstaviti koristeci jezik teorije kategorija, Sto je
samo jedan od razloga zbog kojih je dobar dio ovog rada posvecen upravo teoriji kate-
gorija. Ostali razlozi su Cinjenice da je teorija kategorija od svog osnutka 1945. godine
objavom Clanka General theory of natural equivalences” S. Eilenberga i S. Mac Lanea s
ciljem da se objasni Sto to¢no znaci prirodnost u matematici, postala neizostavan dio jezika
matematicara, kao 1 alat kojim se seciraju razne apstrakne pojave, strukture i konstrukcije
u matematici. Osim toga, postala je 1 duboka teorija, s direktnim posljedicama na razne
grane matematike, na samo fundiranje matematike, i s raznim primjenama u teorijskoj fizici
i teorijskom racunarstvu. Nasuprot teoriji skupova, teorija kategorija ne temelji se jedino
na pojmu ’element’, odnosno na osnovnim objektima, ve¢ na odnosima izmedu tih osnov-
nih objekata; sli¢no tako se 1 u teoriji viSih kategorija proucavaju odnosi izmedu odnosa
izmedu osnovnih objekata, itd. Mo¢ apstrakcije teorije kategorija je navela N. Steenroda
da iskuje Saljivi naziv “opca apstraktna besmislica” (eng. “general abstract nonsense’),
koji se kasnije uvrijeZio kao standardni matematicki Zargon.

Ubrzo nakon S$to je uvedena definicija snopa nad topoloskim prostorom X u termi-
nima otvorenih podskupova od X, pronadena je i ekvivalentna definicija snopa nad X kao
étalnog preslikavanja u X. Suptilnost ekvivalencije tih dviju definicija je bila kljucna za
razvoj teorije toposa, €iji su osnovni primjerci upravo kategorije snopova. Vazno obiljezje
teorije toposa jest da ujedinjuje dva naizgled udaljena dijela matematike: s jedne strane
geometriju 1 topologiju, a s druge matematicku logiku i teoriju skupova. Doista, topos se
moze smatrati ’generaliziranim prostorom” i ”generaliziranim univerzumom skupova”. Ti
razliCiti aspekti teorije toposa uoceni su pocetkom 1960-ih godina, nezavisno od strane A.
Grothendiecka u prilagodbi teorije snopova za algebarsku geometriju, F. W. Lawverea u
potrazi za aksiomatizacijom kategorije skupova, te P. Cohena u upotrebi metode forsiranja
(eng. forcing) za konstruiranje novih modela Zermelo-Fraenkelove teorije skupova.
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NajvaZznije invarijante snopova su njihove kohomologije. Pravo znacenje uloge koho-
mologije je povijesno bilo nejasno, a potpuno se razjasnilo tek u najnovije vrijeme. Ho-
moloska algebra se u svom zacetku pojavila kao jezik kojim su se opisivala topoloska
svojstva geometrijskih objekata. Povijest homoloske algebre se moZe u grubo podijeliti
u tri razdoblja. Prvo pocinje u 1940-ima, s radovima S. Eilenberga, S. Mac Lanea, D.
K. Fadeeva 1 R. Beara, a zavrSava sa klasi¢cnom monografijom ”"Homological algebra” H.
Cartana 1 S. Eilenberga ([8]]), koja do danas nije izgubila niSta od svoje ondasnje ogromne
vaznosti. Ta monografija sadrzi sve bitne konstrukcije homoloske algebre koje se smatraju
njenim “racunskim alatom”, primjerice standardne rezolvente i spektralne nizove. NiSta
manje vazno, sadrzi i aksiomatsku definiciju deriviranog funktora aditivnog funktora na
kategoriji modula nad prstenom. Neke od tih konstrukcija ¢emo izloziti u ovom radu.

A. Grothendieckov rad ”Sur Quelques Points d’Alge ‘bre Homologique” poznatiji pod
nazivom “Téhoku”, objavljen (nakon tri godine odgadanja) 1957. god. u Casopisu ”Téhoku
Mathematical Journal” obiljezava pocetak drugog razdoblja, kojim je dominirao utjecaj
A. Grothendiecka i njegove Skole algebarske geometrije. Razvoj analiticke i1 algebarske
geometrije doveo je do razvoja pojma snopa, i do ideje da je prirodni argument teorije
homologije par prostora i snopa na tom prostoru, a ne sam prostor. Tu je znacajnu ulogu
imao J.-P. Serre sa svojim radom " Faisceaux Algébriques Cohérents” ([28]]) ili kraée FAC.
A. Grothendieckov navedeni rad iz 1957. naglaSava analogiju izmedu parova (prostor, snop
Abelovih grupa nad njime) i parova (prsten, modul nad njime) sa homoloSkog stanovista,
te istice da kohomologija snopova treba biti definirana kao derivirani funktor globalnih
prereza.

Aksiomatski pristup teoriji homologije 1 kohomologije S. Eilenberga i N. Steenroda je
dao prednost Abelovom objektu (snopu) pred neabelovim objektom (prostorom) da sluzi
kao varijabla u teoriji kohomologije. Preciznije, kohomologija fiksiranog topolo§kog pros-
tora se mogla shvatiti kao niz funktora iz kategorije snopova Abelovih grupa nad tim to-
poloskim prostorom u kategoriju Abelovih grupa koji zadovoljava odredene aksiome (tzv.
Eilenberg—Steenrodove aksiome) koji ih jedinstveno odreduju.

Daljnjim razvojem ideja doslo se do dalekoseZnih generalizacija osnovnih pojmova al-
gebarske geometrije na Grothendieckove topologije 1 topose, koje su proizasle iz Cinjenice
da su kohomoloska svojstva prostora potpuno odredena kategorijom snopova nad tim pros-
torom, te da bi zato te kategorije snopova trebale biti osnovni predmet proucavanja. Te su
ideje bile i dodatno motivirane konkretnim problemom: poznatom A. Weilovom hipote-
zom o broju rjeSenja kongruencija nad poljima pozitivne karakteristike. A. Grothendieck
je konstruirao posebnu kohomologiju na étalnim toposima prilagodenu tom problemu, a
kasnije su je razvili njegovi studenti. Osim svega toga, vazni proizvodi drugog razdoblja
povijesti homoloske algebre su izraCuni i svojstva raznih deriviranih funktora od globalnih
prereza, direktne slike, tenzorskog produkta, itd. Od ostalih znacajnih radova na tom po-
drudju svakako treba spomenuti ogromne (ali ipak nedovrSene) sveske A. Grothendiecka:
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»Eléments de géométrie algébrique” (ili kraée EGA), ”Séminaire de Géométrie Algébrique
du Bois Marie” (ili krae SGA), ” Fondements de la Géometrie Algébrique” (ili krae FGA),
te rad od J.-P. Serrea: ”Géometrie Algébrique et Géométrie Analytique” (ili krae GAGA).

Glavno obiljezje treCeg razdoblja povijesti homoloske algebre jest razvoj posebne vr-
ste ‘razmiSljanja u terminima kompleksa’ nasuprot dotadasnjem ‘razmiSljanju u terminima
objekata 1 njihovih kohomoloskih invarijanata’, ideja koja se najbolje moze vidjeti u teoriji
perverznih snopova koja se znatno proSirila kada su se koeficijenti kohomologije uzeli ne
u snopu, veé u posebnom kompleksu snopova. U tom periodu pojavljuje se pojam loka-
lizacije kategorije. Lokalizacijom Abelove kategorije po klasi kvazi-izomorfizama dobiva
se pripadna tzv. derivirana kategorija. Derivirane kategorije je uveo 1963. godine J.-L.
Verdier, Ciji je aspekt proucavanja kategorija doveo do uvodenja pojma trianguliranih ka-
tegorija (uz derivirane kategorije kao osnovni primjer).

Pravo mjesto za homolosku algebru uocilo se tek u najnovije vrijeme kada su se pocele
proucavati neabelove kohomologije. Ona se danas moze gledati kao specijalni slucaj
opéenitije homotopske algebre u tzv. teoriji visih kategorija, gdje se kohomologija moze
definirati kao co-kategori¢ki hom-prostor u (oo, 1)-toposu. Konkretnije, ako su X i A objekti
(o0, 1)-toposa H, tada se definira da je kohomologija od X s koeficijentima u A skup kom-
ponenata povezanosti co-grupoida morfizama od X do A u H:

H(X,A) := noH(X, A).

Cjelovitija slika se moZe vidjeti u nedavno objavljenoj monografiji J. Luriea ”Higher To-
pos Theory” ([21, 7.2.2]), a neke rane istance tih ideja u ¢lanku [6]. U tim postavkama
vaznu ulogu ima tzv. teorija silaska (eng. descent theory), na koju se moZe gledati kao na
poopcenje teorije snopova.

Ovom prilikom zahvalio bih se svojim mentorima, prof. dr. sc. Pavlu PandZicu i doc.
dr. sc. Zoranu Skodi. Posebno bih se zahvalio doc. dr. sc. Zoranu Skodi na svoj pruZenoj
pomoci oko gradiva i literature, te na inspiriraju¢im razgovorima. Zahvalio bih se i svo0joj
obitelji, djevojci 1 prijateljima na konstantno pruzanoj podrsci.






1. Osnove teorije kategorija

1.1. Kategorije, funktori i prirodne transformacije

1.1.1. Osnovni pojmovi

Definicija 1.1.1. Usmjeren graf se sastoji od klase objekata O, klase strelica A, te dvije

Sfunkcije
dom,cod: A — O

koje zovemo redom domena i kodomena. Za strelicu f € A pisemo dom f J, cod f ili
f: dom f — cod f. Klasu

AXoA:={(g,f): g f€A, domg = cod f}
zovemo klasa kompozabilnih parova strelica.
Definicija 1.1.2. Kategorija je usmjeren graf, zajedno sa dvije dodatne funkcije

1: 0> A, X 1y
O:AXOA_>Aa (g9f)|_>gofa

koje zovemo respektivno identiteta i kompozicija, tako da vrijedi:

o dom(l,) =A =cod(14) zasve A € O, te dom(go f) =dom ficod(go f) =codg za
sve kompozabilne parove (g, f).

o Akoje A B2 C LD tadajeko(go f) = (kog)o f (asocijativnost).

o Ako je A J, BiBS C, tadaje 1go f = figo lp = g (neutralnost identitete).

Lako se pokaze da je 1 jedini element s domenom 1 kodomenom B koji zadovolja
gornji uvjet neutralnosti.

Definicija 1.1.3. Klasu objekata kategorije C oznacavamo s Ob(C). Za objekte A i B
kategorije C, klasu

Hom¢(A, B) :={f: dom f = A, cod f = B}

1
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zovemo klasa morfizama od A do B. Ponekad je oznacavamo i s C(A, B) ili Mor¢(A, B).
Klasu svih strelica od C oznacavamo s Hom(C), ili ponekad Mor(C).

Za kategoriju C kaZemo da je mala, ukoliko su Ob(C) i Hom(C) skupovi. Za istu kaZemo
da je lokalno mala, ukoliko je Hom¢(A, B) skup za sve objekte A i B iz C. Kategorija C je
konacna, ukoliko su Ob(C) i Hom(C) konacni skupovi.

Ako se iz konteksta jasno o kojoj je kategoriji rije¢, najéeSce oznaku kategorije 1zos-
tavljamo, tj. piSemo samo Hom(A, B) = Hom¢(A, B).

Moze se iz ovih definicija Ciniti da pojam kategorije nije dobro fundiran, te da bi mo-
gao dovesti do raznih skupovno-teoretskih paradoksa. Medutim, pojam kategorije se moze
uvesti pazljivije, gledajuci sve u odnosu na neki unaprijed zadan univerzum, ¢ime se mogu
izbjeci skupovno-teoretske zavrzlame (za detalje vidi npr. [4, 1.1], [17, 1.1.11], [22} 1.6],
ili [19]). Stoga ¢emo u ovom radu biti fleksibilni oko pojmova skup/klasa, znajuci da se
poneke nedosljednosti mogu opravdati u aksiomatici ZFC + aksiom o postojanju Grothen-
dieckovih univerzuma. Prema vecini kategorija u ovom radu ¢emo se odnositi kao da su
lokalno male.

Definicija 1.1.4. Kategorija D je potkategorija kategorije C ukoliko je Ob(D) C Ob(C),
Homgy(A, B) € Hom¢(A, B) za sve objekte A i B iz D, te ukoliko su identiteta i kompozicija
od D zapravo restrikcija identitete i kompozicije od C.

Za potkategoriju D kategorije C kaZemo da je puna potkategorija od C, ukoliko je
Homg (A, B) = Hom¢(A, B) za sve objekte A'i B iz D.

Uocimo neke primjere kategorija koje ¢emo Cesto susretati u ovom radu.

Primjer 1.1.5. Kategoriju €iji su objekti svi skupovi, morfizmi sve funkcije, a domena,
kodomena, identiteta i kompozicija se podudaraju sa istoimenim pojmovima iz teorije sku-
pova, oznacavamo sa Set.

Analogno definiramo kategoriju ¢iji su objekti grupe (prstenovi, moduli! nad fiksnim
prstenom R, vektorski prostori nad fiksnim poljem K), a morfizmi homomorfizmi grupa
(homomorfizmi pripadnih algebarskih struktura), te je oznaCavamo s Grp (Ring, xkMod,
x Yect). Kategoriju ¢iji su objekti Abelove grupe, a morfizmi svi homomorfizmi (Abelovih)
grupa, oznacavamo s Ab, te je ona puna potkategorija od Grp. Uo¢imo da je Ab = z;Mod.

Kategoriju ¢iji su objekti svi topoloSki prostori, a morfizmi sve neprekidne funkcije,
oznacavamo s Top.

Primjer 1.1.6. Kategoriju A &iji su objekti svi kona¢ni neprazni ordinali?>, a morfizmi su
sve funkcije izmedu konac¢nih ordinala koje ¢uvaju uredaj, zovemo simpleks-kategorija (ili
ponekad simplicijalna kategorija).

"Posebno lijevi R-moduli, posebno desni. Ako nema potrebe, ne specificiramo.
2Konacni ordinali su definirani induktivno: 0:=0, n := {0, 1,...,n— 1}.
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Primjer 1.1.7. Neka je X neki topoloski prostor. Definiramo kategoriju (koju oznatavamo
s Ouv(X)) ¢iji su objekti svi otvoreni skupovi u X. Neka su U i V dva otvorena skupa.
Ukoliko je U C V, definiramo da je Hom(U, V) := {i}, gdje je i: U — V inkluzija. U
suprotnom stavljamo da je Hom(U, V) := 0. Kompozicija i identiteta su definirane na
jedini moguéi nacin.

Uocimo da sve kategorije koje smo uzeli za primjer imaju za objekte odredene sku-
pove, a morfizmi su im neke funkcije izmedu tih skupova. KaZzimo neformalno da se takve
kategorije zovu konkretne.

Primjer 1.1.8. Konstrukcija u primjeru je specijalan slu¢aj jedne opcenitije konstruk-
cije. Neka je (S, <) parcijalno ureden skup (tj. < je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna
relacija). Definirajmo kategoriju ¢iji ¢e objekti biti svi elementi od S, a morfizmi sljededi:
Za x,y € §, ukoliko je x < y, stavimo da je Hom(x,y) := {(x,y)} jednoclan skup, dok u
suprotnom stavimo da je Hom(x,y) := 0. Kompozicija i identiteta su definirane na jedini
moguci nacin.

Uocimo sa uvjet antisimetri¢nosti relacije < moZemo 1 izostaviti. Lako se vidi da vrijedi
1 obrat: svaka mala kategorija kojoj su Hom(A, B) najviSe jednoclani skupovi za sve objekte
A 1 B, moZe se dobiti na gore opisani nacin od jedne refleksivne i tranzitivne relacije na

skupu objekata. Takve kategorije &esto zovemo preduredajima’.
Primjer 1.1.9. Neka je C neka kategorija. Definiramo njoj suprotnu kategoriju C°” na
sljedeci nacin:

¢ objekti: Ob(C?) := Ob(C);

o morfizmi: f € Homgor (A, B) ako i samo ako je f € Homg(B, A);

¢ identiteta je ista u C°? kaoiu C;

¢ kompoziciju f o g u kategoriji C°” definiramo da bude jednaka upravo kompoziciji
g o f u kategoriji C.

Nije teSko provjeriti da smo doista dobili dobro definiranu kategoriju, te da je (C°?)°? = C.

Ukoliko imamo neki pojam ili tvrdnju u kategoriji C, moZemo gledati odgovarajuéi po-
jam ili tvrdnju u kategoriji C°?, kojeg tada neformalno zovemo dualnim pojmom pocetnom
pojmu, odnosno dualnom tvrdnjom pocetnoj tvrdnji.

Definicija 1.1.10. Morfizam A EN B neke kategorije C je izomorfizam, ako postoji B 5 A
takavdaje go f =151 f o g = 1. Lako se vidi da je u tom slucaju takav g jedinstven, pa
ga oznacavamo s f~' i zovemo inverzni morfizam od f. Tada kaZemo da su objekti A i B

SEng. preorders.
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izomorfni, i pisemo A = B. Lako se provjeri da smo time dobili relaciju ekvivalencije na
objektima kategorije C.

Morfizam A —f> B je monomorfizam (ili mono), ako za bilo koji objekt C i morfizme

Cc*S A vrijedi implikacija

fogi=fog =g =g.
hyh

Morfizam A J, B je epimorfizam (ili epi), ako za bilo koji objekt D i morfizme B =" D
vrijedi implikacija

h] Of:hzof:]’ll :]’lg.
KaZemo da je neki morfizam bimorfizam ako je ujedno i monomorfizam i epimorfizam.
Ocito je svaki izomorfizam ujedno i bimorfizam. KaZemo da je kategorija C balansirana,
ako je svaki bimorfizam ujedno i izomorfizam. Podobjekt objekta A je svaki objekt B
zajedno s monomorfizmom f: B — A.

Ukoliko su izomorfizmi g i f kompozabilni, tada se lako vidi da je i njihova kompozi-
cija g o f izomorfizam, i vrijedi (g o f)™! = f~! o g7!. Lagano se pokaZe da i kompozicija
monomorfizama (resp. epimorfizama) opet monomorfizam (resp. epimorfizam).

Primjer 1.1.11. Nije teSko provjeriti da je u kategoriji Set funkcija monomorfizam (resp.
epimorfizam, izomorfizam) ako i samo ako je injekcija (resp. surjekcija, bijekcija). Vidimo
iz toga da je ta kategorija balansirana.

Definicija 1.1.12. Objekt I u kategoriji je inicijalni (pocetni) ako za svaki objekt A iste
kategorije, postoji tocno jedan morfizam I — A. Objekt T je terminalan (zavrsni) ako za
svaki objekt B postoji tocno jedan morfizam B — T. Objekt koji je i inicijalni i terminalni
zovemo nul-objekt.

Primjer 1.1.13. U kategorijama Set i Top, inicijalni objekt je 0, dok je terminalni bilo koji
jednoclan skup. U kategorijama Grp, xkMod i g Vect je {0} nul-objekt.

Direktno iz definicije slijedi:

Propozicija 1.1.14. Inicijalni (resp. terminalni, nul-objekt) objekt neke kategorije je je-
dinstven do na jedinstveni izomorfizam.

Primjer 1.1.15. Neka je C neka kategorija, i A objekt te kategorije. Definiramo kategoriju
kriski* nad A (u oznaci C/A) na sljedeéi nadin:

o objekti kategorije C/A su parovi (X, f), takvi da je X EA A;

“Eng. slice category. Kategorija kriski je jedan specijalan slu¢aj opéenitije konstrukcije koja se zove
zarezna kategorija, odnosno eng. comma kategorija; vidi 22} 11.6].
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o morfizam h od (X, f) do (Y, g) u C/A je morfizam X i> YuCtakavdajegoh = f;
o kompozicija i identiteta u C/A se nasljeduju iz kategorije C.

Nije teSko provjeriti da je C/A dobro definirana kategorija, te da je morfizam 4 u C/A
izomorfizam u C/A ako i samo ako je izomorfizam u C.

KaZemo da su podobjekti objekta A ekvivalentni, ako su oni izomorfni u C/A. Izomor-
fizam izmedu njih je tada ocito jedinstven.

Analogno definiramo kategoriju A/C, u kojoj su objekti parovi (X, f), gdje je A ER X.
Primjer 1.1.16. Neka su C i D kategorije. Definiramo Kartezijev produkt C x D kategorija
C i D na sljededi nacin:

o objekti kategorije C X D su uredeni parovi (X, Y), gdje je X objekt iz C, a Y objekt iz

D;
o morfizam od (X, Y;) do (X2,Y2) u C X D je ureden par morfizama (f, g), gdje je
X LquC, Y, i YzUD;

¢ kompozicija se definira ‘po komponentama’, a 1xy) := (1x, Ly).

Nije teSko provjeriti da je C X D dobro definirana kategorija. Takoder, ova definicija se
lako poop¢i na Kartezijev produkt bilo koje familije kategorija.

1.1.2. Funktori

Definicija 1.1.17. Neka su C i D neke kategorije. Kovarijantan funktor ' s domenom

C i kodomenom D (pisemo F: C — D) je funkcija koja svakom objektu A iz C pridruZi

objekt F(A) iz D, te svakom morfizmu A i> B u C pridruzi morfizam F(A) Fg) F(B)uD,

tako da vrijedi:
o F(14) = lp), za sve objekte A u C;
o F(go f)=F(g) o F(f), za sve kompozabilne parove (g, f) u C.

Kontravarijantan funktor G je kovarijantan funktor G: C°? — D. Kovarijantne i
kontravarijantne funktore jednom rijecju zajedno zovemo funktorima.

Dakle, kontravarijantan funktor G je funkcija koja svakom objektu A iz C pridruZzi

G
objekt G(A) iz D, te svakom morfizmu A i) B u C pridruzi morfizam G(B) L{) GA)u D,

tako da vrijedi:

o G(14) = 1), za sve objekte A u C;
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o G(go f)=G(f) o G(g), za sve kompozabilne parove (g, f) u C.

U ovom i sljede¢em pododjeljku podrazumijevamo da su funktori kovarijantni, ukoliko
nije drugacije naglaSeno. Naime, iste definicije i zakljucke moZemo izvesti i za kontrava-
rijantne funktore, gledajuéi suprotnu kategoriju.

Lako se moZe provjeriti da svaki funktor F ¢uva izomorfizme, tj. ako je f izomorfizam,
tada je i F(f) takoder izomorfizam, i vrijedi (F(f))™! = F(f™).

Definicija 1.1.18. Funktor F: C — D je vjeran (resp. pun, ulaganje kategorija), ako
je restrikcija Flpoma.p: Hom(A, B) = Hom(F(A), F(B)) injekcija (resp. surjekcija, bijek-
cija), za svaki dva objekata A i B iz C.

Funktor je F esencijalno surjektivan, ako za svaki objekt Y iz D postoji objekt X iz C
takav da su Y i F(X) izmomorfni.

Funktor F: C — C zovemo endofunktor.

Primjer 1.1.19. Inkluzija potkategorije neke kategorije je vjeran funktor. Inkluzija pune
potkategorije u kategoriju je ulaganje kategorija; StoviSe, time je puna potkategorija i ka-
rakterizirana.

Primjer 1.1.20. Ulaganje kategorije svih kardinalnih brojeva i funkcija izmedu njih u ka-
tegoriju Set je esencijalno surjektivan funktor.

Primjer 1.1.21. Neka je C jedna od kategorija definiranih u primjerima[T.1.5] [T.1.6] [T.1.7]
ili bilo koja druga konkretna kategorija. Uo¢imo funktor G: C — Set koji svakom objektu
A iz C pridruzuje G(A) = A shvacen kao skup—bez dodatne strukture, te koji svakom
morfizmu iz C pridruZuje tu istu funkciju, zaboravljajuci algebarsku/topolosku strukturu.
Takav funktor zovemo zaboravni funktor.

Opcenitije, zaboravni funktor ne mora “zaboravljati” cijelu strukturu, ve¢ samo dio.
Npr. funktor Ring — Ab koji svakom prstenu ’sacuva” samo aditivnu strukturu, dok
multiplikativnu ”zaboravi”, je takav funktor.

MoZemo na o€it nacin definirati restrikciju funktora na bilo koju potkategoriju domene
tog funktora. Za kategoriju C mozemo definirati identicki funktor Io: C — C koji je
identiteta na objektima i na morfizmima. Takoder, za funktore F: C - DiG: D — &
moZemo na ociti nacin definirati njihovu kompoziciju G o F: C — &. Lako je pokazati da
je G o F funktor. Stovise, lako se pokaZe sljedeéi teorem:

Teorem 1.1.22. Klasa svih malih kategorija zajedno sa funktorima izmedu njih cini jednu
kategoriju. Tu kategoriju oznacavmo s Cat.
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Primjer 1.1.23. Neka su dani kategorija C 1 jedan njen objekt A. Promotrimo preslikavanje
h* definirano sa

X — Hom(A, X)
(x5 ¥) — (Hom(4,X) , Hom(a, Y),

gdje je f(¢) := fo¢. Lako je provjeriti da je h*: C — Set kovarijantan funktor, zovemo ga
kovarijantan hom-funktor. Ponekad ga oznacavamo i s Hom(A, —). Funkciju f ponekad
oznacavamo s (f o —) i zovemo postkompozicija sa f.

Primjer 1.1.24. Sli¢no kao u proSlom primjeru, za kategoriju C i jedan njen fiksan objekt
B, gledamo preslikavanje hg definirano sa

X — Hom(X, B)
(x ER Y) + (Hom(¥, B) J, Hom(x, B)),

gdje je f(¢) := ¢ o f. Lako je provjeriti da je hg: C®” — Set kontravarijantan funktor, zo-
vemo ga kontravarijantan hom-funktor. Ponekad ga oznacavamo i s Hom(—, B). Funkciju
f ponekad oznacavamo s (— o f) i zovemo predkompozicija sa f.

Definicija 1.1.25. Funktor F: C — D je izomorfizam Kkategorija, ako postoji funktor
G:D — Ctakavdaje GoF =Ici F oG = Ip. Lako se vidi da je u tom slucaju takav
G jedinstven pa ga oznacavamo s F~' i zovemo inverzni funktor od F. Tada kaZemo
da su kategorije C i D izomorfne, i pisemo C = D. Time je definirana jedna relacija
ekvivalencije na klasi kategorija.

1.1.3. Prirodne transformacije

Definicija 1.1.26. Neka su dani funktori F,G: C — D ili F,G: C°? — D. Prirodna
transformacija a: F — G je familija morfizama {ayx: F(X) — G(X): X € Ob(C)} u

D, tako da vrijedi sljedeci zahtjev prirodnosti: za svaki morfizam X J, Y u C, jedan od
sljedeéa dva dijagrama komutira® :

(a) Ukoliko su oba funktora F i G kovarijantna:

F(X) =5 G(X)

F(f )l lG(f )

F(Y)—25G(Y)

Kad kaZzemo da dijagram komutira, Zelimo re¢i da su kompozicije morfizama od objekta A do objekta
B iste, bez obzira kojim putem isli od A do B; za bilo koje objekte A i B koji se nalaze u tom dijagramu.
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(b) Ukoliko su oba funktora F i G kontravarijantna:

F(X)—5 G(X)

F (f)T TG(f)

F(Y)—25 G(Y)

Morfizam ax zovemo X-ta komponenta prirodne transformacije a. Nadalje, « je prirodni
izomorfizam, ukoliko je komponenta ay izomorfizam, za svaki objekt X u C. U tom slucaju
kaZemo da su funktori F i G prirodno izomorfni.

Za bilo koji funktor F: C — D mozemo definirati identicku prirodnu transforma-
ciju ir: F — F koja objektu X pridruZuje morfizam 1x,. Neka su dani joS§ i funktori
G,H: C — D. Za prirodne transformacije @: F — G i f: G — H definirati njihovu
kompoziciju B o a: F — H na sljedeci nacin: (8 o @)y := Bx o ax. Prirodnost od S o @ se
vidi iz sljedeceg dijagrama:

FOX) 25 6(x) 2% Hix)

F(f )l lG(f ) IH (0D}

FOY) =2 G(Y) -2 H(Y)

Gornji dijagram komutira buduéi da komutiraju i lijevi i desni pravokutnik. Lako se pokaze
sljedeci teorem:

Teorem 1.1.27. Neka je barem jedna od kategorija C ili D mala. Tada klasa svih funktora
F: C — D ¢ini jednu kategoriju (koju ¢esto oznacavamo s [C, D] ili DF), kojoj su objekti
funktori, a morfizmi prirodne transformacije izmedu njih.

Uoc¢imo da je « izmorfizam u kategoriji [C, D] ako i samo ako je « prirodni izomor-
fizam, te u tom sludaju vrijedi (¢ ')y = (ax)™', za svaki objekt X iz C. Koristiti ¢emo
oznaku Nat(F, G) za Hom¢c p)(F, G).

Pojam izomorfnosti kategorija je poprilicno krut i neprirodan, te se ne susrece ¢esto u
matematici. Rijetko kada moZemo naci funktor ima bas striktni inverz, ali i tada moZemo
primjetitit da pojedine kategorije imaju slicnu strukturu. Stoga ima smisla sljedeca defini-
cija:

Definicija 1.1.28. Funktor F: C — D je ekvivalencija kategorija ukoliko postoji funktor
G: D — Ciprirodni izomorfizmia: Go F = Icif: F oG — Ip. U tom slucaju kaZemo
da su kategorije C i D ekvivalentne, i pisemo C ~ D.
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Karikirano receno, kategorije su ekvivalentne ako su izomorfne ”do na izomorfizam”.
Lako je provjeriti da je upravo uvedena relacija refleksivna i simetri¢na. Pokazati ¢emo da
je i tranzitivna. No, prije toga dokaZimo jednu vaznu karakterizaciju definicije[I.1.28]

Teorem 1.1.29. Funktor je ekvivalencija kategorija ako i samo ako je vjeran, pun, i esen-
cijalno surjektivan (tj. esencijalno surjektivno ulaganje kategorija).

Dokaz. Neka su oznake kao u definiciji [1.1.28, Ukoliko za neke X Sy vrijedi
F(f) = F(g), tada je i G(F(f)) = G(F(g)). Iz prirodnosti od a sada slijedi:

f=ay0GF()oa, =a,0G(F(g)oa, =g

Dakle, F je injektivan na morfizmima. Analogno se pokaZe da je i G injektivan na morfiz-
mima.

Nadalje, za zadan F(X) 5 F(Y) stavimo f := ay o G(g) o a}‘(l € Hom¢(X, Y), te opet
koristeci prirodnost od @ ra¢unamo:

G(F(f)) = ay' o foay = ay' oayoG(g)oay' oay = G(g).

Stoga je F(f) = g. Dakle, F' je ulaganje kategorija.
Za bilo koji objekt Y iz O imamo izomorfizam F(G(Y) at Y, paje stoga F iesencijalno

surjektivan.
Konstruirajmo funktor G: O — C na u nastavku opisani nacin. Za bilo koji objekt

Y u D postoji neki objekt Xy u C i1 izomorfizam F(Xy) ﬁ Y. Stavimo G(Y) := Xy.

Za morfizam Y i) Y u D, stavimo
G() := F7'(8y) oy o By) € F'(Hom(F(G(Y)), F(G(Y")))) = Hom(G(Y), G(Y")).

Nije tesko provjeriti da je G zaista dobro definiran funktor, te da je 8: F o G — Iy prirodni
izomorfizam. p
F

Nadalje, za svaki objekt X u C imamo izomorfizam F(G(F(X))) S F (X). Stoga
postoji jedinstven izomorfizam G(F (X)) 2 X takav da vrijedi Brx) = F(ax). Lagano je
provjeriti da je @: G o T — I prirodni izomorfizam (koriste¢i vjernost od F 1 prirodnost
od ). Dakle, F je ekvivalencija kategorija. O

Napomena 1.1.30. Pazljivom Citatelju nije promakla ¢injenica da se u dokazu obrata u te-
oremu [I.1.29|koristio aksiom izbora (AC). Bez aksioma izbora, obrat tog teorema naprosto
ne vrijedi opCenito. U tom se slucaju, funktor koji je pun, vjeran i esencijalno surjektivan
naziva se slaba ekvivalencija kategorija. Mi u ovom radu podrazumijevamo aksiom iz-
bora, pa neCemo praviti tu razliku.
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Koristeci se karakterizacijom u teoremu [1.1.29] lako je vidjeti da je kompozicija fun-
ktora koji su ekvivalencije kategorija, i dalje ekvivalencija kategorija, tj. da je relacija na
kategorijama "biti ekvivalentan” (u smislu definicije [I.1.28)) jo$ i tranzitivna.

Definicija 1.1.31. Neka su dani funktori F\,G,: C — D, F,G,: D — &, i prirodne
transformacije a: Fy — Gy, B: F; — G,. Godementov produkt od « i S je prirodna
transformacija B x a: F, o F1 — G, o G| definirana sa:

(B * a)x 1= Ga(ax) © Bryx) = Bayx) © Falax). (1.1)
Druga jednakost u izrazu (1.1 vrijedi zbog prirodnosti od 8 u donjem dijagramu:

Brix)

Fy(F (X)) ————— Ga2(F1 (X))

Fz(ax)l le(vm
B,

F>(G1(X)) GL(G (X))

Prirodnost Godementovog produkta 8 * « slijedi iz donjeg dijagrama. Za morfizam X J, Y
u C promotrimo:

Fi1(X)

Fa(F\ (X)) — 22— Go(Fy (X)) G2(G1(X))

Fa(Fy (f))l le(Fl 03)) le(Gl 03))

Fr(Fr\(Y)) ——5——— Gl (Y)) ——5 25— Ga(Ga(Y)

Ga(ax)

Lijevi pravokutnik komutira zbog prirodnosti od 3, a desni zbog prirodnosti od « i funkto-
rijalnosti od G,. Stoga cijeli dijagram komutira, pa je 8 * « zaista prirodna transformacija.
Nadalje, direkno se moZe provjeriti da je Godementov produkt asocijativan.

Godementov produkt prirodnih transformacija se ponekad zove i horizontalan pro-
dukt, dok se uobicajena kompozicija zove vertikalan produkt prirodnih transformacija.
Postoji odredena veza izmedu ta dva produkta—iskazana sljede¢im teoremom:

Teorem 1.1.32 (Zakon preplitanja®). Ako su za prirodne transformacije «y, a, B, i B>
zadovoljeni uvjeti kompozabilnosti kao u dijagramu

./w\.m

®Eng. interchange law.
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tada vrijedi relacija

(B2 o) * (B oay) = (By*B1) o (ay * ay). (1.2)

Dokaz. Oznalimo «;: F; = G;1B;: G; = H;, zai = 1,2. Za bilo koji objekt X iz domene
funktora F; raCunamo po definiciji

((B2 0 @2) * (Bi o 1))y = Ha((B1 0 a1)x) © (B2 0 @2)F,x)
= H>(B1x) o Hx(a1x) © Bor(x) © @27, (x)

= Hy(B1.x) © Br.ix) © Ga(@1.x) © a2 F(x) (1.3)
= (B2 * Br)x o (@2 * ay)x
= ((,32 * 1) o (g * a/l))x’

gdje jednakost ([1.3)) vrijedi zbog prirodnosti od . Dakle, vrijedi (1.2). O

U prethodnom dijagramu kategorije (0-celije) su oznacene malim kruZi¢ima, funk-
tori (I-éelije) jednostrukim strelicama izmedu kruZi¢a, a prirodne transformacije (2-éelije)
dvostrukim srelicama izmedu jednostrukih strelica.

1.2. Reprezentabilni funktorii Yonedina lema

Definicija 1.2.1. KaZemo da je kovarijantan funktor F: C — D reprezentabilan, ako
postoji prirodan izomorfizam a: h* — F, gdje je h* kovarijantan hom-funktor iz primjera
za neki objekt A u C. U tom slucaju ureden par (A, @) zovemo reprezentacija
funktora F.

KaZemo da je kontravarijantan funktor G: C°? — D reprezentabilan, ako postoji
prirodan izomorfizam B: hg — G, gdje je hy kontravarijantan hom-funktor iz primjera
za neki objekt B u C. U tom sluc¢aju ureden par (B,8) zovemo reprezentacija
funktora G.

Definicija 1.2.2. Predsnop (skupova) na kategoriji C je svaki kontravarijantan funktor
C°? — Set. Kategoriju [C°P,Set] Cesto oznacavamo s C, te je zovemo Kategorijom pred-
snopova kategorije C.

Napomena 1.2.3. Uo&imo funktor /: C — C koji ima sljedece djelovanje:

XHhX

(xS ¥) o (e S ny),
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gdje je hy prirodna transformacija definirana s 1y, : Hom(A, X) — Hom(A,Y), g~ fog.
Lako je vidjeti da je & dobro definiran kovarijantan funktor (funktorijalnost od A 1 prirod-
nost od &y slijede iz asocijativnosti kompozicije funkcija). Nadalje, vidimo da A = B
povladi hy = hg, stoga dualno i h* = h5.

Lema 1.2.4. Neka je F: C°? — Set kontravarijantan funktor, A bilo koji objekt iz C, te
a: hy — F prirodna transformacija. Tada za bilo koji morfizam f: Y — A vrijedi

ay(f) = F(f)(aa(14)) (1.4)

Dokaz. Uocimo sljedeci komutativni dijagram (koji slijedi iz prirodnosti od «):

Hom(Y, A) —— F(Y)
ha(f ')T TF )]
Hom(A, A) —2 F(A)
Sada vidimo iz dijagrama da vrijedi F'(f)(@a(14)) = ay(ha(f)(14)) = ay(f). O

Napomena 1.2.5. Dual leme glasi: Neka je F: C — Set kovarijantan funktor, A
bilo koji objekt iz C, te a: h* — F prirodna transformacija. Tada za bilo koji morfizam
f1 A — Y vrijedi (I.4). Dokaz je dualan.

Teorem 1.2.6 (Yonedina lema, jaka verzija). Neka je F: C°? — Set kontravarijantni fun-
ktor. Tada postoji prirodan izomorfizam

®: Nat(h_,F) - F,
gdje je Nat(h_, F) kompozicija funktora Homg(—, F) o h (h je definiran u napomenill.2.3)).

Dokaz. Fiksirajmo objekt X iz C. Definirajmo funkciju @y : Nat(hy, F) — F(X) formu-
lom ®x(a@) = ax(ly), te ¥: F(X) — Nat(hy, F) sljedeCom formulom. Za u € F(X) i
objekt Y u C stavimo

Y(u)y: Hom(Y,X) —» F(Y)
g+ (F(g)u) € F(Y).
Prirodnost od W(u) se lako direktno provjeri, a slijedi iz kontravarijantne funktorijalnosti
od F.

Sada rac¢unamo po definiciji: Px(P(u)) = Y(w)x(1x) = F(1x)(u) = 1px)(u), pa vidimo
da vrijedi @y o ¥ = 1p(x). Nadalje, vrijedi:

F(@x(@)y(g) = F(g)(@x(@)) = F(e)ax(10) = ay(g).
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Stoga je Y(Px(a)) = a, tj. ¥ o Dy = Inumy,.r). Dakle, za svaki objekt X u C konstruirali
smo bijekciju @y : Nat(hy, F) = F(X).

Nije teSko provjeriti da je time definiran prirodni izomorfizam ®: Nat(h_,F) — F
(prirodnost se pokaze direktno, koristeci definicije i relaciju (I.4)). m]

Korolar 1.2.7 (Yonedina lema, slaba verzija). Funktor h iz napomene je pun i vje-
ran funktor, tj. ulaganje kategorija C — C. Dakle, svaka kategorija se ulaZe kao puna
potkategorija u kategoriju predsnopova.

Dokaz. Neka su X i Y bilo koji objekti u C. Primjenimo li jaku Yonedinu lemu na funktor
F = hy, dobivamo bijekciju @y : Nat(hy, hy) — hy(X) = Hom(X, Y). |

Definicija 1.2.8. Funktor h iz napomene|[l.2.3]zovemo Yonedino ulaganje kategorije C.

Dualno bismo mogli definirati Yonedino ulaganje kategorije C u kategoriju Set® ko-
varijantnih funktora. I u tom slu¢aju vrijede dualni analogni navedenih Yonedinih lema.
Navedimo samo jaku verziju:

Teorem 1.2.9 (Yonedina lema, jaka verzija). Neka je F: C — Set kovarijantni funktor.
Tada postoji prirodan u X izomorfizam Nat(h*, F) = F(X).

Dokazi u tom kovarijantnom slu€aju su dualni. Buduéi da ¢e u ovom radu biti vazan
pojam snopa—posebnog kontravarijantog funktora, dani su dokazi Yonedinih lema upravo
u kontravarijantnom slucaju.

Teorem 1.2.10. Neka su (A, @) i (B,8) reprezentacije reprezentabilnog kontravarijantnog
funktora F: C°? — Set. Tada postoji jedinstveni izomorfizam f: A — B takav da donji
dijagram komutira za svaki objekt X iz C:

Hom(X, A) —=— F(X)

s

Hom(X, B)

Dokaz. Oznaimo u := as(lx) € F(A),v := Bp(lg) € F(B) i uo¢imo da je funkcija
Ba: Hom(A,B) — F(A) bijekcija. MoZemo zakljuiti da postoji jedinstven morfizam
f: A — Btakav da vrijedi

F(Ho) 2 ga(h) = u.
Potpuno analogno, zaklju¢ujemo da postoji jedinstven morfizam g: B — A za koji je

F(g)(w) = v. No, tadaje ax(go ) 2 F(go H)u) = F(NF(@)W) = F(H) = u = ax(ly),
paje g o f = 1, zbog bijektivnosti od a4. Analogno je f o g = 13, tj. f je izomorfizam.



14 1. Osnove teorije kategorija

Sada, za neki dijagram kao u iskazu teorema i morfizam g: X — A raCunamo:

Bx(hyx(8) = Bx(f 0 ) 2 F(f 0 9v) = FQF(H) = F)w) Z axcg),

pa zaklju¢ujemo da navedeni dijagram komutira.
Ako f’: A — B morfizam koji takoder zadovoljava uvjete teorema, tada za X = A i

g = laudijagramu imamo Sa(f") = (Baohp a)(14) = aa(14) = u = Ba(f),paje f' = f. O

Naravno, analogna dualna tvrdnja vrijedi za kovarijantne funktore. Specijalno, vidimo
da je reprezentirajuci objekt reprezentabilnog funktora jedinstven do na izomorfizam.

Funktore ¢ija je domena Kartezijev produkt dvije kategorije zovemo bifunktorima.
Oni mogu biti razli¢ite kovarijantnosti u razli¢itim varijablama. Na primjer, hom-bifunktor
Homg(—, —): C°? XC — Set definiran na objektima s (A, B) — Hom¢(A, B), a za morfizme

A i) A'1B N B’ u C definiramo

Hom¢(f, g) : Hom¢(A”, B) — Home(A, B')
k— gokof,

je kontravarijantan u prvoj, a kovarijantan u drugoj varijabli. Akoje F: C XD — &
bifunktor, te C € Ob(C) i D € Ob(9D), tada moZemo dobiti funktore F(C,-): D — &
i F(—,D): C — & definirane na sljede¢i nacin: F(C,—)(X) := F(C, X) na objektima, a
F(C,-)(f) := F(1¢, f) na morfizmima; analogno za F(—, D).

Nadalje, ako imamo acp: F(C, D) — G(C, D) za sve objekte C 1 D pripadnih katego-
rija, nije teSko formalizirati i dokazati sljedecu tvrdnju: @: F — G je prirodna transforma-
cija bifunktora F i G ako i samo ako je ona prirodna u svakoj varijabli posebno”.

Lema 1.2.11. Neka je F: C°? x D — Set bifunktor (kontravarijantan u prvoj varijabli), te
neka je za svaki C € Ob(C) funktor F(C,—): D — Set reprezentabilan, s reprezentacijom
(Ac, @%). Tada postoji jedinstven kovarijantan funktor G: C — D za koji je G(C) = Ac, te
za koji imamo prirodan izomorfizam bifunktora a: Homgp(G(-),—) — F dan s

a$: Homy(G(C), D) — F(C, D).

Dokaz. Za svaki C € Ob(C) i D € Ob(9) imamo bijekciju ag: Homyp(Ac, D) — F(C, D)
prirodnu u D. Konstruirati ¢emo traZeni funktor G na sljedeci nacin. Za C € Ob(C) stavimo
G(C) := Ac, te stavimo uc := ozgc(lAC) € F(C,A¢). Zamorfizam f: C — C’ u C neka je
v = F(f, 14, )(uc) € F(C,Ac). Iz bijektivnosti od afxcl i duala leme slijedi da postoji
jedinstven f: Ac — Ac u D za kojeg vrijedi F(1¢, f)(uc) = v, pa definirajmo G(f) := f.
Stoga, za C 5 €’ imamo G(C) =’ G(C"), te je ofito G(1¢) = lgey. ZaC 5 €' 5 € se
direktno pokaze da je F(1¢, G(g) o G(f))(uc) = F(go f, 14, )(uc~) koriste¢i funktorijalnost
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od F i definiciju od G, pa iz jedinstvenosti slijedi G(g o ) = G(g) o G(f), ). G: C — D je
dobro definiran funktor.

Da bi dokazali da je « prirodan izomorfizam izmedu navedenih bifunktora, potrebno je
jedino jos§ dokazati prirodnost u prvoj varijabli. To se pokaZe direktnim racunom, opet ko-
riste¢i dual leme [I.2.4] funktorijalnost od F i definiciju od G. Iz istog racuna, uz ¢injenicu

da je agcl bijekcija, slijedi da je G jedinstveno odreden. i

1.3. Limesi i kolimesi

U ovom odjeljku D redovito oznacava malu kategoriju.

1.3.1. Dijagrami i univerzalni (ko)konusi

Definicija 1.3.1. Kovarijantan funktor D: D — C zovemo dijagram u C.

Za neki objekt A i1z C, uo¢imo funktor A, : O — C definiran sa: Y — A za sve objekte
Y,if — 1, zasve morfizme f. Zovemo ga konstantni funktor u A.

Definicija 1.3.2. Neka je D neki dijagram u C. Prirodnu transformaciju y: Ay — D
zovemo konus nad D s vrhom A.

Konus najces¢e zamisljamo kao objekt A (koji je vrh tog konusa) zajedno sa famili-
jom morfizama {A L D(X): X € Ob(D)}. Uolimo da se prirodnost od y reducira na

komutativnost sljedeceg dijagrama, za bilo koji morfizam X J, YuD:

A
YXx Yy
D(X) ——55— DY)

Neka su y: Ay — Dié: Ap — D konusi dijagrama D. Morfizam konusa y i § je
morfizam f: A — B takav da je dx o f = yx, za sve objekte X iz 9. Nije tesko vidjeti
ukoliko na ociti nacin definiramo kompoziciju i identitetu morfizama konusa, dobijemo
kategoriju svih konusa nad dijagramom D. Tu kategoriju oznaavamo s Cone(D).

Definicija 1.3.3. Terminalni objekt kategorije Cone(D), ukoliko postoji, zovemo limes ili
univerzalni konus dijagrama D.

Direktno iz definicije i propozicije [[.1.14] slijedi da ukoliko su y i § dva limesa dija-
grama D (s vrhovima A i B respektivno), postoji jedinstven izomorfizam f: A — B takav
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da vrijedi dx o f = yx, za sve objekte X iz D. Dakle, limes dijagrama, ako postoji, jedins-
tven je do na jedinstveni izomorfizam konusa. Oznacavamo ga s lim D ili m D.

Dualno konusu i limesu, mozemo uvesti u nastavku definirane pojmove kokonusa i
kolimesa.

Definicija 1.3.4. Prirodnu transformaciju y: D — A, zovemo kokonus nad dijagramom
D s vrhom A.

Kokonus najcesce zamisljamo kao objekt A (koji je vrh tog kokonusa) zajedno sa fami-
lijom morfizama {D(X) KA Xe Ob(D)}. Prirodnost od y se reducira na komutativnost

sljedeceg dijagrama, za bilo koji morfizam X LA YuD:

px) —2" . py)

N A

Analogno kao za konuse, definiramo kategoriju coCone(D) kojoj su objekti kokonusi
nad dijagramom D, a morfizmi dani na sljedec¢i nacin: Morfizam kokonusa y i 6 s vchovima
A i Bredom, je morfizam f: A — B za koji vrijedi f o yy = d0x za sve objekte X iz D.

Definicija 1.3.5. Inicijalni objekt kategorije coCone(D), ukoliko postoji, zovemo kolimes
ili univerzalni kokonus dijagrama D.

Direktno iz definicije i propozicije [I.1.14]slijedi da ukoliko su y i § dva kolimesa dija-
grama D (s vrhovima A 1 B respektivno), postoji jedinstven izomorfizam f: A — B takav
da vrijedi f o yx = Jx, za sve objekte X iz . Dakle, kolimes dijagrama, ako postoji,
jedinstven je do na jedinstveni izomorfizam kokonusa. Oznacavamo ga s colim D ili h_r)n D.

Definicija 1.3.6. KaZemo da je kategorija C D-potpuna (resp. D-kopotpuna), ako svaki
dijagram D: D — C ima limes (resp. kolimes).

Ukoliko je C D-potpuna (resp. D-kopotpuna) za sve konacne kategorije D, kaZemo
da je C kona¢no potpuna (resp. konacno kopotpuna).

Ukoliko svaki dijagram ima limes (resp. kolimes), kaZemo da je kategorija C potpuna
(resp. kopotpuna)’.

Svojstvo terminalnosti limesa u kategoriji konusa (inicijalnosti kolimesa u kategoriji
kokonusa) Cesto zovemo univerzalno svojstvo limesa (kolimesa).

Ponekad na lim D i colim D nekorektno mislimo kao na vrhove konusa, a ne cjelokupne
prirodne transformacije. Iz konteksta bi trebalo biti jasno o kojem se znacenju radi.

"Umjesto “’potpuna” ponekad se kaze kompletna ili zatvorena, u svim varijacijama u ovoj definiciji.
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Napomena 1.3.7. Pretpostavimo da je kategorija C D-potpuna. Neka su D,D,: D — C
dijagrami u C, s vthovimau A i B, 1 @: D; — D, prirodna transformacija. Uo¢imo da
je @ o lim D; konus nad D,, s vthom A. Stoga postoji jedinstveni morfizam f: A — B
koji je morfizam 1 u kategoriji Cone(D;). Stavimo da je lima := f. Sada se lako moze
provjeriti da je lim: [D,C] — C kovarijantan funktor, ukoliko na lim D mislimo kao na
vrh univerzalnog konusa nad D.

Analognom konstrukcijom se takoder lako vidi da je colim: [D, C] — C opet kovari-
jantan funktor, ukoliko je C D-kopotpuna kategorija.

Napomena 1.3.8. UocCimo funktor A: C — [D, C] koji koji svakom objektu A pridruzi
konstantan funktor A4, a svakom morfizmu f: A — B pridruZi prirodnu transformaciju
As: Ay — Ap koja ima komponente Ay := f. Lako se provjeri da je A dobro definiran
funktor—zovemo ga dijagonalni funktor.
Uoc¢imo da ukoliko je U vrh univerzalnog konusa lim D dijagrama D, postoji prirodan
izomorfizam
®: hy — Nat(A_, D),

za koji je Oy(1y) = lim D. Naravno, Nat(A_, D) := Homp ¢)(—, D) o A.

Lemal|l.2.4/nam govori da nemamo drugog izbora osim za objekt V i morfizam V J, U
staviti @y (f) := lim D o As. Prirodnost se lako provjeri. Bijektivnost slijedi direkno iz uni-
verzalnog svojstva limesa. Obratno, za zadani prirodni izomorfizam ®: hy — Nat(A_, D)
vrijedi da je ®y(1y) = lim D (vidi se primjenom leme [I.2.4).

Dakle, postoji limes dijagrama D ako i samo ako je funktor Nat(A_, D) reprezentabilan;
u tom slucaju vrh limesa je reprezentirajuci objekt tog funktora.

Napomena 1.3.9. Dualno napomeni[I.3.8] kolimes dijagrama D odreduje, i jedinstveno je
odreden s prirodnim izomorfizmom ¥ : hY — Nat(D, A_), gdje je U vrh kokonusa colim D.
Stoga postoji kolimes dijagrama D ako i samo ako je funktor Nat(D, A_) reprezentabilan;
u tom slucaju vrh kolimesa je reprezentirajuci objekt tog funktora.

1.3.2. Vazni specijalni slucajevi (ko)limesa

Najvazniji limesi su produkt, pullback i ujednacitelj, dok su najvazniji kolimesi njihovi
duali: koprodukt, pushout i koujednacitelj. Kao Sto ¢emo vidjeti, to su (ko)limesi nad
posebno izabranim dijagramima.

Prije samih definicija, uo¢imo (ili dogovorimo se) da je limes praznog dijagrama upravo
terminalni objekt, a kolimes praznog dijagrama upravo inicijalni objekt, u danoj kategoriji.

KaZemo da je mala kategorija diskretna, ako u njoj nema morfizama osim identiteta.
Neka je I neki skup. OcCito ga moZzemo ga shvatiti kao diskretnu kategoriju, na nacin da
svaki element od I smatramo objektom. Tada svaka funkcija D: I — Ob(C) moze biti
shvacena kao funktor D: I — C, ukoliko dodefiniramo D: 1; + 1p; zasvei € I.
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Definicija 1.3.10. Neka je I skup, a C kategorija. Limes dijagrama i — A; (I — C) zovemo
produkt familije objekata {A;: i € I}, a vrh tog limesa oznacavamo s [ |;c; Ai;. Komponentu
i [liesAi = A; zovemo i-ta (kanonska) projekcija produkta. Vrh produkta dvoclane
Sfamilije {A, Ay} oznacavamo s A; X A,.

Kolimes istog tog dijagrama zovemo koprodukt familije {A;: i € I}, a njegov vrh
oznacavamo s | [ ,e; A;i (ili a Y1 A;). Komponentu t;: A; — |1, Ai zovemo i-ta (kanonska)
injekcija koprodukta. Vrh koprodukta dvoclane familije {A,, A,} ponekad oznacavamo s
A ]_[Az (lll sA + Az)

Primjer 1.3.11. U kategoriji Set, produkt familije objekata je upravo Kartezijev produkt te
familije skupova, a i-ta kanonska projekcija produkta je upravo klasi¢na projekcija na i-tu
komponentu.

Koprodukt familije objekata u Set je disjunktna unija te familije skupova, a i-ta kanon-
ska injekcija koprodukta je upravo inkluzija i-tog skupa u disjunktnu uniju.

Primjer 1.3.12. U kategoriji Cat, produkt familije kategorija opisan je u primjeru [I.1.16}
uz dodatak da je i-ta kanonska projekcija tog produkta funktor koji projicira na i-tu kom-
ponentu, analogno kao kod Kartezijevog produkta skupova.

Koprodukt familije malih kategorija je jednostavno disjunktna unija svih kategorija te
familije (unija posebno po objektima i posebno po morfizmima). Kanonske injekcije su
inkluzije u disjunktnu uniju.

Primjer 1.3.13. Sto se ti¢e osnovnih algebarskih struktura, u kategorijama Ab, xMod i
x Vect, produkt familije objekata je zapravo direktni produkt te familije, a koprodukt je
direktna suma te familije. U kategoriji Grp, produkt familije grupa je takoder direktni pro-
dukt, dok je koprodukt familije grupa tzv. slobodni produkt te familije grupa. U kategoriji
Ring, produkt familije prstenova je direktni produkt te familije. Vidi [16} 1.8, 1.9, I11.2,
IV.1].

Primjer 1.3.14. U kategoriji Top, produkt familije topoloskih prostora je njihov Kartezijev
produkt sa tzv. produktnom topologijom (najmanjom topologijom uz koju su projekcije ne-
prekidne). Koprodukt familije topoloSkih prostora je disjunktna unija sa tzv. disjunktnom
topologijom (najmanjom topologijom uz koju su inkluzije neprekidne).

Produkt 1 koprodukt familije objekata je asocijativan 1 komutativan do na izomorfizam.

Stovise, vrijedi slijedeéa opéenitija propozicija.

Propozicija 1.3.15. Neka je I neki skup i I = | Jicx Ix particija tog skupa na disjunktne
podskupove (ne nuzno neprazne). Tada za bilo koju familiju objekata {A;: i € 1} kategorije
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C, ukoliko svi navedeni (ko)produkti postoje, vrijedi:

[Ta=1[1 05

iel keK i€l
[[a=]]]]Ax (1.6)
iel keK i€l

Dokaz. Za svaki k € K oznatimo By := [];, A; i neka je nif: By — A; i-tu kanonska
projekcija tog produkta. Neka je B := []icx Bei 7, : B — By k-ta kanonska projekcija
tog produkta. MozZe se lako provijeriti da je objekt B zajedno sa familijom morfizama

{7rf.‘ o nf: k € K,i € I} univerzalni konus nad familijom {A;: i € I}, tj. produkt te familije.

Formula (1.5) sada slijedi iz do na izomorfizam jedinstvenosti limesa. Formula slijedi
dualnom argumentacijom. O

Iz dokaza propozicije se moze vidjeti da moZemo naci jedinstvene izomorfizme
u relacijama i koji na odgovarajuci nac¢in komutiraju s kanonskim projekci-
jama/injekcijama.

Specijalno, za bilo koje objekte A, Bi C vrijedi AXB = BXA1(AXB)XC = AX(BXC)
ukoliko svi navedeni produkti postoje, te A[[B = B[[Ai(A[IB)][IC = A[[(B]]CO)
ukoliko svi navedeni koprodukti postoje.

P
Definicija 1.3.16. Limes (resp. kolimes) nad dijagramom X ? Y zovemo ujednacitelj
(resp. koujednacitelj) od f i g.

KaZemo da su morfizmi f i g iz C paralelni, ako je dom f = domgicod f = codg.
f

Komutativni dijagram oblika Z It x —=Y zovemo vilica (mora vrijediti jednakost
8

foh = goh). Uotimo da je konus nad paralelnim parom zapravo vilica—i obratno.

f
Komutativni dijagram oblika X ? Y —+Z zovemo kovilica (mora vrijediti jednakost

ho f =hog). UoCimo da je kokonus nad paralelnim parom zapravo kovilica—i obratno.
Dakle, mozemo reci da je (ko)ujednacitelj univerzalna (ko)vilica.
U donjim dijagramima su opisana univerzalna svojstva ujednacitelja (lijevi dijagram) i

f
koujednacitelja (desni dijagram) dijagrama X ? Y . Vrh ujednacitelja oznacen je s E,



20 1. Osnove teorije kategorija

a koujednacitelja s C.

! ¢
0 X;;Y—q>c
| |
[ q |
Alul (=107
| ? |
v e 1 1
E—>X;§Y 0

Napomena 1.3.17. Nije tesko pokazati da je istaknuta komponenta ujednacitelja (ako pos-
toji) uvijek monomorfizam. Dualno, istaknuta komponenta koujednacitelja (ako postoji) je
uvijek epimorfizam.

Primjer 1.3.18. U kategoriji Set, ujednacitelj funkcija f,g: X — Yje{x € X: f(x) = g(x)}
zajedno sa inkluzijom u X. Neka je ~ najmanja relacija ekvivalencije na Y koja sadrzi
{(f(x),g(x)): x € X}. Lako je provjeriti da je tada koujednacitelj od f i g skup klasa te
relacije ekvivalencije Y/., uz projekciju koja svaki element od Y Salje u njegovu klasu u
kvocijentu Y/ ..

Ujednacitelj u kategorijama iz primjera [I.1.5] je dan istom formulom kao i u Set, sa
stukturom nasljedenom od X. Koujednacitelj od f i g u kategorijama Ab, xkMod i ¢ Vect je
Y/ Im(f — g), uz ocitu projekciju. U Grp, koujednacitelj je dan s Y/N, gdje je N najmanja
normalna podgrupa od Y koja sadrzi {f(x)g(x)"!: x € X}. U kategoriji Top, koujednacitel;
je dan istom formulom kao i u Set, uz tzv. kvocijentnu topologiju (za opis kvocijentne
topologije vidi [26, 1.22]).

Definicija 1.3.19. Limes nad dijagramom X L zesy zovemo pullback (ili povlak,
fibriran produkt) od f i g nad Z, a njegov vrh oznacavamo (pomalo neprecizno) s X Xz Y.

U donjem dijagramu u kojem je opisano univerzalno svojstvo pullback-a, pripadne
komponente (koje se ponekad zovu i projekcije) pullback-a su oznacene s p; i p,.

h<

—
oo

N




1.3. Limesi 1 kolimesi 21

Nije teSko provjeriti da se pullback mozZe definirati i kao produkt familije {(X, f), (¥, g)}
u kategoriji kriSki C/Z definiranoj u primjeru

Primjer 1.3.20. Neka su f: X — Z1ig: X — Z morfizmi u kategoriji Set. Lako je
provjeriti da je tada njihov pullback dan s: X Xz ¥ = {(x,y) € X X Y: f(x) = g(y)}, gdje su
komponente pullback-a klasi¢ne projekcije na prvu, odnosno drugu komponentu.
Specijalno, ukoliko su f i g skupovne inkluzije, tada je njihov pullback zapravo X N'Y,
uz komponente koje su takoder inkluzije.
Istom formulom dan je i pullback u svim kategorijama iz primjera [I.1.5] uz strukturu
koja se nasljeduje od produkta.

Definicija 1.3.21. Kolimes nad dijagramom X oz fy zovemo pushout (ili fibri-
ran koprodukt) od f i g nad Z.

U donjem dijagramu kojim je opisano univerzalno svojstvo pushout-a, P oznacava vrh
pushout-a zadanog dijagrama, a i; i i, pripadne komponente.

N

Lako je vidjeti da se pushout moZe definirati i kao koprodukt familije {(X, f), (¥, g)} u
kategoriji Z/C iz primjera|l.1.15

Primjer 1.3.22. Nekasu f: Z — X ig: Z — Y morfizmi u kategoriji Set. Neka je ~
najmanja relacija ekvivalencije na X + Y koja sadrzi {(f(x), g(x)): x € Z}. Lako je provjeriti
da je tada njihov pushout skup klasa te relacije ekvivalencije X + Y/, uz ocite pripadne
komponente.

Specijalno, ukoliko je Z = X N Y, te f 1 g skupovne inkluzije, tada je njihov pushout
zapravo X U Y, uz komponente koje su takoder inkluzije.

Napomena 1.3.23. Uoc¢imo kako se pullback dijagrama X L . 7+% ¥ mo¥e konstru-
irati pomocu produkta i ujednacitelja, ukoliko postoje. Oznalimo kanonske projekcije

produkta X X Y redom 7, 1 m,. Neka je P Axxvy ujednacitelj paralelnog para f o m; i
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g om,. Nije tesko provjeriti koristeci univerzalna svojstva limesa da je P pullback pocetnog
dijagrama, uz komponente m; o eq i m, o eq.
Dualnom konstrukcijom moZemo dobiti pushout koriste¢i koprodukt i koujednacitel;.

Zapravo, produkti i ujednacitelji (koprodukti 1 koujednacitelji) su dovoljni da se dobije
limes (kolimes) bilo kojeg dijagrama. O tome govori sljedec¢i pododjeljak.

1.3.3. Dovoljni uvjeti za egzistenciju (ko)limesa

Limes dijagrama D: D — Set se moZe opisati relativno jednostavnom formulom. Direkt-
nom provjerom slijedi:

Propozicija 1.3.24. Skup L := {(IX)XEOb(D): txy € D(X), (Vf X —-Y) D(f)(lx) = ly} uz
ocite projekcije L — D(X) je limes dijagrama D: D — Set.

Nesto opcenitija konstrukcija opisana u sljedeCem teoremu moZe se provesti u bilo

kojoj kategoriji s produktima i ujednaciteljima.

Teorem 1.3.25. Kategorija je (konacno) potpuna ako i samo ako ima sve (konacne) pro-
dukte i ujednacitelje svih paralelnih parova. Dualno, kategorija je (konacno) kopotpuna
ako i samo ako ima sve (konacne) koprodukte i koujednacitelje svih paralelnih parova.

Dokaz. Neka je D: D — C dijagram, te oznac¢imo produkte

P=[] px) @:= [] Dicod(f)
XeOb(D) feHom(D)

sa kanonskim projekcijama px: P — D(X)igq;: Q — D(cod(f)). Po univerzalnom svoj-
stvu produkta, postoje jedinstveni morfizmi F,G: P — Q takvi da za svaki morfizam
f: X = YuD vrijedi

qgroF =py, D(f)opx=¢qsoG. (1.7)

F
Neka je L%P? Q ujednacitelj tog para, te stavimo yx := px oe: L — D(X).

Koristedi (1.7) i svojstvo ujednacitelja, raCunamo:

D(f)oyx =D(f)opxce=qroGoe=qoFoe=pyoe=yy,

iz Cega slijedi da je y: A, — D prirodna transformacija, tj. konus nad D. DokaZimo da
je 1 univerzalan. Neka je 6: Ay, — D neki konus nad D, tj. D(f) o dx = dy. Univerzalno
svojstvo produkta nam daje jedinstven r: M — P zakojije 6, = pzor, zasve Z € Ob(D).
Racunamo sada:

groFor=pyor=dy=D(f)odx=D(f)opor=groGor



1.3. Limesi 1 kolimesi 23

iz Cega, po univerzalnom svojstvu produkta Q mozemo zakljucitidaje For = Gor. Po
univerzalnom svojstvu ujednacitelja L, postoji jedinstven s: M — Ltakavdajeeos =r.
Ta je jednakost medutim, zbog univerzalnog svojstva produkta P ekvivalentna jednakosti
pxoeos=pxorzasve X € Ob(D), tj. yxos =0xzasve X € Ob(D). Akojes': M — L
neki drugi morfizam koji zadovoljava yxos’ = dx za sve X € Ob(D), tada vrijediieos’ =r,
paje s = s zbog univerzalnog svojstva ujednacitelja L. Stoga je vy zaista limes dijagrama
D. Obrat je trivijalan, dok se druga tvrdnja dokaze dualno. O

Korolar 1.3.26. Kategorije Set, Ab, Grp, xRMod, Top i xVect su potpune i kopotpune
kategorije.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz teorema i raznih primjera iz prethodnog pododjeljka. 0O

Moze se pokazati da je i Cat potpuna i kopotpuna kategorija. Za detalje, kao i neke
druge primjere vidi [1} IIT.12].

DokaZimo jednu zanimljivu propoziciju koja daje neke nuzne uvjete na (ko)potpunost
kategorije.

Propozicija 1.3.27. Mala kategorija koja nije preduredaj, tj. nije dobivena kao u primjeru
[1.1.8] ne moZe biti ni potpuna, niti kopotpuna.

Dokaz. Ako kategorija nije preduredaj, postoje objekti A i B sa barem dva razli¢ita mor-
fizma f, g € Hom(A, B). Neka je « kardinalnost skupa svih strelica dane male kategorije.
Ako pretpostavimo da je ona potpuna, tada postoji produkt P familije {B; = B: i € k}. Sada
za bilo koji podskup S € k moZemo na¢i morfizam ps: A — P za koji je m; o ps = f ako
jei e S, temops =gakoi ¢ S, gdje je m; i-ta kanonska projekcija produkta P. Ocito
za razlicite podskupove od « dobijemo razli¢ite morfizme, pa smo konstruirali injekciju
2% — Kk (2% je oznaka za partitivni skup skupa «). To je naravno apsurd. Dualno se pokaZe
da ta kategorija nije ni kopotpuna. O

1.3.4. (Ko)limesi i reprezentabilni funktori

Teorem 1.3.28. Svaki kovarijantan funktor F: D — Set (sa male kategorije D) je kolimes
nekog dijagrama kovarijantnih hom-funktora. Dualno, svaki predsnop G: D°? — Set je
kolimes nekog dijagrama kontravarijantnih hom-funktora.

Dokaz. Definirajmo kategoriju J na sljedeci nacin: objekti od J neka su parovi (D, x),

gdje je D € Ob(D) i x € F(D); morfizam (D, x) i> (D', x") u g neka je morfizam D i> D’
u D za koji vrijedi F(f)(x) = x’. Lako se vidi da je J dobro definirana mala kategorija.
Definirajmo funktor M : J°” — Set® na sljedeéi na¢in: M(D, x) := h® = Homgp(D, )i za
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(D, x) i> (D', x') neka je M(f): h® — hP prirodna transformacija zadana na komponen-
tama predkompozicijom sa f. Tvrdimo da je F vrh kolimesa dijagrama M.

Kao u dokazu Yonedine leme moze se vidjeti da moZemo naci prirodan izomor-
fizam W: F — Nat(h™, F), tj. za svaki D € Ob(D) bijekciju ¥p: F(D) — Nat(h”, F)
prirodnu u D, za koju vrijedi

(Pp(x)y(g) = F(g)(x) Vxe F(D), VY € Ob(D), Vg € Homyp(D, Y). (1.8)

Nije teSko provjeriti da je familija y := {¥p(x): (D, x) € Ob(J)} kokonus nad M s vrhom
u F. Dokazimo joS$ da je i univerzalan.

Neka je ¢ kokonus nad M s vthom u nekom funktoru L: 9 — Set. Analogno kao prije,
moZemo naci za svaki D € Ob(D) bijekciju ®p: L(D) — Nat(h”, L) prirodnu u D, za koju
vrijedi

(Op(2))y(g) = L(g)(z) Yz € L(D), VY € Ob(D), Vg € Homp(D, Y), (1.9)
stoga imamo da je dp ) = Pp(z), za jedinstven z € L(D) koji ovisi o (D, x).

M(f)

hY hP
Ty () \PDm/
¥y (x') Dp(z)
F<-——— s----3L

Potrebno je jos pokazati da postoji jedinstvena prirodna transformacija ®: F — L za
koju je ® o Yp(x) = Dp(z), za sve (D, x) € Ob(J). Ukoliko u posljednjoj jednakosti
gledamo D-komponentu u tocki 1p, dobijemo da je ®p(x) = z (gdje je z € L(D) takav
da je 6pyy = Dp(z)). Stoga je potrebno pokazati da tako definirana ® zaista prirodna
transformacija.

Ako je (D, x) ER (D', x), 6p.xy = Pp(2) 16 vy = Pp(2) (4. Op(x) = 210p(X') =2'),
tada iz prirodnosti od ¢, relacije (1.9) i bijektivnosti od ®@p slijedi L(f)(z) = z’. Dakle,
vrijedi

L(/)Op(x)) = L(f)(2) =2 = Op/(x') = Op(F(f)(x)) = L(f) o Op = Op o F(f),

tj. O je prirodna transformacija. Iz jednakosti L(f)(z) = z’ lako slijedi ® o Wp(x) = Op(2).
Druga tvrdnja u iskazu teorema slijedi dualno. O

Mozemo malo blaze reci:
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Korolar 1.3.29. Predsnop na maloj kategoriji je kolimes reprezentabilnih predsnopova.

Definicija 1.3.30. KaZemo da funktor F: C — C’ ¢uva limese, ako za svaki dijagram
D: D — C za kojeg postoji limes 1im D, postoji i limes dijagrama F o D i vrijedi da je
(Iim(F o D))y = F((lim D)y), za sve objekte X u D.

Definicija 1.3.31. Kazemo da funktor F: C — C’ reflektira limese, ako za svaki dijagram
D: D — Cikonus | nad D za kojeg je {F(ly): X € Ob D} limes dijagrama F o D, vrijedi
da postoji i limes dijagrama D, te da je (im D)y = lx za sve objekte X u D.

Analogno se definira kada funktor ¢uva/reflektira kolimese. Slicno tome, moZemo gle-
dati za kontravarijantne funktore kada prevode limese u kolimese, odnosno kada kolimese
prevode u limese. Bududi da smo u dokazu teorema [[.3.25] svaki limes uspjeli prikazati
kao ujednacitelj dva produkta, slijedi korolar:

Korolar 1.3.32. Funktor cuvafreflektira limese (kolimese) ako i samo cuvajreflektira pro-
dukte i ujednacitelje (koprodukte i koujednacitelje).

Direktno iz definicije i univerzalnog svojstva slijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 1.3.33. Pun i vjeran funktor reflektira limese i kolimese. Specijalno, Yonedino
ulaganje h: C — C i svaka ekvivalencija kategorija reflektiraju limese i kolimese.

Teorem 1.3.34. Neka je C kategorija i A objekt te kategorije. Kovarijantni hom-funktor
h* = Homg(A, —): C — Set cuva limese.

Dokaz. Neka je D: D — C dijagram za kojeg postoji limes lim D s vrthom L. Stavimo
yx := h*((lim D)y); lako se vidi da je y konus nad A* o D s vrhom h*(L) = Hom¢(A, L).
Neka je 6: Ay, — h* o D neki konus u Set. Tada je {6x(m): X € Ob(D)} konus nad D
s vthom A, za svaki m € M. Stoga za svaki m € M postoji jedinstveni ®(m): A - Lu C
za koji je (Iim D)y o ®(m) = 6x(m) za sve X € Ob(D), §to je ekvivalentno s yx o ® = dy za
sve X € Ob(D). Dakle, ®: M — h*(L) je morfizam konusa § i y, ocito jedinstveni. O

Ako je objekt B u C, za kontravarijantni hom-funktor hp takoder moZemo primjeniti
teorem [[.3.34] na sljede¢i nacin. Vrijedi 75 = Home(—, B) = Homeo (B, —): C? — Set, a
buduci da je limes u C°? isto Sto 1 kolimes u C, slijedi:

Korolar 1.3.35. Kontravarijantan hom-funktor hg = Homg(—, B) kolimese prevodi u li-
mese. Preciznije, ako je D dijagram u C koji ima kolimes, tada dijagram hg o D ima limes,
i vrijedi (lim(hg o D))y = hp((colim D)x).

Iz teorema [1.3.34]i korolara[I.3.35| direktno slijedi:
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Korolar 1.3.36. Neka su A, A; (i € 1) objekti kategorije C. Ukoliko postoji "unutarnji”
(ko)produkt u navedenim izrazima, vrijedi

A, ]_[A,J ~ ]—[ Hom(A, A)), Hom[u A,.,A) ~ ]_[ Hom(A;, A).

iel iel iel iel

Hom

1.3.5. Preplitanje (ko)limesa

Neka su C 1 D male kategorije, & neka je C-potpuna 1 D-potpuna kategorija, te uzmimo
bifunktor F: CxX D — &. Za fiksni C € Ob(C) imamo dijagram F(C,—-): D — &. Stovise,
nije teSko provjeriti da je C — F(C,—) funktor C — [D, &], uz sljedece dodefiniranje na
morfizmima:

(c EA c’) - (F(C, oL R, o), edicie o = F(F, 1p).

Taj funktor moZemo postkomponirati s funktorom lim: [D,E] — & definiranim u napo-
meni dobijemo funktor kojeg sugestivno oznacavamo s limpep F(—,D): C — &.
Vrh limesa tog funktora sugestivno oznacavamo s lim¢ee (limpep F(C, D)). Na analogan
nacin, fiksirajuci prvo D € Ob(D), dodemo do objekta limpcyp (limeee F(C, D)).

Teorem 1.3.37. Uz prethodno uvedene oznake limesi medusobno ”komutiraju”, tj. vrijedi:

lim (lim F(C. D)) ~ lim (lim F(C. D)) . (1.10)
CeC \DeD DeD \CeC

Dokaz. Lijevu stranu u relaciji (I.10) oznac¢imo s L a desnu sa R. Za objekte C € Ob(C) i
D € Ob(D) oznacimo komponente sljedecih limesa:

L~ limpep F(C, D)~ F(C, D)+ lim¢ec F(C, D) <2~ R.

Nije tesko provjeriti da kompozicije {gcp o pc: C € Ob(C)} Cine konus nad funktorom
F(-,D), za sve D € Ob(D). Stoga postoji jedinstven Ap: L — limeee F(C, D) za kojeg
je gcp © pe = rep © Ap za sve C € Ob(C). Sli¢no se (uz diagram chasing®) vidi da je
{Ap: D € Ob(D)} konus nad limccc F(C, —), pa postoji jedinstveni morfizam A: L — R za
kojeg je sp o 4 = Ap za sve D € Ob(D).

Ponavljajuci ovu konstrukciju simetricno, dobijemo morfizam u: R — L sa odgova-
raju¢im komutiraju¢im svojstvom. Vrijedi gcp © pc ot o A = qgecp © pc, pa je zbog univer-
zalnosti o A = 1;. Analogno se pokaze dajeidou = 1. O

8 Jurnjava po dijagramu.
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Uocimo da nam u dokazu teorema zapravo nije bila potrebna (C 1 D)-potpunost
kategorije &, dovoljno je da svi navedeni limesi postoje da bi vrijedila formula (I.10). U
tom slucaju se joS dodatno na slican nacin moze pokazati da za konus Icp := gcp © pce (ili
takoder Icp := rcp o sp) vrijedi [ = lim F.

Dualizirajuci cijelu gornju diskusiju, vidimo da vrijedi formula

colim (Colim F(C, D)) ~ colim (Colim F(C, D)) , (1.11)
CeC DeD DeD CeC
ukoliko svi navedeni kolimesi postoje, te da odgovaraju¢e kompozicije komponenata na-
vedenih kolimesa Cine kolimes funktora F.

U nastavku ¢emo dati neke dovoljne uvjete pod kojima limes i kolimes medusobno
“komutiraju”. Na slican nacin kao u dokazu teorema moze se koristeéi univerzalna
svojstva (ko)limesa konstruirati “kanonski” morfizam

1: colim(lim F(C. D)) S lim (colim F(C, D)). (1.12)
CeC \DeD DeD\ CeC

Medutim, on ne mora nuzno biti izomorfizam, u $to se lako uvjerimo u kategoriji Set

gledajuci dvoclane (ko)produkte malih skupova. No, pod nekim uvjetima ipak dobijemo

izomorfizam.

Definicija 1.3.38. Kategorija koja ima bar jedan objekt je filtrirana, ako vrijedi:
o za bilo koje objekte A i B postoji objekt C i morfizmi A — C i B — C,

o za bilo koje morfizme f,g: A — B postoji objekt C i morfizam h: B — C tako da
vrijediho f =hog.

Lema 1.3.39. Neka je D konacna, a C filtrirana kategorija. Tada za svaki dijagram
F: D — C postoji kokonus nad F.

Dokaz. Indukcijom po broju objekata se lako vidi da tvrdnja vrijedi ukoliko je D diskretna
kategorija. Takoder se indukcijom po n € N lako pokaze da za fi, f2,...,f,: C = C'uC
postoji f: C" — C” tako da vrijedi fo f; = fo fizasvei,j=1,2,...,n.

Primjenimo prvu tvrdnju na diskretnu konac¢nu familiju objekata {F/(D): D € Ob D};
dobijemo kokonus fp: F(D) — C nad tom familijom. Za svaki morfizam d: D — D’ u
P imamo paralelni par fp, fpr o F(d): F(D) — C, pa moZemo naci g,: C — C, tako da
je gao fo = ga© fp o F(d). Sada moZemo naci kokonus 4,;: C; — C’ nad diskretnom
kona¢nom familijom objekata {C,;: d € Hom(D)}. Prema drugoj tvrdnji u ovom dokazu,
mozemo nacéi k: C" — C” tako da vrijedi k o hyo g, = ko hy o gy: C — C” za sve
morfizme d,d’ v D. Ozna¢imo tu kompoziciju sa [: C — C”. Lako se provjeri da je
{lo fp: D € Ob D} kokonus nad F. O
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Filtriran kolimes je kolimes dijagrama kojemu je domena mala filtrirana kategorija.
Oni su zgodni jer se u kategoriji Set mogu opisati relativno jednostavnom formulom. Di-
rektnom provjerom, koristeci se lemom [1.3.39] dobije se sljedeca propozicija:

Propozicija 1.3.40. Neka je C mala filtrirana kategorijai F: C — Set funktor. Filtrirani
kolimes colim F dan je s:

s¢: F(C) = L= U F(C)/~, se(x) = [x],
CeOb(C)

gdje je [x] klasa ekvivalencije od x € L, a ~ relacija ekvivalencije definirana s
(xeFO) (X e F(IC))x~x & Af: C—-C")Eg: C" - C7) F(fHx) = F(@)X).

Teorem 1.3.41. Neka je C mala filtrirana kategorija, D konacna kategorija, te neka je
zadan bifunktor F: C X D — Set. Tada vrijedi:

Colim(lim F(C. D))E lim (colimF(C, D)). (1.13)
CceC DeD DeD CeC

Dokaz. Oznacimo lijevu stranu izraza (1.13) sa L, a desnu sa R. Propozicije[[.3.24]i[1.3.40|
nam daju to€an opis kako izgledaju skupovi L1 R:

L= [ U {(XD)DeOb(z))i xp € F(C,D), Vf: D — D) F(1¢, f)(xp) = XD’}J/ ~,
Ce0b(C)

pri ¢emu su nizovi (xp)peon) (Xp € F(C,D)) 1 (yp)peovwy Op € F(C’, D)) ekviva-
lentni ako i samo ako postoje morfizmi f: C — C” i g: C' — C” u C takvi da vrijedi
F(f,1p)(xp) = F(g, 1p)(yp) za sve D € Ob(D);

R = {([XD])DeOb(z)) : xp € F(C,D), (Vf: D— D) [F(1¢, f)(xp)] = [XD']} ,

pri ¢emu su, za fiksan D € Ob(D), x € F(C,D) iy € F(C’, D) ekvivalentni ako i samo ako
postoje morfizmi f: C — C”1ig: C" — C” uC takvi da vrijedi F(f, 1p)(x) = F(g, 1p)(y).
Morfizam A: L — R iz (1.12) tada ima oblik:

A([(xp)peovn]) := ([xpD) peob) -

Lako se vidi da je A dobro definirano, a koristeci se lemom [1.3.39] lako se pokaZe injek-
tivnost. Da bi dokazali jos i surjektivnost od A, uzmimo neki ([xp])peonipy € R, gdje su
xp € F(Cp, D) za sve D € Ob(D). Zbog leme [1.3.39] postoje fp: Cp — C, pa vrijedi da
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je ([xpDpeovwy = ([F(fp, Lp)(xp)Dpeon): gdje su F(fp, 1p)(xp) € F(C, D). Za bilo koji
morfizam f: D — D’ u D vrijede ekvivalencije

F(fp, f)(xp) ~ F(lc,, )(xp) ~ xp ~ F(fpr, 1p)(xp),

pa stoga postoje g¢,hy: C — Cy za koje je F(gr o fp, f)(xp) = F(hy o fpr, 1p)(xp).
Primjenimo li lemu na dijagram koji se sastoji od svih g 1 hy, za f € Hom(9D),
dobijemo morfizme k: C — C"1k;: Cy — C’ tako da je k = ky o g = ks o hy, za sve
f € Hom(9). Sada se lako provjeri da je [(F (ko fp,1 D)(xD))DGOb(Z))] € L element kojeg 4
posalje u ([xp]) peob()- O

Napomena 1.3.42. Izrazi limeee limpep, colimeee limpey 1 0stale kombinacije koje se jav-
ljaju u relacijama (1.10), (1.11) i (1.13)) mogu se dodefinirati do funktora [C X D, E] — &,
uz odredene uvjete na (ko)potpunost kategorije &, na sli¢an na¢in kao u napomeni [I.3.7]
Tada se pokazuje da su izomorfizmi u tim relacijama koje smo konstruirali u dokazima
zapravo prirodni izomorfizmi.

Zbog teorema [1.3.41] moZemo reci da u kategoriji Set filtrirani kolimesi komutiraju sa
kona¢nim limesima. No medutim, prava vrijednost tog teorema leZi u Cinjenici da se to
komutiranje moze prenijeti u mnoge algebarske situacije. Primjerice, pokaZe se da zabo-
ravni funktor Ab — Set Cuva i reflektira konac¢ne limese i filtrirane kolimese. Stoga, i u
kategoriji Ab vrijedi da filtrirani kolimesi komutiraju sa konacnim limesima. Za detalje
vidi [4} 2.13].

1.3.6. (Ko)limesi u kategoriji funktora

Neka su D i C male kategorije. Ako nam je zadan funktor F': D — [C, E], tada za svaki
objekt C € Ob(C) imamo funktor F(—)(C): D — & koji ima djelovanje D — F(D)(C) na
objektima, i d — F(d)¢ na morfizmima.

Teorem 1.3.43. Neka su D i C male kategorije, te neka je zadan funktor F: D — [C, E].
Ako za svaki C € Ob(C) funktor F(—)(C): D — & ima limes, tada i funktor F ima limes,
koji se "racuna po tockama”°. Analogna tvrdnja vrijedi i za kolimese.

Dokaz. Direktno se provjeri da za morfizam svaki f: C — C’ u C dobijemo prirodnu
transformaciju F(-)(f): F(=)(C) — F(=)(C’) definiranu s F(=)(f)p := F(D)(f).

Neka je za C € Ob(C) konus p¢ s vrhom u L(C) limes funktora F(-)(C). Svaki mor-
fizam f: C — C’ u C zbog univerzalnosti limesa inducira morfizam L(f): L(C) — L(C’)
jedinstveno odreden s jednakostima pg o L(f) = F(D)(f) o plc) za sve D € Ob(D). Di-
rektno se provjeri da je time zadan funktor L: C — &, te da je pp: L — F(D) prirodna

“To¢no znadenje “ra¢unanja po tockama” se moZe vidjeti u dokazu.
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transformacija (uz (pp)c := pg), za sve D € Ob(D). Sada se moZze lako provjeriti da je p
limes funktora F' s vrthom u L. |

Dobili smo i formule: (lim F)p ¢ = (Ilim F(=)(C))p, ili ukoliko gledamo samo vrhove
limesa a ne cjelokupne konuse: (lim F)(C) = lim F(—)(C). Analogne formule vrijede za
kolimese.

Korolar 1.3.44. Ako je C mala, a & (ko)potpuna kategorija, onda je i kategorija [C, E]
(ko)potpuna, i (ko)limesi se "racunaju po tockama”.

Korolar 1.3.45. Neka je C mala kategorija. Kategorije C = [C°?, Set] i [C, Set] su potpune
i kopotpune, (ko)limesi im se "racunaju po tockama”, te im filtrirani kolimesi komutiraju
sa konacnim limesima.

Teorem 1.3.46. Yonedino ulaganje h: C — C ¢uva limese.

Dokaz. Neka je F: D — C funktor s limesom p. Trebamo dokazati da za sve D € Ob(D)
i C € Ob(C) vrijedi (pp o —) = (lim(h o F))p . Vrijedi:

teorem [[.3.43]

dim(h o F))pe " (lim h(F(—)(C))p = (im(hC o F))p "

hC(PD) = (ppo-).

O

1.3.7. Inverzni i direktni limesi sa usmjerenog skupa

Cilj ovog pododjeljka je opisati (ko)limese nad tzv. usmjerenim skupovima u nekim jed-
nostavnim algebarskim kategorijama. Neka je stoga C jedna od kategorija Set, Grp, Ab,
Ring ili xMod.

Definicija 1.3.47. Usmjeren skup (/, <) je neprazan skup I zajedno sa refleksivnom, an-
tisimetri¢nom i tranzitivnom relacijom <, tako za svaka dva elementa i, j € I postoji k € 1
za kojeg vrijedii < ki j < k.

Primjer 1.3.48. Neka je X topoloski prostor. Stavimo Ouv(X) := {U C X: U otvoren}, te
neka vrijedi U < V ako i samo ako je V € U. Tada je (Ouv(X), <) usmjeren skup, jer su
UV <UnNV eOuv(X)zasve U,V € Ouv(X).

Primjer 1.3.49. Neka je X topoloski prostor, te fiksirajmo neku tocku x € X. Stavimo
Ouv(X), :={U C X: U otvoren, x € U}, te neka je relacija < na Ouv(X), definirana kao
u primjeru (1.3.48| Tada je (Ouv(X),, <) usmjeren skup.

Primjer 1.3.50. Neka je X topoloski prostor, i neka je zadan S C X bilo koji podskup.
Stavimo Ouv(X)s := {U C X: U otvoren, S C U}, te neka je relacija < na Ouv(X)g
definirana kao u primjeru [I.3.48] Tada je (Ouv(X)s, <) usmjeren skup.
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Usmyjeren skup mozZemo shvatiti kao kategoriju, na jednostavan nacin kao $to je opisano
u primjeru Ocito dobijemo malu filtriranu kategoriju, u kojoj je produkt infimum,
a koprodukt supremum; inicijalni objekt je minimum od /, dok je terminalni maksimum.
Uoc¢imo da je kategorija koja se na taj nacin dobije iz usmjerenog skupa iz primjera[[.3.4§|
suprotna kategoriji iz primjera|l.1.7

Definicija 1.3.51. Neka je (I, <) usmjeren skup shvacen kao kategorija. Funktor I°P — C
zovemo inverzni sustav. Limes inverznog sustava zovemo inverzni limes.

Funktor I — C zovemo direktni sustav. Kolimes direktnog sustava zovemo direktni
limes!'*.

Uocimo da je inverzni sustav zadan familijom objekata {A;: i € I} iz C i familijjom
morfizama {f;; € Hom¢(A;, A)): i, j € 1,i < j} tako da vrijedi f; = 14,1 fij = fic o fij za sve
i,j,kelzakojejei <k<j.

Sli¢no, direktni sustav je zadan familijom objekata {B;: i € I} iz C i familijom morfi-
zama {g;; € Hom¢(B;, Bj): i,j € I,i < j} tako da vrijedi g;; = 15,1 8i; = &kj © &ix za Sve
i,jykelzakojejei <k < j.

Izravnom provjerom se pokaze:

Propozicija 1.3.52. Inverzni limes inverznog sustava ({A;}1,{fij}1) je dan formulom

{(ai)iel € nAi ca; = fijflap Vi, jeli = ]},

iel

gdje se algebarska struktura nasljeduje od produkta | |,c; Ai, dok su komponente inverznog
limesa restrikcije kanonskih projekcija tog produkta.
Direktni limes direktnog sustava ({B;}1,{gij}1) je dan formulom

iR

i€l

gdje je U oznaka za disjunktnu uniju, a ~ relacija ekvivalencije definirana na sljedeci
nacin: za b; € B; i b; € Bj vrijedi b; ~ b; ako i samo ako postoji k € I takav da vrijedi
gi(bi) = gjx(bj). Algebarska struktura i komponente direktnog limesa su definirane na ocit
nacin.

10Pojmovi inverzni limes 1 direktni limes su Cesto u literaturi sinonimi za limes i kolimes, redom (izmedu
ostaloga, kao i projektivni limes 1 induktivni limes, redom). Nama Ce atribut direktni/inverzni oznacavati da
je domena dijagrama usmjeren skup.
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1.4. Adjungirani funktori

Od sada na dalje ¢emo kompoziciju morfizama 1 funktora ponekad pisati izostavljajuci
oznaku o (npr. gf umjesto go f) i zagrade (npr. FX umjesto F'(X)), ukoliko nema opasnosti
da dode do zabune.

Ako su dani funktori C LN D ek ¥ funktori, iu: G — H prirodna transformacija,
tada oznaCavamo Godementov produkt uF := uxip: GF - HF 1 Ky := ixxu: KG — KH,

gdje su F 5 FiK 5 K identitke prirodne transformacije. Dakle, po komponentama
vrijedi (uF)x = prx 1 (Ku)x = K(ux).

Definicija 1.4.1. Neka su C i D bilo koje kategorije, te neka su F: C - DiG: D — C
funktori. KaZemo da je funktor F lijevi adjungirani funktoru G, odnosno da je funktor
G desni adjungirani funktoru F, i pisemo F 4 G, ako postoje prirodne transformacije
n:lc > GFie: FG — Ip, koje zovemo redom jedinica i kojedinica adjunkcije F 4 G,
tako da sljedeci trokutni dijagrami komutiraju:

F- FGF G- GFG
\ leF \ lGe
F G

Teorem 1.4.2. Vrijedi F 4 G ako i samo ako za svaki objekt X u C i Y u D postoji izomor-
fizam axy: Homgp(FX,Y) — Home(X, GY) koji je prirodan u X i u Y, tj. ako i samo ako
su bifunktori Homgp(F (=), —), Hom¢(—, G(-)): C? X D — Set prirodno izomorfni.

Dokaz. Neka su oznake postavljene kao u definiciji Za X € Ob(C), Y € Ob(D),
f € Homyp(FX,Y)1g € Homg(X, GY) stavimo

axy(f) := G(f) o nx, Bxy(g) := €y o F(g).

Iz prirodnosti od 7 slijedi prirodnost od @ : Homg(F(—), =) — Homg(—, G(-)), a iz prirod-
nosti od 771 € i trokutnih identiteta slijedi da je ayy, = Bxy. Dakle, « je prirodni izomorfizam
izmedu navedenih bifunktora.

Definirajmo nx := axrx(lpx) 1 € := aE;IKY(IGY) zaX € Ob(C)iY € Ob(D). 1z
prirodnosti od @ u oba argumenta pokaZze se prirodnost od n: I - GF i€: FG — Ip, te
trokutni identiteti. O

Karakterizacija u prethodnom teoremu se ponekad uzima za definiciju adjungiranih
funktora. MoZemo uociti iz istog teorema da je dual tvrdnje F 4 G upravo G +4 F.

Primjer 1.4.3. Neka je O mala kategorija, a C D-potpuna kategorija. U napomeni [[.3.§]
smo vidjeli da postoji prirodna u V bijekcija Hom;p ¢1(Ay, D) = Hom¢(V, lim D), gdje je
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lim funktor shvacen kao u napomeni Lako se provjeri da je ta bijekcija prirodna i u
D, pa stoga imamo adjunkciju A 4 lim.

Dualno (napomene i [L.3.9), ukoliko je C D-kopotpuna kategorija, imamo pri-
rodnu u V iu D bijekciju Home(colim D, V) = Homyp ¢)(D, Ay), pa slijedi da je colim 4 A.

F F
Propozicija 1.4.4. Neka su dani funktori C ?D:S za koje vrijede adjunkcije
Gl
FAGiF 4G Tadajei F'F 4 GG'.

Dokaz. Komponirajudi prirodne izomorfizme iz karakterizacije u teoremu [T.4.2] dobivamo
prirodni izomorfizam Homg(F’F(-), —) = Homgp(F(-), G'(-)) = Hom¢(—, GG’ (-)). O

Propozicija 1.4.5. Funktor G: D — C ima lijevog adjungiranog ako i samo ako je za
svaki C € Ob(C) funktor Homq(C, G(-)): D — Set reprezentabilan.

Dokaz. Ako je F 4 G, tada iz teorema |1.4.2]slijedi da je za svaki C € Ob(C) par (FC, a¢)
reprezentacija funktora Hom¢(C, G(—)). Obrat slijedi direktno iz leme [[.2.T1] O

Teorem 1.4.6. Ako su Fy, F,: C — D oboje lijevi adjungirani funktoru G: D — C, tada
postoji prirodni izomorfizam a: Fi — F,. Dualno, i desni adjungirani funktor zadanom
Sfunktoru, ako postoji, jedinstven je do na prirodni izomorfizam.

Dokaz. Ako su o': Homgp(F;(-),—) — Hom¢(—, G(-)) prirodni izomorfizmi, za i = 1,2,
tada su (F;C, o/c) reprezentacije funktora Hom¢(C, G(-)), za svaki C € Ob(C). Po dualu
teorema [1.2.10, imamo izomorfizam e¢: F,C — F,C za koji sljedeci dijagram komutira
za sve Y € Ob(D):

HOl’l’lD(cm, Y)
—oac “éy

1

Homy(F,C, Y) der Hom¢(C, GY)

Koriste¢i taj dijagram i prirodnost od @' i @ pokaZe se i prirodnost od «, diagram chasing
metodom:

Homg(F,C’, F,C")

—oq s a%/,FQC’
—oF>(g)
Homg(FC’, F,C") 1 Homq(C’, GF>,C")
l et pycr
—oF1(g) Homg(F>C, F,C") R —og
—oac Yo,
alc,r‘zc'

HOl’Ilz)(F] C, FQC/) HomC(C, GFQC/)
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U dijagramu je morfizam g: C — C’ u C uzet po volji. O

Teorem 1.4.7. Ako je funktor G: D — C ekvivalencija kategorija, tada postoji njemu lijevi
adjungirani, tako da su jedinica i kojedinica te adjunkcije prirodni izomorfizmi. Dualno,
postoji i njemu desni adjungirani, tako da su jedinica i kojedinica te adjunkcije prirodni
izomorfizmi.

Dokaz. Po teoremu funktor G je pun, vjeran i esencijalno surjektivan. Zato za
svaki C € Ob(C) mozemo nac¢i FC € Ob(D) i izomorfizam n¢c: C — GFC. Ukoliko za
morfizam f: C — C’ u C definiramo Ff := G (o o f o g, lako se provjeri da je
F: C — D funktor, te n: I — GF prirodni izomorfizam.

Za D € Ob(D) stavimo €p := G (n;,): FGD — D, koji je o€ito izomorfizam. Lako
se provjeri da je €: FG — Iy prirodni izomorfizam. Komutativnost trokutnih dijagrama se
takoder izravno provjeri. Stoga imamo adjunkciju F 4 G gdje su jedinica 7 i kojedinica €
prirodni izomorfizmi. O

Teorem 1.4.8. Funktor koji ima lijevog adjungiranog cuva limese. Dualno, funktor koji
ima desnog adjungiranog c¢uva kolimese.

Dokaz. Nekaza G: D —» Ci F: C —» D imamo a: Hom(F(-),—) — Hom(—, G(-))
prirodni izomorfizam, te neka je dan dijagram D: J — D slimesom [/ = limD: A; — D.
Za svaki objekt X 1z J stavimo yx := G(ly): GL — GDX; ocito je y: Ag, — GD konus
nad dijagramom GD u C. DokaZzimo joS da je univerzalan.

Neka je 6: Ay — GD konus nad GD. Ako stavimo oy := a;},l)x(éx): FM — DX, lako
se provjeri da je 6: Apy — D konus nad D. Stoga postoji jedinstven h: FM — L za kojeg
vrijedi [y o h = oy za sve objekte X u 7. No tada se lako vidi da za h = ay(h): M - GL
vrijedi G(Ix) o h = 6x za sve objekte X u J, kao i da je /i s tim svojstvom jedinstven. Stoga
jey =limGD. O

Direktno iz teorema i[I.4.§]slijedi:

Korolar 1.4.9. Ekvivalencija kategorija cuva limese i kolimese.

1.5. Kanove ekstenzije

Definicija 1.5.1. Neka su dani funktori F: C - D i G: C — &. Lijeva Kanova eksten-
zija od G duZ F (u oznaci Lang G) je par (L, @), gdje su L: D — & funktori a: G — LF
prirodna transformacija, sa (univerzalnim) svojstvom da za svaki drugi par (H,7), gdje su
H: D — & funktor i y: G — HF prirodna transformacija, postoji jedinstvena prirodna
transformacija : L — H tako da vrijedi 6F o a = .
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Desna Kanova ekstenzija od G du? F (koju oznacavamo s Ranp G) je par (R, 8), gdje
suR: D — & funktor i B: RF — G prirodna transformacija, sa (univerzalnim) svojstvom
da za svaki drugi par (H,y), gdje su H: D — & funktor i y: HF — G prirodna transfor-
macija, postoji jedinstvena prirodna transformacija 6: H — R tako da vrijedi 8 o 6F =7.

c—tsp c—tsp

It A
Lany G Rany G
&E &

Kanove ekstenzije su vazne u teoriji kategorija jer se mnogi pojmovi poput (ko)limesa,
adjunkcije, 1 sl. mogu svesti na poseban slucaj neke Kanove ekstenzije. Vidi [22, X.7],
odjeljak pod nazivom "All Concepts Are Kan Extensions”.

1.6. Monoidalne i obogac¢ene kategorije

1.6.1. Monoidalne kategorije

Definicija 1.6.1. Monoidalna kategorija je petorka V = (Vy,®,1,a,l, 1), gdje je Vy
kategorija, @: Vo X Vo — V, bifunktor, I € Ob(Vy), te su nam dani sljedeci prirodni
izomorfizmi: axyy;: (XQ®Y)Q®Z > XQ(YR®Z), Ix: I®X - Xiry: X®I — X, tako da
sljedeci dijagrami (aksiomi koherencije) komutiraju:

(WeX)®eYV)Z——-(WeX)o(Y®Z) —— W (X® (Y ®2Z)

a®l 1®a
WR(XRY)®Z = WR((X®Y)®Z)
XY 4 X®(U®Y)
rel 11
X®Y

U gornjim dijagramima su izostavljene oznake komponenata prirodnih transformacija;
nije teSko uociti o kojim je komponentama navedenih prirodnih transformacija rije¢. Uko-
liko su izomorfizmi a, /i r identi¢ke prirodne transformacije, kazemo da je data monoidalna
kategorija striktna.

Vrijedi Mac Laneov teorem koherencije, kojeg cemo iskazati neformalno: U monoidal-
noj kategoriji komutira svaki dijagram koji se moZe izgraditi” samo pomoc¢u komponenata
prirodnih izomorfizama a, [, r, 1, te bifunktora ®. Za detalje vidi [22] VIL.2].
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Primjer 1.6.2. Neka je R komutativan prsten s jedinicom. Tada svaki R-modul smatramo
unitarnim. Kategorija xkMod je monoidalna uz klasi¢an tenzorski produkt ®. Vidi [16,
IV5].

Primjer 1.6.3. Neka je V, bilo koja kategorija koja ima sve konacne produkte. Tada
moZemo na njoj dobiti strukturu monoidalne kategorije ukoliko definiramo A® B := AX B
na objektima, a na morfizmima koristimo faktorizaciju preko univerzalnog svojstva. Za
I stavimo terminalni objekt, a a, [ 1 r konstruiramo redom koriste¢i kanonske projekcije
1 univezalno svojstvo produkta. Za tako dobivenu monoidalnu kategoriju kazemo da je
Kartezijeva.

Primjer 1.6.4. Na kategoriji endofunktora [C, C] neke kategorije C imamo strukturu strik-
tne monoidalne kategorije, ukoliko za ® stavimo da bude kompozicija, te I := I.

1.6.2. Obogacene kategorije nad monoidalnom kategorijom

Cesto puta moZemo u nekoj zadanoj kategoriji uo¢iti da skupovi Hom(X, Y) imaju dodatnu
stukturu. Primjerice, u kategoriji fMod skupovi Hom(X, Y) imaju strukturu Abelove grupe.
Time motiviramo sljedecu definiciju.

Definicija 1.6.5. Neka je V = (V,y,®,1,a,l,r) monoidalna kategorija. V-kategorija
(ili kategorija obogacena nad V) A sastoji se od klase objekata Ob(A), hom-objekta
A(A, B) € Ob(Vy) za sve A, B € Ob(A), kompozicije M : A(B,C)® AA, B) —» A(A,C)
za sve trojke A, B,C € Ob(A), i identitete j: I — A(A,A) za sve A € Ob(A), tako da
sljedeci dijagrami (aksiom asocijativnosti i aksiom identitete resp.) komutiraju:

(AC. D) ® AB.C)) ® AA, B) : A(C. D) ® (AB.C) & AA. B))
M1 1eM

A(B,D) ® AA, B) —2—— A(A, D) +—~L—— A(C, D) ® AA, C)

A(B, B) ® A(A, B) 5 A(A, B) <2~ A(A, B) ® A(A, A)

CI N

I ® A(A, B) AA,B)® 1

Uoc¢imo da je (lokalno mala) kategorija upravo kategorija obogacena nad Kartezijevom
monoidalnom kategorijom Set. Preduredaj je upravo kategorija oboga¢ena nad diskretnom
kategorijom 2 = {0, {0}}.

Definicija 1.6.6. Neka su A i B V-kategorije. V-funktor T: A — B se sastoji od funkcije
T: Ob(A) — Ob(B) i morfizama Tag: AA, B) — B(TA,TB) za svaki par A, B € Ob(A)
koji su kompatibilni s identitetom i kompozicijom, tj. tako da sljedeci dijagrami komutiraju:
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AA,A)—— 5 B(TA, TA) AB,C)® AA, B) —2L— AA, C)

N y

B(TB,TC)® B(TA, TB) -2 B(TA, TC)

MoZemo na ociti nacin definirati kompoziciju ‘V-funktora, tako da dobijemo kategoriju
svih V-kategorija i ‘V-funktora medu njima'!. Oznaavamo je s V-Cat.

Definicija 1.6.7. Neka su T,S : A — B V-funktori izmedu V-kategorija. V-prirodna
transformacija a: T — S je familija svojih komponenata a,: I — B(TA, T B) (indeksi-
rana sa A € Ob(A)) koja zadovoljava V-prirodnost, tj. sljedeci dijagram komutira:

Q’B®T

1® AA,B)—— B(TB,SB)® B(TA, TB)
! M

A(A, B) B(TA,SB)

S o

AA,B)® 1 N B A,SB)®B(TA,SA)

Ako su dani V-funktori 7,S,R: A — B, za V-prirodne transformacije a: T — S i
B: S — R definiramo kompoziciju S o a: T — R po komponentama:

210l —2%% L g(SA RA)® B(TA,SA)—" B(TA, RA).

Vise o obogacenim kategorijama vidi u [18]].

1.6.3. Striktne n-kategorije

Definicija 1.6.8. Rekurzivno definiramo niz kategorija (n-Cat),enuioy na sljedeci nacin.
Neka je 0-Cat := Set, te stavimo (n + 1)-Cat := (n-Cat)-Cat, #j. (n + 1)-Cat je kategorija
svih kategorija obogacenih nad Kartezijevom monoidalnom kategorijom n-Cat. Kategoriju
obogacenu nad (n — 1)-Cat, tj. objekt kategorije n-Cat zovemo striktna n-kategorija;
morfizam u kategoriji n-Cat zovemo striktan n-funktor.

Uoc¢imo da je 1-Cat = Cat. Teoremi [1.1.27]1i[1.1.32] nam kazu da je kategorija Cat
zapravo striktna 2-kategorija.
Vise o n-kategorijama (striktnim i slabim) vidi u [20, 1.1.4, III].

1Zapravo bi trebalo malo opreznije prisupiti kako bi imali dobro definiranu kategoriju—treba uzeti samo
male V-kategorije.
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1.7. Abelove kategorije

Abelove kategorije generaliziraju najvaznija svojstva kategorije xkMod, te samim time stav-
ljaju homolosku algebru u apstraktniji kontekst.

1.7.1. Jezgrei kojezgre

U ovom odjeljku ¢emo raditi s kategorijama koje imaju nul-objekt (tj. istodobno inicijalni
1 terminalni objekt). Njega ¢emo uvijek oznacavati s 0. Navedimo neke Cinjenice koje se
vrlo jednostavno pokazu:

Propozicija 1.7.1. (a) Za objekt A, jedinstveni morfizam 0 — A je monomorfizam, a je-
dinstveni morfizam A — 0 je epimorfizam.

(b) Za svaki par objekata A i B postoji jedinstven morfizam Osp: A — B, tako da za sve

DL AiB S Covrijedi Oggof = Opg i go0u = Osc. Morfizam Ogg zovemo
nul-morfizam od A do B. Ako nema opasnosti od zabune, pisemo 0 umjesto Q,p.

(c) Nul-morfizam Oap je jedinstveni morfizam A — B koji se faktorizira kroz nul-objekt.

Definicija 1.7.2. Jezgra (resp. kojezgra) morfizma f: A — B je ujednacitelj (resp.
koujednacitelj) paralelnog para f,04p: A — B; oznacavamo je s Ker f — A (resp.
B — Coker f) (ponekad Ker f i Coker f oznacavaju morfizme, a ponekad objekte—iz
konteksta bi trebalo biti jasno o Cemu je rijec).

Lako se provjeri da je ujednacitelj od f,g: A — B upravo Ker(f — g) i Ker(g — f),
dualno koujednacitelj istog para je Coker(f — g), kao 1 Coker(g — f). Nadalje, svaka jezgra
je nuzno monomorfizam, a svaka kojezgra epimorfizam.

Primjer 1.7.3. Jezgra monomorfizma A — B je nul-morfizam 0 — A. Kojezgra epimor-
fizma A — B je nul-morfizam B — 0. Jezgra od 043 je 14, a kojezgra 1.

Primjer 1.7.4. U kategorijama Grp, Ab, Ring, RMod i ¢ Vect jezgra morfizma f: A — Bje
skup {x € A: f(x) = 0} nultoCaka od f (jezgra u klasi¢nom smislu), uz kanonsko ulaganje
i nasljedenu algebarsku strukturu. U kategorijama Ab, xkMod i xVect kojezgra morfizma
f: A — B je kanonska projekcija B — B/ Im f.

Napomena 1.7.5. Direktno se pokaZe da sljedeée formule vrijede za bilo koji morfizam f,
ukoliko navedene (ko)jezgre postoje:

Ker(Coker(Ker f)) = Ker f, Coker(Ker(Coker f)) = Coker f. (1.14)

Napomena 1.7.6. Cesto éemo koristiti i sljedeéu o¢itu tvrdnju: Neka je f monomorfizam i
g epimorfizam. Za morfizam h vrijedi Ker(fh) = Ker & i Coker(hg) = Coker h, ukoliko je
kompozicija dobro definirana i (ko)jezgre postoje.
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1.7.2. Predaditivne i aditivne kategorije

Kategoriju Ab = ;Mod moZemo shvatiti kao monoidalnu sa tenzorskim produktom kao
u primjeru [1.6.2] (za objekt / uzmemo naravno aditivou Abelovu grupu Z). Kategoriju
obogacenu nad takvom monoidalnom kategorijom Ab (odnosno Ab-kategoriju) zovemo
predaditivna kategorija.

Dakle, u predaditivnoj kategoriji su Hom(A, B) Abelove grupe (koristiti ¢emo aditivhu
notaciju +), te je kompozicija morfizama asocijativna i obostrano distributivna nad zbraja-

njem, tj. za morfizme A B %& c—t5p vrijedi k(h + g)f = khf + kg f. Nadalje,

homomorfizam j: Z — Hom(A, A) je jedinstveno odreden djelovanjem na 1. Stavimo
1 — 14, pazaly vrijedi 1ym = mi1nly, = n za sve A’ 5414 S A Stoga je
svaki Hom(A, A) zapravo prsten s jedinicom. Ponekad ¢emo pisati krace 1, = 1, ukoliko
nema opasnosti od zabune. Nadalje, jasno je da su neutralni elementi grupa Hom(A, B)
nul-morfizmi. Ako postoji inicijalan ili terminalan objekt u predaditivnoj kategoriji, tada
on mora biti nul-objekt.

Aditivan funktor je Ab-funktor izmedu predaditivnih kategorija. To je dakle, funktor
u klasi¢nom smislu (Cuva identitete 1 kompozicije), ali restringiran na Hom(A, B) inducira
homomorfizam grupa (za A = B inducira ¢ak i homomorfizam prstenova s jedinicom).
Kovarijantni i kontravarijantni hom-funktori su aditivni.

Propozicija 1.7.7. Adjungirani funktor aditivnom funktoru je aditivan.

Dokaz. Neka su oznake postavljene kao teoremu|[I.4.2] te neka je funktor G aditivan. Neka
su g, g’ : X — X’ morfizmi u C. RaCunamo:

axrx(F(g+8)=GF(@g+g)onx =nx(g+g)=nxg+nxg =
=GFgony+GFg ony =G(Fg+ Fg')ony = axrx(Fg+ Fg').

Zbog bijektivnosti od ay rx- slijedi F(g + g') = Fg+ Fg’, pa je F aditivan funktor. Dualno
se pokaZe da je i desni adjungirani funktor aditivnom funktoru opet aditivan. O

Napomena 1.7.8. Uz dokaz prethodnog teorema, uo¢imo jos da za f, f': FX — Y vrijedi

axy(f+f) =G(f + f)onx =G(f)onx + G(f") onx = axy(f) + axy(f’), pa je stoga axy
izomorfizam Abelovih grupa Hom(FX, Y) i Hom(X, GY).

Napomena 1.7.9. Ukoliko imamo predaditivne kategorije A i B, gdje je A mala, tada
imamo kategoriju Add(A, B) kojoj su objekti svi aditivni funktori A — B i morfizmi pri-
rodne transformacije izmedu tih funktora. Lako se provjeri da je tada i Add(A, B) predadi-
tivna kategorija, ukoliko stavimo (@ + )4 := @4 + 4, gdje su a i S prirodne transformacije
izmedu istih aditivnih funktora.
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Definicija 1.7.10. Biprodukt objekata A i B u predaditivnoj kategoriji je dijagram oblika
u kojem vrijede relacije ({1.16):

PA PB
A<L_—>C<[—_>B, (1.15)

pata = 1a,  pptg=1p, tapa+igps = lc. (1.16)

Lema 1.7.11. Postoji produkt (koprodukt) objekata A i B ako i samo postoji njihov bipro-
dukt. Stovise, u biproduktu familija {pa, pg} Cini produkt objekata A i B, a {ta,p}
njihov koprodukt. Specijalno, postoji produkt od A i B ako i samo ako postoji njihov ko-
produkt.

Dokaz. Neka je dan biprodukt objekata A i B. Uo¢imo da zbog vrijede jed-
nakosti patp = pa(tapa + tPp)ts = palp + patp, paje patg = 0; analogno je i ppts = 0.

Uzmimo neki konus A <fL D L B nad {A, B}; morfizam h := 14 f4 +tpfp je traZeni
morfizam konusa. Ako je h': D — C neki drugi morfizam konusa, uo¢imo da tada vrijedi
W = (tapa + tgpp)h’ = h. Dakle, {pa, pg} ¢ini produkt, a dualno se vidi da {i4, ¢g} Cini
koprodukt od A i B.

Obratno, uzmimo da je A L c 2B produkt od A i B. Zbog univerzalnog svoj-
stva produkta moZemo naci jedinstvene morfizme t4: A — C1tg: B — C tako da vrijede
relacije: pata = la, ppta = 0, pptg = 1, te patg = 0. Stavimo h := typa + tppp; lako se
provjeri da vrijedi psh = pa 1 pph = pp, pa opet zbog univerzalnog svojstva produkta mora
biti & = 1¢. Dakle, vrijede sve relacije u (I.16)), pa smo zaista dobili biprodukt. Dualno se
11z koprodukta dobije biprodukt. O

Lema 1.7.12. U biproduktu vrijede formule Ker pg = 14, Ker py = 15, Cokeriy = pp
i Cokertg = pa.

Dokaz. DokaZimo prvu od navedenih formula—ostale slijede analogno/dualno. Jasno je
da vrijedi ppty = 0. Neka je f: D — C morfizam za kojeg vrijedi ppf = 0. Tada za
f := paf vrijedi 14 f = f. OCito je f jednistven s tim svojstvom. m|

Definicija 1.7.13. Predaditivna kategorija je aditivna, ako u njoj imamo nul-objekt i sve
dvoclane produkte.

Propozicija 1.7.14. U aditivnoj kategoriji postoje svi konacni produkti i konacni kopro-
dukti.

Dokaz. Egzistencija konacnih produkata se lako pokaZe induktivno; produkt A X B X C se
dobije iz produkta (A X B) X C. Dualno se pokaze i egzistencija konacnih koprodukata,
bududi da po lemi [I.7.11] postoje svi dvoclani koprodukti. m|
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Biprodukt od A i B u aditivnoj kategoriji postoji, i jedinstven do na jedinstveni izomor-
fizam koji komutira s komponentama, pa ga oznacavamo s A®B. MozZe definirati biprodukt
od po volji kona¢no mnogo objekata, te se analogno kao u lemi pokaze:

Propozicija 1.7.15. Za bilo koju konacnu familiju A = {A,,A,,...,A,} objekata aditivne
kategorije, ekvivalentno je:

(a) Familija morfizama {p;: C — A;: i =1,2,...,n} ini produkt od A.

(b) Familija morfizama {;: A; —» C:i=1,2,...,n} ¢ini koprodukt od A.

Pi
(¢) Imamo morfizme A;——=C (i=1,2,...,n) za koje vrijede relacije

- l; i=j
tipi = le, pitj = 5ij = { o o
; 0: i#]
pi

tj. dijagram A; ;C (i=1,2,...,n)je biprodukt objekata A\, A,, ..., A,.

Objekt C iz propozicije |1.7.15| oznacava se s EB?ZI A; 1 zove direktna suma objekata

A1, A,,...,A,. Direktna suma je asocijativna i komutativna do na izomorfizam, te vrijedi
formula:
n m
Hom @Ai, EB Bj] = @ Hom(A;, B)).
i=1 j=1 i=leen
Jj=1,.., m

Propozicija 1.7.16. Za funktor F izmedu aditivnih kategorija je ekvivalentno:
(a) F je aditivan.

(b) F cuva konacne biprodukte.

(c¢) F ¢uva konacne produkte.

(d) F cuva konacne koprodukte.

Dokaz. OCito (a) povlaci (b), iz definicije biprodukta. Zbog propozicije (b) povlaci
(c), osim za slucaj produkta nad praznim skupom objetaka, tj. nul-objeta. No, posebno se
ruéno provjeri da F ¢uva i nul-objekt. Uvjeti (c) 1 (d) su ekvivalentni, Sto se moZe vidjeti iz
dokaza leme (pomoc¢u produkta smo konstruirali koprodukt), te oni zajedno povlace
(b), opet zbog propozicije [[.7.13]

Ukoliko vrijedi (b), F' ¢uva nul-objekt, pa stoga i sve nul-morfizme. Za morfizme
f,8: A — B moZemo na¢i h: A — B @ B tako da vrijedi pih = f 1 p,h = g, gdje su
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p1 1 p, kanonske projekcije navedenog biprodukta. Stoga je f — g = (p1 — p2)h, pa je
dovoljno pokazati da je F(p; — p») = Fp, — Fp,, da bi dokazali aditivnost od F. Neka su
(1 1, kanonske injekcije istog biprodukta. Tvrdnja slijedi, jer vrijedi F(p; — p2)F(y;) = 11
(Fp1 —Fp)F(y)=1,zai=1,2. m|

Jasno da se uvjeti (b), (c) 1 (d) u propoziciji mogu oslabiti, dovoljno je da funktor
cuva sve dvoclane biprodukte (produkte, koprodukte).

Primjer 1.7.17. Neka je B aditivna kategorija i A mala predaditivna kategorija. Tada je
kategorija Add(A, B) iz napomene [[.7.9] aditivna, te se biprodukti u njoj “racunaju po
tockama”. Stovise, svi kona¢ni (ko)limesi se mogu “radunati po tokama”—dovoljno je
provjeriti da su (ko)produkt i (ko)ujednacitelj aditivnih funktora aditivni, Sto se direktno
provjeri, pa tvrdnja slijedi iz teorema [[.3.43|1[1.3.25] Za detalje vidi [5] 1.3].

Primjer 1.7.18. Kategorija xMod je aditivna, ukoliko zbrajanje morfizama u Hom(A, B)
definiramo klasi¢no, ”po to¢kama”.

Spomenimo jedan poprili¢no iznenadujuci rezultat: Dvije aditivne strukture na kate-
goriji su nuzno izmorfne. To se pokaze tako da se svaki zbroj morfizama f + g prikaze
pomocu odredenih limesa/kolimesa u danoj kategoriji. Za detalje vidi [5, 1.2]. Zaklju¢no,
nije nuzno naglasiti o kojoj se to¢no aditivnoj strukturi radi kad govorimo o konkretnoj
aditivnoj kategoriji.

1.7.3. Abelove kategorije

Definicija 1.7.19. Aditivna kategorija je Abelova, ukoliko svaki morfizam ima jezgru i
kojezgru, te ukoliko je svaki monomorfizam jezgra i svaki epimorfizam kojezgra nekog
morfizma. Za takav monomorfizam kazemo da je normalan, a epimorfizam konormalan'?.

Za monomorfizam f i epimorfizam g, iz (ko)normalnosti i formule slijedi:

f = Ker(Coker f), g = Coker(Kerg). (L.17)

Primjer 1.7.20. Glavni primjer Abelove kategorije jest svakako kategorija fMod. Mo-
nomorfizam f: A — B je jezgra od kanonske projekcije B — B/Im f, a epimorfizam
g: A — Bje kojezgra inkluzije Ker g — A.

Kategorija Grp nije Abelova, bududi da je inkluzija H — G u Grp jezgra samo ukoliko
je H normalna podgrupa od G.

2Moze se zahtijevati da Abelova kategorija ima nul-objekt, kona¢ne (ko)produkte, (ko)jezgre, te da su
monomorfizmi normalni, a epimorfizmi konormalni. Zatim se pokaZe da na kategorijama koje zadovoljavaju
ta navedena svojstva uvijek postoji aditivna struktura, kao §to je to u€injeno u [5} 1.6].
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Uocimo da je suprotna kategorija Abelove kategorije opet Abelova kategorija. U Abe-
lovim kategorijama moZemo primjetiti mnoge pojave koje vrijede u fMod kategorijama, a
navedene su u sljedecih nekoliko propozicija.

Propozicija 1.7.21. U Abelovoj kategoriji morfizam koji je monomorfizam i epimorfizam,
nuzno je izomorfizam. Drugacije reCeno, svaka Abelova kategorija je balansirana.

Dokaz. Ako je f monomorfizam, tada je f = Ker g na neki morfizam g. Ako je f joS i
epimorfizam, tada iz gf = 0 slijedi g = 0. No, jezgra nul-morfizma je izomorfizam. O

Propozicija 1.7.22. Abelova kategorija je konacno potpuna i konacno kopotpuna.

Dokaz. Prema propoziciji [1.7.14] postoje svi kona¢ni produkti. Ujednacitelj paralelnog
para f i g je jezgra Ker(f — g), koja postoji po definiciji. Kona¢na potpunost sada slijedi iz
teorema|[I.3.25] a dualno slijedi i kona¢na kopotpunost. |

Direktno se dokaze sljedeca propozicija.

Propozicija 1.7.23. Za morfizam f: A — B u Abelovoj kategoriji, ekvivalentno je:

(a) f je monomorfizam. (b)Kerf =0 5 A. (¢c)Vh:C—>A) fh=0=>h=0.

Dualno, za morfizam g: A — B u Abelovoj kategoriji, ekvivalentno je:

(a) g je epimorfizam. (b)Cokerg:BgO. (c) Yh: B> C)hg=0= h=0.

U Abelovoj kategoriji, za morfizam f vrijedi (Coker f)f = 0, pa ukoliko definiramo
m := Ker(Coker f), vrijedi f = me za jedinstveni morfizam e. U sljedeCem teoremu ¢emo
toCno opisati taj morfizam e, no prije toga dokazimo jednu tehni¢ku lemu.

Lema 1.7.24. Neka je u Abelovoj kategoriji f = me, gdje je m = Ker(Coker f). Ukoliko
je [ =m'e’ za monomorfizam m’, tada postoji jedinstveni morfizam t za kojeg je m = m't i
e’ = te. Nadalje, e je epimorfizam.

Dokaz. Stavimo p = Cokerm i p’ = Cokerm’. Zbog (I.14) je p = Coker f, a zbog
imamo m’ = Ker p’. Vrijedi p'f = p'm’e’ = 0 pa je p’ = wp za neki morfizam w. Sada
imamo p’m = wpm = 0, pa imamo faktorizaciju m = m’t za jedinstveni ¢. Nadalje, vrijedi
m'e’ = me = m’te, pa jer je m" monomorfizam, vrijedi e’ = te.

Uzmimo da za neki paralelni par morfizama r 1 s vrijedi re = se. Tada se e faktorizira
kroz ujednacitelj u od para r, s u obliku e = ue’ za neki morfizam e’, pa imamo jednakosti
f = me = mue’. Kompozicija mu je monomorfizam, jer je kompozicija monomorfizama,
pa po prvom dokazanom dijelu ove leme imamo m = muv za neki morfizam v, paje uv = 1.
Tada iz ru = su slijedi r = ruv = suv = s, pa je e epimorfizam. O
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Teorem 1.7.25 (Mono-epi faktorizacija). Svaki morfizam f: A — B u Abelovoj kategoriji
ima rastav f = me, gdje je m monomorfizam, a e epimorfizam. Stovise, moZemo uzeti
m = Ker(Coker f) i e = Coker(Ker f).

Nadalje, ako je dan neki drugi rastav " = m’e’, gdje je m" monomorfizam, a e’ epimor-
fizam, te morfizmi g i h takvi da dijagram

e m
e—— 0 —— o0

gl P
o——e—— o
e m

komutira, tada postoji jedinstven morfizam k takav da je e’'g = ke i m'k = hm.

Dokaz. Neka je f = me, gdje je m = Ker(Coker f). Jer je m monomorfizam, za svaki
kompozabilni morfizam ¢ vrijedi f# = 0 ako i samo ako je et = 0, iz ¢ega moZemo zakljuciti
da je Ker f = Kere. Prema lemi e je epimorfizam, pa prema (1.17) vidimo da je
e = Coker(Ker f).

Neka su f = me i f° = m’e’ dva rastava, gdje su m,m’ monomorfizmi i e, e’ epi-
morfizmi, te g i A morfizmi takvi da je hf = f’g. Stavimo u = Ker f = Kere, pa je
e = Cokeru. Vrijedi m'e’gu = f'gu = hfu = 0, pa jer je m’ monomorfizam, vrijedi
e’gu = 0. Stoga postoji jedinstven morfizam k za kojeg vrijedi e’'g = ke. Nadalje, vrijedi
hme = hf = f'g = m’'e’g = m'ke, pa jer je e epimorfizam, vrijedi i m'k = hm. O

Definicija 1.7.26. Ukoliko je f = me rastav kao u teoremu [I.7.25] morfizam m zovemo
slika, a morfizam e koslika morfizma f, i pisemo m = Im f i e = Coim f. Rastav f = me
se zove mono-epi faktorizacija (ili kanonska dekompozicija) morfizma f.

Napomena 1.7.27. Ukoliko su f = me = m’e’ dvije mono-epi faktorizacije morfizma

A J, B, tada teorem [1.7.25| (primjenjen na g = 14 1 h = 13, 1 obratno) daje (jedinstven,
kanonski) izomorfizam k za kojeg vrijedi ¢’ = ke i m’k = m. U tom smislu je mono-epi
faktorizacija jedinstvena, te mozemo pisati Im f = Ker(Coker f) i Coim f = Coker(Ker f).

U kategoriji gMod, uobicajeni pojam slike homomorfizma, uz skupovnu inkluziju se
moze uzeti kao slika u mono-epi faktorizaciji. Taj izbor je jedinstven, do na ekvivalenciju
podobjekata (koja je definirana u primjeru [I.1.T5).

Vazno svojstvo Abelovih kategorija jest da funktori nad njima ¢ine opet Abelovu kate-
goriju. Sljedeca propozicija se pokaze direktno, uz koriStenje Cinjenica iz primjera|l.7.17

i teorema

Propozicija 1.7.28. Neka je ‘A Abelova kategorija, C mala aditivna kategorija i D mala
kategorija. Tada su kategorije Add(C, A) i [D, A] Abelove.
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1.7.4. Egzaktni nizovi i egzaktni funktori

Do kraja ovog poglavlja ¢emo raditi u nekoj fiksiranoj Abelovoj kategoriji (A, ukoliko nije
drugacije naglaseno.

Definicija 1.7.29. Kompozabilan par morfizama A J.p-%.cC Jje egzaktan u B, ako
je' Im f = Ker g, ili ekvivalentno Coker f = Coim g. KaZemo da je neki linearan niz kom-
pozabilnih morfizama A, —ﬁ>A,~Jr  egzaktan, ako je egzaktan u svakom A; (osim prvog i

zadnjeg ako postoje). Kratki egzaktni niz je egzaktni niz oblika

f

0 A B—2-.C 0. (1.18)

Lako se vidi (iz primjera [[.7.3] (I.17) i propozicije [[.7.23) da je niz (I.18)) egzaktan

u A ako i samo ako je f monomorfizam, egzaktan u C ako i1 samo ako je g epimorfizam,
egzaktan u A 1 B ako i1 samo ako je f = Kerg, te egzaktan u B i C ako i samo ako je
g = Coker f. Posebno, niz (I.18) je egzaktan ako i samo ako je f = Kergi g = Coker f.

Primjer 1.7.30. Neka je dan biprodukt A = A®B = B . Tada iz leme|1.7.12|slijedi

A LB

da je sljedeci niz kratki egzaktan:

0—A—23A0B-2sB——0.

KaZemo da je takav kratki egzaktni niz cijepajuéi'*. Da bi niz kratki egzaktni niz (1.18)) bio
cijepajuci, lako se provjeri da je dovoljno da f ima lijevi inverz, ili da g ima desni inverz.

Primjer 1.7.31. Mono-epi faktorizacija morfizma f daje sljedeca dva kratka egzaktna niza:

Ker f Coim f Imf Coker f
0 . ° ° ° °

0, O . 0.

Definicija 1.7.32. Neka je F: A — B aditivan funktor izmedu Abelovih kategorija.
(a) F jelijevo egzaktan ako cuva sve egzaktne nizove oblika0 - A — B — C.
(b) F je desno egzaktan ako cuva sve egzaktne nizove oblika A — B — C — 0.
(c) F je egzaktan ako cuva sve kratke egzaktne nizove.

Ocito je funktor egzaktan ako 1 samo ako je lijevo egzaktan i desno egzaktan. Vrijedi
sljedeca vazna karakterizacija, koja se ponekad uzima za definiciju:

13Preciznije bi bilo zahtijevati da su Im f i Ker g ekvivalentni kao podobjekti od B.
“Eng. split exact.
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Propozicija 1.7.33. Za aditivan funktor F: A — B izmedu Abelovih kategorija vrijedi:
(a) F je lijevo egzaktan ako i samo ako cuva sve konacne limese.

(b) F je desno egzaktan ako i samo ako cuva sve konacne kolimese.

(c) F je egzaktan ako i samo ako cuva konacne limese i konacne kolimese.

Dokaz. Ako F Cuva sve konacne limese, tada Cuva sve jezgre, pa je ocCito lijevo egzaktan.
Obratno, lijevo egzaktan funktor ocito Cuva jezgre, pa 1 ujednacitelje. Zbog propozicije
1.7.16|1 korolara slijedi da F Cuva sve konacne limese. Time je dokazana tvrdnja
(a), tvrdnja (b) se dokaZe dualno, a tada tvrdnja (c) slijedi trivijalno. O

Zbog propozicije i korolara [1.3.32] u propoziciji je dovoljno umjesto

c¢uvanja konacnih (ko)limesa staviti samo ¢uvanje (ko)ujednacitelja.
Korolar 1.7.34. Aditivan funktor je egzaktan ako i samo ako cuva sve egzaktne nizove.

Korolar 1.7.35. Lijevo egzaktan funktor je egzaktan ako i samo ako ¢uva epimorfizme.
Dualno, desno egzaktan funktor je egzaktan ako i samo ako ¢uva monomorfizme.

Iz teorema i[1.4.7] te propozicija(1.7.16i[1.7.33|slijedi:

Korolar 1.7.36. Funktor koji ima lijevog adjungiranog je lijevo egzaktan. Dualno, funk-
tor koji ima desnog adjungiranog je desno egzaktan. Specijalno, ekvivalencija Abelovih
kategorija je egzaktna.

Iz teorema|[l.3.34] [I.3.46] propozicije[I.7.33]i ¢injenice da zaboravni funktor Ab — Set
reflektira limese se moze zakljuditi:

Teorem 1.7.37. Za svaki A € Ob(A) kategorije ‘A su funktori Homgz(A,—-): A — Ab i
Hom#(—,A) = Homger (A, —): AP — Ab lijevo egzaktni. Takoder je i Yonedino ulaganje
h: A — [A?, Ab] lijevo egzaktno.

Teorem 1.7.38. Yonedino ulaganje h: A — [A°P, Ab] reflektira egzaktnost, tj. ako je niz
Hom#(D, A) o, Hom #(D, B) AN Hom#(D, C) u Ab egzaktan za svaki D € Ob(A),

tada je niz A LBt scuaA egzaktan.

Dokaz. Stavimo prvo D = A, paimamo gf = go (f o 14) = 0. Ozna¢imo Kerg: K — B,
te stavimo D = K. Buduci da je g o Kerg = 0, postoji h: K — A za kojeg je fh = Kerg.
Iz tih Cinjenica lako slijedi Im f = Ker g. O

Bez dokaza ¢emo dati jedan netrivijalan i neoCekivan rezultat o smjeStenju Abelovih
kategorija u kategorije modula. Dokaz se moze vidjeti u [5, 1.14].
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Teorem 1.7.39 (Freyd-Mitchell). Neka je A mala Abelova kategorija. Tada postoji prsten
R i egzaktno ulaganje kategorija A — gMod. Dakle, svaka mala Abelova kategorija je
puna potkategorija neke kategorije modula.

1.7.5. Leme o dijagramima

Navedimo neke vazne leme homoloSke algebre koje ¢emo u nastavku trebati.

Lema 1.7.40 (Lema o jezgri). Neka je u Abelovoj kategoriji dan komutativni dijagram

BN
os)
@)

<
—
>
—
—
m

D E F
S
0 G———H—F—1

u kojem je y = Kerf, 6 = Kerd i € = Kerpy, te u kojem su oba retka egzaktna. Tada
postoje jedinstveni morfizmi A 4B 2, C koji, dodani u taj dijagram, ne kvare njegovu

komutativnost. Nadalje, niz A 5B LA C je egzaktan.

Lema 1.7.41 (Kratka 5-lema). Neka je u Abelovoj kategoriji dan komutativni dijagram

0 A— B C 0
O
0 D———E——F 0

kojemu su oba retka egzaktna. Ako suy i € monomorfizmi (resp. epimorfizmi, izomorfizmi),
tada je i 6 monomorfizam (resp. epimorfizam, izomorfizam,).
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Lema 1.7.42 (Lema o zmiji'®). Neka je u Abelovoj kategoriji dan komutativan dijagram

0 0 0
A B C
Y ) €
D—' JE—" ,F 0
0 2 u
0 G—— H———1
T P loa
J K L
0 0 0

kojemu su svi reci i svi stupci egzaktni. Tada postoje jedinstveni morfizmi A 5B £, Ci
JSKSL koji, dodani u taj dijagram, ne kvare njegovu komutativnost. Nadalje, postoji
(kanonski odabran) vezni morfizam C % J takav da je sljedeci niz egzaktan:

ASBL SISk SL

Lema 1.7.43 (Prirodnost veznog morfizma). Ukoliko nam je u Abelovoj kategoriji dan
(trodimenzionalan) komutativni dijagram

D E F 0
9 \ 1 \ Jr \
D’ E’ F’ 0
4 vy 4
0 G H\ I\
0 G’ H’ I

SEng. Snake lemma.
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s egzaktnim recima, univerzalno svojstvo (ko)jegre i lema o zmiji (lema|l.7.42) daju nam

dijagram

Ker 6 Ker A Ker y ——~—— Coker § —— Coker  —— Coker u
Ker —— Ker A’ —— Ker — Coker ¢ —— Coker A" —— Coker '

s egzaktnim recima, gdje su w i W’ vezni morfizmi. Taj dijagram je komutativan.

Dokazi navedenih lema mogu se vidjeti u dodatku [A ]






2. Snopovi na topoloSkom prostoru

2.1. Snopovi i étalni prostori, snopifikacija

2.1.1. Definicija snopa i osnovni primjeri

Neka je X topoloski prostor i Ouv(X) mala kategorija otvorenih podskupova od X i njihovih
ulaganja, definirana u primjeru [I.1.7] Predsnop na topoloskom prostoru X s vrijednostima
u kategoriji C je svaki kontravarijantni funktor P: Ouv(X)”” — C. Ako nije drugacije
naglaSeno, gledamo samo slucajeve kada je C jednaka Set, Ab, xkMod ili Ring, te tada P
zovemo predsnop skupova, Abelovih grupa, R-modula ili prstenova. Morfizmi predsno-
pova su naravno prirodne transformacije. Posebno ¢emo oznaciti kategoriju predsnopova
skupova topoloskog prostora X sa PSh(X) := [Ouv(X)?”, Set]. Ukoliko jei: V — U inklu-
zija otvorenih podskupova od X, funkciju P(i): PU — PV ¢emo Cesto oznaCavati s pyy, 1
zvati restrikcijom s U na V. Takoder ¢emo za x € PU pisati pyy(x) =: x|y. Skup, Abelovu
grupu, R-modul ili prsten PU zovemo prerez (ili sekcija) predsnopa P nad otvorenim sku-
pom U; PX zovemo globalni prerez (ili globalna sekcija) predsnopa P. Funktorijalnost
od P je ekvivalentna s Cinjenicama: pyy = 1y zasve U,izasve W C V C U vrijedi

Pvw © puw = pyw, odnosno x|y = (x|y)lw Yx € PU.

Familija objekata {U;};c; € Ob(Ouv(X)) je pokrivac objekta U € Ob(Ouv(X)), ukoliko
vrijedi |J;e; U; = U. Okolina tocke x je svaki otvoren skup koji ju sadrzi.

Definicija 2.1.1. KaZemo da je predsnop P separiran (ili da je monopredsnop), ako za
svaki otvoren skup U i njegov pokrivac {U,}icy, te za svaka dva razlicita elementa x,y € PU
postoji i € I za kojeg vrijedi x|y, # y|u..

Epipredsnop je predsnop P takav da svaki otvoren skup U i njegov pokrivac {U,}ic;
imaju sljedece svojstvo: ako za elemente x; € PU; vrijedi x|y,nu; = Xjlunu; za sve i, j € 1,
tada postoji x € PU za kojeg je x|y, = x; za sve i € I.

Definicija 2.1.2. Snop je separirani epipredsnop.

Zbog separiranosti snopa, u zahtjevu da je snop epipredsnop (u definiciji[2.1.1)) je jasno
da postoji jedinstven x € PU koji zadovoljava navedeno svojstvo.

51
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Napomena 2.1.3 (Aksiom snopa ili snopovski uvjet). Snop se moZze ekvivalentno definirati
kao predsnop P koji ima svojstvo da za svaki otvoreni skup U i njegov pokrivac {U;}i,
vrijedi da je dijagram

PU—>Hi61PUi:;Hi,j61P(Ui NnU;)

ujednacitelj. Morfizmi u dijagramu su naravno oni koji se dobiju iz restrikcija od P pomocu
univerzalnog svojstva produkta i njegovih projekcija. Ovakva formulacija ima smisla u
svakoj potpunoj kategoriji, a ne samo u konkretnim kategorijama.

Budu¢i da prazan skup ima za pokriva¢ praznu familiju, zbog separiranosti prerez sva-
kog snopa nad praznim skupom je najviSe jednoclan, no zbog kontravarijantnosti (netrivi-
jalnog) snopa, taj prerez ne moze biti prazan skup, dakle, mora biti jednoclan skup.

Morfizmi izmedu snopova nad istim topoloskim prostorom s vrijednostima u istoj kate-
goriji su prirodne transformacije. Kategoriju snopova skupova nad topoloskim prostorom
X oznaCavamo! sa Sh(X), te je to puna potkategorija od PSh(X).

Primjer 2.1.4. Klasi¢ni primjeri snopova koji su zapravo motivirali uvodenje snopova u
matematiku su sljedeéi. Neka je X kvaziprojektivni variatet nad poljem K opskrbljen to-
pologijom Zariskog. Za otvoren podskup U C X neka je O(U) prsten regularnih funkcija
U — K, te neka ulaganjima medu otvorenim podskupovima od X odgovaraju uobicajenje
restrikcije funkcija. Tada je O snop prstenova nad X, zovemo ga snopom regularnih funk-
cija nad X. Za detalje vidi [14, 1.1-4].

Sli¢no, ako je X topoloski prostor, za otvoren podskup U C X neka je C(U) skup
svih neprekidnih funkcija U — R. Uz uobicajenu restrikciju, C je snop neprekidnih
realnih funkcija topoloskog prostora X. Analogno za glatku (analiticku) mnogostrukost
definiramo snopove C* (za k € N U {oo}) i snop analiti¢kih funkcija, a za kompleksnu
mnogostrukost snop holomorfnih funkcija i snop meromorfnih funkcija.

Predsnop ogranicenih realnih funkcija nad topoloskim prostorom opcenito nije snop.
U pozadini toga leZi Cinjenica da ogranicenost funkcije nije lokalno svojstvo.

Primjer 2.1.5. Neka je X topoloski prostor i S skup. Definiramo konstantni snop P sku-
pova nad X odreden sa S na sljedeci nacin. Neka S ima diskretnu topologiju, te za otvo-
ren skup U € X stavimo PU da bude skup svih neprekidnih preslikavanja U — S. Uz
uobicajenu operaciju restrikcije dobijemo snop. Uocimo da za otvoren i povezan skup
U C X vrijedi PU = §. Ukoliko je U otvoren podskup kojemu su komponente poveza-
nosti otvorene (Sto uvijek vrijedi ako je lokalno povezan), tada je PU produkt kopija od S,
po jedna za svaku komponentu povezanosti od U. Analogna konstrukcija kao za skup S
vrijedi 1 za Abelovu grupu, R-modul ili prsten.

Kategorije predsnopova i snopova nad X ponekad se oznalavaju i s PFasy i Fasy, redom. Oznake
dolaze od francuske rijeci za snop—faisceau.
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2.1.2. Lokalna struktura (pred)snopa

Definicija 2.1.6. Neka je P predsnop nad X, x € X neka tocka, te Ouv(X), usmjeren skup
definiran u primjerul(l.3.49, Direktni limes restrikcije od P na Ouv(X), je vlat® predsnopa
P u tocki x (u oznaci P.). Pisemo sugestivno P, = colimys, PU.

Iz propozicije [1.3.52] slijedi da su elementi od P, reprezentirani uredenim parovima
(U, s), gdje je U C X otvoren, x € U, te s € PU. Nadalje, parovi (U, s) i (V,t) su ekvi-
valentni (tj. reprezentiraju isti element od P,) ako postoji W C X otvoren, tako da vrijedi
x€ W CUnVisly = tly. Klasu ekvivalencije po toj relaciji zovemo klica®. Algebarska
struktura u P, (ukoliko imamo snop sa vrijednostima u algebarskoj kategoriji) se moze za-
dati na reprezentantima, na sljede¢i nacin: (U, s) + (V,1) = (U NV, slyav + tunv). Klicu u
vlati P, odredenu parom (U, s) Cesto oznacavamo i s [s],.

Neka su P i Q predsnopovi nad X, x € X i ¢: P — Q morfizam predsnopova. Uni-
verzalno svojstvo kolimesa inducira jedinstveni morfizam ¢,: P, — Q. za kojeg vrijedi
formula ¢,([s],) = [¢u(s)]x za sve otvorene skupove U C X i s € PU. Lako se vidi da je
pridruzivanje (P 5 Q) - (P, 5 Q,) funktorijalno.

Sljedeca propozicija isti¢e lokalnu prirodu snopa. Ista tvrdnja za predsnopove ne bi
vrijedila.

Propozicija 2.1.7. Neka je ¢: F — G morfizam snopova nad X. Tada je ¢ izomorfizam
ako i samo ako je ¢,: F, — G, izomorfizam za svaki x € X.

Dokaz. Prirodni izomorfizam ¢ ocito inducira izomorfizme ¢,. Obratno, pretpostavimo da
je ¢.: F, — G, izomorfizam za svaki x € X. Dovoljno je dokazati da je za svaki otvoren
skup U C X funkcija ¢y injekcija i surjekcija.

Ako pretpostavimo da vrijedi ¢y (s) = ¢y(t) za neke s,t € FU, tada za svaki x € U
viijedi ¢.([s1) = [pu($)]: = [pu®]. = @u([7],). Stoga je [s], = [1]., pa postoji otvoren
skup V, € U za koji vrijedi s|y, = t|y,. Familija {V,: x € U} je pokriva¢ od U, pa
separiranosti snopa F vrijedi s = . Zato je ¢y injekcija.

Neka je u € GU bilo koji. Za svaki x € U moZemo naci okolinu W, € U od x i
F(x) € FW, tako da je [ul, = ¢.([f(0)].) = [ow,(F)].. Stoga je ulr, = r,(g(x) € GT,
za neku okolinu 7, € W, od x, gdje je g(x) := f(x)ly, € FT,. Familijja {T,: x € U} je
pokrivac od U, te za x,y € U vrijedi

SDTmey(g(XNTXmTy) = @Tx(g(x))leT_v = M|TxﬂTy = SDT_V(g(Y)NTXmTy = QDTXmTy(g(yNTXmTy),

pa zbog veC dokazane injektivnosti od ¢r 7, slijedi g(xX)|r,nr, = gW)Ir,n7,- Jer je F epi-
predsnop, postoji v € FU za kojeg je v|r, = g(x) za sve x € U. Sada vrijedi oy (v)|7, = ulr,
zasve x € U, pa zbog separiranosti snopa G vrijedi ¢y (v) = u. Stoga je ¢y 1 surjekcija. O

’Eng. stalk.
SEng. germ.
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Propozicija [2.1.7| ima sljedece profinjenje: Morfizam ¢: FF — G je monomorfizam
(resp. epimorfizam) u kategoriji snopova nad X ako i samo ako je ¢,: F, — G, monomor-
fizam (resp. epimorfizam) za svaki x € X. Za dokaz vidi [23, I1.6].

2.1.3. SvezZnjevi i étalni prostori

Definicija 2.1.8. Etalni prostor nad topoloskim prostorom X je neprekidno preslikavanje
n: E — X sa topoloskog prostora E, koje je lokalni homeomorfizam®*, tj. za svaki x € E
postoji otvoren skup U C E koji sadrZi x, takav da je skup n(U) C X otvoren, te da je
nly: U — n(U) homeomorfizam.

Morfizam étalnih prostora E 5xiF5x je neprekidno preslikavanje f: E — F
za koje vrijedi p o f = n. Time dobijemo kategoriju svih étalnih prostora nad X, u oznaci
Et(X). Ta kategorija je ocCito puna potkategorija od kategorije kriski Top/X := Bund(X).
Objekte od Bund(X) zovemo’ sveZnjevima nad X.

Neka je p: E — X svezanj nad X (p Cesto zovemo projekcija). Za otvoren U C X i
inkluzijui: U — X stavimo

I',(U) :={s: U — E neprekidno: ps = i}.

Uz uobicajene restrikcije funkcija, direktno se provjeri da je I', snop skupova nad X. Zo-
vemo ga snop prereza® sveznja p: E — X. Elemente od I',(U) ponekad zovemo prerezima
(ili sekcijama) sveznja p: E — X nad U. Ponekad umjesto I', piSemo I'E, ako je jasno
o kojoj je projekciji rije¢. Nadalje, morfizam sveznjeva f: (E LN X) - (F RN X) na ocit
nacin inducira morfizam predsnopova I'(f): I', — I', (na komponentama postkompozici-
jom sa f). Sada se lako vidi da je I': Bund(X) — PSh(X) funktor.

Neka je P predsnop skupova nad X. Oznacimo disjunktnu uniju svih vlati od P sa

Ap = U P,,

xeX

te neka je preslikavanje 7: Ap — X definirano sa [s], — x. Svaki s € PU (gdje je
U C X otvoreni podskup) odreduje funkciju §: U — Ap zadanu sa §(x) := [s],. Na skupu
Ap uzmimo topologiju kojoj je baza {§(U): U C X otvoren, s € PU}. Direktno se moze
provjeriti da su sva preslikavanja § i 7 neprekidna. Stovise, §: U — §(U) je homeomor-
fizam, za s € PU. Takoder, nije tesko vidjeti da je 7 lokalni homeomorfizam, tj. sveZanj
nm: Ap — X je étalni prostor. Ukoliko je ¢: P — Q morfizam predsnopova skupova nad

4Za lokalni homeomorfizam sa étalnog prostora &esto kazemo i da je étalno preslikavanje.
Ponekad ih zovemo (topoloskim) prostorima nad X, ili (topoloskim) prostorima s bazom X.
®Eng. sheaf of cross-sections.
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X, lako se provjeri da je preslikavanje A,: Ap — A definirano po komponentama disjun-
ktne unije sa [s], — ¢.([s],) neprekidno, te da komutira sa odgovaraju¢im projekcijama
sveznjeva Ap i Ap nad X. Time smo konstruirali funktor A: PSh(X) — Bund(X).

r
Teorem 2.1.9. Za svaki topoloski prostor X i funktore Bund(X) F PSh(X) definirane

u prethodnoj diskusiji vrijedi adjunkcija A 4 T.

Dokaz. Zabilo koji predsnop skupova P nad X i otvoren podskup U C X stavimo
e PU = TADWU),  npuls) = 5. @.1)

Sljedece Cinjenice se direktno provjere: npy je dobro definirano; np: P — I'Ap je prirodna
transformacija; 17: Ipsnxy — I'A je prirodna transformacija.

Za bilo koji sveZzanj p: E — X definirajmo €x: Arg — E na sljedeéi na¢in. Za bilo
koji [s], € Arg (dakle imamo U C X otvoren podskup, x € Ui s: U — E neprekidno
preslikavanje tako da vrijedi p(s(y)) =y za sve y € U) stavimo

ee([s]y) = s(x). (2.2)

Funkcija €z je dobro definirana, jer ukoliko je [s], = [f], € Arg, tada je x =y, i funkcije
s 1t se podudaraju na nekoj okolini od x = y, pa je s(x) = #(y). Direktno se provjeri da
je €g neprekidno, te da na odgovarajuci naCin komutira sa projekcijama sveznjeva Arg i E
(tj. € je morfizam sveZnjeva nad X). Stovise, direktno se provjeri da je €: AT — Tgunacx)
prirodna transformacija.

Takoder se moZe direktno provjeriti da komutiraju odgovarajuéi trokutni dijagrami koji
daju adjunkciju A 4 I" u kojoj je n jedinica, a € kojedinica. O

Teorem 2.1.10. Adjunkcija iz teorema [2.1.9 restringirana na potkategorije Et(X) i Sh(X)
daje ekvivalenciju kategorija Et(X) ~ Sh(X).

Dokaz. Restrikcijom funktora I' i A na zadane potkategorije zaista dobijemo
T
Et(X) — Sh(X),
A

buduci da svakom sveznju (pa tako i étalnom prostoru) nad X funktor I' pridruzuje snop
prereza nad X, te za svaki presnop (pa tako i snop) P nad X konstruirani svezanj Ap je
étalni prostor nad X.

DokaZzimo da je prirodna transformacija n: Isyx) — I'A definirana sa (2.1)) prirodni
izomorfizam. Neka je P snop nad X i U C X otvoren podskup. Dovoljno je dokazati da je
funkcija npy injekcija i surjekcija.
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Ako za neke s,t € PU vrijedi § = 7, tada za svaki x € U vrijedi [s], = [t],, pase s i
t podudaraju restringirani na neku okolinu od x. Zbog separiranosti snopa P vrijedi s = t,
pa je npy zaista injekcija.

Uzmimo bilo koji & € ('Ap)(U). Tada je h: U — Ap neprekidno preslikavanje tako da
je h(x) € P, zasve x € U. Za svaki x € U moZemo naci okolinu U, C U od x1i s, € PU,
tako da je h(x) = [s,]., pa zbog neprekidnosti postoji okolina V, € U, od x za koju je
h(V,) € §(U,). Iz toga zakljuCujemo da je hly, = S,|y,. Familija {V,: x € U} je pokrivac
od U, te je Silv,nv, = Sylv,nv, za sve x,y € U (jer se obje funkcije §, i §, poudaraju sa h
na V, N Vy). Stoga je npv,qv,(s:lv.av,) = neviav, (Sylv,av,), pa zbog dokazane injektivnosti
od npy,nv, vrijedi silv,av, = $ylv,av,. Jer je P epipredsnop, postoji s € PU za kojeg vrijedi
sly, = silv, za sve x € U. Sada direktno slijedi da je npy(s) = h, pa je npy 1 surjekcija.

DokaZzimo da je prirodna transformacija e: AI' — Igyx, definirana sa prirodni
izomorfizam. Neka je p: E — X étalni prostor nad X. Potrebno je dokazati da je funkcija
€e: Ar, > E homeomorfizam.

Za bilo koju tocku y € E stavimo x := p(y) € X, te neka je p|r: F — U homeomorfi-
zam, gdje je F' C E okolina od y. Tada je s := (plF)_1 : U — E neprekidno, p(s(z)) = zza
svez € U, te je s(x) = y. Dakle, s je prerez iz I',(U) za kojeg je s(x) = y. Akoje s € I',(V)
neki drugi prerez za kojeg je s'(x) =y, gdje je V € X okolina od x, lako se vidi da je tada
[s]. = [s']x € Ar, (postoji okolina od x na kojoj se s i s podudaraju).

Definirajmo sada funkciju 8: E — Ar, na sljedecinalin. Zay € E stavimo 6(y) := [s],,
gdje je x := p(y), U C X okolina od x i s € I',(U) neki prerez za kojeg vrijedi s(x) = y.
Iz diskusije u prethodnom odlomku slijedi da je 6 dobro definirano. Direktnom provjerom
se vidi da je obostrani inverz od €. Da bi pokazali da je € 1 neprekidno, uzmimo bilo
koji otvoren W C X i prerez r € T',(W); vrijedi 7' (F(W)) = r(W). Lako se vidi da je
r(W) C E otvoren, koristei Cinjenicu da je p: E — X étalno preslikavanje. Dakle, € je
zaista homeomorfizam. O

Korolar 2.1.11. Svaki snop skupova je izomorfan snopu prereza nekog étalnog prostora.

2.1.4. Snopifikacija

I dalje zadrzavamo oznake funktora Bund(X) ﬁ PSh(X) iz prethodnog pododjeljka, te
A

su nam 7 i € redom jedinica i kojedinica adjunkcije A 4 T".

Definicija 2.1.12. Funktor ' A: PSh(X) — Sh(X) zovemo funktor snopifikacije. Za pred-
snop P skupova nad X, morfizam np: P — I'Ap zovemo snopifikacija predsnopa P.

Iz teorema [2.1.10] direktno slijedi da je snopifikacija bilo kojeg snopa F skupova nad
X niSta drugo nego izomorfizam snopova nr: F — I'Ar. Svojstvo snopifikacije opisano
sljede¢im teoremom zovemo univerzalno svojstvo snopifikacije.



2.1. Snopovi i étalni prostori, snopifikacija 57

Teorem 2.1.13. Neka je np: P — T'Ap snopifikacija predsnopa P skupova nad X. Tada
za svaki snop F skupova nad X i morfizam predsnopova 6: P — F postoji jedinstven
morfizam snopova o: I'Ap — F tako da je o o np = 6.

P STAp

|
0 1Al
N

F

Dokaz. Znamo da je snopifikacijang: F — I'Ap snopa F izomorfizam, a zbog prirodnosti
od 7 sljedeci dijagram komutira:

P TAp

Stoga morfizam snopova o := 17! o 'Ag: TAp — F zadovoljava traZzeno svojstvo. Ako je
7: I'Ap — F morfizam snopova za kojeg je 7 o np = o o np, dokaZzimo da je tada 7 = 0.
Neka je U C X bilo koji otvoren skup i &7 € ('Ap)(U). Za x € U moZemo naci okolinu
V. C U okolinu od x i s, € PV, tako da je h(x) = [s,],, te kao u dokazu teorema [2.1.10]
moZzemo posti¢i da bude |y, = S, (zbog neprekidnosti od /). Racunamo:

O'U(h)|vx = O-VX(hl\/x) = O-VX(UP,V,\-(SX)) = TV,\-(UP,VX(SX)) = TU(h)|vX-

Bududi da je familija {V,: x € U} ocito pokriva¢ od U, zbog separiranosti od F slijedi
oy(h) = ty(h). Time smo pokazali da je o = 7. O

Pod snopifikacijom predsnopa P opcenito mislimo na morfizam P — F, gdje je F snop,
koji zadovoljava univerzalno svojstvo iz teorema [2.1.13] Akosu P — F;i P — F, dvije
snopifikacije predsnopa P, tada ocito postoji jedinsven izomorfizam snopova F; — F; koji
na odgovarajuci nacin komutira sa tim snopifikacijama.

Teorem 2.1.14. Neka je I: Sh(X) — PSh(X) funktor inkluzije i TA: PSh(X) — Sh(X)
funktor snopifikacije. Tada vrijedi adjunkcija I'A A I.

Dokaz. Jedinica adjunkcije je 1: Ipsnxy — IT'A definirana u dokazu teorema a ko-
jedinica n~': TAI — Ignx, (iz dokaza teorema slijedi da je kojedinica dobro defini-
rana). Tvrdnja teorema slijedi direktnom provjerom.

Drugi nacin da se pokazZe teorem jest da za bilo koji predsnop P i snop F skupova
nad X, pomocu univerzalnog svojstva snopifikacije (teorema [2.1.13)) konstruira bijekcija
Hom(P, F) —» Hom(I'Ap, F) prirodnau P1i F. m|
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Propozicija 2.1.15. Neka je np: P — U'Ap snopifikacija predsnopa P skupova nad X. Tada
je inducirani morfizam na vilatima (np),: P, — (I'Ap), izomorfizam, za sve x € X.

Dokaz. Neka je (np).([slx) = (mp)([f]:) za (bez gubitka opcenitosti) s, € PU, gdje je
U C X okolina od x € X. Tada je [5], = [7],, pa postoji okolina V C U od x tako da je
Sly = fly. Posebno jei [s], = §(x) = f(x) = [t]., pa je (np), injekcija.

Za bilo koji [h], € (TAp),, gdje je U C X okolina od X i h € ('Ap)(U), kao u dokazu
teorema [2.1.10) moZemo postici da bude hly = §, gdje je V € U okolina od x1 s € PV.
Tada je (7p).([s],) = [h]., paje (7p), 1 surjekcija. O

Propozicija nam zapravo kaze da prilikom snopifikacije lokalna struktura pred-
snopa ostaje nepromjenjena.

Primjer 2.1.16. Neka je X topoloski prostor i S skup. Definiramo konstantni predsnop
skupova nad X odreden s §, koji svakom otvorenom podskupu od X pridruzi skup §, a
za restrikcije ima 1g. Snopifikacijom konstantnog predsnopa dobijemo konstantni snop
definiran u primjeru [2.1.5]

2.1.5. (Ko)limesi snopova

Korolar [I.3.45| kaZe da je kategorija PSh(X) potpuna i kopotpuna, te se (ko)limesi u njoj
racunaju po to¢kama. Pokazati ¢emo da je i Sh(X) potpuna i kopotpuna. Bududi da fun-
ktor inkluzije Sh(X) — PSh(X) ima lijevog adjungiranog (teorem [2.1.14)), on Cuva limese
(teorem [1.4.8)). Stoga limes snopova u Sh(X), ako postoji, ne moZe biti nista drugo nego
njihov limes u PSh(X).

Propozicija 2.1.17. Neka je {F;: i € I} familija snopova skupova nad X. Tada je produkt
te familije u Sh(X) dan sljedecom formulom: ([1;c; F;)(U) = [l FiU, za svaki otvoren
podskup U C X. Za otvorene podskupove V. C U od X restikcija produkta te familije
na prereze [l FiU — [l FiV je jedinstveni morfizam kroz kojeg se faktorizira konus
[lie; FiU — F;U — F;V nad familijom {F;V : i € I}.

Dokaz. Predsnop [],e; Fi je produkt dane familije snopova u PSh(X). Direktnom provije-
rom se vidi da je [[,.; F; snop. Stoga on mora biti i produkt te familije u Sh(X). i

Sli¢no tome, pokaze se i sljedea analogna propozicija za ujednacitelje, nakon Cega
primjenom teorema slijedi navedeni teorem o potpunosti kategorije Sh(X).

Propozicija 2.1.18. Ujednacitelj paralenog para u Sh(X) izmedu dva snopa skupova nad
X postoji, i jednak je njihovom ujednacitelju u PSh(X).
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Teorem 2.1.19. Kategorija Sh(X) je potpuna, i limesi u njoj se dobiju kao odgovarajuci
limesi u PSh(X), po tockama. Drugacije re¢eno, ulaganje kategorija Sh(X) — PSh(X)
reflektira limese.

Koristeci univerzalno svojstvo snopifikacije, lako se vidi da vrijedi:

Teorem 2.1.20. Kategorija Sh(X) je kopotpuna, i kolimesi u njoj se dobiju kao odgova-
rajuci kolimesi u PSh(X), po tockama, uz postkompoziciju sa snopifikacijom.

Razlog zasSto se snopovi bolje ponasaju pod limesom nego kolimesom jest taj Sto je
snopovski uvjet dan kao limes, te jer limesi medusobno komutiraju.

2.2. Direktna i inverzna slika

2.2.1. Konstrukcija i svojstva

Neka je f: X — Y morfizam u Top, i F snop skupova nad X. Definirajmo snop f.F sku-
pova nad Y na sljedeéi nadin: za otvoren podskup U C Y neka je (f,F)(U) := F(f~'(U)),
te za otvorene podskupove V C U od Y neka je restrikcija (f.F)(U) — (f.F)(V) buduceg
predsnopa f.F upravo restrikcija F(f~'(U)) — F(f~'(V)) snopa F. Lako se provjeri da je
f+F dobro definirani snop skupova nad Y, te ga zovemo direktna slika snopa F duz f.

Ako je ¢: F — G morfizam u Sh(X), za svaki otvoren podskup U C Y definirajmo
(i@ = ¢y (LF)U) — (f.G)(U). Time dobijemo morfizam f.¢: f.F — f.Gu
Sh(Y), te smo tako dobili funktor f,: Sh(X) — Sh(Y) kojeg zovemo funktor direktne
slike duz f. Uocimo jos da za kompozabilne morfizme g i f u Top vrijedi (gf). = g.f-, te
(1x). = lgnw). Direktna slika se joS zove potisak ili pushforward.

Za morfizam f: X — Y u Top i snop G skupova nad Y konstruirati ¢emo snop f~'G
skupova nad X. Za otvoren podskup U C X neka je prvo Gy restrikcija funktora G
na usmjeren skup Ouv(Y) sy, definiran u primjeru [1.3.50} oznac¢imo zatim direktni limes
colimGy =: G'(U) (piSemo sugestivno G'(U) = colimys sy G(V)). Lako je vidjeti da G’
mozemo pretvoriti u predsnop skupova nad X, ukoliko mu restrikcije konstruiramo pomocu
restrikcija od G i univerzalnog svojstva kolimesa. Zatim definiramo f~'G kao snop dobi-
ven snopifikacijom od G’, i zovemo ga inverzna slika snopa G. Uz ocito dodefiniranje
na morfizmima, dobili smo funktor f~!': Sh(Y) — Sh(X), kojeg zovemo funktor inverzne
slike duz f. Inverzna slika se joS zove povlak ili pullback.

Napomena 2.2.1. lako je inverzna slika definirana sloZzenijom formulom, vlati inverzne
slike se lakSe racunaju nego vlati direktne slike. Naime, uz oznake kao u prethodnom
odlomku, za bilo koji x € X vrijedi

(G/)x = colimG'U = colimcolimGV = colimGV =G X)s
f(x)
Usx Usx V2f(U) Vaf(x) ’
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gdje smo iskoristili komutiranje kolimesa i neprekidnost od f. Koriste¢i propoziciju[2.1.15|
slijedi formula (f'G), = G ).

S
Teorem 2.2.2. Za svaki morfizam f: X — Y u Top i funktore Sh(X) —— Sh(Y) direktne
f—l

i inverzne slike duZ f vrijedi adjunkcija f=' 4 f..

Dokaz. Neka su G 1 F snopovi skupova redom nad Y 1 X. Konstruirati ¢emo bijekciju
o: Hom(f"'G,F) — Hom(G, f.F) prirodnu u G i F. Neka je ¢: f'!G — F bilo koji
morfizam snopova. Tada imamo ¢" := g ong: G — F, . ¢,: GU — FU, gdje je
G'U = colimysy) G(V), za svaki otvoren podskup U C X. Za bilo koji otvoren podskup
W C Y imamo morfizam o (¢)y := ‘P}_I(W) ocy: GW — F(f~Y\(W)) = (£.F)(W), gdje je
cw: GW — G'(f~1(W)) komponenta kolimesa. Direktno se provijeri da je o(¢): G — f.F
morfizam snopova, kao i da je tako definirano preslikavanje o prirodnou G i F.

Neka je ¢: G — f.F morfizam snopova, i U C X otvoren podskup. Ako imamo
otvoren podskup V C Y za kojeg je f(U) C V, tada je U C f~'(V), pa imamo kompo-

ziciju GV lp—V) F(f~'(V)) —» FU. Time smo dobili kokonus nad funktorom G restringi-
ranim na Ouv(Y) ), pa zbog univezalnog svojstva kolimesa postoji jedinstven morfizam
Yy, : G'U — FU koji na odgovarajuci naCin komutira sa komponentama navedenog koko-
nusa i kolimesa. Lako se vidi da je ¥/: G’ — F morfizam snopova, pa po univerzalnom
svojstvu snopifikacije postoji jedinstven morfizam snopova 7(¢): f~'G — F za kojeg vri-
jedi 7(¥) o g = ¢'. Direktnom provjerom se vidi da je T obostrani inverz od o, pa je o
zaista bijekcija. O

Definicija 2.2.3. Neka je Y C X, i: Y — X ulaganje topoloskih prostora, te F snop
skupova nad X. Snop i"'F nad Y zovemo restrikcija snopa F na potprostor Y, te pisemo
Fly = i_lF.

Uoc¢imo da zbog napomene vrijedi (Fly), = F,, za sve y € Y. Desni adjungirani
funktor funktoru restrikcije je funktor direkne slike i.: Sh(Y) — Sh(X), dan formulama
(@.G)U)=GUNY)ii. )y = @uny, za otvoren podskup U C X, G snop skupova nad Y,
te ¢ morfzam u Sh(Y). Ponekad kaZzemo da je snop i.G dobiven proSirenjem s nulom od
snopa G.

Za otvoren podskup U C X vrijedi F|y(V) = FV za svaki otvoreni podskup V C U, te
su restrikcije snopa F|y nasljedene od snopa F.
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2.2.2. Funktor globalnih prereza

Definicija 2.2.4. Za topoloski prostor X definiramo funktor globalnih prereza (ili funk-
tor globalne sekcije) I na sljedeéi nacin’ :

T': Sh(X) — Set, (F 4 G) 5 (FX it GX).

Funktor globalnih prereza se moZe dobiti i kao direktna slika, na sljedeéi nacin. Neka
je f: X — {x} morfizam u Top, gdje je {x} jednotoCkovni prostor, i f.: Sh(X) — Sh({x})
funktor direktne slike duz f. Uoc¢imo da vrijedi (£,F)({x}) = F(f~'({x})) = FX, te za
morfizam snopova f.(¢)y = ¢x. Snop nad jednoclanim prostorom nije nista drugo nego
skup, pa uz tu identifikaciju Sh({x}) ~ Set imamo da je ' = f.. Iz teorema i
direktno slijede korolari:

Korolar 2.2.5. Funktor globalnih prereza je desni adjungirani, odnosno ima lijevog adjun-
giranog.

Korolar 2.2.6. Funktor globalnih prereza cuva limese.

Lako se provjeri da je lijevi adjungirani funktor funktoru globalnih prereza upravo fun-
ktor koji svaki skup Salje u konstantan snop iz primjera[2.1.5]

Neka je i: {x} — X ulaganje topoloskih prostora; tada imamo funktor direktne slike
i.: Set — Sh(X), uz ve¢ navedenu identifikaciju Sh({x}) ~ Set. Dakle, za skup S i U C X
otvoren podskup vrijedi

S cxe U,

,.8)(U) =
(i.5)(V) {{*} Cew

Oznaka {*} oznaCava neki jednoClan skup. Restrikcije snopa i.S su o€ito lg, ili trivijalno
preslikavanje u {x}. Za snop i.S kaZemo da je snop neboder® skupa S u tocki x € X.
Nije teSko vidjeti da je (i.S), = § za svaki y iz topoloSkog zatvaraCa skupa {x} C X, te
(i.8), = {*} za preostale y € X.

Uocimo jos i funktor (kojeg zovemo funktor vlati u x) Sh(X) — Set koji ima djelovanje

(FiG)H(FxﬁGx).

Funktor vlati u tocki x nije niSta drugo nego funktor restrikcije na jednoto¢kovni pot-
prostor {x}, stoga iz teorema [2.2.2]i[1.4.8] odmah slijede korolari:

7Oznaku I za funktor globalnih prereza ne treba mijesati sa I': Bund(X) — PSh(X) iz odjeljka
8Eng. skyscraper sheaf.
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Korolar 2.2.7. Funktor viati u x je lijevi adjungirani funktoru direktne slike i,, gdje je
i:{x} = X inkluzija.

Korolar 2.2.8. Funktor viati u tocki ¢uva kolimese.

Napomena 2.2.9. Sli¢no kao funktor globalnih prereza, za bilo koji otvoren podskup U C X
mozemo definirati funktor prereza nad U, u oznaci I'(U,-): Sh(X) — Set, formulom
(F 4 G) — (FU “ GU). Vrijedi I'(U, F) = I'(F|y), tj. I'(U, -) je kompozicija funktora
globalnih prereza i funktora restrikcije na potprostor U.

Za kraj odjeljka spomenimo jos da postoji drugi ”topoloski” nacin da se konstruira fun-
ktor inverzne slike, preko étalnih prostora danih snopova. Ako je f: X — Y morfizam u
Top, tada za svaki svezanj E — Y nad Y moZemo naci (jedinstven do na prirodni izomor-
fizam) svezanj f*E — X nad X tako da je sljede¢i dijagram pullback (fibrirani produkt):

[fE—E

|, |

X—Y

Time smo dobili funktor f*: Bund(Y) — Bund(X), za kojeg se pokaZze da se moZe res-
tringirani na f*: Et(Y) — Et(X). Zatim naposlijetu definiramo funktor inverzne slike
f*: Sh(Y) — Sh(X) kao kompoziciju

Sh(Y) 2 Et(Y) - Et(X) —~— Sh(X)

gdje su A i T ekvivalencije kategorija iz teorema[2.1.10}

Moze se pokazati da za tako definirani funktor inverzne slike takoder vrijedi adjunkcija
f* 4 fi,aliida f* Cuva sve konacne limese. Dokazi i detalji navedenih tvrdnji se mogu
vidjeti u [23, I11.9].

Za jos jedan nacin zadavanja inverzne slike, preko Kanovih ekstenzija, vidi [23, VIL5].

2.3. Snopovi algebarskih struktura

Neka je X topoloski prostor, te neka AbPSh(X) i AbSh(X) oznaCavaju kategorije preds-
nopova i snopova Abelovih grupa nad X, redom. Bez ulazenja u sitne detalje, spomenimo
da sve sve konstrukcije iz odjeljka mogu provesti i za snopove Abelovih grupa (kao i

za snopove ostalih algebarskih struktura). U ovom slu€aju ¢emo gledati sveznjeve E 5x
nad X u kojima imamo strukturu Abelove grupe na svakom vlaknu p~'({x}) za x € X, na
nacin da inducirana preslikavanja invertiranja E — E i zbrajanja EXy E — E na fibriranom
produktu, budu neprekidna prelikavanja sveznjeva nad X. Na taj nacCin dobijemo kategoriju
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AbBund(X), i njenu punu potkategoriju AbEt(X) u kojoj gledamo samo sveZnjeve koji su
lokalni homeomorfizmi.

Analogno sluc¢aju skupova, konstruiramo funktore AbBund(X) #’AbPSh(X) za

r
koje vrijedi adjunkcija A 4 I, te koji restringirani na AbEt(X) ? AbSh(X) daju ekvi-

valenciju kategorija AbEt(X) ~ AbSh(X). Kompozicijom tih funktora dobijemo snopifi-
kaciju 'A: AbPSh(X) — AbSh(X) koja takoder zadovoljava univerzalno svojstvo (analo-
gon teorema 2.1.13), te inducira izomorfizme na vlatima. Snopifikacija predsnopova Abe-
lovih grupa je lijeva adjungirana za ulaganje AbSh(X) — AbPSh(X), stoga ¢uva kolimese.
Snopifikaciju predsnopa P ¢emo ponekad oznacavatiis P — P*.

Morfizam f: X — Y u Top na analogan nacin kao u odjeljku inducira funktore

fi
direktne i inverzne slike AbSh(X) <:1>AbSh(Y) koji ¢ine adjungirani par ! 4 f.. Kao
=

specijalan slucaj direktne slike, imamo funktor globalnih prereza I': AbSh(X) — Ab koji
ima djelovanje (F 4 G)— (FX A GX). Funktor globalnih prereza ima lijevog adjungi-
ranog, stoga cuva limese.

Za x € X imamo i funktor vlati AbSh(X) — Ab u tocki x koji ima sljedece djelovanje:

(F 4 G) — (F, A G,). Funktor vlati ima desnog adjungiranog, stoga cuva kolimese.
Analogno slucaju skupova se vidi da je kategorija AbSh(X) je potpuna, i da se limesi u
njoj dobiju kao odgovarajuci limesi u AbPSh(X), po tockama.
Iz propozicije slijedi da je kategorija AbPSh(X) Abelova.

Teorem 2.3.1. Kategorija AbSh(X) je Abelova.

Dokaz. Za morfizme F %& G u AbSh(X) definiramo (¢ + ¥)y(x) := py(x) + Yy(x) za

svaki otvoren podskup U € X i x € FU; time dobijemo da je AbSh(X) predaditivna ka-
tegorija. O¢ito imamo sve dvoclane produkte, dok za nul-objekt imamo snop koji svakom
otvorem skupu u X pridruZi trivijalnu Abelovu grupu; dakle AbSh(X) je aditivna.

Jezgra morfizma u AbSh(X) je poseban limes, stoga ona postoji i ra¢una se po to¢kama.

Kojezgra morfizma F 56 jest upravo kojezgra istog morfizma AbPSh(X) (po tockama),
postkomponirana sa snopifikacijom. Lako se pokaze da i u AbSh(X) vrijede formule
(koristeéi ¢injenicu da one vrijede u AbPSh(X) i univerzalno svojstvo snopifikacije), iz
cega slijedi jos i (ko)normalnost. O

Iz prethodno navedenih adjunkcija slijedi da je snopifikacija desno egzaktna, funktor
inkluzije AbSh(X) — AbPSh(X) lijevo egzaktan, funktor globalnih prereza lijevo egzak-
tan, te funktor vlati desno egzaktan.
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Propozicija 2.3.2. Neka je F 56 morfizam u AbSh(X) i x € X. Tada vrijede jednakosti:
(Coker ), = Coker(p,), (Kerg), = Ker(g,), (Im¢), = Im(¢p,) i (Coim ¢), = Coim(g,).

Dokaz. Prva jednakost direktno slijedi jer je funktor vlati lijevi adjungirani, pa ¢uva ko-
limese. Neka je [s], € (Kery),, gdje je s € (Kerg)(U) za neku okolinu U od x. Iz
komutativnosti dijagrama

(Ker ¢)(U) == Ker oy —— FU =5 GU

| |, |

(Ker ¢), F,—2 G,

slijedi da je ¢,([s]y) = 0, pa imamo inkluziju (Ker¢), — Kerg,. Obratno, ukoliko je
[s]. € Ker¢,, vrijedi 0 = ¢,([s],) = [¢u($)]x, paje ¢u(s)ly = 0 za neku okolinu V C U od
x. No, tada je ¢y(sly) = 0, tj. s|y € (Kerp)(V), dakle [s], = [sly]. € (Kerg),. Time smo
dokazali drugu jednakost, a preostale dvije direktno slijede. m|

Jednakost (Ker ¢), = Ker(yp,) je takoder posljedica Cinjenice da u Ab filtrirani kolimes
(funktor vlati) komutira sa kona¢nim limesom (jezgrom).

Koriste¢i se propozicijama[2.3.2]i dobijemo:

Propozicija 2.3.3. Neka je F 56 morfizam u AbSh(X). Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
(a) ¢: F — G je monomorfizam.
(b) ¢u: FU — GU je monomorfizam, za svaki otvoreni podskup U C X.
(c) ¢r: Fy = G, je monomorfizam, za svaki x € X.
Nadalje, sljedece dvije tvrdnje su medusobno ekvivalentne:

(i) ¢: F — G je epimorfizam.

(ii) ¢.: Fy = G, je epimorfizam, za svaki x € X.
Korolar 2.3.4. Funktor vlati u tocki je egzaktan.

Dokaz. Od prije znamo da je desno egzaktan, a iz propozicije [2.3.3 vidimo da ¢uva mono-
morfizme, pa je po korolaru 1 lijevo egzaktan. O

Koristeci propozicije i mozemo lako pokazati i jacu tvrdnju:

Korolar 2.3.5. Niz ... FY.G

H ... u AbSh(X) je egzaktan ako i

samo ako je niz ... F, ~ G, H, ... u Ab egzaktan za svaki x € X.
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Korolar 2.3.6. Funktor snopifikacije je egzaktan.

Dokaz. Od prije znamo da je desno egzaktan, pa je po korolaru dovoljno pokazati

da ¢uva monomorfizme. Neka je P 5 Q monomorfizam u AbPSh(X). Primjenjujuéi
snopifikaciju, dobijemo sljedeéi komutativni dijagram:

|, |

Pt ¢ o+

Prelaskom na vlat u tocki x, snopifikacija inducira izomorfizme. Lako se pokaze da je
¢y P, = O, monomorfizam. Stoga je ¢ monomorfizam, za sve x € X, pa po propoziciji
2.3.3|slijedi da je ¢* monomorfizam. O

Sto se ti¢e mono-epi faktorizacije morfizma ¢ u AbSh(X), sliku od ¢ moZzemo dobiti
tako da na domeni slike u AbPSh(X) od ¢ primjenimo snopifikaciju, pa iskoristimo uni-
verzalno svojstvo snopifikacije. Kosliku od ¢ u AbSh(X) moZemo dobiti tako da kosliku u
AbPSh(X) postkomponiramo sa snopifikacijom.

2.4. Elementarni toposi

Elementarni topos je, grubo receno, kategorija koja ima sli¢na svojstva kao kategorija Set.
Ta svojstva bi bila: postoje svi konacni limesi i kolimesi, imamo potenciranje objekata, te
podobjekti nekog objekta odgovaraju karakteristi¢nim funkcijama.

2.4.1. Potenciranje i unutarnji hom-bifunktor

Neka je u nastavku C kategorija sa svim kona¢nim produktima, te terminalnim objektom /.
Za bilo koji objekt X imamo funktor (— X X): C — C koji zovemo mnoZenje zdesna s X.
Desni adjungirani funktor od (- X X), ako postoji, zovemo potenciranje sa X, te njegovo
djelovanje (na objektima) oznatavamo s Y — Y, ili ponekad ¥ — Hom(X, Y). Dakle, u
tom slucaju imamo prirodnu u Y i Z bijekciju

Hom(Y X X, Z) = Hom(Y, Z%). (2.3)

Kojedinicu ZXx X — Z te adjunkcije zovemo evaluacija. Ako u kategoriji C postoje poten-
ciranja sa svim objektima, tada kaZzemo da je ona Kartezijevo zatvorena. U tom slucaju se
moZe pokazati (pomocu teorema 3 iz [22] str. 102]) da imamo bifunktor (X, Y) — Y*, od-
nosno Hom: C”” x C — C (Hom(X, Y) = Y*) kojeg zovemo unutarnji hom-bifunktor, te
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je izomorfizam (2.3)) prirodan u svim trima varijablama X, Y i Z. Unutarnji hom-bifunktor
se ponegdje oznacava i s Hom. Lako vidimo da tada takoder imamo i sljedeée prirodne
izomorfizme:

K=l X=X 7922, XxY)?=X?xY%.

Prva tri izomorfizma vidimo pomocu (2.3), te koriste¢i vjernost Yonedinog ulaganja, a
zadnji od navedenih izomorfizama slijedi jer poteciranje sa Z ima lijevog adjungiranog pa
cuva produkte (teorem |1.4.8).

Primjer 2.4.1. Kategorija Set, kao i njena puna potkategorija koja se sastoji samo od
kona¢nih skupova (koju éemo oznacavati s FinSet) su Kartezijevo zatvorene, i za njih
vrijedi Hom = Hom. Takoder je i Cat Kartezijevo zatvorena, sa analognim unutarnjim
hom-bifunktorom.

Napomena 2.4.2. Opcenitije, moZzemo promatrati unutarnji hom-bifuntor u bilo kojoj mo-
noidalnoj kategoriji (kao desni adjungirani funktor od (— ® X)), a ne samo Kartezijevo;j.
Monoidalna kategorija je zatvorena, ako ima unutarnji hom-bifunktor.

Teorem 2.4.3. Ako je D mala kategorija, tada je kategorija D = [D°P, Set] Kartezijevo
zatvorena.

Dokaz. Za funktore P, Q: D°? — Set definirajmo funktor Q" na sljedec¢i nadin:
Q" := Homgy((—= X P) o h, Q): D? — Set, (2.4)

gdje je h: D — D Yonedino ulaganje. Dakle, za objekt C iz D, QF(C) je skup svih
prirodnih transformacija Homgp(—, C) X P — Q.

Za funktor R: D°? — Set i prirodnu transformaciju ¢: R X P — (Q, definirati ¢emo
prirodnu transformaciju ®(¢): R — QF na sljedeéi nacin: za C,D € Ob(D)iu € RC
stavimo

(@(@)c)(w)p: Homp(D,C) x PD — OD,  (f,x) = ¢p((Rf)(u), x).

Rutinski se provjeri da je (®(¢)c)(u): Homgp(—, C)X P — Q prirodna transformacija, da je
®(¢): R — OF prirodna transformacija, te da je preslikavanje tako definirano preslikavanje
®: Homy(R x P, Q) — Homy (R, QF) prirodnou R i Q.

Potrebno je pokazati joS da je @ bijekcija. No, prije toga definirajmo prirodnu transfor-
maciju (evaluaciju) e: QF X P — Q na sljedeéi na¢in: za C € Ob(D), prirodnu transfor-
maciju §: Homgp(—,C) X P — Qiy € PC stavimo ec(6,y) := 6c(1¢,y). Prirodnost od e
direktno slijedi. Sada za prirodnu transformaciju ¢: R — QF definiramo ¥(¢): RxP — Q
da bude kompozicija

Rx P2 0P xP—5 0.

Direktnom provjerom se vidi da je ¥ obostrani inverz od @, pa je stoga @ bijekcija. O
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2.4.2. Klasifikator podobjekata

Neka je u nastavku C kategorija sa svim kona¢nim limesima, te terminalnim objektom 1.

Definicija 2.4.4. Klasifikator podobjekata’ kategorije C je monomorfizam t: I — Q
(kojeg zovemo istina), koji ima svojstvo da za svaki monomorfizam m: S — X u C postoji
Jjedinstven morfizam ¢,,: X — Q tako da donji dijagram tvori pullback:

Morfizam ¢, zovemo karakteristi¢na funkcija podobjekta S 5 X od X.

Ocito je klasifikator podobjekata, ako postoji, jedinstven do na izomorfizam. Uo¢imo
da su dva podobjekta od X ekvivalentna ako i samo ako imaju istu karakteristicnu funk-
ciju. Dakle, klase ekvivalencije podobjekata objekta X su u bijektivnoj korespodenciji s
Hom¢ (X, Q), pa ukoliko smo u lokalno maloj kategoriji, radi se o skupu. Za kategoriju u
kojoj klase ekvivalencije podobjekata objekta X Cine skup, za sve objekte X te kategorije,
kazemo da je dobro potencirana'®.

Primjer 2.4.5. U kategorijama Set i FinSet imamo za klasifikator podobjekata ulaganje
t: {0} — {0, 1}.

Pretpostavimo da je 9 mala kategorija. Funktor Q: D°’ — Set je podfunktor funktora
P: D°P — Set (ponekad piSemo Q C P), ako za svaki C € Ob(D) vrijedi QC C PC, te za
svaki morfizam C J, D u D vrijedi da je funkcija Qf: OD — QC restrikcija funkcije Pf.
U tom slu€aju imamo prirodnu transformaciju Q — P kojoj su komponente inkluzije, te je
ona o¢ito monomorfizam. Stoga je Q podobjekt od P u kategoriji D.

Obratno, ako je 6: R — P monomorfizam u 9, tada je za svaki objekt C iz D funkcija
Oc: RC — PC injekcija. To slijedi iz ¢injenice da se u kategoriji funktora limesi racunaju
po tockama, te da je u bilo kojoj kategoriji morfizam A EA B monomorfizam ako i samo
ako je donji dijagram pullback:

1a
—— A

A
lAl f
A

—>fB

°Eng. subobject classifier.
Eng. well-powered.
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Naravno, dualna tvrdnja vrijedi 1 za epimorfizme. Oznacimo sa QC sliku od 6¢; na ociti
nacin Q postaje podfunktor od P, te je ekvivalentan sa R kao podobjekt od P. Drugim
rijeCima, svaki podobjekt funktora u O ekvivalentan je s nekim podfunktorom tog funktora.

Definicija 2.4.6. Sito!! na objektu C kategorije C je skup S morfizama s kodomenom C
koji ima svojstvo da za svaki f € S i morfizam h vrijedi fh € S, ukoliko je kompozicija fh
dobro definirana.

Ako je Q podfunktor hom-funktora Homg(—, C) tada moZemo konstruirati sito na C
tako da stavimo § :={f: A —» C: A € Ob(D), f € QA}. Obratno, za dano sito S na C
1A € Ob(D) stavimo QA = {f: A — C: f € §}; time smo dobro definirali podfunktor
Q hom-funktora Homg(—, C). Stovise, ove dvije konstrukcije su medusobno inverzne, pa
stoga mozemo identificirati sita na C i podfunktore od Homg(—, C).

Teorem 2.4.7. Ako je D mala kategorija, tada kategorija D = [D°?, Set] ima klasifikator
podobjekata.

Dokaz. Definirajmo funktor Q: O° — Set na sljedeci nacin: za C € Ob(D) neka je QC

skup svih sita na C; za morfizam C’ S Ccud definirajmo funkciju Qg: QC — QC’
djelovanjem S — {h: gh € S§}. Direktno se provjeri da je 2 dobro definiran funktor.
Terminalni objekt 7 u D je o¢ito konstatni funktor u {0}. Definirajmo prirodnu tran-
sformaciju ¢t: I — Q tako da za C € Ob(9D) stavimo #-(0) da bude maksimalno sito na C,
tj. sito koje se sastoji od svih morfizama koji imaju kodomenu C. PokaZimo da je tako
definirani r: I — Q klasifikator podobjekata u .
Nekaje Q C Pu D. ZaC € Ob(D) i x € PC stavimo

gc(x) = {f: A = C: A € Ob(D), (Pf)(x) € QA). (2.5)

Tada je ¢: P — Q dobro definirana prirodna transformacija, te je ¢c(x) maksimalno sito
ako 1 samo ako je x € QC. To upravo znaci da je dijagram funktora

0——1

| I

po komponentama pullback u Set, dakle pullback u D. Ako je 6: P — Q neka druga
prirodna transformacija za koju je taj dijagram pullback, tada za bilo koji f: A — C 1 bilo
koji x € PC vrijedi (Pf)(x) € QA ako i samo ako je 84((Pf)(x)) maksimalno sito na A, §to
je zbog prirodnosti od € ekvivalentno s ¢injenicom da je skup {h: fh € 6-(x)} maksimalno
sito na A. Zadnji uvjet je oCito ekvivalentan s ¢injenicom f € 6¢(x), ¢ime smo pokazali da
i 6 zadovoljava relaciju (2.3), tj. 6 = ¢. m|

"Eng. sieve.
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2.4.3. Snopovi skupova ¢ine elementarne topose

Definicija 2.4.8. Elementarni topos (ili krace, topos) je konacno potpuna i konacno ko-
potpuna, Kartezijevo zatvorena kategorija koja ima klasifikator podobjekata.

Primjer 2.4.9. Kategorije Set i FinSet su elementarni toposi. 1z korolara i teorema
1 odmabh slijedi da je za svaku malu kategoriju C, kategorija C elementarni topos.
Posebno, za svaki topoloski prostor X, kategorija PSh(X) je elementarni topos.

Propozicija 2.4.10. Neka je F snop i P predsnop skupova nad X. Tada je predsnop F*
definiran sa snop skupova nad X. Posebno, kategorija Sh(X) je Kartezijevo zatvorena.

Dokaz. Ukoliko pazljivo raspiSemo definiciju (2.4) u naSem slucaju, dobijemo da za otvo-
ren podskup U C X vrijedi (do na odredenu prirodnu identifikaciju)

F*(U) = Hompsnx)(Plu, Flu),

te je za otvorene podskupove V C U od X1 a: P|y — F|y restrikcija ey : Ply — Fly dana
na oditi nadin. Iz tog opisa, lako se provjeri po definiciji da je F” snop, koriste¢i ¢injenicu
da je F snop. O

Propozicija 2.4.11. Predsnop Q nad X konstruiran u dokazu teorema Jje snop sku-
pova nad X. Posebno, t: I — Q je klasifikator objekata u Sh(X).

Dokaz. Za svaki otvoren podskup U € X (do na odredenu prirodnu identifikaciju) vrijedi
QU = {W C U: W otvoren u X}, dok morfizam V < U u OQuv(X) inducira preslikavanje
QU — QV danos W — W N V. Direktno po definicji sada slijedi da je Q separiran, i
epipredsnop. |

Teoremi [2.1.191 [2.1.20] i propozicije [2.4.10|i[2.4.11| nam daju osnovni rezultat ovog
odjeljka:

Teorem 2.4.12. Za svaki topoloski prostor X, kategorija Sh(X) je elementarni topos.

Elementarni toposi imaju razna korisna svojstva, primjerice, moze se dokazati da je
svaki elementarni topos balansirana kategorija, $to je jo$ jedna odlika kategorije Set. Na-
dalje, moze se pokazati da u elementarnom toposu imamo jedinstvenu do na izomorfizam
mono-epi faktorizaciju, te da nije nuzno zahtijevati kona¢nu kopotpunost—ona se moze
dokazati. Vidi [23, IV].

Proucavanje kategorija snopova na topoloskim prostorima i njihovih generalizacija je s
vremenom preraslo u proucavanje toposa. Mnoga logicka svojstva se odraZavaju u klasifi-
katoru podobjekata danog toposa. U nekim okolnostima, toposi mogu pruZziti alternativan
pogled na fundiranje matematike i teorije skupova. Npr. koriStenje metode forsiranja za
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dokazivanje nezavisnosti hipoteze kontinuuma o ostalim aksiomima ZFC teorije skupova
moZe se zgodno opisati u terminima konstrukcija na toposima. Takoder, pogodno odabrani
toposi mogu zamijeniti kategoriju Set kao “osnovnu” kategoriju matematike.

2.5. Snopovi na sajtu

U ovom poglavlju ¢emo definirati pojam snopa na kategorijama koje ne dolaze nuzno od
otvorenih skupova topoloskog prostora. Poopditi éemo pojam topologije” na kategoriji.
A. Grothendieck je ranih 1960-ih uocio da je za to poopéenje prirodnije umjesto otvorenog
skupa aksiomatizirati pojam pokrivaca.

Definicija 2.5.1. Grothendieckova predtopologija'’ na kategoriji C je zadana sljedecim
podacima: Svakom objektu U kategorije C pridruZena je kolekcija nekih skupova oblika
{U; » U: i € I}. Svaki takav skup zovemo pokrivac od U, te zahtjevamo sljedece aksiome:

(i) Ako je V. — U izomorfizam, onda je {V — U} pokrivac od U.

(ii) Ako je {U; — U: i € I} pokrivac od U i V. — U morfizam, tada postoji pullback
U; Xy Vzasvei€ 1, iprojekcije {U; Xy V — V: i€ I} ¢ine pokrivac od V.

(iii) Ako je {U; — U: i € I} pokrivac od U, te ako za svakii € I imamo {V;; — U;: j € J;}
pokrivac od U;, tada kompozicije {V;; — U: i € I, j € J;} ¢ine pokrivac od U.

Kategoriju zajedno sa Grothendieckovom predtopologijom na njoj zovemo sajt'>.

Napomena 2.5.2. Svojstva (ii) 1 (iii) direktno povlace sljedece: ako su {U; — U:i € I} i
{V; = U: j € J} pokrivali od U, tada postoji pullback U; Xy V; zasvei € I, j € J, te je
skup {U; Xy V; = U:i€l,je J}pokrivac od U.

Primjer 2.5.3. Za svaki topoloski prostor X, kategorija Ouv(X) je sajt, uz standardnu defi-
niciju pokrivaca otvorenog skupa. Zovemo ga maleni sajt pridruZen X.

Primjer 2.5.4. Na kategoriji Top definirajmo da je pokriva¢ topoloSkog prostora X svaki
skup {X; — X: i € I} istovremeno otvorenih, neprekidnih i injektivnih funkcija, kojima je
unija slika jednaka X. Dobiveni sajt zovemo veliki sajt.

Sli¢no, umjesto istovremeno otvorenih, neprekidnih i injektivnih funkcija moZemo gle-
dati lokalne homeomorfizme—za tako dobivenu Grothendieckovu predtopologiju kazemo
da je globalna étalna topologija na Top.

12 literaturi se ovako definiran pojam negdje zove baza topologije (npr. u [23} I11.2]), ili Grothendieckova
topologija (npr. u [32} 2.3]).

BEng. site. Najceicée se zbog tehnickih razloga zahtjeva da sajt bude mala kategorija, posebno u
slu¢ajevima kada gledamo kategorije (pred)snopova na tom sajtu.
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Definicija 2.5.5. Predsnop F na sajtu C (tj. kontravarijantni funktor F: C°? — Set) je
separiran, ako za svaki pokrivac {U; — U: i € I} ia,b € FU takve da se njihove slike u
FU,; podudaraju za sve i € I, nuzno slijedi a = b.

Predsnop F je snop, ako vrijedi sljedece. Neka su nam dani pokrivac {U; — U: i € I}
iai€FUjzaiel Zai,jeInekasup,: UXyU;— U;ip,: Ui Xy U; — Uj; projekcije
pullback-a. Ako vrijedi (Fpi)(a;) = (Fpy)a;) za sve i,j € I, tada postoji jedinstven
a € FU kojemu je slika u FU; jednaka upravo a;, za sve i € 1.

Uoc¢imo da je svaki snop nuzno separiran. Morfizam snopova je prirodna tranforma-
cija izmedu njih kao funktora. Analogno se definira snop (Abelovih) grupa, prstenova ili
modula na sajtu. Te se definicije na malenim sajtovima ocito podudaraju s definicijama
iz odjeljka[2.1] Uocimo jo$ da se i snop na sajtu moZe definirati ’dijagramski”: Predsnop
F je snop ako i samo ako za svaki pokriva¢ {U; — U: i € I} vrijedi da je donji dijagram
ujednacitelj:

FU—— [l FU =[], s F(U; Xy U)) .

Primjer 2.5.6. Svaki kontravarijantni hom-funktor Top?” — Set je snop na velikom sajtu.

Sli¢an, ali opet drugaciji pristup Grothendieckovoj (pred)topologiji pomocu sita, od-
nosno podfunktora kontravarijantnih hom-funktora moze se vidjeti u [23| II1.2]). Defini-
rani pojmovi ovdje i tamo nisu u potpunosti ekvivalentni, no njihov odnos je slican kao
odnos pojmova “’baza topologije” i ’topologija” u klasicnom smislu.

Limes snopova na sajtu postoji, i jednak je njihovom limesu predsnopova (po tockama).
Na kategoriji predsnopova na sajtu moZe se takoder definirati snopifikacija (i prije toga
tzv. plus konstrukcija) koja je lijevi adjungirani funktor inkluziji snopova na tom sajtu
u predsnopove, zadovoljava univerzalno svojstvo, te Cuva sve kolimese i konac¢ne limese.
Vidi [23, 111.4-6].

Ponekad razlicite Grothendieckove predtopologije (pa Cak i neekvivalentne u nekom
smislu) na istoj kategoriji definiraju iste snopove. Iz toga moZemo naslutiti da su snopovi
na sajtu fundamentalniji pojam od samog sajta.

Definicija 2.5.7. Kategoriju ekvivalentnu kategoriji svih snopova skupova na nekom sajtu
zovemo Grothendieckov topos.

U [23] I11.6-7] je dokazan sljedeci teorem, koji je poopcCenje teorema[2.4.12
Teorem 2.5.8. Svaki Grothendieckov topos je elementarni topos.

Dokaz tog teorema u grubim crtama prati dokaz teorema [2.4.12] no tehnicki je dosta
zamrSeniji. Obrat teorema ne vrijedi opéenito, no Giraudov teorem daje nuZne i
dovoljne uvjete kada je neka kategorija Grothendieckov topos. Iskaz i dokaz Giraudovog
teorema se moze vidjeti u [23, Appendix] ili [3} 3.6].
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2.6. Lokalno prstenovani prostori i sheme

Osim ve¢ spomenute primjene snopova u matematickoj logici (u prethodna dva odjeljka),
snopovi su jako vazan pojam u algebarskoj geometriji. Koriste se kao ”strukturna infor-
macija”’ u samoj definiciji sheme, koja je osnovno poopcéenje variateta. Snopovi i1 njihove
kohomologije imaju vaznu ulogu u klasifikaciji variateta.

U ovom odjeljku svi prstenovi su komutativni prstenovi s jedinicom, a homomorfizmi
prstenova Cuvaju jedinice.

Neka je A prsten (komutativan, s jedinicom). Definirajmo da je Spec A skup svih
prostih ideala u A, te za bilo koji ideal a u A stavimo da je V(a) skup svih prostih ideala
u A koji sadrze a. Lako se vidi da postoji jedinstvena topologija na skupu Spec A u kojoj
su zatvoreni skupovi to¢no V(a), za sve ideale a u A; tu topologiju zovemo topologija
Zariskog na Spec A. Time skup Spec A postaje kompaktan topoloski prostor.

Za p € Spec A neka je A, lokalizacija od A u prostom idealu p (vidi [16} II[.4]). Za
otvoren skup U C Spec A definirajmo OU da bude skup svih funkcija s: U — | |,cp Ay
(kodomena je disjunktna unija) za koje je s(p) € A, za sve p € U, te za koje vrijedi sljedeci
uvjet: za svaki p € U postoji okolina V C U od p i elementi a, f € A tako da za svaki
q € Vimamo f ¢ q1i s(q) = a/f € A, (drugim rijeima, s je lokalno kvocijent elemenata
prstena A). OCito je O snop prstenova (komutativnih, s jedinicom) na Spec A, te ga zovemo
strukturni snop pridruZen prstenu A.

Definicija 2.6.1. Spektar prstena A je par topoloskog prostora Spec A opskrbljenog to-
pologijom Zariskog, i strukturnog snopa O pridruZenim prstenu A.

Zabilo koji f € A, oznaCimo s (f) glavni ideal generiran s f, te D(f) neka bude otvoren
skup (Spec A) \ V((f)). Nije tesko vidjeti da je {D(f): f € A} baza topologije Zariskog na
Spec A. Mogu se pokazati sljedee Cinjenice:

(a) Za svaki p € Spec A imamo izomorfizam prstenova O, = A, vlati strukturnog snopa u
tocki p i lokalizacije prstena u prostom idealu p.

(b) Za svaki f € A imamo izomorfizam prstenova O(D(f)) = A, gdje je A lokalizacija
prstena A po multiplikativno zatvorenom skupu {f": n € {0} UN}. Posebno (za f = 1),
vrijedi [O = A.

Dokazi se mogu vidjeti u [14} II.2]; mi ¢emo ih ovdje izostaviti buduéi da su tehnicke
naravi. Drugi nacin da se definira strukturni snop sprektra prstena jest da se prvo definira na
baznim otvorenim skupovima kao u svojstvu (b). Zatim se uo¢i da tako definiran predsnop
zadovoljava svojstvo sli¢no snopovskom uvjetu, te se pomocu toga vidi da se taj predsnop
moze dodefinirati do snopa na cijeloj topologiji Zariskog. Takva konstrukcija moze se
vidjeti u [30, V.2.2-3]ili [13} 2].



2.6. Lokalno prstenovani prostori i sheme 73

Definicija 2.6.2. Prstenovani prostor je ureden par (X, Ox) topoloskog prostora X i snopa
prstenova Oy nad X, kojeg zovemo strukturni snop. Morfizam prstenovanih prostora
(X,0x) i (Y,Oy) je ureden par (f, f*), gdje je f: X — Y neprekidno preslikavanje, te
f*: Oy — f.0x morfizam snopova'* nad Y.

Time smo dobili kategoriju prstenovanih prostora, u kojoj ¢emo uociti jednu nama za-
nimljivu potkategoriju. Prije toga uvedimo pojam lokalnog prstena. Prsten je lokalan, ako
ima jednistveni maksimalni ideal, tj. maksimalni ideal koji sadrZi sve druge prave ideale.
To je ocito ekvivalentno s Cinjenicom da svi neinvertibilni elementi Cine ideal, odnosno
da je zbroj dva neinvertibilna elementa opet neinvertibilan. Homomorfizam izmedu lokal-
nih prstenova je lokalan homomorfizam, ako je praslika maksimalnog ideala maksimalan
ideal.

Definicija 2.6.3. Prstenovani prostor (X, Oy) je lokalno prstenovani prostor, ako je za
svaki x € X vlat Ox, u tocki x lokalan prsten. Morfizam lokalno prstenovanih prostora
(X,0x) i (Y,Oy) je morfizam (f, f*) istih prstenovanih prostora, takav da je za svaki x € X
inducirani homomorfizam na vilatima fﬁ(x): Oy, vy = Ox.x lokalni homomorfizam lokalnih
prstenova.

Navedeni inducirani homomorfizam je kompozicija:

OY,f(x) - (f*OX)f(x) = C‘/Olfi(n)l Ox(f_l(V)) - C(l)]lim OxU = OX,x-
Sf(x o5X

Napomena 2.6.4. Lokalno prstenovani prostori i njihovi morfizmi ¢ine kategoriju koja jest
potkategorija, ali nije puna potkategorija kategorije svih prstenovanih prostora.

Primjer 2.6.5. Spektar prstena A je lokalno prstenovan prostor, bududi da je O, = A, za
svaki p € Spec A, gdje je O strukturni snop tog spektra (poznata je ¢injenica da lokalizaci-
jom prstena po prostom idealu dobijemo lokalan prsten, vidi [[16, I11.4]).

Definicija 2.6.6. Afina shema je lokalno prstenovan prostor koji je izomorfan (kao lokalno
prstenovan prostor) spektru nekog prstena. Shema je lokalno prstenovan prostor (X, Oyx)
za kojeg vrijedi da svaki x € X ima okolinu U takvu da je (U, Ox|y) afina shema. Tu okolinu
zovemo afinom okolinom tocke x. Morfizam shema je morfizam odgovarajucih lokalno
prstenovanih prostora.

Nacin na koji sheme poopcuju variatete se moze vidjeti u [14, I1.2]. Ukratko, konstruira
se pun i vjeran funktor iz kategorije variateta nad poljem K u kategoriju kriski shema nad
K, gdje se polje K na trivijalan nacin shvati kao shema.

14Za neprekidno preslikavanje f: X — Y, te F i G snopove nad X i Y redom, komorfizam snopova
F — G nad f je morfizam snopova G — f.F. Oni su u prirodnoj bijekciji sa morfizmima f~'G — F,
zbog adjunkcije f~' 4 f.. Dakle, morfizam (f, f*): (X,Ox) — (¥,Oy) prstenovanih prostora se sastoji od
morfizma f: X — Y topoloskih prostora, i komorfizma f*: Ox — Oy nad f snopova prstenova.
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Spektar se moze dodefinirati na morfizmima do kontravarijantnog funktora iz kategorije
CRing komutativnih prstenova s jedinicom u kategoriju afinih shema, te je tako definiran
pun, vjeran i esencijalno surjektivan. Stoga je kategorija CRing”” ekvivalentna kategoriji
afinih shema. Za detalje vidi [13}, 2], a za neke osnovne korake u konstrukeiji [[14} I1.2].

Definicija 2.6.7. Neka je (X, Ox) prstenovani prostor. Snop Ox-modula (ili Ox-modul)
je snop F Abelovih grupa nad X takav da je za svaki otvoreni podskup U C X grupa FU
zapravo modul nad prstenom OxU, tako da je za sve otvorene podskupove V. .C U od X
homomorfizam grupa FU — FV uskladen sa homomorfizmom prstenova OxU — OxV (.
zasver € OxU ia € FU vrijedi (r - a)ly = rly - aly). Morfizam Ox-modula je morfizam
snopova Abelovih grupa koji je u svakoj komponenti homomorfizam modula.

Trivijalno je snop Ox prstenova Ox-modul. Nije tesko vidjeti da je kategorija svih
snopova Ox-modula Abelova, te ju oznacavamo s o, Mod.

Napomena 2.6.8. Ako je (f, f”): (X,Ox) — (Y,Oy) morfizam prstenovanih prostora, tada
za svaki Ox-modul F direktna slika f.F ima prirodnu strukturu Oy-modula, preko komor-
fizma f*. Dakle, imamo funktor direktne slike f.: o, Mod — o, Mod. Medutim, za neki
Oy-modul G snop Abelovih grupa f~'G nad X nema prirodnu strukturu Ox-modula, pa
stoga definiramo inverznu sliku Oy-modula G da bude Ox-modul

G := f'G®10, Ox,

gdje se tenzorski produkt snopova radi po komponentama. Time smo dobili funktor
inverzne slike *: o,Mod — o,Mod, te se pokaZe da vrijedi adjunkcija f* 4 f., tj. postoji
izomorfizam

Hom, moa(f*G, F) = Hom, moa(G, f.F)

koji je prirodan u F' 1 G. Za viSe detalja vidi [13, 7].

Neka je A prsten i M modul nad A. Definirati ¢emo Ogpec 4-modul asociran modulu
M nad Spec A, u oznaci M, na sljedeéi nadin. Za bilo koji otvoren podskup U C Spec A
definirajmo MU da bude skup svih funkcija s: U — | Iy M, (kodomena je disjunktna
unija), gdje je M, lokalizacija modula'> M u prostom idealu p u A, te za koje je s(p) € A,
za sve p € U, 1 vrijedi sljedeci uvjet: za svaki p € U postoji okolina V C U od p i elementi
me M, f € Atako da za svaki g € Vimamo f ¢ q1 s(q) = m/f € M,. Uz ocite restrikcije,
M postaje Ospec 4-modul.

Definicija 2.6.9. Neka je (X,Oyx) shema. Snop Ox-modula F je kvazikoherentan, ako
postoji pokrivac {U;: i € I} od X takav da za sve i € I postoji prsten A; tako da je

15Lokalizacija modula po prostom idealu se moZe napravi potpuno analogno kao i lokalizacija komuta-
tivnog prstena po prostom idealu. Alternativno, na lokalizaciju modula moZemo gledati kao na tenzorski
produkt A-modula: M, = M ®4 A,.
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(Ui, Oxly,) = (Spec A;, Ospec 4,), te postoji modul M; nad A; za kojeg je F|y, = M. Nadalje,
snop Ox-modula F je koherentan, ako je kvazikoherentan i u definiciji kvazikoherentnosti
moZemo izabrati module M; koji su konacnogenerirani A;-moduli.

Primjer 2.6.10. Strukturni snop svake sheme je koherentan.

U [14, 1L.5] je pokazano da za prsten A pridruZivanje M +— M daje ekvivalenciju
kategorije Mod i kategorije kvazikoherentnih Ogpec 4-modula.






3. Kolancani kompleksi i simplicijalni
skupovi

U ovom poglavlju ¢emo uvesti osnovne pojmove i definicije homoloske algebre. Raditi
¢emo u Abelovoj kategoriji A, ukoliko nije na konkretnim mjestima posebno naglaseno
drugacije.

3.1. Kolancani kompleksi i kohomologije

3.1.1. Kategorija (ko)lan¢anih kompleksa

Definicija 3.1.1. Lanc¢ani kompleks C, u Abelovoj kategoriji A je kolekcija objekata
{C.: n€Z}imorfizama {d,: n € Z}:

dn+1 dy dp-1

Cuo1 ce

Cy

za koje vrijedi d, o d,.; = 0 za sve n € Z. Morfizme d, zovemo morfizmima ruba' ili
diferencijalima lancanog kompleksa C,.

Primjer 3.1.2. Svaki egzaktni niz moZemo shvatiti kao lancani kompleks, “dodavajuci nul-
objekte” na lijevoj i desnoj strani ako je potrebno.

Morfizam lan¢anih kompleksa C, i D, je familija morfizama {f,: C,, — D,: n € Z}, za
koje dijagram

Cn C‘n—l
fnl lfn—l
Dn Dn—l

komutira, za sve n € Z. Morfizmi koji u tom dijagramu nisu naznaceni su naravno odgo-
varaju¢i morfizmi ruba pripadnih lanc¢anih kompleksa.

Time smo na ociti nacin dobili kategoriju svih lancanih kompleksa u kategoriji A, koju
oznacavamo sa Ch(A). Lako se vidi da je to Abelova kategorija, u kojoj se sve potrebne
operacije mogu napraviti ’po komponentama”.

YEng. boundary maps. Cesto umjesto d, o d,.; = 0 piSemo izostavljajuéi indekse d> = 0, ukoliko ne
postoji opasnost da dode do zabune.

77
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Lancani kompleks C, je odozgo ogranicen (resp. odozdo ogranicen), ako postojin € Z
tako da je C; = 0 za sve k > n (resp. k < n). LanCani kompleks je ogranicen, ako je odozgo
i odozdo ogranicen.

Dualizirajuci prethodne pojmove, dolazimo do sljedece definicije:

Definicija 3.1.3. Kolanc¢ani kompleks C* u Abelovoj kategoriji A je kolekcija objekata
{C": n €Z}imorfizama{d": n € Z}:

dn—l a" dn+l
Ch——Ccm!

*

za koje vrijedi d" o d"' = 0 za sve n € Z. Morfizme d, zovemo morfizmima koruba? ili
diferencijalima kolancanog kompleksa C*.

Analogno se definiraju morfizmi kolanc¢anih kompleksa, Abelova kategorija coCh(A)
svih kolanCanih kompleksa kategorije (A, te (odozgo/odozdo) ograni¢enost kolancanih
kompleksa.

Napomena 3.1.4. Od svakog lan¢anog kompleksa C, mozemo dobiti kolanc¢ani kompleks
C*, ukoliko za sve n € Z stavimo C" := C_, 1d" := d_,. Takvo pridruZivanje daje izomor-
fizam kategorija Ch(A) = coCh(A).

Zbog napomene [3.1.4]vidimo da je dovoljno u nastavku odlu¢iti se za proucavanje samo
lan¢anih kompleksa, ili samo kolanc¢anih kompleksa. Mi ¢emo izabrati kolanc¢ane kom-
plekse, iz razloga Sto je poznato da kohomologija na kolan¢anim kompleksima opcenito
daje bolje rezultate nego homologija na lan¢anim kompleksima. Ponekad ¢emo samo pi-
sati ’kompleks’, a podrazumijevati "kolan¢ani kompleks’.

3.1.2. Kohomologija kolancanih kompleksa

Lema 3.1.5. Neka je X Ly 8.7 niz u kojem je gf = 0. Oznacimo morfizme
k:=Kerg: K - Yik := Cokerf:Y — K'. Iz definicije (ko)jezgre slijedi da postoje
Jjedinstveni morfizmia: X — K ib: K' — Z takvi da sljedeci dijagram komutira:

K/

Tada postoji prirodan izomorfizam objekata Coker a = Ker b, odnosno moZemo ih poisto-
vjetiti.

2Korub ili kogranica, eng. coboundary.
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Dokaz. Pretpostavimo prvo da je f monomorfizam, a g epimorfizam. 1z tih pretpostavki i
formula se lako provjeri da je a = Kerg i b = Coker ¢, gdje je ¢ := K'k: K —> K'.
Trazena tvrdnja sada slijedi iz svojstava mono-epi faktorizacije od ¢.

U op¢enitom slucaju, zamjenjujuéi morfizme f i g sa njihovim mono-epi faktorizaci-
jama dobijemo komutativni dijagram

K’
\\ b
f/ k]\ bl\)(
X X’ Y——7 Z,
N\ , I
a \\ )‘\k
K

gdje je /" monomorfizam, g’ epimorfizam, te Cokera = Cokera’ i Kerb = Kerb'. TraZzena
tvrdnja u ovom opcenitom slucaju sada slijedi iz prvog dijela dokaza. O

Definicija 3.1.6. Neka je C* kolancani kompleks. Definiramo n-tu kohomologiju kom-
pleksa C* (u oznaci H'(C*)) kao objekt Cokera™! = Kerb", gdje su a*' i b" odredeni
jedinstveno sljedeéim komutativnim dijagramom?:

Coker d™!

Kerd"

Moze se vidjeti iz definicija i svojstava mono-epi faktorizacije da je kolan¢ani kompleks
C* egzaktan u C" ako 1 samo ako je H"(C*) = 0. Ponekad se u tom slucaju kaze da je C*
aciklican u C", te da je kolanCani kompleks aciklican, ako je acikli¢an u svakom clanu,
tj. ako su mu sve kohomologije nul-objekti. Dakle, vidimo da kohomologije na neki nacin
“mjere” koliko je kolancani kompleks ’daleko” od egzaktnosti.

Primjer 3.1.7. Za kolancani kompleks C* u kategoriji RMod se lako vidi da za sve n € Z
vrijedi relacija H*(C*) = Kerd"/ Imd"~".

3Na isti na¢in definiramo n-tu homologiju lan¢anog kompleksa C, (u oznaci H,(C,)). U pravilu éemo
govoriti samo o kohomologiji, no teba biti svjestan da dualni pojmovi i rezultati vrijede za homologiju.



80 3. Kolanc¢ani kompleksi i simplicijalni skupovi

Morfizam kompleksa f: C* — D°* inducira morfizam H"(f): H"(C*) — H"(D°®) n-tih
kohomologija tih kompleksa:

di! de

Cn—l ol ¢ Cn+1
ke
aC frl
i Ker d". <, Cokerac = H(C®) e
| |
| e
aw! :f ar IH "
D! D . D" D D1

t }
| |
ap | i |
+ b +

Ker d/, ——————— Cokerap = H"(D*)

Vrijedi d}y o f* o ke = f™! o dl o kc = 0, pa univerzalno svojstvo jezgre povlaci da postoji
jedinstveni f: Kerd? — Kerd}, takav da vrijedi /" o kc = kp o f". Sada ratunamo:

kpoapo [ =dyto f = frodi! = f"oke oac = kpo froac,

pa jer je kp monomorfizam, zakljuujemo da je ap o "' = f" o ac. Iskoristimo posljednju
jednakost da dobijemo cpo foac = cpoapof"~' = 0, pa po univerzalnom svojstvu kojezgre
postoji jedinstveni morfizam H"(f): H*(C*) — H"(D*) za kojeg je H"(f) o cc = cp o f.
Na taj nacin, za svaki n € Z imamo aditivan funktor H": coCh(A) — A.

Definicija 3.1.8. Morfizam kompleksa f: C* — D* je kvazi-izomorfizam, ako su morfizmi
H"'(f): H'(C*) —» H"(D®) izomorfizmi, za sve n € Z.

Lema 3.1.9. Neka je C* kolancani kompleks. Za svaki n € Z postoji jedinstveni morfizam
d": Cokerd" ! — Kerd™! takav da je dijagram

dn—l Cn a" C’H’l dn+1 C’H’Z

| |

Cokerd"! —% Ker d*!

Cn—l

komutativan. Nadalje, sljedeci niz je egzaktan:
0 —— H"(C*) —— Coker d"! 4 Kerd™' —— H™'(C*)——0. (3.1)

Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost od d" direktno slijede iz univerzalnog svojstva jezgre
i kojezgre. Nadalje, koriste¢i se univerzalnim svojstvima i mono-epi faktorizacijom od



3.1. Kolanc¢ani kompleksi i kohomologije 81

d" moZemo dobiti sljedeci komutativni dijagram (strelica <= oznaCava monomorfizam, a
strelica - epimorfizam):

H"(C*)—— Coker d"~' — Im d"—— Ker g"*!

. CT N E "

dn—l dar dn+1
Iz tog dijagrama, koriStenjem napomene[I.7.6]se lako vidi da je niz (3.1) egzaktan u H"(C*)
i Cokerd"!, a sli¢no se vidi i egzaktnost u Kerd™*! i H*'(C*). O

Teorem 3.1.10. Neka je 0 — A®* — B* — C* — 0 kratki egzaktni niz u coCh(A). Tada on
inducira sljedeci egzaktni niz (kojeg zovemo dugi egzaktni kohomoloski niz):
...—> H"(C*) - H"(A®) > H'(B*) > H'(C*) > H"''(A*) —> ...

Dokaz. Za svaki n € Z imamo kratki egzaktni niz 0 — A" — B" — C" — 0 kratki
egzaktni niz u A. 1z leme o jezgri (lema|l.7.40), njezinog duala 1 leme 3.1.9slijedi da za
svaki n € Z imamo komutativni dijagram

Coker d' —— Coker djy' —— Cokerd' —— 0

0 —— Kerd!"' —— Kerd"' ——— Kerd*!

kojemu su oba retka egzaktna , gdje su d{, d i d;. morfizmi koruba redom kompleksa A®,
B* i C*. Iz egzaktnosti niza (3.1) i leme o zmiji (lema sada slijedi trazeni dugi
egzaktni kohomoloski niz. |

Napomena 3.1.11. Neka je dan morfizam

0 A* B* c* 0

L]

0 D* E* F* 0
kratkih egzaktnih nizova u coCh(A). Prateci konstrukciju pripadnih dugih egzaktnih ko-
homoloskih nizova, te koristeéi prirodnost veznog morfizma (lema (1.7.43)), vidimo da taj

morfizam inducira morfizam izmedu spomenutih dugih egzaktnih kohomoloskih nizova.
Preciznije, dobijemo komutativan dijagram:

...—— H"Y(C*) —— H"(A®) —— H"(B*) —— H"(C*) —— H""'(A*) —— ...

R SR TR S

... — H"Y(F*)— H"(D*) — H"(E*) —— H"(F*) — H"'(D*) — ...
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3.1.3. Homotopija morfizama kompleksa

Definicija 3.1.12. Homotopija X: ¢ —  izmedu morfizama ¢,: C* — D* kompleksa
C* i D* (sa morfizmima koruba di. i dj,, redom) je familija morfizama {£": C" — D",z

m—1 n
Cn—l de c" de n+1
Zn
‘P" ¢n Zn+l
Dn—l D" Dn+l
dn—l dan

takva da vrijedi ¢" —y" = d;’)‘lZ” + Z””dg za sve n € Z (krace pisemo ¢ — = dpX + Zdc).
Morfizmi ,y: C* — D* kompleksa su homotopni (pisemo ¢ ~ ), ako postoji homo-
topija izmedu njih.

Lagano se iz definicije pokaze sljedeca propozicija:

Propozicija 3.1.13. Relacija ~ na morfizmima izmedu dva kompleksa je relacija ekvivalen-
cije. Stovise, ta relacija je stabilna na kompoziciju, tj. ¢ ~  povlaci ¢ =~ ¢y i 0 ~ Y6,
¢im su kompozicije dobro definirane.

Ako su o, ¥, ¢,0: C* — D°, relacije ¢ ~ i ¢ ~ 60 povlace ¢ + ¢ =~y + 6.

Propozicija 3.1.14. Ako su ¢, : C* — D* homotopni morfizmi, tada oni induciraju iste
morfizme na kohomologijama, tj. H"(¢) = H"(¢): H'(C*) — H"(D"®).

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ ~ 0 uz homotopiju Z, tj. ¢" = di5'E" + " 'd% za sve n € Z.

Ker d, ——————— Cokera = H"(C*)
\
k \

1 ac’ e P
c" cr crt |
|

" le+l
¢ |
dnfl an |

_ D D
D" 1 D" Dn+ 1 |

!
/
v

Ker dj, —————— Cokerb = H"(D*)

Oznacimo s k jezgru od d2; vrijedi ¢"k = d}y'X"k, pa je morfizam kojeg ¢" inducira na
Kerd; — Kerd}, upravo jednak bX"k. No, taj morfizam na Cokera — Cokerb ocito
inducira 0, tj. H"(¢) = 0. Tvrdnja sada slijedi iz aditivnosti od H" i propozicije|3.1.13} O
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3.2. Klasic¢ni derivirani funktori

3.2.1. o-funktori

Definicija 3.2.1. (Kovarijantan) kohomoloski o-funktor T izmedu Abelovih kategorija
A i B je familija aditivnih funktora {T" : A — B: n € Ny} zajedno sa familijom morfizama
o": T(C) — T"(A) (koje zovemo vezni morfizmi tog kohomoloskog 5-funktora) defini-
ranim za svaki kratki egzaktni niz0) - A - B — C — O u A i za svaki n € N, tako da
vrijede sljedeci uvjeti:

(a) Za svaki kratki egzaktni niz kao gore imamo dugi egzaktni niz

05 T%A) - T°B) — T°C) 5> TY(A) - T'(B) = T C) > TX4) - ...

(b) Za svaki morfizam (0 —-A—->B->C— 0) - (0 - A > B —->(C - 0) kratkih

egzaktnih nizova, sljedeci inducirani dijagram je komutativan®, za svaki n € Ny:

T"(C) —— T"™1(A)

|

Tn(C/) SN Tn+l(A/)

Primjer 3.2.2. 1z teorema [3.1.10] i napomene [3.1.11] slijedi da aditivni funktori kohomo-
logije H* := {H": n € Ny} ¢ine kohomoloski o-funktor iz Abelove kategorije coCh>’(A)
svih kolan¢anih kompleksa ... — A" — A™! — . u A za koje je A" = 0 za sve m < 0,
u kategoriju A.

Kracée ¢emo govoriti -funktor, podrazumijevajuci da se radi o kohomoloskom.

Definicija 3.2.3. Morfizam izmedu o-funktora T i S je familija prirodnih transformacija
{T" — S": n € Ny} koje komutiraju sa veznim morfizmima tih 6-funktora (tj. induciraju
komutativne ljestve” izmedu dugih egzaktnih nizova od T i S'). KaZemo da je o-funktor
T univerzalan, ako za svaki 6-funktor S i prirodnu transformaciju f°: T° — S° postoji
jedinstven morfizam f: T — S 8-funktora koji prosiruje f°.

Primjer 3.2.4. Za svaki egzaktni funktor F moZemo dobiti trivijalan primjer univerzalnog
o-funktora: T° := FiT" := 0 zasven € N.

*Ovo svojstvo zovemo prirodnost veznih morfizama.
3 Analogno, imamo i Abelovu kategoriju Chs(A) svih lan¢anih kompleksa ... — A" — A" — | . u
A zakoje je A" =0zasvem < 0.
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3.2.2. Projektivni i injektivni objekti, rezolvente

Prisjetimo se (teorem [1.7.37)) da su funktori Hom(A, —), Hom(—, A) lijevo egzaktni, za bilo
koji objekt A.

Definicija 3.2.5. Objekt P je projektivan, ako je funktor Hom(P, —) egzaktan. Objekt I je
injektivan, ako je funktor Hom(—, I) egzaktan.

Injektivnost/projektivnost objekata se moze karakterizirati ’dijagramski”’; lako se vidi
da vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 3.2.6. Objekt P je projektivan ako i samo ako za svaki morfizam P — X’
i epimorfizam X — X' postoji morfizam P — X tako da prvi od dva donja dijagrama
komutira; Objekt I je injektivan ako i samo ako za svaki morfizam Y’ — I i monomorfizam
Y’ — Y postoji morfizam Y — I tako da drugi od dva donja dijagrama komutira:

P 0—Y —Y
[ [
3|\ el
4 +
X— X —0 1

NizoviX - X' - 0i0 - Y’ — Y u tim dijagramima su egzaktni.

Definicija 3.2.7. KazZemo da Abelova kategorija ‘A ima dovoljno projektivnih objekata,
ako za svaki objekt A postoji epimorfizam P — A, gdje je P projektivan objekt, odnosno da
ima dovoljno injektivnih objekata, ako za svaki objekt A postoji monomorfizam A — 1,
gdje je I injektivan objekt.

Egzaktni niz oblika ... - L, —» L; — Ly - A — 0 ¢emo zvati lijeva rezolventa (ili
lijeva rezolucija) objekta A, a egzaktni niz oblika0) - A - R® - R! — R*> — ... desna
rezolventa (ili desna rezolucija) objekta A.

Lako se vidi da kategorija ima dovoljno projektivnih objekata ako i samo ako za svaki
objekt A mozemo naci lijevu rezolventu

P, P, P, A 0

takvu da je P, projektivan, za sve n € NU{0} =: N,. Takvu rezolventu zovemo projektivna

rezolventa objekta A. Dovoljnost je ocigledna, a nuznost slijedi induktivno ponavljajuéi
€ Ker ¢ €]

Py

konstrukciju egzaktnog niza 0 A
veni iz pretpostavke.

Dualno, kategorija ima dovoljno injektivnih objekata ako i samo ako za svaki objekt A
moZemo naci desnu rezolventu

P, u kojem su ¢ i € dobi-

0 A I I I
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takvu da je I" injektivan, za sve n € Ny. Takvu rezolventu zovemo injektivna rezolventa
objekta A.

Lema 3.2.8. Neka je zadana 0 — B — I° — ... injektivna rezolventa od B, bilo koja
0 - A — R — ... desna rezolventa od A, te morfizam f': A — B. Tada postoji
Jjedinstven do na homotopiju morfizam kompleksa

0 A R° R! R?
J/ J{f’ lfo lfl J/fZ
0 B I° I I’

Dokaz. Morfizam f° moZemo dobiti iz injektivnosti od I° i propozicije Sada morfi-
zam R® — R' rastavimo u mono-epi faktorizaciju R® - R < R!, te uo¢imo da zbog egzak-

tnosti gornjeg retka vrijedi Coker(A — R°) = (R -» R). Kompozicija A — R° N -1
je 0, pa postoji morfizam R — I' takav da je kompozicija R -» R — I' jednaka kompo-

ziciji R° N I’ — I'. Morfizam f! sada dobijemo iz injektivnosti od I' i propozicije|3.2.6
Oc¢ito moZemo na isti nacin induktivno nastaviti postupak i dobiti cijeli traZeni morfizam
kompleksa.

Pretpostavimo da je {g": R" — I": n € Ny} familija morfizama koja takoder zadovo-
ljava tvrdnju lemu. U nastavku ¢emo opisati konstrukciju trazene homotopije . Stavimo
prvo X°: RY — B da bude 0. Morfizam f° — g° pretkomponiran sa A — R° o&ito daje 0, pa
se faktorizira kao R® - R — I°. Injektivnost od I° nam daje X': R! — I°. Pretpostavimo
sada da smo za neko n € N nasli 2*! i " kao u dijagramu

n—2 n—1 n
dR dR dR

Rn—l R" Rn+l

Rn—2

Zn—l

In—2 In—l I" In+1
dy? dy! dy

(zan = 1 umjesto R i I"! imamo A i B), tako da vrijedi /"' — g"™! = &7722"! + Zrdi !
Lako se moZe vidjeti da morfizam —d}~'2" + f" — ¢" pretkomponiran sa dy ' daje 0, stoga
analogno kao prije koriste¢i mono-epi faktorizaciju od R" — R"! i injektivnost od I"
dobivamo trazeni "*!': R"! — [". Time smo induktivno konstruirali traZenu homotopiju.

m]

Napomena 3.2.9. Uocimo da u dokazu leme nismo koristilidaje0 - B — I° — ...
injektivna rezolventa, ve¢ slabiji uvjet—da je kompleks (ne nuzno egzaktan) u kojemu je
I" injektivan objekt, za sve n € Nj.
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3.2.3. Desni derivirani funktori

Neka je A Abelova kategorija koja ima dovoljno injektivnih objekata, 8 Abelova kate-
gorija, te F': A — B lijevo egzaktni funktor. Za svaki objekt A iz A izaberimo neku
injektivnu rezolventu 0 — A — I° — I' — ... (Cesto se pise krace 0 — A — I°).
Oznadimo sa FI* kompleks 0 — FI° — FI' — FI? — .., te zan € N; ozna¢imo
R'F(A) := H"(FI*). Djelovanje od R"F na morfizmima se lako definira koriste¢i lemu
[3.2.8)i propoziciju [3.1.14] Na taj nac¢in smo dobili aditivan funktor R"F: A — B.

Definicija 3.2.10. Funktor R"F definiran u prethodnoj diskusiji zovemo n-ti desni derivi-
rani funktor (i/i n-ti desni izvedeni funktor) funktora F.

Uoc¢imo da razliciti izbori injektivnih rezolventi daju prirodno izomorfne desne derivi-
rane funktore od F. To se lako vidi primjenjujuci lemu|3.2.8/na 1,: A — A u oba smjera
izmedu dviju injektivnih rezolventi od A, te zatim koriste¢i funktorijalnost od F i propozi-
ciju(3.1.14

Propozicija 3.2.11. Vrijedi R°F = F. Ako je F egzaktan, tada je R'F = 0 za sve n € N.

Dokaz. Jer je F lijevo egzaktan, egzaktnost niza 0 — A — I° — ' povladi egzaktnost
niza 0 — FA — FI° — FI'. 1z toga lako slijedi R°F(A) = H°(0 — FI° — FI') = FA.
Lako se vidi i odgovarajuca tvrdnja za morfizme.

Ako je dodatno F i desno egzaktan, tada je cijeli niz0 — FA — FI° —» FI' — ...
egzaktan, pa je niz0 — FI° — FI' — ... egzaktan svuda osim mozda u FI°. No tada su
mu sve kohomologije jednake 0, osim mozda nulte. O

Lema 3.2.12 (Lema o potkovi®). Neka je dan dijagram oblika

®Eng. Horseshoe lemma.
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u kojem je stupac egzaktan, a reci injektivne rezolvente, koje oznacimo s 0 — A" — I° i
0 - A” — J® redom, te stavimo K" := I" ® J" za sve n € Ny. Tada postoji injektivna
rezolventa 0 — A — K° — K' — ... (ili krace 0 — A — K*) od A, takva da je niz
015K 5 50 egzaktan, gdje su morfizmi v i m sastavijeni od injekcija i
projekcija biprodukata K", te takva da morfizmi kompleksa ¢ i = podizu f i g redom, tj.
sljedeci dijagram komutira’ :

A=<

1

A—— KO

I

Py
Dokaz. Lagano se vidi koriste¢i propoziciju da je K" injektivan, za sve n € Nj. Iz
primjera [1.7.30| imamo da je niz 0 — [" — K" — J" — 0 (cijepajuéi) egzaktan, za sve
n € Ny. Injektivnost od I° nam daje morfizam A — I°, a potom svojstvo biprodukta K°
morfizam e: A — K°. Kratka 5-lema (lema povlaci da je € monomorfizam.

Iz svojstava mono-epi faktorizacije od I° — I' i J° — J! i duala leme o jezgri (lema

1.7.40) dobijemo dijagram

0
0 —— Coker € I! I?
Coker €
0 —— Coker €” J! J?
0
u kojem je stupac egzaktan, a reci injektivne rezolvente. Tvrdnja sada slijedi induktivno
provodeci opisanu konstrukciju. O

Teorem 3.2.13. Neka je F: A — B lijevo egzaktni funktor, gdje kategorija ‘A ima do-
voljno injektivnih objekata. Familija desnih deriviranih funktora R*F := {R"F : n € Ny} je
kohomoloski 6-funktor (u dokazu ¢emo konstruirati vezne morfizme).

"Drugim rije¢ima, morfizam kompleksa I° 5 K se “dodavajuéi” f proSiruje na morfizam izmedu
augmentiranih kompleksa) - A’ —» [*i0 —» A — K°. Analogno za K* 5.
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Dokaz. Nekaje0 - A" - A — A” — 0 kratki egzaktni niz u A, neka su /* i J* injektivne
rezolvente od A’ 1 A” redom, te neka je K* injektivna rezolventa od A dobivena pomocu
leme o potkovi (lema[3.2.12). Tada je 0 — I" — K" — J" — 0 cijepajuéi egzaktni niz,
pa jer je F adititvan, iz propozicije slijedi da je niz0 — FI" - FK" —» FJ" - 0
takoder cijepajuci egzaktan, za sve n € Nj. Iz toga mozemo zakljuciti da je niz kompleksa
0 — FI* - FK* — FJ* — 0 egzaktan. Taj niz generira dugi egzaktni kohomoloski niz

(teorem [3.1.10):
0 1
0 = R°F(A") = R°F(A) — R°F(A") 55 R'F(A") = R'F(A) = R'F(A") 5 RPF(A") - ...

Potrebno je joS pokazati prirodnost veznih morfizama. Neka je dan komutativni dijagram

0 A=At 0

1

0 B ——B B” 0

sa egzaktnim recima. Izaberimo injektivne rezolvente od A’, A”, B’ i B”, redom u oz-

7

nakama 0 — A’ i/>I‘,O—>A” E—) J°0 > B N M*i0 —» B” n—)N’,tenekasu

05ASKi0—>BSL injektivne rezolvente od A i B dobivene pomocu leme o pot-
kovi. Koristeci lemu(3.2.8lmozemo na¢i morfizme kompleksa F’: I* - M*1F"”: J* — N°®
koji podizu f’ i1 f” redom. Tvrdimo da postoji morfizam kompleksa F': K* — L° koji
podize f, takav da sljedeci dijagram kompleksa (sa egzaktnim recima) komutira:

0— I — K ——J"——0
A I
0— M ——L*— N ——0

Prirodnost veznih morfizama slijedi iz ovog dijagrama, koriste¢i napomenu (3.1.11] U nas-
tavku ¢emo konstruirati trazeni morfizam F.

ny my ™ N
Oznacimo biprodukte I°——= K ——J° i M°+—= L° —— N° . Zbog injektivnosti
Ly Ly 1374 LN

od I° i M° imamo morfizme 0’: A - I°io™: B —» M° zakojeje € = olpin = oMa,
a zbog dokaza leme o potkovi moZemo pretpostaviti da je ;e = o! i myn = oM. Lako
se vidi da vrijedi (c™f — F%0")¢ = 0, stoga postoji jedinstveni 7: A” — M° za kojeg
vrijedi 7y = oM f — F"°0!. Zbog injektivnosti od M° postoji y°: JO — M° za kojeg vrijedi
y’€” = 1. Koristeéi svojstva biprodukata K° i L° moZemo nadi F°: K° — L° za kojeg
vrijede relacije

ﬂ'MFOL]:F/O, JTNFOLIZO, ﬂMFOLJ:’)/O I ﬂNFOLJ:FHO.
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Iz tih relacija lako slijede Zeljene relacije FOu; = 1y F°, nyF® = F"r;. Nadalje, koriste¢i
dosad izvedene formule i (1.16), pokaze se da vrijedi F'e = nf.

Komponente morfizma F se dalje dobiju induktivno, u svakom koraku rastavljajuci
morfizme koruba injektivnih rezolventi u njihove mono-epi faktorizacije (kao u dokazu
leme o potkovi - lema , te ponavljajuéi gore opisanu konstrukciju od F°. O

Lema 3.2.14. Ako je I injektivan objekt u A i F: A — B lijevo egzaktni funktor, tada je
R'F(I) =0 za sven € N.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz ¢injenice daje0 - I - I - 0 - 0 —» 0 — ... injektivna
rezolventa od /. O

Teorem 3.2.15. Uz pretpostavke teorema|3.2.13} 6-funktor R*F je univerzalan.

Dokaz. Nekaje T = {T": n € Ny} 6-funktor na A i ¢’: F — T° prirodna transformacija.
Pretpostavimo da za neki n € N imamo definirane prirodne transformacije ¢': R'F — T',
i=0,1,...,n—-1, koji na odgovarajuéi nacin komutiraju sa veznim morfizmima. Za svaki
objekt A moZemo lako konstruirati egzaktninizQ) - A — I — A’ — 0, gdje je I injektivan
objekt (stavimo da I — A’ bude kojezgra od A — [). Budu¢i da je R"F(I) = 0 (lema
[3.2.14)), imamo komutativni dijagram

R™'F(I) — R"'F(A’) — R'"F(A) — 0

lw'}' lﬁ?‘

T () —— T Y(A”) ——— T™(A)

sa egzaktnim recima, iz kojeg slijedi da postoji jedinstveni morfizam ¢, : R"F(A) — T"(A)
koji dodan u taj dijagram, ne kvari njegovu komutativnost. Dokazimo da smo tako dobili
prirodnu transformaciju ¢": R"F — T". Za morfizam f: A — B moZemo konstruirati
morfizam kratkih egzaktnih nizova

0 A 1 A’ 0
lf lg lh
0 B J B’ 0

u kojem su 7 1 J injektivni (g dobijemo iz injektivnosti od J, a h iz egzaktnosti redaka). Taj
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dijagram inducira sljedeci:

R'F(A) T R"F(B)
o1 62
n—1 h
Rn—lF(A/) R™F() Rn—lF(B/)
A saj';ll l%?‘ @
n—1 h
Tn—l(A/) " (h Tn—l(B/)
03 04
T"(A) 7 T"(B)

U tom dijagramu sredi$nji mali etverokut komutira jer je ¢"~! po pretpostavci prirodna
transformacija. Lijevi i desni Cetverokut komutiraju zbog izbora morfizama ¢’;, odnosno
¢s. Gornji i donji Cetverokut komutiraju zbog prirodnosti veznih morfizama. Vezni morfi-

zam ¢, je epimorfizam, jer je niz R"'F(A") LN R'"F(A) — R'F(I) = 0 egzaktan. Koristeci
te ¢injenice, lako se diagram chasing-om pokaze da tada i vanjski najveéi Cetverokut ko-
mutira, tj. da je ¢" prirodna transformacija. UoCimo da prethodna argumentacijas A = B 1
f = 14 pokazuje da ¢, ne ovisi o0 izboru monomorfizma A — 1.

Potrebno je joS pokazati da ¢" komutira sa veznim morfizmima bilo kojeg kratkog
egzaktnog niza. Neka je sada0 - A — B — C — 0 bilo koji egzaktni niz, te kao prije
konstruirajmo morfizam egzaktnih nizova

0 A B C 0

0 A 1 A’ 0

gdje je I injektivan. Dobijemo dijagram

Rn—lF(A/)

(m\—y
R™E(C) R'F(A)

o lwél lwx
1(C) T"(A)
"= 1 ( h)

Tn—l(A/)

1z kojeg slijedi trazena komutativnost unutrasnjeg desnog Cetverokuta. m|
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Napomena 3.2.16. Kohomoloski -funktor H* iz primjera [3.2.2] je univerzalan é-funktor.
To se moze dokazati sli¢no kao i teorem [3.2.15] uz koriStenje konstrukcije konusa presli-
kavanja® (vidi [33}, 1.5]).

Propozicija 3.2.17. Neka je U: A — B egzaktni funktor. Tada za svaki kompleks C* i
n € Z postoji izomorfizam U(H"(C*)) = H"(UC®) prirodan u C°.

Dokaz. Tvrdnja direktno slijedi iz ¢injenice da egzaktni funktor Cuva jezgre i kojezgre. O

Propozicija 3.2.18. Neka je F: A — B lijevo egzakini funktor, gdje A ima dovoljno
injektivnih objekata, te neka je U: B — C egzaktni funktor. Tada za svaki n € Ny vrijedi
UoR'F =R'(UoF).

Dokaz. Slijedi iz propozicije m|

Neka su F, F': A — B lijevo egzaktni funktori, gdje A ima dovoljno injektivnih obje-
kata, te neka je @: F — F’ prirodna transformacija. Ona inducira morfizam kompleksa
FI* — F'I* gdje je 0 - A — I* injektivna rezolventa nekog objekta A iz A. Taj morfizam
kompleksa inducira morfizam na n-tim kohomologijama tih kompleksa, a time dobijemo
prirodnu transformaciju R*(«@): R"F — R"F’. Lako se vidi da smo na taj nacin dobili adi-

Napomena 3.2.19. Ako je G desno egzaktni funktor izmedu Abelovih kategorija od kojih
domena ima dovoljno projektivnih objekata, tada se na dualan nacin koristeci projektivne
rezolvente konstruira njemu n-ti lijevi derivirani funktor (ili n-ti lijevi izvedeni funktor),
u oznaci L,G, za n € Ny. Naravno, za njih vrijede sve tvrdnje koje se dobiju dualizirajuci
dokazane tvrdnje za desne derivirane funktore lijevo egzaktnih funktora, pa ih neCemo
posebno isticati.

3.2.4. Desni sateliti

Definicija 3.2.20. Neka je F: A — B aditivan funktor izmedu Abelovih kategorija. Uni-
verzalni kohomoloski o-funktor T = {T": A — B: n € Ny} je desni satelit od F, ako
vrijedi F = T°.

1z definicije univerzalnosti slijedi da je desni satelit od F', ako postoji, jedinstven do na
izomorfizam J-funktora. 1z dugog egzaktnog niza o-funktora slijedi da je nuZan uvjet za
egzistenciju desnog satelita od F lijeva egzaktnost od F.

Ukoliko domena lijevo egzaktnog funktora F ima dovoljno injektivnih objekata, tada

iz propozicije [3.2.11|1 teorema slijedi da je R*F desni satelit od F.

8Eng. mapping cone.
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3.2.5. Kategorije modula, Ext- i Tor-funktori

U ovom odjeljku navesti éemo vazne primjere deriviranih funktora u kategoriji fMod uni-
tarnih lijevih R-modula, gdje je R prsten s jedinicom. No, prije svega pokazati ¢emo prvo
da ta kategorija ima dovoljno projektivnih i injektivnih objekata.

Neka je F = ) gR slobodan R-modul (karakteriziran teoremom 2.1 u [16, IV.2]) s
bazom &, te neka je f: F — B homomorfizam i g: A — B epimorfizam R-modula. Za
svaki b € 8 mozemo nadi a, € A tako da je g(a,) = f(b). PridruZivanje b — a,, se proSiruje
do homomorfizma R-modula #: F — A za kojeg vrijedi gh = f. Dakle, F je projektivan
objekt u xMod, tj. projektivan R-modul. Neka je sada C bilo koji R-modul i F = )R
slobodni R-modul s bazom koja je bijektivna sa skupom C. Ta bijekcija se proSiruje do
homomorfizma R-modula F' — C koji je ocito surjektivan. Zakljucno, vrijedi:

Propozicija 3.2.21. Kategorija xkMod ima dovoljno projektivnih objekata.

Cinjenica da kategorija xkMod ima dovoljno injektivnih objekata se nesto teze pokaze,
i dokaz provodi se u nekoliko koraka.

Lema 3.2.22 (Baerov kriterij). R-modul J je injektivan ako i samo ako se za svaki lijevi
ideal L od R bilo koji homomorfizam R-modula L — J moZe prosiriti do homomorfizma
R-modula R — J.

Dokaz. Jedino je obrat netrivijalan. Pretpostavimo da vrijedi navedeno svojstvo proSirenja,
inekaje g: A —» B monomorfizami f: A — J homomorfizam R-modula. Koriste¢i Zor-
novu lemu lako se moZze vidjeti da postoji maksimalan (u smislu proSirenja) homomorfizam
R-modula h: H — J koji zadovoljavaImg C H < B1i hg = f. Pretpostavimo da postoji
b € B\ H i definirajmo skup L := {r € R: rb € H} koji je ocito lijevi ideal u R. Funk-
cija r — h(rb) je homomorfizam R-modula L — J, pa se po pretpostavci proSiruje do
homomorfizma R-modula k: R — J za kojeg vrijedi k(r) = h(rb) za sve r € L. Oznacimo
¢ := k(1) € J i definirajmo preslikavanje 7: H + Rb — J formulom A(a + rb) := h(a) + rc
zaa € Hir € R. Direktno se provjeri da je i dobro definirani homomorfizam R-modula
koji proSiruje A, Sto je kontradikcija s maksimalnoS¢u od A. Dakle, mora vrijediti H = B,
pa je J injektivan R-modul. O

Definicija 3.2.23. Abelova grupa D je djeljiva, ako za svakiy € D i n € Z \ {0} postoji
x € D takav da je nx = y.

Lema 3.2.24. Abelova grupa D je djeljiva ako i samo ako je injektivan objekt u ;Mod.

Dokaz. Neka je D djeljiva Abelova grupa. Jedini lijevi ideali u Z su nZ, za n € Z, pa
uzmimo neki f: nZ — D homomorfizam Z-modula. Postoji x € D za kojeg je nx = f(n),
pa definirajmo da je f: Z — D homomorfizam koji je jedinstveno odreden s 1 — x. O&ito
f prosiruje f, pa je po lemi D injektivan objekt u zMod.
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Obratno, ako je D injektivan objekt u zMod, y € Din € Z \ {0}, neka je f: nZ — D
homomorfizam Z-modula jedinstveno odreden sa n +— y. Tada postoji f: Z — D za kojeg
je f(t) = f(t)zasvet € nZ. Za x := f(1) € D o¢ito vrijedi nx = y, pa je D djeljiva Abelova
grupa. O

Lema 3.2.25. Za svaku Abelovu grupu A postoji monomorfizam A — D, gdje je D djeljiva
Abelova grupa. Dakle, kategorija Ab ima dovoljno injektivnih objekata.

Dokaz. Znamo da postoji epimorfizam F — A sa slobodne Abelove grupe F = ), Z, pa po
prvom teoremu o izomorfizmu vrijedi F/K = A, gdje je K jezgra navedenog epimorfizma.
Nekajei: ), Z < },Q =: D ulaganje, te uo¢imo da je D djeljiva Abelova grupa. Lako se
vidi da vrijedi F/K = i(F)/i(K), pa kompozicijom

A=F/K =i(F)/i(K) — DJ/i(K)

dobijemo monomofizam. No, lako se vidi da je kvocijentna grupa dijeljive grupe opet
djeljiva. Druga tvrdnja sada slijedi iz leme [3.2.24 O

Za Abelovu grupu A imamo Abelovu grupu Homyy (R, A) svih homomorfizama Abe-
lovih grupa R — A. Ona ima i strukturu unitarnog lijevog R-modula, definiranu sa
(rf)(x):=f(xr)yzar,x € Ri f € Homyp(R, A).

Propozicija 3.2.26. Neka je U: xkMod — Ab zaboravni funktor (koji modulu sacuva samo
aditivnu strukturu). Tada vrijedi adjunkcija U 4+ Hompyp(R, —).

Dokaz. Za R-modul M i Abelovu grupu A imamo preslikavanje
a: Homup(M,A) — Hom, nea(M, Hompp(R, A))

definirano na nacin da (a(f))(m) bude funkcija r — f(rm) (za f € Hompp(M,A), m € M
1 r € R). Lako se provjeri da je @ dobro definirano i prirodno u M i A. Inverz od «
je preslikavanje S definirano formulom S(g)(m) := g(m)(1g), za g: M — Homyp(R, A)
homomorfizam R-modulaim € M. O

Propozicija 3.2.27. Desni adjungirani funktor egzaktnom funktoru cuva injektivne objekte.

Dokaz. Neka je L: A — B egzaktni funktor, R: 8 — A njemu desni adjungirani, i /
injektivan objekt u 8. Za bilo koji monomorfizam f: A - A"u Ajei Lf: LA — LA’
monomorfizam u B, zbog egzaktnosti od L. Adjunkcija L 4 R nam daje komutativni
dijagram

Homg(LA’, I) —— Hom4(A’, RI)

l_oLf l—of

Homg(LA, I) —— Hom#(A, RI)
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u kojem je zbog injektivnosti od I funkcija (— o Lf) surjektivna. Ali tada je takoder i
funkcija (— o f) surjektivna, pa je RI injektivan objekt. O

Korolar 3.2.28. Ako je D djeljiva Abelova grupa, tada je Homup(R, D) injektivan R-modul.

Dokaz. Tvrdnja slijedi redom iz leme [3.2.24] propozicije [3.2.26] ¢injenice da je zaboravni
funktor U: xRMod — Ab egzaktan, i propozicije|3.2.27 O

Teorem 3.2.29. Kategorija fMod ima dovoljno injektivnih objekata.

Dokaz. Neka je dan R-modul A. Prema lemi postoji monomorfizam Abelovih
grupa f: A — D u djeljivu grupu D. Djelovanjem funktora Homyp(R, —) dobijemo mo-
nomorfizam f: Homup(R,A) — Homyy(R, D) R-modula. Definirajmo sada preslikavanje
¢: A — Hom,ppea(R, A) formulom ¢(a)(r) = ra, zaa € Air € R. Direktno se provjeri da
je ¢ monomorfizam R-modula, pa je stoga kompozicija

A2 Hom,poa(R, A)—— Homup(R, A) L Homyy,(R, D)

monomorfizam R-modula u, prema korolaru [3.2.28] injektivan R-modul Homy,(R, D). O

Naravno, 1 kategorije Modg desnih unitarnih R-modula imaju dovoljno projektivnih
1 injektivnih objekata, Sto se dokaze potpuno analogno. Fiksirajmo lijevi R-modul B, te
uoc¢imo funktor (— ®¢ B): Modg — Ab tenzorskog produkta sa B.

Za Abelovu grupu C imamo Abelovu grupu Homyy (B, C) svih homomorfizama Abe-
lovih grupa B — C. Ona ima i strukturu unitarnog desnog R-modula, definiranu sa
(fr)(x):= f(rx)zar € R, x € Bi f € Homyp(R, A).

Teorem 3.2.30. Za lijevi R-modul B vrijedi adjunkcija (— ®g B) 4+ Homup(B, —).

Dokaz. Neka su desni R-modul A i Abelova grupa C izabrani po volji. TraZena pri-
rodna bijekcija @: Homup(A ®g B, C) — Homyeq, (A, Homap(B, €)) se realizira formulom
(a(f))(a)(b) := f(a®Db); inverz joj je funkcija S dana formulom (5(g))(a ® b) := g(a)(b) na
generatorima od A ®; B. Potrebni detalji se direktno provjere. O

Korolar 3.2.31. Funktor Homay(B, —): Ab — Modg, je lijevo egzaktan, a funktor tenzor-
skog produkta (— ®g B): Modg — Ab desno egzaktan.

Sada kada smo osigurali nuZne uvjete za egzistenciju, mozemo definirati vazne pri-
mjere deriviranih funktora.

Definicija 3.2.32. Za lijevi R-modul B i n € N definiramo Ext-funktor formulom

Extp(B, —) := R" Homap(B, —): Ab — Modg,
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te Tor-funktor formulom
Torf(—, B) := L,(- ® B): Mod; — Ab.

Napomena 3.2.33. Ext-funktori se na analogan nac¢in mogu definirati na bilo kojoj Abe-
lovoj kategoriji koja ima dovoljno injektivnih objekata, buduéi da su po teoremu [1.7.37]
funktori Hom(B, —) uvijek lijevo egzaktni.

Uo¢imo da vrijedi Exty(A, B) = Homyp(A, B) i Tors (A, B) := A®zB. Ext- i Tor-funktori
imaju tzv. svojstvo balansiranosti na razini univerzalnih 6-funktora:

Exty(A, B) := R* Homap(A, —)(B) = R* Homap(—, B)(A),
Tor®(A, B) := L.(— ® B)(A) = L.(A ® —)(B).

Dokazi navedenih tvrdnji mogu se vidjeti u [33, 2.7], a daljnja svojstva Ext- i Tor-funktora
u [33] 3].

3.2.6. Aciklicne rezolvente

Neka je F lijevo egzaktni funktor kojemu domena A ima dovoljno injektivnih objekata.
Objekt A iz A je F-aciklican, ako je R"F(A) = 0 za sve n € N. Lema kaze
da je svaki injektivan objekt F-acikliCan, za svaki lijevo egzaktni funktor F'. Ako je A
F-acikli¢an, tada za svaki kratki egzaktni niz0 - A — B — C — 0 vrijedi da je
0 - FA - FB — FC — 0 takoder kratki egzaktni niz, Sto vidimo iz dugog egzaktnog
niza funktora F.

Lema 3.2.34 (Pomak dimenzije). Neka su dani F-aciklicni objekti A°,A', ..., A™ i egzak-
tanniz0 - B— A - A' - ... - A" — C — 0. Tada je R"F(C) = R""™*'F(B) za sve
neN.

Dokaz. U sluc¢aju m = 0 tvrdnja slijedi direktno iz dugog egzaktnog niza desnih deriviranih
funktora od F i F-acikli¢nosti od A°. U slucajum € N, zai = 0,1,...,m — 1 morfizam
A" — A™! rastavimo u mono-epi faktorizaciju A’ - K’ < A*!. Na taj na¢in dobijemo
egzaktne nizove

0-B->A">5 K50,

0-K -A' - K!' -0,

0— Km—2 _)Am—l N Km—l N 0,

05 K"' 5 A" C—-0.
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Iz prvog dijela dokaza slijedi da za svaki n € N imamo izomorfizme
RnF(C) ~ RI’H—IF(Km—l) ~ Rn+2F(Km—2) ~ Rn+m—1F(K]) ~ Rn+mF(K0) =~ Rn+m+1F(B).
O

Desna rezolventa0) — B — A° — A' — ... od B je F-acikli¢na, ako je A" F-acikli¢an
za sve n € Ny. Desni derivirani funktori od F se mogu racunati 1 pomocu F-aciklickih
rezolventi:

Teorem 3.2.35. Neka je 0 — B — A*® F-aciklicna desna rezolventa od B. Tada je
R'F(B) = H'(FA®) za sve n € Ny.

Dokaz. Jer je F lijevo egzaktan, niz 0 — FB — FA° — FA! je egzaktan, iz &ega lako
slijedi da je FB = H°(FA®), ¢ime je dokazana tvrdnja za n = 0. Neka je A” » C — A!
mono-epi faktorizacija morfizma A° — A'. Imamo sljedeée egzaktne nizove:

0-B—-A">C—0, (3.2)
05CoA' 5 A5 ... (3.3)

Primjenimo li dugi egzaktni niz desnih deriviranih funktora od F na (3.2) i (lijevo egzaktni)
funktor F na (3.3)), dobijemo sljedeée egzaktne nizove:

0 — F(B) » F(A%) — F(C) - R'F(B) — 0, (3.4)
0 - F(C) - F(A") - F(A%. (3.5)

Iz egzaktnosti niza (3.5) slijedi da je Ker (F(A!) - F(4%)) = (F(C) - F(A‘)), a iz egzak-

tnosti niza |p slijedi da je Coker (F(A%) — F(C)) = (F(C) - R'F(B)). Iz tih Einjenica i
iz komutativnosti dijagrama

0—— F(A%) F(A") F(A?)

F(C)—— R'F(B)

slijedi da je R'F(B) = H'(FA®), j. da tvrdnja teorema vrijediizan = 1.

Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za neki n € N. Primjenimo li lemu [3.2.34]na
q; slijedi R™ F(B) = R'F(C) ‘2 HP (0> F(A) - F(A*) - ...) = H™(FA®), pa je
teorem dokazan po principu matematicke indukcije. O
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3.3. Simplicijalni skupovi

3.3.1. Rubni i degeneracijski morfizmi

Neka je A simpleks-kategorija kona¢nih nepraznih ordinala 1 (ne nuZno strogo) rastucih
funkcija’ izmedu njih (vidi primjer |1.1.6). Za n € Ny, skup {0,1,...,n} € Ob(A) ¢emo
oznacavati sa [n], i podrazumijevati standardni uredaj.

Definicija 3.3.1. Simplicijalni objekt u kategoriji C je funktor A°? — C. Kosimplicijalni
objekt u kategoriji C je funktor A — C.

(Ko)simplicijalni objekt u kategoriji Set zovemo (ko)simplicijalni skup, te koristimo
analogne nazive za ostale poznate kategorije. Morfizmi (ko)simplicijalnih objekata u C
su prirodne tranformacije. Kategoriju svih simplicijalnih objekata u C ¢emo oznacavati sa
sC := [A, C]. Posebno, kategoriju svih simplicijalnih skupova oznatavamo sa sSet := A.

Simplicijalni skup X je dakle zadan familijom skupova {X,: n € Ny} i funkcijama
X(f): X, — X, definiranim za svaku rastuéu funkciju f: [m] — [n], tako da vrijedi
X(go f) = X(f) o X(g) ¢im je g o f definirano, i X(1j,)) = 1x,. Elemente od X, zovemo
n-simpleksima od X.

Definicija 3.3.2. Zan € Nii € [n], i-to rubno preslikavanje!® 9. : [n — 1] — [n] je
Jjedina strogo rastuca funkcija [n — 1] — [n] koja nema i u slici. Zan € Ny ii € [n], i-to
degeneracijsko preslikavanje o : [n + 1] — [n] jedina rastuca surjekcija [n + 1] — [n]
za koju vrijedi o (i) = o (i + 1) = i. Vrijedi:

. k k<, . k k<,
3,0 = AACE f
k+1 : k>i, k—1 : k>1i.
Direktno se iz gornjih formula provjeri sljedeca lema.

Lema 3.3.3. Rubna i degeneracijska preslikavanja zadovoljavaju formule:

D0y = G0 i<

TN = 0 il
82_10'1:12 zai< j

ol &= Iy zai=jilii=j+1;
Ol . zai>j+ 1.

9Rastucom (ili neopadajucom) funkcijom smatramo onu koja ¢uva uredaj <, a strogo rastu¢om onu koja
Cuva uredaj <.
Eng. face map.
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Lema 3.3.4. Rastuca funkcija f: [m] — [n] se moZe na jedinstven nacin prikazati u obliku

f=0002,...05 L on, . ol (3.6)

n>~n-1" n— m—t**"* m—1°

gdjesun>i;>i>...>i,>20m>j1>jp>...>,>20in=m—t+s.

Dokaz. Funkcija f se o€ito moZe na jedinstven nacin zapisati kao kompozicija rastuce
surjekcije [m] — [m — t] 1 strogo rastuée funkcije [m — ] — [n]. Zatim se lako vidi da
tvrdnja leme vrijedi u slucaju rastuée surjekcije za s = 0, i u slucaju strogo rastuce funkcije
zat=0. O

Uoc¢imo kako za bilo koji kompozabilan par funkcija u A danih u obliku mozemo
izraCunati njihovu kompoziciju u obliku (3.6]) koriste¢i samo formule iz leme Stoga
zbog kontravarijantne funktorijalnosti vrijedi:

Propozicija 3.3.5. Svaki simplicijalni objekt X je jednoznacno odreden familijom objekata

{X,: n € Ny} i morfizmima 8°,0.,...,0": X, = X,_1 za sve n € N (koja zovemo rubnim
morfizmima) i 0,0),...,0": X, > X, za sve n € Ny (koja zovemo degeneracijskim
morfizmima),
— —
p.€ X5 X Xo,
— ==
za koje vrijede tzv. simplicijalni identiteti:
ial  _ Aaj-lgqi : .
0,0, = 0,70, zai< j,
Jj+l

ool = o’n+10'f1 zai<

0',{:12(9;_1 ai< j

do! = 11x,, zai=jilii=j+1;

ol L0 zai> j+ 1.
Primjer 3.3.6. Neka je C mala kategorija. Stavimo da je X, := Ob(C), X; := Hom(C) i X,
neka bude skup svih kompozabilnih n-torki morfizama iz C, zan € N, n > 2. Definirajmo
rubne i degeneracijske funkcije: 09: A — 14, 8" := cod, 4] := dom, zan € Nii € [n]
neka je

. 14,
o, (A0—>...—>An)|—>(A0—>...—>A,-_1—>Al-—A§A,-—>Al-+1—>...—>A,,),

tezaneN,n>21ie{l,2,...,n— 1} neka je

N:(Ag—> ... > A)P (A — ... > A),

8 (A0—>...£>Al-ﬁ—+>l...—>An)|—>(Ao—>...—>A,-_1 ﬁlﬁA,-+1—>...—>A,,),

O (Ag—...2A)P (A — ... > Ay
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Direktno se provjeri da vrijede simplicijalni identiteti, pa smo po propoziciji dobili
simplicijalni skup X =: N(C) kojeg zovemo nerv kategorije C. Uocimo da se kategorija
moze rekonstruirati iz svog nerva do na izomorfizam.

Primjer 3.3.77. Neka je U = {U,: a € I} pokrivac topoloskog prostora Y. Za svaki n € N,
definirajmo X, := {(a/o,aq, @) €M Uy NUL, N...NU,, # 0}, te za svaku rastuéu
funkciju f: [m] — [n] stavimo X(f)(ao, @1, ..., @) := (@p0), Xfys - - - » Xpomy)- Lako se vidi
da smo tako dobili simplicijalni skup, kojeg zovemo nerv pokrivaca U.

3.3.2. Geometrijska realizacija

Primjer 3.3.8. Za n € N, standardni n-simpleks je kontravarijantni reprezentabilni funk-
tor A" := Homp(—, [n]): A°? — Set.

Iz Yonedine leme (teorem [1.2.6)) slijedi da za svaki simplicijalni skup X i svaki n € N
imamo prirodnu u [#r] bijekciju

HomsSet(Ana X) = Xn- (37)

Drugim rije¢ima, biranje morfizma sa standardnog n-simpleksa u X je ekvivalentno biranju
nekog n-simpleksa od X. Iz teorema|l.3.28|slijedi korolar:

Korolar 3.3.9. Svaki simplicijalni skup je kolimes standardnih n-simpleksa.

Za n € Ny definirajmo standardni topoloski n-dimenzionalni simpleks kao sljedeci
topoloski potprostor od R™*!:

|A"] := {(xo,xl,...,xn) e R™: xo,x1,...,%, >0, in = 1}. (3.8)
i=0
Zai € [n], i-ti vrh od |A"] je tocka e! := (0,...,0,1,0,...,0) € |A"|. Za bilo koju rastucu
S—— e’

funkciju f: [m] — [n] definirajmo neprekidnlllﬂfunkciju Af: |A™| — |A"| na nacin da pres-
likava vrhove e — e}(i) zai = 0,1,...,m, te se zatim proSiri na jedinstven nacin do
linearnog preslikavanja |[A™| — |A"|. Uo¢imo da smo time dobili funktor A — Top. Sada,
za bilo koji simplicijalni skup X ozna¢imo sugestivno X = colima._,x A" kanonski kolimes
standardnih n-simpleksa konstruiran u dokazu teorema [1.3.28] te definirajmo topoloski
prostor

|X| := colim |A"| (3.9)

A'—X

koji zovemo geometrijska realizacija simplicijalnog skupa X. Time smo dobili dobro defi-
niran funktor | -|: sSet — Top, zbog kanonskog prikaza od X kao kolimesa, Cinjenice da je
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konstrukcija kategorije J funktorijalna s obzirom na funktor F' u dokazu teoremal,
i ¢injenice da je kategorija Top kopotpuna. Zovemo ga realizacijski funktor.

Obratno, za svaki topoloski prostor ¥ mozemo konstruirati simplicijalni skup SY na
sljedeci nacin: za n € Ny stavimo da je S'Y, := Homgy,(JA"], Y) (gdje je |A"| dan s (3.8)), a
za morfizam f u A stavimo da je S Y(f) predkompozicija sa A. Tako dobiven SY zovemo
singularni simplicijalni skup topoloskog prostora Y. Sada lagano moZemo dobiti funktor
S : Top — sSet tako da za neprekidno preslikavanje f komponente prirodne tranformacije
S (f) budu postkompozicije sa f. Funktor S zovemo singularni funktor.

Teorem 3.3.10. Realizacijski funktor je lijevi adjungirani singularnom funktoru, tj. |-| 4 S.

Dokaz. Za simplicijalni skup X 1 topoloski prostor Y uocimo sljedeci niz prirodnih izo-
morfizama:

Homrep(1X], Y) L8 HomTop(colim A", Y)
333
=~ hm HomTop(|A”| Y)
€D

Ahm Homgge (A", S Y)

E HomsSet(cAolir}? A", SY) = Homgge (X, S Y).

Korolar 3.3.11. Realizacijski funktor cuva kolimese, a singularni limese.

Sada se lako moze vidjeti da je geometrijska realizacija standardnog n-simpleksa stan-
dardni topoloski n-dimenzionalni simpleks, tj. da je oznaka |A"| u (3.8)) opravdana.

Napomena 3.3.12. Moze se provjeriti da je geometrijska realizacija simplicijalnog skupa
X kvocijentni topoloski prostor

X1 =| [ 1a7x Xn/ ~, (3.10)

neNy

gdje je ~ najmanja relacija ekvivalencije na gornjoj disjunktnoj uniji [ [,y, 1A"| X X,, koja
identificira elemente (s,x) € |[A"| X X, i (t,y) € |A"| X X, ¢im postoji rastuéa funkcija
f: [m] — [n] za koju vrijedi y = X(f)(x) i s = Ag(t). Skupovima X, u formuli (3.10) je
dana diskretna topologija.

""Naime, ako pretpostavimo da su funktori F i F’ kolimesi redom dijagrama M: J°7 — [D,Set] i
M : J°P — [D,Set] (uz oznake kao u dokazu navedenog teorema) i @: F — F’ prirodna transformacija,
tada imamo ofiti funktor J — J” koji ovisi o @ i komutira sa M i M’. Taj funktor je odgovoran za induciranje
morfizma na geometrijskim realizacijama simplicijalnih skupova.
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Napomena 3.3.13. Moze se pokazati da geometrijska realizacija svakog simplicijalnog
skupa ima strukturu CW kompleksa. Za dokaz vidi [12, 1.2].

Primjer 3.3.14. Neka je G grupa. Definirajmo simplicijalni skup BG na sljedeéi naCin. Za
n € Ny neka je BG, := G", a za bilo koju rastucu funkciju f: [m] — [n] stavimo da je
BG(f)(81,82,---»8n) = (1, ha, ..., hy), gdje je

f@
]’ll'!: 1—[ 8j» i:l,2,...,m.
j=f-1)+1

Simplicijalni skup BG moZemo dobiti 1 kao nerv kategorije koja ima samo jedan objekt 1
kojoj su morfizmi svi elementi od G, te se oni komponiraju tako da se u obrnutom poretku
pomnoZe u G. Geometrijska realizacija |BG| se zove klasificirajuéi prostor grupe G.

3.3.3. Simplicijalni objekti i (ko)lancani kompleksi

Neka je A = {A,: n € Ny} simplicijalni objekt u Abelovoj kategoriji A. Definirajmo niz
CA)

dy dy

Ay 0

Ay A

tako da za n € N stavimo

dy = ) (-1)d, (3.11)
i=0
gdje su 82,0.,...,8" rubni morfizmi od A (propozicija 3.3.5). Lako se provjeri koristeci
simplicijalne identitete da je C(A) lancani kompleks, kojeg zovemo Mooreov kompleks
simplicijalnog objekta A. OcCito moZemo C dodefinirati do funktora C: sA — Chy(A).
Ukoliko je A simplicijalna Abelova grupa, tada mozemo definirati njoj pridruzen nor-
maliziran Mooreov kompleks N(A) tako da za n € N stavimo da je N(A), := ﬂf;ol Kerd' i
dy, = (=1)"0"|n),. Konstrukcija normaliziranog Mooreovog kompleksa se moZe provesti
u bilo kojoj Abelovoj kategoriji (A, buduci da se presjek objekata moze poopciti u bilo ko-
joj Abelovoj kategoriji (vidi npr. [4, 4.2]). Nadalje, ta konstrukcija proSiruje se do funktora
N: sA — Chyo(A). Vaznost tog funktora ocituje se u sljede¢em teoremu, ¢iji dokaz se
moze vidjeti u [33} 8.4]:

Teorem 3.3.15 (Dold-Kanova korespodencija). Funktor N: sA — Chy(A) je ekvivalen-
cija kategorija.

Dold-Kanova korespodencija zapravo tvrdi i viSe od gore navedenog teorema—tvrdi
da je funktor N Quillenova ekvivalencija modelnih kategorija. Ti pojmovi, koji pripadaju
apstraktnoj teoriji homotopije, izvan su dosega ovog rada.
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Ukoliko X nije simplicijalni objekt u Abelovoj kategoriji, ve¢ simplicijalni skup, tada
mozemo takoder konstruirati lancani kompleks (u oznaci C,(X, Z))

dy d

7X,

ZX, 7X, 0,

gdje je C,(X,Z) = ZX, slobodna Abelova grupa generirana skupom X, i d, definiran na
generatorima X, formulom (3.11)), za n € N. Opcenitije, umjesto ZX,, moZemo uzeti Abe-
lovu grupu formalnih konacnih linearnih kombinacija n-simpleksa od X s koeficijentima
u nekoj drugoj zadanoj Abelovoj grupi A (tada dobiveni lancani kompleks oznacavamo s
C.(X,A) i zovemo lancani kompleks pridruZen simplicijalnom skupu X s koeficijentima u
A), ili se uzimaju slobodni R-moduli generirani sa skupom X,,.

Ukoliko je Y topoloski prostor, homologije lanc¢anog kompleksa C.(S Y, A) pridruzenog
singularnom simplicijalnom skupu S Y zovemo singularnim homoloSkim grupama od Y s
koeficijentima u A, u oznakama H,"¢(Y, A). Vidi [15} 2.1].

Za simplicijalni skup X moZemo konstruirati i kolancani kompleks C*(X, A) pridruzen
X s koeficijentima u Abelovoj grupi A na sljedeci nacin. Za svaki n € Ny neka je C"(X, A)
skup svih funkcija f: X,, — A. Taj skup ima prirodnu strukturu Abelove grupe. Defini-
rajmo d": C"(X,A) — C""'(X, A) formulom

n+l

d'(f):= ) (=1)f o d,,.
i=0

Lako se provjeri da je tako definiran C*(X, A) zaista kolancani kompleks. Konstrukcija se
na ocit nacin dodefinira na morfizmima simplicijalnih skupova, tako da dobijemo funktor
C*(—,A): sSet”” — coCh>’(Ab).

Definicija 3.3.16. Kohomoloske grupe simplicijalnog skupa X s koeficijentima u Abelo-
voj grupi A (u oznakama H"(X, A)) su kohomologije kolancanog kompleksa C*(X, A).

Ukoliko je Y topoloski prostor, kohomoloske grupe singularnog simplicijalnog skupa
SY s koeficijentima u Abelovoj grupi A zovemo singularnim kohomoloskim grupama od
Y s koeficijentima u A, u oznakama Hs”ing(Y, A).

Postoji lagano poopcenje gornje konstrukcije u kojem Abelovu grupu koeficijenata za-
mjenjujemo pogodno odabranom familijom Abelovih grupa. Kohomoloski sustav koefici-
Jenata A na simplicijalnom skupu X je familija Abelovih grupa {A,: x € X,,, n € Ny} i
homomorfizama {A(f, x): Ax(rw — Ax: (f, x) € Homu([m], [n]) X X,,, m,n € Ny}, tako da
vrijedi:

o zasvaki x € X, vrijedi A(1,;, x) = 14,

o za morfizme [k] LR [m] —f> [nMluAixeX,jeA(fog,x)=A(f,x)oA(g X(f)x)).
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Definirajmo sada kolancani kompleks C*(X, A) za kohomoloski sustav koeficijenata na
simplicijalnom skupu X, na sljede¢i nain. Za n € Ny neka je C"(X, A) Abelova grupa svih
funkcija f definiranih na X,, za koje je f(x) € A, za sve x € X,,, uz zbrajanje definirano po
tockama, te neka je d": C"(X, A) — C"'(X, A) definiran formulom:

n+1

d"(HE) = ) (DA VK@ )@, f € C'K A, x € Xy,
i=0

gdjesusadad® ,8' ,...,0": [n] = [n+ 1] rubna preslikavanja definirana u Tada

n+l1°> “n+l2 n+l°

je C*(X, A) kolancani kompleks, s koeficijentima u A.

Definicija 3.3.17. Kohomoloske grupe simplicijalnog skupa X s Koeficijentima u ko-
homoloSkom sustavu koeficijenata A na X (u oznakama H"(X, A)) su kohomologije ko-
lanc¢anog kompleksa C*(X, A).

Ukoliko je ‘A kohomoloski sustav koeficijenata kojemu su sve grupe jednake A i svi
morfizmi jednaki 14 (tj. A je konstantan), tada je ocito C*(X, A) = C*(X,A), pa stoga i
H'(X,A) = H'(X,A) za sve n € Nj,.

Sli¢no se moze definirati homoloSki sustav koeficijenata B na simplicijalnom skupu
X, konstruirati lancani kompleks pridruzen X s koeficijentima u B, te definirati homoloske
grupe H,(X, B) simplicijalnog skupa X s koeficijentima u 8. Vidi [10, 1.4.7-11].






4. Kohomologija

U ovom poglavlju prethodno izgradenu teoriju ¢emo primjeniti na Abelovu kategoriju
AbSh(X) za fiksiran topoloski prostor X, od Cega Ce se poneSto prenijeti i na Abelovu
kategoriju o,Mod, za prstenovani prostor (X, Ox). Funktor globalnih prereza je na kate-
goriji predsnopova egzaktan, medutim na kategoriji snopova on je samo lijevo egzaktan.
Da bi vidjeli da nije nuZno egzaktan, uzmimo X = C \ {0} sa standardnom topologijom,
te promotrimo snopove Abelovih grupa nad X: snop O holomorfnih funkcija (s aditiv-
nom strukturom) i snop O* holomorfnih invertibilnih funkcija (sa multiplikativnom struk-
turom). Uocimo morfizam snopova exp: O — O* za kojeg se lako vidi da je surjektivan
na svim vlatima (kompleksni logaritam moZemo uzimati na dovoljno malim otvorenim
skupovima—rvidi [31}, 5.31]), pa je stoga exp epimorfizam u AbSh(X) (propozicija [2.3.3).
No, globalni prerez od exp nije surjektivan, jer npr. 1x ne moze imati globalni kompleksni
logaritam. Vidimo da funktor globalnih prereza u ovom slucaju ne ¢uva epimorfizme, pa
ne moze biti ni desno egzaktan (korolar|1.7.35).

Zadaca homoloske algebre u ovom slucaju jest da kontrolira taj nedostatak desne egzak-
tnosti funktora globalnih prereza, te da gubitak informacija prouzrokovan tim nedostatkom
svede na najmanju mogucu mjeru.

Ako se drugacije ne navede, u ovom poglavlju svaki snop je snop Abelovih grupa nad
topoloskim prostorom X.

4.1. Snopovska kohomologija

4.1.1. Definicija i osnovna svojstva

Uocimo da je zaboravni funktor U: o,Mod — AbSh(X) (koji komponentama Ox-modula
sacuva samo aditivnu strukturu) egzaktan, da reflektira egzaktnost (slijedi iz ¢injenice da se
jezgra i slika homomorfizma modula mogu definirati u terminima samo aditivnih struktura
tth modula), te da komutira sa funktorom I': p,Mod — rMod globalnih prereza, gdje
je R := Ox(X). Iz tih Cinjenica lako slijedi da je funktor I': o,Mod — zMod globalnih
prereza lijevo egzaktan.

Propozicija 4.1.1. Kategorija AbSh(X) ima dovoljno injektivnih objekata.

Dokaz. Neka je zadan snop F, i za svaki x € X neka je ¢*: {x} — X inkluzija. Po lemi
[3.2.25] moZemo naci monomorfizam grupa ¢,: F, — I, gdje je I, injektivan objekt u Ab

105
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(moZemo ga shvatiti kao snop Abelovih grupa nad {x}). Definirajmo snop

I:= ntflx

xeX

Abelovih grupa nad X. Funktor direktne slike ¢} je desni adjungiranu funktoru vlati u x,
pa iz korolara [2.3.4]i propozicije slijedi da su svi ¢/, injektivni objekti; stoga je i
njihov produkt 7 injektivan objekt.

Za otvoren podskup U C X definirajmo preslikavanje ¢y: FU — IU = 1—[ I, for-

xeU
mulom ¥y (s) = (@x([s])xevs § € FU. Lako se vidi da je time dobiven monomorfizam

snopova ¥ : F' — I Abelovih grupa. i

Napomena 4.1.2. Analogno dokazu propozicije moZe se vidjeti da i kategorija o, Mod
ima dovoljno injektivnih objekata. Vidi [14, II1.2].

Definicija 4.1.3. Neka je F snop Abelovih grupa nad X i n € Ny, i I': AbSh(X) — Ab
Sfunktor globalnih prereza. Tada Abelovu grupu

H'(X,F) := R'T(F)

zovemo n-ta snopovska kohomologija (ili n-ta kohomologija deriviranog funktora)
snopa F. Cesto krace kazemo samo n-ta kohomologija od F.

Napomena 4.1.4. Analogno se definiraju snopovske kohomologije Ox-modula F: kao vri-
jednost n-tog deriviranog funktora od funktora I': p,Mod — zMod globalnih prereza u
F. Na taj nac¢in kohomologije su Ox(X)-moduli, no uo¢imo da je aditivna struktura n-te
kohomologije od F jednaka n-toj kohomologiji snopa F' shvacenog kao snopa Abelovih
grupa nad X. To slijedi direktno iz propozicije [3.2.18|1 Cinjenice da je zaboravni funktor
rMod — Ab egzaktan.

Iz propozicije [3.2.11| slijedi da za svaki snop F nad X imamo prirodan izomorfizam
H°(X, F) = FX. Nadalje, teoremkaie da je familija {H"(X, —): n € Ny} univerzalni
o-funktor na AbSh(X). Posebno, ukoliko je 0 - F — F’ — F” — 0 kratki egzaktni niz
snopova, tada imamo dugi egzaktni niz njihovih kohomologija:

0> FX—>FX->F'X->HXF) - HXF)->HXF'Y > HX,F)—> ...
..o H'X,F") - H"\(X,F) » H""'(X,F') » H"'(X,F") » H"?(X,F) —> ....
Za I'-aciklican snop (snop F nad X za kojeg vrijedi H"(X, F)) = 0 za sve n € N) ¢emo krace
rec¢i samo da je aciklican.

Napomena 4.1.5. VaZzna Cinjenica za primjene jest da su na lokalno kontraktibilnom to-
poloskom prostoru X singularne kohomologije od X s koeficijentima u Abelovoj grupi A
prirodno izomorfne odgovaraju¢im snopovskim kohomologijama konstantnog snopa u A
nad X. Detalji i dokaz mogu se vidjeti u [27, 4.4].
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4.1.2. Uveli snopovi

Definicija 4.1.6. Snop F je uveo', ako je za svaki otvoren podskup U C X restrikcija
FX — FU surjekcija.

Ocito je kod uvelog snopa svaka restrikcija FU — FV surjekcija, za V C U otvorene
podskupove od X.

Lema 4.1.7. Neka je 0 — F’ LAY 0 egzaktan niz snopova i neka je F’ uveo.

Tada je za svaki otvoreni podskup U C X niz0 — F'U B FU " F "U — 0 egzaktan.

Dokaz. NizU € X niz0 —» F'U 5 FU a F"U je egzaktan, Sto lako vidimo restrin-
girajuci dane snopove na potprostor U i primjenjujuci lijevo egzaktan funktor globalnih
prereza (funktor restrikcije na potprostor je egzaktan, Sto se moZe vidjeti koriste¢i korolar
[1.7.35]i propoziciju [2.3.3). Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija ¥ surjektivna. Neka
je s € F”U bilo koji element, te definiraymo skup

S = {(s, V): V.C U, Votvoren, s € FV, yy(s) = s”|v}.

Lako se vidi da je S neprazan koriste¢i egzaktnost funktora vlati u tocki. Definirajmo da
vrijedi (s, V) < (s/,V’) akoisamo je V C V' i s’|y = 5. Lako se vidi da je to uredaj na S
i da su ispunjene pretpostavke Zornove leme. Neka je (so, V) maksimalni element u S i
pretpostavimo da je Vy # U. Fiksirajmo x € U \ V,,. Zbog egzaktnosti funktora vlati u x
mozemo naci dovoljno malu okolinu W € U od x it € FW tako da vrijedi Yy (f) = s”|w.
Tada je Yy ,nw(solvonw — tlvynw) = 0, pa zbog egzaktnosti poCetnog niza mozemo naci
r € F'(Vo N W) tako da vrijedi ¢y,nw(r) = Solvynw — tv,nw. Jer je F” uveo, postoji 7 € F'U
takav da je 7ly,nw = r. Zbog snopovskog uvjeta od F mozemo naci s; € F(Vo U W) za
kojeg vrijedi s1ly, = so 1 silw = @u(F)lw + t. Sada vidimo da vrijedi (s;, Vo U W) € S,
(50, Vo) = (51, Vo U W) iV, # VoUW, sto je kontradikcija. Dakle, vrijedi Vy = U, pa je
so € FU 1 yy(s9) = s”. Time je pokazano da je ¢y surjekcija. |

Lema 4.1.8. Neka je 0 —» F' — F 4 F"” — 0 egzaktan niz snopova. Ako su F’' i F uveli,
onda je i F" uveo.

Dokaz. Ako je s” € F”U, tada je prema lemi 4.1.7] s” = yy(s) zaneki s € FU. Jer je F
uveo, moZzemo naci § € FX za kojeg je 5|y = s. Sada lako slijedi ¢x(5)|y = s”, pa iz toga
vidimo da je i F” uveo. O

Teorem 4.1.9. Uveli snop je aciklican.

'Eng. flabby, franc. flasque.
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Dokaz. Neka je F uveli snop, te uzmimo monomorfizam F — [ koji je konstruiran u
dokazu propozicije Lako se vidi da je I uveo. Iz tog monomorfizma moZemo dobiti
kratki egzaktni niz0 — F — I = G — 0. Iz leme[d.1.§|slijedi da je i G uveo, dok iz leme
i dugog egzaktnog niza kohomologija slijedi H'(X, F) = 01 H"*'(X, F) = H'(X,G)
za sve n € N. Tvrdnja teorema sada slijedi po principu matematicke indukcije. i

Koristec¢i teoreme {.1.9)1 [3.2.35] vidimo da se snopovske kohomologije mogu dobiti
pomocu uvelih rezolventi. Posebno, uvela rezolventa koja se dobije uzastopnim ponav-
ljanjem konstrukcije uvelog injektivnog snopa [ iz dokaza propozicije (uz uzimanje
kojezgre u medukoraku, da se dobije egzaktnost) se zove Godementova rezolventa. Sam
snop I zovemo snopom isprekidanih prereza®.

4.1.3. Teoremi isCezavanja

Za kraj odjeljka navesti ¢emo neke vazne klasi¢ne rezultate u algebarskoj geometriji poz-
nate pod nazivom teoremi is¢ezavanja’. No, prije toga imamo definicije:

Definicija 4.1.10. Neka je X topoloski prostor. Neprazan podskup Y C X je ireducibilan
u X ako se ne moze napisati kao unija Y = Y, U Y, svoja dva prava podskupa, svaki
od kojih je zatvoren u Y. Dimenzija od X je supremum svih n € Ny za koje postoji niz
Yo C Yy, C...CY, medusobno razlicitih ireducibilnih zatvorenih podskupova od X.

Topoloski prostor X je Noetherin, ako u njemu za svaki padajuci niz zatvorenih sku-
povaY, 2Y,2Y;2...postoji n € N takav da je Y, = Y, za sve k € N.

Definicija 4.1.11. Komutativan prsten s jedinicom je Noetherin, ako u njemu svaki nepra-
zan skup ideala sadrZi maksimalan element s obzirom na inkluziju.

Shema (X, Ox) je Noetherina, ako X ima konacan pokrivac* {U,, U,,...,U,} takav
da je (U;, Oxly,) kao lokalno prstenovan prostor izomorfan spektru nekog Noetherinog pr-
stena, zai=1,2,...,n.

Teorem 4.1.12 (Grothendieck). Neka je X Noetherin topoloski prostor dimenzije n. Tada
za bilo koji snop F Abelovih grupa nad X i za bilo koji prirodni broj k > n vrijedi
HYX,F) = 0.

Teorem 4.1.13 (Serre). Neka je (X, Ox) Noetherina shema. Tada je ona afina shema ako i
samo ako za svaki kvazikoherentan Ox-modul F i svaki k € N vrijedi H*(X, F) = 0.

Dokaz prvog od njih se moze vidjeti u [14, I11.2], a drugog u [[14} I11.3].

2Eng. sheaf of discontinuous sections.
SEng. vanishing theorems.
4 Ako nije drugacije naglaseno, redovito smatramo da se pokriva¢ sastoji samo od otvorenih skupova.
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4.2. Cechova kohomologija

4.2.1. Cechov kompleks

Neka je U = {U;: i € I} pokrivaC topoloSkog prostora X i F snop Abelovih grupa nad X.
Zan € Ny definirajmo Abelovu grupu

C"(U,F) = ﬂ FU,NU,N...0U,). 4.1

(10,11 5eerin ) EL]

Za rastuéu funkciju g: [m] — [n] definirajmo preslikavanje C (9): C™(U,F) - C(U, F)
na sljedeci nacin: za ¢ = (g;,, ;, )m+ € C™(U, F) neka C(g)(¢) ima komponente

~~~~~ Im

(é(g)(‘p)),o in = Soig(()) ..... ig(m)lUiOﬂ...ﬂU,')l € F(Ui() m .. m Uin)’ v (ioa sy ln) € In+l.

......

Lako je vidjeti provjeriti da smo na taj na¢in dobili kosimplicijalnu Abelovu grupu C(U, F)
Cechovih kolanaca. Njima ¢emo pridruZiti kolan¢ani kompleks sljede¢om konstrukcijom
(koja je dualna konstrukciji ne-normaliziranog Mooreovog lan¢anog kompleksa iz sim-
plicijalnog Abelovog objekta, u pododjeljku [3.3.3). Za n € Ny definirajmo diferencijal

.....

neka je

n+1
d" (@i, iy = ) (D ; | Y@ inr1) € I
‘)0 105--eslnl * ‘701'0 ,,,,, Useeosint ] U,'Oﬂ...ﬁU,'nH ’ 05+« ln+l s
k=0
gdje je skup indeksa {ig,...,%,...,i,+1} standardna pokrata za {iy, ..., i1, ixrts- -« int1)-

Tako dobiveni kolantani kompleks 0 — C%(U, F) 4L ¢ YU, F) 4 CH(U,F) — ...
oznatavamo s C*(U, F) i zovemo Cechov kompleks od F s obzirom na pokriva¢ U.

Definicija 4.2.1. Za n € N, Abelovu grupu H"U,F) := H'(C*(U, F)) = Kerd"/ Imd*!
(1j. n-tu kohomologiju Cechovog kompleksa snopa F s obzirom na pokriva¢ U) zovemo
n-ta Cechova kohomologija snopa F s obzirom na pokriva&® .

Elemente skupa C"(U, F) zovemo Cechovim n-kolancima. Elemente jezgre diferen-
cijala d" zovemo Cechovim n-kociklusima. Elemente slike diferencijala d"~! zovemo
Cechovim n-korubovima. Sliku Cechovog n-kociklusa ¢ u kvocijentu H*(U, F) zovemo
kohomoloskom klasom od ¢; Cechovi n-kociklusi su kohomologni, ako imaju istu koho-
molosku klasu, odnosno ako im je razlika Cechov n-korub.

Morfizam snopova inducira morfizam izmedu njihovih Cechovih komplesa, pa stoga i
njihovih n-tih Cechovih kohomologija. Dakle, za n € Ny i U pokriva¢ od X imamo funktor
H"(U,-): AbSh(X) — Ab.

SPonekad se kaZe da je H'(U, F) n-ta Cechova kohomologija pokrivaca U s koeficijentima u snopu F.
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Napomena 4.2.2. Vazno je uotiti kako Cechove kohomologije od kratkih egzaktnih nizova
ne tvore opcenito duge egzaktne nizove kao S$to je slucaj sa snopovskom kohomologijom.
Primjerice, uzmemo li pokrivaé U := {X} od X, lako se dobije da je HY(U,F) = FX
i H'(U,F) = 0 za sve n € N i snopove F. Egzistencija dugog egzaktnog niza bi tada
povlacila egzaktnost funktora globalni prereza, Sto znamo da opcenito nije slucaj.

Napomena 4.2.3. Cechov kompleks se ponegdje u literaturi (npr. [14} 1I1.4]) definira u
reduciranoj verziji u kojoj su Cechovi kolanci definirani kao produkt u kojem se
indeksira po skupovima {iy < i; < ... < i,} € I, gdje pretpostavljamo fiksiran dobar
uredaj na /; diferencijali su dani istom formulom. MozZe se pokazati da tada dobijemo
iste Cechove kohomologije (vidi [28] 20.2]). Iz te ekvivalencije moZemo vidjeti da su n-te
Cechove kohomologije uvijek trivijalne ako n premasuje kardinalnost pokrivada U.

Propozicija 4.2.4. Postoji prirodan izomorfizam HY(U,F) =TF.

Dokaz. Uotimo da je (¢;)ie; € Kerd® = H(U, F) ako i samo ako je ¢jlu,nv;, = @ilunu; za
sve i, j € I. Trazeni prirodni izomorfizam se lako konstruira koriste¢i snopovski uvjet. O

Propozicija 4.2.5. Ako je u pokrivacu U = {U;: i € I} od X imamo U; = X za neki j € I,
tada za svaki snop F nad X vrijedi H'(U, F) = 0 za sve n € N.

Dokaz. Konstruirati éemo homotopiju X izmedu identitete i nul-morfizma na kompleksu

- 0 “ 1
C%U,F) i> CY(U,F) i> ... nasljede¢i nacin. Za svakin € N definirajmo homomorfizam
grupa X": C"(U, F) —» C" (U, F) formulom:

m’°

Nije tesko provjeriti da vrijedi d"~'X" + X"*'d" = 1, pa tvrdnja slijedi iz propozicije[3.1.14
O

4.2.2. Cechova i snopovska kohomologija

Da bi mogli usporedivati Cechovu i snopovsku kohomologiju, tj. naéi kanonski morfizam
izmedu njih, uvesti éemo tzv. snopificiranu verziju Cechovog kompleksa. Ako je U
pokrivac od X i V C X otvoren skup, tada je U|y :={U NV: U € U} pokrivac od V. Ako
je F snop nad X i n € N, tada za svaki otvoreni podskup V C X imamo Abelovu grupu
C"(U|y, F|y). Tada pridruzivanje V — C"(U|y, Fly), uz otite restrikcije postaje snop nad
X, kojeg éemo oznacavati takoder s C"(U, F). Uo¢imo da imamo i kolanani kompleks

snopova 0 — CO%(U, F) iO) C'(U,F) il) C*(U,F) — ... (takoder u oznaci C*(U, F))

kojem diferencijale dobijemo od diferencijala Cechovih kompleksa C"((L{ lv, Fly).
Definirajmo morfizam snopova €: F — C°(U, F) po komponentama (za otvorene pod-

skupove VC X) ey: FV — C°(Ul|y, F|y) formulom s — (slu.av)

iel*
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€ ~ 0 ~ 1 }%
Lema 4.2.6. Kompleks 0 — F — C°(U,F) g CY(U,F) g C*(U,F) — ... (krace
pisemo 0 —» F 5 C*(U, F)) je desna rezolventa od F, tj. egzaktan je u AbSh(X). Nave-
denu rezolventu zovemo Cechovom rezolventom od F.

Dokaz. Lako se vidi koriste¢i snopovski uvjet da je € po komponentama injekcija, pa je
po propoziciji [2.3.3] je i monomorfizam, tj. niz je egzaktan u F. Iz korolara [2.3.5] vidimo
da je dovoljno dokazati da je egzaktan na svakoj vlati. Za bilo koji x € X promotrimo niz

€& & ) . .
F, = CYU,F), > C'(U,F),. ZaokolinuV C X od xi s € FV imamo:

d°(e.([s1) = d°([ey(9)],) = [a’?,((slUinv)ie,)]x = [(SlU,-ntmV — Slunuov). j)e,z)]x =0,
pa je Im &, € Kerdf. Obratno, ako je ¢ = (¢ies € CO(Uly, Fly) = [y F(U; N V) 7a kojeg
je d%([¢],) = 0, tada vrijedi

_ 40 _ 0 —
0 =d\([¢ly) = [dy(p)], = (i,j)elz]x

stoga postoji okolina W C V od x za koju vrijedi ¢ily.nu;nw = @jlunu,nw za sve i, j € I, pa
iz snopovskog uvjeta zakljucujemo da postoji s € FW za kojeg je sly,nw = @ilu.nw za sve
i € 1. Iz toga lako slijedi €,([s];) = [¢]., pa vidimo da je Im €, = Ker dg, tj. pocetni niz je
egzaktan u C(U, F).

dﬁ‘”

~ dy o ~ . .
Za n € N, promotrimo niz C*"(U, F), — C"*"'(U,F), — C"*(U,F),. Za bilo koju
okolinu od V od x vrijedi d}'! o d}, = 0, pa prelaskom na vlati u x dobivamo inkluziju
Imd" C Kerd™!. Obratno, neka je [¢], € Kerd™*' za neku okolinu V od x i

0= @i i o €C (U, Fl) =[] FW0...0U,, 0V,

.....
(i0s-vwsin+1)EI2

9

(‘Pj|U,~mU,-nv - ‘PilU,ﬂU‘,ﬂv)

Mozemo ocito bez gubitka opCenitosti pretpostaviti da je V € U; za neki j € 1. Postoji

okolina W C V od x tako da za sve (iy, . . . , ins2) € " vrijedi
n+2
DD iiralvgoou, ow = 0. (4.2)
k=0
Definirajmo ¢ € (,v’"((LIIV, Fly) po komponentama sa v, _; = @i .. Sada koristeci
jednakost (4.2)) nije problem vidjeti da je d([¢/],) = [¢],, paje Imd; = Ker d;’“. O

Neka je 0 — F — I* bilo koja injektivna rezolventa. Iz lema i slijedi da
postoji jedinstven do na homotopiju morfizam kompleksa f*: C*(U,F) — I* za kojeg
dijagram

F ——C%U,F)

N

IO
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komutira. Morfizam kompleksa f* inducira morfizam na globalnim prerezima tih kom-
pleksa, pa stoga i na kohomologijama dobivenih kompleksa. Zaklju¢no, konstruirali smo
kanonski morfizam kompleksa

H*(U,F) > H*(X, F),

koji po komponentama za svaki n € N, daje kanonski morfizam H"U,F) —» H'(X,F)
izmedu n-te Cechove kohomologije snopa F s obzirom na pokrivaé U i n-te snopovske
kohomologije snopa F'. Nije teSko vidjeti da je kanonski morfizam prirodan u F.

Prirodno pitanje koje se namece jest pod kojim uvjetima je taj kanonski morfizam iz-
omorfizam, tj. kada se Cechova kohomologija s obzirom na zadani pokriva¢ podudara sa
snopovskom kohomologijom. To pitanje je od interesa budu¢i da se Cechova kohomologija
u konkretnim situacijama lakSe izracuna, dok snopovska kohomologija ima bolja teoretska
svojstva.

Korolar 4.2.7. Ako je F uveli snop, tada je H"U,F) = H'(X,F) = 0 za sve n € N.

Dokaz. Nije tesko vidjeti da je Cechova rezolventa od F uvela, stoga koriste¢i teoreme
M.1.9)i[3.2.35] vidimo da se H"(X, F)) mogu racunati iz te rezolvente umjesto neke injektivne
rezolvente. No, na isti nacin se i Cechove kohomologije ra¢unaju iz Cechove rezolvente.
Jer je F uveo, tvrdnja slijedi iz teorema[.1.9 m]

Slijedeci teorem o podudarnostima kohomologija ¢emo navesti bez dokaza, koji se
moze vidjeti u [11} 5.3].

Teorem 4.2.8 (Leray). Ako za bilo koji konacan presjek V := U, " U;, N ... N U;, sku-
pova iz pokrivaca U i bilo koji k € N vrijedi H*(V, Fly) = 0, tada su kanonski morfizmi
HM(U, F) — HX(X, F) izomorfizmi, za sve k € Ny,

Napomena 4.2.9. U algebarskoj geometriji Cesta je situacija kvazikoherentnog snopa nad
Noetherinom separiranom shemom. U tom slucaju su za svaki otvoreni afini pokriva¢ U
od X i svaki n € Ny kanonski morfizmi H*(U, F) — H"(X, F) izomorfizmi. Detalji i dokaz
se mogu vidjeti u [14} 11.4, IT11.4].

4.2.3. Profinjenje pokrivaca

Nekasu U = {(U;: i € I}iV = {V;: j € J} pokrivaci od X. Kazemo da V profinjuje
U, ako postoji funkcija f: J — [ tako da vrijedi V; C Uy, za sve j € J, te tada piSemo
U <V (lako je vidjeti da smo uredaj na skupu svih pokrivac¢a od X uz kojeg on postaje
usmjeren skup). Funkcija f inducira morfizam kompleksa f*: C*(U,F) — C*(‘V,F)

,,,,,
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Lema 4.2.10. Ako su f,g: J — I funkcije za koje vrijedi V; C Uy i V; C Uy za sve
j € J, tada su inducirani morfizmi kompleksa f*,g*: C*(U, F) — C*(V, F) homotopni.

Dokaz. Homotopija ¥ izmedu njih dana je formulom: X*: C"(U,F) — C*'(V,F) (za
n eN),

n—1

. k
) = [Z(—l) PF(j0)rr f GG nD Vg0V,

k=0 (Joseesjn-1)EJ"

O

Iz leme [@.2.10] i propozicije [3.1.14] zakljuujemo da je za zadani snop F in € N,
pridruZivanje U — H"(U, F) dobro definiran direktni sustav.

Definicija 4.2.11. Direktni limes prethodno opisanog direktnog sustava

H'(X,F) := co(Bm H'(U,F)

(gdje U varira po usmjerenom skupu svih pokrivaca od X) zovemo n-ta Cechova koho-
mologija snopa® F.

Iz propozicije lako dobijemo prirodan izomorfizam H°(X,F) = TI'F. Ukoliko
imamo F — G morfizam snopova i pokriva¢e U < V od X, tada se lako provjeri da je
inducirani dijagram

C(U,F)— C*(U,G)

| l

C*(V,F)—— C*(V,G)

komutativan. Stoga prelaskom na kohomologije kompleksa, te koriste¢i univerzalno svoj-
stvo kolimesa dobijemo morfizam H'(X,F) - H"(X,G). Na taj nacin smo dobili funktor
H"(X,-): AbSh(X) — Ab, za svaki n € N,

Ukoliko su dani pokriva¢i U <V od X, te 0 — F — I° injektivna rezolventa snopa F,
tada imamo dijagram

C(UF)——— s C*(V, F)
\ ) /

SPonekad se kaZe n-ta Cechova kohomologija topoloskog prostora X s koeficijentima u snopu F.
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koji je komutativan do na homotopiju morfizama kompleksa, Sto slijedi iz leme (3.2.8
Stoga, prijedemo li na n-te kohomologije kompleksa, koristeéi propoziciju (3.1.14{ dobi-
jemo komutativni dijagram:

H"(U, F) H"(V,F)

7

H'(X,F)

Univerzalno svojstvo kolimesa nam sada daje kanonski morfizam H"(X,F) — H"(X,F)
izmedu n-te Cechove kohomologije i n-te snopovske kohomologije snopa F, za kojeg se
lako vidi da je prirodan u F.

Od interesa je naci uvjete na prostor ili snop pod kojima su kanonski morfizmi izomor-
fizmi. O tome govore sljedeca dva teorema i sljedeci pododjeljak.

Teorem 4.2.12 (Cartan). Neka je U neka baza od X koja je zatvorena na konacne presjeke,
te neka za snop F nad X vrijedi H'(U,F|y) = 0za sve U € U i n € N. Tada su kanonski
morfizmi H"(X,F) — H"(X, F) izomorfizmi, za sve n € Nj.

Teorem 4.2.13. Kanonski morfizam H'(X,F) - H"(X, F) je izomorfizamzan=0in =1,
te monomorfizam za n = 2.

Dokazi navedenih teorema se mogu vidjeti u [L1, 5.9].

4.2.4. Kohomologije na parakompaktnom Hausdorffovom prostoru

Pokrivac topoloskog prostora X je lokalno konacan, ako svaki x € X ima okolinu koja ima
neprazan presjek sa najviSe kona¢no mnogo elemenata tog pokrivaca. Topoloski prostor X
je parakompaktan, ako svaki njegov pokriva¢ ima lokalno konacan potpokrivac.

Teorem 4.2.14. Ako je X parakompaktan Hausdorffov topoloski prostor i n € N, onda
je kanonski morfizam izmedu n-te Cechove kohomologije bilo kojeg snopa nad X i n-te
snopovske kohomologije tog snopa izomorfizam.

Dokaz ovog teorema se moze vidjeti u [7, I.3]. U dokazu se koristi tehnologija tzv.
spektralnih nizova i hiperkohomologije.



A. Dodatak: Leme o dijagramima

Ovaj dodatak nastao je nakon predaje 1 obrane mog diplomskog rada, te stoga nije dio mog
sluzbenog diplomskog rada koji se (ocjenjen) nalazi u Sredi$njoj matemati¢koj knjiZnici
na PMF-Matematickom odsjeku (kao i neki ispravljeni tipfeleri u tekstu rada). U ovom
dodatku su (zbog potpunosti) dokazane najvaznije leme homoloske algebre, od kojih su
neke iskazane u pododjeljku te koje zbog nedostatka vremena i ’poveceg’ opsega
ovog rada nisu dokazane u sluzbenom dijelu.

U ovom dodatku radimo u Abelovoj kategoriji A.

A.1. Pseudo-elementi
Definicija A.1.1. Neka je A objekti A J, B morfizam u A.
o Pseudo-element objekta A je svaki morfizam e “ A s kodomenom A. Pisemo a € A.
o Pseudo-elementi X — Ai X’ “, A objekta A su pseudo-jednaki, ako postoji objekt
Y i epimorfizmi Y LXxiy i X' za kojejeao p =d o p'. PiSemoa=d.
o Pseudo-slika du? f pseudo-elementa a €A je pseudo-element f(a) := foa € B.
Trivijalno iz definicije slijedi:
PrOp(*)zicija A.1.2. Neka su dani morﬁznzi A ER B C tea,d € A. Ako je a = d', tada je
f(a) = f(a"). Nadalje, vrijedi (g o f)(a) = g(f(a)).

Lema A.1.3. Neka je dijagram
DA
h f

pullback od f i g (u Abelovoj kategoriji A), gdje je g epimorfizam. Tada je i k epimorfizam'.

1Zanimljiva je ¢injenica da pod pretpostavkama leme, dani dijagram je takoder i pushout od & i h. Dokaz
se moze vidjeti u [5} 1.7].
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Dokaz. Oznacimo biprodukt od A i B kao u 1| oznatimo sa D 5 C jedinstveni mor-
fizam za kojeg je k = pam 1 h = pgm, te stavimo n := fps — gpp.

S~ ]

k
C
PB
LB
E
Iz definicije i univerzalnih svojstava direktno slijedi m = Ker n. Jer je —ntp = g, lako slijedi

D
h

B

8

da je i n epimorfizam. Stoga je n 2 Coker(Ker n) = Coker m.
Neka je A 5 F bilo koji morfizam za kojeg je uk = 0. Tada je (ups)m = 0, pa postoji

morfizam E - F za kojeg je upy = vn. Vrijedi vg = —viupg = —upatg = 0, pa jer je g
epimorfizam, slijedi v = 0. No, tada je up, = 0, pa je nuzno u = 0 (iz leme [1.7.12] slijedi
da je pp epimorfizam). Time smo pokazali da je k epimorfizam. m|

Strelica oblika <= nam predstavlja monomorfizam, a strelica oblika - epimorfizam.

Propozicija A.1.4. Pseudo-jednakost je relacija ekvivalencije na klasi pseudo-elemenata
objekta A.

Dokaz. Refleksivnost i simetricnost su ocite. DokaZimo jo$ i tranzitivnost. Neka su
a,a’,a’ € Atakvidajea = a' id = a’. Tada postoje epimorfizmi p, p’, p”, p"”’
Cine sljedeci dijagram komutativnim:

NN

koji

Napravimo li pullback od p’ i p”, prema lemi dobijemo epimorfizme s kojima lako
dobijemo traZenu relaciju a = a”. O

Napomena A.1.5. Uocimo da postoji klasa ekvivalencije na pseudo-elementima od A koja
se sastoji to¢no od svih nul-morfizama s kodomenom A. Da su bilo koji nul-morfizmi
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X RN AilY 5 A pseudo-jednaki lako vidimo koristeci projekcije biprodukta X @ Y, koje su
epimorfizmi. S druge strane, ocito svaki pseudo-element od A koji je pseudo-jednak nul-

morfizmu mora i sdm biti nul-morfizam. Dakle, kada piSemo O € A, nije potrebno napo-
minjati o kojem se toc¢no nul-morfizmu radi—naprosto govorimo o nul-pseudo-elementu
objekta A.

Nul-morfizmi, monomorfizmi, epimorfizmi i egzaktnost se u Abelovim kategorijama
karakteriziraju pomocu djelovanja na pseudo-elementima analogno kao u kategoriji mo-
dula pomocu djelovanja na elementima.

Teorem A.1.6. Vrijede sljedece tvrdnje:
1. Morfizam A J B je nul-morfizam ako i samo ako za svaki a €A vrijedi f(a) = 0.

2. Morfizam A i) B je monomorfizam ako i samo ako za svaki a €A vrijedi implikacija
f(a) Z=0=>a=0 To je ekvivalentno i s Cinjenicom da za sve a,a’ €A vrijedi
implikacija f(a) = f(d) = a=d'.

3. Morfizam A i) B je epimorfizam ako i samo ako za svaki b €B postoji a € A takav
da je f(a) = b.

4. Niz A J, B C je egzaktan ako i samo ako za svaki a €A vrijedi g(f(a)) = 0i za
svaki b € B za kojeg je g(b) = 0 postoji ¢ € A takav da je f(c) = b.

5. Neka je dan morfizam A J, Biad €Az koje je f(a) = f(a'). Tada postoji
a" € A takav da je f(@’) = 0 i da za svaki morfizam A 5 c vrijedi implikacija
gd') =0= ga”) = gla.

Dokaz. Prva tvrdnja je trivijalna (f = f(14)), a druga lako slijedi iz propozicije[1.7.23]

3. Nekaje A J, B epimorfizam i b € B bilo koji. Napravimo pullback od f i b:

Prema lemi , p je epimorfizam. Vrijedi f(a) = bo p, tj. f(a) = b. Obratno, ako
moZemo nadi a € A takav da je f(a) = 1, tada postoje epimorfizmi p i ¢ za koje je
foaop=gq.lztogaslijedidajei f epimorfizam.
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A. Dodatak: Leme o dijagramima

4. Neka je dan niz A ER B C, te neka je f = me mono-epi faktorizacija. Egzaktnost

tog niza je ekvivalentna s jednakos¢u m = Ker g. Dokazimo da je to pak ekvivalentno
s uvjetom

(A.1)

VaeA g(f@) =0,
VbeB gb)=0=dceA f(c)=b.

Ako je m = Ker g, tada je gf = gme = 0, iz Cega slijedi da je g(f(a)) = 0 za svaki
a € A. Neka jeb € B bilo koji tako da vrijedi g(b) = 0, odnosno gb = 0. Tada se b
faktorizira preko Ker g = m, tj. postoji morfizam b’ za kojeg je b = mb’. Napravimo
pullback od e 1 b’:

14
oe—————» @

Py
b
A——F——F—B———C

Vrijedi f(c¢) = bo p, a p je prema lemi epimorfizam. Stoga je f(c) = b.
Pretpostavimo sada da vrijedi uvjet (A.T), i dokaZimo da je m = Kerg. Vrijedi

gme = gf = g(f(14)) =0, pa jer je e epimorfizam slijedi gm = 0. Neka je dan b €B
takav da je gb = 0, tj. g(b) = 0. Tada po pretpostavci postoji a €Ai epimorfizmi
P, g takvi da donji dijagram komutira:

S

A oC B C

e m g

Na istom dijagramu se nalazi i pullback morfizama m i b, s komponentama c i j. Jer
je m monomorfizam, lako se vidi koriste¢i univerzalno svojstvo pullback-a da tadai j
mora biti monomorfizam. Jer je bg = meap, univerzalno svojstvo pullback-a takoder
povlaci 1 da postoji morfizam r za kojeg vrijedi jr = g. Stoga je j i epimorfizam,
pa po propoziciji zakljuCujemo da je j izomorfizam. Dakle, b se faktorizira
preko m u obliku b = mcj~'. No, ta faktorizacija mora biti jedinstvena, jer je m
monomorfizam. Zakljucujemo da je m = Ker g.

5. Postoje epimorfizmi p, p’ za koje je fap = fa’'p’. Definirajmo a” := ap —a’p’.
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Lema A.1.7. Neka je dan pullback

L)B

=

8

=
%

a

—>f D
morfizama f i g. Ako za c €CibeB vrijedi f(c) = g(b), tada postoji a € A takav da je
h(a) = cika) = b.

Dokaz. 1z pretpostavke slijedi da postoje epimorfizmi p, g s istom domenom, za koje vri-

jedi fcp = gbg. Univerzalno svojstvo pullback-a povlaci da postoji a € A takav da je
ha = cp i ka = bg, odnosno h(a) = c i k(a) = b. O

Napomena A.1.8. Nije tesko vidjeti koristeci jedinstvenost do na izomorfizam mono-epi
faktorizacije da su klase ekvivalencije pseudo-elemenata zadanog objekta u 1-1 korespo-
denciji s klasama ekvivalencije podobjekata tog objekta.

A.2. Diagram chasing Kkoristeci pseudo-elemente

U nastavku redovito koristimo karakterizacije iz teoremal[A.1.6|bez eksplicitnog navodenja.

Lema A.2.1 (Lema o jezgri). Neka je dan komutativni dijagram

A B C
| |
p—° JE_ " LF
| J
0 G——H—1

u kojem je y = Kerf, 6 = Kerdi € = Kerpu, te u kojem su oba retka egzaktna. Tada
postoje jedinstveni morfizmi A 5B LS C koji, dodani u taj dijagram, ne kvare njegovu

komutativnost. Nadalje, niz A 5B LA C je egzaktan.

Dokaz. 1z relacije Ay = v8y = vB(Ker 6) = 0 dobivamo egzistenciju i jedinstvenost od «,
a analogno tako i od 8. Uo¢imo da vrijedi eBa = ndy = n0 = 0, pa jer je €¢ monomorfizam,

imamo Ba = 0. Izaberimo b € B takav da vrijedi S(b) = 0. Zbog (6)(b) = (eB)(b) = 0 i
egzaktnosti, postoji d € D takav da je £(d) = 6(b). Vrijedi (v8)(d) = (A0)(d) = (A5)(h) = 0,
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pa jer je v monomorfizam, vrijedi 8(d) = 0. Opet zbog egzaktnosti, postoji a € A takav da
je y(a) = d. Vrijedi (6a)(a) = ({y)a) = £(d) = 8(b), pa jer je 6 monomorfizam, vrijedi
a(a) = b. Time smo pokazali da je niz A 4B LS C egzaktan. O

Lema A.2.2 (5-lema). Neka je dan komutativni dijagram

A < B

kojemu su oba retka egzaktna. Ako su €, {, 6 i A izomorfizmi, tada je i n izomorfizam.

Dokaz. Po principu dualnosti i propoziciji dovoljno je pokazati da je 7 monomor-
fizam. Neka je dan ¢ € Cza kojeg je n(c) = 0. Vrijedi (8y)(c) = (£n)(c) = 0, pa jer je
6 monomorfizam, slijedi y(c) = 0. Zbog egzaktnosti, postoji b € B takav da je B(b) = c.
Sada imamo (v{)(b) = (nB)(b) = n(c) =0, pa zbog egzaktnosti postoji f € Fza kojeg
vrijedi u(f) = £(b). Jer je € epimorfizam, postoji a €Aza kojeg je e(a) = f. Raunamo
(Ca)(a) ;*(/.16)(612 = u(f) {{ (b), pa jer je  monomorfizam, vrijedi a(a) = b. Naposlijetku,
vrijedi ¢ = B(b) = (Ba)(a) = 0. Dakle, n je monomorfizam. O

Lema A.2.3 (Kratka 5-lema). Neka je dan komutativni dijagram

0 A—o P .c 0
I
0 D————E———F 0

kojemu su oba retka egzaktna. Ako suy i € monomorfizmi (resp. epimorfizmi, izomorfizmi),
tada je i 6 monomorfizam (resp. epimorfizam, izomorfizam).

Dokaz. Po principu dualnosti i propoziciji dovoljno je dokazati slu¢aj monomor-
fizama. Neka su y i € monomorfizmi, i neka je b € B takav da je 6(b) = 0. Uotimo da
je (eB)(b) = (no)(b) =0, pa jer je € monomorfizam, vrijedi S(b) = 0. Zbog egzaktnosti
postoji a € A takav da je a(a) = b. Vrijedi ({y)(a) = (6a)(a) = 6(b) = 0, pajer suoba iy
monomorfizmi, zakljuéujemo da je a = 0. Stoga je i b = 0, pa je 6 monomorfizam. O
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Lema A.2.4 (9-lema ili 3 X 3-lema). Neka je dan komutativni dijagram

0 0 0

0 A—* g " .cC 0
Y ) €

0 D—" JE—" ,F 0
0 2 "

0 G——H———1 0
0 0 0

u kojem su srednji redak i srednji stupac, te jos tri od preostala Cetiri retka i stupca egzaktni.
Tada je i preostali redak ili stupac egzaktan. Nadalje, a i y su komponente pullback-a od 6
i {, dok su u i & komponente pushout-a od ni A.

Dokaz. Mozemo bez gubitka opCenitosti pretpostaviti da su svi stupci i donja dva retka
egzaktni (gledajuéi suprotnu kategoriju ako je potrebno). Jer su £ i y monomorfizmi, slijedi
da je i @ monomorfizam. Leme o jezgri (lema[A.2.T)) povlaci da je dovoljno pokazati jo$
daje S epimorﬁzam

Neka je ¢ € C bilo kop Jer je n eplmorﬁzam postoji e € E takav da L je ne) = e(c).
Vrijedi (f/l)(e) = (un)(e) = (ue)(c) = 0, pa zbog egzaktnosti pOStO_]l g € G takav da j je
v(g) = A(e). Jer je 6 epimorfizam, postoji d € D takav da je 8(d) = g. Vrijede jednakosti
(A0)d) = (vO)(d) = v(g) = A(e). Prema teoremulA. 1.6 (3]), postoji ¢’ € E takav da vrijedi
A(e’ ) =0i n(e’) = n(e) (jer je (ng“)(d) = 0) Zbog egzaktnosti postoji b € B takav da je
NOEYS Naposhjetku (eB)(b) = (mo)(b) = n(e’) = n(e) = €(c), pa jer je € monomorfizam,
slijedi B(b) = c. Time smo dokazali da je 8 epimorfizam.

Dokazimo joS da su a i y komponente pullback-a od 01d. Preostala tvrdnja za pushout
¢e slijediti po dualnosti. Neka su dani morfizmi X 5 DiX S Btakvidaj je {x = oy.
Vrijedi By = ndy = n{x = 0, pa jer je € monomorfizam, vrijedi By = 0. Jer je @ = Kerp,
postoji jedinstven X 5 A takav da je y = @z. RaCunamo {yz = daz = 6y = {x, pajerje {
monomorfizam, slijedi x = yz. Time je pokazano univerzalno svojstvo pullback-a. m|
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Ukoliko je A <, B monomorfizam (odnosno A je podobjekt od B), tada ¢emo s B/A
oznacavati kodomenu kojezgre od f, odnosno smatramo Coker f: B - B/A.

Teorem A.2.5 (Noetherin teorem o izomorfizmu). Neka su dani podobjekti A — B — C.
Tada je B/A podobjekt od C/A, te je (C/A)/(B/A) kanonski izomorfno s C/B.

Dokaz. Uo€imo komutativan dijagram

0 0 ])
0——A A ]) 0
0 B C C/B——0

0 0 0

kojemu su sve reci 1 stupci egzaktni. Univerzalno svojstvo kojezgre nam da je jedinstvene
morfizme 0 - B/A — C/A — C/B — 0 koji, dodani u gornji dijagram, ne kvare njegovu
komutativnost. No, iz 9-leme (lema[A.2.4) slijedi da je nizO0 — B/A - C/A - C/B = 0
egzaktan, iz Cega slijedi tvrdnja teorema. O

Lema A.2.6. Neka je dan komutativan dijagram

0 0 0

0 A—> g P .cC
Y ) €

0 D—° JE—" ,F 0
] A M

0 G—' sH—° ] 0
Ve ,0 o
J———K———L 0
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kojemu su svi reci i stupci egzaktni. Tada postoji (kanonski odabran) morfizam C 57
takav da je niz B LS C5J5SF egzaktan.
Dokaz. Oznacimo pullback od e insa Ail, pushout od vinmsa AiZE, te stavimo da je

T :=KerAiY := Coker E. Iz leme o jezgri (lema[A.2.1) i njezinog duala slijedi da postoje
morfizmi ¥ i Q takvi da donji dijagram komutira:

X———Z—"—C
¥ r €
e 4 U
D E F
0 A H
c v ¢
G H 1
Fid A Q
J————Y———W

Nije teSko vidjeti da su u tom dijagramu svi reci i stupci egzaktni, osim mozda srediSnjeg
stupca. Lako se provjeri da je I' monomorfizam i A epimorfizam (koriste¢i univerzalno
svojstvo pullback-a, odnosno pushout-a), dok iz leme [A.1.3]i njezinog duala slijedi da je A
epimorfizam i Z monomorfizam.

Vrijedi AATE = En6¥ = 01 CokerX = A, stoga postoji jedinstven C 5 Yza kojeg
je xA = AAI'. Sada uocimo YTyA = YAAl' = QueA = 0, pa jer je A epimorfizam, vrijedi
Ty = 0. Zbog E = Ker Y sada zakljuCujemo da postoji jedinstven C % Jza kojeg vrijedi
jednakost Zw = y.

Prou¢imo sada djelovanje od w na pseudo-elementima. Neka je ¢ € C uzet po volji.
Jer je n epimorfizam, moZemo nadi e € Eza kojeg vrijedi nj(e) = e(c). Uotimo da vrijedi
(ED(e) = (un)(e) = (ue)(c) = 0, pa zbog egzaktnosti postoji g € G za kojeg vrijedi
v(g) = A(e). U sljedeéem odlomku éemo dokazati da tada vrijedi w(c) = n(g).

Prema lemi jednakost 77(e) = e(c) povladi da postoji z €Zza kojeg je Az) = ci
I'(z) = e. Ratunamo (Ew)(c) = x(c) = (YA)(2) = (AN)(R) = (Ad)(e) = (AV)(g) = (En)(8).
pa jer je = monomorfizam, slijedi w(c) = m(g).

Sada ¢emo dokazati da je niz B LA C5JSF egzaktan; prvo u C, zatim u J. Neka je
b € Bbilo koji. Oznacimo c := B(b) i e := 6(b); vrijedi n(e) = e(c). Kao i prije, izaberimo
g €Gza kojeg je v(g) = A(e). No, v(g) = Ae) = (16)(b) = 0, pa jer je v monomorfizam,
vrijedi g = 0. Tada je i (wB)(b) = w(c) = n(g) = 0.

Izaberimo ¢ € C za kojeg je c;)(c) =0, te lfonstruirajmo*pseudo-elemente e i* g kao prije,
tj. takve da vrijede relacije n(e) = e(c), v(g) = A(e) i w(c) = n(g). Tada je n(g) = 0, pa zbog
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egzaktnosti postoji d € D takav da je 6(d) = g. Vrijedi (10)(d) = (vO)(d) = v(g) = Ae), pa
prema teoremu ) postoji e” € E takav da vrijedi A(e”) Z0i n(e’”) = n(e). Zbog
egzaktnosti moZemo naci b € Bza kojeg vrijedi jednakost 6(b) = ¢”. Sada uolimo da je
(eB)(b) = (6)(b) = n(e”) = n(e) = e(c), pa jer je € monomorfizam, vrijedi B(b) = c. Time
smo pokazali da je niz B LA c35J egzaktan.

Neka sada je ¢ € C bilo koji, te izaberimo pseudo-elemente e i g kao prije. Ra¢unamo
(Tw)(c) = (T1)(8) = (p¥)(g) = (p)(e) = 0.

Naposlijetku, neka je j € J takav da je 7(j) = 0. Jer je m epimorfizam, postoji g €G
takav da je 71(g) = j. Vrijedi (ov)(g) = (t7)(g) = 7(j) = 0, pa zbog egzaktnosti postoji
e € E takav da je A(e) = v(g). Nadalje, vrijedi (un)(e) = (£A)(e) = (£v)(g) = 0, pa zbog
egzaktnosti postoji ¢ € C takav da je e(c) = n(e). Iz toga, kao i prije slijedi w(c) = n(g) = j,
pajeiniz C S5I5F egzaktan. O

Lema A.2.7 (Lema o zmiji®). Neka je dan komutativan dijagram

0 0 0
A B C
Y ) €
D—' JE—" ,F 0
0 2 u
0 G—— H———1
T ,0 o
J K L
0 0 0

kojemu su svi reci i svi stupci egzaktni. Tada postoje jedinstveni morfizmi A 5B LA Ci
JSKSL koji, dodani u taj dijagram, ne kvare njegovu komutativnost. Nadalje, postoji
(kanonski odabran) vezni morfizam C % J takav da je sljedeci niz egzaktan:

ASBEcSISKkS L (A.2)

’Eng. Snake lemma.
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Dokaz. Egzistencija i jedinstvenost trazenih morfizama a, 8, 7 1 ¢, kao 1 egzaktnost niza
na mjestima B i K direktno slijedi iz leme o jezgri (lema i njezinog duala.
Neka su ¢ = &4 1€ = &€ mono-epi faktorizacije, neka su I' i A dobiveni pomocu
teorema takvi da donji dijagram komutira, te oznatimo A := KerI, ¥ := CokerT,
2 = KerA 17T := CokerA. Koriste¢i univerzalno svojstvo (ko)jezgre, lako se vidi da
postoje faktorizacije @ = aray, B = Bof1, T = ToT1 1 ¢ = o takve da donji dijagram
komutira:

0 0 0 0 0
A @y v @ B B U B2 C
Y A o = €
D—Y sz & g " LF F
% T A A H
G G—r H— o w2
n z P T [oa
J T T v K @1 S ¥2 L
0 0 0 0 0

Ocito su svi stupci tog dijagrama egzaktni, te su @, 1 §, monomorfizmi, a 71 1 ¢; epimor-
fizmi.

Dokazimo da je 8, epimorfizam. Za bilo koji ¢ eC vrijedi (&,A€)(c) = (ue)(c) = 0,
pa jer je & monomorfizam, vrijedi (A€)(c) = 0. Zbog egzaktnosti postoji u € U takav da
je E(u) = €(c). Sada imamo (€B2)(u) = Zu) = e(c), pa jer je € monomorfizam, vrijedi
Ba(u) = c. Stoga je B, zaista epimorfizam, pa je prema propozicijiizomorﬁzam. Po
dualnosti je i 7, izomorfizam.

Lako je vidjeti da sada moZemo primjeniti lemu na srediSnji dio gornjeg dija-
grama. Time dobijemo morfizam U % T takav da je niz B a usrT3kK egzaktan.
Definirajmo w := 77" o y 0 B;': C — J. Koriste¢i Cinjenice da su 3, i 7y izomorfizmi, lako
se vidi da je tada i niz egzaktan i na mjestima C i J. O
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Lema A.2.8 (Prirodnost veznog morfizma). Ukoliko nam je dan (trodimenzionalan) komu-
tativni dijagram

D E F 0
0 \ pl \ u \
D’ E’ F’ 0
4 i 74
0 G H 1
0 G’ H’ r

s egzaktnim recima, univerzalno svojstvo (ko)jegre i lema o zmiji (lema[A.2.7) daju nam
dijagram

Keré Ker A Ker u —— Coker § —— Coker  —— Coker u

S T S T

Ker’ —— Ker ' —— Kery/ — Coker @ —— Coker I’ —— Coker y/

s egzaktnim recima, gdje su w i W’ vezni morfizmi. Taj dijagram je komutativan.

Dokaz. Lako se provjeri komutativnost svih kvadrata u gornjem dijagramu osim srediSnjeg
(onog koji sadrZi vezne morfizme kao stranice). Da bi pokazali komutativnost tog kvadrata,
potrebno je proci kroz cijelu konstrukciju veznog morfizma, i to prvo u situaciji leme[A.2.6]
pa tek onda leme Treba uocavati da je svaki korak u konstrukciji ”funktorijalan”,
odnosno inducira morfizme u trodimenzionalnom dijagramu izmedu dvije “’paralelne si-
tuacije”; za te inducirane morfizme se provjeri da ne kvare komutativnost cijelokupnog
dijagrama. O
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Sazetak

U ovom radu obradeni su osnovni koncepti teorije kategorija, te teorije snopova na to-
poloskim prostorim. Uvedene su neke osnovne konstrukcije homoloske algebre u Abelo-
vim kategorijama, te pojam simplicijalnog skupa. Kohomologije snopova su defnirane kao
derivirani funktori globalnih prereza, te u Cechovom smislu. Na kraju su navedeni neki
teoremi o podudarnostima tih dviju kohomologija.






Summary

In this paper, basic concepts in category theory and sheaf theory on topological spaces
are introduced. Basic constructions in homological algebra in abelian categories are intro-
duced, and so is the notion of simplicial set. Sheaf cohomologies are defined as derived
functors of global sections, and in a Cech approach. In the end, some theorems on iso-
morphism of these cohomologies are stated.
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