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Uvod

Kvantne grupe se prvi put pojavljuju u fizikalnoj literaturi, u radovima L. D. Fadeeva,
N. Yu. Reshetikhina i L. A. Takhtadzhyana ([12] i [13]). Nesto kasnije V. G. Drinfeld
([10]) i M. Jimbo (]|22]) dolaze do otkric¢a klase Hopfovih algebri, koje se mogu dobiti kao
g-deformacije univerzalnih omotackih algebri pridruzenih Kac-Moodyjevim algebrama.
Definicija kvantne grupe dana je u terminima Chevalleyjevih generatora i relacija, koje
ovise o pripadnoj generaliziranoj Cartanovoj matrici. Time su dobiveni vazni primjeri
Hopfovih algebri koje nisu niti komutativne niti kokomutativne.

Za slu¢aj afinih Kac-Moodyjevih algebri Drinfeld je otkrio novu realizaciju (|9]) kvant-
nih grupa, tj. kvantnih afinih algebri, koja je u velikoj mjeri sli¢na realizaciji afinih Kac-
Moodyjevih algebri pomocu algebri petlji. Struktura Hopfove algebre na kvantnim gru-
pama omogucava definiciju tenzorskog produkta reprezentacija. Za svoju realizaciju kvant-
nih afinih algebri Drinfeld je dao i jednu novu strukturu Hopfove algebre (|7]) jer ona kla-
sitna nema zatvorenu formu za generatore iz njegove realizacije. Drinfeldova realizacija
je omogucila, izmedu ostalog, dolazak do ¢itavog niza rezultata iz teorije reprezentacija
kvantnih afinih algebri. I. B. Frenkel i N. Jing (|16]) realizirali su ireducibilne U, (g)-module

najveée tezine nivoa 1, kada je g tipa (ADE)™" napisavii eksplicitne formule za djelova-
+

nje operatora x, (2) iz Drinfeldove realizacije. Spomenutu realizaciju mozemo primijeniti
i na module visih nivoa realizirajuéi ih kao podmodule tenzorskog produkta modula ni-
voa 1. Sli¢ni rezultati dobiveni su i za neke druge kvantne afine algebre, npr. ireducibilne
U,(g)-module najvece tezine nivoa 1, kada je g tipa BYY, konstruirali su D. Bernard (13])
te N. Jing i K. C. Misra ([30]), module nivoa 2, kada je § tipa A{"”, M. Idzumi ([20]) te
N. Jing (]23]), module nivoa —1/2 i 1, kada je g tipa 07(11), N. Jing, Y. Koyama i K. C.
Misra ([28] i [29]) itd. U terminima Drinfeldove realizacije su J. Ding, T. Miwa i B. Feigin
([8] 1 [6]), koristedi realizaciju modula nivoa 1 ([16]), zapisali uvjet kvantne integrabilnosti
za ireducibilne Uq(§[n+1)—module najvece tezine. Radi se o analogonu relacija integrabil-
nosti za Liejevu algebru sly do kojih su dosli J. Lepowsky i M. Primc u [34]. Kvantna
integrabilnost kaZe da je na svakom ireducibilnom U, (sA[nH)—modulu najvece tezine nivoa
c

al (z1)xl (22) - xf (2e41) =0 1 T ()78 (22) - TF (2e41) = 0,



ako je
21/22 = 22/23 =...= Zc/zc+1 = q72.

Jedno vazno svojstvo reprezentacija kvantnih grupa, koje je dokazao G. Lusztig ([38]),
je da je, grubo govoredi, teorija reprezentacija Kac-Moodyjeve Liejeve algebre g jednaka
teoriji reprezentacija kvantne grupe U,(g). Spomenutim rezultatom mozemo, npr. iredu-
cibilne U(g)-module najvece tezine shvatiti kao klasi¢ni limes ireducibilnih U, (g)-modula
najvece tezine, ¢ime se uspostavlja i jednakost njihovih karaktera. Medutim, teorija repre-
zentacija kvantnih grupa se u nekim elementima bitno razlikuje od teorije reprezentacija
pripadnih Liejevih algebri. Primjerice, ako sa g oznac¢imo prostu Liejevu algebru pri-
druZenu afinoj Liejevoj algebri g, onda na prirodan na¢in moZzemo definirati evaluacijski
homomorfizam U(g) — U(g), a potom i evaluacijske module. Kod kvantne afine algebre
je egzistencija evaluacijskog homomorfizma U,(g) — U,(g) netrivijalan problem, kojeg je
rijesio M. Jimbo za slucaj g = sl,.1 ([21]). Njegov homomorfizam nam omogucava defi-
niciju evaluacijskih modula za algebru Uq(E:[nH), a potom i operatora ispreplitanja, koje
su uveli I. B. Frenkel i N. Yu. Reshetikhin ([17]). U [32] je Y. Koyama napisao eksplicitne
formule za operatore ispreplitanja nivoa 1 za algebru U, (§[n+1). Verteks-operatore tog tipa
¢emo promatrati i u ovom radu. Ako prosta Liejeva algebra g nije tipa A,, evaluacijski
homomorfizam U,(g) — U,(g) ne postoji, ali i tada se moze uvesti pojam evaluacijskog
modula, a zatim i operatora ispreplitanja. Egzaktne formule za operatore ispreplitanja
nivoa 1 izvedene su i za algebre Uq(Br(Ll)) ([30]), Uq(C’,g,l)) ([27]) i Uq(Dﬁll)) ([26]).

Jedan fundamentalan problem vezan uz kvantne grupe jest pronaéi teoriju kvantnih
verteks-algebri za koju se kvantne verteks-algebre mogu pridruziti kvantnim afinim alge-
brama na slican nac¢in na koji su algebre verteks-operatora pridruzene afinim Liejevim
algebrama. Dosad su brojni matematicari proucavali razli¢ite teorije kvantnih verteks-
algebri, npr. H.-S. Li ([36] i [37]), E. Frenkel i N. Reshetikhin (|15]), P. Etingof i D.
Kazhdan ([11]), R. Borcherds ([4]) te I. I. Anguelova i M. J. Bergvelt ([1]). Na kraju ovog
rada povezat ¢emo jednu nasSu konstrukciju s teorijom kvantnih verteks-algebri, koju je
razvio H.-S. Li.

Opisimo sada ukratko temu ovog rada. Neka je g prosta Liejeva algebra s trokutastom
dekompozicijom

g=n_Qhemn,,

gdje je b C g njena Cartanova podalgebra, a ny C g direktne sume jednodimenzional-
nih podalgebri od g koje odgovaraju njenim pozitivnim (negativnim) korijenima. Tada

mozemo promatrati nezakrenutu afinu Liejevu algebru

g=g®C[t,t ']®Ccp Cd



s pripadnom dekompozicijom
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gdje je
AL =n,@C[t,t7'] i bHh=bhC[tt ] ®CechCd.
Ozna¢imo s L(A) jedinstveni ireducibilni g-modul najvece tezine A, koja je dominantna

integralna, i s vy € L(A) vektor najvece tezine A. Definiramo glavni potprostor W(A) s

Glavne potprostore za afinu Liejevu algebru tipa Agl) su uveli B. Feigin i A. Stoyanovsky
u [14]. U svom radu oni su konstruirali baze glavnih potprostora modula L(A) oblika bu,,
gdje je b monom kvaziestica. G. Georgiev je u [18] progirio njihove rezultate na afine
Liejeve algebre tipa A%l), n > 1, konstruiravsi baze istog tipa za sve glavne potprostore

modula L(A), gdje je A integralna dominantna tezina oblika
A = oo + cjA, J=1,2,...,n, co,cj € Lxy. (1)
Kvantna afina algebra U,(g) ima dekompoziciju
U, (§) = Uy (5_) @ Uy(h)o ® Uy(fty) (izomorfizam vektorskih prostora). (2)

Nadalje, za dominantnu integralnu tezinu A mozemo definirati ireducibilne U,(g)-module
L(A) najvece tezine A s vektorom najvece tezine v,. Motivirani definicijom za afine Liejeve

algebre mozemo na slican nacin uvesti glavne potprostore W (A):

Glavni cilj ovog rada je za kvantnu afinu algebru Uq(sA[nH) konstruirati bazu glavnog
potprostora W (A) kada je A oblika (1). Teorem 5.7 nam daje traZenu bazu:

Teorem 5.7 Za svaku dominantnu integralnu tezinu oblika (1) skup

{va | be %W(A)}

je baza glavnog potprostora W (A).



Pritom je skup By () jednak

B = U

0<m (1) <..<mi1n<c
Tyl

0<m (1) <..<my1<c
L ,1

{xjnr(l) na”(lrizl) n) o xjnlman (ll’n) Y LL’; (1) > <lr(1),1) T I:;fl,lal <l1’1)
n H 1 ’

)

(1)
T,

i My
) lm’ < E min {mm-, ms,i—l} - E 52’;'5 - E 2mr,i — My,
s=1 s=1 M, >My G

lry1i < l; —2m,; ako je myi1,; = my;
. — _ (1)
zasvel,, €Z,1=1,2,....n, r=1,2,...,r," ¢.

Sada ¢emo, redom po poglavljima, ukratko opisati sadrzaj rada.

Prvo poglavlje zapo¢injemo uvodenjem oznaka i ponavljanjem nekih ¢injenica iz teorije
afinih Liejevih algebri. Potom definiramo kvantnu grupu U,(g) pridruzenu nezakrenuto]
afinoj Liejevoj algebri g. Nakon spomenute definicije, izrazene u terminima Chevalleyjevih
generatora, iskazujemo Drinfeldovu realizaciju kvantnih afinih algebri. Nju ¢emo koristiti
u ¢itavom radu i dekompozicija (2), koja prirodno proizlazi iz spomenute realizacije, omo-
guéit ¢e nam definiciju glavnih potprostora u tre¢em poglavlju. Na kraju navodimo i
strukturu Hopfove algebre Uq(§[n+1), koju je pronasao Drinfeld.

U drugom poglavlju, koje je takoder uvodnog karaktera, bavimo se reprezentacijama
kvantne afine algebre U,(g). Prvo ¢emo nabrojati neke osnovne pojmove i €injenice iz
teorije reprezentacija kao Sto su tezinski i integrabilni moduli, konstrukcija Vermaovih
modula te konstrukcija i klasifikacija ireducibilnih modula najvece tezine. Iskazat ¢emo i
teorem potpune reducibilnosti, koji ée nam omoguéiti vrlo korisnu konstrukciju ireduci-
bilnih modula najvecée tezine nivoa ¢ kao podmodula tenzorskog produkta c ireducibilnih
modula najvece tezine nivoa 1. Zatim ¢emo navesti realizaciju ireducibilnih Uq(§[n+1)—
modula L(A;), ¢ = 0,1,...,n, koju su otkrili I. B. Frenkel i N. Jing ([16]). Poglavlje
zavrsavamo Ding-Feiginovim operatorima z} (2), i = 1,2,...,n, iz [6]. Oni su komu-
tativni analogon verteks-operatora x (z) iz Drinfeldove realizacije i posluzit ¢e nam u
tre¢em poglavlju za definiciju kvaziCestica tipa 2. Na samom kraju izvodimo velik broj
relacija izmedu verteks-operatora, koje nam daje Drinfeldova realizacija.

U treéem poglavlju, na nacin analogan onome za afine Liejeve algebre, definiramo

glavni potprostor W (A) pridruzen ireducibilnom U, (ﬁ[nﬂ)—modulu najvece tezine A s
W(A) = Uy(hs) - va.

Nas prvi rezultat ovdje odnosi se na redoslijed kojim koeficijenti verteks-operatora x} (),

i =1,2,...,n, a zatim i operatora 77 (2), i = 1,2,...,n, djeluju na maksimalan vektor

4



vp. Dokazat ¢éemo da je svaki vektor iz W (A) linearna kombinacija vektora koje dobijemo
kada na v, djelujemo prvo koeficijentima od z} (2), pa koeficijentima od z} (2), ...i
tek na kraju koeficijentima od z (z). Analogan rezultat vrijedit ¢e i za operatore T} (2).
Sljededi cilj bit ¢e nam definirati analogon kvazicestica iz ¢lanka [18]. Tamo su kvaziestice
naboja m € N i boje ¢t = 1,2,...,n, za Liejevu algebru sl,,,, dobivene kao koeficijenti

reda
T, (2) = (20, (2))™.
Za kvantnu afinu algebru Uq(s:[nﬂ) gornji produkt, zbog nekomutativnosti operatora

x:;,(z), ne mora biti dobro definiran pa ¢emo stoga postupiti malo drugacije. Prvo ¢emo

uvesti kvazicestice tipa 1 naboja m € N i boje ¢ = 1,2,...,n kao koeficijente od

T (2) = lim (ﬁ ﬁ (1_q2'z—j)>x;_(zl)...x;(zm).

SO A i Rt}

Tako definirane kvazicestice, ¢ak niti kada su iste boje i, ne¢e komutirati i to ¢e nam biti
glavna motivacija za uvodenje kvaziCestica tipa 2 (naboja m € N i boje i = 1,2,...,n).

Njih ¢emo definirati pomocu Ding-Feiginovih operatora (|6]) kao koeficijente reda
B (2) 1= T ()T (2¢7) - - T (22 D).

Za njih ¢e vrijediti relacija

[T e, (21), T, (22)] = 0.
Kvocijenti susjednih varijabli u definiciji kvazicestica tipa 1 i 2 iznose ¢~2. Jedan raz-
log tome je kvantna integrabilnost koja kaze da ¢e kvaziCestica naboja veceg od nivoa
ireducibilnog modula najveée tezine djelovati na njemu kao nuloperator. Drugi razlog je
malo delikatniji. S obzirom da je poznata samo realizacija ireducibilnih U, (s:[nﬂ)—modula
najveée tezine nivoa 1 ([16]), prilikom rada s modulima visih nivoa koristit ¢emo reali-

zaciju modula nivoa ¢ kao podmodula tenzorskog produkta ¢ modula nivoa 1. Pritom ¢e

+

i, (2) na tenzorskom produktu biti odredeno koproduktom

djelovanje verteks-operatora x
A, ¢iju je definiciju dao Drinfeld. Formula za spomenuto djelovanje sastojat ¢e se od ¢™
sumanada te ¢e ona, upravo zbog nacina na koji smo definirali kvazicestice, poprimiti
jednostavniji oblik, koji ¢e nam omoguciti daljnje rac¢une s kvazicesticama.

U cetvrtom poglavlju ¢emo, slicno definiciji skupa By (n), definirati i skup %W(A),
monoma kvazicestica tipa 2 i zatim vidjeti da je skup %W( A) - vp sistem izvodnica glavnog
potprostora W (A), koji je pridruzen dominantnoj integralnoj tezini A oblika (1). Dokaz
da on razapinje glavni potprostor bit ¢e proveden u duhu ¢lanka [18|. Primjenu istog tipa
dokaza kao u tom ¢lanku omoguéit ¢e nam upravo komutativnost kvazicestica tipa 2 iste
boje. Valja napomenuti kako se slican dokaz ne moze provesti za kvazicestice tipa 1 i kako

je to upravo glavni razlog uvodenja kvazicestica tipa 2 u prethodnom poglavlju. U dokazu



¢emo krenuti od jednog sistema izvodnica @W( A) - va za W(A) i zatim, pomocu odredenog
skupa relacija izmedu kvazicestica tipa 2, induktivno pokazati kako se svaki vektor iz
(_‘SW( A)-vA moZe zapisati kao linearna kombinacija vektora iz %W(A) -v). Za provodenje tog
postupka bit ¢e nam potrebne tri skupine relacija izmedu kvazicestica tipa 2. Prva skupina
relacija je kvantna integrabilnost (|8]), koju ¢emo formulirati u terminima kvazicestica
tipa 1 i 2. Druga skupina relacija daje nam informaciju o najnizoj potenciji proizvoljnog

produkta operatora z},, (z) razli¢itih boja primijenjenog na maksimalan vektor vy:

DR (1)

n T; T~ 1 M(r,s),i
t+ i — M (r,s),i si—1
Y101 B (e
n Zr,i

i=2 r=1s=1 t=1

. j;r(l),na" <ZT£LI>7TL) Ce j;l’lal (2171>UA (3)
1 .
e (TITTE =5 oo | Wil ... .
=1 r=1

Pritom je s A oznacen odredeni Taylorov red, s j, funkcija

_ 0, akojes=1,2,...,c¢p,
Js =
J, akojes=cy+1,...,c0+¢

i Mrs); = min{m,;, ms;—1}. Kako bismo dosli do rezultata (3), morat ¢emo prouciti
djelovanje kvazicestica na tenzorskom produktu ireducibilnih modula najveée tezine ni-
voa 1. Formula za to djelovanje bit ¢e odredena koproduktom A i sastojat ¢e se od
sumanada tenzorskih produkata verteks-operatora nivoa 1. Upravo zahvaljujué¢i nacinu
na koji smo definirali kvazicCestice, vidjet ¢emo kako ¢e se velik broj tih sumanada po-
nistiti, dajuc¢i kona¢noj formuli bitno jednostavniji oblik. Nadalje, izvest ¢emo relacije
kvazi-kompatibilnosti izmedu verteks-operatora %, (2) i ;. (2) susjednih boja:
Teorem 4.8 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A, za svakii = 2,3,...,n i za sve
naboje m, k € N vrijedi

min{m,k}

[T (=g 2ormomintmkh ) ol (21)a7,, (22) € Hom(L(A), L(A)((21, 22))).

r=1
. 7+ -
Nesto kompliciranije relacije dobit ¢emo i izmedu operatora 7, (z) i 7},  (z) te ¢emo
pomocu njih dokazati (3). Tre¢a skupina relacija sastojat ¢e se od relacija izmedu kvazi-

Cestica iste boje i. Preciznije, vidjet ¢emo da izmedu operatora 7;\,, (2) i Zj, (2), m < k,



postoji 2m nezavisnih relacija.

T (a2 TE (2) = TE (DT 1y, (2072 Y), (2)

T, (2q720 TN T (2) = T, 300, ()T, (22" D)), (m)
j:r_wci(quk)j:ai(Z) - j.?_erk)ai(z)’ (erl)

T o (2T (2) = 28 (2 0)2E )0, (2), (m+2)

T, (2P NTL (2) = 70,0, (PTG, (). (2m)

U petom poglavlju ¢emo definirati skup By (n) za dominantnu integralnu tezinu A
oblika (1), dokazati da je skup By (a) - va linearno nezavisan i zatim, koristeci vezu iz-
medu skupova By i ‘BW(A) te rezultate iz cetvrtog poglavlja, da je on baza glavnog
potprostora W (A). Dokaz linearne nezavisnosti provodimo sli¢no kao u [18] i u njemu
koristimo projekcije glavnog potprostora W (A) i operatore Y(e*i, 2), i =1,2,...,n. Ope-
ratore sli¢ne operatorima Y(e, z), kada je i = 1 ili i = n, promatrao je ve¢ Y. Koyama
u [32]. Ovdje ¢emo spomenute operatore definirati za svaki ¢ = 1,2,...,n i to tako da
vrijedi

(23, (1), Y(e¥, )] = 0
zasve i, = 1,2,...,n. Naime, gornja relacija komutativnosti ¢e se pokazati kao dovoljan
uvjet da bi se ti operatori mogli iskoristiti u dokazu linearne nezavisnosti. Valja napome-
nuti kako se dokaz linearne nezavisnosti, koji ¢emo mi ovdje provesti za skup By (a) - va,
ne bi mogao analogno provesti i za skup %W(A) - vy iako je i on, kao S§to ¢emo na kraju i
vidjeti, linearno nezavisan.

U Sestom poglavlju vidjet éemo da se kvazicestice tipa 1, tj. pripadni verteks-operatori,
mogu na prirodan nac¢in definirati u okviru teorije kvantnih verteks-algebri, koju je razvio
H.-S. Li u [36] i [37]. Za ureden par (a(z),b(z)) redova iz Hom(V,V((z))), gdje je V

vektorski prostor, za koje postoji polinom p takav da je
p(z1, 22)a(21)b(z2) € Hom(V, V((21, 22))),
iskazat ¢emo definiciju operatora

Y a(2), 20)b(2) = Y _(a(z)@nb(z)z" " € (End V)[[z5", =]

leZ



Zatim ¢emo dokazati da je za svakim € Nizasvei=1,2,...,n

m  m+1
l'? (H H _q2(s r) )

r=1 s=r+1

b (@) (o (@ ) () L (26™) ).

Gornjom relacijom mozemo prosiriti pojam kvaziCestice tipa 1 na sve restringirane U, (sl,+1)-

module.



Poglavlje 1
Kvantna afina algebra Ug(g)

U ovom prvom, uvodnom poglavlju definirat ¢emo kvantnu afinu algebru U,(g) i zatim na-
vesti neke osnovne rezultate vezane uz njenu strukturu. Nakon klasi¢ne definicije kvantne
grupe preko Chevalleyjevih generatora navest éemo i onu drugu, Drinfeldovu. U ostatku
rada ¢emo uglavnom koristiti Drinfeldovu realizaciju te ¢e svi glavni rezultati ovog rada
biti iskazani u terminima Drinfeldovih generatora.

U drugoj tocki uvest ¢emo dvije razli¢ite strukture Hopfove algebre. Pritom ¢e nas
najvise zanimati formula za koprodukt A jer ¢emo u kasnijim poglavljima ¢esto raditi s
tenzorskim produktima modula kvantne grupe. Upravo ¢e se zbog toga druga struktura
pokazati prakticnijom jer ¢e nam omogucavati jednostavniji rad s verteks-operatorima.

Vecina tvrdnji iz ovoga poglavlja vrijedi za proizvoljnu Kac-Moodyjevu Liejevu alge-
bru, no kako su ionako svi glavni rezultati ovog rada dokazani za slucaj kada je g afina
Liejeva algebra tipa Ag), pretpostavljat ¢emo od samog pocetka da je g afina Liejeva

algebra.

1.1 Kvantna afina algebra U,(g)

Tocku zapocinjemo ponavljanjem nekih osnovnih pojmova i Cinjenica iz teorije afinih
Liejevih algebri, koji se mogu pronaci u knjizi [31].
Neka je A = (aij)i j=o generalizirana Cartanova matrica afinog tipa i neka je

S = diag(sg, S1,- - -, Sn)

dijagonalna matrica takva da je matrica SA simetricna. Matricu S éemo fiksirati zahtje-

vom da su svi njeni elementi s; za ¢ = 0,1, ..., n relativno prosti prirodni brojevi.
Neka je b vektorski prostor nad poljem C s bazom {ay,a},...,aY,d}. Oznacimo sa
a; za it =0,1,...,n linearne funkcionale iz 6* takve da vrijedi
ai(o)) = aji, ai(d) =0do zasvei,j=0,1...,n.



Definiramo skup korijena IT i skup kokorijena IV s
M:={|i=0,1,...,n} i IV:={a)|i=0,1,...,n}.

Tada uredena trojka (6, 11, f[v) ¢ini realizaciju matrice A. Afinu Kac-Moodyjevu algebru
pridruzenu matrici A oznacavat éemo sa §.

Slobodnu Abelovu grupu Q ranga n + 1,

Q= é Lav,
i=0

generiranu svim «;, ¢ = 0,1,...,n, zovemo Kkorijenskom resetkom. Uvedimo i oznaku

n
Q+ = @ ZZOOQ'-
i=0
Oznacimo sa A;, © = 0,1, ..., n, jedinstvene elemente iz 6* koji zadovoljavaju

Ai(Oé\'/):dL'j, Az(d) =0 zasve i,ij,l,...,n.

J

Centar Liejeve algebre g je jednodimenzionalan i generiran elementom
¢ =cool + 1ol + ...+l €D

Nadalje, imaginarni korijeni Liejeve algebre g su cjelobrojni visekratnici od
§ =doao + dioy + ... + dpar, € B

Pritom su nenegativni cijeli brojevi ¢y, ¢y, ..., ¢, 1 dg,dy, ..., d,, uovisnosti o tipu Liejeve
algebre g, dani u [31]. Za tip AS), koji éemo promatrati u ovom radu, svi brojevi ¢; i d;,

1=20,1,...,n, jednaki su 1 pa je
c=ay +af +...+a) i d=ap+oq+ ...+,

Oznaéimo sa P pripadnu tezinsku resetku, tj. slobodnu Abelovu grupu ranga n + 2
generiranu svim A;, 1 =0,1,...,n,i %6. Elemente od P ¢emo zvati tezinama, a elemente
od

Pt .= {A€P|A(aiv) € Z>o zasvei:0,1,...,n}

dominantnim integralnim tezinama. Kako bismo naglasili kada radimo sa integralnim
tezinama iz P koje su dominantne, u radu ¢emo uvijek takve tezine oznacavati velikim
slovom A (uz, ukoliko je potrebno, odgovarajuc¢i indeks). Nivo dominantne integralne
tezine A € P* definiramo kao nenegativan cijeli broj A(c). Oznac¢imo sa PV slobodnu

Abelovu grupu ranga n + 2 i s bazom oy, o, ..., a) i d.
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Na prostoru 6* postoji simetri¢na invarijantna bilinearna forma (-,-): b* x h* — C

koja zadovoljava
(ai, ) = siaij, (6,05) =(9,0) =0 zasvei,j=0,1,...,n.
Nezakrenutu afinu Liejevu algebru g moZzemo realizirati na vektorskom prostoru
g Ct,t '@ Cceo Cd
uz komutator

[z @ty @t = [2,y] @ " + mbmiro(z, y)c;
[d,x @t"] = mz @ t™;
[c,u] =0

za sve r,y € g, m,k € Z i u € g. Pritom je g C g prosta Liejeva algebra, pridruzena

n

Cartanovoj matrici A = (ay)7,=,, s Cartanovom podalgebrom b C 6, koja je razapeta

vektorima o, ..., . Ozna¢imo sa @) pripadnu korijensku resetku
Q =70, DLy ® -+ D Zav,, CH,

sa P tezinsku resetku od g,
P=7Z\N®Z & --- DL\, ChH".

Jasno, generatori korijenske reSetke () su restrikcije odgovaraju¢ih elemenata skupa I
na podalgebru b, a generatori tezinske reSetke su elementi prostora h* odabrani tako da
vrijedi

Ai(of) =0 zasvei,j=1,2,...,n.

Sada ¢emo, slijedeci redoslijed izlaganja iz knjige [19], uvesti pojam kvantne afine

algebre.
Za cijeli broj m, prirodan broj k i nepoznanicu ¢ definiramo g-brojeve,
[m], = w
q4—4q

i g-faktorijele,

Svi su oni o¢ito elementi polja C(g) medutim, moze se dokazati da se oni nalaze ¢ak i u

prstenu Z[q,q7'].
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Definicija 1.1 Kvantna afina algebra U,(g) je asocijativna algebra sa jedinicom 1 nad
poljem C(¢'/?) generirana elementima e;, f; za i = 0,1,...,n1¢" za h € PV i relacijama

’

L =1, " =" zasveh,h € PV,

¢"eiq" = q*We; zasvehe PV i=0,1,...,n;
@ fg =M zasvehePV,i=0,1,....n;
K, — K !

eifj — fiei = 0yj———— zasvei,j=0,1,...,n;
1—a;; 1

— Q5 —ai— o ) )
Z(—l)k{ I ]} e; K kejef =0 zasvei,j=0,1,...,n,i #j;
k=0 qi
1—a;; 1

— az —aii— o ) )
Z(—l)k{ i ]} fl-1 K kfjfik =0 zasvei,j=0,1,...,n,i#j.
k=0 qi

Pritom je

. oY .
¢ =q%, K;:=q¢"% zasvei=0,1,... n.

Kako su za kvantnu afinu algebru Uq(AS)) svi brojevi s;, ¢ = 0,1,...,n, jednaki 1,

vrijedi ¢; = q zasve 1 =0,1,...,n pa ¢emo stoga u kasnijim poglavljima cesto izostavljati

indekse kod g¢-brojeva, g-faktorijela i ¢g-binomnih koeficijenata i pisati krace

ml, it |7

Neka su U (U;") podalgebre algebre U,(g) generirane svim e; (f;) zai =0,1,...,n.
Neka je U podalgebra algebre U,(d) generirana svim ¢" za h € PV. Sljedeci teorem se

Cesto naziva i trokutastom dekompozicijom od U,(g).
Teorem 1.2 Postoji izomorfizam vektorskih prostora
Uy(9) =U, @ U} @ U,

[zomorfizam iz gornjeg teorema se realizira kao mnoZenje. Dokaz teorema se moze
vidjeti u [19].
Sada ¢emo iskazati Drinfeldovu realizaciju kvantne afine algebre U,(g) za nezakrenute

Liejeve algebre g.

Definicija 1.3 Algebra U,(g), je asocijativna algebra s jedinicom 1 nad poljem C(g'/?)

generirana elementima z (k), a;(1), Ki', v*Y2 i ¢t zai=1,2,...,n, k1 € Z, 1 #0 i

Qg
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relacijama

[7i1/27“] =0 za sve u € Uy(@)o;

KK, = KK, KK'=K'K =1,
laiik]e, v —v7F

kg —gq;
[a;(k), K] = [¢™¢, K] = 0;
qdﬂfi;(k)q_d ="zt k), "a(Dg = al);
K,-a:i:j(k: Kt = gFlevalg® (),

Qj

[ai(k), a;(1)] = Or410

)
as k), 23, (D] = % [a”,f]"’ REAURL
vy (k+ 1)3625],([) — i(a“o‘f)xf,(l)xai(k +1)

= g (Rt (14 1) — (L4 D (k)
e, (R (0] = —y (Y50 4+ 1) =7 F k41

gdje su elementi 1;(m) i ¢;(m) za m € Z dani formulama

? %

$i(2) ==Y di(—r)2" ==K exp (-(% -q¢ ") Z az‘(—T‘)ZT) ;
Yi(z) = Zwi(r)z_T = K, exp ( —q; Zaz )

52 D[] ) o) (197 ) 1) =0

S
ceSm s=0

zai# jizasvely,ly, ... 1, €Z, gdjeje m=1-—a;.

Ako nije drugacije navedeno, sve gornje relacije vrijede za sve i,j = 1,2,...,nik,l € Z

za koje su pripadni generatori definirani. Pritom je
Yi(m) = ¢i(—m) =0 zam <O0.
Prva suma u posljednjoj relaciji oznaCava sumaciju po svim permutacijama o skupa
{1,2,...,m}.
Ponekad se centralni element v oznacava sa ¢°. Tu oznaku opravdava ¢injenica da se

modul nivoa ¢ definira kao modul na kojem ~ djeluje kao skalar ¢°.

Za element z € Uy(g)o ¢emo reci da je stupnja k € Z ako vrijedi

Iz relacija u definiciji 1.3 vidimo da su, npr. svi elementi 2 (k) € Uy(g), i = 1,2,...,n,
stupnja k.

Sljedeci teorem je dokazan u [9)].
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Teorem 1.4 Za nezakrenutu afinu Liejevu algebru g asocijativne algebre U,(g) 1 U,(g)o

s jedinicom 1 nad poljem C(q'/?) su izomorfne.

Gornji rezultat, poznat pod nazivom Drinfeldova realizacija, ¢e nam biti vrlo vazan
u ostatku ovog rada jer ¢emo Citavo vrijeme koristiti upravo definiciju 1.3. Kao $to mo-
zemo vidjeti u [24], postoji izomorfizam U,(g) — U,(§)o koji na sljedeci nacin djeluje na

generatorima iz definicije 1.1:
e; — a:;Li(O), fix,.(0), ¢ = K, ¢*—q zasvei=12,...,n

Formule za slike generatora ey i fy su nesto kompliciranije pa ih stoga izostavljamo. One
se mogu pronaci u clanku [24].

Neka je V' vektorski prostor. S V[[z1, ..., z,|] ¢emo oznacavati prostor svih Taylorovih
redova u varijablama zi, 29, ..., 2, 1 s koeficijentima iz V', a sa V((z1,...,2,)) prostor
svih odozdo omedenih Laurentovih redova u varijablama z, 29, ..., 2, i s koeficijentima
iz V, tj.

V(21,5 2m) = V21, zmlllzr s -zt

Za svaki 1 = 1,2,...,n mozemo promatrati formalne Laurentove redove s koeficijen-
tima iz U,(g):
x, (2) = Zwi(r)z_“l c U0, 2. (1.1)

Primijetimo kako se tada neke od relacija iz definicije 1.3 mogu zapisati i pomocu redova,

npr. za fiksne 7,7 = 1,2, ..., n, jednakosti

xy (k+ 1)xaij(l) — qi(a“o‘f)xfj(l)xi,(k: +1)

(67

_ qi(amaj)xi (k)xi,(l + 1) - 33302([ + 1)xi(k),

gdje su k, [, € Z, ekvivalentne su jednakosti
(21— g0 20)a7 (21)a (22) = (¢ 21 — 2)al (22)a, (21). (1.2)
Specijalno, za i = j i § = sl,41, jednakost (1.2) glasi

(21 — 2 2)x, (21)ag (22) = (0721 — 22)2y, (22) g, (21). (1.3)

Neka je V' modul kvantne afine algebre U,(g). Pisat ¢emo % (r) za linearan operator
na V koji odgovara djelovanju elementa :1%1 (r) € U,(g) na V. Za djelovanje izraza (1.1)

na V pisat ¢emo opet

v (2) =) at(r)z" € (EndV)[[z,27"]). (1.4)

reZ
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lako ovdje koristimo jednaku oznaku za dvije razli¢ite stvari, iz konteksta ¢e uvijek biti
jasno na $to se to¢no misli. Takav na¢in oznacavanja koristit ¢emo i za preostale redove s
kojima smo se dosad susreli (¢;(2), ¥;(2), a;(2) za i = 1,2,...,n) i sve njih ¢emo, u duhu

¢lanka [6], zvati verteks-operatorima. U slucaju da je za svaki vektor v modula V'

(v =) ay (v e V((2)),
rel
£,
zy (r)v =0 za dovoljno velike 7,
reci ¢emo da verteks-operator xgj (z) djeluje restringirano na V. Naravno, sasvim analogno
mozemo definirati restringirano djelovanje i za proizvoljan red a(z) € (End V)[[z*!]].
Zai=1,2,...,nsaU,(n;) oznacimo podalgebru algebre U,(§) generiranu svim z= (m)

za m € Z. Sa U,(ny) oznacimo podalgebru od U,(g) generiranu svim xi (m) za m € Z,

~

i=1,2,...,n.SaU,(h)y oznacimo podalgebru od U,(g) generiranu svim a;(l), K", y*=1/2
iqgtzai=1,2,...,n,1 €7Z,1+#0. Tada vrijedi dekompozicija dokazana u [2:
Teorem 1.5 Postoji izomorfizam vektorskih prostora

Uyg(8) 2= Uy(5) @ Uy()o ® Uy(f).

1.2 Hopfova algebra Uq(§[n+1)

Poznato je da su kvantizirane omotacke algebre Hopfove algebre. Sljedeé¢i teorem daje
nam jedan nacin na koji se moze definirati Hopfova struktura. On vrijedi za proizvoljnu

afinu Liejevu algebru g. Njegov iskaz i dokaz se mogu pronaci u [19].

Teorem 1.6 Na algebri U,(g) postoji struktura Hopfove algebre takva da vrijedi

Ald") =q¢"@q"

Ale) =@ K 4106, A(f) =01+ K® fi
(") =1, e(e;) =e(f;) =0

S(¢") =q", S(e;) = —eKi, S(f)) = —K'f;

zasvehe PY,i=0,1,...,n.

Kako éemo se u ovom radu pretezno koristiti Drinfeldovom realizacijom, htjeli bismo
zapisati kako gornja preslikavanja A, € i S djeluju na verteks-operatorima. Nazalost,
rezultat toga bila bi vrlo komplicirana formula koja, uz samo ove verteks-operatore koje
imamo, ne bi imala zatvorenu formu. Upravo zbog toga, u ovom radu ¢emo Kkoristiti

sljedecu strukturu Hopfove algebre koju je definirao Drinfeld:
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Teorem 1.7 Na algebri U, (E/\[n_l’_l) postoji struktura Hopfove algebre za koju vrijedi

zasver=1,2,...

A<qc/2) _ qc/2 ® qc/Z.

Azl (2)) = 2k (2) ® 14 ¢i(2¢7) @ 2], (27);
Alry,(2) = 1@ 2, (2) + 75,(20%) ® ¢i(2¢");
A(¢i(2)) = dil2q~") ® ¢i(2¢"7?);

Ai(2)) = Pi(2q%?) @ Pi(zq~?);

e(q) =1, eleg,(2) =0, e(gi(2) =e(u(2)) = 1;
S(¢°) =q°%

q

) = —¢i(2q~*) " af (27%);
(2)) = =2, (2 )iz )7
¢i(2)) = ¢i(2)7!, SWi(2)) = ¥i(2)™

,n. Pritom je s ¢°* oznaceno djelovanje centralnog elementa q° na prvom,

a s ¢ djelovanje na drugom faktoru tenzorskog produkta.

Raspisimo formulu za A(z} (2)) iz gornjeg teorema:

Iz gornjeg rac¢una je jasno da definicija koprodukta A iz prethodnog teorema, da bi bila

o

— Z( ( ) 5 1 (Z ¢z 7"01/227’) (Z l,al s+1)cl/2 —s— 1)

SEZ

= Z(I

SEZL

(2))

al (2) ® 1+ ¢i(2¢7"%) @z (2¢™)

r>0 SEZ

;(S) & 1);;_5—1 + Z Z(q(r—s—l)cﬂ@(_r) ® I:i(s))zr_s_l.

r>0 s€Z

dobra, zahtijeva proSirenje algebre Uq(§[n+1) do nekog njenog upotpunjenja. Medutim,

koprodukt ée nam u ovom radu biti potreban samo za konstrukciju tenzorskih produkata

odredenih Uq(glnﬂ)—modula. Svi verteks-operatori, koji se javljaju kao argumenti kopro-

dukta u teoremu 1.7, djelovat ¢e restringirano na svim modulima, koje ¢emo promatrati

u ovom radu, Sto ¢e nam osiguravati dobru definiranost gornjih izraza na svim vektorima

tih modula. Teorem 1.7 je preuzet iz [8]. Eksplicitni dokaz za algebru U, (sly) dan je u [7].
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Poglavlje 2

Reprezentacije kvantne afine algebre
Uqg(9)

U ovom poglavlju bavit ¢emo se reprezentacijama kvantnih afinih algebri. Nakon prve
tocke, u kojoj ¢emo nabrojati neke osnovne definicije i ¢injenice o njihovim modulima,
ogranicit ¢emo se na algebru Uq(AS)). Za nju ¢emo u drugoj tocki opisati Frenkel-Jingovu
realizaciju ireducibilnih modula najvecée tezine nivoa 1. Zatim ¢emo, u tre¢oj tocki, uvesti
Ding-Feiginove operatore Z (z) i popisati velik broj relacija izmedu verteks-operatora,

koje ¢emo trebati u kasnijim poglavljima.

2.1 Reprezentacije kvantne afine algebre U,(g)

U ovoj tocki iznosimo neke osnovne definicije i rezultate o reprezentacijama kvantne afine
algebre U,(g), pritom slijedec¢i redoslijed izlaganja iz [19].

Za U,(g)-modul V kazemo da je tezinski ako ima rastav na tezinske potprostore
V= @V,\, gdje je V) = {v eV ]¢"v=¢"Mv zasve h € ]5\/} ) (2.1)
AP

Tada sve potprostore V) # 0 iz dekompozicije (2.1) zovemo tezinskim potprostorima, a
vektore v € Vy, v # 0, tezinskim vektorima. Skup svih tezina A € P za koje je Vi # 0
oznacavat ¢emo s wt V' dok ¢emo njegove elemente zvati tezinama modula V. Za tezinski
U,(g)-modul V koji ima kona¢nodimenzionalne tezinske potprostore definiramo karakter,

na isti na¢in kao i kod afinih Liejevih algebri:

chV:=> dimV, e,

I

gdje su e elementi grupovne algebre C[P).

Propozicija 2.1 Podmodul tezinskog modula je tezinski modul.

17



Za A € P ozna¢imo s D(\) skup
D)) == {Meﬁms /\}.
Pritom je parcijalni uredaj “<” definiran kao i kod afinih Liejevih algebri:
definiramo da je p < A\, ako je A —pu € Q,

gdje je Q* pozitivna korijenska resetka od g.
Kategorija 07 sastoji se od svih tezinskih modula s kona¢nodimenzionalnim tezinskim

potprostorima za koje postoji kona¢no mnogo tezina Ay,..., Ay € P za koje je
wtV C D(A)U...UD(Ag).

Morfizmi kategorije O? su upravo homomorfizmi U, (g)-modula. Kao i kod afinih Liejevih
algebri, i ovdje ¢e nam vazni primjeri modula iz kategorije O? biti moduli najvece tezine.
Za modul V' kazemo da je modul najvece tezine A € P ako postoji vektor vy € V| vy # 0,

takav da vrijedi

evy=0zasver=0,1,...,n;

vy = Mo, za sve h € PV

V= Uq (@)vk.
Tada vektor vy zovemo maksimalan vektor ili vektor najvece tezine. Koristeé¢i teorem 1.2
dokazuje se da se moduli V' najvece tezine zaista nalaze u kategoriji O9 te da je dim V), =1

kada je A najveca tezina.

Za A € P promatramo lijevi ideal .J()\) u algebri U,(§) generiran svim elementima
e; za 1=0,1,...,n i " — ¢ M1 za hePV

Tada kvocijent U,(g)/J()\) oznacavamo s M (). Uz lijevo mnozenje M () postaje U,(g)-
modul kojeg onda nazivamo Vermaovim modulom. To je modul najveée tezine A s mak-

simalnim vektorom 1+ J(\).

Teorem 2.2 Neka je ) € P.

(1) Svaki U,(g)-modul najvece tezine \ je homomorfna slika Vermaovog modula M(\).
(2) Vermaov modul M(X) ima jedinstven maksimalan podmodul.

Druga tvrdnja prethodnog teorema omogucéava nam konstrukeiju ireducibilnih U, (g)-
modula kao kvocijenta Vermaovog modula M (\) po njegovom jedinstvenom maksimalnom
podmodulu. Dobiveni ireducibilni podmodul ¢emo oznacavati s L(A) i zvati ireducibilni

modul najvece tezine .
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Za tezinski U,(g)-modul V' ¢emo re¢i da je integrabilan ako na njemu svi e; 1 f; za
1 =0,1,...,n djeluju lokalno nilpotentno, tj. ako za svaki vektor v € V postoji prirodan

broj m takav da je za sve i = 0,1,...,n

|
ev=fiv=0 zasvel>m.

a

¢ kao kategoriju svih integrabilnih modula iz Q9. Njeni morfizmi

Definiramo kategoriju O

q
int

su upravo homomorfizmi U, (g)-modula. Preciznije, kategorija O, sastoji se od svih U,(g)-

modula V' koji zadovoljavaju sljedece uvjete:
(1) Modul V je tezinski i svi njegovi tezinski potprostori su kona¢nodimenzionalni;
(2) Postoji konatno mnogo tezina A, ..., \x € P takvih da je

wtV C D(A)U...UD(A\);

(3) Svi elementi e; i f; zai=0,1,...,n djeluju lokalno nilpotentno na V.

Sljedeé¢i teorem daje nam nuzan i dovoljan uvjet da bi se ireducibilan modul najvece

a

tezine nalazio u kategoriji O;,.

Teorem 2.3 Ireducibilan modul L(A) je integrabilan ako i samo ako je A dominantna

integralna tezina, tj. ako i samo ako je A € P+,

Jedno od fundamentalnih svojstava kvantnih grupa je da, grubo govoredi, struktura
algebre U,(g) i njenih reprezentacija tezi strukturi algebre U(g) i njenih reprezentacija
kada se ¢ priblizava 1. Radi se o rezultatu koji je prvi put dokazan u [38]. Kako bi
za njegov precizni iskaz bilo potrebno mnogo prostora, u idu¢em teoremu ¢emo samo
pobrojati dvije njegove vazne posljedice. Valja naglasiti kako se oznaka L(A), koju smo
uveli za ireducibilni U,(§)-modul najvece tezine A € P, Gesto koristi i kao oznaka za

ireducibilni U(§)-modul najvece tezine A € P+.

Teorem 2.4 (1) Karakteri ireducibilnog U,(§)-modula L(A) najvece tezine A € P* i
ireducibilnog U(g)-modula L(A) najvece tezine A su jednaki.

(2) Svaki ireducibilan U,(g)-modul u kategoriji OL, je izomorfan nekom L(A) za neki
A€ Pt

Ovo kratko izlaganje o teoriji reprezentacija kvantne afine algebre U,(g) zavrSavamo

teoremom potpune reducibilnosti i jednom njegovom posljedicom.

Teorem 2.5 Svaki U,(g)-modul iz kategorije O, izomorfan je direktnoj sumi ireducibil-
nih modula L(A), A € P+.
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Korolar 2.6 Tenzorski produkt konacnog broja U,(g)-modula iz kategorije O}, je pot-

puno reducibilan.

Ozna¢imo s A integralnu dominantnu tezinu iz ]5+,
AN=coho+ 1M+ ...+ Ny, co,cr... 0 € L.
Ako je g tipa AS), onda je nivo ¢ tezine A jednak
c=cy+cr+...+c¢y,.

Naravno, tada ¢e centralni element v € U,(g) djelovati na modulu L(A) kao skalar ¢° pa
¢emo reci da je L(A) modul nivoa c. Prema korolaru 2.6, ireducibilni modul L(A) sadrzan

je u tenzorskom produktu ireducibilnih modula najveée tezine nivoa 1:
L(A) C L(Ag)®° @ L(A)®* @ -+ @ L(A,)%.
Pritom je njegov maksimalni vektor v, jednak
VA = U QUL @ -+ @ UL

i ¢itav modul L(A) se moze dobiti djelovanjem algebre U,(g) na vektor v,. Opisana kons-
trukcija ireducibilnog modula L(A) kao podmodula tenzorskog produkta ireducibilnih
modula najveée tezine nivoa 1 jedna je od vaznih tehnika, karakteristicnih za kvantne
grupe (i pripadne Liejeve algebre), koju ¢emo Gesto koristiti u narednim poglavljima.
Koristeéi strukturu Hopfove algebre iz teorema 1.7 mozemo izvesti formule za djelo-
vanje verteks-operatora xf (z) na tenzorskom produktu c¢ ireducibilnih modula najvece

tezine nivoa 1. Za r € Z>, uvedimo oznaku

AP =1 1 AV =(1® - -@1xA)ACD. (2.2)
1
r —

Tada iz formule za koprodukt slijedi da je na tenzorskom produktu c ireducibilnih modula

najvece tezine nivoa 1
A (af () = Y adt9(2), (2.3)
=1
gdje je

O () — b (2ab (203 ® .- (a3 t o NVl 1
To, (2) = $il20?) @ Gilag?) @ - @ dilzq ) @ (¢ ®1® - B

I—1 c—1

Formulu (2.3) ¢emo ¢esto koristiti pa ¢emo stoga ovdje eksplicitno zapisati kako ona iz-

gleda primijenjena na verteks-operator z} (z) kada modul L(A) nivoa ¢ = 4 konstruiramo
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kao podmodul tenzorskog produkta ¢etiri modula nivoa 1. Formula nam tada daje ¢ = 4

sumanda

AP () = 2t (2) ® 1 ® 1 ® 1

+oi(2¢) @ af(z) ® 1 ® 1
+¢1(2q1/2) ® (bZ( 3/2) ;r ( ) 1
+0i(2q'%) ® ¢i(2¢*) © ¢i(2¢°*) @l (267).

Ako bismo htjeli izra¢unati formulu za djelovanje od A~V na produktu 2 ili vige
verteks-operatora, samo bismo iskoristili ¢injenicu da je koprodukt A homomorfizam, tj.

da je

Alwg,, (1)7g,, (22) 7, (2m)) = Alzg, (21)A(wg, () -~ Aleg, (m))  (24)

Qi

i zatim svaki od m faktora izracunali kao gore. Opéenito, kod tenzorskog produkta c
modula, koprodukt A~ svakog verteks-operatora sastoji se od ¢ sumanada pa ¢e se
koprodukt u (2.4), produkta m verteks-operatora, sastojati od ¢ sumanada. Ovdje ¢emo
kao primjer zapisati jedan takav sumand kada je m = 4 i ¢ = 4. Zbog preglednosti
pisemo svaki faktor tenzorskog produkta u posebnom retku i to tako da se operatori koji

odgovaraju istoj varijabli nalaze jedni ispod drugih:

xt—;l (21) Cbiz(Zle/Q) ¢i3(2’3q1/2) ¢z'4(24q1/2)

® s, (220) Giy(2 ¢*?) x s, (744)
® iy (234°"°)
® vl (%), (2.5)

U formuli za koprodukt ova cetiri operatora, koji djeluju na tenzorskom produktu cetiri

modula nivoa 1, imali bismo to¢no ¢™ = 4* = 256 sumanada.

2.2 Frenkel-Jingova realizacija

Definiramo kvantnu Heisenbergovu algebru Uq(ﬁ) nivoa ¢ € N kao podalgebru algebre

U,(g) generiranu elementima a;(k), i = 1,2,...,n, k € Z\ {0} i centralnim elementom
v+ = ¢*¢. U njoj vrijede relacije
ai'k z’yk —yF
[ai(k), a;(1)] = 5k+lo[ Jk b — 7,1
4; — 4,

zai,j=1,2,...,n, kleZ\{0}. Kada je § = sl, 1 mozemo izostaviti indekse i pisati

[ai(k), a;(1)] = dk+10 [azk] 7;__;_114 (2.6)
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zai,j=1,2,...,n, kleZ\{0}.

~ ~

Oznacimo s U, (h~) podalgebru od U, (h) generiranu svim a;(—k), k € N,i =1,2,...,n.

q
int*

Neka je V' U,(g)-modul nivoa c iz kategorije Of . Jasno je da V' na prirodan nacin postaje

~

i U,(h)-modul. Definiramo na V:

q¥cr/2
E*(a;, 2) := exp :FZ ——a;(—r)z" | ;
= [er]
Fer/2
E¥(a;, 2) := exp (iz q[ ] cu(r)z"") :
cr
r>1

U gornjim formulama smo umjesto 7 pisali ¢° jer na modulu nivoa c element ~ djeluje
upravo kao mnozenje skalarom ¢¢. Primijetimo kako su oba operatora dobro definirana jer
indeks sumacije r (u obje sume) krece od 1.

Heisenbergova algebra Uq(f)) ima prirodnu realizaciju na S(h~), simetri¢noj algebri
generiranoj elementima a;(—k) za k € Nii = 1,2,...,n. Njeni generatori djeluju na
S(h™) na sljedeéi nacin:

¢=¢ ... skalarno mnoZenje s ¢=¢;

n [aijk]q- ch _ qfkc o
a; k) ... E - — )
(%) ko g —q;t Oaj(—k)

j=1
a;(—k) ... operator mnoZenja s a;(—k),

~

gdje je i =1,2,...,n, k € N. Dobiveni ireducibilan U,(h)-modul ¢emo oznacavati s K (c).

Odsada promatramo kvantnu afinu algebru U,(g), gdje je Licjeva algebra § tipa AV,
Iskazat ¢emo Frenkel-Jingovu realizaciju ireducibilnih modula najveée tezine nivoa 1 iz
¢lanka [16]. Prvo definiramo zakrenutu grupovnu algebru C { P} tezinske reSetke P proste
Liejeve algebre g = sl, ;. Oznacimo s C{P} asocijativnu algebru zadanu generatorima

e, e .. e ieM i relacijama

%t — (_1)(011',%)60@' e%i:

it — (_ 1)5m e et

za sve t,] = 2,3,...,n. Za o = Mmoas + mzas + ... + Mpay, + My A, € P ¢emo ele-
ment em292emss ... gMnaneMmniitn ¢ C{P} zapisivati krace kao e®. Uz opisanu notaciju

definiramo sljedece elemente algebre C {P}:

. 6—2a26—3a3 . —nam ,(n+1)An .

e e e ;

e/\¢ — efa¢+1672a¢+2 . 67(n7i)ane(n+1))\n

za i = 0,1,...,n — 1. Iz definicionih relacija algebre C{P} mogu se dokazati sljedece

jednakosti:
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Propozicija 2.7 Za svei,j = 1,2,...,n vrijedi

eai eaj — (_ 1)(&1',0[]')601]' eai ’

ecn e)\n — (_1)n€/\nea1

Za p € P definiramo djelovanje od z* na prostoru C { P} tako da za svaki e* € C{P}
vrijedi

St — S (1A) A

i zatim ga pro§irimo po linearnosti. Operator lijevog mnoZenja s e* na prostoru C{P}
oznacavat ¢emo s er.
Oznac¢imo s C{Q} podalgebru od C{P} generiranu elementima e*, i = 1,2,...,n

Zai=0,1,... n definiramo vektorski prostor

C{Q} e = {ae™

Navodimo rezultat iz ¢lanka [16]:

Teorem 2.8 Za svakii = 0,1,...,n na prostoru

K(1)®C{Q}e™
postoji struktura Uq(g:[nﬂ)—modu]a takva da je

$i,<2) = Ei<_aj7 Z)E-ij-[(_aja Z) ® CaE A

= exp (:l: Z QT;]/Q ( ) exp (:F Z I?"/Q r> ® e:tajziaj (27)

r>1

zasvej = 1,2, ..., n. Dobiveni Uq(ﬁA[nH)—modul izomorfan je ireducibilnom modulu L(A;).

Generatori Kf, j=1,2,...,n, djeluju na K(1) ® C{Q} e kao operatori ¢** pa na
K(1) ® C{Q} e imamo

¢;(z) = exp ( q—q Za] ) ®q (2.8)
j(z) = exp ( a—q Za; ) ® q%. (2.9)

Primijetimo kako svi verteks-operatori, x2 ( )y 0i(2), ¥i(2), 1 = 1,2,...,n, djeluju
restringirano na ireducibilnim modulima najveée tezine, tj. kako primijenjeni na proizvo-
ljan vektor v takvog modula daju red s konacno mnogo negativnih potencija varijable z.
Realizaciju ireducibilnih modula iz teorema 2.8 zvat é¢emo krace Frenkel-Jingovom reali-
zacijom.

U sljedecoj lemi su popisane neke relacije izmedu operatora u Frenkel-Jingovoj reali-

zaciji, koje ¢e nam trebati kasnije.

23



Lema 2.9 Na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa 1 vrijedi

Ty (r)ed =g eMal (r+045);

g (r)e = (1)) e®iat (14 205 — 6y — Siji);
9i(s)e™ = q e gy(s);

Pils)e = q 2ot gy (5)

za nekie;; € {£1} izasvei,j=1,2,...,n,1r €Z, s € L.

Dokaz. Dokazimo prvu jednakost. Ocito je dovoljno provijeriti kako operator e komutira

sa e z% . Iz propozicije 2.7 slijedi da je

Aj \j

et =g eMe™

za neki €;; = £1 pa imamo

A a; N Loi+0;

eYiztietN = M yiT0 — 5ijeAjea"zai+5"j.

Dakle, na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa 1 vrijedi

x) (2)ed =gt (2). (2.10)

(€7

Izjednacavanjem koeficijenata uz z=" 1

, 1 € Z, s lijeve i desne strane jednakosti (2.10),
slijedi prva jednakost leme.
Preostale jednakosti dokazuju se slicno. U dokazu trece i ¢etvrte jednakosti koristi se

formula (2.8). O

Sada, slijedeci pristup u [23] i [25], uvodimo pojam Z-verteks-operatora. Za cijeli broj

a i prirodan broj ¢ definiramo funkciju f,(z;c) sa

-

Na ireducibilnom modulu V' najveée tezine nivoa c¢ za ¢ = 1,2,...,n definiramo

|_.

verteks-operator Z*(a;, 2),
Z*(a;, 2) = E=(a;, 2)x, (2) By (a;, 2).

Primijetimo kako je Z*(a;, z) dobro definiran zbog restringiranog djelovanja od xi(z) na
modulu V.

Sljedece dvije propozicije dokazane su u [23].
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Propozicija 2.10 Za sve i,j = 1,2,...,n na ireducibilnom modulu najvece teZine nivoa

c vrijede relacije:

Ef(ai’zl)Ei[(aj’ %) = Ei[(aj, 2’2>Ef(az'721)f (qn—) ;

21

~1
E*(a;, 21)ET (a;, 2) = ET(aj, 2) E* (a;, 21) f (—) ;

B2 (200 () = 3% (22) B al,zlf(q )
2 (0, 20)0%, (22) = o, () E (a5, 2 f( >
B (a0, 21)e (22) = o (22) B az,zlf(cﬁc )
E* (a5, 227 (22) = a7 (22) B2 (a, 2 f( )

[9i(21), B (a;, 20)] = [thi(z1), By (aj,22)] =
2y — q:Fam:FC/Q =28

¢i(21) B (a5, ) = B (aj, Z2)¢i(zl>z2

_ qiaijiFC/2217
Z1 — q:l:aij:FC/QzQ

+ _ E
%’(Zl)E— (aj> ZQ) = EZ (aj7 22)¢i(zl)zl _ q:Faij:FC/QZQ’

gdje je f(z) = fa,;(2;¢).

Propozicija 2.11 Za sve i = 1,2, ...,n na ireducibilnom modulu najveée teZine nivoa c

vrijede relacije:

E*(a;,2)E~(a;,2q” %) = 1;

E*(=a;, 2)E~(—ai, 2¢°) = ¢i(2q) K;;

EY (—a;, Z)E_(—%Zq_c) = i(zq K
Ef(a;, 2)E; (a;,2¢%) =

Sljedeci teorem je posljedica relacija iz prethodne dvije propozicije. Njegov dokaz se

moze vidjeti u [23].

Teorem 2.12 Za sve 1,7 = 1,2,...,n na ireducibilnom modulu najvece teZine nivoa c

vrijede relacije:

(@ 2)2) (21 — 9 2) 27 (0, 1) 27 (a5, 22)
= f(q%z1/20) " (™" 22) 2 (a4, 22) 27 (ai, 21);
f(za)21) 27 (ai, 21)Z7 (a5, 22) — f(21/22) 27 (a5, 22) 2™ (ai, 21)
Y

= L (Kidla /) = K0l /).
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Definiramo vakuumski potprostor 2y, sa
Qv :={veV|Ei(a,2)v=FEi(—a;,z)v=vzasvei=12...n}.
Teorem 2.13 Neka je V modul nivoa c. Postoji izomorfizam vektorskih prostora

K(C)@Qv—)v

u® v (u),

~

gdje je preslikavanje ¢ ulaganje K (c) =2 S(§~) = U,(h~) (izomorfizmi vektorskih prostora)

uU,(g). Tada jezai=1,2,...,n

zr (2) = EX(—a;, 2) B (—a;,2) @ Z5(a;, 2).

a

Dokaz teorema se moze pronaci u [23]. Njime je problem pronalazenja realizacije ire-
ducibilnih modula najveée tezine sveden na problem odredivanja pripadnih Z-operatora

i vakuumskih potprostora.

2.3 Ding-Feiginovi operatori

U ovoj tocki ¢emo izloziti konstrukciju operatora 7/ (2) iz ¢lanka [6] J. Dinga i B. Feigina
i nabrojati nekoliko relacija izmedu verteks-operatora, koje ¢e nam trebati u kasnijim
poglavljima.

q
int

Neka je V' ireducibilni Uq(f:[nﬂ)-modul iz kategorije OZ . nivoa c¢. Za i = 1,2,...,n

definiramo na V'

ki (z) :=exp ((q —q ) ﬁa (T)Z_T) : (2.11)

or
r>1 1 + q
Sada, kao u [6], za i = 1,2,...,n, definiramo verteks-operatore z (2) na V' formulom
Ty (2) = al (2)k] (2). (2.12)

Gornja definicija je dobra jer z} (2) i ki (2) djeluju restringirano na V. Primijetimo da
produkt iz (2.12) ne bi bio dobro definiran kada bi koeficijenti oba reda s desne strane
jednakosti, umjesto kao operatori na V', bili promatrani kao elementi algebre Uq(g[n_;’_l).
Naime, svi koeficijenti desne strane koji stoje uz 2" za fiksan r € Z ne ¢ine sumabilnu
familiju (u smislu [33]).

Prilikom promatranja verteks-operatora z} () i Z[ (z) indeks i ¢emo Cesto zvati bo-
jom. Motivacija za takvu terminologiju dolazi iz ¢lanka [18] i bit ¢e objasnjena u idu¢em
poglavlju. Jedno vazno svojstvo verteks-operatora z} (z), navedeno u ¢lanku [6], jest da

oni sa nesusjednim bojama medusobno komutiraju:
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Teorem 2.14 Za sve i,j = 1,2,...,n, takve da je a;; = 0, vrijedi

Ta, (2174, (22) = T4, (22)74, (21);
E;Z('Zl)'f;rj (22) = _2]' (Z2>:Z);1 (Zl)

Pomoc¢u teorema 1.7 lako mozemo izvesti formulu za djelovanje koprodukta A na
operatoru k; (z),
Ak (2)) = K (2¢%7) @ K (24793),
a zatim, koristedi (2.2), i formulu za djelovanje operatora k; () na tenzorskom produktu

¢ ireducibilnih modula najveée tezine nivoa 1:
ATV (2)) = b (20" ) @ kf (2) @ - @ K (2q"79) @ K (2¢11797). (213)

U gornjoj formuli je razlika potencija od ¢ na j-toj i (j + 1)-voj komponenti jednaka 1/2
zaj=1,2,...,c—2tejednaka 1l za j=c—1.
Neka je V ireducibilan U,(g)-modul najvece tezine nivoa c. Za i,j = 1,2,...,n i
k,l € Z\ {0} definiramo normalno ureden produkt operatora a;(k) i a;(l) na V' sa
a;(k)a;(l), akojek <l

ca;(k)aj(l) == ' (2.14)
a;j(l)a;(k), akojek >1.

Sli¢no mozemo definirati i normalno ureden produkt m > 2 operatora na V. Za operatore
a; (k.), i, =1,2,....,n, k., € Z\ {0}, r=1,2,...,m, sa

. a,-l(kl)aiQ (k’g) Ce aim(k‘m) = aigl (k’al)aig? (ko'z) ot (ligm (kam), (215)
gdje je 0 € S, bilo koja permutacija skupa {1,2,...,m} za koju je

figy < koy < ... < ks, .

Dakle, normalno uredenim produktom mnoZimo operatore a;(k) tako da se svi operatori
a;(k) za k < 0 nadu lijevo od svih operatora a;(l) za { > 0. Htjeli bismo promatrati
normalno uredene produkte verteks-operatora iz Frenkel-Jingove realizacije pa ¢emo za

a, B € Q, gdje je @ korijenska resetka proste Liejeve algebre sl,, 1, definirati

oo a BB . o Boa B
cefzlel 2y = e%el 22y .

Uz ovakve se definicije normalno ureden produkt prirodno prosiruje na verteks-operatore
iz Frenkel-Jingove realizacije, npr.

P = + .
: xai (zl)xa]‘ (22) .
+ + + + ta; tay oy Faj
= EZ(—ai, 21) EZ(—aj, 20) B (—ai, 21) B (—aj, ) @ ™% e™ 27 % 2y 7.
U sljedecoj lemi popisane su neke relacije izmedu verteks-operatora koje ¢emo kasnije

koristiti.
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Lema 2.15 Neka su¢,j = 1,2,...,n takvi da je a;; = —1 i neka je ¢ prirodan broj.

(a) Na ireducibilnom modulu najvece teZine nivoa c vrijede formule

222
_ 22
sl

b (1) (22) = exp ( Ty (q)> ok, (22K (1),

kM (z)xl (22) = zy (22)k (21),

= (g +1
kl—f— (Z1)¢j(22) = exp (Z (q — q_rglq_'j;;)[—r] [TC] (j_?) ) QSJ(ZQ)kj_(Zl)

(b) Na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa 1 vrijede formule

ot ()t () = 22 (1 _ —) (1 - q—) ot () () -

21 Z1
1 21 - q_QZ_Z 1
rh (21)0i(22q?) = q 1_—q2£¢i(2’2q5)$§i(21)7

k a)o(eo) = B ()
B O
L ) = e ()
1 Z2
2 ()00 = ¢ T q?m 63(220" )t (2.

Dokaz. Sve gornje jednakosti se dokazuju na slican nac¢in. Neke od njih mogu se pronaéi u
literaturi, npr. sve jednakosti iz tvrdnje (b) osim tre¢e mogu se vidjeti u [8], prva jednakost
iz tvrdnje (a) u [6].

Dokazimo drugu jednakost u tvrdnji (a). Znamo da je

ki (z1) = exp ((q —q") Z T ai(r)zf’“> ,

2r
r>1 1 +q

q cr/2 q cr/2
22 = exp exp ® Z*(a;,22)
r>1 r>1

pa je stoga dovoljno izracunati komutatore izmedu

<( )Yl ) (Z e )
exp | (¢—q" —ai(r)z | 1 exp ———aj(-r)z | .
r>1 1+¢° >1 [cr]
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Naime, preostala dva faktora od z7 (22) komutiraju sa ki (z1). Ratunamo

_2r+ e cs/2
-1 qg 2 q s
E— S — . Z
(¢—q )r>1 T " Z 2]
q27"+2 q —cs/2

G- T o [ai<r>7aj<—s>Jz—{

r>1 s>1
Ry [l s
(- YD T oo lerl 2
r>1 s>1 l+q [ A1
2r+5 o —cr/2 r
(-1 q [r]
=(¢—q );Hq% =] r[ ](zl)

—a-ah), e ()

_Z ¢ —q” (zqu)r
L+¢>)r \ =

r>1

Gornjim racunom dokazali smo

K (20)EX (—ay, 25) = oxp (Z il B (ZZ‘]Q)T) E*(=ay, )k (21).

>1 (1+¢)r \ 2

Sada pomocu te jednakosti, u nekoliko koraka, slijedi trazena tvrdnja

ki (1) (22) = K (21) EX (—aj, 20) EY (—aj, 20) @ Z7 (ay, 20)

2 T
¢ —q" (24
=exp | > (L+¢%)r <Z1> E¥(=a;, )k (21) EL(=a;, 22) @ Z7 (4, 22)
r>1
2 T
¢ —q" (2q
—ep (3 (i (25) ) B o 2B )k o) 7 2
2 T
. ¢ —q" (29 T +
= exp 2 (oL (2’1) xaj(ZQ)ki (z1).

Preostale jednakosti dokazuju se sli¢nim ra¢unom pa stoga izostavljamo njihov dokaz.
O

Cesto ¢emo u kasnijim poglavljima modul nivoa c realizirati kao podmodul tenzor-
skog produkta ¢ modula nivoa 1 i zatim, na svakom od tenzorskih faktora, primijenjivati
formule iz dijela (b) leme 2.15. Razlog tome je $to neke od formula iz spomenute leme
znamo, zahvaljujuéi Frenkel-Jingovoj realizaciji, napisati na modulima nivoa 1, ali ne i na
modulima visih nivoa.

Valja napomenuti kako se formule sli¢ne onima iz leme 2.15 mogu izvesti i za operatore
r, (2),i=1,2,...,n. Medutim, u nastavku ovog rada one nam nece biti potrebne pa su

stoga izostavljene.
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Poglavlje 3
(Glavni potprostori 1 kvazicestice

Cilj ovog poglavlja je uvesti pojam glavnog potprostora i pojam kvazicestice za ireduci-
bilne module najveée tezine kvantne afine algebre Uq(Ag)). U ¢itavom poglavlju, kao i
u ostatku ovog rada, promatrat ¢emo iskljuc¢ivo tu algebru pa to stoga ne¢emo posebno
naglasavati u iskazima definicija i teorema. Dakle, odsada pa nadalje ¢emo s g oznacavati
afinu Liejevu algebru tipa ALY,

U prvoj tocki ¢emo definirati glavne potprostore kao potprostore ireducibilnih modula
najvece tezine razapete vektorima koji se dobiju kada koeficijentima verteks-operatora,
z} (2) djelujemo na maksimalni vektor. Odmah potom ¢emo dokazati kako je svaki vektor
glavnog potprostora linearna kombinacija vektora koji se dobiju kada na maksimalni vek-
tor djelujemo prvo koeficijentima od z} (z), pa koeficijentima od z} (2), ..., i tek zatim
koeficijentima od x (z). Na kraju ¢emo dokazati analogan rezultat i za verteks-operatore

U clanku [18] G. Georgieva kvaziCestice naboja m € N su, za afinu Liejevu algebru
tipa AS), uvedene kao koeficijenti produkta m verteks-operatora. U drugoj tocki bismo,
prilikom definiranja kvazicestica, htjeli slijediti isti pristup medutim, za razliku od teorije
afinih Liejevih algebri, ovdje produkt m verteks-operatora (u istoj varijabli) nije dobro
definiran. Nakon $to definiramo kvazicestice (tipa 1), vidjet ¢emo da ¢e im, za razliku od
kvazicestica za afine Liejeve algebre, nedostajati jedno vazno svojstvo - kvazicestice iste
boje neée komutirati. Dakle, iako bismo mogli re¢i da smo definirali kvantni analogon
kvaziCestica iz rada [18], s njima ne¢emo modci na isti na¢in, kao u spomenutom ¢lanku,
doéi do sistema izvodnica glavnog potprostora.

Upravo zbog toga u tre¢oj tocki slijedimo Ding-Feiginovu konstrukciju iz ¢lanka [6]
i uvodimo i drugu definiciju, kvazicestica tipa 2, koje komutiraju kada su iste boje. Na
kraju uvodimo dva uredaja nad monomima kvazicestica tipa 2, koji ¢e nam biti potrebni u
jednom kasnijem, induktivnom dokazu. Definicije oba uredaja podudaraju se s uredajima

koje je uveo G. Georgiev u [18].
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3.1 Glavni potprostori

Definicija 3.1 Neka je vy maksimalni vektor ireducibilnog U,(g)-modula najvece tezine

A € PT. Definiramo glavni potprostor W(A) sa

W(A) = Uy () Ug(R71) - .. Ug(R] Jun.

n n

Dokaz. Tvrdnja se dokazuje pomocu relacije
l’(—;(l{f—’— l)x:[j(l)_q(ai,aj)xzj(l)x;(k—k 1) = q(ai,aj)x;i(k)ml_j(l‘f‘l)_I'Ij(l+1)$j¥_i(k), (3.1)

k,leZ,i,j=1,2,...,n,udefiniciji 1.3 algebre U,(§)o = U,(g) i restringiranog djelovanja
+

verteks-operatora x7 (2) na ireducibilne module najvece tezine.

Iz (3.1) lagano izvodimo

o, (k) (1) = a0, (D (K) — o (U Daf, (k= 1) 4+ qad, (k= D, (14 1), (3.2)

) &

gdjesui,j=1,2,...,n,i# j, k,l € Z. Primjenom (3.2) na proizvoljan vektor v modula
L(A) dobivamo

vo, (K)ag, (Dv = ¢"ay (Dag (k)v — oy (1 + D)ol (k — Do+ q"xg (k — Dad (1 + 1o,

@i A Qj J

S desne strane jednakosti dobili smo dva ¢lana s izmijenjenim poretkom korijena (prvo se
javlja oy, a zatim «;) 1 treci ¢lan u kojem je poredak korijena jednak onome s lijeve strane
jednakosti. Primijetimo da je stupanj od x;‘j u tre¢em clanu za jedan veci od stupnja od
xi{j s lijeve strane pa ¢emo stoga, iterativno primjenjujuéi (3.2) na onaj ¢lan desne strane
jednakosti koji bude imao jednak poredak korijena kao ¢lan s lijeve strane (dakle, prvo «,
a zatim «;), nakon kona¢nog broja koraka dobiti desnu stranu u kojoj svaki od sumanada
ima izmijenjeni poredak korijena u odnosu na lijevu stranu. Naime, s desne strane ¢e se,
u N-tom koraku, pojaviti to¢no jedan ¢lan s istim poretkom korijena kao i s lijeve strane,
2y, (k= N)ag (I+ N)v, a on je, za dovoljno veliki N € N, zbog restringiranog djelovanja
operatora x (2) na modulu L(A), jednak nuli.

Time smo dokazali da je za svaki vektor v € L(A)

Uq(ﬁj)Uq@j)U = Uq(ﬁ;r>Uq(ﬁz+)U

pa slijedi tvrdnja leme. O

Jedna od relacija u definiciji 1.3 algebre U,(g)o = U,(g) glasi

k)., (0] = 980 1) (33)

zai,j=1,2,..nikl€Z k#0.
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Lema 3.3 Na svakom ireducibilnom modulu najvece tezine vrijedi

). 2, 00] = 22852 k4 )

zasvei,j=1,2,...nikl€EZ, k>1.

Dokaz. Za vektor v ireducibilnog modula najvecée tezine i za 7 = 1,2,...,n imamo

f;’j(l)v = Z m:[j(l —m)kf (m)v,

m>0
gdje su k; (m) koeficijenti operatora & (),
Ef(z) = kf(m)z™"
m>0
definiranog u (2.11). Koriste¢i gornju relaciju (3.3) te definicionu relaciju za Heisenbergovu

algebru (2.6), zai=1,2,...nik,l € Z, k > 1 dobivamo

a; (k) (Do = a;(k) Yl (L= m)kf (m)v

m>0
=Y a;(k)xf (1 — m)kj (m)v
m>0
_ + (1 kT [aijk] —g + (1 ket
= ab (1 =m)a;(k)k] (m)v + ZTV o, (L= m + k)k5 (m)v
m=0 m>0
+ + [aik] _x + +
=Y (1= m)k] (m)a;(k)v + = & ((k+1) = m)kf (m)v
m2>0 m>0
=+ [aijk] —k_4
= xa] (l)(lzaf) + T 23;'&] (k + Z)'U7
¢ime je tvrdnja leme dokazana. O]
Za vektor v glavnog potprostora W(A) i za indeks i = 1,2,...,n s U, (7} )v éemo

oznacavati potprostor glavnog potprostora W (A) razapet svim elementima oblika
f(;(ll)"'f;(lr)% T 62207 ll,...,lr €.

Primijetimo da ovdje nismo mogli postupiti kao kod definicije podalgebri U, (" )v. Naime,
koeficijenti operatora Z/ () ne nalaze se u U,(§) pa stoga ne moZemo definirati U, (1) kao

podalgebru od U,(g). Uz uvedene oznake sljede¢a lema je analogon leme 3.2 za operatore
7 (2) iz (2.12).

Lema 3.4 W(A) = Uy(27)Uy(8,;) - .. Ug (8] Jva.

Dokaz. 1z definicije

32



vidimo da ée svaki vektor

(b)) Zf (pn)Th  (Lpe1) . i (a) .o &8 (L 1)va

prostora U, (n:))U, (7} ,) ... U, (%] )vs biti produkt k, + ...+ ki faktora od kojih je svaki
oblika
Zx;“(l —m)k;(m) zanekei=1,2,...,nil€Z.

m>0
Nadalje, svi operatori k;"(m) su koeficijenti od k;"(z), tj. linearne kombinacije produkata
operatora a;(s) (za s > 1) pa ih stoga mozemo, koriste¢i gornju relaciju (3.3), pomicati
jedno po jedno mjesto udesno sve dok se svi operatori a;(s) ne budu nalazili desno od svih
operatora x:;]_(r) zasvei,j=1,2 ...,n.Zas>1jea;(s)vy =0 pa Ce stoga svi sumandi,
koji nakon gornjeg postupka budu sadrzavali barem jedan operator a;(s) (za neki s € N,
i =1,2,...,n), biti jednaki nuli i dobiveni izraz ¢e biti linearna kombinacija elemenata
oblika

/

g, () 2 (G n)od, () -2, (B) 2, (G, 1), (3-4)

tj. nalazit ¢ée se u W(A). Time je dokazana inkluzija
Uy (0 Uy (Ry_y) - .. Uy Jua € W(A). (3.5)
Kako bismo dokazali obratnu inkluziju kre¢emo od relacije

X

e+

(2) = 24, (2) (K (2))

Lema 3.3 osigurava nam da mozemo provesti isti postupak pomicanja svih operatora a;(s)
desno od svih operatora Z (r) kao i prilikom gornjeg dokaza obratne inkluzije. Preciznije,

mozemo dokazati da se svaki element, koji se nalazi u U, (8,))U, (8} _;) ... U, (7] )vs i oblika

je kao u (3.4), nalazi takoder i u U,(n})U,(n} ;) ... U (7] )va. Prema lemi 3.2 svi elementi

oblika (3.4) razapinju ¢itav glavni potprostor W (A) pa stoga vrijedi i druga inkluzija
W(A) € Oy(R) (5, . Uy@ Jon. (3.6)

Sada iz (3.5) i (3.6) slijedi tvrdnja leme. O

3.2 Kvazicestice tipa 1

Neka je V' vektorski prostor i

a(z) = Z apz "t i b(z) = Z bz 51

reZ SEZ
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Laurentovi redovi iz (End V')[[z%!]]. Tada je njihov produkt

a(z1)b(z) = Z Z apbezy eyt

reZl s€Z

dobro definiran element od (End V)[[z{, 25°']]. Produkt

a(z)b(z) = Z Zarbsz_r_s_2 = Z (Z a'rbA—r> A2

reZ s€Z A€Z \rezZ

ne mora biti dobro definiran element prostora (End V)[[2*!]] jer suma

ZaTbA_T, AeZ

rel

ne mora biti kona¢na, tj. za cijeli broj A familija (a,ba_,),cz ne mora biti sumabilna (u

smislu [33]). Opéenito, neka je a(z1,. .., zm) € (End V)[[zi, .. ., 25]] Laurentov red,

7 m

a(z1, ..., 2m) = Z gy 2y L (3.7)

T1yeersTmEL

Pretpostavimo da je
a(z1,...,zm) € Hom(V,V((z1,...,2m))) C (End V)[[zF, ..., 2],
tj. da je za svaki vektor v € V'

a(zr, .. zm)v € V((21, .., 2m))-

Na desnoj strani jednakosti (3.7) moZemo sve varijable z., r = 1,2,... m, zamijeniti
varijablom z i tako dobiti element prostora Hom(V,V((z))). Takvu supstituciju ozna-
+1 +1

cavat ¢emo kao lim, _,.. Dakle, za a(z,...,z,) € (EndV)[[2i,...,2,']] postoji limes

lim, . a(z1,...,%y,) i vrijedi

lim a(z,...,2,) € Hom(V,V((2))).

2p—rz

Pritom, ako nije drugacije naglaseno, podrazumijevamo da indeks p ide po skupu indeksa
svih varijabli z. koje se nalaze unutar limesa. Tada ¢emo govoriti da postoji limes lim, .
od a(z1,...,%y). Primijetimo jo da, ako su ¢, ... c, proizvoljni skalari iz C(¢*/2) \ {0} i

ako postoji limes

lim a(zy,...,2m),
Zp—z
onda postoji i limes
lm a(zy,...,2m).
Zp—rzep

U ovoj toc¢ki ¢emo koristiti jedno vazno svojstvo normalno uredenog produkta verteks-

operatora xf (z), i = 1,2,...,n, koji djeluju na ireducibilnom modulu V' najvece tezine
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nivoa 1. Iz Frenkel-Jingove realizacije vidimo da se normalno ureden produkt m verteks-
operatora, : x} (21) ... 2% (2n) 1, nalazi u Hom(V, V((21,...,2m))) pa stoga postoji limes
lim : 2 (21) ... 25 (2m) : -
Zp—Z Qi
Lema 3.5 Na ireducibilnom modulu najveée teZine nivoa c¢ za svaki prirodan broj m > 2
postoji limes
lim 2 (z) . .t (z).
i (T (1-02) ) stton st

Prije pocetka dokaza ilustrirajmo tvrdnju leme za ¢ = 4 i m = 4. Zadani modul nivoa

¢ mozemo realizirati kao podmodul tenzorskog produkta ¢ = 4 modula nivoa 1,
V=1elhealzeV,.

Djelovanje od zf (21) ...2% (z1) na tom tenzorskom produktu zadano je formulom (2.3).
Ve¢ smo vidjeli da ¢e se A®(zf (21)... 3} (24)) sastojati od odredenog broja sumanada

te smo u (2.5) zapisali jedan takav:

953;1(21) ¢i(22q1/2) ¢i(z3q1/2) ¢z’(24q1/2)

® wl (22q) 0i(230"?) ) (21q)
& ¢z(z3q5/2)
® w;;(zsq )- (3.8)

Htjeli bismo na svakom od gornja 4 faktora sve operatore x (z) dovesti desno od svih

operatora ¢;(z). Naime, tada ¢e se r-ti faktor, r = 1,...,4, nalaziti u prostoru
Hom(V,., V,.((z1,...,24)))

pa ¢e postojati limes lim, _,_.2-1). Treci i cetvrti faktor se ve¢ nalaze u trazenom prostoru

pa je stoga potrebno korigirati samo prva dva faktora.

Primijetimo kako su u

r=1s=r+1
neki od faktora i
1_q227 1_q2§7 1_q2ﬁa 1_q2ﬁ (310)
21 21 21 <3

Prema drugoj jednakosti tvrdnje (b) leme 2.15 vrijedi

(1 _ q_> (1 P ) (1 y —1) 75 (2161 (220" 1 (250" 1 (240?)

Z1

d <1 - q‘) <1 - q‘) (1 - q—) 6:(220"?) i (250"%) bi(zaq" ) f (1)
€ Hom(Vy, Vi((z1, ... 21))),
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a prema prvoj i drugoj jednakosti tvrdnje (b) iste leme
24 —9 %4
(1 - q2z—3) vl (220)9i(236" )zl (249) = ¢ <1 —q 2;3) 9i(23q” )l (22q)2] (249)
24 —27”4 _274
= (229)° (1 - —> (1 —q 2—) 7 (1 —q 2—) ¢i(236°%) : l (209) 7] (24q) -

22 22 z3

€ Hom(Va, Va((21, . .. 24))).

Ovime smo pokazali da se produkt sumanda (3.8) sa faktorima iz (3.10) nalazi u postoru
Hom(V,V((21,...24))). Naravno, da bi vrijedila tvrdnja leme 3.5, treba dokazati da isto
vrijedi za produkt proizvoljnog sumanda sa (3.9). Dokazimo lemu.

Dokaz. Zbog teorema potpune reducibilnosti ireducibilni modul V' najveée tezine nivoa c

mozemo uloziti u tenzorski produkt
Viw...QV, (3.11)

¢ ireducibilnih modula najveée tezine nivoa 1.
Promatramo produkt xf (z1) ...z (zn). On ¢e, prilikom djelovanja na ireducibilnom
modulu nivoa ¢ (koji sada promatramo kao podmodul od (3.11)), dati neki broj sumanada

od kojih svaki ima ¢ faktora. Sve bismo te sumande mogli ispisati pomocu formule (2.3),

no dovoljno je primijetiti kako ¢e se [-ti tenzorski faktor svakog sumanda, [ = 1,2,...,c,
sastojati od nekih od operatora :v;“i(zrqlfl) i qbi(zsq%qlA) zar,s=1,2,...,mioperatora
1.

Promotrimo sada prve dvije jednakosti u tvrdnji (b) leme 2.15. Iz prve od tih dviju

jednakosti vidimo da je

',”E(-DZ (zrql_l)x:i (qul_l) -

Z3q2(l—1) (1 _ ﬁ) (1 _ q—2ﬁ> . m;-i(Zqu—l)xl—i<qul—1) )

2 2z
tj. da je
vl (2" Nl (2¢'7") € Hom(Vy, Vi((21, - . -, 2m))).

g

Iz druge jednakosti vidimo da je
Zs — 1 g
<1 —qQZ—) ol (2d" N i(zsq2¢ ") =
2 (1 _ 2% 4 o1y + -1
q ¢ bi(zsq2q " )wy, (20q ),
tj. da je

Zs — 1
(1= 2 ) at e ot ™) € Hom(Vi V(e )

r
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Primijetimo jos da se na I-tom faktoru operator gbi(zsq%ql*l) moze naci desno od operatora

x} (2:¢"!) samo ako je s > r. Nadalje, za s <7 je

bi (zsqlql Nzt (247" € Hom(Vi, Vi((21, - - -, 2m)))-

Iz svega ovoga zakljucujemo da ako produkt x7 (21)...27 (2,) pomnozimo sa

I (-02)

r=1 s=r+1
[-ti tenzorski faktor svakog sumanda, gdje je | = 1,2,...,¢, Ce biti element prostora
Hom(V}, Vi((z1, - - -, 2m))). Dakle, za svaki faktor svakog sumanda postoji limes lim, _, .21

pa stoga postoji i limes ¢itavog izraza

lim <H 1T (1—q—))x;(zl)...x;ri(zm).

zp—>zq2(19 Y r=1 s=r+1
L]

Oznac¢imo s V ireducibilni modul najveée tezine nivoa c. U dokazu prethodne leme

smo vidjeli da je zasvei=1,2,....nim €N
(H H < )) i (z1). .. x) (zm) € Hom(V, V((z1, ..., 2m))) (3.12)
r=1 s=r+1

pa stoga vrijedi:

Korolar 3.6 Neka sucy, . .. c, proizvoljni skalari iz C(q*/?)\{0}. Na ireducibilnom modulu

najvecée tezine nivoa c za svaki prirodan broj m > 2 postoji limes

lim (H I1 (1 - q225)> v (1) ().

r=1 s=r+1
Za prirodan broj mizat=1,2,...,n uvedimo sljede¢u oznaku za izraz iz prethodne

leme:

T (2) = i (m_l ﬁl (1—q2i—j)> v () xh (2m)- (3.13)

je prazan pa imamo

Primijetimo da je

lim H H (1—q—>:ﬁ i (1 —g* ")) £ 0.

2(p—1)
272G r=1 s=r+1 r=1 s=r+1

Koeficijente reda iz (3.13) ¢emo zvati kvaziCesticama tipa 1:
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Definicija 3.7 Na ireducibilnom modulu najveée tezine nivoa c za prirodan broj m, cijeli

broj r te za ¢ = 1,2,...,n definiramo kvazicesticu tipa 1, naboja m, stupnja r i boje 7 sa

wt o (r) :=Resz™" ol (2).

maoy P maoy

Uz oznake iz definicije mozemo pisati

x:?rzai (Z) = Z x;ai (T)Zimir'
rez
Jos jedna posljedica relacije (3.12) je sljedeci korolar.

Korolar 3.8 Na svakom ireducibilnom modulu V' najvecée tezine operator x\,, (z), m € N,

djeluje restringirano, tj. za svaki vektor v € V postoji cijeli broj N takav da je

z)h (s)v =0 za sve s > N.

maoy

3.3 KvazicCestice tipa 2

Htjeli bismo definirati kvazicestice tipa 2 kao koeficijente produkta Ding-Feiginovih verteks-
operatora definiranih s (2.12). Kao kod kvaziCestica tipa 1, i ovdje ¢emo zahtijevati da
kvocijent varijabli susjednih verteks-operatora tog produkta bude ¢?. Tvdnja (b) sljedece
leme ¢e nam omoguéiti takvu definiciju kvaziestica tipa 2, a u tvrdnji (c¢) ¢emo vidjeti da
verteks-operatori iz tvrdnje (b) djeluju restringirano na ireducibilnim modulima najvece

tezine.
Lema 3.9 Neka je V' proizvoljan ireducibilan modul najvecée teZine.

(a) Verteks-operatori T} (z),i=1,2,...,n, djeluju restringirano na V', tj. za svaki vektor

€7

v € V postoji cijeli broj N takav da je

T, (s)v=0 za sve s > N.

(b) Za svaki prirodan broj m je na V dobro definiran sljedeci produkt:

T (2) = T ()5 (247) - - B (22D,

maoy

(c) Verteks-operatori T\  (z) za svei = 1,2,...,n i za sve m € N djeluju restringirano

xmai
naV.

Dokaz. (a) Za vektor v € V' i za cijeli broj r imamo

(v = al (r =Dk o,

1>0
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gdje su operatori k;7 (1), | € Z, koeficijenti od

ki (z) =) k()2
1>0
Svi operatori k; (1), I > 0, su linearna kombinacija produkata operatora a;(s) za s > 1, a
oni se na zakrenutoj grupovnoj algebri realiziraju kao derivacije pa je stoga samo konacno
mnogo elemenata k; (I)v iz gornje sume razli¢ito od nule. Zbog restrinigiranog djelovanja
verteks-operatora x (2) na modulu V', moZe se odabrati dovoljno veliki cijeli broj N za
koji bi operatori z} (s—1) za sve s > N poniStavali sve vektore k;" (I)v u gornjoj jednakosti.
Naime, vektora k;" (I)v koji su razli¢iti od nule ima samo kona¢no mnogo. Za takav N bi,
dakle, vrijedilo
n

T, (s)v=0 za sve s > N

pa slijedi da £ (2) djeluje restringirano na V.

(b) Dobra definiranost produkta slijedi iz tvrdnje (a) i ¢injenice da verteks-operatori
+

T (2) komutiraju (propozicija 2.14). Preciznije, ta dva svojstva osiguravaju nam da se

produkt

T4, (21)T5, () -+ T, (2m)

nalazi u prostoru Hom(V,V ((z1,...,2,))) pa stoga na njega, kao $to je objasnjeno na
pocetku prethodne tocke, mozemo djelovati limesom lim, _,..-1 1 tako dobiti trazenu
tvrdnju.

(c) Kako verteks-operatori 77 (2) medusobno komutiraju, dokazana restringiranost

ocito vrijedi i za sve operatore Z}, (2), m > 2. O

Koeficijente operatora 7, (2) definiranog u tvrdnji (b) prethodne leme zvat ¢emo

kvazicesticama tipa 2:

Definicija 3.10 Na ireducibilnom modulu najveée tezine nivoa c¢ za prirodan broj m,
cijeli broj r te za 1 = 1,2, ..., n definiramo kvazicesticu tipa 2, naboja m, stupnja r i boje
7 sa

zt o (r):=Resz™" 1z} (2).

maoy; > mao
Uz oznake iz definicije mozemo pisati
-t _ E ~t —m-r
xmai(z) - JZma,- (T)Z .
reZ

Valja naglasiti kako je definicija 3.10 u velikoj mjeri analogna onoj iz ¢lanka [18] - kva-
ziCestica naboja m je definirana kao koeficijent uz odgovaruju¢u potenciju produkta m
verteks-operatora.

Sljede¢a tvrdnja je jednostavna posljedica teorema 2.14.
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Korolar 3.11 Na svakom ireducibilnom modulu najvece teZine za sve prirodne brojeve

mikizasvei,j =12 ...,n,a; =0, vrijedi

Sada ¢emo, slijede¢i clanak [18], definirati dva uredaja na skupu monoma gradenih
od kvaziCestica tipa 2, koje ¢emo koristiti prilikom trazenja sistema izvodnica glavnog
potprostora. Spomenuti bi se uredaji mogli na isti nac¢in definirati i za kvazicestice tipa
1 medutim za te kvazicestice nam oni nece biti potrebni. U ostatku ove toc¢ke promatrat
¢emo samo kvazicestice tipa 2 pa ¢emo ih stoga, zbog jednostavosti, krac¢e zvati kvazices-
ticama.

Prvo definiramo dva uredaja, “<” i “<”, na r-torkama cijelih brojeva. Za zadane

Tny.oosT1 € Lo, oy Ts = r, promatramo r-torku cijelih brojeva (m,,...,my) takvu
da vrijedi

m, <...< Myn-1, gy Myl < o <My, My, <0<y
Gornji niz nejednakosti kaze nam da prvih r; brojeva s desna u r-torci (my,...,m;)

padaju s desna na lijevo, zatim da idué¢ih ro brojeva s desna u toj r-torci padaju s desna

na lijevo, ..., i na kraju, da posljednjih r, brojeva u r-torci padaju s desna na lijevo. Za
dvije takve r-torke cijelih brojeva (my,...,m;) i (m.,...,m}), pisemo
(Myyooymy) < (Myy...,my) (3.14)
ako postoji 1 <[ < r za koji je
my :mll, mgzm;, N (T :m;_1 1 my <m;.
PiSsemo
(My,...,m0) < (M., ..., m))

ako postoji 1 <[ < r za takav da je

mp+mp_y+ ... +Fmet+my <my+mp_;+...+my+m; 1

mk+mk_1—|—...+m2+m1Sm;—l—m;fl—i—...—km;—i—m; zasve 1 <k <.

Lagano se vidi da je uredaj “<” jaci, tj. da iz a < a slijedi @ < @  te da obrat ne mora
vrijediti. Prvi uredaj “<” je linearan, a drugi “<” parcijalan.
Sada ¢emo uvesti nekoliko pretpostavki na poredak kvazicestica tipa 2 u monomu,

koje ¢e nam vrijediti u ostatku ovog rada.
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(I) Zahvaljujuci lemi 3.4, odsada pa nadalje pretpostavljat ¢emo da su sve kvaziGestice
unutar monoma poredane silazno po bojama. Dakle, unutar monoma, s desna na
lijevo, prvo se pojavljuju kvazicestice boje 1, zatim boje 2, ...i tek na kraju one

boje n.

(IT) Zbog komutativnosti kvazicestica iste boje (korolar 3.11), odsada pa nadalje pret-
postavljat ¢emo da su kvaziCestice iste boje poredane, s desna na lijevo, silazno po

nabojima.

(III) Takoder zbog spomenute komutativnosti, odsada pa nadalje pretpostavljat ¢emo
da su kvazicestice iste boje i istog naboja poredane, s desna na lijevo, silazno po

svojim stupnjevima.

Ubuduée ¢emo kvazicestice unutar monoma promatrati s desna na lijevo pa ¢emo pod
prvom kvazicesticom podrazumijevati prvu kvazicesticu s desna, pod zadnjom kvazices-
ticom zadnju kvazicesticu s desna (tj. prvu s lijeva) itd. Takva terminologija ¢e nam biti
prakticna kasnije jer ¢e, prilikom djelovanja monoma kvazicestica na vektor, prvo djelovati
kvaziCestica koja je prva (s desna).

Skup svih monoma, koji zadovoljavaju pretpostavke (I), (II) i (III), shvacenih kao
linearni operatori na nekom ireducibilnom modulu L(A) najveée tezine A € P oznacimo

S @W(A). Tada je jedna trivijalna posljedica leme 3.4 sljedec¢a tvdnja:

Lema 3.12 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A skup {va | be éW(A)} razapinje

glavni potprostor W(A).

Jedan monom koji zadovoljava gornja tri zahtjeva, (I), (II) i (III), o poretku boja,
naboja i stupnjeva bio bi:
T, (—10)25,, (=5)23,, (—10)75,, (5)T 4y, (—4)T5,, (=3). (3.15)

201 4oq 5%e%1

Vidimo da su prve cetiri kvazicestice boje 1 i naboja 5, 4, 2 i 2, druge dvije kvaziCestice

boje 2 i naboja 3 i 1. Ukupan naboj za boju 1 jednak je
my:=5+4+2+2=13,

a za boju 2
me:=3+1=4

pa ¢emo reci da je monom (3.15) tipa ukupnog naboja
(0,0,...,0,4,13).

Pritom se lijevo od broja 4 nalazi n — 2 nula jer promatramo kvantnu afinu algebru
1
Uy(AL),
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Opcenito, za monom koji u boji 1 ima ukupan naboj m;, u boji 2 ukupan naboj my

itd. rec¢i éemo da ima tip ukupnog naboja
(mrm mp—1,...,Ma2, ml)-

Ubuduce ¢emo pod nizom stupnjeva monoma podrazumijevati konacan niz u kojem su
popisani redom stupnjevi svih kvazicestica tog monoma. Sumu svih stupnjeva faktora

monoma zvat ¢emo stupnjem monoma. Niz stupnjeva monoma (3.15) je
(—10, -5, 10,5, —4, —3),
stupanj monoma (3.15) jednak je
—10+4 (=5) + (—10) + 5+ (—4) + (—3) = —27.

Prvo definiramo uredaje “<” i “<” za monome gradene od kvazicestica naboja 1.
Skup svih takvih monoma tipa ukupnog naboja (m,,m,_1,...,m;) mozemo linearno
urediti, uredajem koji ¢emo oznacavati s “<”, tako da uredaj iz (3.14) primijenimo na skup
kona¢nih nizova stupnjeva tih monoma. Nadalje, za iste takve monome b i b definiramo

b=, akojeb<b iistovremeno

gdje su l; (1)) zai=1,2,...,n sume stupnjeva svih kvazicestica boje i u monomu b (b').
Fiksirajmo boju i = 1,2,...,n . Reéi ¢emo da je jednobojni monom (tj. monom koji

se sastoji od kvazicestica iste boje) tipa naboja

(mrm, e ,ml)

ako je oblika

jj’lru)ai('s?"(l)) o 'f:zlai(sl)

za neke stupnjeve s,q),...,s; € Z. Nadalje, re¢i ¢emo da je on dualnog tipa naboja
(7"(1), e ,r(k))

ako je graden od M) — r(® kvaziGestica naboja 1, r® — r®) kvazicestica naboja 2, ...,

rk=1 — () kvazidestica naboja k — 1, 7®) > 0 kvazicestica naboja k i ne sadrzi niti
()

jednu kvazicesticu naboja veé¢eg od k. Primijetimo kako je r;”” za s = 1,2,..., k upravo
broj kvazicestica boje ¢ naboja veéeg ili jednakog s. Jasno, istu terminologiju mozemo

primijeniti i na verteks-operatore pa ¢emo tako govoriti da je

j;r(l)%(z?"m) o 'f:nai(zl)
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tipa naboja (m,q), ..., m1) i dualnog tipa naboja (r, ... r®) gdje je k = m,.
Sasvim analogno gornje pojmove mozemo proSiriti i na monome gradene od kvazices-

tica razli¢itih boja. Podsjetimo se, s m; oznacavamo ukupan naboj kvazicestica boje 7. Za

monom
b="bpby_1---bby, (3.16)
gdjejei =1,2,...,n1ib; jednobojni monom u boji ¢, ¢emo reéi da je tipa naboja
(mrg),n, e Mapy . ;mrg),l, e ,ml,l), (3.17)
gdje je
rit)
0<mr(1>7i§...§m27i§m17i:ki, st,i:mi Zasvei:1,2,...,n,
s=1
ako je b; za svakii = 1,2,...,n tipa naboja (m _«) ,,...,m1;). Za monom (3.16) ¢emo reci
da je dualnog tipa naboja
(rnl),...,Tﬁf");...;ril),...,rgkl)) (3.18)
gdje je
k;
Tgl) > 7“1(2) >...> rgki) >0, ngs) =m; zasvei=1,2,...,n,
s=1

ako je b; za svakii = 1,2, ..., n dualnog tipa naboja (rl(l), . ,7“2(]“)). Kao i kod jednobojnih
monoma i ovdje se termini tipa naboja te dualnog tipa naboja mogu prirodno primijeniti
i na verteks-operatore.
Monom (3.15) je tipa naboja
(1,3;2,2,4,5)

i dualnog tipa naboja
(2,1,1;4,4,2,2,1).

Monome kvazic¢estica mozemo prikazivati Youngovim dijagramima. U njima svakoj
kvazicestici odgovara po jedan stupac koji se sastoji od upravo onoliko kvadratica koliki
je naboj te kvazicestice. Izmedu blokova dijagrama koji odgovaraju kvazicesticama razli-
¢itih boja stavljat ¢emo razmake. Na slici 3.1 je prikazan Youngov dijagram za monom iz
(3.15). U njemu prvi blok kvadrati¢a odgovara kvazicesticama boje 1, a drugi blok kva-
dratica kvazicesticama boje 2. Brojevi ispod svakog stupca dijagrama jednaki su broju

kvadrati¢a u tom stupcu i njihov niz je upravo tip naboja monoma (3.15). Brojevi 7’@@
pokraj dijagrama jednaki su broju kvadrati¢a boje ¢ u j-tom retku i njihov niz je upravo

dualni tip naboja monoma (3.15).
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1
2
1 2
1 4
2 4

Slika 3.1: Youngov dijagram za monom (3.15)

Opcenito, Youngov dijagram za proizvoljan monom b kao u (3.16), koji je tipa naboja
(3.17) i dualnog tipa naboja (3.18), ¢e imati za svaku boju i po jedan blok koji ¢e izgle-
dati kao na slici 3.2. Na slici brojevi m,; oznacavaju broj kvadrati¢a u r-tom stupcu, a
brojevi rl(s) broj kvadrati¢a u s-tom retku. Primijetimo kako ¢e unutar svakog bloka broj
kvadrati¢a po stupcima uvijek padati (s desna na lijevo) jer promatramo samo monome

kod kojih naboji kvaziCestica iste boje padaju (s desna na lijevo).

Tz(ki)

o

o

2

(1)

mr@) i ce my; ma; mao; mai;
i

Slika 3.2: Blok Youngovog dijagrama boje ¢ monoma tipa boje i naboja (3.17)
Prosirimo linearan uredaj “<” i parcijalan uredaj “<” na skup svih monoma fiksnog
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tipa ukupnog naboja (m,,, ..., m;). Linearan uredaj “<” definiramo na sljede¢i nacin:

e prvo primijenimo definiciju (3.14) na tipove naboja (monoma b i b koje Zelimo

usporediti);

e ako su njihovi tipovi naboja jednaki, primjenjujemo definiciju (3.14) na konacne

nizove njihovih stupnjeva.

Parcijalan uredaj “<” definiramo na sljedeéi nacin: za dva monoma b i b (istog tipa

ukupnog naboja (my,, ..., my)) piSemo b < b ako je

b<b i (Ln,....1) =< (,....0),

gdje je I; (I) za i = 1,2,...,n suma stupnjeva svih kvaziGestica boje 7 u monomu b (b').
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Poglavlje 4
Skup %WU\)

Kao i u prethodnom poglavlju, i ovdje se svi iskazani rezultati odnose na kvantnu afinu

algebru Uq(s:[nﬂ). Cilj nam je konstruirati sistem izvodnica

B - va C Swa) - va
glavnog potprostora W (A) pridruzenog dominantnoj integralnoj tezini A € P* oblika
A=coNg+cjAj #0 zanekij=12,...,n

Sami dokaz da skup ‘BW(A) - vy razapinje glavni potprostor W (A) bit ¢e proveden
slicno kao i za afine Liejeve algebre tipa A5 u &lanku [18] G. Georgieva. U prve tri
tocke opskrbit ¢emo se relacijama izmedu verteks-operatora istih i susjednih boja. Iz
njih ¢emo, promatrajuci koeficijente uz odgovarajucée potencije varijabli, dobiti i relacije
izmedu kvazicestica. Kako ¢e se skup %W(A) sastojati od monoma kvazicestica tipa 2,
htjet ¢emo dobiti relacije upravo izmedu tih kvazicestica. Takoder ¢emo vidjeti kako ce
ponekad sli¢ne relacije vrijediti i za kvazicestice tipa 1

Prva skupina relacija je kvantna integrabilnost, koju su u ¢lancima [8] i [6] otkrili
J. Ding, T. Miwa i B. Feigin, i zahvaljujué¢i njoj bit ¢e nam dovoljno promatrati samo
monome kvazicestica naboja manjeg ili jednakog nivou modula.

Druga skupina relacija ¢e dati vezu izmedu verteks-operatora susjednih boja. Preciz-
nije, za njihov produkt, pomnozZzen odgovarajué¢im faktorom, znat ¢emo odrediti najnize
potencije varijabli koje se javljaju prilikom njegovog djelovanja na maksimalni vektor v,.

Treca skupina relacija odnosit ¢e se na produkte verteks-operatora iste boje. Vidjet
¢emo da se radi o relacijama koje su na neki nacin jednostavnije od svojih klasi¢nih
analogona iz teorije afinih Liejevih algebri.

U zadnjoj tocki ¢emo, pomocu svih tih relacija, elemente skupa 6W(A) -vp , koji se ne
nalaze u skupu %W(A) - v, zapisivati kao linearnu kombinaciju onih elemenata koji se u

njemu nalaze i tako dokazati da skup ‘BW(A) - vp razapinje glavni potprostor W (A).
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4.1 Kvantna integrabilnost

U ¢lanku [8] J. Ding i T. Miwa su dokazali da je na svakom ireducibilnom U, (sl )-modulu

najvece tezine nivoa c
o, (21)75,(22) - - 20, (2e41) = 0, (4.1)
kada je
21/t =20)23 = ... = Zef 21 = q 2. (4.2)
U clanku [6] J. Ding i B. Feigin su dokazali da je na svakom ireducibilnom Uq(ﬁA[nH)—

modulu najveée tezine nivoa c

takoder uz uvjet (4.2). Oba svojstva, (4.1) i (4.3), zovemo kvantnom integrabilnoséu ili,
krace, g-integrabilnos¢u. Kako se ona dokazuju ulaganjem modula nivoa ¢ u tenzorski
produkt ¢ modula nivoa 1 i proucavanjem produkata verteks-operatora na tenzorskim
faktorima, tj. tehnikom koju ¢emo koristiti u iduéoj tocki, ovdje navodimo njihov dokaz.
Kvantnu integrabilnost ¢emo iskazati u terminima kvazicestica tipa 1 i 2, tj. pripadnih

verteks-operatora, dok ¢e dokaz biti sli¢an onome u ¢lanku [8].

Propozicija 4.1 Na ireducibilnom modulu najvece teZine nivoa c je

x?;—l—l)ai <Z> =0 i (c—l—l)al( ) =0
za svakii=1,2,...,n.

Dokaz. Za proizvoljan vektor v ireducibilnog modula V' najveée tezine nivoa ¢ krenimo od

1Zraza
To (20T (22) - TL (zepa)v = 2l (20)k (1) - - 2f, (Ze1 )k (Zega )v

i prebacimo u njemu sve operatore k;“(zr), r = 1,2,...,c+ 1, na desnu stranu. Prva

jednakost tvrdnje (a) leme 2.15 daje nam
To, (21)5, (22) -+ T8 (zes1 )0
c c+1 1— q2 Zs
=\ IL (=2 ) ) oo Gonhl o) kl e (44)
r=1s=r+1 2r

Sada ¢emo modul V' uloziti u tenzorski produkt c ireducibilnih modula nivoa 1 i zatim
promatrati kako faktor ¥ (21) - - - 2 (2.41) djeluje na tom tenzorskom produktu. Njegovo
djelovanje je odredeno relacijom (2.3) i pomocu nje mozemo zapisati formulu za to djelova-
nje. Formula se sastoji od odredenog broja sumanada od kojih je svaki tenzorski produkt

od c¢ faktora, koji su verteks-operatori u varijablama zi,...z.,1 i s koeficijentima koji
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su endomorfizmi odgovarajuéeg modula nivoa 1. Dokazat ¢emo kako u svakom sumandu
postoji barem jedan tenzorski faktor na kojem se verteks-operatori nalaze u poretku koji

daje nulu na limesu lim 2(p-1), ponistavajuci time i ¢itav sumand. Podsje¢amo da pret-

2p—2q

hodna oznaka, lim 2,-1), zhaci uvodenje supstitucije z, = 2¢*P~1) za svaku varijablu

2p—r2q
2, koja se nalazi unutar limesa.

Fiksirajmo jedan proizvoljan sumand. Tada postoji jedinstveni indeks [.,1 = 1,2,... ¢
takav da se na l.,;-vom faktoru tog sumanda nalazi verteks-operator x, (Zep1¢7Y). Na-
dalje, postoji jedinstveni [, = 1,2, ..., c takav da se na [.-tom faktoru tog sumanda nalazi
verteks-operator z} (z.q"~!). Sada ¢emo na svakom faktoru sumanda verteks-operatore

dovesti u sljede¢i poredak:

S lijeva na desno prvo se pojavljuju operatori ¢;, a zatim, desno

od njih, normalno ureden produkt operatora 7 . (#)

Produkt verteks-operatora u poretku (f) primijenjen na proizvoljan vektor v sadrzavat ¢e
samo kona¢no mnogo negativnih potencija varijabli 2y, . .., z., 1. Takav poredak na svakom
faktoru mozemo posti¢i pomocu prve dvije relacije tvrdnje (b) leme 2.15. Provedimo
diskusiju u ovisnosti 0 l.41 1 ..

Ako je l.41 = l., onda se, prilikom svodenja [.,;-vog faktora naSeg sumanda na oblik

(), prema prvoj jednakosti tvrdnje (b) leme 2.15, javlja faktor

2oq?len Y (1 - zjl) (1 - q‘Q—ZCZ“) : (4.5)

Ako je l.y1 > l., onda se na [.-tom faktoru sumanda, prema formuli (2.3), nalazi

produkt verteks-operatora

Lo, (Zcq )@( Zet lc 1+1/2)

Naravno, lijevo od njih, na istom faktoru, moze se nalaziti jos neki verteks-operator u nekoj
od varijabli 21, 29, .. ., 2.1, ali to nas u ovom trenutku ne zanima. Prilikom svodenja [.-tog

faktora sumanda na oblik (#), prema drugoj jednakosti tvrdnje (b) leme 2.15, pojavit ¢e

se faktor
1— g 2%
Hﬁ. (4.6)

Primijetimo da se izraz (4.5), kao i brojnik od (4.6), poniStava na limesu lim, _,,2p-1).
Ako je .11 < l., moZzemo nastaviti induktivno. Pronadimo jedinstveni broj [._; takav
da se na [._i-vom faktoru tenzorskog produkta naSeg sumanda nalazi verteks-operator
a} (ze—1q 1), Ako je I > l.1, tada kao i prije, prilikom svodenja odgovarajuceg
faktora tenzorskog produkta na oblik (f), dobivamo faktor koji se poniStava na limesu

limzp L 2q2w-n 1li faktor ¢iji se brojnik ponstava na istom tom limesu. Ako je l. < l.4
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pronadimo broj [._» takav da se na [._-om faktoru tenzorskog produkta nalazi verteks-
operator ; (ze_aq'e=>"") itd.

Prilikom provodenja opisanog postupka pronaéi ¢emo indekse [y 1 i lx za neki broj
k =1,2,...,c za koje je lx11 > l jer bismo u protivnom, nakon ¢ provedenih koraka,
dobili strogo padajuéi niz

ley1 <lo<...<la<ly

koji se sastoji od prirodnih brojeva 1,2,..., c.

Ovime smo dokazali kako se prilikom svodenja svakog od sumanada, u formuli koja
opisuje djelovanje verteks-operatora xf (z1)--- 2 (2.41) na tenzorskom produktu ¢ mo-
dula nivoa 1, na oblik (f), na barem jednom faktoru svakog sumanda javlja ¢lan koji se
ili ponistava na limesu lim, _, .-, ili se njegov brojnik poniStava na istom tom limesu.
Kako bismo vidjeli da takav ¢lan na limesu lim, .21 zaista poniStava ¢itav sumand,
provjerimo da se prilikom svodenja sumanda na oblik (f) ne javljaju neki drugi ¢lanovi
koji bi se s tim ¢lanom skratili. Medutim, svi ¢lanovi koji se javljaju moraju biti faktori

iz prve dvije relacije tvrdnje (b) leme 2.15, tj. moraju biti oblika

9 Zs _2%s .qs L - q72§_j
Zy 1-— Z_,’, 1-— q Z_,’, 111 W (47)

zaneker,s =1,2,...,c+1, r < s, pastoga ne moze doé¢i do kra¢enja. Sada iz dokazanog

slijede tvrdnje propozicije:

lim (H ﬁ < )>x;<zl>...x;(zc+l)

Limes

2(p—1)
272G r=1s=r+1

prema lemi 3.5 postoji i jednak je xz;rl)ai(z). Nadalje, prema dokazanom, ulaganjem
modula V' u tenzorski produkt ¢ modula nivoa 1, izraz unutar limesa mozemo, pomodéu
formule (2.3), zapisati kao sumu ¢lanova koji svi se poniStavaju na limesu lim, . p20-1.
Zakljucujemo da je

x?;‘f'l)ai (2) =0.

Prema tvrdnji (b) leme 3.9 postoji limes

lim 77 (21)7f, (%) - T (2e41)

2p—r2q2(P—1)
c c+l 223
lim (H 1T ( >) wg (21) - wl (zep K (1) - K (204

2(p—1)
Zpr2q r=1s=r+1

Zr

i on je jednak ‘r(c-i-l)oc (2). Ako izraz u (4.4) pomnozimo s

P21, .. 2ey1) i= H ﬁ (1__)

r=1s=r+1
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dobit ¢emo

P21, Zep1) T (20) T8, (22) - - - Tf (2e41)V
c c+l c ctl 225
-1111 (1__) 111 ( >w;:(21)" o (zer)k (21) -+ K (ze)v
r=1s=r+1 r=1s=r+1
c c+l
=11 11 <1 - Cf?) vy (21) - wg (zer)E (1) - K (2eg)v. (4.8)
r=1s=r+1 r

Prema dokazanom je lim, _, -1 od (4.8),

lim  p(z,... 7Zc+1)55;;(21)55+ (22) - f;(zcﬂ)“
2p—2q2(P—1)
c c+l1 P
2 lelqgr%p 1) <H s];-l‘;-l (1 - (]2 S)) :L‘;ti(zl) o $+ (ZC+1)]€+(21) ]{37‘_(2’64’_1)’0,

jednak nuli. Kako je

c c+1 c c+1
lim P21y ey Zeq1) = lim H H (1——) H H g 7&0,

2(p—1) 2(p—1)
72 72 r=1s=r+1 r=1s=r+1

zakljucujemo da je

e (20)T5 (22) - TL (2e11)v = 0.

7

lim =z
2p—2q2(P—1)

Time smo dokazali

szchl)ai (2) =0.

]

Obje tvrdnje sljedeé¢eg korolara mogu se dokazati na isti nacin kao i tvrdnje propozicije
4.1.

Korolar 4.2 Na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa c je
x?;+k)a,.(z) =0 i E?;Jrk)ai(z) =0
zasvakii=1,2,....,n, k€ N.
Toc¢ku zavrsavamo jednim analogonom propozicije 4.1.

Propozicija 4.3 Na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa c za svakii = 1,2,....,n

i za svaki prirodan broj m > c vrijedi

lim, (ﬁ ﬁl (1 - q2§—i>> wf (1) .2l (2m) = 0. (4.9)

r=1 s=r+
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Dokaz. Oznac¢imo s V modul iz iskaza propozicije i neka je on uloZen u tenzorski produkt
¢ ireducibilnih modula najveée tezine nivoa 1. Iz korolara 3.6 vidimo da limes u (4.9)
postoji.

Jednakost (4.9) dokazuje se sli¢no kao i propozicija 4.1. Fiksirajmo jedan, proizvoljan
sumand od AV (z} (21)...2] (2n)). Dovedimo verteks-operatore svakog faktora tog

sumanda u poredak (f). Prema Dirichletovom principu na [-tom faktoru za neki [ =
+

1,2,...,c pojavljuju se barem dva operatora z? (z,¢'') 1 } (2,¢""") za ncke brojeve
r,s =1,2,...,m, s > r. Prilikom svodenja [-tog faktora na oblik (f) pojavit ¢e se, prema

prvoj jednakosti tvrdnje (b) leme 2.15, faktor

22g20-) (1 - j—) (1 - q_Q?) . (4.10)

Sada, kao u propoziciji 4.1, zaklju¢ujemo da ¢e faktor (1 — z/2,.) iz (4.10) na limesu

lim,, .., ponititi ¢itav sumand. O

4.2 Kvantna kvazi-kompatibilnost

Htjeli bismo na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa c prouciti produkt operatora
Tho,(21) i i;ai71(22>, i = 2,3,...,n, susjednih boja i proizvoljnih naboja m,k € N.
Tako ¢emo vidjeti koje su najnize potencije varijabli z; i 2o koje se javljaju prilikom
djelovanja produkta z;\,, (21)Z},  (22) na maksimalni vektor tog modula. Citavo vrijeme
¢emo koristiti realizaciju ireducibilnog modula najveée tezine nivoa ¢ kao podmodula
tenzorskog produkta c ireducibilnih modula nivoa 1.

Sljedeca lema je prosirenje leme 2.7. iz clanka [5] J. Dinga i B. Feigina na verteks-
+

operatore . .

(2)iz},.(2),i=1,2,...,n, m € N, koje smo uveli u prethodnom poglav-
lju. Za operator x;, (2) ¢emo tvrdnju leme dokazati istom tehnikom kao u [5], Frenkel-
Jingovom realizacijom modula nivoa 1 i Drinfeldovom strukturom Hopfove algebre, dok

¢e nam za operator T\, (2) biti potrebna dodatna diskusija.

Lema 4.4 Promatramo djelovanje od 7}, (2) iz, (2) na vektor v ireducibilnog modula
najvecée tezine nivoa ¢ > m ulozenog u tenzorski produkt ¢ ireducibilnih modula najvecée

tezine nivoa 1. Ono je zadano formulom (2.3).

(a) Limes lim, _,,.p-1 svakog sumanda od T, (2) ili ¥}, (%), na cijoj se l-toj kompo-

nenti, | = 1,2, ..., ¢, nalaze barem dva operatora x} (z.¢q"~") za razliciter = 1,...,m,

jednak je nuli.

(b) Ako se s-ti ¢lan od

Tro(2) = lim 5 (z)...25 (2) ... 2% (2m),
2p—2q2(P—1)
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x} (2s), ili s-ti ¢lan od

5 ()= lim (H 11 (1—q2z5)>xl‘i(zl)...x;(zs)...x;“i(zm),

2(p—1)
2 r=1 s=r+1

x7 (25), nalazi na l-tom faktoru nekog sumanda i ako se (s+1)-vi ¢lan, ¥ (2511), nalazi

na k-tom faktoru za neki k > [, onda je limes lim, _,2p-1) tog sumanda jednak nuli.

Dokaz. (a) Prvo tvrdnju dokazujemo za operator z;}, (2). Modul V' mozemo realizirati

kao podmodul tenzorskog produkta c ireducibilnih modula nivoa 1,

Ve V.

(2.3). Operator A D (z} (z1)zf (22) - -
tom ¢e [-ti faktor svakog ¢lana, [ = 1,2,...,¢, biti ili operator 1 ili produkt nekih od

Pritom je djelovanje od z} (z1)xf (22) -2} (2) na V4 ® --- ® V. odredeno formulom
g, (2

m)) Ce biti suma nekog broja ¢lanova i pri-

verteks-operatora 7 (z.¢'™') i ¢i(2¢""/?) za r;s = 1,2,...,m. Primjer jednog tak-
vog sumanda za m = ¢ = 4 zapisali smo u (2.5). Koriste¢i prve dvije formule tvrd-
nje (b) leme 2.15 htjeli bismo verteks-operatore na svakom faktoru svakog sumanda

od A V(zf (z1)x] (22) -l (2m)) poredati kao u (f): na desnu stranu [-tog faktora,

gdje je | = 1,2,...,c, stavimo normalno ureden produkt svih operatora a:;Fi(qul_l),
r = 1,2,...,m, koji se nalaze na [-tom faktoru; lijevo od njega stavimo produkt svih
operatora ¢;(z,¢""'/?), s = 1,2,...,m, koji se nalaze na [-tom faktoru. Dakle, [-ti faktor

¢e tada imati oblik
Gi(20,0 %) Dil20,0 ) s wd (20,00 (200 ) (4.11)
gdjesua,b &€ Zsp,a+b<m,o0,=1,2,... . mzar=12...,btakvi da je
01 <...<0, 1 0401 <...<0p.

Time ¢emo postiéi da je [-ti faktor svakog sumanda element od Hom(V,, Vi((z1, ..., 2zm))).
Naravno, takvim permutiranjem verteks-operatora pojavit ¢e se ispred svakog sumanda
neka racionalna funkcija f = g/h, gdje su g i h polinomi s koeficijentima iz polja C(q'/?)
u varijablama z, i z5/2, za 1 < r < s < m. Funkciju f = ¢g/h moZemo odrediti pomoc¢u

prve dvije formule tvrdnje (b) leme 2.15. Faktori dobiveni primjenom prve formule oblika

su
0 22 (1—§> <1—q_2ﬁ> zal<r<s<m,l=12...,m, (4.12)
Zr Zr
a faktori iz druge formule
120 1< < 4.13
= < . .
q == zal<r<s<m ( )
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Promotrimo proizvoljan sumand od AV (zf (z1)zf (22) -z (2m)) koji na nekom
svom [-tom faktoru sadrzi o (z.¢" 1) i 2} (2:¢""), r < 5. Ozna¢imo sa f = g/h racionalnu
funkciju koja se javlja nakon $to svaki njegov faktor svedemo na oblik iz (4.11). Prema

dokazu leme 3.5 nazivnik h uvijek ¢e se skratiti sa nekim faktorima od

1 (-e2)

t=1 u=t+1
pa ¢e ispred sumanda ostati samo produkt polinoma s koeficijentima iz C(q'/?) u varija-
blama 2; 1 2z, /2 za 1 <t <u < m.
Ako su r i s susjedni, tj. ako je r +1 = s, limes 2z, — 2¢*P=Y) promatranog sumanda
bit ¢e nula zbog kvantne integrabilnosti (propozicija 4.1).
Ako r i s nisu susjedni, dovoljno je vidjeti da postoji cijeli broj u, 0 <u <s—1r —1,
za koji ¢e se na nekom k-tom faktoru, & < [, prije nego §to ga svedemo na oblik iz (4.11),
pojaviti
: -x;ri(Zr+uqk71)¢i(2’r+u+1qk71+%) e (4.14)
Naime, iz druge formule tvrdnje (b) leme 2.15 vidimo da ¢e nam taj ¢lan dati u brojniku
od f, tj. u g, prilikom svodenja (4.14) na oblik iz (4.11), faktor
—9 Ardutl
1—q Zﬁ,
koji ¢e onda na limesu z, — 2¢*P=1) ponistiti ¢itav sumand. Dokazimo da takav u postoji.
Pretpostavimo suprotno, tj. da takav w ne postoji. Tada se operator x;i(zrﬂqll_l)
nalazi na nekom faktoru l; < [ (jer bi inace u postojao i bio jednak nuli). Nadalje,
operator x,} (ZT+2ql2 1) nalazi se se na nekom faktoru Iy < 1 <[ (jer bi inace u postojao
i bio jednak 1), operator = (zr+3ql3 1) nalazi se na nekom faktoru I3 < Iy < I; <[ (jer bi
inace u postojao i bio jednak 2) itd. Napokon, operator a:(jé‘i(zsqlk“l_l) nalazi se na nekom
faktoru l,_,_1 < ly_,_o < ... < [. Dakle, u promatranom sumandu se xji(zsqls—r—lfl)
nalazi na l,_,_;-vom, a x;(zsql”) na [-tom faktoru, pri ¢emu je [,_,_; < [. Kontradikcija!
Ovime smo dokazali da postoji nenegativan cijeli broj u sa trazenim svojstvima pa
slijedi tvrdnja (a) za operator z;}, (2).
Dokazimo tvrdnju za operator z;}, (2). Zapoc¢injemo kao u dokazu propozicije 4.1. Za
proizvoljan vektor v ireducibilnog modula V' najvecée tezine nivoa c¢ krenimo od izraza
x

w (20)Z0, (22) - - 8 (zm)v = 23, (20K (21)28, (22) K (22) - - 28, (2 ) 5 (2 )0

i prebacimo u njemu sve operatore k; (2,), r = 1,2, ..., m, na desnu stranu. Prva jednakost
tvrdnje (a) leme 2.15 daje nam

xoq(’zl)foq ZQ) e :Z';Z (Zm)v

m—1 m 1_ 22zs
=11 11 <—1 qu’">wl}<zl>x3}<22>---x:,.(zmm:(zl)kr(z?)---kj(zm)v.
1
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Odaberimo proizvoljan sumand S(z1, . .., zy) od A (zf (21)af (20) - 2L (2m)) koji
na nekom svom [-tom faktoru sadrzi o (z.¢" 1) i 2} (2,¢'"), 7 < s. Ozna¢imo sa f = g/h
racionalnu funkciju koja se javlja nakon $to svaki njegov faktor svedemo na oblik iz (4.11).

Prema dokazu leme 3.5 nazivnik h uvijek ée se skratiti sa brojnikom od

ni_f m < q2zs>
r=1 s=r+41 oz
Analogno kao u dokazu tvrdnje (a) za operator ;. (2) mozemo pronaci cijeli broj u,

0 <u<s—r—1,za koji ¢e se ispred sumanda pojaviti faktor

_92 Rr4u+l
1 — g2
ZrJru

Dakle, ispred promatranog sumanda (¢iji su faktori oblika (4.11)) ¢e se naci sljedeci faktori:

(1 _22r+“+1) zanekiu € Z, 0<u<s—r—1,
Zrtu
° (1

1— —)zanekersEZ 1<r <& < m;

S)zaneker s € 7, 1<r <5 <m;

(1 22/)zanekerseZ 1<7“ <5 <m;

H H 1—z//z/

r'=1s=r'+1

Dakle, ako sumand S(zy, ..., z,) pomnozimo sa

mIes)

dobit ¢emo izraz za €iji limes z, — 2¢*P~1) mozemo, analogno kao u dokazu tvrdnje (a)

za operator x| .(2), zakljuciti da je on jednak nuli. Nadalje, kako je

lim H H <1——): lim H H (1—(] 8-’“'))7A0,

2p—2q2(P—1) 2p—r2q2(P—1)

zakljuéujemo da je limes z, — 2¢?®?~Y sumanda S(z, ..., z,) jednak nuli na V.
(b) Druga tvrdnja je posljedica dokaza prve. Ako se s-ti ¢lan od 7, (2) ili z;, (2)
nalazi na I-tom faktoru nekog sumanda, a (s+1)-vi ¢lan, 7 (241), na k-tom faktoru istog

sumanda za neki k£ > [, onda se ili obojica nalaze na istom faktoru sto prema tvrdnji (a),
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na limesu lim (»—1) poniStava Citav sumand ili je £ > [. Ako je k > [, onda na [-tom

2p—2q>
faktoru imamo

) .x;ri(zsqlfl)gzﬁi(zsﬂql*H%) .
Sto, kao u dokazu tvrdnje (a), na limesu lim, _,,.»-1) opet ponistava ¢itav sumand. [
2p-1) sumanda (3.8),

Neka je m = ¢ = 4. Primijetimo kako je limes lim, _, .,

x;t(zl) ¢z(22q1/2) ¢z(z3q1/2) i(24 1/2)
¢

X 37;(22(]) z(qug/Q) ( q)
X ¢Z(qu5/2)
X JZ(—; (Z3q3)7

pomnozenog se

jednak nuli. To moZemo zakljuéiti iz tvrdnje (a) prethodne leme jer na drugom faktoru
imamo dva operatora, x} (22q) i 27 (219), ali i iz tvrdnje (b) jer se, npr. 2 (21) nalazi na
prvom, a x/ (22¢) na drugom faktoru.

U slucaju m=c=4je

¢z(21q1/2) ¢i(22q"?) Gi(23¢"?) wl(24)
(21(13/2) Pi(z2 3/2) (Z3CI)
® qbz(zqu’/?) & (220°)
® ) (214°). (4.15)

jedini sumand za ¢iji limes ne mozemo, iz tvrdnji prethodne leme, zakljuciti da je jednak
nuli.

U ostatku ove tocke promatrat ¢emo iskljuc¢ivo sumande od

AN o (21) - ad (2n))
koji ne zadovoljavaju pretpostavke tvrdnji (a) i (b) leme 4.4, tj. takve da vrijedi sljedece:

Verteks-operatori xf (2.) su poredani po tenzorskim faktorima su-
manda silazno s obzirom na indekse r svojih varijabli. Preciznije,
za svakir =1,2,...,m—1 vrijedi: ako se ] (2,41) nalazi na [-tom,

onda se x; (2-) nalazi na k-tom faktoru za neki k& > [. (A)
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Lema 4.5 Na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa 1 zai1 = 2,3, ..., n i za prirodne

brojeve r i s vrijedi

_ 1 5 s—2)4+1 s
zl (2N is1(2202)Pim1(2207) - ima (22”2 2] (22”7 Y)

o1 1 1 5 s_o)4 1
=q ZHT’“Q@ﬂ(@QQ)@A(@q?) i (2g? I

21
x;z (Zlq2(r—1))x;-i_1 (22q2(s—1)> .

Specijalno, za s = 1 u gornjoj jednakosti nema niti jednog operatora ¢;_1(z).

Dokaz. 1z pete formulu tvrdnje (b) leme 2.15 dobivamo da se kod komutiranja operatora
x} (21¢*"7V) sa redom svim operatorima ¢;_1(z2¢'), I = 1/2,5/2,...,2(s — 1) + 1/2,
pojavljuje faktor

e 1— qz(sﬂ")*lﬂ
1-s 21 l-s .
tj. preciznije, da je
5 oyl
SC;; (Z q >¢1 1(22(] )¢i71(z2q2) . ¢i71(22q2( 2)+2>
2(s—r 1z
1_51 — q ( ) 2

a9)pl .
I R T 2 i1 (2202)bim1(2203) - . dim1 (226*C 72N 0l (20?0 7Y). (4.17)

21

Sada, pomocu ¢etvrte formule tvrdnje (b) leme 2.15 i (4.17) dobivamo trazenu jednakost:

. 1 5 s—2)4+1 s
3”;(21‘12( 1))@71(22(]2)@71(22612)-'-@'71(22(]2( 2)+2)x;71(22q2( 1))

1— q2(S—T)—12_2 . . 1
= 1 _ gl-2r S 0i1(224%)i—1(22q2) . . . Gi_1 (2% F2)
—q 2
vh (Nl (2 Y)
1— q2(s r)— 1i_2 ) . )
= ql_s 1 1—2r 22 : ¢i—1(22q§)¢i—1(22q§) . ¢i—1(22q2(3_2)+§)
. 1 1 -t (Z 2(r—1))x+ (Z 2(371)) .
le—q (s=7)— 12 Lo, (219 ;-1 \724 :
1=s 1 1 2(s—2)+1
=4 W@ 1(2202) @i (2207 - . di—1 (224 2)

z211—gq

zy (219 2r— ))x;;_fl(qu?(s’l)) L

Sljedec¢a lema je posljedica dokaza prethodne leme.

Lema 4.6 Na ireducibilnom modulu najvece tezine nivoa 1l zat = 2,3, ..., n, i za prirodne

brojeve r i s vrijedi

_ 1 5 e—1) 1
37;(21(]2(7“ 1))@71(22(]2)@71(22(12) e @'4(2’2(12( 1)+2)
1 — q2(s—r)+1 29

1 r—
T gz L1 (2202)0ii1(2203) .. i1 (2P TR) (21 g?TY).

21
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Veé¢ smo naglasili kako promatramo samo sumande od
AT af (1) -2 (zm), T=1,2,...m,
koji zadovoljavaju uvjet (A). I-ti faktor takvog sumanda moze biti ili operator 1 ili oblika

0i(21¢" ) - i (2T il 9i(21g" ) - @ (2mead TP Cyj(qu b.

Prema tome, leme 4.5 i 4.6 daju nam racionalne funkcije kojima treba pomnoziti tenzorski
faktor produkta dva sumanda susjednih boja, 7 i ¢ — 1, u razli¢itim varijablama da bismo

na njemu dobili sljedeéi poredak verteks-operatora:

S lijeva na desno prvo se pojavljuju operatori ¢;, zatim operatori

¢i—1 i zatim, na kraju, ili operator z7 ili operator z}  ili normalno

ureden produkt operatora z; izt . (*)
Lema 4.7 Promatramo djelovanje produkta x, (z1)x,. (z), mk €N, i=2,3,...,n

na vektor v ireducibilnog modula najveée tezine nivoa ¢ > m,k uloZzenog u tenzorski

produkt ¢ ireducibilnih modula najvece tezine nivoa 1. Ono je zadano formulom (2.3).
Postoji polinom B(z) € C(¢"/?)[2], B(0) = 1, takav da je

AR B (20 ) 2 )arh o (20) 7, (22) (4.18)

C(q"/?)[21, 22/ 21]-linearna kombinacija sumanada ¢iji tenzorski faktori sadrze verteks-
operatore u poretku (¥).

Polinom B(z) dan je sa

H( i ako jem < k;
B(z) =", (4.19)
H g~ 27"2) , akojem > k.
r=m—k+1

Prije dokaza ¢emo tvrdnju leme ilustrirati na jednom primjeru. Neka je m =4, k = 2
i ¢c=4.U (4.15) smo ve¢ zapisali jedan sumand od A®) (z] (z1)... 2] (24)) pa ¢emo ovdje

. . o . . 3 .
opet iskoristiti njega. Jedan sumand od A®) (zf _ (wi)zf _ (w.)) glasi

¢i—1(wig'’?) b xy,  (ws)
® 1, (wiq)
®1
®1. (4.20)
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Produkt sumanada (4.15) i (4.20) glasi

¢i(214"%) ¢i(220"?) Gilz30"?) @l (20) dica(wig?) xf (w2)
® ¢i(216°%) i(226*%)  (239) zl  (wiq)
® ¢i(214°") 1) (224%)
® zl (214°). (4.21)

Promotrimo ¢etvrtu i petu jednakost u tvrdnji (b) leme 2.15. Ako bismo prvi faktor

sumanda (4.21) pomnozili sa

I w
ql_—qw_f = (1 - q_12—42> : (4.22)
24

a drugi faktor sa
-1
23q (1 —q ) (4.23)

dobili bismo
¢1<zlq1/2) ¢i(220"%) ¢i(230"%) Gia(wig'?) s xf () l (wy):
¢i(214"?) 6i(226%) 2l (239) &l (wig) :
®¢(2 ¢7) x} (2007

r5 (n0?). (4.24)

To je upravo poredak verteks-operatora po faktorima tenzorskog produkta opisan u (*).

Preostaje nam jos samo primijetiti kako produkt od (4.22) i (4.23) na limesima lim, _,  2¢-1),

24" (1 g w) <1 —q’7w)
z z

Prema definiciji (4.19) jezam=c=41k =2

= (-0 (-07)

pa smo time dokazali kako mnoZenjem (4.21) sa 2?B(w/z) dobivamo upravo (4.24). Do-

lim,, _,e20-1 daje

kazimo sada lemu 4.7.
Dokaz. Neka su m i k prirodni brojevi. Oznac¢imo varijable unutar limesa kao u sljede¢im

formulamas

m—1 m ’
Ta,(21) = | lim ( 11 (1—q2§)>x;(%)x;(%)--~:v2i(z;1),
1

/
/ 2(p—1
zZp—r21q (p—1) =1 st Zr
k-1 k Z//
+ - . 9~ + " + " "
ot =, i (TLTT (102 ) ) i, Ghat, )i, D)
Zp 224 r=1s=r+1 r
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Prvo dokazujemo lemu u slucaju m < k. Fiskirajmo jedan sumand S; od

A (ad (z)ad () - af (2) (4.25)

i jedan sumand S;_; od
A(671)<x;1‘,1 (Zl )x;i,1 (22) o x;)z,1 (Zk:)) (426)
Pretpostavimo da se operatori x;(z;), r = 1,2,...,m, nalaze u sumandu S; na fakto-

rima l1,lo,...ly,, l1 > o > ... > l,. Tada na preostalih ¢ — m faktora produkta S;S;_1
ve¢ imamo poredak verteks-operatora kao u (*). Ako za svaki r = 1,2,...,m produkt

o, (z1)5,  (22) pomnozimo s

2 (1 - q1—2”§> : (4.27)
1

vidimo iz lema 4.5 i 4.6 da ¢emo na faktorima [, r = 1,2,...,m, od 5;5;_1 takoder
dobiti poredak verteks-operatora, unutar limesa, kao u (*). Naime, kvocijenti argumenata

operatora x} iz}  te operatora xf i ¢;_1, koji djeluju na istom faktoru, ne ovise o tom

faktoru. Primjerlce, za svaki [ = 1, 2, ...,cna [-tom faktoru imamo
/ / 1 1 / !/
r (g O () = Sy ey el ()l ()
" L= Fmn
1 1 "o o

Prema tome, mnozenjem S;S; 1 s (4.27) zaista dobivamo poredak (*) na svakom faktoru.

Dakle, za polinom B(z) iz jednakosti (4.18) moZemo uzeti
— ﬁ 1 27“
r=1
Tada je o¢ito B(0) =11
' B(22/21) 20, (1) 7], (22)

je C(q"/?)[21, 22/ 21]-linearna kombinacija sumanada ¢iji tenzorski faktori sadrze verteks-
operatore u poretku (*).

Dokazimo lemu u slu¢aju m > k. Fiskirajmo jedan sumand S; od (4.25) i jedan sumand

S;—1 od (4.26). Na isti nacin kao u slu¢aju m < k moglo bi se dokazati, koristeci leme 4.5

i 4.6, da cemo mnozenjem produkta x}, (21)x;,  (22) sa

zfﬁ( ¢~ 2’“Z2> (4.28)

r=1
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na svakom faktoru svakog sumanda dobiti poredak verteks-operatora kao u (*). Naravno,
pritom neéemo imati samo sumu takvih izmijenjenih sumanada veé njihovu C(g'/?)[zy/21)-
linearnu kombinaciju. Potencija k varijable z; u (4.28) javlja se jer u S;_; imamo k verteks-
operatora x}_, asvaki faktor (1 —¢'*"25/21), 7 = 1,2,...,m, u (4.28) odgovara jednom
od m verteks-operatora xgi, koji se nalazi na nekom faktoru od S;.

Htjeli bismo dokazati kako je, da bi se na svakom faktoru svakog sumanda dobio

poredak (*), dovoljno z;\,, (z1)x},  (22) pomnoZiti sa

m
4 11 (1—q12i—j>, (4.29)

r=m—k+1

tj. da nam dodatni faktori (1—¢'"2"25/21), r = 1,2,...,m—k, koji se pojavljuju u (4.28),

nisu potrebni. Uvedimo oznaku
B(z) := H (1—¢"772).
r=m—k+1

Pretpostavimo da ne vrijedi tvrdnja leme, tj. da u
A B2/ 21)a0, (21)20,_, (22) (4.30)

nemamo C(q'/?)[z1, 2o/21]-linearnu kombinaciju sumanada iako njihovi tenzorski faktori

1_2TZ2/21>7

r=1,2,...,m — k, koji se javljaju na desnim stranama formula iz lema 4.5 i 4.6, nije

sadrze verteks-operatore u poretku (*). To zna¢i da se neki od nazivnika (1 — ¢

skratio. Dakle, ispred barem jednog od sumanada izraza (4.30) nalazi se barem jedan

faktor
1

1—2r 22
1 —q TZ

zanekir=1,2,....,m—k. (4.31)

Dokazimo da je to nemoguce.

Faktor (4.31) se mogao pojaviti ispred 5;S;_; ako i samo ako se na nekom [-tom
faktoru, [ = 1,2,...,¢, od S; pojavljuje x;ri(z;ql_l) i pritom je [-ti faktor od S;_; razlicit
od 1.

Neka se na [;-vom faktoru od S; pojavljuje z7, (z;%qll*l). Ako se na [;-vom faktoru od
S;_1 pojavljuje ¢i_1(z,: h=1/2) "onda, kao u dokazu leme 4.6, na l;-vom faktoru od S;5;_;

mozemo provesti racun:

v (2 g G () i (2 )

"

ko1l — g
= T o G ol e )
s=1 - 7
zr+k
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Na limesima hmzz 2D 1 hmzu yzpq2—1) Clan

E1—qg—
[[——
1 2
s=1 1 - q Z;‘-&-k
prelazi u
k . 22(12(S 1 k 1 2(s—(r+k))+1 22 1 1— 2rz2
qzqu(r+k n —q n —q 439
H 1— g1 20q2(s—1) H 1 _q2(s—(r+k))—12_2 o 1— q1 2(r+k)22‘ ( : )
s=1 Z1q2(r+k 1) s=1 21 21

To znaci da se ¢lan (4.31), koji smo dobili ispred S;S;_1, skratio sa brojnikom od (4.32).
Kontradikcija! Zaklju¢ujemo da se na [;-vom faktoru od S;_; ne pojavljuje ¢;_ 1(zk gh1?).
Medutim, tada se mjifl(qu 1) pojavljuje na s-tom faktoru od S, ; za neki s < [;.
Nadalje, kako smo nakon dokaza leme 4.4 ve¢ obrazlozili da nam je dovoljno promatrati
samo sumande koji zadovoljavaju uvjet (A), mozemo pretpostaviti i} < [.

Neka se na [y-om faktoru od S; pojavljuje a:ji(z;+k_1q12_1). Ako se na ly-om faktoru od
S;_1 pojavljuje ¢;_1(z,_,¢"2"/?), onda kao u dokazu leme 4.6, na lo-om faktoru od 9;S;_;

mozemo provesti racun:

vl (2@ DG (2 €27 i (217 Y?)

//

k=1 1 —qg—
_—k+1 r+k—1 " lz 1/2 " l2 1/ 4 lo—1
g H—az (A7) G (D (0.
s=1 1- q-
r+k 1
Na limesima hmz/ a2 1 hmzu a2 Clan
//
k-1 1 — q7
r+k 1
Z//
s=1 1- q-
r+k: 1
prelazi u
k=1 1 _ Z2q2(s b - Rl (= 1))+122 1 gl-2rz
Tl LR am
_1 Z2q (s—1) 8 (T’-"-k 1)) 122 - 1_q1—2(7‘+k—1)z_2' :
s:l Zqu(r+k 2) s=1 zZ1 Z1

To znaéi da se ¢lan (4.31), koji smo dobili ispred 5;S;_1, skratio sa brojnikom od (4.33).

Kontradikcija! Zaklju¢ujemo da se na l,-vom faktoru od S;_; ne pojavljuje operator

sz 1(

neki s < [,. Nadalje, kako smo nakon dokaza leme 4.4 veé¢ obrazlozili da nam je dovoljno

1"

1"271/2). Medutim, tada se 2} (z,_,¢°~") pojavljuje na s-tom faktoru od S;_; za

promatrati samo sumande koji zadovoljavaju uvjet (A), mozemo pretpostaviti l; < lo < [.
Sada, sasvim analogno zaklju¢ujemo da postoji I3, ls < I3 < [, takav da se operator

a;gi_l(z,’;_ﬂs—l) pojavljuje na s-tom faktoru od S;_; za neki s < I3, itd. U posljednjem,
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k-tom koraku dobivamo da postoji Iy, lx_1 < I < [, takav da se $;ri_1(z/1'qs’1) pojavljuje
na s-tom faktoru od S;_; za neki s < l. Iz toga slijedi da se na [-tom faktoru od S;_1, jer
je | > lx, nalazi samo operator 1 pa se faktor (4.31) nije mogao pojaviti ispred sumanda

S;S;_1. Kontradikcija! Time je tvrdnja leme dokazana i za slucaj m > k. O]

Jedna posljedica dokaza leme 4.7 je i sljedeca tvrdnja:

Teorem 4.8 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A, za svakii = 2,3,...,n i za sve

naboje m, k € N vrijedi

min{m,k}
[T (a0 =g 20rmomimtm®zg) af L (21)a,, (22) € Hom(L(A), L(A)((21, 22)))-
r=1

U posljednjem poglavlju ¢emo svojstvo uredenog para operatora (z;\,, (2), 2,  (2)),
koje nam iskazuje prethodni teorem, zvati kvazi-kompatibilnogéu.

Sljede¢a lema kaze nam kako je polinom B iz leme 4.7 minimalan.

Lema 4.9 Neka su m, k i c¢ prirodni brojevi, m,k < ¢, i neka je B(z) € C(q"/?)[2]
polinom iz (4.19) (za koji vrijedi tvrdnja leme 4.7). Neka je | prirodan broj i neka je
C(z) € C(¢g"?)[z], C(0) = 1, takav da vrijedi

(1) | <min{m, k};
(2) C dijeli B;

(3) 21C(z2/2)a7,

maog

(z1)z,,_ (22) je C(q"/?)[z1, 22/ z1]-linearna kombinacija sumanada ¢iji

tenzorski faktori sadrze verteks-operatore u poretku (*).
Tada je | = min{m,k} i C' = B.

Dokaz. Odaberimo sumand S; od z}, (21) kod kojeg se operatori z} nalaze na prvih

Jr

m faktora tenzorskog produkta i sumand S;_; od zf,  (22) kod kojeg se operatori x|

nalaze na prvih k faktora. Lagano se vidi da ¢e verteks-operatori na svakom faktoru

sumanda S;S;_; biti u poretku (*) tek nakon §to se on pomnozi sa zfﬁn{m’k}B(zg/zl) O

Leme 4.5 i 4.6, zajedno sa prvim dvjema formulama tvrdnje (a) leme 2.15, daju nam
Taylorove redove i racionalne funkcije kojima treba pomnoziti tenzorski faktor produkta
dva sumanda susjednih boja, ¢ i ¢ — 1, u razli¢itim varijablama da bismo na njemu dobili

sljedeé¢i poredak verteks-operatora:
S lijeva na desno prvo se pojavljuju operatori ¢;, zatim operatori
¢i—1. Zatim se pojavljuje ili operator xf ili operator 7  ili nor-
malno ureden produkt operatora .7:;: i 9”;:-71' Na kraju se pojavljuju

operatori k;, a zatim i operatori k;' ;. (**)
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Lema 4.10 Promatramo djelovanje produkta z;,, (z1)Z}, (z), m,k € N, na vektor
v ireducibilnog modula najvece tezine nivoa ¢ > m,k uloZenog u tenzorski produkt c
ireducibilnih modula najvecée tezine nivoa 1. Ono je zadano formulom (2.3).

Postoje Taylorov red A(z) € C(q'/?)[[2]], A(0) = 1, i polinom B(z) € C(q'/?)[z],
B(0) =1, takvi da je

zinin{m’k}A(&/Zl)B(ZQ/Zl)f:zai (Zl)jzai—l (22)

C(q'/?)[z1, 22/ z1]-linearna kombinacija sumanada ¢iji tenzorski faktori sadrZe verteks-

operatore u poretku (**). Polinom B(z) dan je formulom (4.19) iz leme 4.7:

H(l 1=2ry ako jem < k;
B(Z): r= lm
H g~ 27",2), ako jem > k.
r=m—k+1

Dokaz. Visestrukom primjenom prve formule iz tvrdnje (a) leme 2.15 mozemo dobiti

’

2) T (2n)

Tho (21) = T1 (2028 (214%) -+ 2 (21”"7)
(2

lim  Zf (27
z;—>z1q2(p_1) ¢

lim 2l (20)k (21)2g, ()b () - ad (2K (2)
z—z1q2P=1) !

/

, Jim - qj;ri(zl) .. 'xii@m)k%(%) . kj(zm) (4.34)
zZp—214 p

i, sasvim analogno,

1
xﬁa L (22) = lim H H — 37;-,1(21)"'33+- (zk)kz—'_l(zl) K (2)-

z /~>zzq2(1’—1) =
(4.35)

U produktu desnih strana jednakosti (4.34) i (4.35) moZemo, primjenom druge formule
tvrdnje (a) leme 2.15, sve operatore k;” pomaknuti desno od svih operatora vy (alitako
da i dalje ostanu lijevo od svih operatora k;" ). Takvim permutiranjem operatora ¢emo
dobiti produkt Taylorovih redova u varijablama z'/z” r=12,....m,s=12 ...k, s
konstantnim ¢lanom 1, koji ée nam na limesima lim 2(p—1) 1 lim_» 2(p—1) dati upravo

z%zq z%zq

Taylorov red u varijabli z5/2; s konstantnim ¢lanom 1. Zamijenimo u tom redu kvocijent
z/7 sa z i dobiveni red ozna¢imo s D. On je invertibilan element prstena C(q'/?)[[2]] pa

stoga mozemo definirati

A(z) = D(2)" € C(g"?)[[=]].
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Ovime smo konstruirali red A(z) iz iskaza leme i sada ostatak dokaza mozemo provesti

na isti naéin kao i dokaz leme 4.7. O

Odsada ¢emo promatrati samo glavne potprostore W(A) pridruzene integralnim do-

minantnim tezinama A oblika
A =cyAo+cjAj, gdjesucy,c; € Zso, co+¢; >0, j=1,2,...,n. (4.36)
Nivo ¢ tezine A jednak je ¢ = ¢y +¢;. Za j =1,2,...,n definirajmo sljede¢u oznaku:

. 0, akojes=1,2,... cp;
Js 1= (4.37)
J, akojes=co+1,...,c0+¢;.
Lema 4.11 Za dominantnu integralnu tezinu A oblika kao u (4.36), za maksimalni vektor
vy Ireducibilnog modula najvece tezine A, za svakii = 2,3...,n i za sve naboje m,k € N

postoji Taylorov red A(z) € C(q¢*/?)[[2]] takav da vrijedi

2\ e 1T - N i
A (Z—j>21 0 H (1 — ql 2(r+m mo)z—j> $;ai(21>$2_ai_1(22)v1x (438)
r=1

m s sk s
c leszl dijs 2225=1 di-1js W(A)[[z1, z]],
gdje je mg := min {m, k}.

Dokaz. Primijetimo da je

mo
z min{m z
Z{no H (1 . q1—2(7‘+m—mo)z_j) =’ { ,k}B (Z_i> :

r=1

gdje je B(z) polinom definiran u (4.19). Za Taylorov red A(z) iz iskaza leme mozemo uzeti
upravo red iz leme 4.10, koji je u njoj oznacen takoder s A(z).

Kao i prije, zadani modul nivoa c¢ realiziramo kao podmodul tenzorskog produkta
ireducibilnih modula najveée tezine nivoa 1. Prema lemi 4.10 na svakom faktoru svakog

sumanda od
mo
A Q ZmoH 1— 1—2(r+m—mo)§ z+ (Z’ )gf+ (Z)
2 1 q 2 mo \F1) Y ka4 \*2
r=1

imamo poredak verteks-operatora kao u (**). Dakle, u formuli (4.38) na maksimalan
vektor vy prvo djeluju operatori k" |, a zatim operatori k;". Svi oni fiksiraju maksimalan

vektor jer za svaki [ =1,2,...,n vrijedi

ki (2)vp = va.
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Nakon njih na vektor v, djeluje normalno ureden produkt operatora zf. i . . Jasno,
pritom maksimalan vektor v, identificiramo s odgovarajuéim elementom tenzorskog pro-
dukta modula nivoa 1. Preciznije, ako je tezina A oblika kao u (4.36), onda se modul L(A)
ulaze u L(Ag)®®° ® L(A;)®% pa imamo identifikaciju

VA :Z)A0®---®UA9®UA]-®~-®UA--

J

J/

v ~
Co Cj

Prema Frenkel-Jingovoj relizaciji ireducibilnih modula najvece tezine nivoa 1 je

24 (2) = EX(—a, 2) Ef (—a, 2) @ 2% zasvel=1,2,...,n.

+ . + . . + .
U normalno uredenom produktu operatora xf i xf  se svi operatori EJ(—a; 21) i
Ef(—ai_1,2) nalaze desno od svih operatora ET(—a;,z1) 1 ET(—a;_1,22). Nadalje, za

svel=1,2,...,n,s=0,1,...,n vrijedi

1 ®e*uvp, 2z, akojel=s;
(Ef(—a, 2) @ e2%) vy, = A )
1 ®e*vy,, akojel #s.

Nadalje, svi operatori EX (—a;, 2) i ¢(2), | = 1,2, ...,n, sadrZe samo nenegativne poten-
cije od z.

Iz svega ovoga slijedi da je najniza moguca potencija od z; u (4.38) upravo Y., ;..
Stovise, ako promotrimo sumand S od zho. (z1)5,  (22), koji zadovoljava uvjet (A),
i u kojem operatori x (z1) popunjavaju prvih m faktora, a operatori xf  (22) prvih k
faktora, vidimo da se on, u C(q'/?)[z1, 22/ 21)-linearnoj kombinaciji sumanada iz leme 4.10,
pojavljuje pomnozen nekim skalarom iz C(q'/?) razli¢itim od nule. Dakle, taj skalar neée
promijeniti njegovu najnizu potenciju u varijabli z1, koja iznosi Y .- dj. .

Kako operatori Ef(—a;,21) i Ef(—a;_1, 22) komutiraju, sasvim analogno moZzemo vi-

djeti da je najniza potencija od z; koja se javlja u (4.38) upravo Zle diz1j,- ]
Sljedeci korolar je posljedica dokaza prethodne leme.
Korolar 4.12 Za dominantnu integralnu teZinu A oblika kao u (4.36), za maksimalni

vektor v, ireducibilnog modula najvece tezine A, za svaki i = 2,3...,n I za sve naboje

m, k € N vrijedi

mo
Z{no H (1 o q1—2(r+m—mo)é) xjn%(’zl)x;:aiﬂ(zﬂw\

V4
r=1 1

gdje je mg := min{m, k}.
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Sljedeca lema je direktna posljedica leme 4.11 i ¢injenice da operatori 7/ () iste boje
i =1,2,...,n komutiraju. Radi se o analogonu leme 5.1 iz ¢lanka [18], u kojem je ona

dokazana za afine Liejeve algebre tipa AL,

Lema 4.13 Za tezinu A oblika kao u (4.36) i za verteks-operator

=+ =+
l’m (1) ©@n (ngll),n) e xml,lal <’2171>
tipa naboja
(mn(ll)m, o T M1 1)
i dualnog tipa naboja
1 k (D) (k)
(n("b)a arn)v 7T T )

postoje Taylorovi redovi
Apwi(2) €C@)2)] za i=23,.n, r=1,2....7" s=1...+"

takvi da vrijedi
A(r,s),i(()) - ]_

i takvi da je

0 )

’L

n Ti—1 M(r,s),i
1
g [T TT (2 ememeo22)
! =2 r=1 s=1 Zri

t=1

- X

)

A
< (1T

i=1r=1

;T(l),nan <Zr£1) n) T a_:;rh,lal (2171)1}/\ (439)

(1)
-1 .
ijs 21 M(r,s),i W(A)[[’ZTS)’ e ,Zl]]-

m'rz(;

Pritom je vy maksimalan vektor modula L(A),

M(rs)i = min {mr,h ms,i—l}

zasver=2,3,....,n,r=1,2 ... ,7'@(1), s=1,2,... 77“1@1. Nadalje, definiramo 7"(()1) =01

0
> Mgy =0
s=1

Taylorov red A dan je s

7"5 Y T’rgl

A(Z'r%l)’ e 721) = H H H A(T,s),i (2571‘_1/27‘7,‘) .

=2 r=1 s=1
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Tako smo u ovoj tocki dobili sli¢ne rezultate za kvazicestice tipa 1 (korolar 4.12) i za
kvaziCestice tipa 2 (lema 4.11), valja naglasiti kako su nam najvazniji upravo oni koji
govore o kvazic¢esticama tipa 2, posebice lema 4.13. Upravo njih ¢emo koristiti u idu¢em
poglavlju, prilikom konstrukcije sistema izvodnica glavnog potprostora.

Na kraju ove tocke, kao jo§ jednu primjenu leme 4.4 dokazat ¢emo generalizaciju

propozicije 4.3.

Teorem 4.14 Neka je V' ireducibilan modul najveée tezine nivoa c, m prirodan broj veéi

od ci(ay,as,...,a,) uredena m-torka cijelih brojeva takvih da je
0<a1<ax<...<ap<m-1 1 oy <as+1lzasvet=12,... m—1.
Tada za svaki i = 1,2,...,n na modulu V vrijedi
m-1 m
zpii?ql%p (L[l Szllrl (1 - q2§_i)> i (z1)...xl (zm) = 0. (4.40)

Dokaz. Neka je V' ulozen u tenzorski produkt ¢ ireducibilnih modula najvece tezine nivoa
1. Iz dokaza leme 3.5 vidimo da limes u (4.40) postoji.

Jednakost (4.40) dokazuje se sli¢no kao i propozicija 4.1. Fiksirajmo jedan, proizvoljan

sumand S(z1,...,2y,) od A (2 (21)... 27 (2)) i pretpostavimo
lim  S(z1,...,2m) #0. (4.41)
2p—r2q2°P

Neka je ¢ najmanji prirodan broj za koji vrijedi a; = a;11. Tada, primjenom tvrdnji (a) i
(b) leme 4.4 na
t—1 ¢ .
lim -2 2t (z) ... 2t (z),
Zp—rzap (g s::l;—[l—l ( 4 Zr)) ozz< 1) %( t)

zaklju¢ujemo da postoje brojevi ly,ls, ..., l; € {1,2,...,c} takvi da vrijedi
(1) xf (2;) nalazi se na l;-tom faktoru sumanda S(z1,...,2y) zasve j =1,2,...,t;
(2) ll >l2>...>lt.

Neka se operator x; (1) nalazi na l,;-vom faktoru od S(z1,. .., %y). Provodimo disku-
siju u ovisnosti o ;.

Ako je l;41 > l;_1, onda se na [;_;-vom faktoru nalaze operatori :U;_(zt,lqltfl_l) i
¢i(2e41¢"17/?). Pretpostavimo da su faktori sumanda zapisani u obliku (f). Tada ¢e

nam [;_-vi faktor dati, prema drugoj formuli tvrdnje (b) leme 2.15,

]_ — q72Zt_+1
2 Zt—

Zt—1
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Ako je l;41 = l;_1, tj. ako se operator x;ri(ztﬂqlf“*l) nalazi na istom faktoru kao i
:L’j;i(zt,lqltfl_l), onda nam pretpostavka da su faktori sumanda zapisani u obliku (f) i

prva formula tvrdnje (b) leme 2.15 daju faktor

Zt2_1q2(lt—1*1) (1 _ zz_"'i) (1 _ qQEZ_‘Fi) . (443)

Ako je l41 = Iy, tj. ako se operator x (z41¢"*'~') nalazi na istom faktoru kao i
x;i(thltfl), onda nam pretpostavka da su faktori sumanda zapisani u obliku () i prva

formula tvrdnje (b) leme 2.15 daju faktor

Zq? Y (1 - th_:1> (1 - q_22t2—:1> . (4.44)

Sada, na isti nac¢in kao u dokazu propozicije 4.1, mozemo zakljuciti kako svaki od faktora

(4.42), (4.43) 1 (4.44) na limesu lim 2qp poNiStava ¢itav sumand S(zy, ..., 2, ). Naime,

Zp—r2q

. _9Rt+1 . 241
lim 1—¢ 22 ) = lim 1- ) —o.
zp—>zq2“1’ Zt—1 zp—>zq2ap Zt

Ovime smo dokazali da je

lig1 <y i liv1 # Ly,

tj. da ne postoje dva operatora :Ujé‘i(zuql“_l), u=1,2,...,t+ 1, koja se nalaze na istom
faktoru sumanda S(z1, ..., 2m).

Neka je k£ najvedi prirodan broj za koji vrijedi a;+1 = as1r. Tada, analogno kao gore,

mozemo zakljuciti da ne postoje dva operatora x;ri(zuqlfl), u=12,...,t+ k, koja se
nalaze na istom faktoru od S(z1,..., zm).
Kako je
pppr1 =+ 1= ... = +1=a+1

zbog tvrdnji (a) i (b) leme 4.4 mora vrijediti

by <min{ly, b, lgr b

Naime, u protivihom bi bilo lim, _, .2, S (21,..+,2m) = 0. Ovime smo dokazali da ne
postoje dva operatora  (z,¢" '), u=1,2,...,t+k+1, koja se nalaze na istom faktoru
od S(z1,. .+, 2m)-

Postupkom koji smo opisali mozemo nastaviti dokaz teorema sve dok ne dodemo do
zakljucka da ne postoje dva operatora x;“i(zuqlu_l), u = 1,2,...,m, koja se nalaze na
istom faktoru od S(z1, ..., z,). Dakle, na ¢ faktora je smjesteno m > ¢ operatora tako da
se nikoja dva ne nalaze na istom faktoru. To je kontradicija pa zaklju¢ujemo da je nasa
pocetna pretpostavka (4.41) pogresna, tj. da je lim 2ap S(21, ...y 2m) = 0. ]

2p—2q
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4.3 Relacije izmedu kvazicestica iste boje

Fiksirajmo boju i = 1,2,...,n. U ovoj tocki ¢emo ispitivati relacije izmedu kvaziCestica

tipa 2 iste boje 1.

Lema 4.15 Za prirodne brojeve m i k, m < k, na ireducibilnom modulu najvecée tezine

postoji 2m relacija izmedu operatora Ty, (2) 1 T}, (2):

T, (2072 T () = (g, (2077), (1)

T, (207N T (2) = T2 ()T g 1ya, (202" 7Y), (2)

T (2 2N G () = T ()T gy, (22, (m)
j:r_wci(quk)j;_ai(z) - i‘?_erk)ai(z)’ (erl)

T, (2T, (2) = 28 (2 )T 0, (2), (m+2)

T, (2P NTL (2) = 70,0, (2P TNTE L, (). (2m)

Prije dokaza ilustrirat ¢emo tvrdnju leme kada je m = 2 i k = 3. Tada nam lema daje

2m = 4 relacije koje glase

Tao (27T, (2) = &L (27N 2d (27078, ()38, (2¢°)3 (2¢") = 74, (2¢7Y);
T30, (247 2)14,,(2) = &1, (24722 (2)2],(2)3L,(2¢°) 2L (2¢") = 28, (2) 70, (2¢72);
74, (2¢°)74,,(2) = 71 (2¢°)7%, (2¢°) 2L (2)3, (24°) 7L, (24") = frial(Z)
Tyo, (24175, (2) = 28 (2417, (20°) 28, ()7L, (24728, (24") = 23, (2¢") T, (2).

S lijeve strane svake od jednakosti, uz svaku potenciju varijable z, nalazi se suma monoma
¢iji Youngov dijagram izgleda kao na slici 4.1, a s desne suma monoma ¢iji Youngov
dijagram izgleda kao na slikama 4.2 i 4.3. Primijetimo da su monomi sa slika 4.2 i 4.3 veéi
s obzirom na linearan uredaj “<” od monoma sa slike 4.1. Dokazimo lemu.

Dokaz. Svaka od navedenih 2m relacija slijedi direktno iz definicije i svojstava od z;},,.(2).
Zbog toga sto verteks-operatori iz gornjih relacija medusobno komutiraju te djeluju res-
trinigirano na ireducibilnom modulu najvecée tezine, i lijeve i desne strane svih jednakosti
su dobro definirane. Za dokaz svake od jednakosti dovoljno je njenu lijevu i desnu stranu
zapisati u terminima operatora :E;Z(z) i jo§ jednom iskoristiti komutativnost. 0

U prethodnoj lemi smo izveli 2m relacija izmedu operatora z,, (2) i j;al(z) pomocu

kojih mozemo do¢i do relacija izmedu njihovih koeficijenata, tj. kvazicestica tipa 2. Me-
dutim, tek ¢emo u sljedecoj lemi vidjeti da je skup relacija iz leme 4.15 minimalan, tj. da

je svih 2m relacija medusobno nezavisno.
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Slika 4.1: Monom tipa Slika 4.2: Monom tipa Slika 4.3: Monom tipa
naboja (2,3) naboja 5 naboja (1,4)

Lema 4.16 Za svaki vektor v ireducibilnog modula najvece tezine i za sve cijele brojeve

r i N, te prirodne brojeve m i k, m < k, moguce je iz skupa

Suw =)0, (T, (N =l e Z} (4.45)

ka;

izraziti 2m uzastopnih c¢lanova

f;ai (T)f;ai (N - T)U;

Tpo,(r+2m = 1)T, (N = (r+2m —1))v

mao

pomocu preostalih elemenata skupa Sﬁf te elemenata skupova Sﬁ:;k,, gdje su
m k'eZ, 0<m' <m, m'+k=m+k.

Pritom uzimamo da je g, (z) == 1.

Dokaz. Fiksirajmo cijele brojeve N i r te vektor v modula iz tvrdnje leme. Zbog restrin-
giranog djelovanja kvazicestica na ireducibilnom modulu najveée tezine (lema 3.9), skup
S, je konacan za svaki izbor prirodnih brojeva s i 7.

Izjednac¢imo koeficijente uz 2= u svih 2m jednakosti prethodne leme 4.15 primijenje-
nih na vektor v. Ostavimo na lijevim stranama tih jednakosti onih 2m uzastopnih ¢lanova
koje zelimo izraziti, a preostale elemente skupa Sﬁf prebacimo na desnu stranu. Dobi-
vene jednakosti mozemo shvatiti kao sustav od 2m linearnih jednadzbi ¢ije su nepoznanice
upravo onih 2m ¢lanova koje smo ostavili na lijevoj strani. Iz sljedeé¢eg rac¢una, provedenog

za proizvoljan vektor v i cijeli broj p,
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T (267 )T, (2)0 = < fiai(r)q%(_"_m)z_’“_m> (Z i:;ai(s)z‘s‘k> v

SEZ
- Z j;ai (T)f;i—ai(S)U(fp(_r—m)z—r—s—m_k
r,8€7L
- j;;;a (r)jz:_a (N -m—k— T)qup(_r—m)z—N
NEZ reZ
,mez (Zq 2pr + xka (N m — ki—?“) )Z N7
NGZ T'GZ

i

vidimo da ¢e koeficijente uz nepoznanice nageg sustava odredivati ¢lan ¢~2" iz gornje

jednakosti. Neka nam prva relacije iz leme 4.15 daje prvu, druga relacija drugu, ...,
2m-ta relacija 2m-tu jednadzbu sustava i neka su nepoznanice numerirane onim redom
kojim su navedene u iskazu leme 4.16. Pretpostavimo jo§ da smo svaku od jednadzbi
podijelili odgovaraju¢om potencijom od ¢ tako da nam koeficijent uz prvu nepoznanicu,

T, ()T (N = r)v, bude jednak 1. Tada matrica sustava glasi

1 q2m q2-2m o q(2m72)-2m q(2m71)-2m

1 q2(m—1) q2~2(m—1) q(2m—2)-2(m—1) q(2m—1)-2(m—1)

1 e 2 . q2m=2)2 g2m=1)2

1 g2 g2 . g~ @m=2)2k g =12k

1 g 2D G20 me2) (k) g~ Cm=1)2(k=1)
1 g 20=mil)  g=22(k=met1) g~ =2 2(k=mt 1) = (@m=1)2(k-m1)

Kako je g transcendentan nad C, gornja (Vandermondeova) matrica reda 2m je regularna,

¢ime je tvrdnja propozicije dokazana. O]

Lema 4.17 Za svaki vektor v ireducibilnog modula najvece teZine i za svaki cijeli broj N

i prirodan broj m moguce je svaki vektor ), (1)}, (N — l)v, takav da je
I<N—1I, I>N—l—2m, leZ, (4.46)
zapisati kao linearnu kombinaciju vektora z,),, (s)T;}, (N — s)v takvih da je
s<N—-—s—2m, s€Z (4.47)
te vektora iz skupova Sﬁ:;k/, definiranih s (4.45), gdje su
m k'eZ, 0<m'<m, m+k =2m.
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Dokaz. U dokazu leme razlikujemo dva slucaja.

Ako je cijeli broj N paran, dovoljno je primijetiti da svaki vektor

zh (Dt (N =1, (4.48)

maoy maoy

takav da vrijede nejednakosti (4.46), mora biti jednak nekom od 2m—1 uzastopnih vektora
Eh ()0, (N — )0 70

s:%—m+1,%—m+2,...,%,%+1,...,%+m—2,%—i—m—1. (4.49)

Prema lemi 4.16 primijenjenoj na tih 2m — 1 uzastopnih vektora, svaki od njih, pa onda
specijalno i zadani vektor (4.48), moZe se, zbog komutativnosti kvazicestica tipa 2 iste
boje, zapisati na Zeljeni nac¢in. Naime, svi vektori

T, (8)Ta, (N — s)v =T

m maoy

(N = )T, (5)0,

o

zapisani u padaju¢em poretku stupnjeva, za koje stupanj s nije kao u (4.49), zadovoljavaju
nejednakost (4.47).

Ako je cijeli broj N neparan, dovoljno je primijetiti da svaki vektor oblika kao u (4.48),
takav da vrijede nejednakosti (4.46), mora biti jednak nekom od 2m uzastopnih vektora
T, (8) T} 0 (N = 5)v za

s=NAd—m4 1, B -2, AL b — 1, B e (4.50)
Prema lemi 4.16 primijenjenoj na tih 2m uzastopnih vektora, svaki od njih, pa onda
specijalno i zadani vektor (4.48), moZe se, zbog komutativnosti kvazicestica tipa 2 iste

boje, zapisati na zeljeni nacin. Zaista, kao i kada je N bio paran, vidimo da svi vektori

) (s)z) (N —sw==z! (N—s)z&, (s,

maoy maoy; maoy maoy

zapisani u padaju¢em poretku stupnjeva, za koje stupanj s nije kao u (4.50), zadovoljavaju
nejednakost (4.47). O
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4.4 Sistem izvodnica glavnog potprostora W (A)

Za integralnu dominantnu tezinu A nivoa c i oblika kao u (4.36) definiramo skup monoma
%W(A) C éW(A) S

lry1i < lp; —2m,; ako je myi1; = my;
zasve l,; €Z,1=1,2,...,n, r= 1,2,...,7“51)}. (4.51)
Skup ‘BW(A) se sastoji od monoma gradenih od kvazicestica naboja manjeg ili jednakog

c. Taj zahtjev je posljedica propozicije 4.1, odnosno njenog korolara 4.2. Kao i u ¢lanku

[18], skup %W(A) moZemo zapisati i u terminima dualnog tipa naboja

(rnl),...,rgk);...;rgl), rgk)).
Prvo primijetimo da je
(1)
me {mi,msia} = Z i (4.52)
s=1
a zatim i da je
- Z 2m7’,l 2m'f"L (mT l+1) (453>
mt,i>m7‘z

Primjenom jednakosti (4.52) i (4.53) na skup (4.51) dobivamo

B = J
ri > >l >0

rf)z...zrgc)zo

{j;r(l) nan(l'f"ELl)yn) e 'f"ftll,nan (an) e :Z':;L (
n 1

r

DCE (lr£1)71) ... f;mal (ll,l)

My My

§ § : (myi+1)
) re = 7”2 1 (52]5 2m7’lr TI — my, X3
lr—i—l,i < lr,i - er,i ako je My1,4 = My

? Z

zasve L, €7, i=1,2... . nr=12... (”}
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Podsjetimo se da i dalje promatramo samo monome kvazicestica tipa 2 koji zadovo-
ljavaju pretpostavke (I), (II) i (III) uvedene u toc¢ki 3.3. Cilj nam je dokazati kako skup
By (a) razapinje Citav glavni potprostor W(A). U dokazu ¢emo koristiti sljedeca svojstva

parcijalnog uredaja “<":
Lema 4.18 Za svaki monom b € @W(A) postoji

(a) konacno mnogo monoma b € éw(A), istog tipa naboja te istog stupnja kao i b, za
koje vrijedi
b<b i buy#£0;

(b) konacno mnogo tipova naboja koji imaju isti tip ukupnog naboja kao i b i koji su

veci, s obzirom na uredaje “<” i “<”, od tipa naboja od b.

Dokaz. (a) Neka je b = b, - - - by monom, zapisan kao produkt jednobojnih monoma b; boje
i =1,2,...,n, sa nizom suma stupnjeva po bojama (l,,...,l;). Dakle, [; je stupanj od
b zasvei =1,2,...,n. Neka je b = b/n e b/1 monom, zapisan kao produkt jednobojnih
monoma b; boje i = 1,2,...,n, istog tipa naboja kao i monom b te neka je b < b'. Neka
je (I,...,1,) suma stupnjeva po bojama monoma b'.

Ocito je I; < I}. Broj I, € Z je, zbog restringiranog djelovanja kvazicestica (lema 3.9),
i odozgo ograni¢en pa stoga moze poprimiti samo kona¢no mnogo vrijednosti. Za svaku
od konaéno mnogo mogucih vrijednosti od I; postoji, zbog leme 3.9 i zbog komutativnosti
kvaziGestica iste boje, samo konadno mnogo monoma b, tipa naboja kao i b; stupnja [},
takvih da je bjvy # 0.

Sasvim analogno se dokazuje da za svaki od (konaéno mmnogo) monoma b, postoji
kona¢no mnogo monoma b, istog tipa naboja kao by i takvih da je byb; < byb; i zatim
opéenito da za svaki od monoma b, - -- by, istog tipa naboja kao b;---b; i takvih da je
bi---by < b;---b, postoji konaéno mnogo monoma b;+1 istog tipa naboja kao b;, i takvih
daje biyi---by < b, IR b,. Sada vidimo da dokaz leme slijedi matematickom indukcijom.

(b) Tvrdnja slijedi iz ¢injenice da se svaki prirodan broj moze na kona¢no mnogo

nacina zapisati kao suma prirodnih brojeva. O

Primijetimo da tvrdnja (b) prethodne leme vrijedi i uz slabiju pretpostavku. Ako
pretpostavimo da suma svih naboja (umjesto ukupnog tipa naboja) mora biti fiksna, do-
bivamo isti zakljuc¢ak. Tvrdnja je ipak zapisana u slabijem obliku jer time upravo oponasa

situaciju iz dokaza sljedeceg teorema u kojem ¢emo ju koristiti.

Teorem 4.19 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A oblika kao u (4.36) skup
{bor | b€ Bwn}

razapinje glavni potprostor W (A).
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Dokaz. Zelimo dokazati da se svaki vektor v € W (A) moze zapisati kao linearna kombi-
nacija vektora bv, za b € ‘BW(A). Glavni potprostor W(A) se moze zapisati kao direktna

suma svojih tezinskih potprostora:

W(A) = PWN),.
pepb
gdje je
W(A), = {v e W(A) | ¢"v=¢"Mv zasve h e ]5\/} .
Zbog te dekompozicije dovoljno je dokazati da se svaki homogeni vektor v € W(A), tj.
vektor koji se nalazi u nekom tezinskom potprostoru W(A),, moze zapisati kao linearna
kombinacija vektora bvy za b € ‘BW(A).

Dokaz provodimo indukcijom po uredaju “<” sli¢no kao u ¢lanku [18]. Preciznije,
opisat ¢emo postupak kojim mozemo svaki vektor bvy, b € @W( A), Cije kvazicestice ne za-
dovoljavaju neku od dvije definicione jednakosti skupa ‘BW( A), korak po korak popravljati,
dobivajuéi pritom linearne kombinacije popravljenih vektora b'v, te linearne kombinacije
vektora b vx, b < b". Pritom ¢e nam lema 4.18 osiguravati kako ¢e opisani postupak stati
u kona¢no mnogo koraka te ¢emo tada, na kraju, dobiti vektor bv, zapisan kao linearnu
kombinaciju vektora b'vs, gdje su b € %W(A).

(I) Neka je b monom iz Syy(a) koji sadrzi neku kvaziesticu boje i, naboja m.; i stupnja

l,; koja ne zadovoljava uvjet

(1)
Ti1 My

lr,i S Z min {mm-, msﬂ;l} — Z 5ijs — mm». (454)
s=1 s=1
Pretpostavimo da je b tipa naboja
(mrgll)’n, C L ) .M 1) (4.55)
i da je niz njegovih stupnjeva, tj. stupnjeva kvazic¢estica od kojih je sastavljen

(lrg)m, . 7l1,n§ ceey lr§1),1’ ey l1,1>‘ (456)

Promotrimo izraz (4.39) u lemi 4.13. Zanima nas koeficijent koji se nalazi uz varijable

—1 —-m =Ly —mq@
7511),77, rﬁf),n —li,n—min Tg )1 Tg )1 —l1,1—m11
z ) ...Zl,n ceez W' ...2171 . (457)
7,

On ¢e biti jednak linearnoj kombinaciji monoma, koji svi redom djeluju na vektor v,.
Jedan od njih jednak je upravo b dok su drugi, razli¢iti od njega, veéi od b s obzirom na
parcijalni uredaj “<”. Naime, vektor bv, dobiva se iz (4.39) kada
+
m

z

)

ML), n (ngll) n) o :Z)lel,lf)q (2171)01\ (458)
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pomnozimo slobodnim ¢lanom od

n 7’5 M(r.s),i
A(z NOPRRRY llnlj tl_[l ( (t+mmm<ns>,z‘)%) (4.59)

)

i zatim pogledamo koeficijent uz varijable (4.57). Preostali monomi b primijenjeni na
maksimalan vektor v, dobivaju se mnozenjem preostalih ¢lanova od (4.59) sa (4.58) i
promatranjem koeficijenta uz (4.57). Kako se u (4.59) javljaju samo kvocijenti varijabli
z/w takvih da je u (4.58) verteks-operator u varijabli z blize vektoru vy, nego verteks-
operator u varijabli w, vrijedit ¢e b < b'. S obzirom da monom b ne zadovoljava uvjet
(4.54), iz leme 4.13 slijedi da je ¢itava ta linearna kombinacija, koja je suma vektora
bu, i linearna kombinacija konaéno mnogo vektora b'va, b < b, jednaka nuli. Dakle, bu,
mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju vektora bvy, b € @W(A), istog tipa naboja i
istog stupnja (ali razli¢itog niza suma stupnjeva po bojama) kao b i takvih da je b < b'.
Iz dokazanog slijedi da je dovoljno dokazati kako je svaki vektor bvy za b € @W(A), Cije
kvazicestice zadovoljavaju (4.54), linearna kombinacija vektora buyzab € ‘BW(A).

(IT) Sada ¢emo iskoristiti lemu 4.16 kako bismo pojacali uvjet (4.54). Neka je b monom
iz Sy (a) sa tipom naboja (4.55) i nizom stupnjeva (4.56) ¢ije kvazitestice zadovoljavaju
(4.54). Pretpostavimo da monom b sadrzi kvazicesticu 7, ., (l.;) koja ne zadovoljava

uvjet

LUZER

l;i < Zmln {m,;,ms;1} — 25% Z 2My i — M. (4.60)

My i >My i
Lemu 4.16 primjenjujemo redom na sve parove koji se sastoje od kvazicestice 7, ., (l:;)
i neke kvazicestice boje 7 i naboja veéeg od m, ;. Tako dobivamo vektor bv, zapisan kao

linearnu kombinaciju

(a) vektora b'v, takvih da monomi b zadovoljavaju (4.60) te su istog tipa naboja i istog

niza sume stupnjeva po bojama kao i b;

(b) vektora b'vs takvih da monomi b’ zadovoljavaju b < b”, imaju iste nizove suma
stupnjeva po bojama kao i b i isti tip ukupnog naboja kao i b, ali nisu istog tipa

naboja kao b;

(c) vektora b" vy takvih da monomi b ne zadovoljavaju (4.60) te su istog tipa naboja te

istog niza sume stupnjeva po bojama kao i b.

Preostaje nam objasniti kako postupiti s vektorima b v,. Ako smo, prilikom koristenja

leme 4.16, odlucili izraziti T

4 o, (lri) upravo tako da najveci stupanj koji se javlja u

monomu bvy na mjestu te kvazmestice bude

(1)
mrz

E mln{mrwmsz 1} E (5sz mr’n
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tj. desna strana nejednakosti (4.54), onda najmanji stupanj koji se javlja u monomu b v,
na mjestu te kvazicestice neée zadovoljavati nejednakost (4.54). Jasno, neée ju zadovolja-
vati niti preostali sumandi od b"v,. To zna¢i da na sve monome koji nam se javljaju u
b" v mozemo primijeniti postupak kao u (I). Time ¢emo b" vy zapisati kao linearnu kom-
binaciju novih vektora b"'v, takvih da su monomi b”" veéeg tipa naboja od b, istog stupnja
kao i b, ali razli¢itog niza suma stupnjeva po bojama od onog kojeg ima b. Dakle, pocetni
vektor bu, zapisali smo kao linearnu kombinaciju monoma koji zadovoljavaju uvjet (4.60)
i monoma koji su, s obzirom na uredaj “<”, veéi od b.

(III) Prepostavimo da je bvy € W(A) takav da je monom b € Syy(s) oblika

b = :i‘jn,url,iai(lr-ﬁ-lﬂ)j:zryiai (lryi) e
te da stupnjevi [, 41 ; i [,; ne zadovoljavaju nejednakost
lry1i < by —2my; (4.61)

iako je m,y1,; = m,;. Tada pomocu leme 4.17, vektor bvy moZemo zapisati kao linearnu

kombinaciju

(a) vektora b'v, takvih da monomi b zadovoljavaju (4.61) te su istog tipa naboja i istog

niza sume stupnjeva po bojama kao i b;

(b) vektora b'wvs takvih da monomi b* zadovoljavaju b < b", imaju iste nizove suma

stupnjeva po bojama kao i b, ali nisu istog tipa naboja kao b.

Dakle, dokazali smo da se vektor bvy, ¢iji monom b ne zadovoljava uvjet (4.61), moze
zapisati kao linearna kombinacija vektora b'v,, &ji monomi b zadovoljavaju (4.61), te
vektora b vy, ¢ji su monomi b u uredaju “<” veéi od b.

Lema 4.18 osigurava kako ¢e se svaki od tri koraka, (I)—(III), provesti kona¢no mnogo
puta. Naime, u svakom od koraka pojavljuju se monomi b, b < b, koji zadovoljavaju
pretpostavke jedne od tvrdnji te leme pa prilikom provodenja koraka (I)—(IIT) moZzemo,
prema tvrdnji (b) leme, samo konafno mnogo puta prijeéi sa monoma jednog tipa naboja
na linearnu kombinaciju monoma veéeg tipa naboja (s obzirom na parcijalni uredaj “<")
i takoder, prema tvrdnji (a) leme 4.18, mozemo samo kona¢no mnogo puta sa monoma
jednog tipa naboja prije¢i na veéi (s obzirom na uredaj “~<”) monom istog tipa naboja.

Ovime je dokaz teorema zavrSen jer sada viSestrukom primjenom koraka (I)—(III), kao
Sto je objasnjeno na pocetku dokaza, mozemo svaki vektor bvy za b € @W(A) zapisati kao

linearnu kombinaciju vektora bup zaneke b € %W( A)- O
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Poglavlje 5

Linearna nezavisnost skupa By ()

Cilj ovog poglavlja je za svaku integralnu dominantnu tezinu A oblika (4.36) pronac¢i bazu
glavnog potprostora W(A) kvantne afine algebre Uq(sA[nH), koja se sastoji od monoma
kvazicestica primijenjenih na maksimalni vektor vy. Prvo ¢emo konstruirati skup By (s)
monoma kvazicestica tipa 1. Zatim ¢emo definirati projekcije glavnog potprostora W (A).
One ¢e nam, uz odredeni operator ispreplitanja ), kojega ¢emo takoder uvesti u ovom po-
glavlju, biti klju¢ne u dokazu linearne nezavisnosti skupa Byy () - va. Nakon $to dokazemo
njegovu linearnu nezavisnost, pomocu veze izmedu skupova By, i %W(A) dobit éemo
dvije monomijalne baze glavnog potprostora W(A). Dokaz linearne nezavisnosti skupa

By (a) - va bit ¢e proveden kao u ¢lanku [18].

5.1 Skup By x)

Kao i u prethodnom poglavlju, s A ¢emo i dalje oznacavati dominantnu integralnu tezinu
oblika kao u (4.36) i nivoa c.

Prvo definiramo skup By-(n) monoma gradenih od kvazicestica tipa 1:

%W(A) = U

0<m (1) <..<myn<c
”‘n .n
0<m (1) <..<mi1<c
1 ,1
+ cooxt cooxt et
{xmr<1> nan (lr,(}),n) xanan (an) :Emr<1) 10&1 <l1ﬂ51>71) xm171a1 (lLl)
n ) 1 El

My 4

Oij, — E 2y — My,
1

My, >Myp

1
o)

e
) lr,i S E min {mr,ia ms,i—l} -
s=1

S=

lev1i < by — 2my; ako je mypq1,; = my;

zasvel,, € Z,1=1,2,...,n, 7’:1,2,...,r§1)}.
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Skup By (x) moZemo pomocu jednakosti (4.52) i (4.53) zapisati u terminima dualnog tipa

naboja:

Byyn) = U

> >l >0

r(M> > >0

{xj_nﬂl) no‘"(lﬂzl)vn) . 'x;;lvnan (ll’n) o :L';; (1) > (lrgl),l) T ‘17:11,1041 (ll,l)
n ’ 1 )

T

My My
(s) (mr,i+1)
) lri < E T2y — Y Oij, — 2myr; — My,
s=1 s=1

lrv1i < by — 2my; ako je myp1,; = my;
zasvel,, €Z,1=1,2,....,n, r= 1,2,...,r§1)}.

Pojmove stupnja, tipa ukupnog naboja, tipa naboja te dualnog tipa naboja, koje smo
definirali za monome gradene od kvaziCestica tipa 2, analogno mozemo definirati i za
monome gradene od kvazicestica tipa 1. Kako kvazicestice tipa 1 iste boje ne komutiraju,
pretpostavke (I)—(I11) na monome kvazicestica tipa 2 se ne mogu bez smanjenja opéenitosti
uvesti i za monome gradene od kvaziCestica tipa 1. Medutim, skup By () je definiran
upravo tako da su te pretpostavke veé ugradene u njega. Tipovi naboja te nizovi stupnjeva
monoma iz skupa By () jednaki su tipovima naboja te nizovima stupnjeva monoma iz
skupa ’BW(A). S obzirom da é¢emo se u ¢itavom poglavlju baviti kvazic¢esticama tipa 1,

nazivat éemo ih kracée kvazicesticama.

5.2 Projekcije glavnog potprostora

Glavni rezultat ovog poglavlja je linearna nezavisnost skupa By (). U dokazu te ¢injenice
trebat ¢e nam, izmedu ostalog, i veé¢ koristena konstrukcija ireducibilnog modula L(A),
nivoa ¢ i najvece tezine A, kao podmodula tenzorskog produkta c ireducibilnih modula
najveée tezine nivoa 1. Jasno, time onda ulazemo i glavni potprostor W(A) C L(A) u

tenzorski produkt glavnih potprostora nivoa 1:
W(A) = W(A;) @ ... @ W(A;,),
UA > U7y @ By,

gdje su indeksi js, s = 1,..., ¢, iz gornje formule definirani s (4.37). Desnu stranu mozemo

rastaviti na direktnu sumu

W) e...oWh,)= @ WK, ey ® @ W) o e,
r(l) r(1)>0
no oyl 2

rﬁf),...,rgc)zo
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gdje je

W(A]s) = W(A]S) S = 1,2,...,6,

(s o) Ajet i, P ay

tezinski potprostor definiran s

n

W(A;,) = {U € W(A) | Kiv = g%t i=1"53)0‘i)(°‘iv)v, zasvei=12, ... ,n} .

A3y e
Takva dekompozicija za svaki dualni tip naboja
(7’(1),...,7"C)'...;Tﬁl),...,rgc))
daje projekciju
T, oy WA, ®...0 W(A;,) — W<Aj1)(r§}),.,,,7~§1>) R ® W(Ajc)(rﬁbc)7...’7ﬂgc))- (5.1)

Projekcija se na ocit nac¢in moze prosiriti na prostor svih Laurentovih redova s koeficijen-

tima iz W(Aj;) ® ... @ W(A,,). Koristeéi formulu (3.13) i tvrdnju (b) leme 4.4 mozemo

zapisati kako projekcija T o) djeluje na
mno el
+ + — ot -
J?mr(l) an (ng)yn) T T o (2171)1)1\ = xmr(l) an (Zn(f),n) Ty (21,1>UA]'1 ®...Q VA, -

Pritom je verteks-operator

I;T(l) an (Zr,g),n) Ce x$1,1a1 (Zl,l> (52)
dualnog tipa naboja
(Tnl), . ,rgf); . ;7{1), . ,rgc)),

koji je zapisan u indeksu projekcije LIRORENCI Odaberimo jedan operator koji se javlja
L
u (5.2), npr.
T an(20), gdiejei=1,2, . n, 1=12_ . r" (5.3)
Zbog jednostavnije notacije izostavimo indekse u (5.3), tj. stavimo

mi=my; i z =z

i zapiSimo krace taj operator kao x;  (z). Podsjetimo se, on je definiran sa
mao; ’

U formuli
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njemu ¢e odgovarati ¢lan

(bi(zlq%)(bi(ZZq;) “<Z5i(2m71q2)17a1(2m)
® 6i(210%)0i(2247) - - i (22?2 (2m10)

3
® ¢i(21qm_§)$;(22qm_2>

® x;r (Z1qm_1)

®1®---®1>.
————

¢ —m puta

U gornjoj formuli su operatori x zauzeli prvih m tenzorskih faktora rasporedivsi se po
jedan na svakome od njih i to silazno s obzirom na indekse svojih varijabli. Nadalje, na
m-tom faktoru se ne pojavljuju operatori ¢;. Te ¢ée nam dvije jednostavne opservacije
biti jako bitne kasnije, kada ¢emo pomocéu projekcija iz ove tocke dokazivati linearnu
nezavisnost skupa By (y)

Projekcije iz (5.1) definirane su sli¢no kao u ¢lanku [18]. Jedina razlika je u tome
sto se djelovanjem projekcija iz spomenutog ¢lanka na verteks-operator naboja m < ¢

popunjavaju zadnjih, a ne prvih m faktora.

5.3 Operator ispreplitanja )/

Za vektorski prostor V' uvedimo oznaku
V{z}:= {thzh cv. € Vzasver e F} :
heC

Frenkel-Jingova realizacija (teorem 2.8) jednodimenzionalnih ireducibilnih modula L(A;),
t=0,1,...,n, nam daje formule za djelovanje operatora xij_(z), 7 =1,2,...,n, na pros-

toru L(A;) = K(1) ® C{Q} e

> g2 —r/2
x:](z) = eXp (Z (][T]aj(_ ) exp ( Z g ) ® €% z%

r=1
= E*(—aj,2)Ef(—aj,z) @ e 2%. (5.4)
U ovoj tocki ¢éemo konstruirati verteks-operatore Y(e*i, z), i = 1,2,...,n, na prostoru
V=K(1)®C{P}, (5.5)
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koji komutiraju sa svim operatorima z; (z) u (5.4). U ¢itavoj tocki ¢emo, radi jednostav-

nije notacije, kao u (5.5), prostor K (1) ® C{P} krace oznacavati s V.

U ¢lanku [32] su definirani elementi aj(l) € U,(h) i a(l) € U,(h) za sve | € Z.

~

Analogno mozemo definirati elemente a}(l) € U,(h) zasve i =1,2,...,nil € Z,
P [ (R R Y (R
“O = o O o =0t
(i — DI][(n — 1+ 1)]] A [il][(n — i+ 1)]] o
o O g «@ GO
illin— ] G
o+ 0 O F g

Za 1 =114 = n gornja definicija se podudara s onom u [32]. Vrijede sljedece relacije:

Lema 5.1 Zasvei,j =1,2,...,nizasvel k € Z vrijedi

650), a,0)] = 0 67)

Dokaz. Ovdje navodimo samo dokaz jednakosti (5.7) kada je 1 < i = j < n. Preostali
sluc¢ajevi dokazuju se analogno.
Neka je ¢ = 2,3,...,n — 1 i neka su k i [ cijeli brojevi. Ako je k + [ # 0, onda nam

~

definicione relacije (2.6) za kvantnu Heisenbergovu algebru U,(f) nivoa 1 daju

layil] ¢ — ¢

I q—qt

la,(1),a;(k)] = 11k0 =0 zasver =12 ... n.

Dakle, svaki od n sumanada iz formule (5.6) komutira sa a;(k) pa stoga i af(l) i a;(k)
komutiraju:

laX (1), (k)] =0 za k+1#0. (5.8)

(2

Pretpostavimo da je k+1 =0. Zar = 1,2,....n,r #i— 1,4, + 1, je a,; = 0 pa

imamo

0_ -0
qa —4q
[aril] = [0] o
Dakle, iz relacija (2.6) slijedi

lailld' =" _10]¢' —q”" _

[ (D), ai(=0)] = 61107 e ey

0 (5.9)

zar = 1,2,...,n,r # i —1,i,i + 1. Sada pomoc¢u gornje jednakosti (5.9), definicione
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jednakosti (5.6), i relacija (2.6) dobivamo

. 1
la; (1), a;i(—1)] :m

I — i+ Dllasl) + B — i)llas (0, m—w}

[[(z‘ D0 — i+ Dlaga()

RYNE S i — n—i =41
S0 <[( DA[(n =i+ 1)I]*—
G =i+ 102+ fao - o =10

+ [il][(n — i + 1)I][21] = [i][(n — DI][1] ). (5.10)
Primijetimo da je
= [ = Dl[(n — i+ DI + [{)[(n — i + D[] = [(n =i + DI (= [(@ = D[] + [1][20))
_ [(n—i+ 1)I]
(g—q1)?

pa (5.10) mozemo zapisati kao

07 (1), ai(=0)] = 7=

(P + 7 =gt =) = [(n— i+ DO + 1)]]

[(n =+ DAIIG + DI = [l [(n = )] [1])

7 N N

————— | [(n— i+ D){][(z + )] = [il][(n — z)l]>

B 1] 1 (n42)l | (42 _ nl -l
R IEr R A oo

= Tl DA

U (5.11)

Iz dokazanih formula (5.8) i (5.11) slijedi tvrdnja leme za 1 < i =j < n:

30). () = Bl

Lema 5.2 U algebri C{P} zasvei,j=1,2,..., n vrijedi
et = i€ e,
gdje je
1 ako jei <mij#i,n;
gij =94 (=1 akojei<niyj=n; (5.12)

—1 ako je j =1.
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Dokaz. Zai=1,2,...,n — 1 element e* € C{P} je definiran sa

e/\i — e—ai+1e—205i+2 . e—(n—i)ane(n—ﬁ—l))\n'

Neka su cgj), cij €{£1}, 4,5 =1,2,...,n, takvi da vrijedi

e~ it o202 ef(nfi)aneozj _ C(-1~)€aj€7ai+1€72ai+2 . ef(nfi)ozn
v

: 2
6(n+1)>\n€a7 _ ng) (n+1))\n'

e“ie

Tada je

Prilikom odredivanja c( ) koristimo samo prvu tvrdnju propozicije 2.7,
e = (—1)lnei)eipoi zasvei,j=1,2,...,n. (5.13)
Pretpostavimo da je j = ¢+ 2 < n. Tada imamo

670414167201”2 . ef(nfi)aneaj — efai+1672ai+2 . e*(”*i)aneaiq%

6_ai+1€_204i+26_3ai+3 eai+2€—4ai+4 . e—(n—i)an

1) -3:(-1) _az+16_2az+26a1+2 30¢i+36_4ai+4 . 6—(n—i)an

( 1)—3~ —1)—2-26 ai_‘_leai+2€—2ai+2e—3ai+3e—4ai+4 . e—(n—i)an

1) 3 1) 2:2—1- ( 1)€a¢+2€7a,~+16720¢i+2673ai+3674ai+4 . ef(nfi)an

— % itlp2it2 . o~ (n—{)an

(1)

Time smo dokazali da je ¢;;’ =1 za j =i + 2 < n. Sasvim analogno se, pomocu relacije

(1)

(5.13), mogu izracunati vrijednosti svih ¢;;” zad,j =1,2,...,n
( . . . . .
1 ako jei <mnij#1i,mn;
—1 akojet <mnij =1
¢ = (5.14)

(=) akojei<mnij=n;

1 ako je i = n.
Prilikom odredivanja cz(?) koristimo drugu tvrdnju propozicije 2.7,
eMetr = (—1)"ete™ (5.15)
i definicionu relaciju
et = (—1)%nern e za sve j =2,3,...,n. (5.16)
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Pretpostavimo da je 5 = 1. Tada imamo

e(n—i—l))\neaj _ e(n—i—l)/\n

0l — (_1)n(n+1)6a16(n+1))\n — % (Mt An

(2)

Time smo dokazali da je ¢;;” =1 za j = 1. Sasvim analogno se, pomocu relacija (5.15) 1

(5.16), mogu izrac¢unati vrijednosti svih CEJQ-) zai,j=1,2,...,n

1 ako je j < n;
= 1 (5.17)
(=)™ ako je j =n.

Sada iz formula (5.14) i (5.17) te jednakosti €;; = cl(j) Z(JQ), i,j = 1,2,...,n, slijedi

tvrdnja leme. |

Zai=1,2,... n definiramo

© /2
E_(a},z) :=exp (Z q[?"] a;*(—r)z") ;

qr/2
E (a},z):=exp ai(r)z=" | .

Oba definirana reda se nalaze u prostoru Uq(ﬁ)[[zil]]. U nastavku ¢emo promatrati ire-

ducibilan Uq(ﬁ)—modul K (1) pa ¢emo stoga gornje redove shvacati isklju¢ivo kao elemente
prostora (End K (1))[[z%!]).

Definicija 5.3 Za svaki ¢ = 1, ..., n definiramo na prostoru
V=K(1)®C{P}
operator ispreplitanja Y (e, z) € Hom(V,V {Z}) s
V(e 2) = E_(a}, 2) By (af, 2) @ et (—1)170m)n A

Zbog restringiranog djelovanja operatora a;(z), i = 1,2,...,n, na modulu K (1), ope-
ratori F_(al,2) 1 E,(a},z), i = 1,2,...,n, se nalaze u Hom(K (1), K(1)((2))). Sljedeca

propozicija je jednostavna posljedica te ¢injenice.

Propozicija 5.4 Za svakii = 1,2,...,n operator ispreplitanja Y (e, z) djeluje restringi-
rano na 'V, tj. za svaki vektor v € V red Y (e, z)v sadrZi samo kona¢no mnogo negativnih

potencija varijable z.

U sljede¢em teoremu su nabrojana neka osnovna svojstva operatora (e, z).
Teorem 5.5 Za svet,7 =1,2,...,n vrijedi
(1) [23,(21), Y(e¥, )] = 0;
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(2) [25,(21), V(Y 22)] = 0 ako je i # j;

(3) (21 — qzo)zg, (20) V(e 22) = (q21 — 22) V(e )z, (21);

(4) [6i(21). V(e )] = [¥i(21), Y(eV, 22)] = 0 ako je i # j;

(5) (4221 — qz2)9i(20) V(N 22) = (6% 21 — 22) V(€N 22) i(21);
(6) (21 — ¢**2)i(21) V(e 20) = (g21 — ¢ P22) V(e 22)hi(21).

Dokaz. Sve relacije iz teorema dokazuju se analogno pa ¢emo stoga detaljno raspisati samo
dokaz prve.

Iz formule (5.7) vidimo da za sve 7,5 = 1,2,...,n vrijedi
[Ef(—ai,21), E_(a}, 25)] = [Ef(—ai, 21), B4 (a}, 22)] = 0. (5.18)
Nadalje, takoder iz (5.7), vidimo da za sve i,j = 1,2,...,n, i # j vrijedi
[E*(—ai, z1), Ei(a}, 22)] = [Ef(—ai, 21), E_(a}, 22)] = 0. (5.19)

Koristeéi formulu (5.7), za i = 1,2, ..., n ra¢unamo

Time smo dokazali

-1
Ef(—al-,zl)EJr(a:,zQ) = (1 - i) E+(a;‘k722>Ej<_ai721). (520)

Z9

Koristeéi formulu (5.7) provodimo i sljedeéi rac¢un.

< < [r] I
~Lpreol (3) X () -2 ()
— log (1 . i-j) .
Time smo dokazali
Ef(—a;, 21)E_(a}, ) = (1 - z—j> E_(a}, ) Ef (—a;, ). (5.21)
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Iz relacija (5.18) 1 (5.19) za i,7 = 1,2,...,n, i # j, slijedi
E*(—ai, 21) E{ (—as, 21) E_(a}, 22) B, (aj, 22)
= E_(a}, 20)Ey(a}, 22) ET (—ai, 21) ET (—ai, 21). (5.22)
Iz relacija (5.20) i (5.21) za i = 1,2,...,n slijedi

E*(—aj, zl)EI(—ai, 21)E_(a}, z2)Ey(al, z2)

_ _?E_(af, %) By (a}, %) EY (—a;, 21) Ef (—as, 21). (5.23)
1

Iz leme 5.2 za 1,5 = 1,2,...,n, 1 # j, dobivamo

[eo‘izfi, ei(—1)1- Bjn)iAn ;2 ] =0. (5.24)
Nadalje, takoder pomocu leme 5.2, za ¢ = 1,2, ..., n dobivamo
(e“i2") (e’\i(—l)(l’ém)i’\"z;") — (eAi(—l)(1’5i”)i>‘”z§\i) (e%i2"). (5.25)
)

Koristedi relacije (5.22) 1 (5.24) za i,7 = 1,2,...,n, i # j, ra¢unamo
wt (20)V(eM, z)
= E*(—a;, 21)ET (—ai, 21)E_(a}, ) Ey(a}, 22) ® eaizf‘ie’\j(—1)(1_5j")j)‘"z;j
= E_(a*f ZQ)E_;,.(G;, 22)Ei_(_ai, Zl)EI(_au Zl) ® 6)\]‘(_1)(1 5]n)]>\nz Jeazzl
= y( A 22) + (Zl). (526)

Koristeci relacije (5.23) i (5.25) za ¢ = 1,2, ..., n ra¢unamo

xl (21) V(€Y 22)
= E*(—a;, 21)Ef (—a;, 1) E_(a}, 22) E1(a}, 22) @ e® 2} iehi(— 1)(1’51'")“‘"291'

- —z—i( 1);—:E_(a;‘, 20)Ei(a}, z0) Bt (—ai, 21) ET (—ag, 21) @ e (—1)(170m)idn ;0 e
= E_(a}, 2)Ey(a], ) ET (—ai, 21) ET (—ay, 21) @ (1) (170m)An 0 i o
= V(Y z)xl (=) (5.27)

Jednakostima (5.26) i (5.27) dokazana je prva tvrdnja teorema,
[23,(21), V(e 22)] =0

zasvei,j=1,2,....,n. ]
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5.4 Baza glavnog potprostora W (A)

U ovoj tocki ¢emo dokazati da je skup By (a) linearno nezavisan. Podsjecamo kako i dalje

radimo samo sa kvazicesticama tipa 1 pa to stoga neé¢emo posebno naglasavati.

Teorem 5.6 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A oblika kao u (4.36) skup

B - va = {bva | b€ B}
je linearno nezavisan.

Dokaz. Neka je b € By (n) monom kvaziCestica,

b= x:rnr(l),na" (lrg)’n) .. 'x:;n,nan (ll,n) . b o (lr§1),1> .. .x:;mal (ll,l)

tipa naboja

i dualnog tipa naboja

(T'nl), . ,r(c); o ;7’51), o ,rgc)).

Prvo ¢emo dokazati kako nas pretpostavka bvy = 0 dovodi do kontradikcije, a zatim tu
¢injenicu iskoristiti kako bismo zavrsili dokaz teorema.

Pretpostavimo da je bvy = 0. Tada je i
T Tgll)““’rgc))va = 0

Ocito je m := m, ; maksimalan naboj koji se javlja kod kvazicestica boje 1 u monomu b.

Sada ¢emo na monom 7, () H”)va djelovati sa
1

(rr ey
1®...@ L@Res (7MY 2))@l@ - ® L. (5.28)
-1 : -—m—1

Prema teoremu 5.5, m-ti faktor od (5.28) komutira sa svim operatorima na m-tom faktoru
od

7r(r£1>,...,r§5>)va = W(TSLl)’_“’TgC))b(UAh ®...® UAjC)7

koji djeluju na vektor vy, . Zbog toga ga mozemo pomaknuti desno od svih njih tako da

on prvi djeluje na vy, . Iz definicije od Y(e*, z) vidimo da je

y(e)‘l, 2)Up,

_ A1
Jm Oe /UA]"m7

gdje je C € C(¢'/?) neka konstanta razli¢ite od nule. Sada moZemo invertibilan operator
eM pomaknuti do kraja lijevo. Prema prvoj jednakosti iz leme 2.9, to ée poveéati stupnjeve

svih kvazicestica naboja m i boje 1 za 1. Time ¢emo dobiti

CGAITF e

( nooare

!
Tgc))b vp =0,
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gdje je b’ monom dobiven iz monoma b pove¢avanjem za 1 stupnja svih kvazicestica naboja
m iboje 1. Naravno, invertibilan operator e*t i konstantu C' # 0 moZemo izbaciti iz gornje
jednakosti pa imamo

b 0
ﬂ—(r(l) ..,T‘EC)) vpA = U

Opisanim postupkom mozemo, korak po korak, povecavati za 1 stupnjeve svih kvazices-
tica naboja m i boje 1. Postupak ponavljamo sve dok jedna od njih ne bude imala stupan;
—m — > " 61;.. Upravo taj broj je najveca moguca vrijednost stupnja koju kvazicestica
naboja m i boje 1 moze imati, a da ne ponistava vektor v,. Naime, iz Frenkel-Jingove
realizacije modula nivoa 1 slijede relacije

IIZ'+ (—1 — 57Lj)UAj 7é 0 i ZL’+ (_6ij)UAj =0

a; a;

zasve 1,7 =1,2,...,n. Iz prve od njih vidimo kako ¢estica stupnja —m — > " d;;, nece
ponistavati maksimalni vektor vy, a iz druge kako je to najveéi moguéi stupanj sa tim
svojstvom.

Primijetimo kako iz definicije skupa By (a) slijedi da je ta kvaziCestica na samom
pocetku dokaza, kada smo tek odabrali proizvoljan monom b € By (s), imala stupan]
manji ili jednak —m — >~ 4y, Sto opravdava mogucnost provodenja gornjeg postupka.
Oznacimo s b monom koji dobijemo kada iz monoma kojeg trenutno imamo izbacimo tu

. . o . "o, . .
posljednju kvazic¢esticu. Monom b je tipa naboja
(mrﬁf),n’ ey, Mips .- ;mTél)Q, ceey, My 93 mr?)’l, ce ,m271)

i dualnog tipa naboja

(7“7(11), . ,rnc); . ;rél), . ,réc);ril) —-1,... ,r%c) —1).
Racunamo
0= 7T(T$L1),M’T§c))b//x;;a1<_m - 2’”: 14, )UA
r=1
= W(Tgl)’...’ric))b” <€a1 R Re"TRVIR--® 1) UA.

Sad bismo htjeli sve invertibilne operatore e*' komutiranjem dovesti do kraja lijevo. Kada

. P . , . . e . "
to napravimo, do¢i ¢e do sljede¢e promjene stupnjeva kvazicestica u monomu b :

- stupanj svake kvazicestice boje 1 ¢e se povecati za dvostruku vrijednost naboja te kva-

ziCestice;

- stupanj svake kvazicestice boje 2 ¢e se smanjiti za vrijednost naboja te kvazicestice;
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- stupnjevi kvaziCestica preostalih boja neé¢e se promijeniti.

Primjenom leme 2.9 na prvih m faktora mozemo se uvjeriti da ¢e zaista doc¢i do opisanih
promjena stupnjeva.

Nakon §to smo proveli taj korak, invertibilne operatore e, kao i skalare iz C(g*/?)\ {0}
koji su se pojavili prilikom komutiranja (lema 2.9), mozemo maknuti te, ako monom koji
nam je preostao oznac¢imo s b (i koji je istog tipa boje i naboja te istog tipa boje i
dualnog naboja kao b"), zakljuciti da je

"
’/T(r,(Ll),...,Tgc),ril)—l,...,r§c)—1)b UA = 0.

Ako usporedimo monom b s pocetnim monomom b, vidimo da se oni razlikuju u
tome §to monom b ima jednu kvazi¢esticu naboja m i boje 1 manje od monoma b te u
nizovima njihovih stupnjeva. U ovom trenutku je vazno napomenuti kako se novi monom
b" opet nalazi u skupu Byy(a). Naime, uklanjanje desne kvazicestice naboja m i boje 1,
zajedno s povecavanjem stupnja svake kvaziCestice boje 1 za dvostruku vrijednost njenog
naboja, nije moglo promijeniti istinitost definirajucih nejednakosti skupa By (,), koje su
vrijedile za monom b. Takoder, smanjivanje stupnja svih kvazic¢estica boje 2 za vrijednost
njihovog naboja istinite nejednakosti za monom b ostavlja istinitima.

Opisani postupak ¢emo sada iskoristiti kako bismo iz monoma b, jednu po jednu,
maknuli sve kvazicestice naboja m i boje 1. Zatim se na isti na¢in rjeSavamo svih kva-
ziCestica naboja m — 1 i boje 1 itd. Naposlijetku dolazimo do monoma koji ne sadrzi
kvazicestice boje 1. Naravno, svi dobiveni medu-monomi, kao i kona¢an monom b,, 1,
nalazit ¢e se u Byy(n).

Sada ¢emo na isti na¢in maknuti iz monoma b,, | sve kvaziCestice boje 2, zatim iz
dobivenog monoma b, maknuti sve kvazicestice boje 3 itd. Na kraju, kada iz monoma

b; maknemo sve kvazicestice boje m, dobit ¢emo
vp = 0.
To je kontradikcija pa zaklju¢ujemo da je
bupn #0 zasve b € Byyy).

Sada napokon mozemo dokazati linearnu nezavisnost skupa By () - va. Pretpostavimo
da su by,...,b, € By iai,...,a € C(g?)\ {0} takvi da je

> " abawy =0. (5.29)
s=1

Kako je glavni potprostor W (A) direktna suma svojih tezinskih potprostora, mozemo bez

smanjenja opcéenitosti pretpostaviti da svi monomi by, s = 1,2,...,r, imaju jednak tip
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ukupnog naboja i jednak stupanj. Mozemo ih usporediti s obzirom na linearni uredaj
“<” te pronadi najmanjeg od njih. Pretpostavimo da je najmanji monom upravo b;. Sada
¢emo na ¢itavoj linearnoj kombinaciji (5.29) provoditi postupak redukeije naboja, koji smo
detaljno opisali u prvom dijelu dokaza, sve dok iz najmanjeg monoma b; ne izbacimo sve
naboje. Tada ¢e aibjvy postati C'a;vs za neku konstantu C' € C(ql/Q), C # 0. Preostali
¢lanovi iz (5.29), agbovy, ..., a.bvy dotad ée veé biti poniSteni jer je by bio najmanji
monom. Dakle, dobili smo
Cajvpn =0 1 C#0

pa stoga a; mora biti jednak nuli. To je kontradikcija pa zaklju¢ujemo da su vektori
biva, ..., byup € Bw(a) - va linearno nezavisni, a zatim i da je citav skup By () - va

linearno nezavisan. O

Dokazimo i glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorem 5.7 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A oblika kao u (4.36) skup

{va ‘ be %W(A)}
je baza glavnog potprostora W (A).

Dokaz. Tvrdnja teorema je jednostavna posljedica teorema 4.1915.6. Za monom b € By ()
oznadimo s b monom iz ‘BW(A), koji je istog tipa naboja te istog niza stupnjeva kao b.
Mogli bismo reéi da je monom b dobiven iz monoma b dodavanjem crtica iznad svake
kvazicestice. Dovoljno je primijetiti kako su oba vektora, buy i bvy, tezinski vektori iste
tezine. Nadalje, glavni potprostor W(A) C L(A) je direktna suma kona¢nodimenzionalnih
tezinskih potprostora pa stoga za svaku tezinu od W (A) imamo kona¢no mnogo vektora
bux koji generiraju pripadni tezinski potprostor te isto toliko vektora bua koji su linearno
nezavisni i sadrzani u tom tezinskom potprostoru. Odatle zaklju¢ujemo da linearno neza-
visan skup {va | be ‘BW(A)} razapinje glavni potprostor W(A), tj. da je baza glavnog
potprostora W (A). O

Naravno, tvrdnja prethodnog teorema daje nam jos jednu bazu.

Korolar 5.8 Za svaku dominantnu integralnu tezinu A oblika kao u (4.36) skup

{b’UA | be %W(A)}

je baza glavnog potprostora W (A).
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Poglavlje 6
Kvantne verteks-algebre

Cilj ovog posljednjeg poglavlja je pokazati kako se verteks-operatori za kvazicCestice tipa
1 mogu na prirodan nacin dobiti pomocu operacija na prostoru Hom(V, V((z))), koje je

definirao H.-S. Li u svom ¢lanku [36].

6.1 Kvazi-kompatibilnost

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F karakteristike nula. Uvedimo oznaku
E(V) :=Hom(V,V((2))).

Oznac¢imo s F,(z1, ..., z,,) lokalizaciju od F[[21, ..., zy]] sa Flz1, ..., 2, \ {0},

Fo(z1, ..oy 2m) = {% cfeF[[z,.. . 2m]], P € F[zl,...,zm]\{()}}.

Kako je F[[21, . .., zm]| potprsten polja F((21))((22)) - - - ((2m)), postoji jedinstveno ulaganje

prstena F. (21, ..., zy,) upolje F((21))((22)) - - - ((zmm)). Oznacimo takvo ulaganje s ¢,

aaaa Zm*

Lozt B(215 05 2m) = F((20))((22)) - - ((2m))-

Za m € Z definiramo (21 + 22)™ sa

Gt =30 (1) e (e,

gdje je

(7):m<m—1>--l-!<m—m>

za sve | € Z>. Primijetimo kako je za negativne cijele brojeve m

(2’1 + ZQ)m 7é (ZQ + Zl)m.
Navodimo definiciju iz ¢lanka [37].
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Definicija 6.1 Za m-torku (a1(z), as(z), ..., an,(2)) u (V) kazemo da je kvazi-kompatibilna
ako postoji polinom p(z1, z2) € F[z1, 29, p(21, 22) # 0, takav da vrijedi

(1__[ H (2, zs)> ai(z1)as(z2) -+ am(zm) € Hom(V, V((z1, ..., 2m))).

r=1 s=r+1

Iz teorema 4.8 slijedi da je svaki ureden par

(x:’l,ai <Z>7 xZai_l (2))7
m,k € N, i = 2,3,...,n, kvazi-kompatibilan. Naravno, pritom su koeficijenti promatra-
nih verteks-operatora shvaceni kao endomorfizmi nekog ireducibilnog modula V' najvece
tezine.
Neka je odsada nase polje [ karakteristike 0, koje promatramo, upravo polje C(ql/ 2)

i neka je vektorski prostor V prostor nad poljem C(q'/?).

Definicija 6.2 Neka je (a(z),b(z)) kvazi-kompatibilan par u £(V). Za a € C(q) \ {0} i
| € Z definiramo a(2)(,b(z) € (End V)[[2*']] kao koeficijente reda

Y a(2), 200b(2) = Y _(a(2)ab(z))z" " € (End V)[[z5", 2*]]

leZ
danog s
Y (a(2), 20)b(2) = 12z (p(20 + 02, 2) ") (p(21, 2)a(z0)b(2))|, ..., (6.1)
gdje je p(z1, z2) € C(q)[21, 22], p(21, 22) # 0, bilo koji polinom za koji vrijedi
(21, 22)a(21)b(22) € Hom(V, V((21, 22))). (6.2)
U gornjoj definiciji
(b a0 (6.3)

oznacava zamjenu varijable z; u produktu p(z1, z)a(z1)b(2) s az+2. Primijetimo da nismo
mogli umjesto (6.3) pisati
plaz + 2o, 2)a(az + z9)b(2). (6.4)

Naime, produkt a(az+2p)b(2) iz (6.4) uopée ne mora biti dobro definiran element prostora
(End V)[[21, 21

U ¢lanku [36] je skalar a uzet iz C \ {0}, a polinom p(z1, 22) iz Clz1, 2] dok je ovdje
a € C(q) \ {0} 1 p(z1,22) € C(q)[z1,22]. U ¢lanku [37] je & = 1, a polinom p(z1, 22) je
element prstena F[z, 23], gdje je F proizvoljno polje karakteristike 0. Iako definicija 6.2
predstavlja malu modifikaciju definicija iz spomenutih ¢lanaka, ona je i dalje dobra, t;j.

desna strana relacije (6.1) zaista definira element prostora (End V)[[z5, 2*!]].
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Za fiksan kvazi-kompatibilan par (a(z),b(z)) viSe razli¢itih polinoma moze zadovolja-
vati relaciju (6.2). U ¢lanku [35] je dokazano kako definicija od Yg(a) ne ovisi o izboru
takvog polinoma.

Navodimo jednu tvrdnju iz [36].

Propozicija 6.3 Neka je su o, € C(q) \ {0} i neka je (a(z),b(z)) kvazi-kompatibilan
par u (V). Tada je

Y (a(B2), B 20)b(2) = Y™ (al2), 20)b(=)-

Iz tvrdnje prethodne propozicije jednostavno slijedi

a(B2)(a,-1)b(2) = a(2)(ap,—1)b(2) (6.5)

za svaki kvazi-kompatibilan par (a(z),b(z)) u E(V) i za sve o, § € C(q) \ {0}.

6.2 KvazicCestice tipa 1

Lema 6.4 Za svaki i = 1,2,...,n na ireducibilnom modulu V' najvece teZine vrijedi
24, (D)2 -nTa, (2) = (1 = ¢")as,, (¢772). (6.6)

Dokaz. Rac¢unamo:

(@2 = lim (1 - q—) v () ()

= lim (Z (a:;rz (r)x;rl(s) — qu;rZ_ (r — 1):15;;(3 + 1))217‘12281)

2p—2q2(P—2)

= 3 (@ (P () — Pad, (r — Darf (s + 1) (zg72) "2

r,SEZL

=Y PO (el (s) = Pl (r = Dad (s + 1)

r,SEZL

= Z <Z q2(T+1)(x;(7’)lE;(A —7r)— q2x;ti (r — 1)xl_(14 ot 1))) A2

A€Z \rezZ

=q Z (Z ¢ (xf (el (A=r) = ¢al (r—af (A—r+ 1))) Z 472, (6.7)

A€Z \r€Z

Iz (1.3) vidimo da je

(21 — Pzl (z)ad (22) = (P21 — z0)a ) (z2)x) (1) (6.8)

Prisjetimo se da verteks-operatori z; (z) djeluju restringirano na ireducibilnim modulima

najvece tezine (korolar 3.8). Dakle, ako lijevu stranu gornje jednakosti primijenimo na
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proizvoljan vektor iz V', dobit ¢emo element iz V'((z1))((22)), a ako desnu stranu primije-
nimo na proizvoljan vektor iz V', dobit ¢emo element iz V' ((z2))((21)). Prema tome, obje

strane primijenjene na proizvoljan vektor iz V' daju nam element iz

V((21,22)) = V((21))((22)) 0V ((22))((21))
pa zakljuCujemo da se obje strane jednakosti (6.8) nalaze u Hom(V, V((z1, 22))). Zbog
toga za polinom p(z1, z5) iz definicije 6.2 mozemo odabrati upravo polinom
p(z1,22) = 21 — ¢z
Primijetimo kako nas u formuli za Yéqiz)(a:;‘i(z), 20)x, (2) zanima samo koeficijent uz
20 jer se upravo uz njega nalazi lijeva strana jednakosti (6.6). Kako ¢lanovi
tozo (P20 +07%2,2)71) 1 (p(21, 2)ag, (2028, ()], os,

sadrze samo nenegativne potencije varijable zy, dovoljno je u svakome od njih pronaéi

koeficijent uz 2J.

Racunamo:

Lo (P(20 +072,2)71) = Loy (0 + 4772 = ¢%2) ™)

Koeficijent uz zJ u gornjem izrazu je

6.9
2(q7% = ¢?) £9)
Rac¢unamo drugi ¢lan:
(p(z1, )2, (20)28, ()], _ oy = (21 = P2)ad (20)28 ()], o
= (Z(wl}(r + 1) (s) = ¢, (r)ad (s + 1))z 7127 1)
r,s€Z z1=q" 22420
= Z (r+ Dz (s) — ¢zl (ral (s + 1) (g %2+ 2) 2"
r,s€EZ
= > (D@ (o Dal (s) — g (r)ad (s + 1))z 2,
r,SEL
1>0
Koeficijent uz 28 u gornjem izrazu je
S° R+ 1)k (5) — P, () (s + 1)
r,SEZ
¥y (zq L e A=) P A1) )
A€Z \reZ
— Z (Z ¢ (zl (Nal (A=7r) = ¢zl (r—1)al (A—r+ 1))) 2471 (6.10)
A€Z \reZ
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Produkt izraza u (6.9) i (6.10) jednak je upravo x7 (2)g-2-1)r4 (2). Iz posljednje u nizu
jednakosti (6.7) vidimo da je produkt (6.9) i (6.10) jednak (1 — ¢*)x3, (¢ %2) ¢ime je

tvrdnja leme dokazana. O]

Cilj nam je poop¢iti tvrdnju prethodne leme na verteks-operatore proizvoljno visokog

naboja. Za to ¢e nam biti potrebna sljedec¢a ¢injenica:

Lema 6.5 Na ireducibilnom modulu V' najveée teZine za sve m € Zso, @ = 1,2,...,n

vrijedi

m+1
(H (1 — g %)) ot (0t (7

s=1
m+1
= (H (q221 — zq2(s_m_1))> x?;nﬂ)ai(q_sz)x;(zl). (6.11)
s=1

Specijalno, vrijedi

(H (22 - q2<s—m>z)) EE ()81 (1722) € Hom(V, V (21, 2)).

s=1

Dokaz. Pomocu definicione relacije (3.13) dobivamo:

m+1
H (Zl _ qQ(s—m)Z) mzi(zl)x?;errl)ai(q_QmZ)
s=1

m~+1 m  m+1
IR A I N I B | (1—q );<wl>-'“;<wmﬂ>

wp—zq2(P—m—1)

s=1 r=1s=r+41
m-+1 m  m+1
= — *7m)2) + () - -z (w,,
’u}p—>zq121(£lfmfl) (g (Zl q Zl Hs]ll Iai(wl) xai(w +1>
m+1 m m+1 w
= — q*w,) @)t ot (wy, _
wp—>zq121(£lfm71) (g (Zl qw 21 Hs]ll ( )xai (wl) xai(w +1>
Primijenimo unutar limesa relaciju (1.3) iz Drinfeldove realizacije, kako bismo operator
z} (z1) doveli desno od svih operatora z} (w,), s =1,2,...,m + 1:
m  m+1 w m+1
- hm H H (1 — qQ—S) ;i(wl) .. ;pl (Wim1) H (q221 — ws) x;(zl)
wp—rzg (== r=1s=r+1 s=1
m  m+1 w
— o (TI]] (1 - q2—5) vt (wn) 5 ()
wp—rzg(P=m =) r=1s=r+1
m+1
. H (C]22’1 . Zq2(s—m—1)) xl_i(zl)
s=1
m+1
= (H (q2zl . Zq2(8m1))) x(+m+1)ai(q72mz)x; (21).
s=1
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Time smo dokazali jednakost (6.11). Kako se, zbog restringiranog djelovanja verteks-
operatora xfmﬂ)ai(z) na V' (korolar 3.8), njena lijeva strana nalazi u Hom(V, V' ((21))((2))),
a desna u Hom(V,V((2))((21))), kao u dokazu leme 6.4 zaklju¢ujemo da se obje strane
nalaze u presjeku Hom(V, V' ((z1, 2))) pa slijedi i druga tvrdnja leme. O

—2m

Iz prethodne leme slijedi da je par (z7 (2), l‘?_m +1)a; (@7°"2)) kvazi-kompatibilan.

Propozicija 6.6 Za svaki i = 1,2,...,n i za svaki prirodan broj m na ireducibilnom

modulu V' najvece teZine vrijedi

(H [T =g ”2)) e (7772). (6.12)

r=1s=r+1

Dokaz. Tvrdnju propozicije dokazujemo indukcijom po m € N. Za m = 1 imamo upravo

tvrdnju leme 6.4. Pretpostavimo da vrijedi (6.12).

Racunamo:
m+1 m+2
l’(+m+2)ai(q72(m+l)z>: hIIleH) (H H <1—q ) ( ) . x;(sz&))
#12g r=1 s=r+1
Zm+2—>z
m+1 m+2
= lim lim 11— )zt ()2t (2
(L (T (-2
Zm+2~>2
m+2 5
z1—zq—2(m+1) <z2—>zq2m <5H2 ( q Zl) Oé@( 1)
zm+'2—>z
m+1 m+2
H H (1 -4 _> ;;('22) s x;rz(zmw)))
r=2 s=r+1
m—+2 .
= li 1— 2 2(s—(m+2)) ~ +
zl—>qufn2(m+l) <g < 749 21 xai (Zl)
m+1 m+2
hmg IT 11 (1 —q —) 2l ()l () | ).
2z r=2 s=r+1
Zm+2—>z
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Na izraz iz prethodnog retka mozemo primijeniti definicionu jednakost (3.13):

m+2
: s—m—1) # —2m
SR (| (T BRSO

z1—zq—2(m+1)

s=2
1 m+2
= li _ 2(s—m—1) + + —om
Zl—>2qlr121(W+1)< 171—4—1 81_12 (Zl ¢ Z) xai(zl)x(m+1)ai(q Z)

1
(zq—2(m+1)>m+1

m+2
Res 25" (H (21 — ¢?7m712) xzi(zl)xzrmﬂ)ai(q_mz))

20
s=2

Zl:zq72(m+1)+20

Uvedimo oznaku

m+2 m+1
p(z21,2) = H (21 _ q2(s—m—1)z) _ H (21 B q2(s—m)z) _
5=2 s=1

Dosad smo dokazali

x?;n+2)ai(q_2(m+1)z)

1

= (Zq_g(m+1))m+1 ReS 2y (p(zl, Z)x;(zl)x?;n—&-l)ai (q—sz))

zlzzq_Q(m+1)+z0

(6.13)

Prema lemi 6.5 polinom p(z1, z) je upravo takav da vrijedi

p(21,2)78, (20) ()0, (@ 7"2) € Hom(V,V (21, 2)))-

m+2

1 H :
= l’Z 2
Pz + g 2m+0 2 2) L2y + 2 (g 2meD) — g2e-m-1))

m-+2 1
20
o H ( —2 m+1) _ q2(s m— 1 Z ( 2(5 m—1) _ q—2(m+1))> ) (614)

b2,z

>0

je koeficijent uz z jednak

m—+2 m—+1

1
li[z 2 (g 2m+1) — g2(s=m-1)) - (zq20m+1) mt1 H 2(s+1) (6.15)
i to je najniza potencija od zy koja se pojavljuje u (6.14).
Sada formulu (6.13), pomocu jednakosti (6.14) i (6.15), moZemo zapisati kao
m+1 1 1
+ —2(m+1) .\ __ _2(s+1)\ T -1
x(m-i—?)ozi(q z) = 51:[1 (1 q ) RZES (20 Lwop(z() T q—2(m+1)z7z))
- Rzes P (p(zl, z)xz;_(zl)szmH)ai(q_sz)) (6.16)
’ z1=2q—2(m+ 42
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Kako je najniza potencija od zy u oba izraza pod reziduumom u jednakosti (6.16) upravo

z ', tu jednakost mozemo zapisati i kao

m+1
—2(m s -1
in-m+2)ai(q 2( +1)Z> — H (1 o q2( +1)>
s=1
1

. Pzgzs 20 M sz (p(zl, z)x;(zl)x?rmﬂ)ai(q_2m2)>

p(zo + g~ 2m+ 2, 2)

zlzzq_Q(m"rl)J,-zO

Dobivenu jednakost mozemo prepoznati kao

m+1
—2(m s -1 —2m
I(+m+2)ai(q « H)Z) = H (1 — % +1)) ﬁ;(Z)(q—z(m+1>,,1)x(+m+1)ai(q M), (6.17)
s=1

Ako na ¢lan xzrm H)ai(q*mz) iz jednakosti (6.17) primijenimo pretpostavku indukcije
(6.12), dobivamo

m+1 m  m+1
xan)ai(qﬁ(mﬂ)z) = (H (1 — s+1) ) <H H (s—r +2) >

s=1 r=1s=r+1

. :Cii(2>(q—2(m+1)’71) (a:;ri(z)(q_zm’l) ( .. (x;(z)(q_4,,1)(x:;,(z)(q_z’,l)x;“i(z))) .. ))

m+1 m+2
(H H N r)+2) ) x;'i(z)(qumwl),_l) ( (2l (22l (2)) - .>,

r=1 s=r+1

Sto je i trebalo dokazati. O]

Napomena 6.7 Kako je lijeva strana jednakosti (6.12) dobro definirana na svakom mo-
dulu V' na kojem operatori :L’;“i(z), 1 = 1,2,...,n, djeluju restringirano, mogli bismo je
upotrijebiti za prosirenje definicije kvazicestica tipa 1. Podsjetimo se, za prirodan broj m

je operator xzr (z),i=1,2,...,n, definiran na ireducibilnom modulu najvece tezine

m+1)a
S

thma ()= lm (ﬁ I (1 4 —)) 25 (1) 2 (o).

2(p—1)
Zpr2q r=1s=r+1

Koristeéi tvrdnju propozicije 6.6 i relaciju (6.5) mozemo prosiriti tu definiciju na sve

module na kojima operatori z} (2), i = 1,2,...,n, djeluju restringirano:
m  m+1
+
L m+1)a (H H g2 r)+2>
r=1s= r+1

i (2) (. () (26 0) Ll (2P)) ).

Naravno, ako je naboj jednak 1, onda kao i prije definiramo

ai, (2) ==l (2).
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Zakljucak

Jedno fundamentalno svojstvo kvantnih grupa je da je, grubo govoreéi, njihova teorija
reprezentacija sli¢na teoriji reprezentacija pripadnih Liejevih algebri. Kao §to smo i oce-
kivali, ono se ocituje i u glavnom rezultatu ove disertacije. Kombinatorne baze glavnih
potprostora kvantne afine algebre Uq(Ag)), koje smo konstruirali, daju nam iste formule
karaktera kao i kombinatorne baze odgovarajucéih glavnih potprostora afinih Liejevih al-
gebri tipa AY.

Proucavajuéi glavne potprostore vidjeli smo kako za kvazicestice, koje su prvi proma-
trali B. Feigin, A. Stoyanovsky i G. Georgiev, mozemo uvesti njihove kvantne analogone,
kvazicestice tipa 1 i 2. Iz rezultata dobivenih u ovom radu mozemo zakljuciti kako su
ti novi objekti zadrzali sva bitna svojstva kvazicestica iz klasi¢ne teorije. Naime, relacije
izmedu kvazicestica tipa 1 ili 2 u odredenoj mjeri odgovaraju upravo relacijama iz kla-
si¢ne teorije omogucavaju¢i nam time prosirenje konstrukcije sistema izvodnica glavnog
potprostora, koju je proveo G. Georgiev za afinu Liejevu algebru tipa A,(ll), na kvantnu
grupu Uq(Agll)).

Provedenim istrazivanjem naucili smo kako se neki od rezultata iz teorije reprezentacija
kvantnih afinih algebri, npr. Frenkel-Jingova realizacija i konstrukcija Ding-Feiginovih
operatora, kao i teorija kvantnih verteks-algebri, koju je razvio H.-S. Li, mogu primijeniti
u proucavanju glavnih potprostora. éinjenica da neki od spomenutih rezultata vrijede i
za druge tipove kvantnih afinih algebri, kojima se u ovom radu nismo bavili, moze nam
posluziti kao motivacija za daljnje istrazivanje glavnih potprostora kvantnih afinih algebri

tipa razli¢itog od AV,

Kljuc¢ne rijeci: afina Liejeva algebra, kvantna afina algebra, kvantna verteks-algebra,

glavni potprostor, kvazicestica, kombinatorna baza.
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Sazetak

Za kvantnu afinu algebru tipa Uq(AS)) uvodimo, koriste¢i Drinfeldovu realizaciju, pojam

glavnog potprostora pridruzenog ireducibilnom modulu najvece tezine. Cilj ove disertacije
je pronaci kombinatorne baze glavnih potprostora u terminima monoma kvazicestica, koje
su prvi promatrali B. Feigin, A. Stoyanovsky i G. Georgiev za afinu Liejevu algebru f:[n+1-

Prvo, koriste¢i Drinfeldovu realizaciju, definiramo kvazicestice tipa 1, a nakon toga, po-
mocu verteks-operatora, koje su konstruirali J. Ding i B. Feigin, definiramo i kvazicestice
tipa 2. Kljuc¢an dio ove disertacije je onaj u kojem pronalazimo relacije za kvazicestice tipa
1 ili 2. Pomo¢u tih relacija te kvantne integrabilnosti, koju su otkrili J. Ding i T. Miwa,
dolazimo do sistema izvodnica glavnog potprostora, pridruzenog integralnoj dominantnoj
tezini odredenog tipa. On se sastoji od vektora dobivenih djelovanjem monoma kvazices-
tica tipa 2, ¢iji naboji i stupnjevi zadovoljavaju odredene uvjete razlike, na maksimalan
vektor.

Zatim definiramo skup koji se sastoji od vektora dobivenih djelovanjem monoma kvazi-
Cestica tipa 1, ¢iji naboji i stupnjevi zadovoljavaju odredene uvjete razlike, na maksimalan
vektor. Koristeci operatore preplitanja dokazujemo da je taj skup linearno nezavisan. Na-
pokon, uspostavljanjem veze izmedu kvazicestica tipa 1 i 2 dobivamo dvije baze glavnog
potprostora pridruzenog integralnoj dominantnoj tezini odredenog tipa.

Na kraju pronalazimo nac¢in kako definirati kvazicestice tipa 1 u terminima teorije

kvantnih verteks-algebri, koju je razvio H.-S. Li, proSirujuéi tako pocetnu definiciju.
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Summary

We introduce the notion of principal subspace associated with the irreducible highest
weight module for quantum affine algebra of type Uq(AS)).

The main purpose of this thesis is finding a combinatorial basis for the principal
subspace. The basis will be expressed in terms of monomials of quasi-particles, which
were originally used by B. Feigin, A. Stoyanovsky and G. Georgiev for affine Lie algebra
sl

First, we define a quasi-particle of type 1, using Drinfeld realization, and then we
define a quasi-particle of type 2, using the vertex operators which were constructed by J.
Ding and B. Feigin. The most important part of this thesis is the one in which we find
the relations among quasi-particles of type 1 or 2. By using theese relations and quantum
integrability, discovered by J. Ding and T. Miwa, we construct a spanning set for the
principal subspace associated with the integral dominant weight of certain type. The set
consists of the vectors which are obtained by the action of the monomials of quasi-particles
of type 2, whose charges and degrees satisfy certain difference conditions, on the highest
weight vector.

Next, we define a set which consists of the vectors obtained by the action of the
monomials of quasi-particles of type 1, whose charges and degrees satisfy certain difference
conditions, on the highest weight vector. Using certain intertwining operators we prove
this set is linearly independant. Finally, by establishing the connection between quasi-
particles of type 1 and 2, we get two bases for the principal subspace associated with the
integral dominant weight of certain type.

At the end of this thesis we find the way to define the quasi-particle of type 1 in
terms of the theory of quantum vertex algebras, which was developed by H.-S. Li, thus

generalizing the original definition.
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