ZAJEDNICKI SVEUCILISNI POSLIJEDIPLOMSKI DOKTORSKI STUDIJ
MATEMATIKE SVEUCILISTA U ZAGREBU, SVEUCILISTA J. J.
STROSSMAYERA U OSIJEKU, SVEUCILISTA U RIJECI I SVEUCILISTA
U SPLITU

Jurica Perié¢

Nova metoda poboljsavanja klasi¢nih nejednakosti

Voditelj:

akademik Josip Pecarié¢

Sveuciliste u Zagrebu

Zagreb, 2012.



Ova disertacija je predana na ocjenu Matematickom odsjeku Prirodoslovno - ma-
tematickog fakulteta Sveucilista u Zagrebu, u svrhu stjecanja znanstvenog stupnja
doktora prirodnih znanosti iz podru¢ja matematike.



Huvala mom voditelju akademiku Josipu Pecaricu na velikoj pomoci © podrsci te uka-
zanom razumijevanju pri nastajanju ove disertacije.

Huvala svim ¢lanovima Seminara za nejednakosti © primjene u Splitu © Zagrebu za
ugodnu suradnju, korisne primjedbe i savjete.

i



Sadrzaj]

Uvod iv
1. Konverzna Jensenova nejednakost 1
1.1. Konverzna Jensenova nejednakost - varijante . . . . . . ... ... .. 1
1.2. PoboljSanja i generalizacije . . . . . . . . .. ..o 8
1.3. Giaccardi-Petrovi¢eva nejednakost . . . . . . . .. .. .. ... .. .. 25
1.4. Poboljsanje konverzne Holderove i Minkowskijeve nejednakosti . . . . 36

2. Varijante Jensenove nejednakosti 47
2.1. Jessen-Mercerova nejednakost . . . . . ... ... 0oL 47
2.1.1. Jessen-Mercerove razlike . . . .. ... ... ... .. ..... o7

2.2. Jensenova operatorska nejednakost . . . ... ..o 63

3. Hermite-Hadamardova nejednakost 90
3.1, Uvod . . . o 90
3.2. Poboljsanja Hermite-Hadamardove nejednakosti . . . . . . . .. . .. 92
3.3. Hammer-Bullenove razlike . . . . ... ... ... .. ......... 102
Bibliografija 108
Sazetak 114
Summary 115

Zivotopis 116

1ii



Uvod

U disertaciji ¢emo se baviti poboljSavanjem i generaliziranjem varijanti nekih kla-
sicnih nejednakosti. Metoda kojom ¢emo poboljsavati nejednakosti se temelji na
sljede¢em rezultatu [51, str. 717, Teorem 1]:

Ako je f konveksna funkcija na intervalu I C R, @ = (z1,...,2,) € ["(n>2),piq
pozitivne n-torke takve da p > q (to jest, pi > qi,i=1,...,n), P, =" pi,Qn =
v 1, tada vrijedi

Zpif(l'z‘) — B f (% sz%) = Z i f () — Qunf (QL Z C]iIi) > 0.
i=1 ™ i=1 i=1 "

i=1

Osnovni rezultat iz kojega su se kasnije nejednakosti razvijale je poznata nejednakost
danskog matematic¢ara J. L. W. Jensena iz 1905. godine dobivena u radu |28|:
Neka je I interval u R, funkcija f: I — R konveksna na I, te neka je zan € N, p =

(p1y- .-, pn) pozitivna realna n-torka, te neka je P, = Zpi > 0. Tada za svako

i=1
X = (21,...,2,) € I"™ vrijedi nejednakost
(g ) < 5 o nita)
o ili | = 5 i) \Ti
By i=1 g P i=1 g
Ako je f strogo konveksna, nejednakost je stroga osim ako x1 = x9 = --- =x,. Ako

je f konkavna funkcija, vrijedi suprotna nejednakost.

Usko povezana uz Jensenovu nejednakost je konverzna Jensenova nejednakost, jedna
varijanta je poznata Lah-Ribari¢eva nejednakost dobivena u radu [37] iz 1973. go-
dine. Nakon dobivenih poboljsanja, gdje je moguce, definirat ¢emo linearne funkci-
onale za koje ¢emo dati dva teorema srednje vrijednosti Cauchyjevog tipa, te ¢emo se
baviti pojmom n-eksponencijalne i eksponencijalne konveksnosti. Iz ve¢ine rezultata
¢emo dobiti i neka poboljSanja nejednakosti izmedu sredina, posebno kvaziaritme-
tickih, potencijalnih i onih Stolarskyjevog tipa.

U prvom poglavlju dajemo rezultate vezane uz konverznu Jensenovu nejedna-
kost. Navodimo jednu od vaznijih varijanti konverzne Jensenove nejednakosti, Lah-
Ribari¢evu nejednakost, te dajemo generalizaciju na pozitivne normalizirane linearne
funkcionale iz rada [4]. Osnovni rezultat nam je poboljSanje generalizirane Lah-
Ribari¢eve nejednakosti (rezultat iz rada [35]). 1z tog rezultata dobivamo i pobolj-
Sanja ostalih rezultata iz rada [4]. Takoder, dobivamo pobolj$anja nekih nejednakosti
Hermite-Hadamardovog tipa. Dajemo generalizaciju na konveksne ljuske. Navodimo
McShaneovu nejednakost, koja je generalizacija Jessenove nejednakosti na konveksne
skupove u R¥. Osnovni rezultat nam je poboljSanje generalizacije Lah-Ribariceve

iv



UvOD v

nejednakosti koju su dali J. Pecari¢ i S. Iveli¢. Kao specijalan slucaj konveksnih
ljuski promatramo k-simplekse u R*. Baricentri¢ke koordinate kod k-simpleksa su
nenegativni linearni polinomi, te ih je moguce prikazati preko k-dimenzionalne Le-
besgueove mjere. Kao specijalan sluc¢aj ovih rezultata dobivamo k-dimenzionalnu
verziju Hammer-Bullenove nejednakosti, te u jednoj dimenziji poboljsanje klasi¢ne
Hermite-Hadamardove nejednakosti. Jo$ jedna varijanta konverzne Jensenove ne-
jednakosti je Giaccardijeva nejednakost, te kao specijalan slucaj Petrovi¢eva nejed-
nakost. Dajemo njihova poboljSanja, te pokazujemo da smo te rezultate mogli dobili
i iz generalizacije i poboljSanja Lah-Ribaric¢eve nejednakosti. Koristimo dobivene re-
zultate za definiranje dva linearna funkcionala (Giaccardi-Petrovi¢eve razlike). Za
njih prvo dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyjevog tipa. Tu prvi puta
uvodimo pojam n-eksponencijalne i eksponencijalne konveksnosti. Koristimo ideju
iz rada [27] i dajemo elegantnu metodu za dobivanje n-eksponencijalno konveksnih
i eksponencijalno konveksnih funkcija primjenjujuéi definirane funkcionale na danu
familiju funkcija sa istim svojstvom. ZavrSavamo sa nekoliko primjera gdje konstru-
iramo velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Takoder dobivamo
neke rezultate vezane uz nejednakosti izmedu sredina Stolarskyjevog tipa. Za kraj
ovog poglavlja promatramo konverznu Hélderovu nejednakost za funkcionale, dis-
kretnu verziju konverzne Beckenbachove nejednakosti, te konverznu Minkowskijevu
nejednakost za funkcionale. Za sve tri nejednakosti dajemo poboljsanja. Dajemo
i konverziju neprekidnog oblika Minkowskijeve nejednakosti ("konverzna Minkow-
skijeva integralna nejednakost"). Koristeci rezultate za Minkowskijevu nejednakost
dobivamo poboljsanja nejednakosti izmedu mjesovitih sredina.

U drugom poglavlju se bavimo dvjema varijantama Jensenove nejednakosti. Prva
je Jessen-Mercerova nejednakost. Navodimo Jessenovu nejednakost, Sto je generali-
zacija Jensenove nejednakosti na pozitivne normalizirane linearne funkcionale, zatim
Jensen-Mercerovu nejednakost koju je dao A. McD. Mercer u radu [43] iz 2003. (a u
kojoj se pojavljuju i rubne tocke), te na kraju varijantu Jessen-Mercerove nejedna-
kosti (generalizacija na pozitivne normalizirane linearne funkcionale, ukljuc¢uje rubne
tocke) dobivenu u radu [12|. Glavni rezultat su nam dva teorema koja daju pobolj-
Sanja zadnje nejednakosti, to jest niza nejednakosti iz istog rada. Zatim dajemo ge-
neralizaciju Jessen-Mercerove nejednakosti na konveksne ljuske. Koriste¢i dobivene
rezultate definiramo dva funkcionala (Jessen-Mercerove razlike). Za njih provodimo
isti postupak kao i nad linearnim funkcionalima u prethodnom poglavlju. Takoder
dobivamo neke rezultate vezane uz nejednakosti izmedu sredina Stolarskyjevog tipa.
Druga varijanta Jensenove nejednakosti kojom se bavimo je Jensenova operatorska
nejednakost, to jest generalizacija na operatorski konveksne funkcije. Cilj nam je
poboljsanje Jensenove operatorske nejednakosti bez operatorske konveksnosti dobi-
vene u radu [44]. Koristeéi dobivene rezultate poboljsat ¢emo neke nejednakosti
izmedu kvaziaritmetickih sredina, te neke rezultate u svezi monotonosti tih sredina.
Takoder, poboljsat ¢emo jedno proSirenje Jensenove operatorske nejednakosti bez
operatorske konveksnosti iz istog rada [44]. Specijalno, dobivamo neke rezultate u
svezi potencijalnih sredina (kao specijalan slu¢aj kvaziaritmetickih sredina).

U zadnjem poglavlju prouc¢avamo jednu od najslavnijih nejednakosti, Hermite-
Hadamardovu. Ona glasi:
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Neka je f konveksna funkcija na intervalu [a,b] C R, gdje je a < b. Tada

1 (157) < [ e 10110

Prva nejednakost je jaca od druge: ako je f konveksna na [a,b], tada

ﬁ/abf(”dx‘fcgb) < Ja) ) _bia/abf(x)dx.

i tu nejednakost zovemo Hammer-Bullenova nejednakost.

Fejér je 1906. godine dao prosirenje Hermite-Hadamardove nejednakosti s tezin-
skom fukcijom, a u radu [61] je dana generalizacija na pozitivne normalizirane line-
arne funkcionale. Glavni rezultat ¢e nam biti dva poboljSanja generalizacije iz rada
[61]. Koriste¢i ta poboljSanja dobivamo i poboljsanja ostalih varijanti Hermite-
Hadamardove nejednakosti do sada spomenutih. Na kraju ponovo definiramo dva
funkcionala (zovemo ih Hammer-Bullenove razlike) nad kojima provodimo isti pos-
tupak kao i u prijasnjim poglavljima.




Poglavlje 1.

Konverzna Jensenova nejednakost

Poboljsavamo razne varijante konverzne Jensenove nejednakosti, sa posebnim nagla-
skom na Lah-Ribaricevu nejednakost. Posebno, poboljsavamo Giaccardi-Petrovic¢evu
nejednakost, s tim da na kraju pokazujemo da taj rezultat mozemo dobiti kao
specijalan slucaj prethodnih rezultata. Koriste¢i dobivene rezultate kreiramo dva
funkcionala za koja dokazujemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa,
te uspostavljamo nacin dobivanja n-eksponencijalno konveksnih i eksponencijalno
konveksnih funkcija. Dajemo generalizaciju Lah-Ribariceve nejednakosti na konvek-
sne ljuske, posebno na k-simplekse. Takoder, pokazujemo da iz ovih generalizira-
nih rezultata dobivamo poboljSanje klasi¢ne Hermite-Hadamardove nejednakosti i
k-dimenzionalnu varijantu Hammer-Bullenove nejednakosti.

1.1. Konverzna Jensenova nejednakost - varijante

Usko povezana uz Jensenovu nejednakost je konverzna Jensenova nejednakost (vi-
djeti [37]).

Jedna od vaznijih varijanti konverzne Jensenove nejednakosti je Lah-Ribaric¢eva ne-
jednakost (vidjeti npr. [9]).

Teorem 1.1.1. Akoje f: [a,b] C R — R konveksna funkcija na [a, b, x; € [a,b], p;

n

v

0zasver=1,...,n ini =1, tada vrijeds
i=1

- b—> 0 pixi o DiTi —
S il < LR P gy | Bt PTG g (1)

Ako je [ strogo konveksna, tada je (1.1) stroga osim ukoliko z; € {a,b} za svaki
1€ {j P> O}

Rezultat vezan uz ovu nejednakost mozemo pronac¢i u radu [52] (vidjeti takoder
[51, str. 690]) gdje su autori dokazali sljedeéi teorem.

Teorem 1.1.2. Neka je x = (x1,...,x,) n-torka u I, p = (p1,...,pn) nenegativna
n-torka takva da P, =% p; >0, m =min{zy,...,2,} ¢ M = max{zy,...,z,}.

1



1. Konverzna Jensenova nejednakost 2

Ako je f: I — R diferencijabilna i f’ strogo rastuca, tada vrijede nejednakosti

1 — 1 <& 1
f (Fn ;%&) < E;Pif () <A+ f (Fn ;ple> (1.2)

gdje je
NG =
M) Zmf QL) _ ((f')1 (f(f\fw) - ;];(m))) |

Neka je E neprazan skup i L vektorski prostor funkcija f: £ — R koji sadrzi
konstantne funkcije, to jest L ima sljedec¢a svojstva

(L1) (Vf,ge L) (Va,beR) af +bge L
(L2) 1 € L, odnosno ako vrijedi f(t) =1 za svaki t € E, tada je f € L.

Ako L ima i dodatno svojstvo

(L3) (Vf,g € L) (min{f, g} € L Amax{f, g} € L),
tada je reSetka. OCcito, (RE,S) (sa standardnim uredajem) je reSetka. Takoder

se lagano moZe pokazati da je potprostor X C R regetka ako i samo ako v € X
implicira |z| € X. To je jednostavna posljedica ¢injenice da za svaki x € X funkcije
|z|, =7 i 7 mozemo definirati sa

lz| (t) = |z (t)|], 27 () =max{0,z(t)}, 2~ (t)=—-min{0,z(t)}, teEk,

izt +ao =z, 2t —2” =z,

. 1 1
min{z,y} = o (2 +y—le—yl), max{zy}=5@+y+lz—y). (1.3
Promatramo pozitivne linearne funkcionale A: L — R, odnosno pretpostavljamo

(A1) (Vf,g € L)(Ya,b € R) A(af +bg) = aA(f) + bA(g) (linearnost)
(A2) (Vfe L)(f > 0= A(f) > 0) (pozitivnost).

Ako je zadovoljen i dodatni uvjet A(1) = 1, za A kazemo da je pozitivan normaliziran
linearni funkcional.

Sljedeci rezultat iz 1931. je Jessenova generalizacija Jensenove nejednakosti na
pozitivne normalizirane linearne funkcionale (rad [30]).

Teorem 1.1.3. (Jessenova nejednakost) Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na ne-
praznom skupu E i neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako
je o neprekidna konveksna funkcija na intervalu I C R, tada za svaki g € L takav
da je ¢ (g) € L vrijedi A(g) € I i

©(A(g)) < Ale(g))- (1.4)
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Idudi teorem, koji su dokazali P. R. Beesack i J. Pecari¢ u radu [4] (vidjetii [69]),
daje generalizaciju Lah-Ribari¢eve nejednakosti na pozitivne normalizirane linearne
funkcionale.

Teorem 1.1.4. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na nepraznom skupu E i A je
pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je ¢: [m, M] — R konveksna, tada
za svaki g € L takav da ¢ (g) € L vrijedi nejednakost

M — A(g)

A@(g) < =

¢(m) + —————(M). (1.5)
Primjedba 1.1.5. Desna strana nejednakosti (1.5) je rastuéa funkcija po M i pa-

dajuca funkcija po m. To slijedi ako je zapiSemo u obliku

¢(M) — ¢(m)
M—m

¢(M) — ¢(m)

B(m) + (A (g) = m) =

= (M) — (M = A(g))

te izm < A(g) < M, dok su funkcije m — %:fl(m) i M — %ﬂm) rastucée zbog
konwveksnosti od ¢.

U istom radu |4] (ili vidjeti |69, str. 100-101|) dokazan je i sljede¢i teorem.

Teorem 1.1.6. Neka su L, A i g kao u teoremu 1.1.4. i neka je ¢: [m, M| — R
diferencijabilna funkcija.

(i) Ako je ¢' strogo rastuca na [m, M|, tada vrijedi

A(d(9)) < A+ d(A(g)) (1.6)
za neki A takav da 0 < X < (M —m) (u— ¢’ (m)), gdje
_ 6(M) — 6 (m)
M-m

Preciznije, A moZemo odrediti na sljedeci nacin: Neka je T jedinstveno rjesenje
jednadzbe ¢' (x) = p. Tada

A=¢(m)+p (i —m)—¢(I)
zadovoljava (1.6).
(ii) Ako je ¢ strogo padajuca na [m, M) tada vrijedi
o(A(g)) < A+ A(6(9)) (1.7)

za neki X takav da 0 < X < (M —m) (¢’ (m) — p), gdje je pu definiran kao u
(i). Preciznije, za T definiran kao u (i), imamo da

A=¢ () = ¢ (m) —p (T —m)

zadovoljava (1.7).
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Lagano se pokaze da se desna strana nejednakosti (1.2) iz teorema 1.1.2. moze
dobiti kao specijalan slu¢aj od (1.6): samo promatramo £ = [m, M|, L = RF g =
idp, A(f) = Pinzyzl pif (z;) uz P, # 0 i nakon nekoliko jednostavnih koraka
dobijemo jednaki \. Lijeva strana od (1.2) je ocito specijalan slu¢aj Jensenove
nejednakosti.

U [5] (ili vidjeti [69, str. 101]) Beesack i Pecarié¢ su dali generalizaciju teorema
1.1.6. koja je istovremeno i generalizacija Knoppove nejednakosti za konveksne funk-
cije (vidjeti |36]).

Teorem 1.1.7. Neka su L i A kao u teoremu 1.1.4. Neka je ¢: [m, M] — R ko-
nveksna funkcija i J interval u R takav da ¢ (fm, M]) C J. Ako je F: J x J — R
rastuca funkcija po prvoj varijabli, tada za svaki g € L takav da je ¢ (g) € L vrijedi
sljedeca nejednakost

PG00 < mx P (326 + 22600 ,0()) (18)

x€[m, M| M M—m
= s P06 (m) + (1= 0)0 (M) 6 (0m + (1~ 0) M).

§t00i§e, desna strana od (1.8) je rastuca funkcija po M i padajuca funkcija po m.

Lagano je dokazati da je teorem 1.1.6. specijalan slucaj teorema 1.1.7. Naime,
ako primijenimo teorem 1.1.7. na ¢ koja je diferencijabilna i strogo konveksna na
[m, M] (u rubnim to¢kama z = m i x = M mozemo gledati derivacije slijeva i
zdesna, respektivno) u nekoliko koraka dobijemo nejednakost (1.6). Dajemo dokaz
samo za prvi slu¢aj i); (ii) se dobije na sli¢an na¢in ako u teoremu 1.1.7. uzmemo
—F umjesto F' i gledamo ¢ koja je diferencijabilna i strogo konkavna.

Ako je F definirana sa F' (x,y) = x — y, nejednakost u (1.8) postaje

A0 (9)) —9(A(g)) < max f(x;m, M, ), (1.9)

z€[m,M]

gdje je f: [m, M] — R definirana s

f(:L’) = f(x;m,M,¢) =

Primijetimo da je f(m) = f (M) =01

¢ (M) — ¢ (m)

7w = S =2

—¢' (@) =pn—¢ ().

Kako je ¢ strogo konveksna, f’ je strogo padajuéa na [m, M| i jednadzba f'(x) =0
(to jest, ¢’ (z) = p) vrijedi za jedinstveni x = & € (m, M). Slijedi da je f (x) > 0 za
sve x € [m, M] sa jednakoSc¢u za x € {m, M}. Posljedi¢no, maksimalna vrijednost
desne strane od (1.9) se poprima za x = 7, te za

= ¢(m)+p(E—m)— ()

— ¢ (Z)
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imamo da vrijedi

A(d(g)) < A+ ¢(A(g)).

Diskretna verzija teorema 1.1.7. se moze naéi u |51, Teorem 8, str. 9-10]. Neki
rezultati ovog tipa su promatrani u 18|, gdje je dobivena i generalizacija za pozitivne
linearne operatore. Daljnje generalizacije za pozitivne linearne operatore su dane u
[49]. Neki rezultati vezani za konveksne funkcije viseg stupnja se mogu naci u [62],
[63] 1 [64]. Nedavno su S. Iveli¢ i J. Pecari¢ u radu [25] dobili generalizacije teorema
1.1.7. za konveksne funkcije na konveksnim ljuskama.

Povijesne napomene

Pokazat ¢emo da su neki od rezultata objavljenih posljednjih godina u svezi ko-

nverzne Jensenove nejednakosti ve¢ otprije poznati rezultati iz nekih standardnih

monografija, npr. iz [51] ili [69] ili su specijalni slu¢ajevi rezultata radova veé¢ objav-

ljenih u matematickim casopisima.

Neka je I C R interval, (z;);_, niz takav da z; € I, i = 1,...,n, i (p;);_, niz
n

pozitivnih tezina takav da Zpi = 1. Sljede¢i teoremi su dokazani u |74].
1

Teorem 1.1.8. Ako je f konveksna na I, tada

Pu + Py
1 ograda je najbolja moguca.

Teorem 1.1.9. Ako je (x;);_, € [a,b]", tada

sz o) (Zm)q # 10 -2f (“57) = Sylab

Medutim, teorem 1.1.8. je sadrZan u teoremu 3.14 i korolaru 3.15 (koje ¢emo
sada navesti) objavljenim u |69, str. 87|. Tvrdnja o najboljoj mogucoj ogradi u
teoremu 1.1.8. je o¢ita (jednakost se postize za n = 2).

Teorem 1.1.10. Neka je f: U — R konveksna funkcija, gdje je U konveksan skup
u realnom vektorskom prostoru M. Neka su I © J konacni poskupovi u N takvi da
I'nJ =0. Neka je (x;);cp,, niz takav da x; € U, i € TUJ i (p;);cp,, Je realan
niz takav da Pr > 0, P; > 0 i Py > 0, gdje Px = > pcx Pk 2a K C TUJ. Ako

PLI Zzel ple E U? PLJ Z'Lejplxl E U; PIUJ ZZEIUJprZ G U, ta/da/
FUIUJ)<F(I)+F(J), (1.10)

gdje F (K) = Pk f <ﬁ Zkerk$k> — D rex Prf (1)

Primijetimo da funkcija F' iz teorema 1.1.10. opisuje suprotnu Jensenovu razliku
od razlike u teoremima 1.1.8.1 1.1.9.
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Korolar 1.1.11. Neka je f konveksna funkcija na U, gdje je U konveksan skup na
proizvoljnom realnom vektorskom prostoru M. Neka je (x;);_, niz takav da x; € U,
i=1,...,n, i (pi),_, je realan niz. Akop; >0,i=1,....n il ={1,...,k}, tada

F(I,) < F(I,1) < -+ < F(L) <0

P < in {4 n)r (PEEBE) gt -y pe) |

T I<i<ji<n Di + Pj

Primjedba 1.1.12. Primijetimo da su rezultati vezani uz teorem 1.1.10. @ korolar
1.1.11., te implicirajuéi teorem 1.1.8. objavljeni prethodno w [10], [11], [50], [59],

[84] i [85].

Teorem 1.1.9. je dokazao prethodno isti autor u radu objavljenom jednu godinu
prije [74], to jest, bio je glavni rezultat u [73]. To nije spomenuto u [74].
Spomenuto je u [19] da se taj glavni rezultat iz [73], i stoga teorem 1.1.9. moZe dobiti
iz korolara 3 i 4 iz |40]. Stovise, ti korolari daju sljedec¢a poboljsanja teorema 1.1.9.

Teorem 1.1.13. Neka je [a,b] C R, (z;)_, niz takav da z; € [a,b], i =1,...,n i

(pi)i_y miz pozitivnih teZina takav da y . ,p; = 1. Ako je f: [a,b] — R konveksna
funkcija, tada

Zpif(l"i) —f (ZP1%>
" a+b &
< f<a+b—Zpi:ci>—2f< 5 >+szf(l’z)

< s+ 0 =21 (U50) = sytat)

Sljedeca generalizacija i poboljsanje teorema 1.1.9. je dokazano u [19].

Teorem 1.1.14. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) i neka je ® konveksna funkcija
na I = [a,b]. Tada za svaki pozitivan normaliziran linearan funkcional A na L 1 za
svaki g € L takav da ®(g) € L imamo

1 1

A@() - w0 < {5+ 2. |3

2

- A<g>‘} Su(a,b)

U radu [67] su dane generalizacije i poboljsanja teorema 1.1.8., 1.1.9., te pobolj-
Sanje teorema 1.1.14.
U sljede¢em teoremu dajemo dvije generalizacije teorema 1.1.8. Za sli¢ne rezultate
dobivene druké¢ijim metodama vidjeti [14].

Teorem 1.1.15. Neka je f konveksna funkcija na U, gdje je U konveksan skup u
proizvoljnom realnom vektorskom prostoru M. Neka je (x;);_, niz takav da x; € U,
iel,={1,...,n}, i (p;)i_, pozitivan niz.
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(1) Ako je S familija podskupova od I,,, tada

F (L) < min (F(S) + F(I, \ 8)) < min F(S) + max F(I, \ S) < min F(S).
(1.11)

(i7) Ako je S familija disjunktnih podskupova od I, tada

F(I,) <) F(S), (1.12)

Ses
gdje je F' funkcija definirana u teoremu 1.1.10.

Dokaz. (i) Jednostavna posljedica teorema 1.1.10.
(1) O¢ito I,, = UgesS Uiguges 17}, te (1.12) slijedi iz teorema 1.1.10. i F'({i}) = 0.
]

Poboljsanje teorema 1.1.14., koji je generalizacija i poboljSanje teorema 1.1.9.,
dobivamo iz sljedece leme za n = 2.

Lema 1.1.16. Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu I C Ryx = (z1,...,2,) €

I" ip=(p1,...,pn) nenegativna n-torka takva da sz- = 1. Tada vrijeds

i=1

IN

min{py,...,pn} [Z (i) —no (% sz)]
< szﬁb(l"z) —¢ (ZPz%) < (1.13)
< max{p1,...,pn} [Zn: o(z;) —no (% Zn: x,)] : (1.14)

Dokaz. Jednostavna posljedica od |51, str. 717, Teorem 1|. m

Teorem 1.1.17. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) i neka je ® konveksna funk-
cija na I = [a,b]. Tada za svaki pozitivan normaliziran linearan funkcional A na L
i za svaki g € L takav da ®(g) € L imamo

A(®(g)) — (Alg)) <
gbia{a+b a;b—gD}Sa@w. (1.15)

-]+ 4

2

Dokaz. Prvo primijetimo da ®(g) € L takoder znaci da je kompozicija ®(g) dobro
definirana, stoga g(E) C [a, b]. Slijedi A(g) € [a,b].

Neka su funkcije p, q: [a,b] — R definirane sa

b—=x T —a
7b—CL’ q(ill')— .

p(x)
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Za svaki x € [a,b] mozemo pisati

O(z) = (Z:za + 5;:;%) = @ (p(z)a + q(z)b) .

Kako je A(g) € [a,b], imamo ®(A(g)) = ®(p(A(g))a+ q(A(g))b) i po lemi 1.1.16. za
n = 2 slijedi

B(Alg) = p(Alg)B(a) + a(A(9)2(5) — max{p(A(9)), a(A(9))}Sela )
— p(A()(a) + a(Alg) D) - {% - ‘_b‘_—A(g)'} Sa(a,b).

(1.16)

Ponovo po lemi 1.1.16. za n = 2 imamo

®(z) < p(x)®(a) + (x)@(b) — min{p(z), ¢(x)}Se(a, b).

Imamo p(g),q(g) € L i ako primijenimo A na gornju nejednakost dobivamo

A(®(g)) < A(p(g)®(a) + Alq(g))®(b) — A (min{p(g), q¢(9)}) Ss(a,b)

= Alp(9))®(a) + Ala(g))D(b) — A (% - ‘gb‘%) Sa(a.)
= D(A(9))0(a) + g(A(9))2(1) — A (% - ‘gb‘%) Si(a,b).
(1.17)

Sada iz nejednakosti (1.16) i (1.17) dobivamo trazenu nejednakost (1.15) =
Kako je A(g) € [a, b], o€ito je da je teorem 1.1.17. poboljsanje teorema 1.1.14.

1.2. PoboljSanja i generalizacije

Sada navodimo rezultate iz rada [35]. Za dobivanje poboljsanja koristimo lemu
1.1.16.

Prvo dajemo poboljsanje teorema 1.1.4.

Teorem 1.2.1. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i
neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je ¢ konveksna funkcija
na [m, M|, tada za svaki g € L takav da ¢ (g) € L imamo A(g) € [m, M] i

M — A(g) A(g) —m

Ao (e) < Dy A= sy 4@y, (ag)
e mE My M
R e ORT Y (]
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Dokaz. Prvo primijetimo da ¢ (g) € L takoder zna¢i da je kompozicija ¢ (g) dobro
definirana, stoga g (E) C [m, M]. Sada imamo m1 < g < M1i

m=A(ml) < A(g) <AM1)=M.
Neka su funkcije p,q: [m, M| — R definirane sa

_M—a: Tr—m
M -—-m’

p(x)

Za svaki x € [m, M| mozemo pisati

M —x r—m

00) =0 (J et M ) = 0 ) m o+ () ).

M —m M —m

Po lemi 1.1.16. za n = 2 dobivamo

¢(x) < px)o(m)+q(z)d(M)

—min {p (z),q ()} {¢(m)+¢(M)_2¢ <m;M)] '

Neka je g € L takav da ¢ (g) € L. Imamo p(g),q(g) € L, te kada primijenimo A
na gornju nejednakost uz x <+ g () dobivamo

A6(9) < Alp(9)é(m)+Alqlg) 6 (M)
_A@®) [¢<m> L o(M) -2 (””Mﬂ ,

2
gdje je funkcija g definirana na F sa

g(z) = (min{p(9),q(9)}) (z) = % _ |g(‘]”\3[__:17}

i po (L3) pripada u L. Kako su p i g linearne funkcije, po svojstvima od A imamo
Ap(g9)) =p(A(g)) i Alq(g)) = q(A(g)), te stoga

A9 (9)) <p(A(g)) ¢ (m)+q(Alg)) o (M) —A(g)ds,
Sto je (1.18). =

Primjedba 1.2.2. Teorem 1.2.1. je poboljsanje teorema 1.1.4., jer pod postavljenim
uvjetima 1mamo

A(§) 6, = A (%1-%) <¢(m)+¢(M)—2¢ (m;M)) >0,

Idudi korolar pokazuje da je teorem 1.2.1. poboljsanje i generalizacija Lah-Ribariceve
nejednakosti.
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n

Korolar 1.2.3. Neka je p nenegativna n-torka uz P, =Y " p; # 0 i@ € [m, M]
Ako je ¢: [m, M| — R konveksna funkcija, tada vrijeds

1 n
szzﬁb(%) (1.19)
" oi=1
M—z r—m (54) " 1 }SEz—M|
< M—m¢<m)+M—m¢(M)_Fn§pi<§_M——r2n ’

L
Pn

gdje je T = 5> " pix; i 0y definiran u teoremu 1.2.1.
Dokaz. Ako uzmemo E = [m, M], L =R™M g =idg, A(f)= 331 pif (),
nejednakost (1.18) postaje (1.19). m

Koristimo teorem 1.2.1. za dobivanje poboljSanja jo§ nekih do sada spomenu-
tih nejednakosti. Prvo dobivamo poboljsanje teorema 1.1.7. za specijalan slucaj

F(z,y) =z —y.

Teorem 1.2.4. Uz pretpostavke teorema 1.2.1. vrijede sljedeca nejednakost i jedna-
kost

Ao (g9) —o(A(g))
M —=x r—m ~
< Iér[:g}]f/[]{M_m¢(m)+m¢(M)_¢<x)}_A(g>5¢>

= max {0¢ (m) + (1 = 0)¢ (M) — ¢ (6m + (1 = 0) M)} — A(g) 0y,

0€[0,1]

gdje su g i 64 definirani kao u teoremu 1.2.1.

Dokaz. To je direktna posljedica teorema 1.2.1. Identitet slijedi iz zamjene varijable
0 = 2=~ tako da za x € [m, M] imamo 0 € [0,1] iz =0m+ (1—-0) M. =

Zatim dajemo poboljSanje teorema 1.1.6. Razmatrat ¢emo samo sluc¢aj kada je ¢’
strogo rastuca (i stoga je ¢ konveksna), jer analogan rezultat za ¢’ strogo padajucéu
mozemo dobiti na slican nacin.

Teorem 1.2.5. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je ¢: [m, M] — R dife-
rencijabilna takva da je ¢’ strogo rastuéa na [m, M|, tada za svaki g € L takav da je
¢ (g) € L vrijedi nejednakost

A(¢(g)) < A+ 0(Alg)) — A(9) ds (1.20)
za neki A koji zadovoljava 0 < X < (M —m) (u — ¢' (m)), gdje je
(M) =6 (m)
M —m

1 g, 0 definirani kao u teoremu 1.2.1.
Preciznije, X moZemo odrediti na sljedeéi nacin: Neka je T jedinstveno rjesenje
jednadzbe ¢' (x) = p. Tada

A=¢(m)+p(x—m)—¢(I)

zadovoljava (1.20).
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Dokaz. Dokaz slijedi istim argumentiranjem kao u dokazu teorema 1.1.6., jer po
teoremu 1.2.4. imamo

A(9(9) =0 (Alg) < max f(x;m, M, ¢) — A(g) 0y

z€[m,M]

gdje je f definirana kao u (1.9). m
Jos jedna zanimljiva posljedica teorema 1.2.1. je sljedeca nejednakost Hermite-
Hadamardovog tipa, §to je poboljSanje rezultata iz [61].

Teorem 1.2.6. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je ¢: [m, M] — R nepre-
kidna konveksna funkcija, tada za svaki g € L takav da ¢ (g) € L vrijede nejednakosti

pm +qM pg (m) + q¢ (M) "
¢C————>§A¢ < —A(g)é 1.21
pa (0(g)) < P @0 (21
gdje su p i q nenegativni realni brojevi takvi da
pm + qM
A(g) =—— 1.22
(g) =2 (1.22)

i g, 0g su definirani kao u teoremu 1.2.1.

Dokaz. Prvo primijetimo da ¢ (g) € L implicira A(g) € [m, M], stoga postoji
jedinstveni nenegativan realan broj A € [0, 1] takav da A(g) = Am + (1 — \) M.
Ako su p, ¢ nenegativni realni brojevi koji zadovoljavaju (1.22) tada ocito

S . SRS
p+q p+q

Iz Jessenove nejednakosti (1.4) imamo
pm + qM
— ) =9¢(4 A
o (P0) — o0 < 400 (0),

Sto je prva nejednakost u (1.21).
Kako je

M —A(g)
M—-—m

Alg) —m

q
] 6 (m) + —— (M)

¢ (m) + P

po (1.18) imamo
po (m) + q¢ (M)
P+q

Ao (9)) <

Sto je druga nejednakost u (1.21). =
Kao korolar teorema 1.2.6. dobivamo rezultat iz 8] gdje je dokazano da trapezno
pravilo daje vec¢u gresku nego pravilo sredi$nje tocke.

— A(9) s,

Korolar 1.2.7. Ako je ¢: [m, M| — R neprekidna konveksna funkcija, tada vrijede
nejednakosti

2 M—-m J,

1 M M
ij_m/i¢QMM—¢<m; )zo

m

dm)+o(M) 1 / 6 (z) dz (1.23)
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Dokaz. Ovo je specijalan slu¢aj teorema 1.2.6. za £ = [m, M|, L = C([m,M]),
g=1idg, A(f)= x)dx, p = q = 1. Dobivamo

m+ M 1 M
¢( . )s e [ (1.24)
m)—+ o (M 0 M
Jednostavan racun daje
L[]
M—-m /., I =

stoga

¢(m)+¢(M)_ O¢ / j(z)dz

2 M—m),
= 2l Lom o on) - 20 ("5 )]
_ Ly (miny, elmroun s,
Iz (1.24) i (1.25) dobivamo
w<m+M)s Mimlfwmw
) ¢(m;M>+¢<m>;¢<M>7

Sto je ekvivalentno sa

<

( ZM)

§¢(2 /¢dx

Po Hermite-Hadamardovoj nejednakosti za konveksne funkcije znamo

05 [ omar-—o (21,

stoga je (1.23) dokazano. m
Pogledajmo jo§ dvije posljedice teorema 1.2.5.

Korolar 1.2.8. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je g € L takav da log (g)
pripada u L i g (E) C [m, M] C Ry, tada
exp S (%)

(4 M)? A(g)’
|: AmM i|

A(g) < exp(A(log(g)))

gdje je S () Spechtov omjer i g je definiran kao u teoremu 1.2.1.
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Dokaz. Specijalan slu¢aj teorema 1.2.5. za ¢ = —log. U ovom slucaju (1.20)

postaje
—A(log(g)) < A —log A(g) — A(F) 0-10g,

to jest
explog A(g) = A(g) < exp (A(log(g)) + A — A(7) 0-10g)
exp (M)
= exp (A(log(g = ;
(Alo8(9) S A5 0ome)
gdje )
M M
5_10g:—logm—log.M—i-QlogTrhL :log%7
m
_ logm —log M j__l_ M —m
F="v—m ~u logM —logm’
stoga
A = —logm+pu(z—m)+logx
b m+logm—logM M—m -
N & M—m log M — logm
) M —m
0
glogM—logm
M=m M —m
=1 — 1 1
og( ) +Ogmlog%

gdje je S (-) Spechtov omjer (vidjeti npr. [18, str. 71|) definiran sa
=
S(h)=——=, heRy\{1}.
elog hr-1

Uzimajuéi sve u obzir dobivamo

A(g) < exp (A(log(g)))

Korolar 1.2.9. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je p € L takav da log (p)

pripada u L i p(E) C [m, M] C Ry, tada

A(p) < exp A(log (p)) + ]‘ig_%ms (%) —A(p) (m M- zm) . (1.26)

gdje je S () Spechtov omjer i p je definiran sa

11 ‘logp — log \/li‘

P=3 log M — logm
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Dokaz. Specijalan slucaj teorema 1.2.5. za ¢ = exp i ¢ = logp. U ovom slucaju
(1.20) postaje

A(explog(p)) < X+ exp A(log (p)) — A (D) dexp,

gdje
1 log M
5exp:explogm—i—explogM_QeXp% :m+M—2\/W’
M —m = 1 M —m
"= log M —logm’ SH= OB 10g M —logm
stoga

A = explogm+ p (T —logm) —expz

n M—-—m | M —m | )
= m+————|lo — logm —
log M — logm glogM—logm &

M —m 1
= m —m

10gm elog(%) -m

m 1

M_m (%)M*TV‘L [ %)1\/{77”]
= m 0g —m

log % elog (%) M=m

L M-m, M\ ¥m | M—mg (M

= m o) — —

1og% &1 \m log & m

Uzimajuéi sve u obzir dobivamo (1.26). =
Sada zelimo generalizirati i poboljsati Lah-Ribari¢evu nejednakost na konveksne
ljuske, i specijalno na k-simplekse u R*. Navodimo rezultate iz rada [70]. Prvo
gledamo trivijalno progirenje Jensenove nejednakosti na konveksne skupove u R”.
Neka je U konveksan podskup od R¥ i n € N. Ako je f: U — R konveksna
funkcija, 1,..., @, € Uipi,...,p, nenegativni realni brojeviuz P, = > " p; > 0,
tada vrijedi Jensenova nejednakost

1 ¢ 1 <
f (Fn ;%%) < E;sz(wz) (1.27)

Konveksna ljuska vektora x1, ..., x, € R* je skup

{iaimi: o; € R,Ozi > O,iai = 1}
i=1 =1

i oznacavamo ga sa K = co({xy,...,x,}).
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Baricentricke koordinate nad K su neprekidne realne funkcije Ay,..., A\, na K
sa sljede¢im svojstvima:

N(@)>0i=1,...n

n

> Ni(x) =1

T = Z \i () (1.28)

Ako su ®y — x4, ..., x, — x; linearno nezavisni vektori, tada svaki x € K mo-

zemo zapisati na jedinstveni nac¢in kao konveksnu kombinaciju od «, . . ., @, u obliku
(1.28).
Takoder, promatramo k-simplekse S = co({v,vs,...,vr11}) u R, to jest konvek-
sne ljuske vrhova vy, ..., v, € R¥ gdje su vektori vo — vq,...,v441 — v € R¥
linearno nezavisni. U ovom slu¢aju k-simpleks oznac¢avamo sa S = [vq, ..., Vgi1].
Baricentricke koordinate A1, Ag, ..., Ayy1 nad S su nenegativni linearni polinomi na
S 1imaju specijalan oblik (vidjeti [6]).

Sa L* ozna¢avamo linearnu klasu funkcija g: £ — R* definiranih sa
gt)=(a(t),...,gk(t), g€l (i=1,...,k).

Za dani linearni funkcional A promatramo linearni operator A = (A,...,A): LF —
R* definiran sa

Ag) = (Algr), ..., Algw)). (1.29)
Ako je zadovoljeno i A(1) = 1, tada koriste¢i (A1) dobivamo

(A3) A(f(g)) = f(A(g)) za svaku linearnu funkciju f na R¥.

Primjedba 1.2.10. Ako uzmemo F(x,y) = x — y, jednostavna posljedica teorema
1.1.7. je
A(f(9)) = f(Alg)) < mmax [0f(m)+ (1 =0)f(M)— f(Om+ (1—-0)M)]. (1.30)

T

Ako uzmemo F(z,y) = . 2a f >0 slijedi

A(f(9)) 0f(m)+ (1 —0)f(M)
—— < ma; . 1.31
f(A(g) — 96[0,}1(] f(@m+(1—-60)M) ( )
Dodatnu generalizaciju Jessenove nejednakosti (1.4) je dao E. J. McShane (vidjeti
[42], |69, str. 48]).

Teorem 1.2.11. (McShaneova nejednakost) Neka L zadovoljava svojstva (L1)
i (L2) na nepraznom skupu E, A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L
i A definiran kao u (1.29). Neka je f neprekidna konveksna funkcija na zatvorenom
konveksnom skupu U C R*. Tada za svaki g € L* takav da g(E) C U i f(g) € L,
imamo A(g) € U i

f(A(g)) < A(f(g)). (1.32)
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J. Pecari¢ i S. Iveli¢ u radu [25] su dali generalizaciju teorema 1.1.4.

Teorem 1.2.12. Neka L zadovoljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu E
i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka x1,...,x, € R* §
K = co{x1,...,x,}). Neka je f konveksna funkcija K i Ay, ..., N\, baricentricke
koordinate nad K. Tada za svaki g € L* takav da g (E) C K i f(g),\i(g) € L,i =
1,...,n imamo

A(f(9)) < ZA (Ai(g)) f (z:) .-

Sada dajemo generalizacije i poboljsanja teorema 1.1.7. i 1.2.12. To dobivamo
koriste¢i lemu 1.1.16. generaliziranu na konveksne skupove u R”.

Lema 1.2.13. Neka je ¢ konveksna funkcija na U gdje je U konveksan skup u R,

(x1,...,x,) € U™ i p = (p1,...,Pn) je nenegativna n-torka takva da Zpi = 1.
i=1

Tada
min{py,...,pn} [Z o(x;) —no (% Z ch)]
< Z]Mb(iﬂz) — ¢ (Z]%%) (1.33)
Z o(x;) — ng (% Z a:)] . (1.34)

Dokaz. Jednostavna posljedica od [51, str. 717, Teorem 1|.
Za n € N ozna¢avamo

A1 = {(,ul,...,pn): MiZO,iE{l,...,n},Zmzl}.
i=1

< max{p1,...,pn}

Takoder, ako je f funkcija definirana na konveksnom podskupu U C RF i
T, o, ..., x, € U, oznacavamo

n 1 n
i=1 i=1
Ocito, ako je f konveksna, S}(xy,...,®,) > 0.

Sljedeci teorem je poboljSanje teorema 1.2.12.

Teorem 1.2.14. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E 1 A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka xq,...,x, €
RF § K = co({xy,...,®,}). Neka je [ konveksna funkcija na K i Ai,...,\,
baricentricke koordinate nad K. Tada za svaki g € L* takav da g(E) C K i
f(g),N\i(g) € Lyi=1,...,n imamo

A(f(g)) < ZA(MQ)) f (@) — A(min {Ai(g)}) S7 (@1, ..., n). (1.35)
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Dokaz. Za svaki t € E imamo g(t) € K. Koriste¢i baricentri¢ke koordinate imamo

AN(g®) > 0i=1,...,n, S N(g(t) =11
= > Ag(t)e

Kako je f konveksna, mozemo primijeniti lemu 1.2.13., te imamo

=f (Z Ai(g(t))wi>
<Z>\ Fla;) — min {\i(g [Zf T —nf< Za:)] (1.36)

Sada primijenimo funkcional A na zadnju nejednakost i dobijemo

)< A (Z)\ —min {\;(g )}S}L(:cl, . ,a:n))

=2 AWg) f (@) = A(min {Ai(g)}) S} (@1, @),

Primjedba 1.2.15. Teorem 1.2.14. je poboljsanje teorema 1.2.12., jer pod danim
pretpostavkama imamo

A (min{)\(g)}) S¥(x1,...,2,) > 0.

Primjedba 1.2.16. Ako su zadovoljene sve pretpostavke teorema 1.2.14. i funkcija
f je neprekidna, tada

f(A(g)) < A(f(g)) < ZA()V(Q)) f (@) — A(min {Ai(g)}) S7 (@1, ..., n).

Prva nejednakost je teorem 1.2.11., a druga teorem 1.2.14.

Primjedba 1.2.17. Znamo da pod pretpostavkama teorema 1.2.14. imamo

) < Z AXi(g) f (i) — A(min {Ai(g)}) S7 (@1, .-, @n)-

Podijelimo ovo sa f (Z (g)) =f <Z A(/\i(g))aci>, za slucaj f > 0, te dobivamo
i=1

A(f(9)

7 (A9)
< i Ai(g) f(m:)  A(min{(g):i=1, ’n})S”(ml z,)
= TS0 A ()= 1 (@) flEn e
< max Z?:l :U’zf(w1> . A (min {)\z(g) i=1,... Jn})S}L(wl’ o ’mn)

Ay f (D00 i) f (/Nl(g)
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Sto je ekvivalentno

A(f(9)
i Hif (@) (5 . . n
< gffmf <A(g)> — A(min{\(g): i =1,...,n}) S¥(@1,...,2n).

(1.37)
To je poboljsanje nejednakosti (2.6) iz [25]
Koristec¢i teorem 1.2.14. dokazujemo generalizaciju i poboljSanje teorema 1.1.7.

Teorem 1.2.18. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E,
A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i A definiran kao u (1.29).
Neka xy,...,x, € R¥ § K = co{xy,...,x,}). Neka je f konveksna funkcija na K i
A1y -y Ay baricentricke koordinate nad K. Ako je J interval u R takav da f(K) C J

i F: J x J — R je rastuca funkcija v prvoj varijabli, tada za svaki g € L¥ takav da
g(E)C K if(g),\N(g)eL,i=1,...,n imamo

F (A(f(9)). /(A(g)))
<F (Z A(@) f (@) = A(min {\(g)}) S (@10, f<2i<g>>)

< max F (Z pif(z;) — A(min{Ai(g)}) S (1, ..., xn), f (; /w>> :
(1.38)

Dokaz. Za svaki t € E imamo g(t) € K. Koriste¢i baricentri¢ke koordinate imamo
Ai(g(t) = 0,i=1,....n, 33 Xi(g(t) =11

g(t) = Z Ai(g(t))z;.

Kako je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i A linearan operator na
L¥, imamo

A(g) = (A1), -, Algr)) = ZA (Ai(g)) i,

gdje

Stoga, A(g) € K.
Kako je F': J x J — R rastuca funkcija u prvoj varijabli, koristeéi (1.35) imamo

F (Af(9). f(Al9))
<F (ZA (\i(9)) f (i) — A (min {Ni(g()}) S} (@i, .. ) f<21<g>>> .

(1.39)
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Supstitucijama

slijedi

Sada imamo

F (Z A(Xi(g)) f(@;) — A(min{Ai(g(t))}) SF (1, ..., @), f(fﬂg)))
—F (Z“% ;) — A(min {\i(g(t)}) SF(z1, ..., @), f (ZM»
< max ax F' (2; pif (xi) — A(min {\(g(2))}) S¥(x1, ..., xn), f (2%%)) .

Kombinirajuéi (1.39) i zadnju nejednakost dobivamo (1.42). =

Primjedba 1.2.19. Ako uzmemo F(z,y) = x — y, kao jednostavna posljedica te-
orema 1.2.18. slijedi

A(f(g) - f(A(g))

< max (Zuz ;) (sz) — A(min{\(g)}) S}L(:vl,...,a:n)>.

(1.40)
Ako uzmemo F(z,y) = %, za f >0 slijedi
Aflg) _ (S mf (@) = A(min (ug))) Sjlas, )
F(dlg) ~ 55 ( f (o ) ) aw

Nejednakosti (1.40) 1 (1.41) su generalizacije i poboljSangja od (1.30) i (1.31).

Ako zamijenimo F' by —F u teoremu 1.2.18. dobivamo sljedeéi teorem

Teorem 1.2.20. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E,
A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i A definiran kao u (1.29).
Neka xy,...,x, € R¥ { K = co({xy,...,x,}). Neka je f konveksna funkcija na K i
A1y -y Ay baricentricke koordinate nad K. Ako je J interval u R takav da f(K) C J
i F: J x J—= R je padajuca funkcija v prvoj varijabli, tada za svaki g € L* takav
dag(E)C K if(g),\(g)eL,i=1,...,n imamo

F (A(f(9)). F(Alg)
> F (ZA(AZ-@» f (@) = Amin {\i(9)}) S, . ,wn>,f<21<g>>)

> in F <Z pif(z:) — A(min{\i(g)}) Sf(z1, ..., @), f (Z M)) .

(1.42)
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Sada promatramo specijalan slu¢aj kada je konveksna ljuska k-simpleks u RF.
Neka je S k-simpleks u R¥ sa vrhovima v, vs,. .., vi41 € R¥. Baricentricke koordi-
nate A, ... A1 nad S su nenegativni linearni polinomi koji zadovoljavaju Lagran-

geovo svojstvo
s ) L=y
Ai(vj) - 61] - { 0, 27&]

Poznato je (vidjeti [6]) da za svaki & € S baricentri¢ke koordinate Ai(x), ..., A\gt1()
imaju oblik

Vol o
)\1(:0) Ol ([m,’Ug, 7’Uk+1])’
Voly, ([v1, ®, vs, ..., Viy1])
)\ —
Vol ([vy, ..., vk, x])
A 1.43
() Vol (S) ! (1.43)
gdje Vol, oznacava k-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru od S. Ovdje, na primjer,
[v1, @, ..., V51| oznacava podsimpleks koji dobijemo ako zamijenimo vy sa @, tj.

podsimpleks nasuprot vy kada dodamo x kao novi vrh. Volumen sa predznakom
Vol (S) je dan sa (k+ 1) x (k+ 1) determinantom

1 1 ... 1
1 V11 V21 Vk+11
Vol (S) = ] U.12 U.22 karm ,
Uik U2k - Uk41k
gdje v1 = (11, V12, .-, V1k), -+ s Vg1 = (Ukg11, Vkg12s - - - Uk 1k) (vidjeti [71]).
Kako su vektori vy — vq,..., V1 — v linearno nezavisni, svaki * € S mozemo
zapisati na jedinstven nacin kao konveksnu kombinaciju od vy, ..., vk1 u obliku
Vol (|®,vs, ..., v Vol (v, ..., v, @
_ k'([ ; U2 ) k+1])vl k,’([ 1, k ])'U]g+1- (144)
Vol,(S) Vol (5)

Sada dajemo analogon teorema 1.2.14. za konveksne funkcije definirane na k-
simpleksima u R*.

Teorem 1.2.21. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E, A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L ¢ A definiran kao u (1.29). Neka
je f konveksna funkcija na k-simpleksu S = [v1,va, ..., V1] W R X1, ..., Ay1 su
baricentricke koordinate nad S. Tada za svaki g € L* takav da g (E) C S i f(g) € L
imamo

A(f(g)) < ' A(N(9)) [ (vi) = A(min{Xi(g)}) S§ (w1, ..., vk11) (1.45)
Vol <[g(g)7 Vo, . .. ,kaD Vol ([’01, Vo, ... ,ﬁ(g)]
= Volo(S) floy)+---+ Voln(S) J(Vi41)
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Dokaz. Za svaki t € E imamo g(t) € S. Koristeéi baricentricke koordinate imamo

1 1 1
1] gi(t) vn Uk+11
k!
Vol ([g(t), va, ..., v gr(t) vk o+ Upgik
/\1 (g(t)) _ ([ ( ) 2 +1]) _ :
Voli(S) 1 1 .. 1
1| v v Vk+11
k! :
Uik U2k Vk41k
1 1 1
1| vnn vk Gi(t)
B S
Vol ([vy, ..., vk, g(t)]) vk o Vg grk(t)
Ar+1(g(t)) = Vol (S) = — . :
1| v v Vk+11
H .
Uik U2k " Ug41k

k+1 kt1
Z)\ ) =11ig(t) ZA

Kako je f konveksna na S kor1stec1 lemu 1.2.13. imamo

=1

Fl9() < 3" Alg(®)f (v:)-min {lg [Zf v) = (k+1)f (%H 2«%)] .

Koriste¢i Laplaceov razvoj determinante lagano se provjeri A\;(g) € L za svaki i =

k41
Sada primijenimo A na zadnju nejednakost i dobivamo
A(f(9))
k41 k+1 |k
<A<Z)\ — min {\;(g [Zf'vZ (k+1)f (k——HZIUZ)])

k+1

- Z A(Xi(9)) f (vi) — A(min {Xi(g)}) SF (v, ..., vkpn), (1.46)
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gdje
1 1 C. 1
A0 (g)) = L AG) v e v | YOk ([A@).v2.....v01])
1\g 1 1 ... 1 Voly(S) ,
Ll v v Vks11
k! .
Vig U2k - Uk—&-l]g
(1.47)
1 e 1 1
1| v Vi1 A(91)
Ml s )
A ()\ ( )) _ U1k Vkk A(gk) _ VOlk ([’Ul, e, Uk, A(g)]>
k+1 (g 1 1 ... 1 de(g)
Ll ou vz Ukt11
Vi U Ukt 1k

Kombinirajuéi (1.46) i (1.47) dobivamo (1.45). =
Koristeéi teorem 1.2.21. dokazujemo analogon teorema 1.2.18. za k-simplekse u
RE,

Teorem 1.2.22. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E, A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L 1 A definiran kao u (1.29). Neka
je f konveksna funkcija na k-simpleksu S = [v1,vq,...,Vp1] u RF 0 A, . Aepa
baricentricke koordinate nad S. Ako je J interval u R takav da f(S) C J i F: J X
J — R rastuéa funkcija u prvoj varijabli, tada za svaki g € L* takav da g (E) C S
i f(g) € L imamo

F (A(f(9)) f(A(g))) (1.48)
Vol ([x,ve, . .., Vry1]) Voly, ([vy, ..., vg, x))
S max F ( Vol (S) flon) 4o+ Vol (S) ALY

—A (min{\;(g)}) S’;“(vl, V), f () )

k+1 k+1
= max (Z pif(vi) — A(min{\i(g)}) SF™ (v, ..., vpga), f (2 um) ) .

=1

Dokaz. Kako za svako t € E imamo g(t) € 5, slijedi ﬁ(g) € S (vidjeti prvi dio
dokaza teorema 1.2.18.).
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Kako je F': J x J — R rastuca funkcija u prvoj varijabli, po teoremu 1.2.21. imamo
F (A(f(9)), f(Alg))
VOlk ([ﬁ(g% V2, ... ?vk+1:|>
< F( f

Vol,, <[v1, e ,vk,A(g)D

—A(win {\(9)}) S5 (w1, ve), [(Alg)))

Voly, ([x,va, .. ., Vk11]) Vol ([vy, ..., vk, x])
< ...
< mas P ( Volr(S) Jlw) 4 Voln(S) Y ok
~A(min {A(9)}) S5 (w1, ven), f (@) ). (1.49)

Nejednakost (1.48) je jednostavna posljedica supstitucija
— VOlk ([337’02,...,'0k+1]) _ VOlk ([’017"'7’0k7w]>
M1 VOlk(S) y ooy k41 VOlk(S) )

k+1
i=1

Primjedba 1.2.23. Ako su sve pretpostavke teorema 1.2.21. zadovoljene, te ako je
f neprekidna, tada

f(A(g)) < A(f(g))

< Z A(Ni(9)) f (vi) — A(min {i(g)}) SF (v1,. ., vis1) (1.50)

Vol,, ([’01,’02, e 71&9)])
Voli(S)

Vol <[/~1(g), Vo, ... ’kaD
- Vol,,(S)
—A(min{X(g)}) Sf (v1,. .., V).

flon) 4o+

Prva nejednakost je teorem 1.2.11., a druga teorem 1.2.21.

Primjer 1.2.24. Neka je S = [v1,vs,...,V541] k-simpleks u R* i f neprekidna
konveksna funkcija na S. Neka je L = (E, A, \) prostor mjere sa pozitivnom mjerom
A. Definiramo funkcional A: L — R sa

A9)= 5 / g(1)dA(1).

A je ocito pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Tada je linearan operator

A definiran sa
Alg) = 577 [ aar).
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Oznacavamo g = ﬁ Jog(t)dX(t). Ako g (E) C S i f(g) € L, tada iz (1.50) slijedi

f (@) < Af(g) B (1.51)
< VOlk ([g{/ZF];(S)ykarl])f(vl) et VOlk ([s/loulk(sa)vkag])f(vk_i_l)
1 - i B+ v
_ (W/Emln {N(g(t):i=1,....k+1} d)\(t)) Sf (V1,0 Vka1).

Primjedba 1.2.25. Neka je S = [vy,..., 1] k—simpleks u R*. Ako stavimo
E =5,g=1dgs i \ Lebesqueova mjera na S u primjeru 1.2.24., dobivamo

=
idg = |S|/tdt k+1;vi
Af(ids) = o [ oy
gdje je v* baricentar od S. Sada imamo
<75,/
< Voly, ([v* ’l|)g,| ) ,Uk“])f('vl) o Vol ([v1,|S| ’vk?v*])f(’vkﬂ)

_ <ﬁ/5nlin{)\i(t):i: 1,...,k+1}dt> [Zf(vi) - (kﬂ)f(,v*)]

(&)
_ <‘;| /Snliﬂ{)\i(t)ii:l,...,/{}+1}dt> [Zf<vl)_<k+l)f('v*)]

(1.52)

Zai=1,...,k+1, neka je S; simpleks ¢iji su vrhovi v* i svi vrhovi od S osim v;. Oz-
nacimo sa v} baricentar od S;,i =1,...,k+1. Kako je Voli, (S;) = Vol (S;) ,1,7 =
k41, slijedi iz (1.48) da t € S implicira min; \;(t) = X;(t). Slijeds

k+1

/mln/\ t)dt = Z/ (1.53)
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Imamo
/X(t)
’Sl/ VOlk ’01,..., ..,’UkJrl]dt
VOlk ’Ul,...,/ tdt y Uk+1
I s,
=Bl fon, k] = Vol | : ]
= |S| k oo Ugyeeey Ukt _k‘—{—l Ol ’Ul,...,’Uj,...,'U]H_l
1 . 1
:m\/olk['vl,...,'v ,...,’U]H_l]:m|5|. (154)

Koristeéi (1.53) i (1.54) dobivamo

/mln)\ (k:+1) — S| (1.55)

Ako stavimo (1.55) u (1.52), imamo

1
<mz@/mw

k+1

Zf +k—+1f< ")

Sto je dobiveno u [21, Teorem 4.1].
Lagano se pokaZe da je desna strana ove nejednakosti ekvivalentna k-dimenzionalnoj
varijanti Hammer-Bullenove nejednakosti, naime

1 . k k+1 ‘_i
5/ p ) < 1 3 w0~ g [rom

Sto je dokazano, na primjer, u [89].
U jednoj dimenziji dobivamo poboljsanje klasicne Hermite-Hadamardove nejedna-

kosti
((30) 5t w00

1.3. Giaccardi-Petrovi¢eva nejednakost

Giaccardijeva nejednakost kaze:

Teorem 1.3.1. Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu I, p nenegativna n-torka
takva da Z?:l p; = P, # 0 i x realna n-torka. Ako sux € I" i xy € I takvi da

Z?leixi:jef,f%xoi

(mz—xO)(‘%_l’z)ZO» izl)"'ana
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tada
szqb (2;) < Ag(@ +B<sz—1>

gdje

_ Z?:l pi(w; — o) _ Z?zl Di%;
A - n ) B - n .
Zizl piZ; — Zo 22‘21 Pi%T; — X

Jednostavna posljedica Giaccardijeve nejednakosti je Petrovi¢eva nejednakost:

Korolar 1.3.2. Neka je ¢ konveksna funkcija na [0,a],0 < a < oco. Tada za svaku
nenegativnu n-torku p i svaki x € [0,a]™ takav da Y, pix; =% € (0,a] i

ipixizxja jzla"'an

vrijedi sljedeca nejednakost

szsé i) < ¢(3 (sz—l)

Za vige detalja o Giaccardijevoj i Petrovi¢evo]j nejednakosti vidjeti [69].
U radu [66] smo poboljsali teorem 1.3.1. i korolar 1.3.2. koristec¢i lemu 1.1.16. za
n=2.

Teorem 1.3.3. Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu I, p nenegativna n-torka
takva da Z?:lpi = P, # 0 i x realna n-torka. Ako sux € I" i xy € [ takvi da

Z?leixi:fi’ej,f#%oi

(i —x)(T—2;) >0, i=1,...,n, (1.57)
tada
ZP@(%) < A¢(2)
i=1
B 1 % °P,+6 —
+ sz— o(xo) i =+ ¢ZP1 f:——xg ) (1.58)
gdje
Zn—l pi(w; — o) Zﬁ_l DiT; (xo + x)
A=== ,B = === 06 = P(x0) + -2 :
> i1 PiTi — To Y iq DiTi — X o = $lwo) + 6(3) ¢

Dokaz. Uvjet (z; — x9)(Z —2;) > 0,7 =1,...,n, znadi da vrijedi zp < z; < Z ili
T <uz; <xp,i=1,...,n. Promotrimo prvi slu¢aj (drugi je analogan).
Neka su funkcije p, q: [xo,Z] — [0, 1] definirane sa

Tr—x T — o

pe) = 2= gla) = 2.
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Za svaki x € [zg, Z] mozemo pisati

b() = ¢ [ 2Ly + L2505 ) = g(ple)wo + g(2)).
( )

r — Xy r — X9

Po lemi 1.1.16. za n = 2 imamo za z € [z, ]

min{p(o).a(e)} [oan) + 6(2) 20 (5]
< pla)o(zn) + a(w)o(E) — o(p(e)ro + g(a)7)

i tada
¢(x) = ¢(p(z)zo + q(7)7)
< p(2)¢(0) + q(2)$(Z) — min{p(x), g(x)} {WO) (E) — 26 (Hxﬂ

MnoZe¢i ¢(x;) sa p; i sumirajuci, dobivamo
n

ZP@(%’)

i=

< Zp% p(2:)d(x0) + q(2:)d(F) — min{p(z;), g(2:)} ng) + () — 26 (a:0+x>H

n

:¢(i') pzf_ +¢ Zo sz~ —5¢szm1n{p -1'2) ( Z)}

i=1 N

z)+ B( sz—l o(x0) —%P +5¢sz

xo+T
2

— Ty

:L‘_

Primjedba 1.3.4. Teorem 1.3.3. je ocito poboljsanje teorema 1.53.1., jer pod pos-
tavljenim uvjetima imamo

Og sz‘ min{p(z;), q(z;)} > 0.
i=1
Jednostavna posljedica Giaccardijeve nejednakosti je Petrovi¢eva nejednakost,
pa dajemo i njeno poboljsanje.
Teorem 1.3.5. Neka je ¢ konveksna funkcija na [0,a], 0 < a < co. Tada za svaku

nenegativnu n-torku p i svaki x € [0,a]" takav da Y. pix; =2 € (0,a] i

=1

vrijeds sljedeca nejednakost

> pig(x) < 6(&) + (Zpi - 1) ¢(0)
i=1 i=1
5 n
_Eqbpn + 5¢ izlpi ZL‘_

g % 7 (1.60)
gdje 55 = 6(0) + &() — 20 (%).
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Dokaz. Specijalan slucaj teorema 1.3.3.; uzmemo zp =0. m

Primjedba 1.3.6. Primijetimo da smo poboljsanje Giaccardijeve nejednakosti mo-
gli dobiti iz teorema 1.2.1. Gledamo specijalan slucaj tog teorema kao u korolaru
1.2.5.

Pretpostavimo da o < . Ako definiramo m = xy i M = &, iz (1.57) imamo
x € [m, M]" i (1.19) daje

ZP@ (l'z)

P& —Z i —zoP, p—
< — _— P 0
>~ f-l‘g ¢(IO)+ Zi'—l’() ¢< + ¢sz -
5 _:z:();—i
= A¢ Zp@xz +B Zpl—l (20) = 5 P +(5¢sz —

Ako je mog > >0 pix; definiramo m = Y pivi, M = xo, te je ostatak dokaza
slican.

Motivirani nejednakostima (1.58) i (1.60), definiramo dva funkcionala:

P (x,p, f) = Af(ﬂi“)JrB(ipi—l) f (o) 6fP
+5fzpz sz ), (1.61)

gdje je f funkcija na intervalu I/, p nenegativna n-torka, x realna n-torka i z, P,,
df, A, B kao u teoremu 1.3.3., i

Da(x.p, f) = f<f>+<zpi—1) F0) - %p,
—|’(5J£ZpZ

gdje je f funkcija na intervalu [0, a], p nenegativna n-torka, x realna n-torka i z,
P,, 6 kao u korolaru 1.3.5..

Ako je f konveksna funkcija, tada teorem 1.3.3. i korolar 1.3.5. impliciraju ®;(x, p, f) >
0,i=1,2.

Sada dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa za funkcionale ®;,
i=1,2.

T——‘ sz (), (1.62)

Teorem 1.3.7. Neka je I = [a,b], p nenegativna n-torka takva da )" p; = P, # 0
1 X realna n-torka Neka sux € I" 1 xg € I takvi da Z?zlp,-xi =xe€l,T#xyi
vrijedi (1.57). Neka f € C*(I). Tada postoji & € I takav da

f// (5)

®y(x,p, f) = 5

@1(1’,])7 f0)7 (163)

gdje fo(x) = 22,
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Dokaz. Kako je f € C?*(I) postoje realni brojevi m = mingepy f/(xz) 1 M =
maxX,epq [ (). Lagano se pokaze da su funkcije fi(z) i fa(x), definirane sa

fil) = o - f()
fola) = fl@) - Ta?

konveksne. Stoga

®1(X7p7f1) Z 0
cbl(xapa f2) Z 07

i dobivamo

=

(I)1<X7p7f) S

q)l(X?pmf) Z

®1(x, p, fo) (1.64)

Py (x,p, fo)- (1.65)

| 3o

Iz (1.64) i (1.65) dobivamo

TCI%(X, P, fO) S (I)l(x7p7 f) S

2

M
?q)l(xa p, fO)

Ako je ®1(x,p,z*) = 0 nemamo nista za dokazati. Pretpostavimo ®,(x, p,z?) > 0.
Imamo

< 2¢1(X7p7f) < M.
~ Oy(x,p,2?) T
Stoga postoji & € I takav da
"
O (x,p, f) = / 2(§)<I>1(X,P, fo)-

Teorem 1.3.8. Neka je I = [0,al, p nenegativna n-torka i x realna n-torka. Neka
je x € [0,a]™ takav da > pixi = & € I i vrijedi (1.59). Neka f € C*(I). Tada
postogi € € I takav da

)

q)Q(X?p?f) )

D2 (x, P, fo) (1.66)

gdje fo(x) = 2.
Dokaz. Analogan dokazu teorema 1.3.7. m

Teorem 1.3.9. Neka je I = [a,b], p nenegativna n-torka takva da ;. p; = P, # 0
1 X realna n-torka. Neka sux € I™ 1 xg € I takvi da Z?:l pixi =T €1, T # xg 1
vrijedi (1.57). Neka f,g € C*(I). Tada postoji & € I takav da

Ci(x,p. f) _ f"(§) (1.67)

Pi(x,p,9) 9"’

uz wvjet da su nazivnici razliciti od nula.
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Dokaz. Definiramo h € C?([a,b]) sa

h = le — C2g,
gdje je
€1 = q)l(xa pag)a C2 = (bl(x?p? f)
Sada koristec¢i teorem 1.3.7. postoji £ € [a,b] takav da

(Cl 18 _, g9
2 2

) (Dl(xa p, fO) = 0.
Kako je ®1(x, p, fo) # 0 (ina¢e dobivamo kontradikciju sa ®;(x, p, g) # 0 po teoremu

1.3.7.), dobivamo
(I)1<X7 P, f) _ f”(g)

Pi(x,p,9)  9"(&)

Teorem 1.3.10. Neka je I = [0,al], p nenegativna n-torka i x realna n-torka. Neka
jex € [0,a]" takav da Y pix; = & € I i vrijedi (1.59). Neka f,g € C*(I). Tada
postogi & € I takav da

(I)2(X7 P, f) f”(é.)

O,(x,p,9)  ¢"(€) (1.68)

uz wvjet da su nazivnici razliciti od nula.

Dokaz. Analogan dokazu teorema 1.3.9. m
Uvodimo sada neka svojstva funkcija koja ¢emo proucavati, a zatim ¢emo dati
neke karakterizacije tih svojstava.

Definicija 1.3.11. Funkcija v: I — R je n—ezksponencijalno konveksna u Jense-
novom smislu na I ako vrijeds

Sk (%) >0
ij=1

za svaki izbor & e Rixy el i=1,...,n.
Funkcija v: I — R je n—eksponencijalno konveksna ako je n—eksponencijalno ko-
nveksna u Jensenovom smislu i neprekidna na I.

Primjedba 1.3.12. Jasno je iz definicije da su 1-eksponencijalno konveksne funk-
cije u stvari nenegativne funkcije. Takoder, n-eksponencijalno konveksne funkcije u

Jensenovom smislu su k—eksponencijalno konveksne u Jensenovom smislu za svaki
ke N k<n.

Sljedeca propozicija slijedi iz definicije pozitivno semidefinitnih matrica.

Propozicija 1.3.13. Ako je ¥ n-eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu,

k

tada je {w (xZ —|2— x]ﬂ pozitivno semidefinitna matrica za svaki k € N,k < n.
ST

Specijalno, det [1/1 (%)} >0 zasvekeN, k<n.

ij=1
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Definicija 1.3.14. Funkcija v: I — R je eksponencijalno konveksna u Jensenovom
smislu na I ako je n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu za svaki
n € R.

Funkcija ¢ : I — R je eksponencijalno konveksna ako je eksponencijalno konveksna
u Jensenovom smislu i neprekidna.

Primjedba 1.3.15. Poznato je (i lagano za pokazati) da jetp: I — R* log-konveksna
u Jensenovom smislu ako © samo ako

a*(x) 4 208 (%ﬂ’) + f(y) >0

vrijedi za sve o, B € R i x,y € I. Slijedi da je pozitivna funkcija log-konveksna u
Jensenovom smislu ako i samo ako je 2-eksponencijalno konveksna u Jensenovom
smislu. Takoder, iz elementarne teorije konveksnosti slijedi da je pozitivna funkcija
log-konveksna ako i samo ako je 2-eksponencijalno konveksna.

Trebat ¢e nam i sljedeéi rezultat (vidjeti npr. [69]).

Propozicija 1.3.16. Ako je ¥ konveksna funkcija na I i ako x1 < y1,x9 < Yo, T1 #
To, Y1 # Y2 tada vrijedi sljedeca nejednakost

U(zy) — () < W (ya) — V(1)
To — T1 - Yo — U1 '

(1.69)

Ako je W konkavna na I vrijedi suprotna nejednakost.

Kada promatramo funkcije razli¢itih stupnjeva glatkoce, podijeljene razlike se
pokazuju vrlo korisne.

Definicija 1.3.17. Podijeljena razlika drugog reda funkcije f: I — R u medusobno
razlicitim tockama yo, y1,y2 € I se definira rekurzivno sa

[Yi, Yir1; f] = f<yi{r1) : f‘(yi), 1=0,1
Yi+1 Yi
[?Jl,yz;f] - [yo,yl;f]

Y, Y2, 11 = . 1.70
[Yo, Y1, Y2; f] Yo — 1o ( )

Primjedba 1.3.18. Vrijednost [yo,y1,y2; f| je nezavisna o poretku tocaka yo,y1 i
Yo. Definiciju moZemo prosiriti na slucaj kada se neke tocke podudaraju. Naime,
ako gledamo limes y1 — yo u (1.70), dobivamo

f(y2) = f(wo) — f'(yo) (Y2 — wo)
(y2 - yo)2

lim [y07y17y2;f] = [y07y07y2;f] = Y2 F Yo
Yy1—Yo

ukoliko f' postoji, a ako uzmemo limese y; — yo,i = 1,2 u (1.70), dobivamo

"
hm hm [yo,y17y2;f] = [y07y07y0;f] — f (y())

Y290 Y190 2

ukoliko f" postoji.
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Koristimo ideju iz [27] i dajemo elegantnu metodu za dobivanje n-eksponencijalno
konveksnih i eksponencijalno konveksnih funkcija primjenjujué¢i funkcionale ®; i &,
na danu familiju funkcija s istim svojstvom.

Teorem 1.3.19. Neka je T = {fs : s € J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija definiranih na intervalu I u R, takva da je funkcija s — [yo, 1, Y2; [s]
n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlic¢ite tocke yo,y1,y2 € I. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani
kao u (1.61) i (1.62). Tada je s — ®;(X,p, fs) n—eksponencijalno konveksna funk-
cija u Jensenovom smislu na J. Ako je funkcija s — ®;(x,p, fs) neprekidna na J,
tada je n—eksponencijalno konveksna na J.

Dokaz. Za & eRi=1,...,nis; € J,i=1,...,n, definiramo funkciju

9() = D &i&if e ().

ij=1

Koristeci pretpostavku da je funkcija s — [yo, y1, yo; fs] n-eksponencijalno konveksna
u Jensenovom smislu, imamo

[yan17y2§g] = Z fzfj[yo,yhy%f@] > 0,
ij=1

Sto povlaci da je g konveksna funkcija na I, te stoga imamo ®;(x,p,g) > 0,7 =1, 2.
Slijedi

D L&, fars,) 2 0.
ij=1 2
Zaklju¢ujemo da je funkcija s — ®;(x, p, fs) n-eksponencijalno konveksna na J u
Jensenovom smislu. Ako je funkcija s — ®;(x,p, fs) neprekidna na J, tada je
s — ®;(x, p, fs) n-eksponencijalno konveksna po definiciji. m
Sljedeci korolar je direktna posljedica prethodnog teorema.

Korolar 1.3.20. Neka je Y = {fs:s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija
definiranih na intervalu I u R, takva da je funkcija s — [yo, 1, Y2; fs] eksponenci-
jalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno razlicite tocke
Yo, Y1,Y2 € I. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao u (1.61) i
(1.62). Tada je s — ®;(x,p, fs) eksponencijalno konveksna funkcija uw Jensenovom
smislu na J. Ako je funkcija s — ®;(x,p, fs) neprekidna na J, tada je eksponenci-
jalno konveksna na J.

Korolar 1.3.21. Neka je Q = {fs : s € J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija definiranih na intervalu I u R, takva da je funkcija s — [yo, 1, Y2; [s]
2—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlicite tocke yo,y1,y2 € 1. Neka su ®; (i = 1,2), linearni funkcionali definirani
kao u (1.61) i (1.62). Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(1) Ako je funkcija s — ®;(x,p, fs) neprekidna na J, tada je 2—eksponencijalno
konveksna funkcija na J, @ stoga log-konveksna funkcija.
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(17) Ako je funkcija s — ®;(X,p, fs) strogo pozitivna i diferencijabilna na J, tada
za sve s,q,u,v € J takve da s < u i q < v, imamo

s,q(X, @i, Q) < py0(x, 9, Q), i=1,2, (1.71)
gdje
1
éi(x7p7fs) ) s—q S
og (3, @1, Q) = <‘I’i(x"2’f;)( oy 7 (1.72)
ds = ¢ X,P,Js _
CXp <dq)i(x7p7fs) ) 5= 4
za fs, fq € Q.

Dokaz. (i) Direktna posljedica teorema 1.3.19. i primjedbe 1.3.15.
(17) Po (i) funkcija s — ®;(x,p, fs) je log-konveksna na J, to jest funkcija s +—
log ®;(x, p, fs) je konveksna na J. Primijenimo propoziciju 1.3.16. i dobijemo

log <Di(X7p7fs) - log (I)Z'(Xal))fq) < 1Og q)i(xapa fu) - IOg (I)i<x7p7fv)
s—q - U—

(1.73)

za s <u,q < v,s# q,uF# v, iiz toga zaklju¢ujemo
sq(X, @iy ) < iy (%, 94,Q), i=1,2.
Slucajevi s = ¢ i u = v slijede iz (1.73) kao grani¢ni slu¢ajevi. m

Primjedba 1.3.22. Primijetimo da rezultati iz teorema 1.3.19., korolara 1.3.20.
1 korolara 1.3.21. vrijede 1 kada se dvije od tocaka vyo,y1,y2 € I podudaraju, re-
cimo y1 = Yo, za familiju diferencijabilnih funkcija @, takvu da je funkcija s —
[Y0, Y1, Y2; @s] n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu, log-konveksna u Jensenovom smislu), i §tovise, vri-
jede kada se sve tri tocke podudaraju za familiju dvaput diferencijabilnih funkcija sa
1stim svojstvom. Dokazi se dobivaju 1z primjedbe 1.3.18. i prikladne karakterizacije
konveksnosti.

Sada predstavljamo nekoliko familija funkcija koje ispunjavaju uvjete teorema
1.3.19., korolara 1.3.20. i korolara 1.3.21. (i primjedbe 1.3.22.). To nam omogucava
konstrukciju velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Rasprava
vezana uz ovaj problem se moze naci u [16].

Primjer 1.3.23. Promatramo familiju funkcija
0 ={9s:R—[0,00) : s € R}
definiranu s

x4, s=0.

1 _sx

e s#0,
gs(x) = { £ #

2

Imamo ‘fxg;
5 fx%s (x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Koristeéi analogno argumen-
tiranje kao u dokazu teorema 1.3.19. takoder imamo da je s — [yo, Y1, Ya; gs| ekspo-

nencijalno konveksna (pa tako i eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu).

(x) = e’ > 0 S§to pokazuje da je gs konveksna na R za svaki s € R i
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Koristimo teorem 1.3.20. i zakljucujemo da su s — ®;(X,p,gs), i = 1,2, eksponen-
cijalno konveksne u Jensenovom smislu. Lagano se pokaZe da su ova preslikavanja
neprekidna (iako preslikavanje s — gs nije neprekidno za s = 0), pa su i eksponen-
cijalno konveksna.

Za ovu familiju funkcija, psq(x, ®;,Q4), i = 1,2, iz (1.72) imaju oblik

1
2;(x,p,9s) s=q
(@Z(X7p,gq)> Y S # Q7
fsg(X, @5, ) = ¢ exp % — %) , §=q#0,
D, (x,p,id-go) o
oo (Spat) . s=a=0,

te su koristeci (1.71) monotone funkcije u parametrima s i q.
Koristeéi teoreme 1.3.9. 1 1.53.10. slijedi da za i = 1,2

MS#I(X7 (pi7 Ql) = log HS,(](X? ®i7 Ql)

zadovoljava min {zy, T} < M, ,(x, ®;, ) < max {x, T}, §to pokazuje da su M ,(x, ®;, €2y)
sredine (od xo, 1, ... Ty, &). Primijetimo da su po (1.71) i monotone.

Primjer 1.3.24. Promatramo familiju funkcija
Qo ={fs:(0,00) > R:seR}

definiranu s

S

ﬁ7 S 7é 07 17
f[s(x) = ¢ —logz, s=0,
rlogx, s=1.
Vrijedi fxés (z) = 2°7% = =287 > 0 $to pokazuje da je f, konveksna za x > 0
18—

(f;; (x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Koristeéi argumentiranje
kao u primjeru 1.3.23. dobivamo da je preslikavanje s — ®1(X, p, gs) eksponencijalno
konveksno. U ovom slucaju pretpostavimo x; > 0, 7 = 0,1...,n. Primijetimo da
funkcional ®o nije definiran u ovom slucaju (moZe se definirati za s > 0). Funkcije

(1.72) su u ovom slucaju jednake sljedecem:

/ 1
<I>1(x,p,fs) s—4
(—%(x,p,fq)) ; s #q,
1—2s @1 (x,p,fsfo) _
XD\ 3o T @iep ) ) , s=¢7#0,1,

:us,q(xa q)h QQ) — <

®1(x,p,f2)
eXp 1 2‘131 (XJ’,]?O)) ’ § q O’
(bl(xyp’fofl) — —
[ exp —1——2¢1(x’p7f1)) , s=qg=1.

Ako je @1 pozitivan, tada teorem 1.5.9. i teorem 1.8.10. primijenjeni za f = fs €
i g= [, € Qs daju da postoji £ € [min {xg, T}, max {xg,T}] takav da

(I)I(X7 b, fS)
(I)I(X7 D, fq) '

Kako je funkcija & — £°79 invertibilna za s # q, tako imamo

qDI(Xv D, fs)) Si
(I)l(x7 D, fq)

g =

" < max {0, 7} , (1.74)

min a7 <
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§to zajedno sa ¢éinjenicom da je jisq(x, 1, ) neprekidna, simetricna i monotona
(po (1.71)) pokazuje da je psq(x,®1,) sredina. Sada supstitucijama v; — zt,
s—=2,q—=L({t#0, s#q) iz (1.74) dobivamo

. ~ cbl(xtap? fs/t Siﬁq ~
min {xé,xt} < (m < max {xé,xt} ,

gdje xt = (24, ..., 2t). Definiramo novu sredinu
LB Q) 1/t
fhs,git (X, 1, $22) = (M?’%(X’ b 2)) , E#0 (1.75)
fhs,q(log x, @1,), t=0.

Ove nove sredine su takoder monotone. Preciznije, za s,q,u,v € R takve da s <
u, q <v, s#u, qFv, imamo

lusv‘ﬁt(x’ ©17 QQ) S /’Lu,’u;t(x7 ®17 QQ) (176)

Znamo

t

(I)l(xa b, fs/t) (I)l(x> b, fs/t)) s

Siqg,uﬂ,y X,CI),Q :<
q)l(xap7 fq/t)) ¢ t( ! 2) (Pl(xa D, fq/t)

za 8,q,u,v € I takve da s/t <wu/t, g/t <v/t it #0, kako su psq(x, P1,Q2) mono-
tone u oba parametra, tvrdnja slijedi. Za t = 0 dobijamo traZeni rezultat uzimajuci
limes t — 0.

/’L%,%(X7 Py, () = (

Primjer 1.3.25. Promatramo familiju funkcija

Q3 = {hs: (0,00) = (0,00) : s € (0,00)}

hs(l') _ { IOZgQS; 8#17

definiranu s

T _
5 s=1.

Kako je s — ng}? (x) = s Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti
[90]), ona je eksponencijalno konveksna. Ocito su hs konveksne fukcije za svaki
s> 0.

Za ovu familiju funkcija, pisq(x, ®1,Q3), u ovom slucaju za x; >0, j =0,1,...,n,
iz (1.72) ima oblik

1
P1(x,p,hs) | 5
(Frepa) ™, s#4q,
_ 1 (x,p,id-hs
fsg(X, @1,Q3) = ¢ exp (— Sgl(f::l),hs)) — Slggg) , s=q#1,

exp

_ 3 (xvpzid'hl)
3P, (x7p7h1) !

i monotona je u parametrima s i q po (1.71).
Koristeci teorem 1.3.9., slijedi da
M, (x,®q,Q3) = —L(s, q) log s 4(x, P1,€23),

zadovoljava min {zg, T} < M, ,(x, ®1,3) < max{zo, T}, Sto pokazuje da je M (x, Py, 2s3)
sredina (od xg,21,...2,,2). L(s,q) je logaritamska sredina definirana s L(s,q) =
ogsbgg S F ¢ L(s,s) =s.
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Primjer 1.3.26. Promatramo familiju funkcija
Qy = {ks:(0,00) = (0,00) : s € (0,00)}

definiranu s

Kako je s — Cﬂ‘;s (z) = e™™V® Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti

[90]), ona je i eksponencijalno konveksna. O¢ito su ks konveksne funkcije za svaki
s> 0.

Za ovu familiju funkcija, pisq(x, ®1,84), uw ovom slucaju za x; >0, j =0,1,...,n,
iz (1.72) ima oblik

Pi(x,pks) | °74
Hs,g (X, @1, $2a) = <q’1("’1’7’%)> ’ s # 4,
S, \ ™ ) &1 (x,p,id-ks) 1) B
exXp . s=gq,

_2\/§q>(x7p7ks) s

i monotona je funkcija u parametrima s i q po (1.71).
Koristeci teorem 1.3.9., slijedi da

Ms,q<xa (I)la Q4) = (\/g + \/a) IOg ,uS,q(Xa (I)h 94)

zadovoljava min {zg, T} < M; ,(x, P1, ) < max{zo, T}, Sto pokazuje da je M ,(x, Py, Q)
sredina (od xg, x1,...%,, T).

1.4. Poboljsanje konverzne Holderove i Minkowski-
jeve nejednakosti

Dajemo poboljsanje konverzne Holderove nejednakosti za funkcionale koriste¢i lemu
1.1.16. Takoder, dobivamo sli¢no poboljSanje konverzne Beckenbachove nejednakosti.
Promatramo konverznu Minkowskijevu nejednakost za funkcionale i njen neprekidni
oblik, te dajemo poboljSanje prve i konverziju druge. Gledamo primjenu tih rezul-
tata na integralne mjeSovite sredine.

Veéina klasi¢nih nejednakosti ima varijante koje ukljucuju pozitivne linearne
funkcionale (vidjeti [69]). Izmedu ostalog, u [69, str.115] moZzemo naéi sljedeéu
konverznu Holderovu nejednakost.

Teorem 1.4.1. (Konverzna H6lderova nejednakost za funkcionale) Neka L
zadovoljava (L1) i (L2) i A je pozitivan linearan funkcional. Nekap > 1, ¢ = ]%,
iw, f,g >0 na E tako da wfP,wg?,wfg € L. Ako 0 <m < f(x)g~¥?(z) < M za
r € F, tada

K (p,m, M)A» (wf?) A3 (wg®) < A(wfg) (1.77)

gdje je K(p,m, M) konstanta definirana sa
(M — m)?|mMP — MmP|s
Me—wr]

Akop < 0ili 0 < p < 1, tada vrijedi suprotna nejednakost u (1.77) ukoliko je ili
A(wfP) > 0 ili A(wg?) > 0.

K(p,m, M) = |p|»|q|s (1.78)
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Prisjetimo se AG nejednakosti u sljede¢em obliku:

Propozicija 1.4.2. (AG nejednakost) Neka su a i b pozitioni realni brojevi. Ako
su «, B pozitivni realni brojevi takvi da o+ 3 =1, tada

aa+ Bb > a®b’. (1.79)
Ako je o < 0 ili aw > 1, tada vrijedi suprotna nejednakost u (1.79).

Glavni rezultat u radu [68] je sljedec¢i teorem koji je poboljsanje konverzne Hol-
derove nejednakosti.

Teorem 1.4.3. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) i A je pozitivan linearan funkcional.
Nekap e R, q= 1%, iw, f,g>0naE tako da wfP,wg?, wfg € L.

Neka sum i M takvi da 0 <m < f(z)g~¥?(z) < M zax € E.

Ako p > 1, tada

A(wfg) > K(p,m, M)A»(wf?) A7 (wg?) + A(g?, fg)N(p,m, M) (1.80)
> K(p,m, M)Ar (wf?) A7 (wg") (1.81)
gdje
e 1 (M —m)r|mMP — MmP|a
K<p7m:M)_|p| |Q| |Mp—mp|
mP + MP — 2 ()7
N(p,m, M) = VP
7
M —-—m m+ M
A(g?, fg) ZA(w( 5 g7 — ‘fg— 5 q° >) '

Ako 0 < p < 1 1 A(wg?) > 0, ilip < 04 A(wfP) > 0, tada vrijede suprotne
nejednakosti u (1.80) i (1.81).

Dokaz. Ako stavimo u lemu 1.1.16. za n = 2 p; = «, ps = 3, gdje su a i 8 pozitivni
realni brojevi takvi da o+ 5 =1, ¢1 = ¢o = min{a, f}, ¢(x) = 2P, p > 1, dobivamo
nejednakost

(ax + By)? < ax? + By? — min{a, 5} (mp +yP —2 (xT—i—y)p) : (1.82)

Neka je h funkcija iz L takva da 0 <m < h(x) < M zax € E, m # M, i definiramo
a i £ na sljedeéi nacin:
M — h(x) _ h(xz) —m
)= PO =
Ocito, a(z) + B(x) = 1, h(z) = a(x)m + B(x)M. Ako stavimo u (1.82) x = m i
y = M, te prethodno definirane «o(z) i 5(z), imamo
M —h(zx) h(r)—m
= M—-m " i M —m

~ min{a(z), B(z)} (mp b MP 9 (m ! MY) |

hP () MP
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Ako pomnozimo ovu nejednakost sa k(x) > 0, te primijenimo linearni funkcional A
dobivamo:

ARy < Mnipm(MA(k) — A(kh)) + Mﬂfpm(A(kh) — mA(k))

— A(kmin{a, 8}) (mp - MP -2 (m ; M>p) .

Koristimo formulu min{«, 5} = %(a + 6 — |8 — ), stavimo h = fgfg, k = wg?,
gdje % + é = 1, te nakon mnozenja sa M — m dobivamo

(M —m)A(wf?) + (mMP — Mm”) A(wg")

(o e+ (25)]

2
< (MP—mP)A(wfg). (1.83)

M—-—m m+ M

U nastavku izraz A { w ( F— 'G — F oznacavamo sa A(F, G).

Koriste¢i AG nejednakost (1.79) uz a = % >0,8= é >0,a=pM-m)A(wf?) >0
ib=qg(mM?— MmP)A(wg?) > 0 dobivamo

(M —m)A(wf?) + (mM? — Mm?) A(wg")
= O = m)A(wf?) + (mMP = M) A (wg")
> prqi(M —m)s (mMP — MmP)s A (wfP?) Aa (wg?). (1.84)
Kombinirajuéi (1.83) i (1.84) dobivamo
pras (M — m)s (mM? — Mm?)s As (w f7) At (wg?)
+ 8 fo) o+ 0 =2 (X)) < (0 - ) A

Ako je p > 1, tada MP — m? > 0, te nakon dijeljenja sa M? — mP dobivamo

K (p,m, M)A¥ (wf?) A (wg?) + Alg?, fg)N(p,m, M) < A(wfg).

(1.85)
gdje je K (p,m, M) konstanta iz (1.78) i N(p, m, M) konstanta definirana sa
e A 2 (3
N(p,m, M) = " . (1.86)

Kako je A(g? fg)N(p, m, M) nenegativan za p > 1, nejednakost (1.85) je po-
boljsanje konverzne Holderove nejednakosti (1.77).

Pogledajmo ostale slucajeve eksponenta p.

Neka je p < 0. Tada je funkcija z — 2¥ takoder konveksna na (0,00), te vrijedi
nejednakost (1.83). Zelimo iskoristiti i AG nejednakost, ali ovdje je a < 0, a <0 i
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b <0, jer je u ovom slu¢aju mM? — Mm? < 0. Sada imamo «aa + b = —(«|a| +
BIb]) = —lal*[b]” i
(M —m)A(wf?) + (mMP — MmP)A(wg?)
1 1
= = (S = A+ Slalmde? — ) Afwg) )
F 1 » N LD
> —lpl7lgls (M —m)»|mMP — MmP|a A (w ") A1 (wg?).
Kombinirajué¢i prethodne nejednakosti sa (1.83) i mnozenjem sa —1 dobivamo
[plPq (M — m)# [mM? — Mm?|1 Av (w ) As (wg?)

S a5

> (M7 — ) A(wfg) = |MP — mP|A(wfyg).

Izraz mP + MP — 2 (W)p je pozitivan kao posljedica Jensenove nejednakosti
za strogo konveksnu funkciju = — 2P, p < 0. Nakon dijeljenja sa |MP — mP| =
—(MP — mP) dobivamo

K (p,m, M)A» (wf?) A (wg?) + A(g?, fg)N(p,m, M) > A(wfg). (1.87)

Primijetimo da je u ovom slu¢aju faktor N(p, m, M) negativan.
Ako je 0 < p < 1, tada je x — 2P konkavna na [0, 00) i u (1.83) vrijedi suprotna
nejednakost. Koriste¢i AG nejednakost za o = % > 1, 8 = é <0,a=pM-—

m)A(wfP) > 01b = qglmMP — MmP)A(wg?) = |q| - |[mMP — MmP|A(wg?) > 0

dobivamo:
pelals (M — m)s|mM? — Mm?|s Av (wf?) As (wg?)
p
b 8 fo) [ a2 (PEE Y] 2 (0 - ) Alwr)

U ovom slucaju je MP —m? > 0 i dijeljenjem prethodne nejednakosti sa M? —m?
dobijamo (1.87). Primijetimo da je u ovom slu¢aju m? + M? — 2 (%)p negativan,
pa je i faktor N(p, m, M) negativan. m

Jedna od generalizacija Holderove nejednakosti je Beckenbachova nejednakost
(vidjeti [92]). Ovdje promatramo konverznu Beckenbachovu nejednakost. U [54] je

dan sljedeci rezultat (uz malu izmjenu).

Teorem 1.4.4. (Konverzna Beckenbachova nejednakost) Pretpostavimo i +

% =1, a,b,c,x;,y; > 0 2z = (%)q/p, (1t = 1,2,...,n). Neka postoje pozitivni
brojevi m 1 M takvi da

a\a/p . Z; .
m§(—) <M, 1 m< <M, i=12,...,n.

b gl =
Ako p > 1, tada
(a—i—chf) (a—l—csz

i=1 1 i=1
< . 1.88

7 S Kip.m. ) " (1.88)

b+CZ$i?Ji +sziyi
i=1 =1
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Ako p <1 (p #0), vrijedi suprotna nejednakost u (1.88).

Sljedeci teorem iz rada [68| daje poboljSanje prethodne konverzne Beckenbachove
nejednakosti.

Teorem 1.4.5. Pretpostavimo da vrijede pretpostavke teorema 1.4.4. Ako p > 1,
tada

1 1
atc) af at+c)y =z
( ZI: ) < 1 < ; ) N(p,m, M)A

1—

n —_ Kp7m’M n n
i=1 i=1 i=1
1
a—l—csz’
1 i=1
K(p,m, M " ’
( ) b‘i‘CZZZyZ
i=1
gdje
M—m _a " m+ M - m+ M
— » b ] _|p— _ ) — q
A = 5 <a b +c;yz) ‘b Sqilrh— c; T3l 5 Y

i K(p,m, M) je definiran kao u (1.78) Ako p < 1 (p # 0), vrijede suprotne nejedna-
kostu.

Dokaz. Neka p > 1. Iz jednakosti 1 + 1 = ¢ imamo

() w= ()
b yl_ b yz7

i koriste¢i ovu jednakost dobivamo

<@+csz)p (a—i—(%)chyf)p

b+CZZ¢y¢ b—i—(%)gc;yf

_1
= <a_gbq + Cny) . (189)
i=1

1
—q - o .. .
(a r b7 + CZ yf) je jedna strana Holderove nejed-
i=1

Produkt (a +c Z xf)
i=1

1 ., 1 ..
nakosti za dva niza (a?,xq,...,2,) i (@ ?b,y1,...,ys) s teZzinama (1,¢,...,c). Ko-



1. Konverzna Jensenova nejednakost 41

riste¢i nejednakost (1.80) dobivamo
1
n P “ n
(a—i—chf) <a_qu+cny>
i=1 i=1

1 n
b+ my—A-Npm, M) ||
K(p,m,m( 2w = AN >>

1
q

gdje su K i N definirani u teoremu 1.4.3.1 A je definiran u teoremu 1.4.5. Dijeljenjem
prethodne nejednakosti sa (b+ ¢ Y r | z;y:)(a™9Pb? + ¢ 37 y?)1/49) te koristenjem
rezultata (1.89) dobivamo trazeno poboljsanje. m

Sada proucavamo konverznu Minkowskijevu nejednakost za funkcionale i konver-
ziju neprekidnog oblika Minkowskijeve nejednakosti. U [69, str.116] se moZe pronaci
sljedec¢a konverzna Minkowskijeva nejednakost za funkcionale.

Teorem 1.4.6. (Konverzna Minkowskijeva nejednakost za funkcionale) Neka
su A, p,q,w, f, g kao u teoremu 1.4.3. s dodatnim svojstvom w(f+g)? € L. Neka su
m i M takvi da 0 <m < f(x)(f(x)+g(x) " <M i0<m<g(z)(f(x)+g(x)) ! <
M zax € E.

Ako p > 1, tada

Ar(w(f +g)") = K (p,m, M) - (A (wf?) + A (wg”)), (1.90)

gdje je K(p,m, M) definiran kao u (1.78).
Ako 0 < p < 1 ili ako p < 0, tada vrijedi suprotna nejednakost u (1.90) ukoliko
je A(w(f +¢)?) >0 zap<0.

Koristimo poboljsanje konverzne Hoélderove nejednakosti da bi dobili sljedece
poboljsanje konverzne Minkowskijeve nejednakosti za funkcionale.

Teorem 1.4.7. Neka su zadovoljene pretpostavke teorema 1.4.6. Tada za p > 1
vrijeds
A3 (w(f +g)") = K (p,m, M)(AF (wf?) + AF (wg?)) (1.91)
A +9)" f(f+ ) + A +9)" 9(f +9)")
A (w(f + g)?)

Zap <1 (p#0) vrijedi suprotna nejednakost.

+ N(p,m, M)

Dokaz. Neka p > 1. Ako A(w(f + g)?) napisemo kao

Aw(f+9)(f+ 9" ") = Alwf(f+9)" " +wyg(f+9)" )
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te ako iskoristimo nejednakost (1.80) dobivamo

A(w(f +9)) = A(wf(f+g)" ") + Alwg(f +9) ")
M)A» (wf

> K P(wfP)As (w(f + g)")
+ A(J“rg) F(f + 9" " )N(p,m, M)
+ K(p,m, M)Ar (wg?) A (w(f + g)?)
+ A 9)

(p,

(

(p, (
(f+9)". 9(f +9)" " )N(p,m, M)
K(p,m 9)°

(p,m

pom, M)A (w(f + 9)") (A7 (wf?) + A% (wg?))
(

+ N >( (f 49 F(F + 9P+ AU + 90, 9(f +9)" 7).

Dijeljenjem s A%(w(f + ¢)?) dobivamo trazeni rezultat.

Ako p > 1, tada je drugi izraz u sumi na desnoj strani u (1.91) nenegativan i
nejednakost (1.91) je poboljsanje poznate konverzije (1.90). Sli¢an dokaz prolazi za
p<llp#0). m

Prethodna razmatranja ne pokrivaju tzv. Minkowskijevu integralnu nejednakost.
Neka su (X,Xx,u) i (Y, Xy, r) dva prostora mjere sa sigma-kona¢nim mjerama f
i v, respektivno. Neka je f nenegativna funkcija na X x Y koja je integrabilna s
obzirom na mjeru (u X v).

Ako je p > 1, tada

[/X (/Yf(x,y)du(y)> dp(x } /(/ F2(x, y)dp(x ) dv(y).  (1.92)

Prethodni rezultat se naziva "neprekidni oblik Minkowskijeve nejednakosti" ili
"Minkowskijeva nejednakost za beskona¢no mnogo funkcija" te je, npr. mozemo naci
u [38, str.41]. Iz dokaza ove nejednakosti zaklju¢ujemo da postoji vezani rezultat za
ostale vrijednosti eksponenta p, (vidjeti [24]).

AkoO<p<1i

/X (// f(x,y)du(y))”dﬂ(x) > 0,/Yf(x,y)dl/(y) >0, (p—g.5.) (1.93)

tada vrijedi suprotna nejednakost.
Ako je p < 0, ako vrijede pretpostavke (1.93), te dodatna pretpostavka

/Xfp(ac,y)du(x) >0 (v—g.s.) (1.94)

tada vrijedi suprotna nejednakost.

U literaturi za sada nije bilo rezultata vezanih uz konverzije prethodnih rezultata.
U sljede¢em teoremu dajemo konverziju te varijante Minkowskijeve nejednakosti.

Teorem 1.4.8. (Konverzni neprekidni oblik Minkowskijeve nejednakosti i
poboljsanja) Neka su (X, X x, p) i (Y, Xy, v) dva prostora mjere sa sigma-konacnim
mjerama (v i v, respektivno. Neka je f nenegativna funkcija na X XY koja je
integrabilna s obzirom na mjeru (u X v).
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f(z,y)
Jy f(@,y)dv(y)

[L(ﬁf@wwwoﬁmwr
> p,mM/</fpxydu )dV(y)

+ N(p,m, M) [/ HY(2)dp(x )] N (1.95)

> p,mM/(/fpxydu )du() (1.96)

gdje je K(p,m, M) definiran sa (1.78), N(p,m, M) definiran sa (1.86), H(z) =
[y flx,y)dv(y) i

s [ ([ ("5 = i) - ")) dute) ) vl

Ako je 0 < p < 1 wz (1.93) ili p < 0 wz (1.93) i (1.94), tada vrijedi suprotna

nejednakost.
- / f@,y)dv(y)
Y

Koriste¢i Fubinijev teorem dobivamo

/X( /Y f (x»y)dV(y))pdu(x)z /X HP(x)dp(z)
/(/f“m”)H“VW< [f/fmmﬁwwmom@)

Koristec¢i (1.81) za funkcional A(¢) = [, ¢(x)du(z) dobivamo

/y (/X g (x’y)Hp“(ﬂf)du(x)) du(y)

p,mM/</fpxydu > (/Hp )dp(z ) . dv(y)+N(p,m, M)A
p,mM/(/fpxydu ) (/H’” )du(zx ) 1V(y)

Dijeljenjem sa (/ HP(x)dp(x) B dobivamo nejednakosti (1.95) i (1.96). =
X

Ako 0 <m < <M zasveyeY,x e X, tada zap > 1

Dokaz. Oznac¢imo

Sada gledamo neke primjene prethodnih rezultata na mjesovite sredine.
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Neka su 7 i s dva pozitivna broja, 7 < s. Stavimo p = 21i f — f" u nejednakos-
tima (1.92) i (1.96). Stavimo na potenciju ! i podijelimo sa (u(X))Y* i (v(Y))"".
Dobivamo sljedece rezultate.

1
P

. 1 .
Sy fr@y)dv(y) \ 7 ° Sx £ (@ y)dp(a) \ s
Jx ( - V(;{) ’ > dp(x) < Jy ( * #(ﬁ“}) s ) dv(y)

u(X) < oY) - (197)
i 1
Jie (S50 dpa)
T (1.98)
S @y)du(a) s r
1,8 fy (f ,L()?;) : > dv(y)

. : L : f (@, y)
dje su u (1.98) m i M realni brojevi takvi da 0 < m < < M.
; (1:9%) Jy T, y)dv(y)

Koristeéi oznaku

1

Jy £ @dut) \ 7 |
Mgy = o r#0
exp (fx 10gujzng))du(w)) =0

u nejednakostima (1.97) i (1.98) dobivamo sljedeéi teorem.

Teorem 1.4.9. Neka vrijede pretpostavke teorema 1.4.8. Akor < s, r,s # 0, tada

ME(MVI(f,0), ) < MV (ME(F, ), 0). (1.99)
Ako sum i M realni brojevi takvi da 0 < m < f'(@,9) < M, tada
Jy (@, y)dv(y)
1.5 T s
M (M, v), ) 2 K7, ) - ME (M ), ) (1.100)

gdje je K definiran sa (1.78).

Koristeéi (1.95) moZemo dobiti poboljsanje prethodne mjesovite sredine. To su
nejednakosti za mjesovite sredine, druga je konverzija prve nejednakosti. Diskretna
verzija od (1.99) je dana u [51, str.109|, dok je njena konverzija novi rezultat.

Korolar 1.4.10. Neka su a,b,a,y,r,s € R takvi daa < b, r < s, a,y >0, r,s # 0.
Ako je g: [a,b] — R nenegativna izmjeriva funkcija, tada vrijedi sljedeéa nejednakost

[(b _1a)*y /ab(y —a) (ﬁ /ay g (@)t - a)“ldt) % dy] % (1.101)
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< [ﬁ / " ay (ﬁ [ s aw-ldt) g dy]

Nadalje, ako su m i M realni brojevi takvi da x € [0,1], y € [a, ],

1
r

0<m< g (a+x(y—a))
T [Pg(ataly—a))y —a)etdy

Y

tada

1
s

[ [ (2 [ree-ara) ) o

> K4 m, M) [(b_la)a / (v — ((y_la)v / ygS(t)(ta)Mdt)zdyr.

Dokaz. Stavimo u (1.99) sljedece: X = [0,1], Y = [a,b], du(z) = 27 1dx i dv(y) =
(y—a)*tdy, a,v € R\{0}, f(z,y) = gla+x(y—a)) gdje je g nenegativna izmjeriva
funkcija. Tada v(Y) = 2(b—a)* i p(X) = %

Nakon supstitucija, nejednakost (1.97) postaje

[% /01 (/b g'(a+a(y—a)ly— a)"‘ldy) % fc”‘ldaf] % (1.103)

< [(gjr_/sao;a /ab (/01 g (a+ 2y — a))ﬁ_ld:p); \- a)a_ldy] 1

Stavimo u desnu stranu nejednakosti novu varijablu ¢t = a + x(y — a), te dobivamo
da desna strana ima oblik

=

5 [ (5 [ o) wmaa]

Jednaku supstituciju napravimo na lijevoj strani od (1.103) i dobivamo da je lijeva
strana jednaka

S =

5/7' 1 1 a+z(b7a) ? s
§4e’ y—1 r a—1
-_— — t)(t — dt | d
(b _ a)ozs/r /0 X <xo¢ /a g ( )( CL) ) T

Promjenom varijable y = a + (b — a) u vanjskom integralu dobivamo da je jednako

[(b o [ (O e o) bd_ya] :
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Napokon, dobivamo

1
s

[(b L v (s [ o) % dy] (1.105)

< [ﬁ / (- ay (ﬁ [ - a)“dt) % dy] :

gdje a,y > 0,7 < s,r,s#0. 1z (1.98) jednakim supstitucijama dobijamo konverziju
od (1.101). m

Spomenimo da je nejednakost (1.101) prvo dana u [13, Teorem 3| i koristila se
u dokazu Hardyjeve nejednakosti. Takoder, prethodne nejednakosti za mjeSovite
sredine mozemo poboljsati kao i nejednakosti otprije.



Poglavlje 2.

Varijante Jensenove nejednakosti

U ovom poglavlju poboljSavamo dvije varijante Jensenove nejednakosti, Jessen-
Mercerovu nejednakost i Jensenovu operatorsku nejednakost. Koriste¢i dobivene re-
zultate za Jessen-Mercerovu nejednakost kreiramo dva funkcionala (Jessen-Mercerove
razlike) za koja dokazujemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa, te
uspostavljamo nacin dobivanja n-eksponencijalno konveksnih i eksponencijalno ko-
nveksnih funkcija. Iz rezultata za Jensenovu operatorsku nejednakost dobivamo
razne rezultate vezane uz kvaziaritmeticku sredinu, te kao posljedicu neke rezultate
vezane uz operatorsku potencijalnu sredinu.

2.1. Jessen-Mercerova nejednakost
Prvo dajemo Jensenov osnovni rezultat.

Teorem 2.1.1. (Jensenova nejednakost) Neka je I interval u R, funkeija f: I —
R konveksna na I, neka je za n € Np = (p1,...,pn) pozitivna realna n-torka, te

neka je P, = Zpi > 0. Tada za svako x = (xy,...,x,) € I" vrijedi nejednakost
i=1

Ako je f strogo konveksna, nejednakost (2.1) je stroga osim ako x1 = x9 = -+ = @y,
Ako je f konkavna funkcija, u (2.1) vrijedi suprotna nejednakost.

Usko povezana uz Jensenovu nejednakost je obrnuta Jensenova nejednakost.

Teorem 2.1.2. (Obrnuta Jensenova nejednakost) Neka je p realna n-torka takva
da ay > 0,04 <00 =2,...,n),8, =Y.+ ,a; >0. Neka je U konveksan skup u
realnom vektorskom prostoru M, x; € U(i = 1,...,n) i s_ln Sov i € U, Ako je
f: U = R konveksna funkcija, tada vrijedi

f (Sin ;%%) > Sl ;Oﬁf () . (2.2)

n

47
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Godine 2003. uradu [43] A. McD. Mercer je dokazao sljede¢u varijantu Jensenove
nejednakosti (primijetimo da se u rezultatu sada pojavljuju i rubne tocke).

Teorem 2.1.3. (Jensen-Mercerova nejednakost) Neka je [a,b] interval u R, x =
(21, ...,2y) € [a,b]™ i neka je p = (p1,...,pn) nenegativna realna n-torka takva da

je P, = sz- > 0. Ako je ¢: [a,b] = R konveksna funkcija, tada vrijedi

i=1

wQHi—j%E:mm>Sw@%+ﬂ@—j%§:MWM) (2.3)

Sljedeci rezultat u radu [12] je varijanta Jessenove nejednakosti Mercerovog tipa.

Teorem 2.1.4. (Jessen-Mercer) Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na nepraznom
skupu E i neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je
¢ neprekidna konveksna funkcija na [m, M|, tada za svaki f € L takav da je
o(f),p(m+M—f) € L (tako da vrijedi m < f(t) < M za svaki t € E), vri-
jedi

o (m+ M= A(f)) < ¢ (m) + 5 (M) = A5 (f)). (2.4)

Primjedba 2.1.5. §t00i§e, u 1stom radu je dokazan sljedeci niz nejednakosti

p(m+M—A(f))

p(m) (2.5)

Ako je funkcija ¢ konkavna, nejednakosti (2.4) i (2.5) su suprotne.
U radu [35] je dobiveno sljedeée poboljsanje teorema 1.1.4..

Teorem 2.1.6. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je ¢ konveksna funkcija
na [m, M|, onda za svaki g € L takav da je ¢ (g) € L vrijedi A(g) € [m, M] i

Ale() < 2 Ay 2D 4 g)s, 26)
gdje je
I= 5 e |t T de= e eOn -2 (MEH)

Koriste¢i nejednakost (2.6) i lemu 1.1.16. poboljsat ¢emo niz nejednakosti (2.5).
Sljedec¢a dva teorema su glavni rezultati u radu [41].
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Teorem 2.1.7. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je @ neprekidna konvek-
sna funkcija na [m, M|, tada za svaki [ € L takav da je o (f), o (m+ M — f) € L,
vrijedi

@ (m+M—A(f))

< Aplm+ M~ f))

<%;£Q%m@+i@;ﬂwm%ﬁ%%_Mimw_m;MD%

- M-m M—m

<o+ 00 - At - [1- 52 (|- 252 ) 4,
< ¢ (m)+e (M) = A (/)

gdje je

M+m>. (2.7)

3= p () + i (m) — 26 (23

Dokaz. Primijenimo li prou nejednakost iz niza (2.5) i nejednakost (2.6) prvo na
funkciju g =m+ M — f, a zatim na funkciju f, dobivamo

p(m+ M —A(f))
< A(p(m+M - f))

< Ao+ Ay - a (3 - |- 22 ),
=g tm)+p0n) - |22 oy + L= )

G- )

< plm)+ 0 00— Al (1) -24 (3 - 30— |7 - 222 ) s,

Zadnja nejednakost je jednostavna posljedica c¢injenica
Op =9 (M) +¢(m) =20 (452) 200 1 = 22 A([f — =5%]) 2 0. =

Teorem 2.1.8. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je @ neprekidna konvek-
sna funkcija na [m, M|, tada za svaki f € L takav da je o (f),o(m+ M — f) € L,
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vrijeds

@ (m+M—A(f))

S%ﬁ%?MMﬂjﬂjﬁwm%(;<M1mAm_m;MD%

come - = (o - 254) -2
|

et (el

<@(m)+e(M)—A(p(f)) -
<@(m)+o(M)—-Ap(f)),

gdje je 0, definiran kao u (2.7).
Dokaz. Teorem 2.1.6. za funkciju f daje nam

M—_Amgp(mnw—_mw(M)—A (1 ! 'f -t A,

Alplf) £ =

Definirajmo funkcije p,q: [m, M] — R sa

M —t (t)— t—m
M—m’ q M—m’

p(t) =

Za svaki t € [m, M| moZemo pisati

M —t t—m

plt) = (g — m+ M) =¢p{t)m+q(t) M).

Po lemi 1.1.16. za n = 2 slijedi

p(t) <p @) (m)+q(t) (M) —min{p(t),q(t)}

gdje je 6, = ¢ (M) + ¢ (m) — 2¢ (M), Koristedi (1.3) pisemo to u obliku

o) < T () + 4 () - (3 - - 222 ),

M —m M —-—m 2 M-m 2
Supstitucijom t <> A(g), gdje je g € L takav da A(g) € (m, M), dobivamo

M—Alg) 0 Al =m (M)_<l_ ! A()—m+MD5¢.

<
PlAl9) = M—m M—m * 2 M-m I 2

(2.9)

Sada primijenimo nejednakost (2.9) na g = m + M — f (te koristimo linearnost i
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normaliziranost od A), a zatim nejednakost (2.8), i dobivamo

p(m+ M —A(f))

=)+ 00 - | A ) 4 A= )

- (3-3== [a0-25H]) e
<@ (m)+ o (M) = A(e(f))

1 1 m+ M 1 1 m+ M
D I

)+ -5
S (-l

Zadnju nejednakost dobivamo koristeéi Jessenovu nejednakost na neprekidnu i ko-
nveksnu funkciju |x|:

-] -2 (- 252

G e Gl

S¢ww+wwn—A@u»—[

2 2

Koristeéi teorem 2.1.8. dobivamo gornju ogradu za razliku A (¢ (f)) — ¢ (A(f))
dobivenu u radu [67].

Korolar 2.1.9. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je @ neprekidna konvek-
sna funkcija na [m, M|, tada za svaki f € L takav da je o (f), o (m+ M — f) € L,
vrijeds

A(so(f))—sO(A(f))
(1= 52w

gdje je 0, definiran kao u (2.7).
Dokaz. Teorem 2.1.8. dajge

A(s@(f))éso(m)ﬂO(M) p(m+M—A(f))
—{ ( (’f—m+MD+ m;M—Ammé@- (2.10)

Kako je funkcija ¢ konveksna, slijedi

<
_Mm

M—i—m)

. (2.11)

wm+M—Au»+qu»zw(
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Koristeéi nejednakosti (2.10) i (2.11) dobivamo

[ () <[ o)

s (4 (=52 o[ -]

U istom radu [41] dajemo generalizaciju Jessen-Mercerove nejednakosti za ko-
nveksne funkcije na konveksnim ljuskama.
Sljedec¢u varijantu Jensenove nejednakosti su dokazali A. Matkovi¢ i J. Pecari¢ u
radu [40].

Teorem 2.1.10. Neka je U konveksan podskup v RF, x1,....x, €U iy1,...,Ym €
co({x1,...,x,}). Ako je f konveksna funkcija na U, onda

Do PiXi = D5l Wiy i pif (i) = 320 wif (v))
f < (2.12)
Pn - Wm Pn - Wm
vrijeds za sve pozitivne realne brojeve p1,...,py t W1, . .., Wy, koji zadovoljavaju uvjet

pi > Wi za svaki i =1,... n,

gdje su P, = ipi 1 Wy, = zm:wj.
i=1 j=1

Sljedeci teorem generalizira i poboljSava teorem 2.1.10.

Teorem 2.1.11. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E, A je pozitivan linearan funkcional na L 1 A definiran kao u (1.29). Neka
su Xp,...,%, € R¥ i K = co({xy,...,Xn}). Neka je f konveksna funkcija na K
i M, ..., \n baricentricke koordinate nad K. Tada za svaki g € L* takav da je
g(E) C Kif(g),\(g) € Lii=1,...,n ipozitivne realne brojeve p,...,p, takve

da P, =", pi, 1 koji zadovoljavaju uvjet

pi> A1) zasvakii=1,...,n, (2.13)
f (ZL pi®; — g(Q))
P,— A1)
o ZimPif (@) = 350 Ailg)) f (@) — min {pi — A(Ni(g))} SF(z1, .., @)
- P,— A1)

<

2imapif (i) — A(f(g)) — S}(@1, ..., @) min {p; — A(Ai(g))} + A (min {Xi(g)})] ‘

P,—A(1)

(2.14)
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Dokaz. Za svaki t € FE znamo g(t) € K. Koristeé¢i baricentri¢ke koordinate imamo
n

Ni(g(t) >0,i=1,...,n, Z&(g(t)) =

Kako je f konveksna na K, imamo
) < Z/\ —min {A\i(g(t))} SF(x1,. .., %n). (2.15)

Primijenimo pozitivan linearan funkcional A na (2.15) i dobivamo

) < ZA Amin {\(g)}) St (@1, .. ),

gdje je

Z A(Ni(g) = A (Z Ai(Q)) = A(1)

A1) > A(N(g)) >0zasvakii=1,...,n

Takoder imamo .
=> A(X(g)=
i=1

Sada mozemo zapisati

Z?Zl pPiTi — g(g) _ . -
P—AQ1) ( > P ZA )

= Z A(N(g))) ;.

=1

Znamo

(pi — A(Xig))) =1

e (pi—AN(g) > ii=1,...
B A (pi—A(Ni(g))) >0zasvakii=1,...,n,

jer je
pi > A1) > A(N(g)) zasvakii=1,...,n.

Z?:1 Dix; — A (g)

P — A konveksna kombinacija vektora x4, ..., x, i pripada

Stoga je izraz

u K.
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Kako je f konveksna na K, imamo

Z?:lpiwi_g(g) _ 1 -
f( P — A1) > =f (Pn_—A(l)Z(pi_A(Ai(g)))mi>

i=1

< mzm ~ AN@) ] (=) —min{f’i];j‘—(jlfg”}s;m,...,wn)

1=

_ i pif (@) =350, Ai(g) f (@) — min {pi — A(Xi(g))} S} (1, ..., @)

P — A1)

o Ziabif (@) = A(f(g)) = S}(@1, ... @) [min {pi — A(Xi(g))} + A (min {Ai(g)})]
= P — A1) '
|

Iduéi korolar pokazuje da je teorem 2.1.11. generalizacija teorema 2.1.8. na ko-
nveksne ljuske.

Korolar 2.1.12. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je ¢ konveksna funkcija
na intervalu I = [m, M| C R(—oco < m < M < 00). Tada za svaki g € L takav da
je g(E) C I ip(g) €L, imamo

@ (m+ M — A(g))
< ) + 2

(5 37 [0 - szD $2m, M)

g U)o

Dokaz. Za svaki t € E imamo g(t) € I = [m, M].
Kako je interval I = [m, M] 1-simpleks sa vrhovima m i M, tako baricentricke
koordinate imaju specijalan oblik:

Mot = L0 5 gy = 20—
Primijenimo funkcional A i imamo
A(g) = HEAT 5 4,y = AW (2.16)

Stavimo n = 2,p; = ps = 1,21 = m, o = M u (2.14) i dobijemo
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o (M = A(9) < ptm) + 900 - |2 o) + S )|

~ (5 3= |40 - 5] ) [otm + ot - 262

Alg) —m M — A(g)
= A0y M Ay
—@_Aﬁwzm@—m;M>$mwm
< p(m) + (M) — Alp(9))

1 1 m + M 1 1 m+ M 9
PO P
= ¢(m) + (

M_mQ“m_m;MF*%P_m;MDHS%mMi

Primjedba 2.1.13. Nejednakosti u (2.16) su takoder poboljdanja nejednakosti do-
bivenih u radu [12].

Teorem 2.1.14. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E, A je
pozitivan linearan funkcional na L i A definiran kao u (1.29). Nekaxy,...,x, € R¥ i
K =co({xy,...,x,}). Neka je f konveksna funkcija na K i My, ..., A\, baricentricke
koordinate nad K. Tada za svaki g € L* takav da je g (E) C K i f(g),\i(g) € L,i =
1,...,n i pozitivne realne brojeve py, ..., p, koji zadovoljavaju uvjete P, — A (1) > 0,
gdje je P, =37 pi, i

Yo piri — A(g)

P, — A(1) € K, (2.17)
; (Z?lpiwi i <g>> P (3 Xpa) - A0/ (554 (0)
B, — A1) P, — A1)

Pof (3 Sy piw) = S0y A(@)) f () + min {AQu(g))} S} (@, .., )
= P,— A1) '
(2.18)

Dokaz. Za svaki t € E imamo g(t) € K. Koriste¢i baricentri¢ke koordinate imamo
A1) > 0,i =1, 0, T Alg(t) = 1

Takoder vrijedi
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Lagano se vidi

7070 = 5 LA @) m e K
jer je .
ﬁ;fl(&(g)) —1i ﬁA(Ai(g)) >0i=1,....n.
Kako je f konveksna na K, koristeé¢i lemu 1.1.16. dobivamo
AAi(9) | an
f(mA ) ZA mm{Tl)}Sf(wl,...,wn).

(2.19)
Koristimo prvo obrnutu Jensenovu nejednakost (2.2), a zatim (2.19), te dobivamo

P (% Simas) = AW (7549)) RS (5 i pa) - A0S (554(9))
/ P — A1) = P — A1)

P.f (P% > piwi) — A T8 AN(g) £ (a) +min {A(N(g))} Sp(xi, ... @)

= P A1)

Primjedba 2.1.15. Ako pozitivni realni brojevi py, . . ., p, zadovoljavaju uvjet (2.13),

tada je zadovoljen i uvjet (2.17), jer je K konveksan skup. Tada (2.14) moZemo pro-

Siriti na sljedeci nacin

Puf (S0 ) — S, A (@) T @)+ min (AN (9)} (e,
P,—A(1)

Pf (& Sipa) — A0S (54 (9)

. P — A1)
2?21 pi%; — g(g)

< ( o= )
_ i pif (@) = 3L AN(g)) f(w) — min {p; — A(Ni(g))} 57 (@1, - )
= P, — A(1)
_ i pif (@) — Af(g) = Sj(@, .. 2a) [min {p; — AQ\i(g))} + A (min {Ai(g)})]
= P, — A1) '

Korolar 2.1.16. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je ¢ konveksna funkcija
na intervalu I = [m, M] C R(—oco < m < M < 00). Tada za svaki g € L takav da
jeg(E) C I ig(g) € L, vrijedi

o m+ 3 - 4(9) 2 20 ("5 ) ~ ¢ (Al)

> 2 ("5H) - [ S o) + S
m+ M

+<; Ml—m Alg) = =5 DSZ(m,M). (2.20)
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Dokaz. Stavimo n = 2, x1 = m, 9 = M, py = ps = 1 i koristimo (2.16). Nejedna-
kosti u (2.20) lagano slijede iz (2.18). n

Sljedeci rezultat daje generalizacije korolara 2.1.12.1 2.1.16. za konveksne funkcije
definirane na k-simpleksima u R*.

Korolar 2.1.17. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E, A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i A definiran kao
u (1.29). Neka je f konveksna funkcija na k-simpleksu S = [v1,vs, ..., V1] u RE
i A, ..., A\eq1 baricentricke koordinate nad S. Tada za svaki g € L* takav da je
g(E)C S i f(g) €L, vrijedi

(k+1)f (g 28 i) = S A(A@)f (1) + min {A(Alg)) } S5 (0, vis)

k
ks (7 zk v) - f(A(9))
Z (zﬁtﬁ vo A(g))

_ S (0) = SEIACA())S () —win {1 - A(Alg)) § 5} 0 ve)

- k
_ S ) — AU9) = S5 s nga) [min {1 - A Alg)) § + A (min {Aug))
< k )
(2.21)
Dokaz. Kako su baricentricke koordinate Ay, ..., Ayy1 nad k-simpleksom S u R*
nenegativni linearni polinomi, vrijedi A (\;(g)) = \; (A( )) zasvakii=1,... k+1.
Stavimo @; = wv; zasvakii=1,... . k+1ip =py = =pre1 = 1, pa neJednakosm

u (2.21) lagano slijede iz (2.14) i (2.18). n

Primjedba 2.1.18. Ako ponovimo postupak iz primjedbe 1.2.25. na zadnju nejed-
nakost u (2.21), dobit éemo k-dimenzionalnu varijantu Hammer-Bullenove nejedna-

kosti
k1

1
m/sf(t)dt— _kHvaz |S|/f

to jest nejednakost (1.56).

2.1.1. Jessen-Mercerove razlike

Motivirani teoremima 2.1.7. 1 2.1.8., definiramo dva funkcionala ®;: Ly — R,i =
1,2,

P1(p) = ¢ (m )+90(M) p(m+M—A(f)) —Alp(f))
(e
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22(9) = () + o (M) ~ o m + M~ A (1)~ A (A1)
_{ M— ( (’f_erMDij;M—A(f)M@, (2.23)

gdje su A, f i, kao u teoremu 2.1.7., Ly = {¢: I = R: ¢(f),o(m+ M — f) € L},
[m, M] C I. O¢ito, &1 i $y su linearni.

Ako je o jo$ i neprekidna i konveksna, tada teoremi 2.1.7. 1 2.1.8. impliciraju ®;(f) >
0,i=1,2.

U nastavku sa ¢y oznacavamo funkciju definiranu sa ¢o () = x? na domeni koja
nam treba.

Sada dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa za funkcionale ®;,
i=1,2.

Teorem 2.1.19. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E 1 A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f € L
takva da po € Ly, f(E) € [m, M],[m, M] C I i neka je p € C*(I) takva da ¢ € Ly.
Ako su ®y i Oy linearni funkcionali definirani kao u (2.22) i (2.23), tada postoje
& € [m, M), i =1,2 takvi da

"¢
cDi(SO) - - 2<§2)q)i(900)a 1=1,2.
Dokaz. Dat ¢emo dokaz za funkcional ®;. Kako je ¢ € C?*(I), postoje realni
brojevi a = rfmzlm P'r)ib= n[la% ¢"(z). Lagano se vidi da su funkcije ¢y i @9,
definirane sa b
a
pi(z) = 5552 — (), @2(x) = f(z) — 5372

neprekidne i konveksne, stoga ®1(p1) > 0, P1(p2) > 0. To daje

a b

5@1(900) < Py(p) < 5% 1(%0)-
Ako je ®1(pp) = 0, nemamo nista za dokazati. Pretpostavimo ®;(¢g) > 0. Imamo

D1 (o)
Dakle, postoji & € [m, M| takav da
"
2 () = £ g, ()

Teorem 2.1.20. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E 1 A je pozitivan mormaliziran linearan funkcional na L. Neka je f € L
takva da po € Ly, f(E) € [m, M],[m, M| C I i ¢1,2 € C*(I) takve da o1, 2 € Ly.
Ako su ®q i Dy linearni funkcionali definirani kao u (2.22) i (2.23), tada postoje
& € [m, M), i =1,2 takvi da

Di(pr) _ #(&)
Di(p2)  ¢5(&)
uz uvjet da su nazivnici razliciti od nule.

i=1,2
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Dokaz. Dajemo dokaz za funkcional ®;. Definiramo @3 € C?([m, M]) sa

3 = c1p1 — Cap2, gdjesu c1 = P1(p2), c2 = Pi(p1).

Koristeci teorem 2.1.19. znamo da postoji & € [m, M] takav da

(01 @Y;&) e 90'2';&)) By (p0) = 0.

Kako je ®1(¢9) # 0 (inace dobijamo kontradikciju sa ®1(p2) # 0, po teoremu
2.1.19.), dobivamo

®1(p1) _ #i(&)
Ci(e2)  #5(&1)

Teorem 2.1.21. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao u (2.22)
i (2.23). Neka je Y = {ps: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija defini-
ranih na otvorenom intervalu I takva da Y C Ly i da je funkcija s — [yo, Y1, Y2; ©s)
n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razli¢ite tocke yo,y1,y2 € I. Tada je s — P;(ps) n—eksponencijalno konveksna
funkeija u Jensenovom smislu na J. Ako je funkcija s — ®;(ps) neprekidna na J,
tada je n—eksponencijalno konveksna na J.

Dokaz. Za & eR,ie=1,...,nis; € J,i=1,...,n, definiramo funkciju y: I - R
sa

X(W) =) &&ipaes (u).
ij=1 2
Koristeci pretpostavku da je funkcija s — [yo, y1, y2; @s] n—eksponencijalno konvek-
sna u Jensenovom smislu, dobivamo

o, y1, vz x] = ) §ikilyo, y1, Y23 @ity 2 0,

1,7=1

Sto povladi da je x konveksna (i neprekidna) na I, te stoga ®;(x) > 0,i = 1,2.
Slijedi

Z fiﬁjq’i(@@) > 0.
ij=1
Zaklju¢ujemo da je funkcija s — ®;(ps) n—eksponencijalno konveksna na J u Jen-
senovom smislu. Ako je funkcija s — ®;(¢5) neprekidna na J, tada je s — ®;(p;)
n—eksponencijalno konveksna po definiciji. m
Sljedeci korolar je direktna posljedica prethodnog teorema.

Korolar 2.1.22. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao u (2.22)
i (2.23). Neka je T = {ps: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija defini-
ranih na otvorenom intervalu I takva da Y C L¢ i da je funkcija s — [Yo, Y1, Yo; ©s)
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno raz-
licite tocke yo,y1,y2 € I. Tada je s — D;(ps) eksponencijalno konveksna funkcija u
Jensenovom smislu na J. Ako je funkcija s — ®;(ps) i neprekidna na J, tada je
eksponencijalno konveksna na J.
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Korolar 2.1.23. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao u (2.22)
i (2.23). Neka je Q = {ps: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija defini-
ranih na otvorenom intervalu I, takva da Q2 C Ly i da je funkcija s — [Yo, Y1, Y2; Ps)
2—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlicite tocke yo,y1,y2 € I. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(1) Ako je funkcija s — D;(ps) neprekidna na J, tada je 2—eksponencijalno ko-
nveksna funkcija na J. Ako je s — ®;(ps) dodatno i strogo pozitivna, tada je
log-konveksna na J.

(17) Ako je funkcija s — ®;(ps) strogo pozitivna i diferencijabilna na J, tada za
sve s,q,u,v € J, takve da s < u i q < v, vrigeds

,us,q(q)ia Q) < Nu,v(q)ia Q)a L= 17 27 (224)
gdje je
1
éi(‘PS) s—4
; S )
[hsq(®i, Q) = (‘I’l’(“"%q)_(w : 74 (2.25)
exXp (ds (0s) > » 8§ =4,
20 s, pq € SL.

Dokaz. (i) Direktna posljedica teorema 2.1.21. i primjedbe 1.3.15.
(77) Po (i), funkcija s — ®;(ps) je log-konveksna na J, to jest, funkcija s +—
log ®;(¢s) je konveksna na J. Primijenimo propoziciju 1.3.16. i dobijemo

log @(¢ps) — log @i(pg) _ log Pi(pu) — log ()

s—q uU—v

(2.26)

za s <u,q < v,5# q,uF# v, iiz toga zaklju¢ujemo
,U/S,q(@ia Q) < ;uu,v(q)ia Q)a 1= ]-7 2.
Slucajevi s = ¢ i u = v slijede iz (2.26) kao grani¢ni sluc¢ajevi. m

Primjedba 2.1.24. Primijetimo da rezultati iz teorema 2.1.21., korolara 2.1.22.
1 korolara 2.1.23. vrijede 1 kada se dvije od tocaka vyo,vy1,y2 € I podudaraju, re-
cimo Y1 = Yo, 2a familiju diferencijabilnih funkcija ps takvu da je funkcija s —
[Y0, Y1, Y2; ©s] n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu, log-konveksna u Jensenovom smislu), i stovise, vri-
jede kada se sve tri tocke podudaraju za familiju dvaput diferencijabilnih funkcija sa
istim svojstvom. Dokazi se dobivaju iz primjedbe 1.3.18. @ prikladne karakterizacije
konveksnosti.

Sada predstavljamo nekoliko familija funkcija koji ispunjavaju uvjete teorema
2.1.21., korolara 2.1.22. i korolara 2.1.23. (i primjedbe 2.1.24.). To nam omogucava
konstrukciju velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Rasprava
vezana uz ovaj problem se moze naci u [16].

U nastavku promatramo ®; i ®, definirane kao u (2.22) i (2.23) sa A koji je
neprekidan i f takva da kompozicija sa bilo kojom funkcijom iz odabrane familije

Q;, kao i sa bilo kojom funkcijom koja se pojavi kao argument od ®; i ®,, ostaje u
L.
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Primjer 2.1.25. Promatramo familiju funkcija
Q) ={g9s: R—[0,00): s € R}

definiranu s

Imamo ‘f;g; (x) = e%® > 0 §to pokazuje da je gs konveksna na R za svaki s € R i
5+ ngg; (x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Koristeéi analogno argumen-

tiranje kao u dokazu teorema 2.1.21. takoder imamo da je s — [yo, Y1, Yo; gs] ekspo-
nencijalno konveksna (pa tako i eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu,).
Koristimo teorem 2.1.22. i zakljucujemo da su s — ®;(gs), i = 1,2, eksponencijalno
konveksne u Jensenovom smislu. Lagano se pokazZe da su ova preslikavanja nepre-
kidna (iako preslikavanje s — g nije neprekidno za s =0), pa su i eksponencijalno
konveksna.

Za ovu familiju funkcija, psq(®;, )1 = 1,2, iz (2.25) imaju oblik

1
®,(g0)\ -4
(—@(gq)) , s #q,

,us,q((bi,Ql) = exp —q)&)(j{dgf)s) — ?2> , S=4q 7§ 0,
e (%Gr).  s=e=o

te su koristeci (2.24) monotone funkcije u parametrima s i q.
Koristeci teorem 2.1.20. slijedi da za 1= 1,2

Ms,q(q)iv Ql) = log Ms,q(q)z‘, Ql)

zadovoljava m < M ,(®;, Q1) < M, Sto pokazuje da su M ,(®;, 1) sredine (funkcije
g). Primijetimo da su po (2.24) i monotone.

Primjer 2.1.26. Promatramo familiju funkcija
Qo ={fs: (0,00) > R: s €R

definiranu s

xS

@7 8#0717
fs(x) = ¢ —logz, s=0,
rlogx, s=1.

Vrijedj CZJ;S (z) = 2°7% = (72 5 0 5to pokazuje da je f, konveksna za x > 0 i
5 Cilxj;s (x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Koristeéi argumentiranje kao
u primjeru 2.1.25. dobivamo da su preslikavanja s — ®;(gs),i = 1,2 eksponencijalno

konveksna. Funkcije (2.25) su u ovom slucaju jednake

¢
i(fs) |54
( ,-(fq>> ’ 57
exp 1-2s ‘I’i(fsfo)> , S=q 7§ 0,1,

o

Ns,q(cbiu QQ) _ s(sflzbi(fQ)‘I’z‘(fs)
exp 1—42@(](0)), s=q=0,
@, (fof1) RS
| exp —1—T€f11)>, s=q=1.
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Ako je ®; pozitivan, tada teorem 2.1.20. primijenjen za f = fs € Qo 1 g = f; €
daje da postoji & € [m, M| takav da

s—q __ CI)z(fs)
SR

Kako je funkcija & — £°71 invertibilna za s # q, imamo
1
(I)z(fS) ) e
m < < M, (2.27)
(&0

§to zagedno sa cinjenicom da su fis o(Pi, Q2) neprekidne, simetricne i monotone (po
(2.24)), pokazuje da je pis (i, Qo) sredina (funkcije f).

Primjer 2.1.27. Promatramo familiju funkcija
Q3 = {hs: (0,00) = (0,00): s € (0,00)}

definiranu s

s=1.

hs(]?) _ { irbzs s S?AL
2
Kako je s — CZ,;L; (x) = s Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti
[90]), ona je eksponencijalno konveksna. Ocito su hs konveksne funkcije za svaki
s> 0.
Za ovu familiju funkcija, psq(®;, Q) iz (2.25) imagu oblik

1
D, (hs) 5—q
(q,i(hq)> , S 7 4,
(@) = 3 exp (B 2)o— g1
exp (- ZE), s=a=1,

i monotone su u parametrima s i q po (2.24).
Koristeci teorem 2.1.20. slijedi da

MS,Q ((I)“ Q3> = _L(Sa Q) 10g ,U/s,q(q)i, Q3)7

zadovoljava m < M, ,(®;,Q3) < M, Sto pokazuje da je M ,(P;, Q3) sredina (funkcije

h). L(s,q) je logaritamska sredina definirana sa L(s,q) = bgi:fogq, s#q, L(s,s) =
s.

Primjer 2.1.28. Promatramo familiju funkcija
Qy = {ks:(0,00) = (0,00) : s € (0,00)}

definiranu s

Kako je s — Cgf; (z) = e~*V® Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti

[90]), ona je eksponencijalno konveksna. OCcito su ks konveksne funkcije za svaki
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s> 0.
Za ovu familiju funkcija, psq(®;, Q) iz (2.25) imagu oblik

1
q)i(ks) s=q
<<I>¢(kq)> ) s #q,
_ @i(idks) 1 _
exp 2v/5; (ks) s | s =g,

fhsq(Pi, 24) =

i monotone su u parametrima s i q po (2.24).
Koristeci teorem 2.1.20. slijedi da

MS,fI(CI)lW 94) = - (\/g =+ \/5) IOg ,U/s,q(q)i? Q4)

zadovoljava m < M ,(®;,Qy) < M, $to pokazuje da je M o(P;, ) sredina (funkcije

k).

2.2. Jensenova operatorska nejednakost

Pogledajmo potrebnu notaciju i definicije za ovo podrucje. Neka je B(H) C*-algebra
svih ogranicenih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru H i 1g je jedini¢ni
operator. Definiramo ograde hermitskog operatora A € B(H) sa

my = Hiﬂlf1<Al’,£B> i My = sup (Az,z).
z1= ll=ll=1

Neka je Sp(A) oznaka za spektar operatora A. Ako je A hermitski operator, onda
je Sp(A) realan i Sp(A) C [ma, My).
Za operator A € B(H) definiramo operatore |A|, AT, A~ sa

Al = (A2 AT = (A A)/2, A =(A] - 4)/2

Ocito, ako je A hermitski, tada |A| = (A%)'/2 i A*, A~ > 0 (pozitivan i negativan
dio od A=At — A7).

B. Mond i J. Pecari¢ su u [53] dokazali sljede¢u varijantu Jensenove operatorske

nejednakosti.
f (Z wi(I)i(Ai)> < Z w;®; (f(A)), (2.28)

za operatorski konveksne funkcije f definirane na intervalu I, gdje su ®;: B(H) —
B(K), i = 1,...,n, unitalna pozitivna linearna preslikavanja, Ay,..., A, su her-
mitski operatori sa spektrom u I i wy,...,w, su nenegativni realni brojevi uz
D wi = 1.

F. Hansen, J. Pecari¢ i I. Peri¢ su dali u [23]| generalizaciju od (2.28) za unitalna
polja pozitivnih linearnih preslikavanja. Nedavno su J. Mié¢i¢, J. Pecari¢ i Y. Seo u
[49] dali generalizaciju ovih rezultata za polja pozitivnih linearnih preslikavanja bez
pretpostavke unitalnosti.

J. Mi¢i¢, Z. Pavi¢ i J. Pecari¢ su dali u [44, Teorem 1| Jensenovu operatorsku
nejednakost bez operatorske konveksnosti.
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Teorem 2.2.1. Neka je (Ay,..., A,) n-torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; i M;, m; < M;, i =1,...,n. Neka je (®1,...,P,) n-torka pozitivnih
linearnih preslikavanja ®; : B(H) — B(K), i = 1,...,n, takvih da >, | ®;(1g) =
1[(. Ako

(mA,MA)ﬂ[mZ-,MZ-]Z@ zaizl,...,n, (229)

gdje suma i Ma, ma < My ograde hermitskog operatora A = > | ®;(A;), onda

vrijedi
f (Z q)i(Ai)> < Zq% (f(A:)) (2.30)

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: I — R uz uvjet da interval I sadrzi sve
m;, Ml
Ako je f: I — R konkavna, vrijedi suprotna nejednakost u (2.30).

U istom radu [44]| proucavala se kvaziaritmetic¢ka operatorska sredina

My(A, ®,n) = (Z P, (sD(Az-))) ; (2.31)

gdje je (Aq,. .., A,) n-torka hermitskih operatora u B(H) sa spektromu I, (®4,...,®,)
je n-torka pozitivnih linearnih preslikavanja ®; : B(H) — B(K) takvada ) ;. , ®;(1y) =
1k, a ¢: I — R je neprekidna strogo monotona funkcija.

Sljedeéi rezultat o monotonosti ove sredine je dokazan u [44, Teorem 3|.

Teorem 2.2.2. Neka su (Ay,...,A,) i (P1,...,P,) kao u definiciji kvaziaritme-
ticke sredine (2.31). Neka su m; 1 M;, m; < M;, ograde od A;, i =1,...,n. Neka
su @, I — R neprekidne strogo monotone funkcije na intervalu I koji sadrzi sve
m;, M;. Neka sumgy i My, my, < M,, ograde sredine M (A, ®,n), takve da

(my, Mp) N [mi, Ml =0 i=1,...,n. (2.32)
Ako je jedan od sljedeéih uvjeta zadovoljen
(i) ¥ o™t je konveksna i ™' je operatorski monotona,
(i’) o™t je konkavna i —p~t je operatorski monotona,

onda vrijeds

My(A, ®,n) < My(A, ®,n). (2.33)
Ako je zadovoljen jedan od sljedecih uvjeta
(ii) ¥ o @™t je konkavna i ™' je operatorski monotona,
(ii’) oo™t je konveksna i —~! je operatorski monotona,

onda vrijedi suprotna nejednakost u (2.33).

J. Miéi¢, Z. Pavi¢ i J. Pecari¢ su promatrali u [45, Teorem 2.1] slu¢aj kada vrijedi
(ma, Ma) N [m;, M;] = 0 za nekoliko ¢ € {1,...,n}, ali ne za sve i = 1,...,n, te su
dobili prosirenje od (2.30).
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Teorem 2.2.3. Neka je (Ay,. .., A,) n—torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; 1 M;, m; < M;, i = 1,...,n. Neka je (®1,...,P,) n—torka pozi-
tivnih linearnih preslikavanja ®;: B(H) — B(K), takva da Y %, ®;(1y) = alg,
Y1 ®ily) = Blk, gdjeje 1 < ny <n, a,f >0ia+p =1 Neka su
m =min{mq,...,my, } ¢ M = max{M,..., M,, }. Ako je

(m, M) N [m;, M;] =0 2a i=mn;+1,...,n,

1 jedna od jednakosti

n

ey em =ty e
o 4 5

i=1
je valjana, onda vrijeds

< %,Z ®i(f(A)), (2.34)

i=ni1+1

Ly e < Y e

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: I — R uz uvjet da interval I sadrzi sve
mi,Mi, 1= 1,...,”,.
Ako je f: I — R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosi u (2.34).

U radu [48] smo dobili poboljsanje Jensenove operatorske nejednakosti dane u
teoremu 2.2.3. Za to ¢e nam trebati iduca lema.

Lema 2.2.4. Neka je A hermitski operator A € B(H) i Sp(A) C [m, M], za neke
skalare m < M. Tada vrijeds

fa) < M Ay S p0n <58 (29)
esp. fA) 2 S Ay Sy g )

za svaku neprekidnu konveksnu (resp. konkavnu) funkciju f: [m, M] — R, gdje je

Op = f(m) + f(M) = 2f ("5H)  (resp. oy = 2f ("5H) — f(m) — f(M)),

A | 1 _ m+M ‘
] A—21H M—m‘A B) 1H

Dokaz. Dokazujemo samo konveksni sluc¢aj. Ako stavimo z = m,y = M u lemu
1.1.16. slijedi da

fpim+p M) < pif(m)+paf(M)
— min{py,pa} (f(m) + f(M) —2f (2£H1))

vrijedi za sve py,pa € [0,1] takve da p; + py = 1. Za svaki t € [m, M] moZemo pisati

Ft)=f (j\]\j:;m+ ]\Z__mmM) .

(2.36)
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Sada koristeci (2.36) za p; = 2= i ps = 1= dobivamo
M —1t t—m
<
0 < o+ g )
m + m +
- (3- M_m\t— - D (m) -+ s0m) =2 ("520))
(2.37)

jer je

M—m’'M—-—m 2

Koriste¢i funkcionalni ra¢un primjenjen na hermitski operator A iz (2.37) slijedi
tvrdnja. m

. M-t t—m 1 1 y m+ M
min -~ _ _ '
M —m 2

Teorem 2.2.5. Neka je (Ay, ..., A,) n—torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; i M;, m; < M;, i =1,...,n. Neka je (®1,...,D,) n—torka pozitivnih
linearnih preslikavanja ®;: B(H) — B(K), i = 1,...,n, takva da Y, ®;(1g) =
1x. Neka

(ma, Ma) N [my, M;] =0 z2ai=1,...,n, i m < M,
gdje suma i Ma, ma < Ma, ograde operatora A =3"" ®;(A;) i
m=max {M;: M; <ma,i=1,...,n}, M =min{m;: m; > Mu,i=1,...,n}.

Ako je f: I — R neprekidna konveksna (resp. konkavna) funkcija uz uvjet da inter-
val I sadrzi sve m;, M;, onda vrijed:

/ (Z (I)i(Ai)> < Z O; (f(A;) — ;A < Z D; (f(Ai)) (2.38)

(resp.
f (Z CI%(A,,)) > Z ®; (f(A) + oA > Z ®; (f(A:)) )7 (2.39)
gdje je ) . )
6 = 8p(m, M) = f(m) + f(M) - 2f (252
(resp. 8y = 0p(m, M) = 2f (™30) = fm) = (A1), (2.40)

i m € [m,mya], M € My, M], m < M, su proizvoljni brojevi

Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slucaj.

Kako je A =)>"" | ®;(4;) € B(K) hermitski operator takav da mlx < mulg <
Yo Di(A) < Myl < Mg i f je konveksna na [m, M] C I, tada po lemi 2.2.4.
dobivamo

f (Z <I>i<Ai>> < MU= T Bl gy Db ) Z 0y,

m M—-—m
(2.41)
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gdje su 0y i A definirani sa (2.40).
Kako je f konveksna na [m;, M;] i kako (ma, Ma) N [m;, M;] = ( implicira
(m, M) N [m;, M;] = 0, tada vrijedi

M1y — A, A, —mly

M—m f(m) + M —m J(M), 1=1,...,n.

f(A) >

Primijenimo pozitivno linearno preslikavanje ®;, zbrojimo i dodamo —6fg. Dobi-
jemo

Z(I) 5fA MlK Mzi:%q)Z(Al)f(m>+Zl:1 (I;\}(Ziﬁﬁl le f(M)—éfA,
(2.42)

jer je > ®;(1y) = 1x. Kombiniranjem nejednakosti (2.41) i (2.42), dobijemo

lijevu stranu od (2.38).

Kako je ; > 01 A> 0, imamo i desnu stranu od (2.38). ®

Primjedba 2.2.6. Specijalno, ako je ma < My, tada teorem 2.2.5. u konveksnom
slucaju daje

f(iqh(fli)) < Zcb —5fA<Z<I>
gdje je

Op = 6p(ma, M) = f(mA)Jrf(MA)—?f(%MA)
; AEZA(WA,MA) — llK— |A mA;MAlK‘-

Ali ako je m < M i my = My, tada vrijedi nejednakost (2.38), ali oy A nije
definirano. Neki primjeri za ovaj slucaj su dani u sljedeéem primgeru I) i II).

Primjer 2.2.7. Sada dajemo tri primjera sa matricama i n = 2.

f(CD1(A1)+CD2(A2))S CI)1(f(A1))+(I)2(f(A2))—5f/&,

gdje je
8 =f(m)+f(M)-2f (M +m)/2),
! ~ 1 1 M+m
A:§1K—ﬂ®1(A1)+®2(A2)— 2 1k
. m M
— G @ G O P —
m, M;=m my M, m2=|\/| M,

Slika 2..1: PoboljSanje za dva operatora i konveksnu funkciju f

Stavimo f(t) = t* koja je konveksna, ali nije operatorski konveksna u (2.38).
Takoder, definiramo preslikavanja ®1, Po: M3(C) — My(C) na sljedeéi nacin:
C1((ay)i<ijes) = 5(aij)i<ig<e, P2 = @1 (tada 1(I3) + Po(I5) = Iz).
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I) Prvo promatramo primjer kada je 5f2[ jednako razlici desne 1 lijeve strane
Jensenove nejednakosti. Ako su Ay = —3I3 i Ay = 2I3, tada je A = P1(A;) +
Py(Ay) = —051, te m = —3, M = 2. Stavimo takoder m = —3 i M = 2.
Dobivamo

(D1(Ar) + Bo(A2))" = 006251, < 48.51, = &y (A7) + P, (A3)
1 poboljsanje
(D1(A1) + Po(A2))" = 0.06251, = Dy (A}) + Dy (A3) — 48.437515,

jer je 6 = 96.875, A = 0.51,.
II)  Zatim promotrimo primjer kada d;A nije jednako razlici desne i lijeve
strane Jensenove nejednakosti. Ako su
. 1/1 0
tada je A_§<O 1),

tako da m = —1, M = 2. Stavimo takoder m = —1 i M = 2. Dobivamo

2 0
Ai=(0 =2 0] i A4=[03
0 0

- O O

@)+ o) = o (o 0) = (5 9) =@ (ah + 22

1 poboljsanje

16
L1 0\ - o 13571 0
< E(O 641)—¢1<A1)+¢2(A2)—1—6(0 1),

jer je 8p = 135/8, A = I,/2.
IIT) Pogledajmo iduéi primger. Ako su

(@1 (Ay) + By(Ag))! = = ((1) (1))

-4 1 1 5 —1 -1 1/1 0
A1 = 1 -2 -1 ) A2 = -1 2 1 tada je A= 5 (O 0) s
1 -1 -1 -1 1 3

tako da m; = —4.8662, My = —0.3446, my = 1.3446, M, = 5.8662, m = —0.3446,
M = 1.3446, te stavimo m = m, M = M (zaokruZeno na cetiri decimalna mjesta).
Imamo

(D1(A1) + Dy(Ag))" = L ((1) 8) <

o o)

639.9213  —255 o (157870
= (—255 1178559> D1 (A1) + @2 (42) - ( 0 0.6441)

( 128 55

=®, (A}) + D, (Al
—955 %) 1(1) 2( 2)

1 poboljsange

(D1(A1) + Py(Ay))* =

©|’_‘
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(zaokruzeno na éetiri decimalna mjesta), jer je

~ (05 0
8 = 3.1574, A_(O 0.2040).

Ali ako stavimo m = my = 0, M = My = 0.5 u primjer III), tada je A=o0,
tako da memamo poboljsanje Jensenove nejednakosti. Takoder, ako stavimo m = 0,

M =1, tada je A = 0.5 ((1) (1)) 0; =T/8 i d;A =0.4375 ((1) [1)) sto je losije od
gornjeg poboljsanja.

Sada dajemo korolar teorema 2.2.5. sa konveksnom kombinacijom operatora A;,
1=1,...,n.

Korolar 2.2.8. Neka je (A4, ..., A,) n—torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; i M;, m; < M;, 1 =1,...,n. Neka je (o, ..., a,) n—torka nenegativ-
nih realnih brojeva takvih da )", o; = 1. Neka je

(ma, Ma)N[my, M;] =0 z2ai=1,...,n, i m < M,
gdje sumy i My, my < My ograde od A = Z?:l oAb
m=max{M;: M; <mgu,i=1,...,n}, M =min{m;: m; > Mu,i=1,...,n}.
Ako je f: I — R neprekidna konveksa (resp. konkavna) funkcija uz uvjet da interval
1 sadrzi sve m;, M;, onda vrijedi

f Z A | <Y aif(A) — 51“‘:1 <> r o f(A)
=1

(resp. — F{ D di] = X0 aif(A) +5AZ Y af(4) )
=1

gdje je ¢ definiran sa (2.40), A= Sy — = |2 A — szlH im € [m,mal,

M € [My, M), m < M, su proizvoljni brojevi.

Dokaz. Primijenimo teorem 2.2.5. na pozitivna linearna preslikavanja ®; : B(H) —
B(H) definirana s ®; : B— ;B,i=1,...,n. m

Sada dajemo poboljSanja nejednakosti izmedu kvaziaritmetickih sredina defini-
ranih sa (2.31).

Uvedimo oznake

Opun(m, M) = () + (M) = 20 0 71 (lmbpeli)

. - (2.43)
Ag(m, M) = 31k = Saptom ’Zi:1 ®i(p(Ai)) — %h{‘ 7

gdje je (Aq,. .., A,) n-torka hermitskih operatora u B(H) sa spektromu I, (®4,...,®,)
je n-torka pozitivnih linearnih preslikavanja ®; : B(H) — B(K) takvih da su
Yo ®i(1lg) = 1k, ¢, I — R neprekidne strogo monotone funkcije i m, M €
I, m < M. Implicitno pretpostavljamo A},(m,M) = IZLP,A(m, M), gdje A =
>y Pi(p(Ad)).

Idu¢i teorem daje poboljSanje rezultata iz teorema 2.2.2.
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Teorem 2.2.9. Neka su (A1, ..., Ay) i (P1,...,P,) kao u definiciji kvaziaritmetic-
kih sredina (2.31). Neka su p,¢: I — R neprekidne strogo monotone funkcije na
intervalu I koji sadrzi svaki m;, M;. Neka

(Mg, My) N [my, M;] =0 zat=1,...,n, i m < M,
gdje sumy i My, my, < M, ograde sredine M,(A, ®,n) i
m =max {M;: M; <my,,i=1,...,n}, M =min{m;: m; > M,,i=1,...,n}.

(i) Ako je oo™t konveksna i =" operatorski monotona, onda vrijedi

M (A, ®,n) <~ (Zcp ) = bpuAy ) < My(A, @, n) (2.44)

gdje 0y > 0 i ;110 > 0.

(") Ako je 1 o o™ konveksna i —~ operatorski monotona, onda vrijede su-
protne nejednakosti u (2.44), gdje 0,4 > 01 A, > 0.

(i) Ako je o™ konkavna i —~' operatorski monotona, onda vrijedi (2.44),
gdje 0, <01 A, > 0.

(it') Ako je o™t konkavna i~ operatorski monotona, onda vrijede suprotne
nejednakosti u (2.44), gdje 0, < 0 i Avw > 0.

U svim navedenim slucajevima pretpostavljamo da su 0y = 64 p(M, M), ;LD =
E@(m, M) definirani sa (2.43) i m € [m,my,), M € [M,, M, m < M, su proizvoljni
brojevi.

Dokaz. Dokazujemo samo slucaj (i). Pretpostavimo da je ¢ strogo rastuca funkcija.
Kako je mily < A; < M1y, i=1,...,n,imylx < My(A, ®,n) < M,lg, vrijedi

p(me) 1 <300 @i(p(Ai) < (M) 1k

Takoder
(mcvago)m [mini] =0 zati= 1,....n

implicira
(p(me), (M) N [p(ms), (M) =0 zai=1,... n (2.45)
Ako zamijenimo A; sa ¢(A;) u (2.38) i uzmemo u obzir (2.45), dobivamo da vrijedi

f (ifbi(@( i ) < ZCD ) — 85 A, < Zcb (2.46)

za svaku konveksnu funkciju f: J — R na intervalu J koji sadrzi svaki
[o(ma), o(M;)] = @([mq, Mi]), gdje je

o5 = f(p(m)) + f(p(M)) —2f (w) >0 (2.47)

i A, = Ui — St | ®ile(A) - Mh{]_o.
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Takoder, ako je ¢ strogo padajuca, vidimo da vrijedi (2.46) za konveksnu f: J —
R na J koji sadrzi svaki [o(M;), p(m;)] = @([my, M;]), gdje je 6 definiran sa (2.47)

i Ay = 3l = oo [ S @ilp(An) — 2R | > 0,

Stavimo f =1 o~ u (2.46) i primijenimo operatorski monotonu funkciju 1=,
te dobijemo (2.44).

Dokaz sluc¢aja (ii) je sli¢an prethodnom sluc¢aju uz nejednakost (2.39) umjesto
(2.38). m

Sada gledamo specijalan slu¢aj prethodnog teorema. To je poboljsanje od [44,
Korolar 5].

Korolar 2.2.10. Neka su (Ay,..., A,) i (®1,...,P,) kao u definiciji kvaziaritme-
ticke sredine (2.31). Neka su m; i M;, m; < M, ograde od A;, i =1,...,n. Neka su
o, Y: I — R neprekidne strogo monotone funkcije na intervalu I koji sadrzi svaki
my, M; 1 L identicka funkcija na I.

(i) Ako je o=t konveksna i vrijedi
(Mg, My) N [my, M;] =0 zai=1,...,n, i mpg < My (2.48)

gdje sumy i My, my, < M, ograde od M,(A,®,n) i
mp,) = maX{M M; <mg,i=1,...,n}, M, =min{m;: m; > M,,i=1,...,n},
onda vrijeds

M,(A, ®,n) < Mz(A,®,n) — 6,2(m, M)A, (i, M) < Mz(A, ®,n)  (2.49)

za svaki m € [my,myl, M € [My, My, m < M, gdje su d,z(m,M) > 0 i
A,(m, M) > 0 su definirani sa (2.43).

(i) Ako je ¢! konkavna i vrijedi (2.48), onda vrijedi
M,(A,®,n) > Mz(A, ®, n) —6,7(m, M)A, (m, M) > M7(A, & n), (2.50)

za svaki m € [my,my|, M € [My, My, m < M, gdje su d,7z(m,M) < 0 i
A (m, M) > 0 definirani sa (2.43).

(iii) Ako je ¢~ konveksna i vrijedi (2.48) i ako je ™' konkavna, i
(my, My) O [my, M;] =0 zai=1,...,n, i mpy) < My

vrijedi, gdje su my i My, my < My ograde od My(A, ®,n) i
mpy) = max {M;: M; <my,i=1,...,n}, My =min{m;: m; > My,i=1,...,n},
onda vrijeds

My(A,®.n) < Mz(A, ® n)—0,1(

= m, M)A (2.51)

< Mz(A,®,n) —@ﬂ(ﬁz J\?)A (7, M) < My(A, ®,n '
za svaki m € [my), my), M € [My, My, m < M i svaki m € [miyjm,], M e
[My, My, m < M, gdje su dpz(m, M) > 0, Ag(m, M) > 0 i dyz(m, M) <0,

]
Ay(m, M) > 0 definirani sa (2.43).
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Dokaz. (i)-(ii): Ako stavimo ¢ = Z u teorem 2.2.9. (i) i (ii’), dobivamo (2.49) i
(2.50), respektivno.

(iii): Zamijenimo 1 sa ¢ u (ii) i kombinirajuéi to sa (i), dobijemo trazenu nejed-
nakost (2.51). m

Primjedba 2.2.11. Neka vrijede pretpostavke korolara 2.2.10. (iii). Dobivamo slje-
dece poboljsanje nejednakosti izmedu kvaziaritmetickih sredina

M,(A, ®,n) < My(A, ®,n)+ A, (i, M,m, M) < My(A, ®,n),

gdje

Specijalno,
M@(Aa ¢7 n)

Zanimljivo je proucavati poboljsanje od (2.33) pod uvjetima postavljenim samo
na ograde operatora Cije sredine promatramo. Sljede¢i korolar je poboljsanje rezul-
tata danog u [46, Teorem 2.1].

Korolar 2.2.12. Neka su A;, ®;, my, M;, 1 =1,....n, i p,9¥, T kao u pretpostav-
kama korolara 2.2.10.
Neka vrijeds

(ma, MaA) NV [my, M;] =0 zai=1,...,n, i m < M
gdje suma i Ma, ma < Ma, ograde od A=Y "" | ®;(A4;) i
m=max {M;: M; <ma,i=1,...,n}, M =min{m;: m; > My,i=1,...,n}.

Ako je ¢ konveksna, ¥~' operatorski monotona, ¢ konkavna, ¢~ operatorski mo-
notona, onda vrijedi

M (A, @,n) < @t (E:f:l D; (p(4;)) +5¢K; < Mz(A, ®,n) 2.52)
< (T @ (V(A) — 0pA) < My (A, @, n)
gdje je
O = 2¢ <sz —p(m) — @(M) >0, &y = p(m) + (M) — 2¢ ﬁ§ﬂ> >0,
A=l gt 4= 23], A= fr - i [ mi

i m,m € [m,mal, M,M € [Ma, M), m < M, m < M su proizvoljni brojevi.
Ako je ¢ konveksna, —)~! operatorski monotona, ¢ konkavna, —p~* operatorski
monotona, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.52).
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Dokaz. Dokazujemo samo (2.52). Ako zamijenimo ¢ sa Z i zatim v sa ¢ u teoremu
2.2.9. (ii’) dobivamo lijevu stranu od (2.52). Takoder, ako zamijenimo ¢ sa Z u
teoremu 2.2.9. (i) dobivamo desnu stranu od (2.52). =

Pogledajmo primjenu prethodnih rezultata na poboljSanje nejednakosti izmedu
potencijalnih sredina.
Kao specijalan slucaj kvaziaritmetickih sredina (2.31) moZemo proucavati operator-
ske potencijalne sredine

, o @A) r € R\{0},
M’[@](A"I’)‘{exp@?zl@iaogmi))), =0, (2:53)

gdje je (Ay,. .., A,) n—torka strogo pozitivnih operatorau B(H) i (®4,...,®P,) je n-
torka pozitivnih linearnih preslikavanja ®;: B(H) — B(K) takvih da } ;| ®;(1y) =
1k.

Uvedimo oznake za specijalan sluc¢aj od (2.43) na sljedeéi nacin

me + M® — 2 (MY g

Ors(m, M) =
,( ) {m+MS_2(mM>S/27 7”:0,

A M sli — \Mr mT| Yoy ©i(A]) = H5 Lk r#0
OmADTZ I = og (2) 1S, @4(1og A) — log VAT | 1 =0,
(2.54)

Ap(m, M) EA,,A(m M), gdje A=>"" 1(1)( Nzar#01A=>" ®(logA) za
r=0.

Primijenimo teorem 2.2.9. na operatorsku potencijalnu sredinu, te dobijemo pobolj-
Sanje nejednakosti izmedu potencijalnih sredina dobivene u [44, Korolar 7].

gdiem,M € R, 0 <m < Mirs € R, r < s Implicitno pretpostavljamo da

Korolar 2.2.13. Neka su (Ay,..., An) i (P1,...,P,) kao u definiciji potencijalne
sredine (2.53). Neka sum; i M;, 0 < m; < M; ograde od A;, i =

(i) Akor<s,s>1lilir<s<-—1,

1,...,n.

(m[r],M[r])ﬂ[m“Mi]:Q), izl,...,n, i m<M’

gdje suml? i MU, mll < MU ograde od M,[I](A, D) i
m = max{M,;: M, <mll i= 1,...,n}, M = min{mi: m; > MU = 1,...,n},
tada vrijeds

1/s
MIA, @) (Zcp (A?) 5T,sﬁr> < MEI(A, ®), (2.55)

gdje 6,5 > 02za5s>1,06,,<0zs < —14 A, > 0. Ovdje pretpostavijamo da
st Ops = 0p (1, M), A, = A.(m, M) definirani sa (2.54) i m € [m,ml], M e
(MU M), m < M, su proizvoljni brojevi.

(ii) Akor<s,r<—-1lilil<r<s,

(m[S]7M[S])ﬂ[miaMi]:®7 7;:17“'7”7 i m<M’
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gdje sumls i MBI mld < MUE! ograde od M ](A D) i
m = maX{MZ. MZ <mbl i = 1,...,n}, M = mln{m,: m; > MB = 1,...,n},
tada vrijeds

1/r
MIT(A, ®) (Z@ (A7) 5S,TA;> < ME(A, &),

gdje 65, > 0 za r < —1, 5” <0zar>1u ;15 > 0. Qwdje pretpostavljamo da
st Oy = Oy, (m, M), A, = A,(m, M) definirani sa (2.54) i m € [m,mb], M e
[MEL M), m < M, su proizvoljni brojevi.

Dokaz. Dokazujemo samo slucaj (i). Stavimo ¢(t) =t" i ¢(t) =t* za t > 0. Tada
je o l(t) = t°/" konkavna za r < s, s < 0ir # 0. Kako je —¢~(t) = —t!/
operatorski monotona za s < —1 i zadovoljeno je (mm,M[’"]) [m;, M;] = (), tada
primjenjujué teorem 2.2.9.-(ii) dobivamo (2.55) za r < s < —1.

Ali, ¥ o ' (t) = t*/" je konveksna za r < 5, s > 0ir # 0. Kako je ¢~ 1(t) = '/
operatorski monotona za s > 1, tada primjenjujuci teorem 2.2.9.-(i) dobivamo (2.55)
zar<s,s>1,1r=#0.

Akor =01is > 1, stavimo p(t) = Inti¢(t) = t5,t > 0. Kako je o~ (t) = exp(st)
konveksna, tada slicno kao gore dobivamo trazenu nejednakost.

U slucaju (ii) stavimo ¢(t) = t* i ¢(t) = t" za t > 0, te koristimo istu tehniku
kao u slucaju (i). m

Sljedeca slika prikazuje podrudja (1),(2),(4),(6),(7) u kojima vrijedi monotonost
potencijalnih sredina [44, Korolar 6], takoder slika prikazuje podrucja (1)-(7) gdje
to vrijedi uz uvjet na spektru [44, Korolar 7|. Pokazano je u [44, Primjer 2| da
odnos izmedu potencijalnih sredina ne vrijedi opéenito bez uvjeta na spektru u
podrudjima (3),(5). Sada, koriste¢i korolar 2.2.13. dajemo poboljsanje nejednakosti
izmedu potencijalnih sredina u podruéjima (2)-(6) (vidjeti primjedbu 2.2.15.).

£

/ 1
/ 3) E (2) (1) 4]
/ U — M, (A,®) < M, (AD) u (1), (2), @), 6), (7)
T X BEZ UVJETA NA SPEKTAR
(5) §
R R O Y LEEEEEEEEEE »
-1 10 12 1 r 1 s
P M, "(A,®) <M, "(A,0) +ArsA) <M A D)
® i u (2),(3), (@) ili (4),(5), (6)
(7) E UZ UVJETE NA SPEKTAR

Slika 2..2: Podrucja koja prikazuju nejednakosti izmedu potencijalnih sredina
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Korolar 2.2.14. Neka su (Ay,..., An) i (P1,...,P,) kao u definiciji potencijalnih
sredina (2.53). Neka sum; i M;, 0 < m; < M; ograde od A;, i =1,...,n. Neka

(m[T]7M[r]) Nmy, Ml =0, i=1,...,n, mpy) < My,
(m[s}aM[S]) Nmy, Ml =0, i=1,...,n, mys) < Mg,

gdje su mll, MU mlT < MU 4 mbl MBL mbl < M ograde od ML:](A, D) i
[r:q](A, ®), respektivno, i

M) :maX{Mi: M; §m[r],i: 1,...,n}, M, :min{mi: m; EM[T],i: 1,...,n}
M) :maX{Mi: M, <mb i= 1,...,n}, Mg :min{mi: m; > MU i = 1,...,n}.

Neka su m € [m_[r],m[”]], M € [M[TJ,M[T]], m < M, im € [m[s],m[s]], M €
(M Mg], m < M proizvoljni brojevi.

(i) Akor <1<s, onda vrijedi

< S D (A) — 8o (m, M)A (i, M) < ME(A, @ '
gdje su 8,1 (m, M) >0, A (m, M) >0, 8,1(m, M) < 0 i Ay(m, M) > 0 definirani
sa (2.54).
(ii) Nadalje, ako r < —1 < s, onda vrijedi
o~ _ —1
A @) < (zy_l B, (A1) = 6,y (m, M)A, (m, M)) < MA@
= ~ - —1
< (S @ (A7) = doma(m, ADALGR, M) ) < ME(A, @)
(2.57)

gdje su 0,y (m, M) < 0, A.(m, M) >0, 65 _(m, M) >0 i A,(in, M) > 0 definirani
sa (2.54).

(iii) Nadalje, ako r < —1, s > 1, onda vrijedi

(2.58)

sa (2.54).

Dokaz. Dokazujemo samo (2.56). Ako r < 1, stavljajuéi s = 1 u korolar 2.2.13. (i)
dobivamo lijevu stranu od (2.56). Takoder, ako s > 1, stavljajuéi r = 1 u korolar
2.2.13. (ii) dobivamo desnu stranu od (2.56). m

Primjedba 2.2.15. Neka vrijede pretpostavke korolara 2.2.14. Dobivamo poboljsa-
nje nejednakosti izmedu potencijalnih sredina na sljedecéi nacin.
Akor <1 <s, onda

WA, ®) < i .
< MUNA, ®) + 6,1(m, M)A, (m, M) — 6,1 (m, M)A, (m, M) < ME(A, ®).
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Akor < —1<s, onda

Akor < —1,s>1, onda

D(A®) < MI(A @)+ M)A, @) -6,
- (Zz:lq)l( z_)_ T,—l(maMAVT<7>M)> SMLf](A,q))

Zatim smo u radu [47] dobili iduée proSirenje Jensenove nejednakosti dane u
teoremu 2.2.5., te poboljSanje teorema 2.2.3.

Teorem 2.2.16. Neka je (Ay,..., A,) n—torka hermitskih operatora A; € B(H)
sa ogradama m; i M;, m; < M;, i = 1,...,n. Neka je (®1,...,P,) n—torka pozi-
tivnih linearnih preslikavanja ®; : B(H) — B(K), takva da Y%, ®;,(1y) = alk,
Y1 Pilg) = Blg, gdje 1 <ny <n, a,>01ia+ =1 Neka je

mp = min{my,...,my,, }, Mg =max{My,..., M, } i

mr, ako {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n} =10,

mo= max {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n}, inace,
v - Mg, ako {m;: m; > Mgp,i=ny+1,...,n} =0,
min {m;: m; > Mg,i=ny+1,...,n}, inace.
Ako
(mp, M) N [my, M) =0 z2a i=ny1+1,...,n, m < M,

1 vrijedi jedna od jednakosti

onda

N
elr
gt
P@*
_l’_
=
g
N
IN
ingh
P@*

1
- ;@U(A

< 5 Z —aafA<% S @A), (259)

1=n1+1 i=n1+1

vrijedi za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: 1 — R wuz uvjet da interval I
sadrzi sve m;, M;, i =1,...,n, gdje

55 = 8,(m, N) = f(m) + F(MI )—2f<m+M

- o1 m+ M
A= AA,@,nl,a(ma M) = §1K - oz(]\Z——mZCI)i (‘Az - Iy

i m € [m,myg], M € [Mg, M], m < M, su proizvoljni brojevi.
Ako je f: I — R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.59).
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Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slucaj. Oznac¢imo

n

1«
i=1 i=n1+1 i=1

Lagano se provjeri da A= B ili B = C'ili A= C implicira A =B = C.
Kako je f konveksna na [m, M] i Sp(A;) C [m;, M;] C [m, M) zai=1,...,n4, iz
leme 2.2.4. slijedi da

Mlyg — A; A; —ml _ ~ ,
<A m+—Wf(M)—5fAi, i=1,...,m
M —-m
vrijedi, gdje &y = f(m) + F(MD) = 2f (257) i A; = 31u — i A — 2550
Primijenimo pozitivno linearno preslikavanje ®; i sumirajmo, te dobijemo

S D (f(A) < MMK_Z"=1¢"(A")J‘(M)+MN\Z)

M—m M—m

jer je Y @;(1y) = alk. Slijedi

LS (g < M Ay AT ) g, 7 (2.61)

gdje Z: %1}( — mzyil (I),L <‘Az — mJEMlHD

1=mny+1,...,n, imamo

Mly—A; A —mly ., - .
Slijedi
~ MlK—B _ B le ~
g —0fA> —— —0rA. 2.62

Kombinirajuéi (2.61) i (2.62), te uzimajuc¢i u obzir A = B, dobivamo

S BN Y B4 - 54 (2.63)

i=ni1+1
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Sada
1 &
- ; o,(f(A
= i P;(f(A)) + b i ®;(f(A)) (bya+pB=1)
«
=1 =1
< D T(fA)) + DY Bi(f(A) - BoA (po (2.63))
=1 i=ni1+1
< % ST ORi(f(A) —adi A+ D i(f(A) — BSA (po (2.63))
i=n1+1 i=ni1+1
_ % ST B(f(A) -0 A (poa+tf=1),
i=ni1+1
sto daje sljede¢u dvostruku nejednakost
1 1 n ~
- ; i(f(A) < Z Di(f(A0) = B8 A < 5 i:;ﬂ i(f(Ai)) = d7A.

Dodajuéi B(Ssz{ gornjim nejednakostima imamo
1 ~
— D,( )+ B9 A< D,( — D, ( —adrA. 2.64
DRTINIEE WUTZUEED Ao

Primijetimo, ¢ > 0 i A>0. (Kako

B M+ M—
Sp(A,) C [m, M] = |A - ;mh{_ 2m1H, zai=1,... 1m,
tada . ~ ~
" +m M—m
®; [ [A; — 1 1.
— < 9 H)_ B alg
Sto daje
1 1 = M +m ~
0< -1l — — O, | |A; — 1 = A.
2K (M—m); < 2 H) )

Posljedic¢no, vrijede sljede¢e nejednakosti

ni

é Z ,(f(A)) < é ST @i(f(A) + 8O A,

=1
1 o ol oy
5 3 O f(A) — A < Y @(f(A)),
i=n1+1 i=n1+1

Sto zajedno sa (2.64) dokazuje trazeni niz nejednakosti (2.59). =
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L@ A0, ()=~ @6 (A))- 0, (A,))+ 5, A
<@, (A))+ @, (A))+ @, (A))+ @, (F(AL)

< %(d)s(f A+, (A,))-ad,A <, (A))+0,E(A,))

gdieje

5, =f(M)+f(M)—2f (M +)/2),

1 1 M+m M+m
o—m D (A, _T1H |)+(D2(|A2_T1H |)J

§m=m m, M, M,=M ~
. — & — gy iy g £ @ — °— A:§1K_
|3=m m M m4=M M4

Slika 2..3: Primjer konveksne funkcije i ograde za Cetiri operatora

Primjer 2.2.17. Promotrimo matricni slucaj teorema 2.2.16. za f(t) = t* koja je
konveksna funkcija, ali nije operatorski konveksna, n = 4, ny = 2 ¢ ograde kao na
slica.

Pokazimo primger tako da vrijedi

1 (@1 (A}) + B2(AD) < L (D1(AD) + @o(AD)) + B3, A

< Oy (A]) + ©o(A3) + P3(A3) + Pa(A]) (2.65)
< L (D5(AS) + Ba(AY) — adpA < L (D5(AD) + Bu(AD))

gdje 6 = M* +m* — (M +m)*/8 i
f

~ 1 1 M+m M +m

Definiramo preslikavanja ®;: Ms(C) — M(C) na sljedeéi nacin: @;((a;x)1<jr<s) =
i(ajk)lgj,kg% Z = 1, Ce ,4. Tada Z?:l (I)l<[3) = IQ Z o = ﬁ = %

Neka su
2 9/8 1 2 9/8 0
A1=219/8 2 0], Ay =319/8 1 0],
1 0 3 0 0 2
4 1/2 1 5/3 1/2 0
A3=-311/2 4 0], Ay=12(1/2 3/2 0
1 0o 2 0 0 3

Tada my = 1.28607, M; = 7.70771, my = 0.53777, My = 5.46221, ms = —14.15050,
M3 = —471071, my = 1291724, M4 = 36, te su mp = mMma, MR = Ml, m = M3 1
M = my (zaokruzeno na cetiri decimalna mjesta). Takoder,

| 1 4 9/4
D@10+ 0u() = § (@add) + 2u(40) = (o1, 1),

1, oy (939.00391 66346875
Ap = 5 (@A) + $a(Ay)) = (663.46875 526.12891)’

68093.14258 48477.98437
48477.98437 51335.39258 )’

135197.28125 96292.5
96292.5 102144.65625 )

Cr = @1(14411) + @2(%13) + @3(14%) + @4(143) =

B, = % (@3(A4) + D4(4Y) =
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Tada vrigeds
Ay <Oy < By (2.66)

Sto je konzistentno sa (2.34)). B
Izaberemo tri para brojeva (m, M), m € [—4.71071,0.53777], M € [7.70771,12.91724]
na sljedeci nacin:

1) m=my=053777, M = Mg ="7.70771, tada

0.15678 0.09030
0.09030 0.15943

i) m=m=—4.71071, M = M = 12.91724, tada

0.36022 0.03573\  (5000.89860 496.04498
0.03573 0.36155)  \ 496.04498 5019.50711 )’

Ry = 56,4 = 0.5 2951.69249 - ( (231.38908 133.26139) |

133.26139 235.29515

Ay = 365 A = 0.5-27766.07963- (

iti) m=—1, M =10, tada

0.08975 0.27557 411.999  1265.
Sada dobijemo poboljsange od (2.66) (vidjeti (2.65)):

. < (1220.39299 796.73014

i) Ap<Ait A= (796.73014 761.42406)

. (134965.89217 96159.23861
f

Rs = 30,4 = 0.5 9180.875 - <O.28203 0.08975> _ (1294.66 411.999>'

96159.23861 101909.36110) =By — A1 < By,

Z’L) Af<Af—|—&2=<

_ ¢~ (130196.38265 95796.45502
! 95796.45502 97125.14914

< (228366362 1075.46746

i) Ap< At fa= (1075.46746 1791.12874)

o _ (133902.62153  95880.50129
7=\ 95880.50120  100879.65641

5989.90251 1159.51373
1159.51373 5545.63601

):Bf—£2<Bf,

):Bf—£3<Bf.

Koriste¢i teorem 2.2.16. dobivamo sljedeéi rezultat.

Korolar 2.2.18. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.2.16. Tada vrijedi

n

éi P;(f(Ai)) < éi: ®;(f(Ai) +ndsA < % Z D;(f(A)) (2.67)

i=ni+1

n

éi@i(f(z‘h)) < 1 Z D, (f(A:)) — Vgéfg < % Z d;(f(A)) (2.68)

/8 i=nj+1 t=n1+1

za svaki 1,72 u zatvorenom intervalu koji spaja o i 3, gdje su Oy i A definirani sa

(2.60).
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Dokaz. Dodamo ad;A u (2.59) i primijetimo 6,4 > 0, te dobijemo

n

DY B S 5D RFAD Fad A< L D (A
i=1 i=1 i=n1+1

Uzimajuéi u obzir prethodnu nejednakost i lijevu stranu nejednakosti (2.59), dobi-
vamo (2.67). _
Sli¢no, oduzmemo $d67A u (2.59), te dobijemo (2.68). m

Primjedba 2.2.19. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.2.16.
1) Primijetimo da sljedece nejednakosti

f(% 3 @(A») s% 3 @(f(A»)—@%g% S @i(f(4)
i=n1+1 i=n1+1 i=n1+1

vrijede za svaku meprekidnu konveksnu funkciju f: 1 — R uz uvjet da interval I
sadrzi sve m;, M;, i =1,...,n, gdje je §; definiran sa (2.60),

- ~ - 1 m+M
AﬂEAB’A,¢7n1(m7M) :élK Z CI)A
i=ni1+1

i m € [m,myg], M € [Mg, M], m < M, su proizvoljni brojevi.
Doista, po pretpostavkama teorema 2.2.16. imamo

1 ¢ 1
i=1 i

=1

Sto implicira
n

mplg < 1 Z ®;(A;) < Mgly.
1=n1+1

Takoder (my, Mg)N[mi, Mi] = 0 2ai = ni+1,...,nivrigedi 330, ) 5Pi(lg) = 1k
MoZemo primijeniti teorem 2.2.5. na opemtore Anyt1y -+ -, An 1 preslikavanja %CI)Z-.
Sada dobivamo traZenu nejednakost.

2)  Sa m¢ i Mc oznac¢imo ograde od C' = Y " ®;(A;). Ako (me, Mc) N
[mi, M;] =0, i = 1,...,n1, tada niz nejednakosti (2.59) moZemo progiriti sa lijeve
strane ako koristimo lijevu stranu poboljsSane Jensenove operatorske nejednakosti

(2.38)
/ (Z (I)i(Ai)> =/ (éi@(&)) ZCD )) — 07 A,
Z O, (f(A;) + Bo;A < Z O, (

IA
Q|r
ﬂ' :@
HM“&

&

D ¢i<f<Ai))—a5fAs% S @i(f(A),
1=n1+1 i=n1+1
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gdje su 6; i A definirani sa (2.60),

I o
Aa = Aoa,A,'iI),n1 (m7 M) = D)

i=ni1+1

Primjedba 2.2.20. Dobivamo nejednakosti ekvivalentne onima u teoremu 2.2.16.
za slucaj kada ", ®;(1y) = v 1k, za neki pozitivan skalar . Ako vrijedi o+ =
1 jedna od jednakosti

1 ni 1 n 1 n
aizl(bi(Ai) =3 Z D;(4;) = 5 ;@(A

i=ni1+1

tada vrijeds

LS s 12@ 0+ i< > e

711

n

< ﬁ Z i ——5fA<B Z (I)i(f<Ai))7

i=ni1+1 i=ni+1

IN

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: I — R uz uyjet da interval I sadrZi sve
mi, M, i =1,...,n, gdje sudy i A definirani sa (2.60).

Uvazavajuéi primjedbu 2.2.20., dobivamo o¢iti korolar teorema 2.2.16. sa konvek-
snom kombinacijom operatora A;,;i =1,...,n.

Korolar 2.2.21. Neka je (Ay,..., A,) n-torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; 1 M;, m; < M;, i =1,...,n. Neka je (p1,...,pn) n—torka nenegativnih
brojeva takvih da 0 < Y % pi = Pny < Pn = sy Pi» gdje 1 <ny <n. Neka

mp = min{my,...,m,, }, Mgr=max{My,..., M, } i
— mr, ako {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n} =10,
B max {M;: M; <mp,i=mn;+1,...,n}, inace,
Mg, ako {m;: m; > Mgp,i=ny+1,...,n} =0,
M = . ) .
min {m;: m; > Mg,i=ny+1,...,n}, inace.
Ako vrigedi
(mp, M) N [my, Ml =0 za i=ny1+1,...,n, m < M,

1 jedna od jednakosti

ni

> i - zpz =Ly A

R ES| Pny S0
onda
1 « — Pus
Sonfa) £ =S s+ (1- B2 ) 5ds LS
pn1 i=1 plll i=1 pl'l pl’l i=1 (2 69)
1 - Pn . '
Z pzf(Az) léfA < Z plf(A )
Pn — pn1 i=ni+1 Pn Pn pn1 i=n1+1
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vrijedi za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: I — R uz uvjet da interval I
sadrzi sve m;, M;, i = 1,...,n, gdje je dy definirano sa (2.60),

Ako je f: I — R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.69).

m—+ M
2

A — 1y

- = o1 1 —
AEAAypﬂl(m?M):élH_mzpi(
m i=1

i m € [m,myg], M € [Mg, M], m < M, su proizvoljni brojevi.

Kao specijalan slucaj korolara 2.2.21. dobivamo proSirenje od korolara 2.2.8.

Korolar 2.2.22. Neka je (Aq, ..., A,) n—torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; i M;, m; < M;, i =1,...,n. Neka je (p1,...,p,) n—torka nenegativnih
brojeva takvih da Y, p; = 1. Neka

(ma, Ma) N [my, M;] =0 z2ai=1,...,n, i m < M,
gdje suma i Ma, ma < Ma, ograde od A =" | piA; i
m=max {M;: M; <ma,i=1,...,n}, M =min{m;: m; > Mu,i=1,...,n}.

Ako je f: I — R neprekidna konveksna funkcija uz uvjet da interval I sadrzi sve
my, M;, onda vrijeds

1 n
sz ) <fzpz + (5fA< fzpz ) _szf(A)
i=1
< Zp@-f(A drA < sz
i=1
gdje je 6y definirano sa (2.60), A = :

[m,ma], M € [Ma, M], m < M, su proizvoljni brojevi.
Ako je f: I — R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.70).

[\Dlr—k

?:1 piAz

_ m+M1
2 H

Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slucaj.
Definiramo (n + 1)-torku operatora (Bi,...,Bnt1), B; € B(H), sa By = A =
S piAii Bi= A4, i=2,...,n+ 1. Tada su mp, = ma, Mp, = My ograde
od By i mp, = m;_1, Mp, = M,;_1 su ograde od B;, i« = 2,...,n + 1. Takoder,
definiramo (n 4+ 1)—torku nenegativnih brojeva (qi,...,qns1) sa ¢ = 11 ¢; = p;_1,
i=2,...,n+1 Imamo S ¢; = 2 i vrijedi

(mp,, Mp,) N [mp,, Mp,] =0, zai=2,....,n+1 1 m<M. (2.71)

Kako je
n+1 n+1

Z ¢iBi = By + Z%’Bz' = ZpiAi + ZpiAi = 2D,
i=1 i=2 i=1 i=1
tada

@By = Zqz i Zqui- (2.72)
=2
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Uzimajuéi u obzir (2.71) i (2.72) mozemo primijeniti korolar 2.2.21. za ny =11
B;, q; kao gore, te dobijemo

n+1 n+1 n+1

af(B1) < qf(Bi) + %@E < %ZQif(Bz’) < ZQif(Bi) - %@E < Z%f(Bz‘);
— : :

m+M
2
Sada proucavamo primjene teorema 2.2.16. na kvaziaritmeticke sredine sa tezi-
nom.
Za podskup {A,,,..., A} od {A4,..., A}, oznatavamo kvaziaritmeticku sredinu

sa tezinom sa

gdje B= %1}1 — —Mi—m ‘Bl — 1H’ , §to daje trazene nejednakosti (2.70). m

MSD(’% Aa ‘I)7 ny, n?) = 90_1 (% Z q)l (SO(AZ))> ) (273)

=n1

gdjesu (A,,, ..., A,,) hermitski operatori u B(H) sa spektrom u I, (®,,,,...,D,,) su
pozitivna linearna preslikavanja ®;: B(H) — B(K) takva da 2 ®i(1y) = v 1k,
i p: I — R je neprekidna strogo monotona funkcija.

Pod istim uvjetima uvodimo sljedece oznake

g, M) = (m) + Y(M) = 200 o7 (£miie) .
AW,mw(m?M) - %11{ - m Z:&:H q)z' (‘@(Al) - leD s

gdje su ¢,v : I — R neprekidne strogo monotone funkcije i m, M € I, m < M.
Implicitno pretpostavljamo A, »(m, M) = Ay 4,60, (m, M).

Sljedeci teorem je proSirenje teorema 2.2.9. i poboljSanje [45, Teorem 3.1].

Teorem 2.2.23. Neka je (Ay, ..., A,) n—torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; 1 M;, m; < M;, v =1,...,n. Neka su ¢,¢: I — R neprekidne strogo
monotone funkcije na intervalu I koji sadrZi sve m;, M;. Neka je (P1,...,P,) n-
torka pozitivnih linearnih preslikavanja ®;: B(H) — B(K), takva da )%, ®;(1g) =
alg, Y0, 1 ®i(lg) = Blk, gdje 1 <ny <n, o, >0ia+ 3 =1. Neka vrijedi
jedna od jednakosti

Moo, A, ®,1,n1) = My(1,A, ®,1,n) = M,(B,A, ®,ny +1,n) (2.75)
1 neka
(mp, M) N [my, Ml =0 za i=ny1+1,...,n, m < M,
gdje mp = min{my, ..., my,, }, Mg =max{M,..., M, },

—_— my, ako {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n} =10,
- max {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n}, inace,

Mg, ako {m;:m; > Mgp,i=ny+1,...,n} =0,

M = . . L

min {m;: m; > Mg,i=n;+1,...,n}, inace.
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(i) Ako je o o™t konveksna i " operatorski monotona, onda vrijedi
My(a, A, ®,1,ny) <y ( Zcp +@5¢¢Awa> < My(1,A,@,1,n)

1 n
<y (B Z P; (¥(Ai)) — 065@,1/;A<p,m,a> < My (8, A, @, +1,n)
i=ni+1
_ (2.76)
gdje 0y, > 0 and Ay o > 0.

(") Ako je 1 o o~ konveksna i —~ operatorski monotona, onda vrijede su-
protne nejednakosti u (2.76), gdje 0,4 >0 1 Appya > 0.

(i) Ako je o™ konkavna i —~! operatorski monotona, onda vrijedi (2.76),
gdje 0y, <01 Appya > 0.

(it') Ako je o™t konkavna i~ operatorski monotona, onda vrijede suprotne
nejednakosti u (2.76), gdje 0,y <01 Ay p o > 0.

U svim gornjim slucajevima pretpostavljamo da su 0y, = 0y (M M), A nia =
Apnia(m, M) definirani sa (2.74) i m € [m,mz], M € [Mg,M], m < ]\_4
proizvolyni brojeuvi.

Dokaz. Dokazujemo samo slucaj (i). Pretpostavimo da je ¢ strogo rastuca funkcija.
Tada
(mp, Mg) N [my, Mi] =0  za i=mn1+1,...,n

implicira
(@(mL)’ SO(MR)) N [Sp(mi)7 @(Mz)] =0 zai= m+1,...,n (277)

Takoder, koriste¢i (2.75) imamo

éz D, (p(4;)) = Z D; (p(Ay)) = % > Pilp(A).

1=n1+1

Uzimajuéi u obzir (2.77) i gornju dvostruku nejednakost, po teoremu 2.2.16. dobi-
vamo

échi(f(@ )< — Zcp +55fAMa<Z<I> p(A)))

i=1
n

Z ) - aafAWs% S 0u(f (p(A),

1=n1+1 i=ny1+1
(2.78)
za, svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: J — R na intervalu J koji sadrzi sve
[o(ma), o(M;)] = o(lms, Mi]),i = 1,...,n, gdje je oy = f(p(m)) + flp(M)) —
i (el
Takoder, ako je ¢ strogo padajuca, tada vidimo da (2.78) vrijedi za konveksnu
f:J — Rna J koji sadrzi sve [@(M;), o(m;)] = o([m;, M;]).
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Ako stavimo f = o p~! u (2.78), dobivamo

1 ni 1 ni _ n
a Z i (Y(4)) = — D D (D(A)) + BOppApnia < Y B (V(A)
i=1 =1
Z V(A;)) O“SwwAtpmoc > ﬁ Z Ai))
i=ni1+1 i=ni+1

Ako primijenimo operatorski monotonu funkeciju 1! na gornju dvostruku nejedna-
kost, dobivamo traZene nejednakosti (2.76). =

Sada dajemo neke zanimljive rezultate koje mozemo dobiti iz teorema 2.2.23., a
koji su prosirenja korolara 2.2.10. i 2.2.12.i i poboljsanje od [45, Korolar 3.3|.

Korolar 2.2.24. Neka su (Ay, ..., An), (P1,...,D,), my, M;, m, M, mp, Mg, o i
B kao u teoremu 2.2.23. Neka je I interval koji sadrzi sve m;, M; i

(mp, M) N [my, Ml =0 za i=ny1+1,...,n, m < M.
I) ako vrijedi jedna od jednakosti
Mo, A, ®,1,n1) = My(1L,A, ®,1,n) = M,(8,A,®,ny +1,n)

onda vrijeds

1 ni 1 ni _ n
> Z Q;(A4;) < > Z Qi(Ai) + Bop-1Apn 0 < Z D, (A;)
7,:l1 " 1=1 i=1 (279)
<< Y Pi(A) —ad, 1Ama_ Z@cp (A;)
ﬂ i=n1+1 B i=ni1+1

za svaku neprekidnu strogo monotonu funkciju ¢: I — R takvu da je ot konvek-
sna na I, gdje su 0, = i+ M =2 ot () > 0 A 0= e -

i Y @, <‘(p Mh{‘) im € [m,myg), M € [Mg, M), m < M,
protzvolyni brojeuvi.

Ali, ako je o=t konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.79) za 6,1 <
0.

II) Ako vrijedi jedna od jednakosti

. iq)i(Ai) = iq)i(Ai) - Z i(4i)
o 4 : B

onda vrijeds

ni

1 ~
M%0<a7 Aa ‘I)) 17 nl) S 90_1 (a Z (I)z (()O(Az)) + 65§0An1) S M@(L A7 (1)7 17 TL)

=1

< 9071 (% Z (I)i (‘P(Az)) - aétpgm) < M¢(ﬁ, A’ q)’nl + 1,71)
= (2.80)

za svaku neprekidnu strogo monotonu funkciju @: I — R takvu da je zadovoljen
jedan od sljedecih uvjeta
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(i) ¢ je konveksna i ¢~ operatorski monotona

-1

(i’) ¢ je konkavna i —p~" operatorski monotona

gdje su b, = p(m)+o(M)—2p <m+M> A, = %1K—m Xy D, (‘Az — mngH’)
im € [m,myg], M € [Mg, M], m < M, prozzvoljm brojeui.
Ali, ako vrijedi jedan od sljedecih uvjeta

(ii) ¢ je konkavna i ="' operatorski monotona,

(ii’) ¢ je konveksna i —p~t operatorski monotona,
onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.80).

Dokaz. Nejednakosti (2.79) slijede iz teorema 2.2.23. ako zamijenimo 1 sa iden-
tickom funkcijom, dok nejednakosti (2.80) slijede ako zamijenimo ¢ sa identickom
funkcijom i ¥ sa . =

Primjedba 2.2.25. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.2.23.

1) Primijetimo da ako je zadovoljen jedan od sljedeéih uvjeta

(i) ¥ o™t je konveksna i ™' operatorski monotona,

(i) o ot je konkavna i —~t operatorski monotona.

onda vrijede sljedece nejednakosti (vidjeti primjedbu 2.2.19.-1))

n

M@(ﬁa ‘A'J @7n1+17n) S ¢_1 (% Z (I)z<¢(Az)) - 69011,3) S Mw(/87 A‘J Qa n1+17 n)u

i1=n1+1

gdje su b, = p(m)+o(M)—2¢p <m+M> Az = sle—3—= %ZZ o1 Didi — m;MlK
im € [m,myg)], M € [Mg, M], m < M, proizvoljni brojevi.

2)  Oznacimo samy, i M, ograde od My, (1, A, ®,1,n). Ako (my,, M,)N[m;, M;] = 0,
1 =1,...,n1, 1t vrijedi jedan od sljedecih uvjeta

(i) ¥ o™t je konveksna i =" operatorski monotona

(ii) ¥ oo™t je konkavna i —p~' operatorski monotona

onda dvostruku nejednakost (2.76) moZemo prosiriti sa lijeve strane na sljedeci nacin

M(1L,A,®,1,n) = M,(1,A,®,1,n;) <~ ( Zcp —&WA)

< My(a, A, ®,1,ny) < ¢ ( Z(I) +55¢¢Awm> < My(1,A,®,1,n)

n

< wil (l Z ; (Y(A)) — aégo,wg@,m,a> < Mw(ﬁvAv ®,n1+1,n),

/6 i=ni1+1
gdje su Oy 0 A}ml,a definirani sa (2.74),

-1 1
A, = -1g — —
o X M —mla




2. Varijante Jensenove nejednakosti 88

Kao specijalan slu¢aj kvaziaritmeticke sredine (2.73) prou¢avamo tezinske poten-

cijalne sredine. Za podskup {A,,, ..., A, } od {Ay,..., A,} ozna¢avamo ovu sredinu
S
( 1 Do 1/r
(15 mwn) FeR\).
M[T]<77A7@7p17p2> = i:pll P2
exp | — Z ®; (log (4i)) | r =0,
i i=p1

gdjesu (A,,, ..., Ap,) strogo pozitivni operatori, (®,,, ..., P,,) su pozitivna linearna

preslikavanja ®;: B(H) — B(K) takva da > 2 ®;(1y) =7 1k.
Pod jednakim uvjetima uvodimo oznake za specijalan slu¢aj od (2.74) na sljedec¢i
nacin

s s mr M\ S/T
5rs(m7M) = m®+ M _2( —5 ) ) T#O’
’ m® + M* —2(mM)**,  r=0,
Am ) = 31k — i | iy @a(Af) — M L r#0,
e S — [log (X) | [, @illog 4;) — log VMm1x|, 7=0,
(2.81)

gdje mM € R, 0 <m < Mirs e R, r < s Implicitno pretpostavljamo
A (m, M) = A, a(m, M), gdje A=>"" ®;(A) zar #01 A=>"  ®;(log A;) za
r=0.

Sljedeci korolar dobijamo ako primijenimo teorem 2.2.23. na gornju sredinu. To
je prosirenje od 2.2.14. i poboljsanje od [45, Korolar 3.4].

Korolar 2.2.26. Neka je (Ay, ..., A,) n-torka hermitskih operatora A; € B(H) sa
ogradama m; i M;, m; < M;, i = 1,...,n. Neka je (®1,...,D,) n-torka pozi-
tivnih linearnih preslikavanja ®;: B(H) — B(K), takva da Y %, ®;(1y) = alg,
Y1 @ily) = Bk, gdje 1 <ny <n, a,f>0ia+ B =1. Neka

(mp, Mg) N [my, Ml =0 za i=ny1+1,...,n, m < M,
gdje mp, = min{my,...,my,, }, Mg =max{My,..., M, } i

mr, ako {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n} =10,
max {M;: M; <mp,i=n;+1,...,n}, inace,
Mp, ako {m;: m; > Mp,i=ny+1,...,n} =0,
M = . ) .
min {m;: m; > Mg, i=ny+1,...,n}, inace.

m =

(i) Ako jer <s, s > 1ilir < s < —1 i vrijedi jedna od jednakosti
MU (@, A, ®,1,n1) = MI(1L,A, @,1,n) = MT(B,A, &, ny +1,n)

onda vrijeds

n 1/s
1 «— ~
M[s}(aa A-7 ¢7 ]-7 nl) S <_ E q)z (Af) + Bér,sAs,nl,a> S M[S](17 A-7 ¢7 17”)
«
i=1

n

1/s
1 ~
S <_ Z (I)z (Af) - Oéér,sAs,nl,a> S MM(ﬂa Aa (I)a ni + 17 TL)

6 i=ni1+1
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gdje 65 > 00 Ay > 0.
U ovom slucaju pretpostavljamo da su Or.s = Ops(mm, M), A/sm’a = Ks,m,a(m, M)
definirani s (2.81) i m € [m,mg], M € [Mg, M], m < M, su proizvoljni brojevi.
(ii) Ako jer <s,r < —1ili 1 <r <s i vrijedi jedna od jednakosti

ME(a, A, ®,1,n,) = ME(1,A, ®,1,n) = MEN(B,A, ®,ny +1,n)

onda vrijeds

ny 1/r
1 ~
M@, A, ®,1,n,) > <—§ D, (A]) +558,TAT,W> > M1, A, ®,1,n)
«

i=1

n 1/r

1 ~

Z <_ Z (I)Z (A:) - aéS,T'AT,nl,Oé> Z Mm (57 A7 (I)a n1 + 17 n)
/6 i=ni1+1

gdje 85 <0 i Agpya > 0.

U ovom slucaju pretpostavijamo da su b, = b, (m, M), Avmia = Ay, o(m, M)
definirani sa (2.81) i m € [m,myg], M € [Mg, M], m < M, su proizvoljni brojevi.

Dokaz. U slucaju (i) stavimo 9(t) = t* i ¢(t) = t" ako r # 0 ili ¢(t) = Int ako
r # 0 u teorem 2.2.23.. U slucaju (ii) stavimo ¢(t) = t" i p(t) = t* ako s # 0 ili
o(t) =Int ako s #0. m



Poglavlje 3.

Hermite-Hadamardova nejednakost

3.1. Uvod

Jedna od najslavnijih nejednakosti kod klase konveksnih funkcija je Hermite-Hadamardova
nejednakost. Ova dvostruka nejednakost, koju je prvi otkrio Hermite 1881. godine,

glasi (vidjeti npr. [69, str. 137]):

Neka je f konveksna funkcija na intervalu [a,b] C R, gdje je a < b. Tada

f(a+b)§ 1 /a*’f(x)dfvgw, (3.1)

2 b—a

Taj rezultat se poslije neto¢no pripisivao Hadamardu koji nije bio upoznat s Hermi-
teovim rezultatom, te se danas, kada se govori o (3.1), koriste oba imena.
Primijetimo da je prva nejednakost u (3.1) jac¢a od druge:

ako je f konveksna na [a,b], tada

ﬁ/:f(“’)dx_fc;b) < fla) + f(b) _bia/abf(g;)dx. (3.2)

2

Geometrijski dokaz od (3.2) je dan u |22], a analiti¢ki u [8] (vidjeti takoder |69, str.
140]). U nastavku ¢emo nejednakost (3.2) zvati Hammer-Bullenova nejednakost.

1906. godine Fejér je prilikom proucavanja trigonometrijskih polinoma dobio
nejednakosti koje generaliziraju nejednakosti Hermite-Hadamardovog tipa. Dokazao
je da ako je w: [a,b] — R nenegativna integrabilna funkcija takva da je krivulja
y = w () simetri¢na s obzirom na pravac x = “2, tada za svaku konveksnu funkeciju
f: la,b] — R vrijede sljedece nejednakosti (vidjeti [69, str. 138]):

f(“;”’) / (o) < / (@) fla)de < L0 / “w(@dr (33)

Ocito, za w = 1 nejednakosti u (3.3) postaju Hermite-Hadamardove nejedna-
kosti. Jos$ jedna generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti je dana u [83] i
[39] (ili vidjeti [69, str. 143]).

Teorem 3.1.1. Neka su p,q dani pozitivni brojevi i [a,b] C I, a < b. Tada vrijede

nejednakosti
s (pa+ qb) _ L/T“’ Flo)de < pf (a) +af (b) (3.4)

p+q ) " 2y Jry - p+q
90
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zaT = p;j:gb, y > 0 i svaku neprekidnu konveksnu funkciju f: I — R ako je

b—a .
y§p+qmm{p,q}-

Lagano se pokaze da za p = ¢ = 1iy = b_T“ nejednakosti u (3.4) postaju
Hermite-Hadamardove nejednakosti. Koristeé¢i istu tehniku kao u dokazu od (3.2)

(vidjeti [60]) moze se dokazati da je prva nejednakost u (3.4) jac¢a od druge, to jest,

pa+qb) < Prla) +af () _L/T”
p+q p+q 2y

1 T+y

f(z)dx — f ( f(x)dz.  (3.5)

2y T—y T—y

U radu |7] Brenner i Alzer su dokazali sljede¢u generalizaciju Hermite-Hadamardove

nejednakosti, §to je u stvari Fejérova varijanta od (3.4).

Teorem 3.1.2. Neka su p,q dani pozitivni brojevi i w: [a,b] — R{ integrabilna i
simetricna s obzirom na pravac x = ”Z%Zb =T u smislu da je w (T +1t) =w (T —1t)
za svaki t € [O, ﬁ min {p, q}] Ako je f: [a,b] — R konveksna funkcija, tada za
svaki y € R takav da

b—a
0<y< ——min{p,q 3.6
y< o min{p.al (3.6)

vrijede sljedece nejednakosti

f (pa i qb) /ﬂy w(z)dz (3.7)

p + q T—y
T+y a T+y
< /T_ w(z) f(x)de < pf(;j:Zf ®) /T_ w(z)dz.

Teorem 3.1.1. je generaliziran na pozitivne normalizirane linearne funkcionale u
radu [61].

Teorem 3.1.3. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na nepraznom skupu E i neka je A
pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je f: I — R neprekidna konveksna
funkeija i [a,b] C I, gdje je a < b, tada za svaki g € L takav da f(g) € L vrijede

nejednakosti
pa+gb pf (a) +qf (b)

f ( ) <A(f(9) < 3.8
L) <A < BRO (33

gdje su p 1 q nenegativnt realni brojevi takvi da

pa + qb

Ag) = . 3.9
(g) = (3.9

Primjedba 3.1.4. Lagano se mozZe pokazati da se teorem 3.1.2. (i stoga teorem
3.1.1.) moZe dobiti kao specijalan slucaj teorema 3.1.3. Naime, za dane pozitivne
brojeve p i q, T i w kao u teoremu 3.1.2. i y koji zadovoljava (3.6) takav da W =

T (x) dx # 0, definiramo E = [a,b], L =R (E), g =idg i

T—y

1 T+y

A== [ e

T—y
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Ovdje R (E) oznacava potprostor svih (ogranicenih) R-integrabilnih funkcija na E =
[a,b]. Primijetimo da je A pozitivan normaliziran linearan funkcional i

1 T+y
A(g):A(idE):—/ w(x)xda::T:pa+qb

w Jr_, p+q

Iz teorema 3.1.3. odmah dobivamo (3.7).

3.2. PoboljSanja Hermite-Hadamardove nejednakosti

Sada dajemo poboljsanja raznih oblika Hermite-Hadamardove nejednakosti (rezul-
tati iz rada [34]). U nastavku sa I oznac¢avamo interval u R, a sa [a,b] interval u R
takav da —oo < a < b < oc.

Primijetimo da je R ([a,b]) iz primjedbe 3.1.4. resetka, jer f € R ([a,b]) implicira
|1 € R([a, b]).

Glavni rezultat ¢e nam biti sljedec¢e poboljSanje teorema 3.1.3.

Teorem 3.2.1. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i
neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je f: I — R neprekidna
konveksna funkcija i [a,b] C I, tada za svaki g € L takav da g (E) C [a,b] i f(g) € L
imamo A(g) € [a,b] i

pa+gb pf (a) +qf (b) .
f( )sAfgé — A(9) &y, 3.10
L) < A(f ) < PHO o (3.10)
gdje su p 1 q nenegativni realni brojevi takvi da
pa + qb
Alg) = 3.11
(0) = 2 (311)

1 g, 0f su definirani sa

_ atb

2 b—a

oy =r@ o -2 (%57).

Dokaz. Prvo primijetimo da ¢ (E) C [a, b] implicira
a=A(al) <A(g) <A(b1) =0,

stoga postoji jedinstveni nenegativan realan broj A € [0, 1] takav da A (g) = Aa +

(1 — X)b. Ako su p, ¢ nenegativni realni brojevi takvi da zadovoljavaju (3.11), tada
P _\ L _q_ )

pPt+q p+q

Koriste¢i Jessenovu nejednakost (1.4) imamo

pa+gb\
PP = r @) < A0 @),
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Sto je prva nejednakost u (3.10).
Po lemi 1.1.16. za n = 2 imamo

f(g(x))

(s =)

<L+ B0

. [b—g(x) g(x)—a a+b
— -2 .
n{ o) S = ) g g o) —2f (4
Primijenimo A na prethodnu nejednakost i dobijemo

Ag) —a

b—Al(g)

A(rte)) < A g0y o A= g
4@ | Fa@+fo -2 (T30

gdje je g definiran na E sa

é(m):m{b—g(x) g(m)—a}: o) -2

b—a = b—a

te po (L3) pripada L. Po (3.11) dobivamo

A (o) < LOED )5,

Sto je druga nejednakost u (3.10). =

Primjedba 3.2.2. Teorem 3.2.1. je poboljsanje teorema 3.1.3., jer pod postavljenim
uyjetima vrijeds

A(g)af:A(él—‘g;#) (r@+rm-2r(37)) 20

1, |g— oty 1
0§A<§1—W =3

Stovise

Sljedeci teorem je takoder poboljsanje teorema 3.1.3. .

Teorem 3.2.3. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i
neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je f: I — R neprekidna
konveksna funkcija i [a,b] C I, tada za svaki g € L takav da g (E) C [a,b] i f(g9) € L
1 za svaki y takav da

b—a
0 <y < ——min{p,q 3.12
y< i {p.q) (3.12)
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1mMamo
pa + gb
f( )SAfg 3.13
L) <Al ) (313)
pf(a)+qf (b |pf(a)+qf (b pa + qb
WOy, @O |
pt+q p+q p+q
gdje su p i q nenegativni realni brojevi takvi da
pa + gb
A(g) = 3.14
(0) = 2 (3.14)
1 g je definiran sa
1 _
j= Ly =A@l
2 2y

Dokaz. 1z g (E) C [a,b] slijedi A(g) € [a,b] i po (3.12) imamo
a<A(g)—y<Ag)+y<b.
Ako primijenimo teorem 3.2.1. na a; = A(g) —y, by = A(g) + y imamo

Al —y+A@+y _a+bh
2 2

Alg) =
Sto implicira da mozemo staviti p = ¢ = 1 1 po (3.10) dobivamo

f(A(9) <A(f(9))

f(A(g) —y)+ f(A(g) +y)
A(f(g) < 5

—A@)[f(Alg) —y) + f(A(g) +y) —2f (A(9))]
_(1—24g)) AWy + (Al +y)

2
Kako je f konveksna na [a, b] znamo
Flatg) —y) < AW ) AW ZVZ 0
Flalg) +y) < T ADED 5o A FUZ )
stoga
f(A(g)—y);rf(A(g)er) < b;féwf(aHAég_);af(b)-

Ako su p i ¢ nenegativni brojevi takvi da vrijedi(3.14) (primijetimo da su razli¢iti
od onih s kojima smo poceli), dobivamo

f(AQg) —y) + (A9 +y) _ pfla) +af ()
2 - p+q
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Koristedi i ¢injenicu 1 — 24 (g) > 0 (vidjeti primjedbu 3.2.2.) dobivamo
A o) < @ -240) D o) 1 (age)
::pf(a)%-qf(b)__ZA(§>{pf(a)+-qf(® _lf<%m-+qb>}.
p+q p+q p+q

|
Iz (3.13) lagano dobivamo varijantu Hamer-Bullenove nejednakosti za pozitivne
normalizirane linearne funkcionale.

Korolar 3.2.4. Uz uvjete teorema 3.2.3. vrijedi sljedeca nejednakost:

-2 |[PHELE 1))

ZzA@ﬂAuw»—fC§i?)}

Koriste¢i prethodne rezultate dobivamo dva poboljsanja teorema 3.1.2.; kao i
pripadne varijante Hammer-Bullenove nejednakosti.

Korolar 3.2.5. Neka su p,q dani pozitioni brojevi i w: [a,b] — RS integrabilna i

simetricna s obzirom na pravac T = p;%gb =T u smislu da je w (T +t) =w (T —t)

za svaki t € [O, ﬁmin {p,q}} Ako je f: [a,b] — R konveksna funkcija, tada za
svaki y € R takav da

b—a
0<y< ——min{p,q 3.15
L in {p.q} (3.15)

w = /Terw(x)dx #0

T—y
vrijede sljedece nejednakosti

f<m+@>Sé/ﬂawwﬂmm§p””+ﬂw”ﬁM@7 (3.16)

p+q w Jr_, p+yq
gdje
1 1 T+y l,_a_—&-b
N Ry L WYY ke i P
2w/, b—a

wzfmyaHM—w(“;ﬁ.

Dokaz. Ovo je specijalan sluc¢aj teorema 3.2.1. Prvo primijetimo da za dane pozi-

tivne brojeve p,q il = Z’;”Tzlb pretpostavke na y implicirajua <T —y <T +y < b,
stoga je f definiran na [T —y, T +y|. Ako uzmemo E, L, A i g kao u primjedbi

3.1.4. svi uvjeti teorema 3.2.1. su zadovoljeni i (3.10) postaje
pa + qb
(50)
p+q

ggzuﬂu@ﬂ@mgpﬂﬁjj”“—A@wﬂ
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gdje
1 Tt }
A= [ e (3.17)
w T—y
11 [T |z — «42|
- P2 g = A,
7w ) e e

Uvjet neprekidnosti funkcije f na [a,b], koji postoji uz proizvoljan A u teoremu
3.2.1. mozemo izostaviti iz istih razloga kao u Jessenovoj nejednakosti. m

Primjedba 3.2.6. Naglasimo da pod uvjetima korolara 5.2.5. imamo A,dp > 0,
stoga je (3.16) poboljsange od (3.7).

Ako Zelimo pojednostaviti A,, iz prethodnog teorema, moramo promatrati ¢etiri
slucaja:

1. T € (a,2%2] i y koji zadovoljava (3.15) ili T € (342, 2t] j0 <y <2 —T

Za takav T iy imamo z — %22 < 0 za svaki z € [T —y, T + ], i stoga

1 1 [Tty — oib
Ay =—-+— w(a:)x 2 dx
2w Jr, b—a
_1+ T a+b T-—a
2 b—a 20b—-a) b—a’

Koristili smo ¢injenicu da simetrija od w povlaci

1 T+y
— w(x)zde =T.

w Jr_y

2. T e (3atb afb]jy > «tb T ali i dalje zadovoljava (3.15)

T4 2
Za takav T i y, funkcija definirana sa v = = — “TM mijenja predznak na

[T —y, T + yl, stoga ostavljamo A,, u obliku (3.17).

3. T e (42, “2] iy>T— L aliidalje zadovoljava (3.15)
Za takav T i y, funkcija v definirana sa v = = — “T“’ mijenja predznak na

[T —y, T + yl, stoga ponovo ostavljamo A,, u obliku (3.17) .

4. T e (4, a0 i 0 <y <T — 2 ili T € [¢2 b) i y koji zadovoljava (3.15)

Za takav T iy imamo z — “t2 > 0 za svaki z € [T —y,T +y], stoga sli¢no

kao u 1. dobivamo
B b—T

A, = .
b—a

Kao specijalan slu¢aj korolara 3.2.5. dobivamo Hammer-Bullenovu nejednakost
(3.2).

Korolar 3.2.7. Ako je f: [a,b] — R konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost

f<a>;f<b>_bia/abf(@dxzﬁ/:f(x)dgg_f(“;b). (3.18)
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Dokaz. To je specijalan slu¢aj korolara 3.2.5. zaw =1,p=qg =1, y = &2 U

2
ovom slucaju imamo
Ty b
/ w(x)dx:/ dz =b—a,
T—y a

f(“;b)sbia/jﬂx)dx (3.19)

NICEIICNNY
2
Jednostavan ra¢un daje A, = 1/4, stoga

HOESICR

TR0 @0 -2 (5]

Clr(egty Lo

tako da iz (3.16) slijedi

. (3.20)
Iz (3.19) i (3.20) dobivamo

a+b 2 b
2f( : )sb_a/af(w)dw

<y (L) 4 L0210

Sto implicira

[+ ® _bia/a”f(x)dxzﬁ/ﬂ"f@dx_f(“;b).
|

Sli¢no, kao specijalan slucaj korolara 3.2.5. dobivamo (3.5). Ovaj dokaz ¢emo
preskociti.

Korolar 3.2.8. Neka su p,q dani pozitioni brojevi i w: [a,b] — RS integrabilna i
simetricna s obzirom na pravac v = P4 = T y smislu da je w (T +t) = w (T — t)

T
za svaki t € |0, ﬁmin {p,q}|- Ak‘opjeqf: [a,b] — R konveksna funkcija, tada za
svaki y takav da
b—a T+y
0<y< p+qnlin{p,q} i W= /T_y w(x)dx # 0
vrijede sljedece nejednakosti
pa + qb 1 [Ty
f( s ) §%/T_y w(z) f(x)dz (3.21)

_pf@+af®) 5 (pf(a)+qf(b) _f(m)>,

P+q P+q P+q
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/T () e /T iy w (z) xdm] |

Dokaz. Ovo je specijalan slucaj teorema 3.2.3. za E, L, A i g kao u primjedbi
3.1.4. U ovom slucaju (3.13) postaje

() <2 [ s

p+q T—y

gdje

s L
yw

@), [pf<a>+qf<b> _f(pa+qb>]7
Ptq Ptq P+q
gdje
R 1 1 T+y
A(!])=§—2y—m . w(z) v —T|dz
y
1 1 T Ty
zé—%—w[T/T_yw(x)dx—T/T w(x) dx
T T+y
—/ w(a:)a:dx—i—/ w(x)xdx}
T—y T
1 1 T+y T
:5_%—@[/T w(x)xdx—/T w(:c)xdw}:—Aw
—y
[

Primjedba 3.2.9. Varijanta Hammer-Bullenove nejednakosti lagano slijedi iz (3.21):
uz uvjete korolara 3.2.8. sljedeéa nejednakost vrijeds

(1A, lpf () +af (b) l/ﬂyw(x)f(x)dx]

p+q W Jr_y

> a0t [ wwiwar-g ()]

w T—y p+q

Sljedeca nejednakost daje poboljsanje diskretnog analogona Hermite-Hadamardove
nejednakosti (vidjeti [69, str. 145]).

Korolar 3.2.10. Neka su 1 < 29 < --- < x, ekvidistantne tocke v I. Tada za
svaku konveksnu funkciju f: I — R vrijede sljedece nejednakosti:

f (x1-|2-l’n> < %Zf(:ci)
=1

PE(LARSICH _An(f(:vl)—gf(fvn) _f(x;fv))

gdje

k _
l—m, ’I’L—Qkﬁ

k+1 —
An:{ ]_—TH, n—2k+1 7]{/‘6N0,
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Dokaz. Ovo je specijalan slucaj teorema 3.2.1. za E = [a,b] = [, 2,], L =RF g =
idg 1 A definiran sa

A=Y T ).

Kako je
$i+1—$i:h,Vi € {1,771—1}
Imamo
n (n—1)(h+(n—1)h)
, 1 nr, + ———5—>
Alg) = Alidg) =~} &= :
n n

i=1
C2m+(n—-1)h  x1+3p
N 2 2

to jest mozemo odabrati p = ¢ =11 (3.10) postaje

gdje

n

a1 1 Ty + Ty
A = _ — i —
(9) 5 n(xn_xl);x 5
1 [ - . 21+ (n— 1) h
=c-— ) h—
2 n(n—l)hizlxl—i_(l ) 9
1 1 i
=5 T o 2i —n—1].
2 2n(n—1);” n—1
Ovisno o parnosti od n dobivamo
1 1 koo B
A(G) = 2 7 2R doie1 26, n=2k+1
1 1 .
3~ WD) 2iet (20— 1), n=2k
1 k1
i
s(l—55), n=2k
1
==-A,.
2

Primijetimo dazan=1in =2 imamo A, =0. =
Za sljedeci rezultat, vektorski prostor L mora imati jedno dodatno svojstvo.
Neka je A algebra podskupova od E i neka je L klasa funkcija f: E — R sa
svojstvima (L1), (L2), (L3) i

(L4) (Vf € L) (VE, € A) fCp, € L;
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gdje je Cp, karakteristi¢na funkcija od Ej, to jest,

(1, teE
CEl(t)—{ 0, te E\E

Lagano se vidi da za svaki E; € A vrijede sljedec¢e tvrdnje:
(Z) CEl € L.

(i1) Ako je A pozitivan linearan funkcional na L takav da A(Cg,) >0 ig € L,

tada je Ajp, definiran sa

pozitivan normaliziran linearan funkcional.

(i7) Ako je A pozitivan linearan funkcional na L i g € L, tada
A(gCp,) + A(9Cme,) = Alg).-

Teorem 3.2.11. Neka L zadovoljava (L1) - (L4) na nepraznom skupu E, f: I — R
je neprekidna konveksna funkcija, te neka su g,h € L takve da f(g),f(h) € L.
Neka su A i B dva pozitivna normalizirana linearna funkcionala na L takva da

A(h) = B(g). Ako Ey € A zadovoljava A(Cg,) >0, A(Cp\g,) >0 i

(VteE) a<g(t)<b,

gdje
_JA(KCE) A(KCpp)
a—mln{ A(CEl) ) A(CE\El) )
A(hCg,) A (hCE\El)
b —
nmx{ A(Cr) " A(Crg) |
tada

F(A(R) < B(f(9) < A(f(h)) = B (), (3.22)

gdje su g i ¢ definirani kao u teoremu 3.2.1. U granicnom slucaju a = b, (3.22)
postaje
f(A(R) =B(f(g9) < A(f (h)).

Dokaz. Po Jessenovoj nejednakosti (1.4) (i koristeéi (i7)) imamo

/ ( A(Cr,) ) =T A(Ca)

AlCpm) )~ A(Cpn)
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Bez smanjena opcenitosti mozemo pretpostaviti

- {A (hCy) A(hCr,) } A(hCr)

A(Cr) A(Cop) [ ACr)’

b— max  ACE) A(hCpm) | _ A(Crp)
- A(Cr) " A(Crp) | A(Crm)

Akojea<bi
:A(CE1)7 q:A<CE\E1)7
imamo
p+q=A(Cp)=A(1) =1,
B(g) = A(h) = A(hCp,) + A (hC,,, ) = pa+ b,

te primjenom teorema 3.2.1. na B i g po (3.10) dobivamo
f(AR) = f(B(9) < B(f(9) <pf(a)+af(b)—B(g)ds
hCE A (hCp\g,) N
=A(C - (C — ) - B(j)4
(Cr) ( A(Cp,) ) ne:) ( A(Cp\s,) @
< A(f (h) Cr,) + A(f (h) Crvg,) — B (9) oy
= A(f (h)) — B(3)dr.
Ako je a = b, slijedi da je g konstantna funkcija, te grani¢ni slucaj slijedi direktno.
[
Teorem 3.2.11. je poboljsanje od [69, Teorem 5.14|, a istovremeno daje i po-

boljsanje Jessenove nejednakosti (1.4). Takoder dajemo sljedeée poboljsanje od |69,
Teorem 5.14].

Teorem 3.2.12. Pretpostavimo da vrijede pretpostavke teorema 3.2.11. Ako je a <
b, tada za svaki y takav da

0<y<min{B(g) —a,b—B(g9)} (3.23)
vrijede sljedece nejednakosti:

f(A(R) < B(f(9)
< A(f () —2B (@) [A(Cr,) f(a) + A (Crm) £ () — f(B(g))],

gdje

1 — B(g)1
gz_l_lg (9)1]
2 2y

Dokaz. Dokaz je gotovo identican dokazu teorema 3.2.11. osim §to koristimo teorem
3.2.3. umjesto teorema 3.2.1., stoga za a < b i y koji zadovoljava (3.23), koristeé¢i
(3.13) dobivamo

f(A(R) < B(f(9))
< A(f () — 2B () [A(Cr,) f (a) + A (Crm,) £ (b) — f(B(g))] -
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3.3. Hammer-Bullenove razlike

Motivirani teoremima 3.2.1. i 3.2.3., definiramo dva funkcionala ®;: Ly — R,i =
1,2,

_ pyla) +qp(b) 3
P1(p) = - Ta— A(p(f)) = A(S)d,, (3.24)
gdje su A, f, f,p i ¢ kao u teoremu 3.2.1., Li={p: I =>R:(f) €L}
[m, M| CTi

(3.25)

gdje su A, f, f,piqkao u teoremu 3.2.3., Ly kao gore i [m, M| C I. O¢ito, 1 i D,
su linearni.

Ako je © jo$ i neprekidna i konveksna, tada teoremi 3.2.1. i 3.2.3. impliciraju ®;(¢) >
0,i=1,2.

U nastavku sa ¢y ozna¢avamo funkciju definiranu sa ¢y () = 2% na domeni koja
nam treba.

Sada dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa za funkcionale ®;,
i =1,2.

Teorem 3.3.1. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu
E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f € L takav
da w9 € Ly, f(E) € [m,M],[m,M] C I i neka je ¢ € C*(I) takav da ¢ € Ly.
Ako su ®y i Oy linearni funkcionali definirani kao u (3.24) i (3.25), tada postoje
& € [m, M), i =1,2 takvi da

"¢
2(0) = £ o), i=12
Dokaz. Dat ¢emo dokaz za funkcional ®;. Kako ¢ € C*(I), postoje realni brojevi
a= min ¢"(z)ib= max ¢"(x). Lagano se vidi da su funkcije ¢1, s, definirane
x€[m,M] x€[m, M)
sa
b , @ o
pi(a) = 52" = p(2), pa(z) = p(2) - Sz

neprekidne i konveksne, stoga ®1(p1) > 0, P1(p2) > 0. To daje

a b
5%(@0) < Py(p) < 5‘131(900)-
Ako je ®1(pp) = 0, nemamo nista za dokazati. Pretpostavimo ®;(gg) > 0. Imamo

a < .
~ ®i(po) T

Dakle, postoji & € [m, M| takav da
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Teorem 3.3.2. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu
E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f € L takva
da w9 € Ly, f(E) € [m,M],[m,M] C I i p1,p2 € C*(I) takve da p1,p2 € Ly.
Ako su Py i Oy linearni funkcionali definirani kao u (3.24) i (3.25), tada postoje
& € [m, M), i =1,2 takvi da

Di(pr) _ #1(&)
Di(p2)  ¢5(&)

uz uvjet da su nazivnici razliciti od nule.

i=1,2

Dokaz. Dajemo dokaz za funkcional ®,. Definiramo o3 € C?([m, M]) sa
3 = c1p1 — o, gdje 1 = Pi(p2), 2 = Pi(p1).

Koristec¢i teorem 3.3.1. znamo da postoji & € [m, M| takav da

(Cl 80’1';&) e %’é&)) By (p0) = 0.

Kako je ®1(po) # 0, (inace dobijamo kontradikciju sa ®1(p2) # 0, po teoremu
3.3.1.), dobivamo

D1(p1) _ #i(&)
Dy (p2) 80/2/(51)'

Teorem 3.3.3. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao w (3.24) i
(8.25). Nekaje X ={ps: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija definiranih
na otvorenom intervalu I takva da Y C Ly i da je funkcija s — [Yo,Y1,Y2; Ps)
n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlicite tocke yo,y1,y2 € 1. Tada je s — P®;(ps) n—eksponencijalno konveksna
funkcija u Jensenovom smislu na J. Ako je funkcija s — ®;(ps) neprekidna na J,
tada je n—eksponencijalno konveksna na J.

Dokaz. Za & eR,i=1,...,nis; € J,1=1,...,n, definiramo funkciju x: I - R
sa .
X(®) = D &i&jonrs ().
ij=1
Koristec¢i pretpostavku da je funkcija s — [yo, Y1, y2; ¢s| n—eksponencijalno konvek-
sna u Jensenovom smislu, dobivamo

o, y1. vz X] = Y &&5lyo, v v Pate] 20,
ij=1
Sto povlaci da je x konveksna (i neprekidna) na I, te stoga ®;(x) > 0, i =1,2.
Slijedi

> §i&i Pi(paiie; ) 2 0.
ij=1
Zaklju¢ujemo da je funkcija s — ®;(ps) n—eksponencijalno konveksna na J u Jen-
senovom smislu. Ako je funkcija s — ®;(¢5) neprekidna na J, tada je s — ®;(p;)
n—eksponencijalno konveksna po definiciji. m
Sljedeci korolar je direktna posljedica prethodnog teorema.
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Korolar 3.3.4. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao u (3.24)
i (3.25). Neka je Y = {ps: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija defini-
ranih na otvorenom intervalu I takva da Y C Ly i da je funkcija s — [Yo, Y1, Y2; Ps)
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno raz-
licite tocke yo,y1,y2 € I. Tada je s — D;(ps) eksponencijalno konveksna funkcija u
Jensenovom smislu na J. Ako je funkcija s — ®;(ps) i neprekidna na J, tada je
eksponencijalno konveksna na J.

Korolar 3.3.5. Neka su ®; (i = 1,2) linearni funkcionali definirani kao u (3.24) i
(3.25). Neka je Q= {ps: s € J}, gdje je J interval u R, familija funkcija definiranih
na otvorenom intervalu I, takva da Q@ C Ly i da je funkcija s — [yo, Y1, Y2; ©s)
2—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri medusobno
razlicite tocke yo,y1,y2 € I. Tada vrijede sljedece tvrdnge:

(1) Ako je funkcija s — ®;(ps) neprekidna na J, tada je 2—eksponencijalno ko-
nveksna funkcija na J. Ako je s — ®;(ps) dodatno i strogo pozitivna, tada je
log-konveksna na J.

(17) Ako je funkcija s — ®;(ps) strogo pozitivna i diferencijabilna na J, tada za
sve s,q,u,v € J, takve da s < wu i q < v, vrijedi

,us,q(q)i) Q) S Mu,v(®i7 Q), 1= 1, 2, (326)
gdje je
1
Di(ps) \ 5
) S )
o.q (P, ) = <‘I’l“"42¢}(@ : 7 (3.27)
exp (dsi(%) ) 5=,
20 s, pq € SL.

Dokaz. (i) Direktna posljedica teorema 3.3.3. i primjedbe 1.3.15.
(77) Po (i), funkcija — ®;(ps) je log-konveksna na J, to jest funkcija s — log ®;(¢5)
je konveksna na J. Primijenimo propoziciju 1.3.16. i dobijemo

log ®i(s) —log Pipy) _ log Pi(pu) — log Pilpy)

s—q uU—v

(3.28)

za s <u,q <v,8# q,u # v, iiz toga zaklju¢ujemo
,us,q(q)ia Q) S ,uu,v(q)ia Q)a 2 = 17 2.
Slucajevi s = ¢ i u = v slijede iz (3.28) kao grani¢ni slu¢ajevi. m

Primjedba 3.3.6. Primijetimo da rezultati iz teorema 3.3.3., korolara 3.3.4. 1 koro-
lara 3.3.5. vrijede @ kada se dvije od tocaka yo,y1,y2 € I podudaraju, recimo y; = yo,
za familiju diferencijabilnih funkcija s takvu da je funkcija s — [yo, Y1, Y2; ©s
n—eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno konveksna u
Jensenovom smislu, log-konveksna u Jensenovom smislu), i Stovise, vrijede kada se
sve tri tocke podudaraju za familiju dvaput diferencijabilnih funkcija sa istim svoj-
stvom. Dokazi se dobivaju iz primjedbe 1.3.18. i prikladne karakterizacije konveks-
nostu.
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Sada predstavljamo nekoliko familija funkcija koji ispunjavaju uvjete teorema
3.3.3., korolara 3.3.4. i korolara 3.3.5. (i primjedbe 3.3.6.). To nam omogucava
konstrukciju velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Rasprava
vezana uz ovaj problem se moze naci u [16].

U nastavku promatramo ®; i ®, definirane kao u (3.24) i (3.25) sa A koji je
neprekidan i f takav da kompozicija sa bilo kojom funkcijom iz odabrane familije
Q;, kao i sa bilo kojom funkcijom koja se pojavi kao argument od ®; i ®,, ostaje u

L.
Primjer 3.3.7. Promatramo familiju funkcija

Q) ={g9s: R —[0,00): s € R}

definiranu s

1 sz
oz s #0,
gs(x)_{ %[[27 s=20
Imamo Cfxg; (x) = e% > 0 §to pokazuje da je gs konveksna na R za svaki s € R i
5+ ’gxg; (x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Koristeéi analogno argumen-

tiranje kao u dokazu teorema 3.3.3. takoder imamo da je s — [yo, Y1, Y2; gs| ekspo-
nencijalno konveksna (pa tako i eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu,).
Koristimo teorem 3.8.4. i zakljucujemo da su s — ®;(gs), i = 1,2, eksponencijalno
konveksne u Jensenovom smislu. Lagano se pokaZe da su ova preslikavanja nepre-
kidna (iako preslikavanje s — g nije neprekidno za s =0), pa su i eksponencijalno
konveksna.

Za ovu familiju funkcija, psq(®;, Q1)1 = 1,2, iz (3.27) postaje

1
(—@.(ﬂq)) : 5#q,
fsq(Pi; ) = < exp —%Elgf)s) - ?2) . s=q#0,
oxp (S ).  s=a=0,

te su koristeci (3.26) monotone funkcije u parametrima s i q.
Koristeci teorem 3.3.2. slijedi da za 1 =1,2

Ms,q(q)iv Ql) = log Ms,q(q)z‘, Ql)

zadovoljava m < M, ,(®;, 1) < M, §to pokazuje da su M o(®;, 1) sredine (funkcije
g). Primijetimo da su po (3.26) i monotone.

Primjer 3.3.8. Promatramo familiju funkcija
Qo ={fs: (0,00) > R:s€R

definiranu s

s

ﬁa 37&071’
f8<x> = —10g$7 8207

xlogx, s=1.
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Vrzyedz g L () = 2572 = =2 5 0 §to pokazuje da je f, konveksna za x > 0 i
d fs

s+ =2 (x) je eksponencijalno konveksna po definiciji. Koristeéi argumentirange kao
u przmjeru 3.3.7. dobivamo da su preslikavanja s — ®;(gs),i = 1,2 eksponencijalno
konveksna. Funkcije (3.27) su u ovom slucaju jednake:

/ 1
Qi(fs) ) 579
(#7) s#4
1-2s i(fst)) _
exXp s ) S_Q%0717
s (Pi, Q2) = < (o= Zp(fZ) (F2)
exp (1 — ¢(°)> s=q=0,
@i (fof1) 4
\eXp _1_2<1>(f)>’ §s=q=

Ako je ®; pozitivna, tada teorem 3.5.2. primijenjen za f = fo € Qo i g = f; € (o
daje da postoji & € [m, M| takav da

(I)i(fq) ‘

Kako je funkcija & — £571 invertibilna za s # q, imamo

(30) e

§to zajedno sa cinjenicom da je s 4(®;, Q2) neprekidna, simetricna i monotona (po
(3.26)), pokazuje da su jisq(P;,€20),i = 1,2 sredine (funkcije f).

g =

Primjer 3.3.9. Promatramo familiju funkcija

Q3 = {hs: (0,00) = (0,00): s € (0,00)}

N 1
oy {55 12

= s=1.

definiranu s

th

Kako je s — (x) = s=* Laplaceova transformacija ne-negativne funkcije (vidjeti
[90]), ona je eksponencéjalno konveksna. Ocito su hg konveksne funkcije za svaki
s> 0.

Za ovu familiju funkcija, s q(®;, Q3) iz (3.27) postage

1
®;(hs) \ 5—4
(m) g S 7 q,
paa000) = § exp (28— ) a=a £ 1,
exXp | — 2(31’)(%(11&?)1)) s S§=q= 1,

i monotona je u parametrima s i q po (3.26).
Koriteéi teorem 3.3.2. slijedi da

MS,ZI (CI)’i’ Q3) - _L<S7 Q) log ,us,q(q)ia QS)

zadovoljava m < M ,(®;,Q3) < M, Sto pokazuje da su M; ,(P;,23), 1 1 2 sredine
(funkcije h). L(s,q) je logaritamska sredina definirana sa L(s,q) =
L(s,s) =s.

logs logq’ 7£ 4,
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Primjer 3.3.10. Promatramo familiju funkcija
Q= {ks : (07 OO) - (Oa OO) tSs € (Oa OO)}

definiranih sa

Kako je s — ngﬁs (z) = e~*V® Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti

[90]), ona je eksponencijalno konveksna. OCcito su ks konveksne funkcije za svaki
s> 0.
Za ovu familiju funkcija, s q(®;, Qy) iz (3.27) postage

<‘I’«L(kS)>E S?é

oy = 1 Ea) v

fhs,g(Pi, () g @, (id-ks) 1 _
P\ Tasbit) 5 ) ST

i monotona je u parametrima s i q po (3.26).
Koristeci teorem 3.3.2., slijedi da

MS,Q<(I)1" Q4) = - (\/g + \/a) log ﬂs,q(q)iv 94)

zadovoljava m < M ,(®;, Q) < M, $to pokazuje da su M ,(P;,Q4),i = 1,2 sredine
(funkcije k).
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Sazetak

U disertaciji poboljsavamo varijante nekih klasi¢nih nejednakosti. Metoda kojom
poboljsavamo nejednakosti temelji se na monotonosti Jensenovog funkcionala s ob-
zirom na tezine. Osnovni rezultat iz kojega su se kasnije nejednakosti razvijale je
poznata Jensenova nejednakost. Neki od vaznijih rezultata vezanih uz Jensenovu
nejednakost su Jessenova nejednakost iz 1931. godine (generalizacija na pozitivne
normalizirane linearne funkcionale), te Lah-Ribari¢eva nejednakost iz 1973. godine
(varijanta konverzne Jensenove nejednakosti).

U prvom poglavlju glavni rezultat nam je poboljSanje generalizacije Lah-Ribaric-
eve nejednakosti na pozitivne normalizirane linearne funkcionale. Dajemo genera-
lizaciju na konveksne ljuske, te specijalno na k-simplekse. Kao specijalan slucaj
ovih rezultata dobivamo k-dimenzionalnu verziju Hammer-Bullenove nejednakosti,
te u jednoj dimenziji poboljsanje klasicne Hermite-Hadamardove nejednakosti. Jos
jedna varijanta konverzne Jensenove nejednakosti je Giaccardijeva nejednakost, te
kao specijalan sluc¢aj Petrovi¢ceva nejednakost. Dajemo njihova poboljsanja, te koris-
timo dobivene rezultate za definiranje dva linearna funkcionala za koje dajemo dva
teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa, te dajemo elegantnu metodu za dobi-
vanje n-eksponencijalno konveksnih i eksponencijalno konveksnih funkcija. Za kraj
ovog poglavlja promatramo konverznu Hélderovu nejednakost za funkcionale, dis-
kretnu verziju konverzne Beckenbachovu nejednakost, te konverznu Minkowskijevu
nejednakost za funkcionale. Za sve tri nejednakosti dajemo poboljsanja.

U drugom poglavlju disertacije gledamo dvije varijante Jensenove nejednakosti.
Prva je Jessen-Mercerova nejednakost. Dajemo dva teorema koja poboljsavaju va-
rijantu Jessen-Mercerove nejednakosti. Dajemo generalizaciju ovih rezultata na ko-
nveksne ljuske. Zatim definiramo dva funkcionala (Jessen-Mercerove razlike) nad
kojima provodimo isti postupak kao i nad linearnim funkcionalima u prethodnom
poglavlju. Druga varijanta Jensenove nejednakosti kojom se bavimo je Jensenova
operatorska nejednakost, to jest generalizacija Jensenove nejednakosti na operator-
ski konveksne funkcije. Cilj nam je poboljSanje Jensenove operatorske nejednakosti
bez operatorske konveksnosti. Poboljsavamo neke nejednakosti izmedu kvaziaritme-
tickih sredina (kao specijalan slu¢aj promatramo potencijalne sredine).

U zadnjem poglavlju prouc¢avamo jednu od najslavnijih nejednakosti, Hermite-
Hadamardovu. Dajemo dva poboljsanja generalizacije Hermite-Hadamardove nejed-
nakosti na pozitivne normalizirane linearne funkcionale. Poboljsavamo i Hammer-
Bullenovu nejednakost, te Fejérovo prosirenje Hermite-Hadamardove nejednakosti
sa tezinskom funkcijom iz 1906. godine. Na kraju ponovo definiramo dva funkci-
onala (zovemo ih Hammer-Bullenove razlike) nad kojima provodimo isti postupak
kao i u prijasnjim poglavljima.
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Summary

In disertation we improve variants of some classical inequalities. Method for impro-
ving inequalities is based on the monotonicity of Jensen’s functional with weights.
Main result from which all later inequalities have developed is famous Jensen’s
inequality. Some of the most important results related to the Jensen’s inequality
are Jessen’s inequality from 1931. (generalization on positive normalized linear fun-
ctionals) and the Lah-Ribari¢eva inequality from 1973. (variant of the converse
Jensen’s inequality).

In the first chapter main result is improvement of the generalized Lah-Ribari¢
inequality on positive normalized linear functionals. We give generalization on
convex hulls and as a special case on k-simplex. From this results we obtain k-
dimensional version of the Hammer-Bullen inequality and in one dimension impro-
vement of the classical Hermite-Hadamard inequality. Another variant of the co-
nverse Jensen’s inequality is Giaccardi’s inequality and as a special case Petrovié¢’s
inequality. We give their improvements. Then we define two functionals, give Ca-
uchy mean value theorems and an elegant method of producing an n-exponentially
convex and exponentially convex functions. At the end of this chapter improvement
of the converse Holderovu inequality for functionals, discrete version of the converse
Beckenbachovu inequality and converse Minkowski inequality for functionals is gi-
ven.

In the second chapter we are dealing with two variants of the Jensen’s inequality.
First one is the Jessen-Mercer inequality. Improvement of a variant of the Jessen-
Mercer inequality and a generalization of this result on convex hulls is given. Then
we define two functionals (the Jessen-Mercer differences) and we apply same proce-
dure on them as on the linear functionals in chapter one. Second variant of Jensen’s
inequality we deal with is Jensen’s operator inequality, that is generalization on
operator convex functions. We improve Jensen’s operator inequality without ope-
rator convexity. Obtained results are applied to improve some inequalities between
quasi-arithmetic means (as a special case we are observing power means).

In the last chapter we give improvement of the generalization of one of the most
famous inequalities, Hermite-Hadamard inequality for positive normalized linear
functionals. We also improve the Hammer-Bullen inequality and Fejer’s generaliza-
tion of the Hermite-Hadamard inequality with weighted function from 1906. Again
we define two functionals (the Hammer-Bullen differences) and we apply on them
same procedure as in previous chapters.
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