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Uvod

U disertaciji ¢emo se baviti pobolj²avanjem i generaliziranjem varijanti nekih kla-
si£nih nejednakosti. Metoda kojom ¢emo pobolj²avati nejednakosti se temelji na
sljede¢em rezultatu [51, str. 717, Teorem 1]:
Ako je f konveksna funkcija na intervalu I ⊂ R, x = (x1, . . . , xn) ∈ In(n ≥ 2), p i q
pozitivne n-torke takve da p ≥ q (to jest, pi ≥ qi, i = 1, . . . , n), Pn =

∑n
i=1 pi, Qn =∑n

i=1, tada vrijedi

n∑
i=1

pif(xi)− Pnf

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≥

n∑
i=1

qif(xi)−Qnf

(
1

Qn

n∑
i=1

qixi

)
≥ 0.

Osnovni rezultat iz kojega su se kasnije nejednakosti razvijale je poznata nejednakost
danskog matemati£ara J. L. W. Jensena iz 1905. godine dobivena u radu [28]:
Neka je I interval u R, funkcija f : I → R konveksna na I, te neka je za n ∈ N,p =

(p1, . . . , pn) pozitivna realna n-torka, te neka je Pn =
n∑
i=1

pi > 0. Tada za svako

x = (x1, . . . , xn) ∈ In vrijedi nejednakost

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≤ 1

Pn

n∑
i=1

pif(xi)

Ako je f strogo konveksna, nejednakost je stroga osim ako x1 = x2 = · · · = xn. Ako
je f konkavna funkcija, vrijedi suprotna nejednakost.
Usko povezana uz Jensenovu nejednakost je konverzna Jensenova nejednakost, jedna
varijanta je poznata Lah-Ribari£eva nejednakost dobivena u radu [37] iz 1973. go-
dine. Nakon dobivenih pobolj²anja, gdje je mogu¢e, de�nirat ¢emo linearne funkci-
onale za koje ¢emo dati dva teorema srednje vrijednosti Cauchyjevog tipa, te ¢emo se
baviti pojmom n-eksponencijalne i eksponencijalne konveksnosti. Iz ve¢ine rezultata
¢emo dobiti i neka pobolj²anja nejednakosti izme�u sredina, posebno kvaziaritme-
ti£kih, potencijalnih i onih Stolarskyjevog tipa.

U prvom poglavlju dajemo rezultate vezane uz konverznu Jensenovu nejedna-
kost. Navodimo jednu od vaºnijih varijanti konverzne Jensenove nejednakosti, Lah-
Ribari£evu nejednakost, te dajemo generalizaciju na pozitivne normalizirane linearne
funkcionale iz rada [4]. Osnovni rezultat nam je pobolj²anje generalizirane Lah-
Ribari£eve nejednakosti (rezultat iz rada [35]). Iz tog rezultata dobivamo i pobolj-
²anja ostalih rezultata iz rada [4]. Tako�er, dobivamo pobolj²anja nekih nejednakosti
Hermite-Hadamardovog tipa. Dajemo generalizaciju na konveksne ljuske. Navodimo
McShaneovu nejednakost, koja je generalizacija Jessenove nejednakosti na konveksne
skupove u Rk. Osnovni rezultat nam je pobolj²anje generalizacije Lah-Ribari£eve
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UVOD v

nejednakosti koju su dali J. Pe£ari¢ i S. Iveli¢. Kao specijalan slu£aj konveksnih
ljuski promatramo k-simplekse u Rk. Baricentri£ke koordinate kod k-simpleksa su
nenegativni linearni polinomi, te ih je mogu¢e prikazati preko k-dimenzionalne Le-
besgueove mjere. Kao specijalan slu£aj ovih rezultata dobivamo k-dimenzionalnu
verziju Hammer-Bullenove nejednakosti, te u jednoj dimenziji pobolj²anje klasi£ne
Hermite-Hadamardove nejednakosti. Jo² jedna varijanta konverzne Jensenove ne-
jednakosti je Giaccardijeva nejednakost, te kao specijalan slu£aj Petrovi¢eva nejed-
nakost. Dajemo njihova pobolj²anja, te pokazujemo da smo te rezultate mogli dobili
i iz generalizacije i pobolj²anja Lah-Ribari£eve nejednakosti. Koristimo dobivene re-
zultate za de�niranje dva linearna funkcionala (Giaccardi-Petrovi¢eve razlike). Za
njih prvo dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyjevog tipa. Tu prvi puta
uvodimo pojam n-eksponencijalne i eksponencijalne konveksnosti. Koristimo ideju
iz rada [27] i dajemo elegantnu metodu za dobivanje n-eksponencijalno konveksnih
i eksponencijalno konveksnih funkcija primjenjuju¢i de�nirane funkcionale na danu
familiju funkcija sa istim svojstvom. Zavr²avamo sa nekoliko primjera gdje konstru-
iramo velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Tako�er dobivamo
neke rezultate vezane uz nejednakosti izme�u sredina Stolarskyjevog tipa. Za kraj
ovog poglavlja promatramo konverznu Hölderovu nejednakost za funkcionale, dis-
kretnu verziju konverzne Beckenbachove nejednakosti, te konverznu Minkowskijevu
nejednakost za funkcionale. Za sve tri nejednakosti dajemo pobolj²anja. Dajemo
i konverziju neprekidnog oblika Minkowskijeve nejednakosti ("konverzna Minkow-
skijeva integralna nejednakost"). Koriste¢i rezultate za Minkowskijevu nejednakost
dobivamo pobolj²anja nejednakosti izme�u mje²ovitih sredina.

U drugom poglavlju se bavimo dvjema varijantama Jensenove nejednakosti. Prva
je Jessen-Mercerova nejednakost. Navodimo Jessenovu nejednakost, ²to je generali-
zacija Jensenove nejednakosti na pozitivne normalizirane linearne funkcionale, zatim
Jensen-Mercerovu nejednakost koju je dao A. McD. Mercer u radu [43] iz 2003. (a u
kojoj se pojavljuju i rubne to£ke), te na kraju varijantu Jessen-Mercerove nejedna-
kosti (generalizacija na pozitivne normalizirane linearne funkcionale, uklju£uje rubne
to£ke) dobivenu u radu [12]. Glavni rezultat su nam dva teorema koja daju pobolj-
²anja zadnje nejednakosti, to jest niza nejednakosti iz istog rada. Zatim dajemo ge-
neralizaciju Jessen-Mercerove nejednakosti na konveksne ljuske. Koriste¢i dobivene
rezultate de�niramo dva funkcionala (Jessen-Mercerove razlike). Za njih provodimo
isti postupak kao i nad linearnim funkcionalima u prethodnom poglavlju. Tako�er
dobivamo neke rezultate vezane uz nejednakosti izme�u sredina Stolarskyjevog tipa.
Druga varijanta Jensenove nejednakosti kojom se bavimo je Jensenova operatorska
nejednakost, to jest generalizacija na operatorski konveksne funkcije. Cilj nam je
pobolj²anje Jensenove operatorske nejednakosti bez operatorske konveksnosti dobi-
vene u radu [44]. Koriste¢i dobivene rezultate pobolj²at ¢emo neke nejednakosti
izme�u kvaziaritmeti£kih sredina, te neke rezultate u svezi monotonosti tih sredina.
Tako�er, pobolj²at ¢emo jedno pro²irenje Jensenove operatorske nejednakosti bez
operatorske konveksnosti iz istog rada [44]. Specijalno, dobivamo neke rezultate u
svezi potencijalnih sredina (kao specijalan slu£aj kvaziaritmeti£kih sredina).

U zadnjem poglavlju prou£avamo jednu od najslavnijih nejednakosti, Hermite-
Hadamardovu. Ona glasi:
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Neka je f konveksna funkcija na intervalu [a, b] ⊂ R, gdje je a < b. Tada

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
.

Prva nejednakost je ja£a od druge: ako je f konveksna na [a, b], tada

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx− f

(
a+ b

2

)
≤ f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx.

i tu nejednakost zovemo Hammer-Bullenova nejednakost.
Fejér je 1906. godine dao pro²irenje Hermite-Hadamardove nejednakosti s teºin-
skom fukcijom, a u radu [61] je dana generalizacija na pozitivne normalizirane line-
arne funkcionale. Glavni rezultat ¢e nam biti dva pobolj²anja generalizacije iz rada
[61]. Koriste¢i ta pobolj²anja dobivamo i pobolj²anja ostalih varijanti Hermite-
Hadamardove nejednakosti do sada spomenutih. Na kraju ponovo de�niramo dva
funkcionala (zovemo ih Hammer-Bullenove razlike) nad kojima provodimo isti pos-
tupak kao i u prija²njim poglavljima.



Poglavlje 1.

Konverzna Jensenova nejednakost

Pobolj²avamo razne varijante konverzne Jensenove nejednakosti, sa posebnim nagla-
skom na Lah-Ribari£evu nejednakost. Posebno, pobolj²avamo Giaccardi-Petrovi¢evu
nejednakost, s tim da na kraju pokazujemo da taj rezultat moºemo dobiti kao
specijalan slu£aj prethodnih rezultata. Koriste¢i dobivene rezultate kreiramo dva
funkcionala za koja dokazujemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa,
te uspostavljamo na£in dobivanja n-eksponencijalno konveksnih i eksponencijalno
konveksnih funkcija. Dajemo generalizaciju Lah-Ribari£eve nejednakosti na konvek-
sne ljuske, posebno na k-simplekse. Tako�er, pokazujemo da iz ovih generalizira-
nih rezultata dobivamo pobolj²anje klasi£ne Hermite-Hadamardove nejednakosti i
k-dimenzionalnu varijantu Hammer-Bullenove nejednakosti.

1.1. Konverzna Jensenova nejednakost - varijante

Usko povezana uz Jensenovu nejednakost je konverzna Jensenova nejednakost (vi-
djeti [37]).
Jedna od vaºnijih varijanti konverzne Jensenove nejednakosti je Lah-Ribari£eva ne-
jednakost (vidjeti npr. [9]).

Teorem 1.1.1. Ako je f : [a, b] ⊂ R → R konveksna funkcija na [a, b], xi ∈ [a, b], pi ≥

0 za sve i = 1, . . . , n i
n∑
i=1

pi = 1, tada vrijedi

n∑
i1

pif(xi) ≤
b−

∑n
i=1 pixi

b− a
f(a) +

∑n
i=1 pixi − a

b− a
f(b) (1.1)

Ako je f strogo konveksna, tada je (1.1) stroga osim ukoliko xi ∈ {a, b} za svaki
i ∈ {j : pj > 0}.

Rezultat vezan uz ovu nejednakost moºemo prona¢i u radu [52] (vidjeti tako�er
[51, str. 690]) gdje su autori dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 1.1.2. Neka je x = (x1, . . . , xn) n-torka u In, p = (p1, . . . , pn) nenegativna
n-torka takva da Pn =

∑n
i=1 pi > 0, m = min {x1, . . . , xn} i M = max {x1, . . . , xn}.

1



1. Konverzna Jensenova nejednakost 2

Ako je f : I → R diferencijabilna i f ′ strogo rastu¢a, tada vrijede nejednakosti

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≤ 1

Pn

n∑
i=1

pif (xi) ≤ λ+ f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
(1.2)

gdje je

λ =
f (M)− f (m)

M −m

(
f

′
)−1

(
f (M)− f (m)

M −m

)
+
Mf (m)−mf (M)

M −m
− f

((
f

′
)−1

(
f (M)− f (m)

M −m

))
.

Neka je E neprazan skup i L vektorski prostor funkcija f : E → R koji sadrºi
konstantne funkcije, to jest L ima sljede¢a svojstva

(L1) (∀f, g ∈ L) (∀a, b ∈ R) af + bg ∈ L

(L2) 1 ∈ L, odnosno ako vrijedi f(t) = 1 za svaki t ∈ E, tada je f ∈ L.

Ako L ima i dodatno svojstvo
(L3) (∀f, g ∈ L) (min {f, g} ∈ L ∧max {f, g} ∈ L),
tada je re²etka. O£ito,

(
RE,≤

)
(sa standardnim ure�ajem) je re²etka. Tako�er

se lagano moºe pokazati da je potprostor X ⊆ RE re²etka ako i samo ako x ∈ X
implicira |x| ∈ X. To je jednostavna posljedica £injenice da za svaki x ∈ X funkcije
|x| , x− i x+ moºemo de�nirati sa

|x| (t) = |x (t)| , x+ (t) = max {0, x (t)} , x− (t) = −min {0, x (t)} , t ∈ E,

i x+ + x− = |x|, x+ − x− = x,

min {x, y} =
1

2
(x+ y − |x− y|) , max {x, y} =

1

2
(x+ y + |x− y|) . (1.3)

Promatramo pozitivne linearne funkcionale A : L→ R, odnosno pretpostavljamo

(A1) (∀f, g ∈ L)(∀a, b ∈ R) A(af + bg) = aA(f) + bA(g) (linearnost)

(A2) (∀f ∈ L)(f ≥ 0 =⇒ A(f) ≥ 0) (pozitivnost).

Ako je zadovoljen i dodatni uvjet A(1) = 1, za A kaºemo da je pozitivan normaliziran
linearni funkcional.

Sljede¢i rezultat iz 1931. je Jessenova generalizacija Jensenove nejednakosti na
pozitivne normalizirane linearne funkcionale (rad [30]).

Teorem 1.1.3. (Jessenova nejednakost) Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na ne-
praznom skupu E i neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako
je φ neprekidna konveksna funkcija na intervalu I ⊂ R, tada za svaki g ∈ L takav
da je φ (g) ∈ L vrijedi A(g) ∈ I i

φ(A(g)) ≤ A(φ(g)). (1.4)
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Idu¢i teorem, koji su dokazali P. R. Beesack i J. Pe£ari¢ u radu [4] (vidjeti i [69]),
daje generalizaciju Lah-Ribari£eve nejednakosti na pozitivne normalizirane linearne
funkcionale.

Teorem 1.1.4. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na nepraznom skupu E i A je
pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je ϕ : [m,M ] → R konveksna, tada
za svaki g ∈ L takav da ϕ (g) ∈ L vrijedi nejednakost

A (ϕ (g)) ≤ M − A (g)

M −m
ϕ(m) +

A (g)−m

M −m
ϕ(M). (1.5)

Primjedba 1.1.5. Desna strana nejednakosti (1.5) je rastu¢a funkcija po M i pa-
daju¢a funkcija po m. To slijedi ako je zapi²emo u obliku

ϕ(m) + (A (g)−m)
ϕ(M)− ϕ(m)

M −m
= ϕ(M)− (M − A (g))

ϕ(M)− ϕ(m)

M −m

te iz m ≤ A (g) ≤M, dok su funkcije m 7→ ϕ(M)−ϕ(m)
M−m i M 7→ ϕ(M)−ϕ(m)

M−m rastu¢e zbog
konveksnosti od ϕ.

U istom radu [4] (ili vidjeti [69, str. 100-101]) dokazan je i sljede¢i teorem.

Teorem 1.1.6. Neka su L,A i g kao u teoremu 1.1.4. i neka je ϕ : [m,M ] → R
diferencijabilna funkcija.

(i) Ako je ϕ′ strogo rastu¢a na [m,M ], tada vrijedi

A(ϕ(g)) ≤ λ+ ϕ(A(g)) (1.6)

za neki λ takav da 0 < λ < (M −m) (µ− ϕ′ (m)), gdje

µ =
ϕ (M)− ϕ (m)

M −m
.

Preciznije, λ moºemo odrediti na sljede¢i na£in: Neka je x̃ jedinstveno rje²enje
jednadºbe ϕ′ (x) = µ. Tada

λ = ϕ (m) + µ (x̃−m)− ϕ (x̃)

zadovoljava (1.6).

(ii) Ako je ϕ′ strogo padaju¢a na [m,M ] tada vrijedi

ϕ(A(g)) ≤ λ+ A(ϕ(g)) (1.7)

za neki λ takav da 0 < λ < (M −m) (ϕ′ (m)− µ), gdje je µ de�niran kao u
(i). Preciznije, za x̃ de�niran kao u (i), imamo da

λ = ϕ (x̃)− ϕ (m)− µ (x̃−m)

zadovoljava (1.7).
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Lagano se pokaºe da se desna strana nejednakosti (1.2) iz teorema 1.1.2. moºe
dobiti kao specijalan slu£aj od (1.6): samo promatramo E = [m,M ], L = RE, g =
idE, A (f) = 1

Pn

∑n
i=1 pif (xi) uz Pn ̸= 0 i nakon nekoliko jednostavnih koraka

dobijemo jednaki λ. Lijeva strana od (1.2) je o£ito specijalan slu£aj Jensenove
nejednakosti.

U [5] (ili vidjeti [69, str. 101]) Beesack i Pe£ari¢ su dali generalizaciju teorema
1.1.6. koja je istovremeno i generalizacija Knoppove nejednakosti za konveksne funk-
cije (vidjeti [36]).

Teorem 1.1.7. Neka su L i A kao u teoremu 1.1.4. Neka je ϕ : [m,M ] → R ko-
nveksna funkcija i J interval u R takav da ϕ ([m,M ]) ⊂ J. Ako je F : J × J → R
rastu¢a funkcija po prvoj varijabli, tada za svaki g ∈ L takav da je ϕ (g) ∈ L vrijedi
sljede¢a nejednakost

F (A (ϕ (g)) , ϕ (A (g))) ≤ max
x∈[m,M ]

F

(
M − x

M −m
ϕ (m) +

x−m

M −m
ϕ (M) , ϕ (x)

)
(1.8)

= max
θ∈[0,1]

F (θϕ (m) + (1− θ)ϕ (M) , ϕ (θm+ (1− θ)M)) .

�tovi²e, desna strana od (1.8) je rastu¢a funkcija po M i padaju¢a funkcija po m.

Lagano je dokazati da je teorem 1.1.6. specijalan slu£aj teorema 1.1.7. Naime,
ako primijenimo teorem 1.1.7. na ϕ koja je diferencijabilna i strogo konveksna na
[m,M ] (u rubnim to£kama x = m i x = M moºemo gledati derivacije slijeva i
zdesna, respektivno) u nekoliko koraka dobijemo nejednakost (1.6). Dajemo dokaz
samo za prvi slu£aj i); (ii) se dobije na sli£an na£in ako u teoremu 1.1.7. uzmemo
−F umjesto F i gledamo ϕ koja je diferencijabilna i strogo konkavna.
Ako je F de�nirana sa F (x, y) = x− y, nejednakost u (1.8) postaje

A (ϕ (g))− ϕ (A (g)) ≤ max
x∈[m,M ]

f (x;m,M, ϕ) , (1.9)

gdje je f : [m,M ] → R de�nirana s

f (x) := f (x;m,M, ϕ) =
(M − x)ϕ (m) + (x−m)ϕ (M)

M −m
− ϕ (x) .

Primijetimo da je f (m) = f (M) = 0 i

f ′ (x) =
ϕ (M)− ϕ (m)

M −m
− ϕ′ (x) = µ− ϕ′ (x) .

Kako je ϕ strogo konveksna, f ′ je strogo padaju¢a na [m,M ] i jednadºba f ′ (x) = 0
(to jest, ϕ′ (x) = µ) vrijedi za jedinstveni x = x̃ ∈ (m,M). Slijedi da je f (x) ≥ 0 za
sve x ∈ [m,M ] sa jednako²¢u za x ∈ {m,M}. Posljedi£no, maksimalna vrijednost
desne strane od (1.9) se poprima za x = x̃, te za

λ = f (x̃) =
(M − x̃)ϕ (m) + (x̃−m)ϕ (M)

(M −m)
− ϕ (x̃)

= ϕ (m) + µ (x̃−m)− ϕ (x̃)
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imamo da vrijedi
A(ϕ(g)) ≤ λ+ ϕ(A(g)).

Diskretna verzija teorema 1.1.7. se moºe na¢i u [51, Teorem 8, str. 9-10]. Neki
rezultati ovog tipa su promatrani u [18], gdje je dobivena i generalizacija za pozitivne
linearne operatore. Daljnje generalizacije za pozitivne linearne operatore su dane u
[49]. Neki rezultati vezani za konveksne funkcije vi²eg stupnja se mogu na¢i u [62],
[63] i [64]. Nedavno su S. Iveli¢ i J. Pe£ari¢ u radu [25] dobili generalizacije teorema
1.1.7. za konveksne funkcije na konveksnim ljuskama.

Povijesne napomene

Pokazat ¢emo da su neki od rezultata objavljenih posljednjih godina u svezi ko-
nverzne Jensenove nejednakosti ve¢ otprije poznati rezultati iz nekih standardnih
monogra�ja, npr. iz [51] ili [69] ili su specijalni slu£ajevi rezultata radova ve¢ objav-
ljenih u matemati£kim £asopisima.
Neka je I ⊂ R interval, (xi)

n
i=1 niz takav da xi ∈ I, i = 1, . . . , n, i (pi)

n
i=1 niz

pozitivnih teºina takav da
n∑
1

pi = 1. Sljede¢i teoremi su dokazani u [74].

Teorem 1.1.8. Ako je f konveksna na I, tada

max
1≤µ<ν≤n

[
pµf (xµ) + pνf (xν)− (pµ + pν) f

(
pµxµ + pνxν
pµ + pν

)]
≤

n∑
i=1

pif (xi)−f

(
n∑
i=1

pixi

)

i ograda je najbolja mogu¢a.

Teorem 1.1.9. Ako je (xi)
n
i=1 ∈ [a, b]n, tada

n∑
i=1

pif (xi)− f

(
n∑
i=1

pixi

)
≤ f(a) + f(b)− 2f

(
a+ b

2

)
:= Sf (a, b)

Me�utim, teorem 1.1.8. je sadrºan u teoremu 3.14 i korolaru 3.15 (koje ¢emo
sada navesti) objavljenim u [69, str. 87]. Tvrdnja o najboljoj mogu¢oj ogradi u
teoremu 1.1.8. je o£ita (jednakost se postiºe za n = 2).

Teorem 1.1.10. Neka je f : U → R konveksna funkcija, gdje je U konveksan skup
u realnom vektorskom prostoru M . Neka su I i J kona£ni poskupovi u N takvi da
I ∩ J = ∅. Neka je (xi)i∈I∪J niz takav da xi ∈ U , i ∈ I ∪ J i (pi)i∈I∪J je realan
niz takav da PI > 0, PJ > 0 i PI∪J > 0, gdje PK =

∑
k∈K pk za K ⊆ I ∪ J . Ako

1
PI

∑
i∈I pixi ∈ U , 1

PJ

∑
i∈J pixi ∈ U , 1

PI∪J

∑
i∈I∪J pixi ∈ U , tada

F (I ∪ J) ≤ F (I) + F (J) , (1.10)

gdje F (K) = PKf
(

1
PK

∑
k∈K pkxk

)
−
∑

k∈K pkf (xk).

Primijetimo da funkcija F iz teorema 1.1.10. opisuje suprotnu Jensenovu razliku
od razlike u teoremima 1.1.8. i 1.1.9.
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Korolar 1.1.11. Neka je f konveksna funkcija na U , gdje je U konveksan skup na
proizvoljnom realnom vektorskom prostoru M . Neka je (xi)

n
i=1 niz takav da xi ∈ U ,

i = 1, . . . , n, i (pi)
n
i=1 je realan niz. Ako pi ≥ 0, i = 1, . . . , n i Ik = {1, . . . , k}, tada

F (In) ≤ F (In−1) ≤ · · · ≤ F (I2) ≤ 0

i

F (In) ≤ min
1≤i<j≤n

{
(pi + pj)f

(
pixi + pjxj
pi + pj

)
− pif(xi)− pjf(xj)

}
.

Primjedba 1.1.12. Primijetimo da su rezultati vezani uz teorem 1.1.10. i korolar
1.1.11., te impliciraju¢i teorem 1.1.8. objavljeni prethodno u [10], [11], [50], [59],
[84] i [85].

Teorem 1.1.9. je dokazao prethodno isti autor u radu objavljenom jednu godinu
prije [74], to jest, bio je glavni rezultat u [73]. To nije spomenuto u [74].
Spomenuto je u [19] da se taj glavni rezultat iz [73], i stoga teorem 1.1.9. moºe dobiti
iz korolara 3 i 4 iz [40]. �tovi²e, ti korolari daju sljede¢a pobolj²anja teorema 1.1.9.

Teorem 1.1.13. Neka je [a, b] ⊂ R, (xi)ni=1 niz takav da xi ∈ [a, b], i = 1, . . . , n i
(pi)

n
i=1 niz pozitivnih teºina takav da

∑n
i=1 pi = 1. Ako je f : [a, b] → R konveksna

funkcija, tada

n∑
i=1

pif(xi)− f

(
n∑
i=1

pixi

)

≤ f

(
a+ b−

n∑
i=1

pixi

)
− 2f

(
a+ b

2

)
+

n∑
i=1

pif (xi)

≤ f(a) + f(b)− 2f

(
a+ b

2

)
= Sf (a, b)

Sljede¢a generalizacija i pobolj²anje teorema 1.1.9. je dokazano u [19].

Teorem 1.1.14. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) i neka je Φ konveksna funkcija
na I = [a, b]. Tada za svaki pozitivan normaliziran linearan funkcional A na L i za
svaki g ∈ L takav da Φ(g) ∈ L imamo

A(Φ(g))− Φ(A(g)) ≤
{
1

2
+

1

b− a

∣∣∣∣a+ b

2
− A(g)

∣∣∣∣}SΦ(a, b).

U radu [67] su dane generalizacije i pobolj²anja teorema 1.1.8., 1.1.9., te pobolj-
²anje teorema 1.1.14.
U sljede¢em teoremu dajemo dvije generalizacije teorema 1.1.8. Za sli£ne rezultate
dobivene druk£ijim metodama vidjeti [14].

Teorem 1.1.15. Neka je f konveksna funkcija na U , gdje je U konveksan skup u
proizvoljnom realnom vektorskom prostoru M . Neka je (xi)

n
i=1 niz takav da xi ∈ U ,

i ∈ In = {1, . . . , n}, i (pi)ni=1 pozitivan niz.



1. Konverzna Jensenova nejednakost 7

(i) Ako je S familija podskupova od In, tada

F (In) ≤ min
S∈S

(F (S) + F (In \ S)) ≤ min
S∈S

F (S) + max
S∈S

F (In \ S) ≤ min
S∈S

F (S).

(1.11)

(ii) Ako je S familija disjunktnih podskupova od In, tada

F (In) ≤
∑
S∈S

F (S), (1.12)

gdje je F funkcija de�nirana u teoremu 1.1.10.

Dokaz. (i) Jednostavna posljedica teorema 1.1.10.
(ii) O£ito In = ∪S∈SS ∪i/∈∪S∈S {i}, te (1.12) slijedi iz teorema 1.1.10. i F ({i}) = 0.

Pobolj²anje teorema 1.1.14., koji je generalizacija i pobolj²anje teorema 1.1.9.,
dobivamo iz sljede¢e leme za n = 2.

Lema 1.1.16. Neka je ϕ konveksna funkcija na intervalu I ⊂ R,x = (x1, . . . , xn) ∈

In i p = (p1, . . . , pn) nenegativna n-torka takva da
n∑
i=1

pi = 1. Tada vrijedi

min{p1, . . . , pn}

[
n∑
i=1

ϕ(xi)− nϕ

(
1

n

n∑
i=1

xi

)]
≤

≤
n∑
i=1

piϕ(xi)− ϕ

(
n∑
i=1

pixi

)
≤ (1.13)

≤ max{p1, . . . , pn}

[
n∑
i=1

ϕ(xi)− nϕ

(
1

n

n∑
i=1

xi

)]
. (1.14)

Dokaz. Jednostavna posljedica od [51, str. 717, Teorem 1].

Teorem 1.1.17. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) i neka je Φ konveksna funk-
cija na I = [a, b]. Tada za svaki pozitivan normaliziran linearan funkcional A na L
i za svaki g ∈ L takav da Φ(g) ∈ L imamo

A(Φ(g))− Φ(A(g)) ≤

≤ 1

b− a

{∣∣∣∣a+ b

2
− A(g)

∣∣∣∣+ A

(∣∣∣∣a+ b

2
− g

∣∣∣∣)}SΦ(a, b). (1.15)

Dokaz. Prvo primijetimo da Φ(g) ∈ L tako�er zna£i da je kompozicija Φ(g) dobro
de�nirana, stoga g(E) ⊆ [a, b]. Slijedi A(g) ∈ [a, b].
Neka su funkcije p, q : [a, b] → R de�nirane sa

p(x) =
b− x

b− a
, q(x) =

x− a

b− a
.
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Za svaki x ∈ [a, b] moºemo pisati

Φ(x) = Φ

(
b− x

b− a
a+

x− a

b− a
b

)
= Φ(p(x)a+ q(x)b) .

Kako je A(g) ∈ [a, b], imamo Φ(A(g)) = Φ(p(A(g))a+ q(A(g))b) i po lemi 1.1.16. za
n = 2 slijedi

Φ(A(g)) ≥ p(A(g))Φ(a) + q(A(g))Φ(b)−max{p(A(g)), q(A(g))}SΦ(a, b)

= p(A(g))Φ(a) + q(A(g))Φ(b)−

{
1

2
+

∣∣a+b
2

− A(g)
∣∣

b− a

}
SΦ(a, b).

(1.16)

Ponovo po lemi 1.1.16. za n = 2 imamo

Φ(x) ≤ p(x)Φ(a) + q(x)Φ(b)−min{p(x), q(x)}SΦ(a, b).

Imamo p(g), q(g) ∈ L i ako primijenimo A na gornju nejednakost dobivamo

A(Φ(g)) ≤ A(p(g))Φ(a) + A(q(g))Φ(b)− A (min{p(g), q(g)})SΦ(a, b)

= A(p(g))Φ(a) + A(q(g))Φ(b)− A

(
1

2
−
∣∣g − a+b

2

∣∣
b− a

)
SΦ(a, b)

= p(A(g))Φ(a) + q(A(g))Φ(b)− A

(
1

2
−
∣∣g − a+b

2

∣∣
b− a

)
SΦ(a, b).

(1.17)

Sada iz nejednakosti (1.16) i (1.17) dobivamo traºenu nejednakost (1.15)
Kako je A(g) ∈ [a, b], o£ito je da je teorem 1.1.17. pobolj²anje teorema 1.1.14.

1.2. Pobolj²anja i generalizacije

Sada navodimo rezultate iz rada [35]. Za dobivanje pobolj²anja koristimo lemu
1.1.16.

Prvo dajemo pobolj²anje teorema 1.1.4.

Teorem 1.2.1. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i
neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je ϕ konveksna funkcija
na [m,M ], tada za svaki g ∈ L takav da ϕ (g) ∈ L imamo A(g) ∈ [m,M ] i

A (ϕ (g)) ≤ M − A (g)

M −m
ϕ (m) +

A (g)−m

M −m
ϕ (M)− A (g̃) δϕ, (1.18)

gdje

g̃ =
1

2
1−

∣∣g − m+M
2

1
∣∣

M −m
, δϕ = ϕ (m) + ϕ (M)− 2ϕ

(
m+M

2

)
.
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Dokaz. Prvo primijetimo da ϕ (g) ∈ L tako�er zna£i da je kompozicija ϕ (g) dobro
de�nirana, stoga g (E) ⊆ [m,M ]. Sada imamo m1 ≤ g ≤M1 i

m = A (m1) ≤ A (g) ≤ A (M1) =M.

Neka su funkcije p, q : [m,M ] → R de�nirane sa

p (x) =
M − x

M −m
, q (x) =

x−m

M −m
.

Za svaki x ∈ [m,M ] moºemo pisati

ϕ (x) = ϕ

(
M − x

M −m
m+

x−m

M −m
M

)
= ϕ (p (x)m+ q (x)M) .

Po lemi 1.1.16. za n = 2 dobivamo

ϕ (x) ≤ p (x)ϕ (m) + q (x)ϕ (M)

−min {p (x) , q (x)}
[
ϕ (m) + ϕ (M)− 2ϕ

(
m+M

2

)]
.

Neka je g ∈ L takav da ϕ (g) ∈ L. Imamo p (g) , q (g) ∈ L, te kada primijenimo A
na gornju nejednakost uz x↔ g (x) dobivamo

A (ϕ (g)) ≤ A (p (g))ϕ (m) + A (q (g))ϕ (M)

−A (g̃)

[
ϕ (m) + ϕ (M)− 2ϕ

(
m+M

2

)]
,

gdje je funkcija g̃ de�nirana na E sa

g̃ (x) = (min {p (g) , q (g)}) (x) = 1

2
−
∣∣g (x)− m+M

2

∣∣
M −m

i po (L3) pripada u L. Kako su p i q linearne funkcije, po svojstvima od A imamo
A (p (g)) = p (A (g)) i A (q (g)) = q (A (g)), te stoga

A (ϕ (g)) ≤ p (A (g))ϕ (m) + q (A (g))ϕ (M)− A (g̃) δϕ,

²to je (1.18).

Primjedba 1.2.2. Teorem 1.2.1. je pobolj²anje teorema 1.1.4., jer pod postavljenim
uvjetima imamo

A (g̃) δϕ = A

(
1

2
1−

∣∣g − m+M
2

1
∣∣

M −m

)(
ϕ (m) + ϕ (M)− 2ϕ

(
m+M

2

))
≥ 0.

Idu¢i korolar pokazuje da je teorem 1.2.1. pobolj²anje i generalizacija Lah-Ribari£eve
nejednakosti.
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Korolar 1.2.3. Neka je p nenegativna n-torka uz Pn =
∑n

i=1 pi ̸= 0 i x ∈ [m,M ]n.
Ako je ϕ : [m,M ] → R konveksna funkcija, tada vrijedi

1

Pn

n∑
i=1

piϕ (xi) (1.19)

≤ M − x̄

M −m
ϕ (m) +

x̄−m

M −m
ϕ (M)− δϕ

Pn

n∑
i=1

pi

(
1

2
−
∣∣xi − m+M

2

∣∣
M −m

)
,

gdje je x̄ = 1
Pn

∑n
i=1 pixi i δϕ de�niran u teoremu 1.2.1.

Dokaz. Ako uzmemo E = [m,M ] , L = R[m,M ], g = idE, A (f) = 1
Pn

∑n
i=1 pif (xi),

nejednakost (1.18) postaje (1.19).
Koristimo teorem 1.2.1. za dobivanje pobolj²anja jo² nekih do sada spomenu-

tih nejednakosti. Prvo dobivamo pobolj²anje teorema 1.1.7. za specijalan slu£aj
F (x, y) = x− y.

Teorem 1.2.4. Uz pretpostavke teorema 1.2.1. vrijede sljede¢a nejednakost i jedna-
kost

A (ϕ (g))− ϕ (A (g))

≤ max
x∈[m,M ]

{
M − x

M −m
ϕ (m) +

x−m

M −m
ϕ (M)− ϕ (x)

}
− A (g̃) δϕ

= max
θ∈[0,1]

{θϕ (m) + (1− θ)ϕ (M)− ϕ (θm+ (1− θ)M)} − A (g̃) δϕ,

gdje su g̃ i δϕ de�nirani kao u teoremu 1.2.1.

Dokaz. To je direktna posljedica teorema 1.2.1. Identitet slijedi iz zamjene varijable
θ = M−x

M−m tako da za x ∈ [m,M ] imamo θ ∈ [0, 1] i x = θm+ (1− θ)M .
Zatim dajemo pobolj²anje teorema 1.1.6. Razmatrat ¢emo samo slu£aj kada je ϕ′

strogo rastu¢a (i stoga je ϕ konveksna), jer analogan rezultat za ϕ′ strogo padaju¢u
moºemo dobiti na sli£an na£in.

Teorem 1.2.5. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je ϕ : [m,M ] → R dife-
rencijabilna takva da je ϕ′ strogo rastu¢a na [m,M ], tada za svaki g ∈ L takav da je
ϕ (g) ∈ L vrijedi nejednakost

A(ϕ(g)) ≤ λ+ ϕ(A(g))− A (g̃) δϕ (1.20)

za neki λ koji zadovoljava 0 < λ < (M −m) (µ− ϕ′ (m)), gdje je

µ =
ϕ (M)− ϕ (m)

M −m

i g̃, δϕ de�nirani kao u teoremu 1.2.1.
Preciznije, λ moºemo odrediti na sljede¢i na£in: Neka je x̃ jedinstveno rje²enje
jednadºbe ϕ′ (x) = µ. Tada

λ = ϕ (m) + µ (x̃−m)− ϕ (x̃)

zadovoljava (1.20).
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Dokaz. Dokaz slijedi istim argumentiranjem kao u dokazu teorema 1.1.6., jer po
teoremu 1.2.4. imamo

A (ϕ (g))− ϕ (A (g)) ≤ max
x∈[m,M ]

f (x;m,M, ϕ)− A (g̃) δϕ

gdje je f de�nirana kao u (1.9).
Jo² jedna zanimljiva posljedica teorema 1.2.1. je sljede¢a nejednakost Hermite-

Hadamardovog tipa, ²to je pobolj²anje rezultata iz [61].

Teorem 1.2.6. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je ϕ : [m,M ] → R nepre-
kidna konveksna funkcija, tada za svaki g ∈ L takav da ϕ (g) ∈ L vrijede nejednakosti

ϕ

(
pm+ qM

p+ q

)
≤ A (ϕ (g)) ≤ pϕ (m) + qϕ (M)

p+ q
− A (g̃) δϕ (1.21)

gdje su p i q nenegativni realni brojevi takvi da

A (g) =
pm+ qM

p+ q
(1.22)

i g̃, δϕ su de�nirani kao u teoremu 1.2.1.

Dokaz. Prvo primijetimo da ϕ (g) ∈ L implicira A(g) ∈ [m,M ], stoga postoji
jedinstveni nenegativan realan broj λ ∈ [0, 1] takav da A (g) = λm + (1− λ)M .
Ako su p, q nenegativni realni brojevi koji zadovoljavaju (1.22) tada o£ito

p

p+ q
= λ,

q

p+ q
= 1− λ.

Iz Jessenove nejednakosti (1.4) imamo

ϕ

(
pm+ qM

p+ q

)
= ϕ (A (g)) ≤ A (ϕ (g)) ,

²to je prva nejednakost u (1.21).
Kako je

M − A (g)

M −m
ϕ (m) +

A (g)−m

M −m
ϕ (M) =

p

p+ q
ϕ (m) +

q

p+ q
ϕ (M)

po (1.18) imamo

A (ϕ (g)) ≤ pϕ (m) + qϕ (M)

p+ q
− A (g̃) δϕ,

²to je druga nejednakost u (1.21).
Kao korolar teorema 1.2.6. dobivamo rezultat iz [8] gdje je dokazano da trapezno

pravilo daje ve¢u gre²ku nego pravilo sredi²nje to£ke.

Korolar 1.2.7. Ako je ϕ : [m,M ] → R neprekidna konveksna funkcija, tada vrijede
nejednakosti

ϕ (m) + ϕ (M)

2
− 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx (1.23)

≥ 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx− ϕ

(
m+M

2

)
≥ 0.
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Dokaz. Ovo je specijalan slu£aj teorema 1.2.6. za E = [m,M ] , L = C ([m,M ]) ,

g = idE, A (f) = 1
M−m

∫M
m
f (x) dx, p = q = 1. Dobivamo

ϕ

(
m+M

2

)
≤ 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx (1.24)

≤ ϕ (m) + ϕ (M)

2
− δϕ
M −m

∫ M

m

g̃ (x) dx.

Jednostavan ra£un daje
1

M −m

∫ M

m

g̃ (x) dx =
1

4
,

stoga

ϕ (m) + ϕ (M)

2
− δϕ
M −m

∫ M

m

g̃ (x) dx

=
ϕ (m) + ϕ (M)

2
− 1

4

[
ϕ (m) + ϕ (M)− 2ϕ

(
m+M

2

)]
=

1

2
ϕ

(
m+M

2

)
+
ϕ (m) + ϕ (M)

4
. (1.25)

Iz (1.24) i (1.25) dobivamo

2ϕ

(
m+M

2

)
≤ 2

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx

≤ ϕ

(
m+M

2

)
+
ϕ (m) + ϕ (M)

2
,

²to je ekvivalentno sa

ϕ

(
m+M

2

)
− 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx

≤ 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx− ϕ

(
m+M

2

)
≤ ϕ (m) + ϕ (M)

2
− 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx.

Po Hermite-Hadamardovoj nejednakosti za konveksne funkcije znamo

0 ≤ 1

M −m

∫ M

m

ϕ (x) dx− ϕ

(
m+M

2

)
,

stoga je (1.23) dokazano.
Pogledajmo jo² dvije posljedice teorema 1.2.5.

Korolar 1.2.8. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je g ∈ L takav da log (g)
pripada u L i g (E) ⊆ [m,M ] ⊂ R+, tada

A (g) ≤ exp (A(log(g)))
expS

(
M
m

)[
(m+M)2

4mM

]A(g̃) ,
gdje je S (·) Spechtov omjer i g̃ je de�niran kao u teoremu 1.2.1.
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Dokaz. Specijalan slu£aj teorema 1.2.5. za ϕ = − log. U ovom slu£aju (1.20)
postaje

−A(log(g)) ≤ λ− logA(g)− A (g̃) δ− log,

to jest

exp logA(g) = A (g) ≤ exp (A(log(g)) + λ− A (g̃) δ− log)

= exp (A(log(g)))
exp (λ)

exp (A (g̃) δ− log)
,

gdje

δ− log = − logm− logM + 2 log
m+M

2
= log

(m+M)2

4mM
,

µ =
logm− logM

M −m
, x̃ = − 1

µ
=

M −m

logM − logm
,

stoga

λ = − logm+ µ (x̃−m) + log x̃

= − logm+
logm− logM

M −m

(
M −m

logM − logm
−m

)
+ log

M −m

logM − logm

= log

(
M

m

) m
M−m

+ log
M −m

m log M
m

− 1

= log

(
M
m

) m
M−m

e log
(
M
m

) m
M−m

= S

(
M

m

)
,

gdje je S (·) Spechtov omjer (vidjeti npr. [18, str. 71]) de�niran sa

S (h) =
h

1
h−1

e log h
1

h−1

, h ∈ R+ \ {1} .

Uzimaju¢i sve u obzir dobivamo

A (g) ≤ exp (A(log(g)))
expS

(
M
m

)[
(m+M)2

4mM

]A(g̃) .

Korolar 1.2.9. Neka su L i A kao u teoremu 1.2.1. Ako je p ∈ L takav da log (p)
pripada u L i p (E) ⊆ [m,M ] ⊂ R+, tada

A (p) ≤ expA(log (p)) +
M −m

log M
m

S

(
M

m

)
− A (p̃)

(
m+M − 2

√
mM

)
, (1.26)

gdje je S (·) Spechtov omjer i p̃ je de�niran sa

p̃ =
1

2
1−

∣∣∣log p− log
√
mM1

∣∣∣
logM − logm

.
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Dokaz. Specijalan slu£aj teorema 1.2.5. za ϕ = exp i g = log p. U ovom slu£aju
(1.20) postaje

A(exp log(p)) ≤ λ+ expA(log (p))− A (p̃) δexp,

gdje

δexp = exp logm+ exp logM − 2 exp
logm+ logM

2
= m+M − 2

√
mM,

µ =
M −m

logM − logm
, x̃ = log µ = log

M −m

logM − logm
,

stoga

λ = exp logm+ µ (x̃− logm)− exp x̃

= m+
M −m

logM − logm

(
log

M −m

logM − logm
− logm− 1

)
= m+

M −m

log M
m

log
1

e log
(
M
m

) m
M−m

= m+
M −m

log M
m

log

(
M
m

) m
M−m

[(
M
m

) m
M−m

]−1

e log
(
M
m

) m
M−m

= m+
M −m

log M
m

log

[(
M

m

) m
M−m

]−1

+
M −m

log M
m

S

(
M

m

)
=

M −m

log M
m

S

(
M

m

)
.

Uzimaju¢i sve u obzir dobivamo (1.26).
Sada ºelimo generalizirati i pobolj²ati Lah-Ribari£evu nejednakost na konveksne

ljuske, i specijalno na k-simplekse u Rk. Navodimo rezultate iz rada [70]. Prvo
gledamo trivijalno pro²irenje Jensenove nejednakosti na konveksne skupove u Rk.

Neka je U konveksan podskup od Rk i n ∈ N. Ako je f : U → R konveksna
funkcija, x1, . . . ,xn ∈ U i p1, . . . , pn nenegativni realni brojevi uz Pn =

∑n
i=1 pi > 0,

tada vrijedi Jensenova nejednakost

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≤ 1

Pn

n∑
i=1

pif(xi). (1.27)

Konveksna ljuska vektora x1, . . . ,xn ∈ Rk je skup{
n∑
i=1

αixi : αi ∈ R, αi ≥ 0,
n∑
i=1

αi = 1

}

i ozna£avamo ga sa K = co({x1, . . . ,xn}).
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Baricentri£ke koordinate nad K su neprekidne realne funkcije λ1, . . . , λn na K
sa sljede¢im svojstvima:

λi(x) ≥ 0, i = 1, ..., n
n∑
i=1

λi(x) = 1

x =
n∑
i=1

λi(x)xi (1.28)

Ako su x2 − x1, . . . ,xn − x1 linearno nezavisni vektori, tada svaki x ∈ K mo-
ºemo zapisati na jedinstveni na£in kao konveksnu kombinaciju od x1, . . . ,xn u obliku
(1.28).
Tako�er, promatramo k-simplekse S = co({v1,v2, . . . ,vk+1}) u Rk, to jest konvek-
sne ljuske vrhova v1, . . . ,vk+1 ∈ Rk, gdje su vektori v2 − v1, . . . ,vk+1 − v1 ∈ Rk

linearno nezavisni. U ovom slu£aju k-simpleks ozna£avamo sa S = [v1, . . . ,vk+1].
Baricentri£ke koordinate λ1, λ2, . . . , λk+1 nad S su nenegativni linearni polinomi na
S i imaju specijalan oblik (vidjeti [6]).

Sa Lk ozna£avamo linearnu klasu funkcija g : E → Rk de�niranih sa

g(t) = (g1(t), . . . , gk(t)), gi ∈ L (i = 1, . . . , k).

Za dani linearni funkcional A promatramo linearni operator Ã = (A, . . . , A) : Lk →
Rk de�niran sa

Ã(g) = (A(g1), . . . , A(gk)). (1.29)

Ako je zadovoljeno i A(1) = 1, tada koriste¢i (A1) dobivamo

(A3) A(f(g)) = f(Ã(g)) za svaku linearnu funkciju f na Rk.

Primjedba 1.2.10. Ako uzmemo F (x, y) = x − y, jednostavna posljedica teorema
1.1.7. je

A(f(g))− f (A(g)) ≤ max
θ∈[0,1]

[θf(m) + (1− θ)f(M)− f(θm+ (1− θ)M)] . (1.30)

Ako uzmemo F (x, y) = x
y
, za f > 0 slijedi

A(f(g))

f (A(g))
≤ max

θ∈[0,1]

[
θf(m) + (1− θ)f(M)

f(θm+ (1− θ)M)

]
. (1.31)

Dodatnu generalizaciju Jessenove nejednakosti (1.4) je dao E. J. McShane (vidjeti
[42], [69, str. 48]).

Teorem 1.2.11. (McShaneova nejednakost) Neka L zadovoljava svojstva (L1)
i (L2) na nepraznom skupu E, A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L
i Ã de�niran kao u (1.29). Neka je f neprekidna konveksna funkcija na zatvorenom
konveksnom skupu U ⊂ Rk. Tada za svaki g ∈ Lk takav da g(E) ⊂ U i f(g) ∈ L,
imamo Ã(g) ∈ U i

f(Ã(g)) ≤ A(f(g)). (1.32)
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J. Pe£ari¢ i S. Iveli¢ u radu [25] su dali generalizaciju teorema 1.1.4.

Teorem 1.2.12. Neka L zadovoljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu E
i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka x1, . . . ,xn ∈ Rk i
K = co({x1, . . . ,xn}). Neka je f konveksna funkcija K i λ1, . . . , λn baricentri£ke
koordinate nad K. Tada za svaki g ∈ Lk takav da g (E) ⊂ K i f(g), λi(g) ∈ L, i =
1, . . . , n imamo

A(f(g)) ≤
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi) .

Sada dajemo generalizacije i pobolj²anja teorema 1.1.7. i 1.2.12. To dobivamo
koriste¢i lemu 1.1.16. generaliziranu na konveksne skupove u Rk.

Lema 1.2.13. Neka je ϕ konveksna funkcija na U gdje je U konveksan skup u Rk,

(x1, . . . ,xn) ∈ Un i p = (p1, . . . , pn) je nenegativna n-torka takva da
n∑
i=1

pi = 1.

Tada

min{p1, . . . , pn}

[
n∑
i=1

ϕ(xi)− nϕ

(
1

n

n∑
i=1

xi

)]

≤
n∑
i=1

piϕ(xi)− ϕ

(
n∑
i=1

pixi

)
(1.33)

≤ max{p1, . . . , pn}

[
n∑
i=1

ϕ(xi)− nϕ

(
1

n

n∑
i=1

xi

)]
. (1.34)

Dokaz. Jednostavna posljedica od [51, str. 717, Teorem 1].
Za n ∈ N ozna£avamo

∆n−1 =

{
(µ1, . . . , µn) : µi ≥ 0, i ∈ {1, . . . , n},

n∑
i=1

µi = 1

}
.

Tako�er, ako je f funkcija de�nirana na konveksnom podskupu U ⊆ Rk i
x1,x2, . . . ,xn ∈ U , ozna£avamo

Snf (x1, . . . ,xn) =
n∑
i=1

f(xi)− nf

(
1

n

n∑
i=1

xi

)
.

O£ito, ako je f konveksna, Snf (x1, . . . ,xn) ≥ 0.

Sljede¢i teorem je pobolj²anje teorema 1.2.12.

Teorem 1.2.14. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka x1, . . . ,xn ∈
Rk i K = co ({x1, . . . ,xn}). Neka je f konveksna funkcija na K i λ1, . . . , λn
baricentri£ke koordinate nad K. Tada za svaki g ∈ Lk takav da g(E) ⊂ K i
f(g), λi(g) ∈ L, i = 1, . . . , n imamo

A(f(g)) ≤
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn). (1.35)
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Dokaz. Za svaki t ∈ E imamo g(t) ∈ K. Koriste¢i baricentri£ke koordinate imamo
λi(g(t)) ≥ 0, i = 1, . . . , n,

∑n
i=1 λi(g(t)) = 1 i

g(t) =
n∑
i=1

λi(g(t))xi.

Kako je f konveksna, moºemo primijeniti lemu 1.2.13., te imamo

f(g(t)) = f

(
n∑
i=1

λi(g(t))xi

)

≤
n∑
i=1

λi(g(t))f(xi)−min {λi(g(t))}

[
n∑
i=1

f(xi)− nf

(
1

n

n∑
i=1

xi

)]
.(1.36)

Sada primijenimo funkcional A na zadnju nejednakost i dobijemo

A (f(g)) ≤ A

(
n∑
i=1

λi(g)f (xi)−min {λi(g)}Snf (x1, . . . ,xn)

)

=
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn).

Primjedba 1.2.15. Teorem 1.2.14. je pobolj²anje teorema 1.2.12., jer pod danim
pretpostavkama imamo

A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn) ≥ 0.

Primjedba 1.2.16. Ako su zadovoljene sve pretpostavke teorema 1.2.14. i funkcija
f je neprekidna, tada

f(Ã(g)) ≤ A(f(g)) ≤
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn).

Prva nejednakost je teorem 1.2.11., a druga teorem 1.2.14.

Primjedba 1.2.17. Znamo da pod pretpostavkama teorema 1.2.14. imamo

A(f(g)) ≤
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn).

Podijelimo ovo sa f
(
Ã (g)

)
= f

(
n∑
i=1

A(λi(g))xi

)
, za slu£aj f > 0, te dobivamo

A (f (g))

f
(
Ã (g)

)
≤
∑n

i=1A(λi(g))f(xi)

f (
∑n

i=1A(λi(g))xi)
− A (min {λi(g) : i = 1, . . . , n})

f
(
Ã(g)

) Snf (x1, . . . ,xn)

≤ max
∆n−1

∑n
i=1 µif(xi)

f (
∑n

i=1 µixi)
− A (min {λi(g) : i = 1, . . . , n})

f
(
Ã(g)

) Snf (x1, . . . ,xn)
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²to je ekvivalentno

A (f (g))

≤ max
∆n−1

∑n
i=1 µif(xi)

f (
∑n

i=1 µixi)
f
(
Ã (g)

)
− A (min {λi(g) : i = 1, . . . , n})Snf (x1, . . . ,xn).

(1.37)

To je pobolj²anje nejednakosti (2.6) iz [25]

Koriste¢i teorem 1.2.14. dokazujemo generalizaciju i pobolj²anje teorema 1.1.7.

Teorem 1.2.18. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E,
A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i Ã de�niran kao u (1.29).
Neka x1, . . . ,xn ∈ Rk i K = co({x1, . . . ,xn}). Neka je f konveksna funkcija na K i
λ1, . . . , λn baricentri£ke koordinate nad K. Ako je J interval u R takav da f(K) ⊂ J
i F : J × J → R je rastu¢a funkcija u prvoj varijabli, tada za svaki g ∈ Lk takav da
g (E) ⊂ K i f(g), λi(g) ∈ L, i = 1, . . . , n imamo

F
(
A(f(g)), f(Ã(g))

)
≤ F

(
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn), f(Ã(g))

)

≤ max
∆n−1

F

(
n∑
i=1

µif(xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn), f

(
n∑
i=1

µixi

))
.

(1.38)

Dokaz. Za svaki t ∈ E imamo g(t) ∈ K. Koriste¢i baricentri£ke koordinate imamo
λi(g(t)) ≥ 0, i = 1, . . . , n,

∑n
i=1 λi(g(t)) = 1 i

g(t) =
n∑
i=1

λi(g(t))xi.

Kako je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i Ã linearan operator na
Lk, imamo

Ã (g) = (A(g1), . . . , A(gk)) =
n∑
i=1

A (λi(g))xi,

gdje
A (λi(g)) ≥ 0, i = 1, . . . , n

i
n∑
i=1

A (λi(g)) = A

(
n∑
i=1

λi(g)

)
= A(1) = 1.

Stoga, Ã (g) ∈ K.
Kako je F : J × J → R rastu¢a funkcija u prvoj varijabli, koriste¢i (1.35) imamo

F
(
A(f(g)), f(Ã(g))

)
≤ F

(
n∑
i=1

A (λi(g)) f(xi)− A (min {λi(g(t))})Snf (x1, . . . ,xn), f(Ã(g))

)
.

(1.39)
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Supstitucijama
A (λi(g)) = µi, i = 1, . . . , n,

slijedi

Ã (g) =
n∑
i=1

µixi.

Sada imamo

F

(
n∑
i=1

A (λi(g)) f(xi)− A (min {λi(g(t))})Snf (x1, . . . ,xn), f(Ã(g))

)

= F

(
n∑
i=1

µif(xi)− A (min {λi(g(t))})Snf (x1, . . . ,xn), f

(
n∑
i=1

µixi

))

≤ max
∆n−1

F

(
n∑
i=1

µif(xi)− A (min {λi(g(t))})Snf (x1, . . . ,xn), f

(
n∑
i=1

µixi

))
.

Kombiniraju¢i (1.39) i zadnju nejednakost dobivamo (1.42).

Primjedba 1.2.19. Ako uzmemo F (x, y) = x − y, kao jednostavna posljedica te-
orema 1.2.18. slijedi

A(f(g))− f(Ã(g))

≤ max
∆n−1

(
n∑
i=1

µif(xi)− f

(
n∑
i=1

µixi

)
− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn)

)
.

(1.40)

Ako uzmemo F (x, y) = x
y
, za f > 0 slijedi

A(f(g))

f(Ã(g))
≤ max

∆n−1

(∑n
i=1 µif(xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn)

f (
∑n

i=1 µixi)

)
. (1.41)

Nejednakosti (1.40) i (1.41) su generalizacije i pobolj²anja od (1.30) i (1.31).

Ako zamijenimo F by −F u teoremu 1.2.18. dobivamo sljede¢i teorem

Teorem 1.2.20. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E,
A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i Ã de�niran kao u (1.29).
Neka x1, . . . ,xn ∈ Rk i K = co({x1, . . . ,xn}). Neka je f konveksna funkcija na K i
λ1, . . . , λn baricentri£ke koordinate nad K. Ako je J interval u R takav da f(K) ⊂ J
i F : J × J → R je padaju¢a funkcija u prvoj varijabli, tada za svaki g ∈ Lk takav
da g (E) ⊂ K i f(g), λi(g) ∈ L, i = 1, . . . , n imamo

F
(
A(f(g)), f(Ã(g))

)
≥ F

(
n∑
i=1

A (λi(g)) f (xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn), f(Ã(g))

)

≥ min
∆n−1

F

(
n∑
i=1

µif(xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn), f

(
n∑
i=1

µixi

))
.

(1.42)
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Sada promatramo specijalan slu£aj kada je konveksna ljuska k-simpleks u Rk.
Neka je S k-simpleks u Rk sa vrhovima v1,v2, . . . ,vk+1 ∈ Rk. Baricentri£ke koordi-
nate λ1, . . . λk+1 nad S su nenegativni linearni polinomi koji zadovoljavaju Lagran-
geovo svojstvo

λi(vj) = δij =

{
1, i = j
0, i ̸= j

.

Poznato je (vidjeti [6]) da za svaki x ∈ S baricentri£ke koordinate λ1(x), . . . , λk+1(x)
imaju oblik

λ1(x) =
Volk ([x,v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
,

λ2(x) =
Volk ([v1,x,v3, . . . ,vk+1])

Volk(S)
,

...

λk+1(x) =
Volk ([v1, . . . ,vk,x])

Volk(S)
, (1.43)

gdje Volk ozna£ava k-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru od S. Ovdje, na primjer,
[v1,x, . . . ,vk+1] ozna£ava podsimpleks koji dobijemo ako zamijenimo v2 sa x, tj.
podsimpleks nasuprot v2 kada dodamo x kao novi vrh. Volumen sa predznakom
Volk(S) je dan sa (k + 1)× (k + 1) determinantom

Volk (S) =
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
v11 v21 vk+11

v12 v22 vk+12
...

...
...

v1k v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

gdje v1 = (v11, v12, . . . , v1k), . . . ,vk+1 = (vk+11, vk+12, . . . , vk+1k) (vidjeti [71]).
Kako su vektori v2 − v1, . . . ,vk+1 − v1 linearno nezavisni, svaki x ∈ S moºemo

zapisati na jedinstven na£in kao konveksnu kombinaciju od v1, . . . ,vk+1 u obliku

x =
Volk ([x,v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
v1 + · · ·+ Volk ([v1, . . . ,vk,x])

Volk(S)
vk+1. (1.44)

Sada dajemo analogon teorema 1.2.14. za konveksne funkcije de�nirane na k-
simpleksima u Rk.

Teorem 1.2.21. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E, A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i Ã de�niran kao u (1.29). Neka
je f konveksna funkcija na k-simpleksu S = [v1,v2, . . . ,vk+1] u Rk i λ1, . . . , λk+1 su
baricentri£ke koordinate nad S. Tada za svaki g ∈ Lk takav da g (E) ⊂ S i f(g) ∈ L
imamo

A(f(g)) ≤
k+1∑
i=1

A (λi(g)) f (vi)− A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1) (1.45)

=
Volk

([
Ã(g),v2, . . . ,vk+1

])
Volk(S)

f(v1) + · · ·+
Volk

([
v1,v2, . . . , Ã(g)

])
Volk(S)

f(vk+1)

−A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1).
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Dokaz. Za svaki t ∈ E imamo g(t) ∈ S. Koriste¢i baricentri£ke koordinate imamo

λ1 (g(t)) =
Volk ([g(t),v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
=

1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1

g1(t) v21 vk+11
...

...
...

gk(t) v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
v11 v21 vk+11
...

...
...

v1k v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

...

λk+1(g(t)) =
Volk ([v1, . . . ,vk, g(t)])

Volk(S)
=

1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 · · · 1 1
v11 vk1 g1(t)
...

...
...

v1k · · · vkk gk(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 · · · 1
v11 v21 vk+11
...

...
...

v1k v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

k+1∑
i=1

λi(g(t)) = 1 i g(t) =
k+1∑
i=1

λi(g(t))vi.

Kako je f konveksna na S, koriste¢i lemu 1.2.13. imamo

f(g(t)) ≤
k+1∑
i=1

λi(g(t))f (vi)−min {λi(g(t))}

[
k+1∑
i=1

f(vi)− (k + 1)f

(
1

k + 1

k+1∑
i=1

vi

)]
.

Koriste¢i Laplaceov razvoj determinante lagano se provjeri λi(g) ∈ L za svaki i =
1, . . . , k + 1.
Sada primijenimo A na zadnju nejednakost i dobivamo

A(f(g))

≤ A

(
k+1∑
i=1

λi(g)f(vi)−min {λi(g(t))}

[
k+1∑
i=1

f(vi)− (k + 1)f

(
1

k + 1

k+1∑
i=1

vi

)])

=
k+1∑
i=1

A (λi(g)) f (vi)− A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1), (1.46)
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gdje

A (λ1 (g)) =

1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
A(g1) v21 vk+11
...

...
...

A(gk) v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
v11 v21 vk+11
...

...
...

v1k v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
Volk

([
Ã(g),v2, . . . ,vk+1

])
Volk(S)

,

... (1.47)

A (λk+1 (g)) =

1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 1
v11 vk1 A(g1)
...

...
...

v1k · · · vkk A(gk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1

k!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
v11 v21 vk+11
...

...
...

v1k v2k · · · vk+1k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
Volk

([
v1, . . . ,vk, Ã(g)

])
Volk(S)

.

Kombiniraju¢i (1.46) i (1.47) dobivamo (1.45).
Koriste¢i teorem 1.2.21. dokazujemo analogon teorema 1.2.18. za k-simplekse u

Rk.

Teorem 1.2.22. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E, A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i Ã de�niran kao u (1.29). Neka
je f konveksna funkcija na k-simpleksu S = [v1,v2, . . . ,vk+1] u Rk i λ1, . . . , λk+1

baricentri£ke koordinate nad S. Ako je J interval u R takav da f(S) ⊂ J i F : J ×
J → R rastu¢a funkcija u prvoj varijabli, tada za svaki g ∈ Lk takav da g (E) ⊂ S
i f(g) ∈ L imamo

F
(
A(f(g)), f(Ã(g))

)
(1.48)

≤ max
x∈S

F
(Volk ([x,v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
f(v1) + · · ·+ Volk ([v1, . . . ,vk,x])

Volk(S)
f(vk+1)

−A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1), f (x)

)
= max

∆k
F

(
k+1∑
i=1

µif(vi)− A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1), f

(
k+1∑
i=1

µivi

))
.

Dokaz. Kako za svako t ∈ E imamo g(t) ∈ S, slijedi Ã(g) ∈ S (vidjeti prvi dio
dokaza teorema 1.2.18.).
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Kako je F : J × J → R rastu¢a funkcija u prvoj varijabli, po teoremu 1.2.21. imamo

F
(
A(f(g)), f(Ã(g))

)
≤ F

(Volk ([Ã(g),v2, . . . ,vk+1

])
Volk(S)

f(v1) + · · ·+
Volk

([
v1, . . . ,vk, Ã(g)

])
Volk(S)

f(vk+1)

−A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1), f(Ã(g))

)
≤ max

x∈S
F
(Volk ([x,v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
f(v1) + · · ·+ Volk ([v1, . . . ,vk,x])

Volk(S)
f(vk+1)

−A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1), f (x)

)
. (1.49)

Nejednakost (1.48) je jednostavna posljedica supstitucija

µ1 =
Volk ([x,v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
, . . . , µk+1 =

Volk ([v1, . . . ,vk,x])

Volk(S)
,

i

x =
k+1∑
i=1

µivi.

Primjedba 1.2.23. Ako su sve pretpostavke teorema 1.2.21. zadovoljene, te ako je
f neprekidna, tada

f(Ã(g)) ≤ A(f(g))

≤
k+1∑
i=1

A (λi(g)) f (vi)− A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1) (1.50)

=
Volk

([
Ã(g),v2, . . . ,vk+1

])
Volk(S)

f(v1) + · · ·+
Volk

([
v1,v2, . . . , Ã(g)

])
Volk(S)

f(vk+1)

−A (min {λi(g)})Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1).

Prva nejednakost je teorem 1.2.11., a druga teorem 1.2.21.

Primjer 1.2.24. Neka je S = [v1,v2, . . . ,vk+1] k-simpleks u Rk i f neprekidna
konveksna funkcija na S. Neka je L = (E,A, λ) prostor mjere sa pozitivnom mjerom
λ. De�niramo funkcional A : L→ R sa

A(g) =
1

λ(E)

∫
E

g(t)dλ(t).

A je o£ito pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Tada je linearan operator
Ã de�niran sa

Ã(g) =
1

λ(E)

∫
E

g(t)dλ(t).



1. Konverzna Jensenova nejednakost 24

Ozna£avamo g = 1
λ(E)

∫
E
g(t)dλ(t). Ako g (E) ⊂ S i f(g) ∈ L, tada iz (1.50) slijedi

f (g) ≤ A(f(g)) (1.51)

≤ Volk ([g,v2, . . . ,vk+1])

Volk(S)
f(v1) + · · ·+ Volk ([v1, . . . ,vk, g])

Volk(S)
f(vk+1)

−
(

1

λ(E)

∫
E

min {λi(g(t)) : i = 1, . . . , k + 1} dλ(t)
)
Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1).

Primjedba 1.2.25. Neka je S = [v1, . . . ,vk+1] k−simpleks u Rk. Ako stavimo
E = S, g = idS i λ Lebesgueova mjera na S u primjeru 1.2.24., dobivamo

idS =
1

|S|

∫
S

tdt = v∗ =
1

k + 1

k+1∑
i=1

vi

A(f(idS)) =
1

|S|

∫
S

f(t)dt

gdje je v∗ baricentar od S. Sada imamo

f(v∗) ≤ 1

|S|

∫
S

f(t)dt

≤ Volk ([v
∗,v2, . . . ,vk+1])

|S|
f(v1) + · · ·+ Volk ([v1, . . . ,vk,v

∗])

|S|
f(vk+1)

−
(

1

|S|

∫
S

min {λi(t) : i = 1, . . . , k + 1} dt
)[k+1∑

i=1

f(vi)− (k + 1)f(v∗)

]

=
1

k + 1

(
k+1∑
i=1

f (vi)

)

−
(

1

|S|

∫
S

min {λi(t) : i = 1, . . . , k + 1} dt
)[k+1∑

i=1

f(vi)− (k + 1)f(v∗)

]
.

(1.52)

Za i = 1, . . . , k+1, neka je Si simpleks £iji su vrhovi v∗ i svi vrhovi od S osim vi. Oz-
na£imo sa v∗

i baricentar od Si, i = 1, . . . , k+1. Kako je Volk (Si) = Volk (Sj) , i, j =
1, . . . , k + 1, slijedi iz (1.43) da t ∈ Sj implicira mini λi(t) = λj(t). Slijedi∫

S

min
i
λi(t)dt =

k+1∑
j=1

∫
Sj

λj(t)dt. (1.53)
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Imamo∫
Sj

λj(t)dt

=
1

|S|

∫
Sj

Volk [v1, . . . , t, . . . ,vk+1] dt

=
1

|S|
Volk

[
v1, . . . ,

∫
Sj

tdt, . . . ,vk+1

]

=
|Sj|
|S|

Volk
[
v1, . . . ,v

∗
j , . . . ,vk+1

]
=

1

k + 1
Volk

[
v1, . . . ,v

∗
j , . . . ,vk+1

]
=

1

(k + 1)2
Volk [v1, . . . ,v

∗, . . . ,vk+1] =
1

(k + 1)3
|S|. (1.54)

Koriste¢i (1.53) i (1.54) dobivamo∫
S

min
i
λi(t)dt =

1

(k + 1)2
|S|. (1.55)

Ako stavimo (1.55) u (1.52), imamo

f(v∗) ≤ 1

|S|

∫
S

f(t)dt

≤ k

(k + 1)2

k+1∑
i=1

f(vi) +
1

k + 1
f(v∗)

²to je dobiveno u [21, Teorem 4.1].
Lagano se pokaºe da je desna strana ove nejednakosti ekvivalentna k-dimenzionalnoj

varijanti Hammer-Bullenove nejednakosti, naime

1

|S|

∫
S

f(t)dt− f(v∗) ≤ k

k + 1

k+1∑
i=1

f(vi)−
k

|S|

∫
S

f(t)dt (1.56)

²to je dokazano, na primjer, u [89].
U jednoj dimenziji dobivamo pobolj²anje klasi£ne Hermite-Hadamardove nejedna-
kosti

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(t)dt ≤ f(a) + f(b)

2
− 1

4
S2
f (a, b).

1.3. Giaccardi-Petrovi¢eva nejednakost

Giaccardijeva nejednakost kaºe:

Teorem 1.3.1. Neka je ϕ konveksna funkcija na intervalu I, p nenegativna n-torka
takva da

∑n
i=1 pi = Pn ̸= 0 i x realna n-torka. Ako su x ∈ In i x0 ∈ I takvi da∑n

i=1 pixi = x̃ ∈ I, x̃ ̸= x0 i

(xi − x0)(x̃− xi) ≥ 0, i = 1, . . . , n,
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tada
n∑
i=1

piϕ(xi) ≤ Aϕ(x̃) +B

( n∑
i=1

pi − 1

)
ϕ(x0),

gdje

A =

∑n
i=1 pi(xi − x0)∑n
i=1 pixi − x0

, B =

∑n
i=1 pixi∑n

i=1 pixi − x0
.

Jednostavna posljedica Giaccardijeve nejednakosti je Petrovi¢eva nejednakost:

Korolar 1.3.2. Neka je ϕ konveksna funkcija na [0, a], 0 < a < ∞. Tada za svaku
nenegativnu n-torku p i svaki x ∈ [0, a]n takav da

∑n
i=1 pixi = x̃ ∈ (0, a] i

n∑
i=1

pixi ≥ xj, j = 1, . . . , n,

vrijedi sljede¢a nejednakost

n∑
i=1

piϕ(xi) ≤ ϕ(x̃) +

( n∑
i=1

pi − 1

)
ϕ(0).

Za vi²e detalja o Giaccardijevoj i Petrovi¢evoj nejednakosti vidjeti [69].
U radu [66] smo pobolj²ali teorem 1.3.1. i korolar 1.3.2. koriste¢i lemu 1.1.16. za

n = 2.

Teorem 1.3.3. Neka je ϕ konveksna funkcija na intervalu I, p nenegativna n-torka
takva da

∑n
i=1 pi = Pn ̸= 0 i x realna n-torka. Ako su x ∈ In i x0 ∈ I takvi da∑n

i=1 pixi = x̃ ∈ I, x̃ ̸= x0 i

(xi − x0)(x̃− xi) ≥ 0, i = 1, . . . , n, (1.57)

tada
n∑
i=1

piϕ(xi) ≤ Aϕ(x̃)

+B

(
n∑
i=1

pi − 1

)
ϕ(x0)−

δϕ
2
Pn + δϕ

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣∣xi − x0+x̃
2

x̃− x0

∣∣∣∣∣ , (1.58)

gdje

A =

∑n
i=1 pi(xi − x0)∑n
i=1 pixi − x0

, B =

∑n
i=1 pixi∑n

i=1 pixi − x0
, δϕ = ϕ(x0) + ϕ(x̃)− 2ϕ

(
x0 + x̃

2

)
.

Dokaz. Uvjet (xi − x0)(x̃ − xi) ≥ 0, i = 1, . . . , n, zna£i da vrijedi x0 ≤ xi ≤ x̃ ili
x̃ ≤ xi ≤ x0, i = 1, . . . , n. Promotrimo prvi slu£aj (drugi je analogan).
Neka su funkcije p, q : [x0, x̃] → [0, 1] de�nirane sa

p(x) =
x̃− x

x̃− x0
, q(x) =

x− x0
x̃− x0

.
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Za svaki x ∈ [x0, x̃] moºemo pisati

ϕ(x) = ϕ

(
x̃− x

x̃− x0
x0 +

x− x0
x̃− x0

x̃

)
= ϕ(p(x)x0 + q(x)x̃).

Po lemi 1.1.16. za n = 2 imamo za x ∈ [x0, x̃]

min{p(x), q(x)}
[
ϕ(x0) + ϕ(x̃)− 2ϕ

(
x0 + x̃

2

)]
≤ p(x)ϕ(x0) + q(x)ϕ(x̃)− ϕ(p(x)x0 + q(x)x̃)

i tada

ϕ(x) = ϕ(p(x)x0 + q(x)x̃)

≤ p(x)ϕ(x0) + q(x)ϕ(x̃)−min{p(x), q(x)}
[
ϕ(x0) + ϕ(x̃)− 2ϕ

(
x0 + x̃

2

)]
.

Mnoºe¢i ϕ(xi) sa pi i sumiraju¢i, dobivamo
n∑
i=1

piϕ(xi)

≤
n∑
i=1

pi

[
p(xi)ϕ(x0) + q(xi)ϕ(x̃)−min{p(xi), q(xi)}

[
ϕ(x0) + ϕ(x̃)− 2ϕ

(
x0 + x̃

2

)]]
= ϕ(x̃)

n∑
i=1

pi
xi − x0
x̃− x0

+ ϕ(x0)
n∑
i=1

pi
x̃− xi
x̃− x0

− δϕ

n∑
i=1

pimin{p(xi), q(xi)}

= Aϕ(x̃) +B(
n∑
i=1

pi − 1)ϕ(x0)−
δϕ
2
Pn + δϕ

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣∣xi − x0+x̃
2

x̃− x0

∣∣∣∣∣ .
Primjedba 1.3.4. Teorem 1.3.3. je o£ito pobolj²anje teorema 1.3.1., jer pod pos-
tavljenim uvjetima imamo

δϕ

n∑
i=1

pimin{p(xi), q(xi)} ≥ 0.

Jednostavna posljedica Giaccardijeve nejednakosti je Petrovi¢eva nejednakost,
pa dajemo i njeno pobolj²anje.

Teorem 1.3.5. Neka je ϕ konveksna funkcija na [0, a], 0 < a <∞. Tada za svaku
nenegativnu n-torku p i svaki x ∈ [0, a]n takav da

∑n
i=1 pixi = x̃ ∈ (0, a] i

n∑
i=1

pixi ≥ xj, j = 1, . . . , n, (1.59)

vrijedi sljede¢a nejednakost
n∑
i=1

piϕ(xi) ≤ ϕ(x̃) +

(
n∑
i=1

pi − 1

)
ϕ(0)

−δϕ
2
Pn + δϕ

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣xix̃ − 1

2

∣∣∣∣ , (1.60)

gdje δϕ = ϕ(0) + ϕ(x̃)− 2ϕ
(
x̃
2

)
.
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Dokaz. Specijalan slu£aj teorema 1.3.3.; uzmemo x0 = 0.

Primjedba 1.3.6. Primijetimo da smo pobolj²anje Giaccardijeve nejednakosti mo-
gli dobiti iz teorema 1.2.1. Gledamo specijalan slu£aj tog teorema kao u korolaru
1.2.3.
Pretpostavimo da x0 < x̃. Ako de�niramo m = x0 i M = x̃, iz (1.57) imamo
x ∈ [m,M ]n i (1.19) daje

n∑
i=1

piϕ (xi)

≤ Pnx̃− x̃

x̃− x0
ϕ (x0) +

x̃− x0Pn
x̃− x0

ϕ (x̃)− δϕ
2
Pn + δϕ

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣∣xi − x0+x̃
2

x̃− x0

∣∣∣∣∣
= Aϕ

(
n∑
i=1

pixi

)
+B

(
n∑
i=1

pi − 1

)
ϕ (x0)−

δϕ
2
Pn + δϕ

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣∣xi − x0+x̃
2

x̃− x0

∣∣∣∣∣ .
Ako je x0 >

∑n
i=1 pixi de�niramo m =

∑n
i=1 pixi, M = x0, te je ostatak dokaza

sli£an.

Motivirani nejednakostima (1.58) i (1.60), de�niramo dva funkcionala:

Φ1(x,p, f) = Af(x̃) +B

(
n∑
i=1

pi − 1

)
f(x0)−

δf
2
Pn

+ δf

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣∣xi − x0+x̃
2

x̃− x0

∣∣∣∣∣−
n∑
i=1

pif(xi), (1.61)

gdje je f funkcija na intervalu I, p nenegativna n-torka, x realna n-torka i x̃, Pn,
δf , A,B kao u teoremu 1.3.3., i

Φ2(x,p, f) = f(x̃) +

(
n∑
i=1

pi − 1

)
f(0)− δϕ

2
Pn

+ δf

n∑
i=1

pi

∣∣∣∣xix̃ − 1

2

∣∣∣∣− n∑
i=1

pif (xi) , (1.62)

gdje je f funkcija na intervalu [0, a], p nenegativna n-torka, x realna n-torka i x̃,
Pn, δf kao u korolaru 1.3.5..
Ako je f konveksna funkcija, tada teorem 1.3.3. i korolar 1.3.5. implicirajuΦi(x,p, f) ≥
0, i = 1, 2.
Sada dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa za funkcionale Φi,
i = 1, 2.

Teorem 1.3.7. Neka je I = [a, b], p nenegativna n-torka takva da
∑n

i=1 pi = Pn ̸= 0
i x realna n-torka Neka su x ∈ In i x0 ∈ I takvi da

∑n
i=1 pixi = x̃ ∈ I, x̃ ̸= x0 i

vrijedi (1.57). Neka f ∈ C2(I). Tada postoji ξ ∈ I takav da

Φ1(x,p, f) =
f ′′(ξ)

2
Φ1(x, p, f0), (1.63)

gdje f0(x) = x2.
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Dokaz. Kako je f ∈ C2(I) postoje realni brojevi m = minx∈[a,b] f
′′(x) i M =

maxx∈[a,b] f
′′(x). Lagano se pokaºe da su funkcije f1(x) i f2(x), de�nirane sa

f1(x) =
M

2
x2 − f(x),

f2(x) = f(x)− m

2
x2

konveksne. Stoga

Φ1(x,p, f1) ≥ 0

Φ1(x,p, f2) ≥ 0,

i dobivamo

Φ1(x,p, f) ≤
M

2
Φ1(x,p, f0) (1.64)

Φ1(x,p, f) ≥
m

2
Φ1(x,p, f0). (1.65)

Iz (1.64) i (1.65) dobivamo

m

2
Φ1(x,p, f0) ≤ Φ1(x,p, f) ≤

M

2
Φ1(x,p, f0).

Ako je Φ1(x,p, x
2) = 0 nemamo ni²ta za dokazati. Pretpostavimo Φ1(x,p, x

2) > 0.
Imamo

m ≤ 2Φ1(x,p, f)

Φ1(x,p, x2)
≤M.

Stoga postoji ξ ∈ I takav da

Φ1(x,p, f) =
f ′′(ξ)

2
Φ1(x,p, f0).

Teorem 1.3.8. Neka je I = [0, a], p nenegativna n-torka i x realna n-torka. Neka
je x ∈ [0, a]n takav da

∑n
i=1 pixi = x̃ ∈ I i vrijedi (1.59). Neka f ∈ C2(I). Tada

postoji ξ ∈ I takav da

Φ2(x,p, f) =
f ′′(ξ)

2
Φ2(x,p, f0) (1.66)

gdje f0(x) = x2.

Dokaz. Analogan dokazu teorema 1.3.7.

Teorem 1.3.9. Neka je I = [a, b], p nenegativna n-torka takva da
∑n

i=1 pi = Pn ̸= 0
i x realna n-torka. Neka su x ∈ In i x0 ∈ I takvi da

∑n
i=1 pixi = x̃ ∈ I, x̃ ̸= x0 i

vrijedi (1.57). Neka f, g ∈ C2(I). Tada postoji ξ ∈ I takav da

Φ1(x,p, f)

Φ1(x,p, g)
=
f ′′(ξ)

g′′(ξ)
, (1.67)

uz uvjet da su nazivnici razli£iti od nula.
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Dokaz. De�niramo h ∈ C2([a, b]) sa

h = c1f − c2g,

gdje je
c1 = Φ1(x,p, g), c2 = Φ1(x,p, f).

Sada koriste¢i teorem 1.3.7. postoji ξ ∈ [a, b] takav da(
c1
f ′′(ξ)

2
− c2

g′′(ξ)

2

)
Φ1(x,p, f0) = 0.

Kako je Φ1(x,p, f0) ̸= 0 (ina£e dobivamo kontradikciju sa Φ1(x,p, g) ̸= 0 po teoremu
1.3.7.), dobivamo

Φ1(x,p, f)

Φ1(x,p, g)
=
f ′′(ξ)

g′′(ξ)
.

Teorem 1.3.10. Neka je I = [0, a], p nenegativna n-torka i x realna n-torka. Neka
je x ∈ [0, a]n takav da

∑n
i=1 pixi = x̃ ∈ I i vrijedi (1.59). Neka f, g ∈ C2(I). Tada

postoji ξ ∈ I takav da
Φ2(x,p, f)

Φ2(x,p, g)
=
f ′′(ξ)

g′′(ξ)
(1.68)

uz uvjet da su nazivnici razli£iti od nula.

Dokaz. Analogan dokazu teorema 1.3.9.
Uvodimo sada neka svojstva funkcija koja ¢emo prou£avati, a zatim ¢emo dati

neke karakterizacije tih svojstava.

De�nicija 1.3.11. Funkcija ψ : I → R je n−exksponencijalno konveksna u Jense-
novom smislu na I ako vrijedi

n∑
i,j=1

ξiξjψ

(
xi + xj

2

)
≥ 0

za svaki izbor ξi ∈ R i xi ∈ I, i = 1, . . . , n.
Funkcija ψ : I → R je n−eksponencijalno konveksna ako je n−eksponencijalno ko-
nveksna u Jensenovom smislu i neprekidna na I.

Primjedba 1.3.12. Jasno je iz de�nicije da su 1-eksponencijalno konveksne funk-
cije u stvari nenegativne funkcije. Tako�er, n-eksponencijalno konveksne funkcije u
Jensenovom smislu su k−eksponencijalno konveksne u Jensenovom smislu za svaki
k ∈ N, k ≤ n.

Sljede¢a propozicija slijedi iz de�nicije pozitivno semide�nitnih matrica.

Propozicija 1.3.13. Ako je ψ n-eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu,

tada je
[
ψ

(
xi + xj

2

)]k
i,j=1

pozitivno semide�nitna matrica za svaki k ∈ N, k ≤ n.

Specijalno, det
[
ψ

(
xi + xj

2

)]k
i,j=1

≥ 0 za sve k ∈ N, k ≤ n.
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De�nicija 1.3.14. Funkcija ψ : I → R je eksponencijalno konveksna u Jensenovom
smislu na I ako je n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu za svaki
n ∈ R.
Funkcija ψ : I → R je eksponencijalno konveksna ako je eksponencijalno konveksna
u Jensenovom smislu i neprekidna.

Primjedba 1.3.15. Poznato je (i lagano za pokazati) da je ψ : I → R+ log-konveksna
u Jensenovom smislu ako i samo ako

α2ψ(x) + 2αβψ

(
x+ y

2

)
+ β2ψ(y) ≥ 0

vrijedi za sve α, β ∈ R i x, y ∈ I. Slijedi da je pozitivna funkcija log-konveksna u
Jensenovom smislu ako i samo ako je 2-eksponencijalno konveksna u Jensenovom
smislu. Tako�er, iz elementarne teorije konveksnosti slijedi da je pozitivna funkcija
log-konveksna ako i samo ako je 2-eksponencijalno konveksna.

Trebat ¢e nam i sljede¢i rezultat (vidjeti npr. [69]).

Propozicija 1.3.16. Ako je Ψ konveksna funkcija na I i ako x1 ≤ y1, x2 ≤ y2, x1 ̸=
x2, y1 ̸= y2 tada vrijedi sljede¢a nejednakost

Ψ(x2)−Ψ(x1)

x2 − x1
≤ Ψ(y2)−Ψ(y1)

y2 − y1
. (1.69)

Ako je Ψ konkavna na I vrijedi suprotna nejednakost.

Kada promatramo funkcije razli£itih stupnjeva glatko¢e, podijeljene razlike se
pokazuju vrlo korisne.

De�nicija 1.3.17. Podijeljena razlika drugog reda funkcije f : I → R u me�usobno
razli£itim to£kama y0, y1, y2 ∈ I se de�nira rekurzivno sa

[yi; f ] = f(yi), i = 0, 1, 2

[yi, yi+1; f ] =
f(yi+1)− f(yi)

yi+1 − yi
, i = 0, 1

[y0, y1, y2; f ] =
[y1, y2; f ]− [y0, y1; f ]

y2 − y0
. (1.70)

Primjedba 1.3.18. Vrijednost [y0, y1, y2; f ] je nezavisna o poretku to£aka y0, y1 i
y2. De�niciju moºemo pro²iriti na slu£aj kada se neke to£ke podudaraju. Naime,
ako gledamo limes y1 → y0 u (1.70), dobivamo

lim
y1→y0

[y0, y1, y2; f ] = [y0, y0, y2; f ] =
f(y2)− f(y0)− f ′(y0)(y2 − y0)

(y2 − y0)2
, y2 ̸= y0

ukoliko f ′ postoji, a ako uzmemo limese yi → y0, i = 1, 2 u (1.70), dobivamo

lim
y2→y0

lim
y1→y0

[y0, y1, y2; f ] = [y0, y0, y0; f ] =
f ′′(y0)

2

ukoliko f ′′ postoji.
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Koristimo ideju iz [27] i dajemo elegantnu metodu za dobivanje n-eksponencijalno
konveksnih i eksponencijalno konveksnih funkcija primjenjuju¢i funkcionale Φ1 i Φ2

na danu familiju funkcija s istim svojstvom.

Teorem 1.3.19. Neka je Υ = {fs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija de�niranih na intervalu I u R, takva da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2; fs]
n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno
razli£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani
kao u (1.61) i (1.62). Tada je s 7→ Φi(x,p, fs) n−eksponencijalno konveksna funk-
cija u Jensenovom smislu na J . Ako je funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) neprekidna na J ,
tada je n−eksponencijalno konveksna na J .

Dokaz. Za ξi ∈ R, i = 1, . . . , n i si ∈ J, i = 1, . . . , n, de�niramo funkciju

g(y) =
n∑

i,j=1

ξiξjf si+sj
2

(y).

Koriste¢i pretpostavku da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2; fs] n-eksponencijalno konveksna
u Jensenovom smislu, imamo

[y0, y1, y2; g] =
n∑

i,j=1

ξiξj[y0, y1, y2; f si+sj
2

] ≥ 0,

²to povla£i da je g konveksna funkcija na I, te stoga imamo Φi(x,p, g) ≥ 0, i = 1, 2.
Slijedi

n∑
i,j=1

ξiξjΦi(x,p, f si+sj
2

) ≥ 0.

Zaklju£ujemo da je funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) n-eksponencijalno konveksna na J u
Jensenovom smislu. Ako je funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) neprekidna na J , tada je
s 7→ Φi(x,p, fs) n-eksponencijalno konveksna po de�niciji.

Sljede¢i korolar je direktna posljedica prethodnog teorema.

Korolar 1.3.20. Neka je Υ = {fs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija
de�niranih na intervalu I u R, takva da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2; fs] eksponenci-
jalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno razli£ite to£ke
y0, y1, y2 ∈ I. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (1.61) i
(1.62). Tada je s 7→ Φi(x,p, fs) eksponencijalno konveksna funkcija u Jensenovom
smislu na J . Ako je funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) neprekidna na J , tada je eksponenci-
jalno konveksna na J .

Korolar 1.3.21. Neka je Ω = {fs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija
funkcija de�niranih na intervalu I u R, takva da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2; fs]
2−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno
razli£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Neka su Φi (i = 1, 2), linearni funkcionali de�nirani
kao u (1.61) i (1.62). Tada vrijede sljede¢e tvrdnje:

(i) Ako je funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) neprekidna na J , tada je 2−eksponencijalno
konveksna funkcija na J , i stoga log-konveksna funkcija.
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(ii) Ako je funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) strogo pozitivna i diferencijabilna na J , tada
za sve s, q, u, v ∈ J takve da s ≤ u i q ≤ v, imamo

µs,q(x,Φi,Ω) ≤ µu,v(x,Φi,Ω), i = 1, 2, (1.71)

gdje

µs,q(x,Φi,Ω) =


(

Φi(x,p,fs)
Φi(x,p,fq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(

d
ds

Φi(x,p,fs)

Φi(x,p,fs)

)
, s = q,

(1.72)

za fs, fq ∈ Ω.

Dokaz. (i) Direktna posljedica teorema 1.3.19. i primjedbe 1.3.15.
(ii) Po (i) funkcija s 7→ Φi(x,p, fs) je log-konveksna na J , to jest funkcija s 7→
log Φi(x,p, fs) je konveksna na J . Primijenimo propoziciju 1.3.16. i dobijemo

log Φi(x,p, fs)− log Φi(x,p, fq)

s− q
≤ log Φi(x,p, fu)− log Φi(x,p, fv)

u− v
(1.73)

za s ≤ u, q ≤ v, s ̸= q, u ̸= v, i iz toga zaklju£ujemo

µs,q(x,Φi,Ω) ≤ µu,v(x,Φi,Ω), i = 1, 2.

Slu£ajevi s = q i u = v slijede iz (1.73) kao grani£ni slu£ajevi.

Primjedba 1.3.22. Primijetimo da rezultati iz teorema 1.3.19., korolara 1.3.20.
i korolara 1.3.21. vrijede i kada se dvije od to£aka y0, y1, y2 ∈ I podudaraju, re-
cimo y1 = y0, za familiju diferencijabilnih funkcija φs takvu da je funkcija s 7→
[y0, y1, y2;φs] n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu, log-konveksna u Jensenovom smislu), i ²tovi²e, vri-
jede kada se sve tri to£ke podudaraju za familiju dvaput diferencijabilnih funkcija sa
istim svojstvom. Dokazi se dobivaju iz primjedbe 1.3.18. i prikladne karakterizacije
konveksnosti.

Sada predstavljamo nekoliko familija funkcija koje ispunjavaju uvjete teorema
1.3.19., korolara 1.3.20. i korolara 1.3.21. (i primjedbe 1.3.22.). To nam omogu¢ava
konstrukciju velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Rasprava
vezana uz ovaj problem se moºe na¢i u [16].

Primjer 1.3.23. Promatramo familiju funkcija

Ω1 = {gs : R → [0,∞) : s ∈ R}

de�niranu s

gs(x) =

{
1
s2
esx, s ̸= 0,

1
2
x2, s = 0.

Imamo d2gs
dx2

(x) = esx > 0 ²to pokazuje da je gs konveksna na R za svaki s ∈ R i
s 7→ d2gs

dx2
(x) je eksponencijalno konveksna po de�niciji. Koriste¢i analogno argumen-

tiranje kao u dokazu teorema 1.3.19. tako�er imamo da je s 7→ [y0, y1, y2; gs] ekspo-
nencijalno konveksna (pa tako i eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu).
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Koristimo teorem 1.3.20. i zaklju£ujemo da su s 7→ Φi(x,p, gs), i = 1, 2, eksponen-
cijalno konveksne u Jensenovom smislu. Lagano se pokaºe da su ova preslikavanja
neprekidna (iako preslikavanje s 7→ gs nije neprekidno za s = 0), pa su i eksponen-
cijalno konveksna.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(x,Φi,Ω1), i = 1, 2, iz (1.72) imaju oblik

µs,q(x,Φi,Ω1) =


(

Φi(x,p,gs)
Φi(x,p,gq)

) 1
s−q
, s ̸= q,

exp
(

Φi(x,p,id·gs)
Φi(x,p,gs)

− 2
s

)
, s = q ̸= 0,

exp
(

Φi(x,p,id·g0)
3Φi(x,p,g0)

)
, s = q = 0,

te su koriste¢i (1.71) monotone funkcije u parametrima s i q.
Koriste¢i teoreme 1.3.9. i 1.3.10. slijedi da za i = 1, 2

Ms,q(x,Φi,Ω1) = log µs,q(x,Φi,Ω1)

zadovoljava min {x0, x̃} ≤Ms,q(x,Φi,Ω1) ≤ max {x0, x̃}, ²to pokazuje da suMs,q(x,Φi,Ω1)
sredine (od x0, x1, . . . xn, x̃). Primijetimo da su po (1.71) i monotone.

Primjer 1.3.24. Promatramo familiju funkcija

Ω2 = {fs : (0,∞) → R : s ∈ R}

de�niranu s

fs(x) =


xs

s(s−1)
, s ̸= 0, 1,

− log x, s = 0,
x log x, s = 1.

Vrijedi d2fs
dx2

(x) = xs−2 = e(s−2) log x > 0 ²to pokazuje da je fs konveksna za x > 0

i s 7→ d2fs
dx2

(x) je eksponencijalno konveksna po de�niciji. Koriste¢i argumentiranje
kao u primjeru 1.3.23. dobivamo da je preslikavanje s 7→ Φ1(x,p, gs) eksponencijalno
konveksno. U ovom slu£aju pretpostavimo xj > 0, j = 0, 1 . . . , n. Primijetimo da
funkcional Φ2 nije de�niran u ovom slu£aju (moºe se de�nirati za s ≥ 0). Funkcije
(1.72) su u ovom slu£aju jednake sljede¢em:

µs,q(x,Φ1,Ω2) =



(
Φ1(x,p,fs)
Φ1(x,p,fq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(

1−2s
s(s−1)

− Φ1(x,p,fsf0)
Φ1(x,p,fs)

)
, s = q ̸= 0, 1,

exp
(
1− Φ1(x,p,f20 )

2Φ1(x,p,f0)

)
, s = q = 0,

exp
(
−1− Φ1(x,p,f0f1)

2Φ1(x,p,f1)

)
, s = q = 1.

Ako je Φ1 pozitivan, tada teorem 1.3.9. i teorem 1.3.10. primijenjeni za f = fs ∈ Ω2

i g = fq ∈ Ω2 daju da postoji ξ ∈ [min {x0, x̃} ,max {x0, x̃}] takav da

ξs−q =
Φ1(x,p, fs)

Φ1(x,p, fq)
.

Kako je funkcija ξ 7→ ξs−q invertibilna za s ̸= q, tako imamo

min {x0, x̃} ≤
(
Φ1(x,p, fs)

Φ1(x,p, fq)

) 1
s−q

≤ max {x0, x̃} , (1.74)
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²to zajedno sa £injenicom da je µs,q(x,Φ1,Ω2) neprekidna, simetri£na i monotona
(po (1.71)) pokazuje da je µs,q(x,Φ1,Ω2) sredina. Sada supstitucijama xi → xti,
s→ s

t
, q → q

t
(t ̸= 0, s ̸= q) iz (1.74) dobivamo

min
{
xt0, x̃

t
}
≤
(
Φ1(x

t,p, fs/t
Φ1(xt,p, fq/t

) t
s−q

≤ max
{
xt0, x̃

t
}
,

gdje xt = (xt1, . . . , x
t
n). De�niramo novu sredinu

µs,q;t(x,Φ1,Ω2) =

{ (
µ s
t
, q
t
(xt,Φ1,Ω2)

)1/t
, t ̸= 0

µs,q(log x,Φ1,Ω1), t = 0.
(1.75)

Ove nove sredine su tako�er monotone. Preciznije, za s, q, u, v ∈ R takve da s ≤
u, q ≤ v, s ̸= u, q ̸= v, imamo

µs,q;t(x,Φ1,Ω2) ≤ µu,v;t(x,Φ1,Ω2). (1.76)

Znamo

µ s
t
, q
t
(x,Φ1,Ω2) =

(
Φ1(x,p, fs/t)

Φ1(x,p, fq/t)

) t
s−q

≤ µu
t
, v
t
(x,Φ1,Ω2) =

(
Φ1(x,p, fs/t)

Φ1(x,p, fq/t)

) t
s−q

,

za s, q, u, v ∈ I takve da s/t ≤ u/t, q/t ≤ v/t i t ̸= 0, kako su µs,q(x,Φ1,Ω2) mono-
tone u oba parametra, tvrdnja slijedi. Za t = 0 dobijamo traºeni rezultat uzimaju¢i
limes t→ 0.

Primjer 1.3.25. Promatramo familiju funkcija

Ω3 = {hs : (0,∞) → (0,∞) : s ∈ (0,∞)}

de�niranu s

hs(x) =

{
s−x

log2 s
, s ̸= 1,

x2

2
, s = 1.

Kako je s 7→ d2hs
dx2

(x) = s−x Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti
[90]), ona je eksponencijalno konveksna. O£ito su hs konveksne fukcije za svaki
s > 0.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(x,Φ1,Ω3), u ovom slu£aju za xj > 0, j = 0, 1, . . . , n,
iz (1.72) ima oblik

µs,q(x,Φ1,Ω3) =


(

Φ1(x,p,hs)
Φ1(x,p,hq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(
−Φ1(x,p,id·hs)

sΦ1(x,p,hs)
− 2

s log s

)
, s = q ̸= 1,

exp
(
−Φ1(x,p,id·h1)

3Φ1(x,p,h1)

)
, s = q = 1,

i monotona je u parametrima s i q po (1.71).
Koriste¢i teorem 1.3.9., slijedi da

Ms,q (x,Φ1,Ω3) = −L(s, q) log µs,q(x,Φ1,Ω3),

zadovoljava min {x0, x̃} ≤Ms,q(x,Φ1,Ω3) ≤ max {x0, x̃}, ²to pokazuje da jeMs,q(x,Φ1,Ω3)
sredina (od x0, x1, . . . xn, x̃). L(s, q) je logaritamska sredina de�nirana s L(s, q) =

s−q
log s−log q

, s ̸= q, L(s, s) = s.
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Primjer 1.3.26. Promatramo familiju funkcija

Ω4 = {ks : (0,∞) → (0,∞) : s ∈ (0,∞)}

de�niranu s

ks(x) =
e−x

√
s

s
.

Kako je s 7→ d2ks
dx2

(x) = e−x
√
s Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti

[90]), ona je i eksponencijalno konveksna. O£ito su ks konveksne funkcije za svaki
s > 0.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(x,Φ1,Ω4), u ovom slu£aju za xj > 0, j = 0, 1, . . . , n,
iz (1.72) ima oblik

µs,q(x,Φ1,Ω4) =


(

Φ1(x,p,ks)
Φ1(x,p,kq)

) 1
s−q
, s ̸= q,

exp
(
− Φ1(x,p,id·ks)

2
√
sΦ(x,p,ks)

− 1
s

)
, s = q,

i monotona je funkcija u parametrima s i q po (1.71).
Koriste¢i teorem 1.3.9., slijedi da

Ms,q(x,Φ1,Ω4) = −
(√

s+
√
q
)
log µs,q(x,Φ1,Ω4)

zadovoljava min {x0, x̃} ≤Ms,q(x,Φ1,Ω4) ≤ max {x0, x̃}, ²to pokazuje da jeMs,q(x,Φ1,Ω4)
sredina (od x0, x1, . . . xn, x̃).

1.4. Pobolj²anje konverzne Hölderove i Minkowski-

jeve nejednakosti

Dajemo pobolj²anje konverzne Hölderove nejednakosti za funkcionale koriste¢i lemu
1.1.16. Tako�er, dobivamo sli£no pobolj²anje konverzne Beckenbachove nejednakosti.
Promatramo konverznu Minkowskijevu nejednakost za funkcionale i njen neprekidni
oblik, te dajemo pobolj²anje prve i konverziju druge. Gledamo primjenu tih rezul-
tata na integralne mje²ovite sredine.

Ve¢ina klasi£nih nejednakosti ima varijante koje uklju£uju pozitivne linearne
funkcionale (vidjeti [69]). Izme�u ostalog, u [69, str.115] moºemo na¢i sljede¢u
konverznu Hölderovu nejednakost.

Teorem 1.4.1. (Konverzna Hölderova nejednakost za funkcionale) Neka L
zadovoljava (L1) i (L2) i A je pozitivan linearan funkcional. Neka p > 1, q = p

p−1
,

i w, f, g ≥ 0 na E tako da wf p, wgq, wfg ∈ L. Ako 0 < m ≤ f(x)g−q/p(x) ≤ M za
x ∈ E, tada

K(p,m,M)A
1
p (wf p)A

1
q (wgq) ≤ A(wfg) (1.77)

gdje je K(p,m,M) konstanta de�nirana sa

K(p,m,M) = |p|
1
p |q|

1
q
(M −m)

1
p |mMp −Mmp|

1
q

|Mp −mp|
. (1.78)

Ako p < 0 ili 0 < p < 1, tada vrijedi suprotna nejednakost u (1.77) ukoliko je ili
A(wf p) > 0 ili A(wgq) > 0.
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Prisjetimo se AG nejednakosti u sljede¢em obliku:

Propozicija 1.4.2. (AG nejednakost) Neka su a i b pozitivni realni brojevi. Ako
su α, β pozitivni realni brojevi takvi da α + β = 1, tada

αa+ βb ≥ aαbβ. (1.79)

Ako je α < 0 ili α > 1, tada vrijedi suprotna nejednakost u (1.79).

Glavni rezultat u radu [68] je sljede¢i teorem koji je pobolj²anje konverzne Höl-
derove nejednakosti.

Teorem 1.4.3. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) i A je pozitivan linearan funkcional.
Neka p ∈ R, q = p

p−1
, i w, f, g ≥ 0 na E tako da wf p, wgq, wfg ∈ L.

Neka su m i M takvi da 0 < m ≤ f(x)g−q/p(x) ≤M za x ∈ E.
Ako p > 1, tada

A(wfg) ≥ K(p,m,M)A
1
p (wf p)A

1
q (wgq) + ∆(gq, fg)N(p,m,M) (1.80)

≥ K(p,m,M)A
1
p (wf p)A

1
q (wgq) (1.81)

gdje

K(p,m,M) = |p|
1
p |q|

1
q
(M −m)

1
p |mMp −Mmp|

1
q

|Mp −mp|

N(p,m,M) =
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p
Mp −mp

i

∆(gq, fg) = A

(
w

(
M −m

2
gq −

∣∣∣∣fg − m+M

2
gq
∣∣∣∣)) .

Ako 0 < p < 1 i A(wgq) > 0, ili p < 0 i A(wf p) > 0, tada vrijede suprotne
nejednakosti u (1.80) i (1.81).

Dokaz. Ako stavimo u lemu 1.1.16. za n = 2 p1 = α, p2 = β, gdje su α i β pozitivni
realni brojevi takvi da α+ β = 1, q1 = q2 = min{α, β}, ϕ(x) = xp, p > 1, dobivamo
nejednakost

(αx+ βy)p ≤ αxp + βyp −min{α, β}
(
xp + yp − 2

(
x+ y

2

)p)
. (1.82)

Neka je h funkcija iz L takva da 0 < m ≤ h(x) ≤M za x ∈ E, m ̸=M , i de�niramo
α i β na sljede¢i na£in:

α(x) =
M − h(x)

M −m
, β(x) =

h(x)−m

M −m
.

O£ito, α(x) + β(x) = 1, h(x) = α(x)m + β(x)M . Ako stavimo u (1.82) x = m i
y =M , te prethodno de�nirane α(x) i β(x), imamo

hp(x) ≤ M − h(x)

M −m
mp +

h(x)−m

M −m
Mp

− min{α(x), β(x)}
(
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p)
.
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Ako pomnoºimo ovu nejednakost sa k(x) ≥ 0, te primijenimo linearni funkcional A
dobivamo:

A(khp) ≤ mp

M −m
(MA(k)− A(kh)) +

Mp

M −m
(A(kh)−mA(k))

− A(kmin{α, β})
(
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p)
.

Koristimo formulu min{α, β} = 1
2
(α + β − |β − α|), stavimo h = fg−

q
p , k = wgq,

gdje 1
p
+ 1

q
= 1, te nakon mnoºenja sa M −m dobivamo

(M −m)A(wf p) + (mMp −Mmp)A(wgq)

+ A

(
w

(
M −m

2
gq −

∣∣∣∣fg − m+M

2
gq
∣∣∣∣))[mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p]
≤ (Mp −mp)A(wfg). (1.83)

U nastavku izrazA
(
w

(
M −m

2
F −

∣∣∣∣G− m+M

2
F

∣∣∣∣)) ozna£avamo sa∆(F,G).

Koriste¢i AG nejednakost (1.79) uz α = 1
p
> 0, β = 1

q
> 0, a = p(M−m)A(wf p) ≥ 0

i b = q(mMp −Mmp)A(wgq) ≥ 0 dobivamo

(M −m)A(wf p) + (mMp −Mmp)A(wgq)

=
p

p
(M −m)A (wf p) +

q

q
(mMp −Mmp)A (wgq)

≥ p
1
p q

1
q (M −m)

1
p (mMp −Mmp)

1
qA

1
p (wf p)A

1
q (wgq). (1.84)

Kombiniraju¢i (1.83) i (1.84) dobivamo

p
1
p q

1
q (M −m)

1
p (mMp −Mmp)

1
qA

1
p (wf p)A

1
q (wgq)

+ ∆(gq, fg)

[
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p]
≤ (Mp −mp)A(wfg).

Ako je p > 1, tada Mp −mp > 0, te nakon dijeljenja sa Mp −mp dobivamo

K(p,m,M)A
1
p (wf p)A

1
q (wgq) + ∆(gq, fg)N(p,m,M) ≤ A(wfg). (1.85)

gdje je K(p,m,M) konstanta iz (1.78) i N(p,m,M) konstanta de�nirana sa

N(p,m,M) =
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p
Mp −mp

. (1.86)

Kako je ∆(gq, fg)N(p,m,M) nenegativan za p > 1, nejednakost (1.85) je po-
bolj²anje konverzne Hölderove nejednakosti (1.77).

Pogledajmo ostale slu£ajeve eksponenta p.
Neka je p < 0. Tada je funkcija x 7→ xp tako�er konveksna na ⟨0,∞⟩, te vrijedi
nejednakost (1.83). �elimo iskoristiti i AG nejednakost, ali ovdje je α < 0, a < 0 i
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b ≤ 0, jer je u ovom slu£aju mMp −Mmp ≤ 0. Sada imamo αa + βb = −(α|a| +
β|b|) ≥ −|a|α|b|β i

(M −m)A(wf p) + (mMp −Mmp)A(wgq)

= −
(
1

p
|p(M −m)A(wf p)|+ 1

q
|q(mMp −Mmp)A(wgq)|

)
≥ −|p|

1
p |q|

1
q (M −m)

1
p |mMp −Mmp|

1
qA

1
p (wf p)A

1
q (wgq).

Kombiniraju¢i prethodne nejednakosti sa (1.83) i mnoºenjem sa −1 dobivamo

|p|
1
p q

1
q (M −m)

1
p |mMp −Mmp|

1
qA

1
p (wf p)A

1
q (wgq)

− ∆(gq, fg)

[
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p]
≥ −(Mp −mp)A(wfg) = |Mp −mp|A(wfg).

Izraz mp +Mp − 2
(
m+M

2

)p je pozitivan kao posljedica Jensenove nejednakosti
za strogo konveksnu funkciju x 7→ xp, p < 0. Nakon dijeljenja sa |Mp − mp| =
−(Mp −mp) dobivamo

K(p,m,M)A
1
p (wf p)A

1
q (wgq) + ∆(gq, fg)N(p,m,M) ≥ A(wfg). (1.87)

Primijetimo da je u ovom slu£aju faktor N(p,m,M) negativan.
Ako je 0 < p < 1, tada je x 7→ xp konkavna na [0,∞⟩ i u (1.83) vrijedi suprotna

nejednakost. Koriste¢i AG nejednakost za α = 1
p
> 1, β = 1

q
< 0, a = p(M −

m)A(wf p) ≥ 0 i b = q(mMp − Mmp)A(wgq) = |q| · |mMp − Mmp|A(wgq) ≥ 0
dobivamo:

p
1
p |q|

1
q (M −m)

1
p |mMp −Mmp|

1
qA

1
p (wf p)A

1
q (wgq)

+ ∆(gq, fg)

[
mp +Mp − 2

(
m+M

2

)p]
≥ (Mp −mp)A(wfg).

U ovom slu£aju jeMp−mp > 0 i dijeljenjem prethodne nejednakosti saMp−mp

dobijamo (1.87). Primijetimo da je u ovom slu£aju mp+Mp− 2
(
m+M

2

)p negativan,
pa je i faktor N(p,m,M) negativan.

Jedna od generalizacija Hölderove nejednakosti je Beckenbachova nejednakost
(vidjeti [92]). Ovdje promatramo konverznu Beckenbachovu nejednakost. U [54] je
dan sljede¢i rezultat (uz malu izmjenu).

Teorem 1.4.4. (Konverzna Beckenbachova nejednakost) Pretpostavimo 1
p
+

1
q
= 1, a, b, c, xi, yi > 0 i zi =

(
ayi
b

)q/p, (i = 1, 2, . . . , n). Neka postoje pozitivni
brojevi m i M takvi da

m ≤
(a
b

)q/p
≤M, i m ≤ xi

y
q/p
i

≤M, i = 1, 2, . . . , n.

Ako p > 1, tada (
a+ c

n∑
i=1

xpi

) 1
p

b+ c

n∑
i=1

xiyi

≤ 1

K(p,m,M)

(
a+ c

n∑
i=1

zpi

) 1
p

b+ c

n∑
i=1

ziyi

. (1.88)
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Ako p < 1 (p ̸= 0), vrijedi suprotna nejednakost u (1.88).

Sljede¢i teorem iz rada [68] daje pobolj²anje prethodne konverzne Beckenbachove
nejednakosti.

Teorem 1.4.5. Pretpostavimo da vrijede pretpostavke teorema 1.4.4. Ako p > 1,
tada(

a+ c
n∑
i=1

xpi

) 1
p

b+ c
n∑
i=1

xiyi

≤ 1

K(p,m,M)

(
a+ c

n∑
i=1

zpi

) 1
p

b+ c
n∑
i=1

ziyi

1− N(p,m,M)∆

b+ c
n∑
i=1

xiyi



≤ 1

K(p,m,M)

(
a+ c

n∑
i=1

zpi

) 1
p

b+ c

n∑
i=1

ziyi

,

gdje

∆ =
M −m

2

(
a−

q
p bq + c

n∑
i=1

yqi

)
−
∣∣∣∣b− m+M

2aq/pb−q

∣∣∣∣− c
n∑
i=1

∣∣∣∣xiyi − m+M

2
yqi

∣∣∣∣
i K(p,m,M) je de�niran kao u (1.78) Ako p < 1 (p ̸= 0), vrijede suprotne nejedna-
kosti.

Dokaz. Neka p > 1. Iz jednakosti q
p
+ 1 = q imamo(ayi

b

) q
p
yi =

(a
b

) q
p
yqi ,

i koriste¢i ovu jednakost dobivamo(
a+ c

n∑
i=1

zpi

) 1
p

b+ c

n∑
i=1

ziyi

=

(
a+ (

a

b
)qc

n∑
i=1

yqi

) 1
p

b+ (
a

b
)
q
p c

n∑
i=1

yqi

=

(
a−

q
p bq + c

n∑
i=1

yqi

)− 1
q

. (1.89)

Produkt

(
a+ c

n∑
i=1

xpi

) 1
p
(
a−

q
p bq + c

n∑
i=1

yqi

) 1
q

je jedna strana Hölderove nejed-

nakosti za dva niza (a
1
p , x1, . . . , xn) i (a

− 1
p b, y1, . . . , yn) s teºinama (1, c, . . . , c). Ko-
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riste¢i nejednakost (1.80) dobivamo(
a+ c

n∑
i=1

xpi

) 1
p
(
a−

q
p bq + c

n∑
i=1

yqi

) 1
q

≤ 1

K(p,m,M)

(
b+ c

n∑
i=1

xiyi −∆ ·N(p,m,M)

)
,

gdje suK i N de�nirani u teoremu 1.4.3. i∆ je de�niran u teoremu 1.4.5. Dijeljenjem
prethodne nejednakosti sa (b + c

∑n
i=1 xiyi)(a

−q/pbq + c
∑n

i=1 y
q
i )

1/q, te kori²tenjem
rezultata (1.89) dobivamo traºeno pobolj²anje.

Sada prou£avamo konverznu Minkowskijevu nejednakost za funkcionale i konver-
ziju neprekidnog oblika Minkowskijeve nejednakosti. U [69, str.116] se moºe prona¢i
sljede¢a konverzna Minkowskijeva nejednakost za funkcionale.

Teorem 1.4.6. (Konverzna Minkowskijeva nejednakost za funkcionale) Neka
su A, p, q, w, f, g kao u teoremu 1.4.3. s dodatnim svojstvom w(f +g)p ∈ L. Neka su
m i M takvi da 0 < m < f(x)(f(x)+g(x))−1 ≤M i 0 < m < g(x)(f(x)+g(x))−1 ≤
M za x ∈ E.

Ako p > 1, tada

A
1
p (w(f + g)p) ≥ K(p,m,M) ·

(
A

1
p (wf p) + A

1
p (wgp)

)
, (1.90)

gdje je K(p,m,M) de�niran kao u (1.78).
Ako 0 < p < 1 ili ako p < 0, tada vrijedi suprotna nejednakost u (1.90) ukoliko

je A(w(f + g)p) > 0 za p < 0.

Koristimo pobolj²anje konverzne Hölderove nejednakosti da bi dobili sljede¢e
pobolj²anje konverzne Minkowskijeve nejednakosti za funkcionale.

Teorem 1.4.7. Neka su zadovoljene pretpostavke teorema 1.4.6. Tada za p > 1
vrijedi

A
1
p (w(f + g)p) ≥ K(p,m,M)

(
A

1
p (wf p) + A

1
p (wgp)

)
(1.91)

+ N(p,m,M)
∆((f + g)p, f(f + g)p−1) + ∆((f + g)p, g(f + g)p−1)

A1− 1
p (w(f + g)p)

.

Za p < 1 (p ̸= 0) vrijedi suprotna nejednakost.

Dokaz. Neka p > 1. Ako A(w(f + g)p) napi²emo kao

A(w(f + g)(f + g)p−1) = A(wf(f + g)p−1 + wg(f + g)p−1)
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te ako iskoristimo nejednakost (1.80) dobivamo

A(w(f + g)p) = A(wf(f + g)p−1) + A(wg(f + g)p−1)

≥ K(p,m,M)A
1
p (wf p)A

1
q (w(f + g)p)

+ ∆((f + g)p, f(f + g)p−1)N(p,m,M)

+ K(p,m,M)A
1
p (wgp)A

1
q (w(f + g)p)

+ ∆((f + g)p, g(f + g)p−1)N(p,m,M)

= K(p,m,M)A
1
q (w(f + g)p)

(
A

1
p (wf p) + A

1
p (wgp)

)
+ N(p,m,M)

(
∆((f + g)p, f(f + g)p−1) + ∆((f + g)p, g(f + g)p−1)

)
.

Dijeljenjem s A
1
q (w(f + g)p) dobivamo traºeni rezultat.

Ako p > 1, tada je drugi izraz u sumi na desnoj strani u (1.91) nenegativan i
nejednakost (1.91) je pobolj²anje poznate konverzije (1.90). Sli£an dokaz prolazi za
p < 1(p ̸= 0).

Prethodna razmatranja ne pokrivaju tzv. Minkowskijevu integralnu nejednakost.
Neka su (X,ΣX , µ) i (Y,ΣY , ν) dva prostora mjere sa sigma-kona£nim mjerama µ
i ν, respektivno. Neka je f nenegativna funkcija na X × Y koja je integrabilna s
obzirom na mjeru (µ× ν).

Ako je p ≥ 1, tada[∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)p
dµ(x)

] 1
p

≤
∫
Y

(∫
X

f p(x, y)dµ(x)

) 1
p

dν(y). (1.92)

Prethodni rezultat se naziva "neprekidni oblik Minkowskijeve nejednakosti" ili
"Minkowskijeva nejednakost za beskona£no mnogo funkcija" te je, npr. moºemo na¢i
u [38, str.41]. Iz dokaza ove nejednakosti zaklju£ujemo da postoji vezani rezultat za
ostale vrijednosti eksponenta p, (vidjeti [24]).

Ako 0 < p < 1 i∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)p
dµ(x) > 0,

∫
Y

f(x, y)dν(y) > 0, (µ− g.s.) (1.93)

tada vrijedi suprotna nejednakost.
Ako je p < 0, ako vrijede pretpostavke (1.93), te dodatna pretpostavka∫

X

f p(x, y)dµ(x) > 0 (ν − g.s.) (1.94)

tada vrijedi suprotna nejednakost.

U literaturi za sada nije bilo rezultata vezanih uz konverzije prethodnih rezultata.
U sljede¢em teoremu dajemo konverziju te varijante Minkowskijeve nejednakosti.

Teorem 1.4.8. (Konverzni neprekidni oblik Minkowskijeve nejednakosti i
pobolj²anja) Neka su (X,ΣX , µ) i (Y,ΣY , ν) dva prostora mjere sa sigma-kona£nim
mjerama µ i ν, respektivno. Neka je f nenegativna funkcija na X × Y koja je
integrabilna s obzirom na mjeru (µ× ν).
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Ako 0 < m ≤ f(x, y)∫
Y
f(x, y)dν(y)

≤M za sve y ∈ Y, x ∈ X, tada za p ≥ 1

[∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)p
dµ(x)

] 1
p

≥ K(p,m,M)

∫
Y

(∫
X

f p(x, y)dµ(x)

) 1
p

dν(y)

+ N(p,m,M)

[∫
X

Hp(x)dµ(x)

] 1−p
p

∆1 (1.95)

≥ K(p,m,M)

∫
Y

(∫
X

f p(x, y)dµ(x)

) 1
p

dν(y) (1.96)

gdje je K(p,m,M) de�niran sa (1.78), N(p,m,M) de�niran sa (1.86), H(x) =∫
Y
f(x, y)dν(y) i

∆1 =

∫
Y

(∫
X

(
m−M

2
Hp(x)− |f(x, y)Hp−1(x)− m+M

2
Hp(x)|

)
dµ(x)

)
dν(y).

Ako je 0 < p < 1 uz (1.93) ili p < 0 uz (1.93) i (1.94), tada vrijedi suprotna
nejednakost.

Dokaz. Ozna£imo
H(x) =

∫
Y

f(x, y)dν(y).

Koriste¢i Fubinijev teorem dobivamo∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)p
dµ(x) =

∫
X

Hp(x)dµ(x)

=

∫
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)

)
Hp−1(x)dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)Hp−1(x)dµ(x)

)
dν(y).

Koriste¢i (1.81) za funkcional A(ϕ) =
∫
X
ϕ(x)dµ(x) dobivamo∫

Y

(∫
X

f(x, y)Hp−1(x)dµ(x)

)
dν(y)

≥ K(p,m,M)

∫
Y

(∫
X

fp(x, y)dµ(x)

)1/p(∫
X

Hp(x)dµ(x)

) p−1
p

dν(y)+N(p,m,M)∆1

≥ K(p,m,M)

∫
Y

(∫
X

f p(x, y)dµ(x)

)1/p(∫
X

Hp(x)dµ(x)

) p−1
p

dν(y)

Dijeljenjem sa
(∫

X

Hp(x)dµ(x)

) p−1
p

dobivamo nejednakosti (1.95) i (1.96).

Sada gledamo neke primjene prethodnih rezultata na mje²ovite sredine.



1. Konverzna Jensenova nejednakost 44

Neka su r i s dva pozitivna broja, r < s. Stavimo p = s
r
i f → f r u nejednakos-

tima (1.92) i (1.96). Stavimo na potenciju 1
r
i podijelimo sa (µ(X))1/s i (ν(Y ))1/r.

Dobivamo sljede¢e rezultate.


∫
X

(∫
Y f

r(x,y)dν(y)

ν(Y )

) s
r
dµ(x)

µ(X)


1
s

≤


∫
Y

( ∫
X fs(x,y)dµ(x)

µ(X)

) r
s
dν(y)

ν(Y )


1
r

, (1.97)

i 
∫
X

( ∫
Y f

r(x,y)dν(y)

ν(Y )

) s
r
dµ(x)

µ(X)


1
s

(1.98)

≥ K
1
r (
s

r
,m,M)


∫
Y

(∫
X fs(x,y)dµ(x)

µ(X)

) r
s
dν(y)

ν(Y )


1
r

,

gdje su u (1.98) m i M realni brojevi takvi da 0 < m ≤ f r(x, y)∫
Y
f r(x, y)dν(y)

≤ M .

Koriste¢i oznaku

M [r](f, µ) =


(∫

X fr(x)dµ(x)

µ(X)

) 1
r
; r ̸= 0

exp
( ∫

X log f(x)dµ(x)

µ(X)

)
; r = 0

u nejednakostima (1.97) i (1.98) dobivamo sljede¢i teorem.

Teorem 1.4.9. Neka vrijede pretpostavke teorema 1.4.8. Ako r < s, r, s ̸= 0, tada

M [s]
(
M [r](f, ν), µ

)
≤M [r]

(
M [s](f, µ), ν

)
. (1.99)

Ako su m i M realni brojevi takvi da 0 < m ≤ f r(x, y)∫
Y
f r(x, y)dν(y)

≤M , tada

M [s]
(
M [r](f, ν), µ

)
≥ K

1
r (
s

r
,m,M) ·M [r]

(
M [s](f, µ), ν

)
(1.100)

gdje je K de�niran sa (1.78).

Koriste¢i (1.95) moºemo dobiti pobolj²anje prethodne mje²ovite sredine. To su
nejednakosti za mje²ovite sredine, druga je konverzija prve nejednakosti. Diskretna
verzija od (1.99) je dana u [51, str.109], dok je njena konverzija novi rezultat.

Korolar 1.4.10. Neka su a, b, α, γ, r, s ∈ R takvi da a < b, r < s, α, γ > 0, r, s ̸= 0.
Ako je g : [a, b] → R nenegativna izmjeriva funkcija, tada vrijedi sljede¢a nejednakost[

1

(b− a)γ

∫ b

a

(y − a)γ−1

(
1

(y − a)α

∫ y

a

gr(t)(t− a)α−1dt

) s
r

dy

] 1
s

(1.101)
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≤

[
1

(b− a)α

∫ b

a

(y − a)α−1

(
1

(y − a)γ

∫ y

a

gs(t)(t− a)γ−1dt

) r
s

dy

] 1
r

.

Nadalje, ako su m i M realni brojevi takvi da x ∈ [0, 1], y ∈ [a, b],

0 < m ≤ gr(a+ x(y − a))∫ b
a
gr(a+ x(y − a))(y − a)α−1dy

≤M,

tada [
1

(b− a)γ

∫ b

a

(y − a)γ−1

(
1

(y − a)α

∫ y

a

gr(t)(t− a)α−1dt

) s
r

dy

] 1
s

(1.102)

≥ K
1
r (
s

r
,m,M) ·

[
1

(b− a)α

∫ b

a

(y − a)α−1

(
1

(y − a)γ

∫ y

a

gs(t)(t− a)γ−1dt

) r
s

dy

] 1
r

.

Dokaz. Stavimo u (1.99) sljede¢e: X = [0, 1], Y = [a, b], dµ(x) = xγ−1dx i dν(y) =
(y−a)α−1dy, α, γ ∈ R\{0}, f(x, y) = g(a+x(y−a)) gdje je g nenegativna izmjeriva
funkcija. Tada ν(Y ) = 1

α
(b− a)α i µ(X) = 1

γ
.

Nakon supstitucija, nejednakost (1.97) postaje[
γαs/r

(b− a)αs/r

∫ 1

0

(∫ b

a

gr(a+ x(y − a))(y − a)α−1dy

) s
r

xγ−1dx

] 1
s

(1.103)

≤

[
γr/sα

(b− a)α

∫ b

a

(∫ 1

0

gs(a+ x(y − a))xγ−1dx

) r
s

(y − a)α−1dy

] 1
r

.

Stavimo u desnu stranu nejednakosti novu varijablu t = a + x(y − a), te dobivamo
da desna strana ima oblik[

γr/sα

(b− a)α

∫ b

a

(
1

(y − a)γ

∫ y

a

gs(t)(t− a)γ−1dt

) r
s

(y − a)α−1dy

] 1
r

. (1.104)

Jednaku supstituciju napravimo na lijevoj strani od (1.103) i dobivamo da je lijeva
strana jednaka γαs/r

(b− a)αs/r

∫ 1

0

xγ−1

(
1

xα

∫ a+x(b−a)

a

gr(t)(t− a)α−1dt

) s
r

dx

 1
s

.

Promjenom varijable y = a+ x(b− a) u vanjskom integralu dobivamo da je jednako[
γαs/r

(b− a)αs/r

∫ b

a

(y − a)γ−1

(b− a)γ−1

(
(b− a)α

(y − a)α

∫ y

a

gr(t)(t− a)α−1dt

) s
r dy

b− a

] 1
s

.
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Napokon, dobivamo[
1

(b− a)γ

∫ b

a

(y − a)γ−1

(
1

(y − a)α

∫ y

a

gr(t)(t− a)α−1dt

) s
r

dy

] 1
s

(1.105)

≤

[
1

(b− a)α

∫ b

a

(y − a)α−1

(
1

(y − a)γ

∫ y

a

gs(t)(t− a)γ−1dt

) r
s

dy

] 1
r

,

gdje α, γ > 0, r < s, r, s ̸= 0. Iz (1.98) jednakim supstitucijama dobijamo konverziju
od (1.101).

Spomenimo da je nejednakost (1.101) prvo dana u [13, Teorem 3] i koristila se
u dokazu Hardyjeve nejednakosti. Tako�er, prethodne nejednakosti za mje²ovite
sredine moºemo pobolj²ati kao i nejednakosti otprije.



Poglavlje 2.

Varijante Jensenove nejednakosti

U ovom poglavlju pobolj²avamo dvije varijante Jensenove nejednakosti, Jessen-
Mercerovu nejednakost i Jensenovu operatorsku nejednakost. Koriste¢i dobivene re-
zultate za Jessen-Mercerovu nejednakost kreiramo dva funkcionala (Jessen-Mercerove
razlike) za koja dokazujemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa, te
uspostavljamo na£in dobivanja n-eksponencijalno konveksnih i eksponencijalno ko-
nveksnih funkcija. Iz rezultata za Jensenovu operatorsku nejednakost dobivamo
razne rezultate vezane uz kvaziaritmeti£ku sredinu, te kao posljedicu neke rezultate
vezane uz operatorsku potencijalnu sredinu.

2.1. Jessen-Mercerova nejednakost

Prvo dajemo Jensenov osnovni rezultat.

Teorem 2.1.1. (Jensenova nejednakost) Neka je I interval u R, funkcija f : I →
R konveksna na I, neka je za n ∈ N,p = (p1, . . . , pn) pozitivna realna n-torka, te

neka je Pn =
n∑
i=1

pi > 0. Tada za svako x = (x1, . . . , xn) ∈ In vrijedi nejednakost

f

(
1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≤ 1

Pn

n∑
i=1

pif(xi). (2.1)

Ako je f strogo konveksna, nejednakost (2.1) je stroga osim ako x1 = x2 = · · · = xn.
Ako je f konkavna funkcija, u (2.1) vrijedi suprotna nejednakost.

Usko povezana uz Jensenovu nejednakost je obrnuta Jensenova nejednakost.

Teorem 2.1.2. (Obrnuta Jensenova nejednakost) Neka je p realna n-torka takva
da α1 > 0, αi ≤ 0(i = 2, . . . , n), Sn =

∑n
i=1 αi > 0. Neka je U konveksan skup u

realnom vektorskom prostoru M , xi ∈ U(i = 1, . . . , n) i 1
Sn

∑n
i=1 αixi ∈ U . Ako je

f : U → R konveksna funkcija, tada vrijedi

f

(
1

Sn

n∑
i=1

αixi

)
≥ 1

Sn

n∑
i=1

αif (xi) . (2.2)

47
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Godine 2003. u radu [43] A. McD. Mercer je dokazao sljede¢u varijantu Jensenove
nejednakosti (primijetimo da se u rezultatu sada pojavljuju i rubne to£ke).

Teorem 2.1.3. (Jensen-Mercerova nejednakost) Neka je [a, b] interval u R,x =
(x1, . . . , xn) ∈ [a, b]n i neka je p = (p1, . . . , pn) nenegativna realna n-torka takva da

je Pn =
n∑
i=1

pi > 0. Ako je φ : [a, b] → R konveksna funkcija, tada vrijedi

φ

(
a+ b− 1

Pn

n∑
i=1

pixi

)
≤ φ(a) + φ(b)− 1

Pn

n∑
i=1

piφ(xi). (2.3)

Sljede¢i rezultat u radu [12] je varijanta Jessenove nejednakosti Mercerovog tipa.

Teorem 2.1.4. (Jessen-Mercer) Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na nepraznom
skupu E i neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je
φ neprekidna konveksna funkcija na [m,M ], tada za svaki f ∈ L takav da je
φ (f) , φ (m+M − f) ∈ L (tako da vrijedi m ≤ f(t) ≤ M za svaki t ∈ E), vri-
jedi

φ (m+M − A (f)) ≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f)) . (2.4)

Primjedba 2.1.5. �tovi²e, u istom radu je dokazan sljede¢i niz nejednakosti

φ (m+M − A (f))

≤ A (φ (m+M − f))

≤ M − A (f)

M −m
φ(M) +

A (f)−m

M −m
φ(m) (2.5)

≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f)) .

Ako je funkcija φ konkavna, nejednakosti (2.4) i (2.5) su suprotne.

U radu [35] je dobiveno sljede¢e pobolj²anje teorema 1.1.4..

Teorem 2.1.6. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je φ konveksna funkcija
na [m,M ], onda za svaki g ∈ L takav da je φ (g) ∈ L vrijedi A(g) ∈ [m,M ] i

A (φ (g)) ≤ M − A (g)

M −m
φ (m) +

A (g)−m

M −m
φ (M)− A (g̃) δφ, (2.6)

gdje je

g̃ =
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣g − m+M

2

∣∣∣∣ , δφ = φ (m) + φ (M)− 2φ

(
m+M

2

)
.

Koriste¢i nejednakost (2.6) i lemu 1.1.16. pobolj²at ¢emo niz nejednakosti (2.5).
Sljede¢a dva teorema su glavni rezultati u radu [41].
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Teorem 2.1.7. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je φ neprekidna konvek-
sna funkcija na [m,M ], tada za svaki f ∈ L takav da je φ (f) , φ (m+M − f) ∈ L,
vrijedi

φ (m+M − A (f))

≤ A (φ(m+M − f))

≤ M − A (f)

M −m
φ (M) +

A (f)−m

M −m
φ (m)− A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f))−

[
1− 2

M −m
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)] δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f)) ,

gdje je

δφ = φ (M) + φ (m)− 2φ

(
M +m

2

)
. (2.7)

Dokaz. Primijenimo li prvu nejednakost iz niza (2.5) i nejednakost (2.6) prvo na
funkciju g = m+M − f , a zatim na funkciju f , dobivamo

φ (m+M − A (f))

≤ A (φ(m+M − f))

≤ M − A (f)

M −m
φ (M) +

A (f)−m

M −m
φ (m)− A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) δφ
= φ (m) + φ (M)−

[
M − A (f)

M −m
φ (m) +

A (f)−m

M −m
φ (M)

]
− A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f))− 2A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) δφ
= φ (m) + φ (M)− A (φ (f))−

[
1− 2

M −m
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)] δφ,
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f)) .

Zadnja nejednakost je jednostavna posljedica £injenica
δφ = φ (M) + φ (m)− 2φ

(
M+m

2

)
≥ 0 i 1− 2

M−mA
(∣∣f − m+M

2

∣∣) ≥ 0.

Teorem 2.1.8. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je φ neprekidna konvek-
sna funkcija na [m,M ], tada za svaki f ∈ L takav da je φ (f) , φ (m+M − f) ∈ L,
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vrijedi

φ (m+M − A (f))

≤ M − A (f)

M −m
φ (M) +

A (f)−m

M −m
φ (m)−

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣) δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ(f))−

[
1− 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣)] δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ(f))−

[
1− 2

M −m
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)] δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ (f)) ,

gdje je δφ de�niran kao u (2.7).
Dokaz. Teorem 2.1.6. za funkciju f daje nam

A (φ(f)) ≤ M − A (f)

M −m
φ (m)+

A (f)−m

M −m
φ (M)−A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) δφ.
(2.8)

De�nirajmo funkcije p, q : [m,M ] → R sa

p (t) =
M − t

M −m
, q (t) =

t−m

M −m
.

Za svaki t ∈ [m,M ] moºemo pisati

φ(t) = φ(
M − t

M −m
m+

t−m

M −m
M) = φ(p (t)m+ q (t)M).

Po lemi 1.1.16. za n = 2 slijedi

φ(t) ≤ p (t)φ (m) + q (t)φ (M)−min {p (t) , q (t)} δφ,

gdje je δφ = φ (M) + φ (m)− 2φ
(
M+m

2

)
. Koriste¢i (1.3) pi²emo to u obliku

φ(t) ≤ M − t

M −m
φ (m) +

t−m

M −m
φ (M)−

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣t− m+M

2

∣∣∣∣) δφ.
Supstitucijom t↔ A (g), gdje je g ∈ L takav da A(g) ∈ ⟨m,M⟩, dobivamo

φ(A (g)) ≤ M − A (g)

M −m
φ (m)+

A (g)−m

M −m
φ (M)−

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A (g)− m+M

2

∣∣∣∣) δφ.
(2.9)

Sada primijenimo nejednakost (2.9) na g = m +M − f (te koristimo linearnost i
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normaliziranost od A), a zatim nejednakost (2.8), i dobivamo

φ (m+M − A (f))

≤ M − A (f)

M −m
φ (M) +

A (f)−m

M −m
φ (m)−

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣) δφ
= φ (m) + φ (M)−

[
M − A (f)

M −m
φ (m) +

A (f)−m

M −m
φ (M)

]
−
(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣) δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ(f))

− A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) δφ − (1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣) δφ
= φ (m) + φ (M)

− A (φ(f))−
[
1− 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣)] δφ
≤ φ (m) + φ (M)− A (φ(f))−

[
1− 2

M −m
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)] δφ.
Zadnju nejednakost dobivamo koriste¢i Jessenovu nejednakost na neprekidnu i ko-
nveksnu funkciju |x|:∣∣∣∣A (f)− m+M

2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣A(f − m+M

2

)∣∣∣∣ ≤ A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣) .
Koriste¢i teorem 2.1.8. dobivamo gornju ogradu za razliku A (φ (f))− φ (A (f))

dobivenu u radu [67].

Korolar 2.1.9. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Ako je φ neprekidna konvek-
sna funkcija na [m,M ], tada za svaki f ∈ L takav da je φ (f) , φ (m+M − f) ∈ L,
vrijedi

A (φ (f))− φ (A (f))

≤ 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣m+M

2
− A (f)

∣∣∣∣) δφ,
gdje je δφ de�niran kao u (2.7).
Dokaz. Teorem 2.1.8. daje

A (φ (f)) ≤ φ (m) + φ (M)− φ (m+M − A (f))

−
[
1− 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣m+M

2
− A (f)

∣∣∣∣)] δφ. (2.10)

Kako je funkcija φ konveksna, slijedi

φ (m+M − A (f)) + φ (A (f)) ≥ 2φ

(
M +m

2

)
. (2.11)
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Koriste¢i nejednakosti (2.10) i (2.11) dobivamo

A (φ (f))− φ (A (f))

≤ φ (m) + φ (M)− [φ (m+M − A (f)) + φ (A (f))]

−
[
1− 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣m+M

2
− A (f)

∣∣∣∣)] δφ
≤ φ (m) + φ (M)− 2φ

(
M +m

2

)
−
[
1− 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣m+M

2
− A (f)

∣∣∣∣)] δφ
=

1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣m+M

2
− A (f)

∣∣∣∣) δφ.
U istom radu [41] dajemo generalizaciju Jessen-Mercerove nejednakosti za ko-

nveksne funkcije na konveksnim ljuskama.
Sljede¢u varijantu Jensenove nejednakosti su dokazali A. Matkovi¢ i J. Pe£ari¢ u
radu [40].

Teorem 2.1.10. Neka je U konveksan podskup u Rk,x1, . . . ,xn ∈ U i y1, . . . ,ym ∈
co({x1, . . . ,xn}). Ako je f konveksna funkcija na U , onda

f

(∑n
i=1 pixi −

∑m
j=1wjyj

Pn −Wm

)
≤
∑n

i=1 pif (xi)−
∑m

j=1wjf (yj)

Pn −Wm

(2.12)

vrijedi za sve pozitivne realne brojeve p1, . . . , pn i w1, . . . , wm koji zadovoljavaju uvjet

pi ≥ Wm za svaki i = 1, . . . , n,

gdje su Pn =
n∑
i=1

pi i Wm =
m∑
j=1

wj.

Sljede¢i teorem generalizira i pobolj²ava teorem 2.1.10.

Teorem 2.1.11. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E, A je pozitivan linearan funkcional na L i Ã de�niran kao u (1.29). Neka
su x1, . . . ,xn ∈ Rk i K = co({x1, . . . ,xn}). Neka je f konveksna funkcija na K
i λ1, . . . , λn baricentri£ke koordinate nad K. Tada za svaki g ∈ Lk takav da je
g (E) ⊂ K i f(g), λi(g) ∈ L, i = 1, . . . , n i pozitivne realne brojeve p1, . . . , pn takve
da Pn =

∑n
i=1 pi, i koji zadovoljavaju uvjet

pi ≥ A (1) za svaki i = 1, . . . , n, (2.13)

imamo

f

(∑n
i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A (1)

)

≤
∑n

i=1 pif (xi)−
∑n

i=1A (λi(g)) f (xi)−min {pi − A(λi(g))}Snf (x1, . . . ,xn)

Pn − A (1)

≤
∑n

i=1 pif (xi)− A(f(g))− Snf (x1, . . . ,xn) [min {pi − A(λi(g))}+ A (min {λi(g)})]
Pn − A (1)

.

(2.14)
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Dokaz. Za svaki t ∈ E znamo g(t) ∈ K. Koriste¢i baricentri£ke koordinate imamo

λi(g(t)) ≥ 0, i = 1, . . . , n,
n∑
i=1

λi(g(t)) = 1 i

g(t) =
n∑
i=1

λi(g(t))xi.

Kako je f konveksna na K, imamo

f(g(t)) ≤
n∑
i=1

λi(g(t))f(xi)−min {λi(g(t))}Snf (x1, . . . ,xn). (2.15)

Primijenimo pozitivan linearan funkcional A na (2.15) i dobivamo

A(f(g)) ≤
n∑
i=1

A(λi(g))f(xi)− A (min {λi(g)})Snf (x1, . . . ,xn),

gdje je
n∑
i=1

A (λi(g)) = A

(
n∑
i=1

λi(g)

)
= A(1)

i
A(1) ≥ A (λi(g)) ≥ 0 za svaki i = 1, . . . , n.

Tako�er imamo

Ã (g) =
n∑
i=1

A (λi(g))xi.

Sada moºemo zapisati∑n
i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A (1)
=

1

Pn − A (1)

(
n∑
i=1

pixi −
n∑
i=1

A (λi(g))xi

)

=
1

Pn − A (1)

n∑
i=1

(pi − A (λi(g)))xi.

Znamo
1

Pn − A (1)

n∑
i=1

(pi − A (λi(g))) = 1

i
1

Pn − A (1)
(pi − A (λi(g))) ≥ 0 za svaki i = 1, . . . , n,

jer je
pi ≥ A(1) ≥ A (λi(g)) za svaki i = 1, . . . , n.

Stoga je izraz
∑n

i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A (1)
konveksna kombinacija vektora x1, . . . ,xn i pripada

u K.
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Kako je f konveksna na K, imamo

f

(∑n
i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A (1)

)
= f

(
1

Pn − A (1)

n∑
i=1

(pi − A (λi(g)))xi

)

≤ 1

Pn − A (1)

n∑
i=1

(pi − A (λi(g))) f (xi)−min

{
pi − A(λi(g))

Pn − A(1)

}
Snf (x1, . . . ,xn)

=

∑n
i=1 pif (xi)−

∑n
i=1A (λi(g)) f (xi)−min {pi − A(λi(g))}Snf (x1, . . . ,xn)

Pn − A (1)

≤
∑n

i=1 pif (xi)− A(f(g))− Snf (x1, . . . ,xn) [min {pi − A(λi(g))}+ A (min {λi(g)})]
Pn − A (1)

.

Idu¢i korolar pokazuje da je teorem 2.1.11. generalizacija teorema 2.1.8. na ko-
nveksne ljuske.

Korolar 2.1.12. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je φ konveksna funkcija
na intervalu I = [m,M ] ⊂ R(−∞ < m < M < ∞). Tada za svaki g ∈ L takav da
je g(E) ⊂ I i φ(g) ∈ L, imamo

φ (m+M − A(g))

≤ A(g)−m

M −m
φ(m) +

M − A(g)

M −m
φ(M)

−
(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣)S2
φ(m,M)

≤ φ(m) + φ(M)− A(φ(g))

−
[
1− 1

M −m

(∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣+ A

(∣∣∣∣g − m+M

2

∣∣∣∣))]S2
φ(m,M).

Dokaz. Za svaki t ∈ E imamo g(t) ∈ I = [m,M ].
Kako je interval I = [m,M ] 1-simpleks sa vrhovima m i M , tako baricentri£ke
koordinate imaju specijalan oblik:

λ1(g(t)) =
M − g(t)

M −m
i λ2(g(t)) =

g(t)−m

M −m
.

Primijenimo funkcional A i imamo

A(λ1(g)) =
M − A(g)

M −m
i A(λ2(g)) =

A(g)−m

M −m
. (2.16)

Stavimo n = 2, p1 = p2 = 1, x1 = m,x2 =M u (2.14) i dobijemo
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φ (m+M − A(g)) ≤ φ(m) + φ(M)−
[
M − A(g)

M −m
φ(m) +

A(g)−m

M −m
φ(M)

]
−
(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣) [φ(m) + φ(M)− 2φ(
m+M

2

]
=
A(g)−m

M −m
φ(m) +

M − A(g)

M −m
φ(M)

−
(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣)S2
φ(m,M)

≤ φ(m) + φ(M)− A(φ(g))

−
[
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣+ A

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣g − m+M

2

∣∣∣∣)]S2
φ(m,M)

= φ(m) + φ(M)− A(φ(g))

−
[
1− 1

M −m

(∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣+ A

(∣∣∣∣g − m+M

2

∣∣∣∣))]S2
φ(m,M).

Primjedba 2.1.13. Nejednakosti u (2.16) su tako�er pobolj²anja nejednakosti do-
bivenih u radu [12].

Teorem 2.1.14. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E, A je
pozitivan linearan funkcional na L i Ã de�niran kao u (1.29). Neka x1, . . . ,xn ∈ Rk i
K = co({x1, . . . ,xn}). Neka je f konveksna funkcija na K i λ1, . . . , λn baricentri£ke
koordinate nad K. Tada za svaki g ∈ Lk takav da je g (E) ⊂ K i f(g), λi(g) ∈ L, i =
1, . . . , n i pozitivne realne brojeve p1, . . . , pn koji zadovoljavaju uvjete Pn−A (1) > 0,
gdje je Pn =

∑n
i=1 pi, i ∑n

i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A(1)
∈ K, (2.17)

imamo

f

(∑n
i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A (1)

)
≥
Pnf

(
1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
− A(1)f

(
1

A(1)
Ã (g)

)
Pn − A (1)

≥
Pnf

(
1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
−
∑n

i=1A (λi(g)) f (xi) + min {A(λi(g))}Snf (x1, . . . ,xn)

Pn − A (1)
.

(2.18)

Dokaz. Za svaki t ∈ E imamo g(t) ∈ K. Koriste¢i baricentri£ke koordinate imamo
λi(g(t)) ≥ 0, i = 1, . . . , n,

∑n
i=1 λi(g(t)) = 1 i

g(t) =
n∑
i=1

λi(g(t))xi.

Tako�er vrijedi

Ã (g) =
n∑
i=1

A (λi(g))xi.
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Lagano se vidi
1

A(1)
Ã (g) =

1

A(1)

n∑
i=1

A (λi(g))xi ∈ K,

jer je
1

A(1)

n∑
i=1

A (λi(g)) = 1 i
1

A(1)
A (λi(g)) ≥ 0, i = 1, . . . , n.

Kako je f konveksna na K, koriste¢i lemu 1.1.16. dobivamo

f

(
1

A(1)
Ã (g)

)
≤ 1

A(1)

n∑
i=1

A (λi(g)) f(xi)−min

{
A(λi(g))

A(1)

}
Snf (x1, . . . ,xn).

(2.19)
Koristimo prvo obrnutu Jensenovu nejednakost (2.2), a zatim (2.19), te dobivamo

f

Pn
(

1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
− A(1)

(
1

A(1)
Ã (g)

)
Pn − A (1)

 ≥
Pnf

(
1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
− A(1)f

(
1

A(1)
Ã (g)

)
Pn − A (1)

≥
Pnf

(
1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
− A(1) 1

A(1)

∑n
i=1A (λi(g)) f (xi) + min {A(λi(g))}Snf (x1, . . . ,xn)

Pn − A (1)
.

Primjedba 2.1.15. Ako pozitivni realni brojevi p1, . . . , pn zadovoljavaju uvjet (2.13),
tada je zadovoljen i uvjet (2.17), jer je K konveksan skup. Tada (2.14) moºemo pro-
²iriti na sljede¢i na£in

Pnf
(

1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
−
∑n

i=1A (λi(g)) f (xi) + min {A(λi(g))}Snf (x1, . . . ,xn)

Pn − A (1)

≤
Pnf

(
1
Pn

∑n
i=1 pixi

)
− A(1)f

(
1

A(1)
Ã (g)

)
Pn − A (1)

≤ f

(∑n
i=1 pixi − Ã (g)

Pn − A (1)

)

≤
∑n

i=1 pif (xi)−
∑n

i=1A (λi(g)) f (xi)−min {pi − A(λi(g))}Snf (x1, . . . ,xn)

Pn − A (1)

≤
∑n

i=1 pif (xi)− A(f(g))− Snf (x1, . . . ,xn) [min {pi − A(λi(g))}+ A (min {λi(g)})]
Pn − A (1)

.

Korolar 2.1.16. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i A
je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je φ konveksna funkcija
na intervalu I = [m,M ] ⊂ R(−∞ < m < M < ∞). Tada za svaki g ∈ L takav da
je g(E) ⊂ I i φ(g) ∈ L, vrijedi

φ (m+M − A(g)) ≥ 2φ

(
m+M

2

)
− φ (A(g))

≥ 2φ

(
m+M

2

)
−
[
M − A(g)

M −m
φ(m) +

A(g)−m

M −m
φ(M)

]
+

(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣A(g)− m+M

2

∣∣∣∣)S2
φ(m,M). (2.20)
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Dokaz. Stavimo n = 2, x1 = m, x2 = M, p1 = p2 = 1 i koristimo (2.16). Nejedna-
kosti u (2.20) lagano slijede iz (2.18).

Sljede¢i rezultat daje generalizacije korolara 2.1.12. i 2.1.16. za konveksne funkcije
de�nirane na k-simpleksima u Rk.

Korolar 2.1.17. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E, A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L i Ã de�niran kao
u (1.29). Neka je f konveksna funkcija na k-simpleksu S = [v1,v2, . . . ,vk+1] u Rk

i λ1, . . . , λk+1 baricentri£ke koordinate nad S. Tada za svaki g ∈ Lk takav da je
g (E) ⊂ S i f(g) ∈ L, vrijedi

(k + 1)f
(

1
k+1

∑k+1
i=1 vi

)
−
∑k+1

i=1 λi(Ã(g))f (vi) + min
{
λi(Ã(g))

}
Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1)

k

≤
(k + 1)f

(
1

k+1

∑k+1
i=1 vi

)
− f(Ã(g))

k

≤ f

(∑k+1
i=1 vi − Ã(g)

k

)

≤

∑k+1
i=1 f (vi)−

∑k+1
i=1 λi(Ã(g))f (vi)−min

{
1− λi(Ã(g))

}
Sk+1
f (v1, . . . ,vk+1)

k

≤

∑k+1
i=1 f (vi)− A(f(g))− Sk+1

f (v1, . . . ,vk+1)
[
min

{
1− λi(Ã(g))

}
+ A (min {λi(g)})

]
k

.

(2.21)

Dokaz. Kako su baricentri£ke koordinate λ1, . . . , λk+1 nad k-simpleksom S u Rk

nenegativni linearni polinomi, vrijedi A (λi(g)) = λi(Ã(g)) za svaki i = 1, . . . , k+1.
Stavimo xi = vi za svaki i = 1, . . . , k+1 i p1 = p2 = · · · = pk+1 = 1, pa nejednakosti
u (2.21) lagano slijede iz (2.14) i (2.18).

Primjedba 2.1.18. Ako ponovimo postupak iz primjedbe 1.2.25. na zadnju nejed-
nakost u (2.21), dobit ¢emo k-dimenzionalnu varijantu Hammer-Bullenove nejedna-
kosti

1

|S|

∫
S

f(t)dt− f(v∗) ≤ k

k + 1

k+1∑
i=1

f(vi)−
k

|S|

∫
S

f(t)dt

to jest nejednakost (1.56).

2.1.1. Jessen-Mercerove razlike

Motivirani teoremima 2.1.7. i 2.1.8., de�niramo dva funkcionala Φi : Lf → R, i =
1, 2,

Φ1(φ) = φ (m) + φ (M)− φ (m+M − A (f))− A (φ (f))

−
[
1− 2

M −m
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)] δφ (2.22)
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i

Φ2(φ) = φ (m) + φ (M)− φ (m+M − A (f))− A (φ(f))

−
[
1− 1

M −m

(
A

(∣∣∣∣f − m+M

2

∣∣∣∣)+

∣∣∣∣m+M

2
− A (f)

∣∣∣∣)] δφ, (2.23)

gdje su A, f i δφ kao u teoremu 2.1.7., Lf = {φ : I → R : φ(f), φ(m+M − f) ∈ L},
[m,M ] ⊆ I. O£ito, Φ1 i Φ2 su linearni.
Ako je φ jo² i neprekidna i konveksna, tada teoremi 2.1.7. i 2.1.8. impliciraju Φi(f) ≥
0, i = 1, 2.
U nastavku sa φ0 ozna£avamo funkciju de�niranu sa φ0 (x) = x2 na domeni koja
nam treba.
Sada dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa za funkcionale Φi,
i = 1, 2.

Teorem 2.1.19. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f ∈ L
takva da φ0 ∈ Lf , f(E) ∈ [m,M ], [m,M ] ⊆ I i neka je φ ∈ C2(I) takva da φ ∈ Lf .
Ako su Φ1 i Φ2 linearni funkcionali de�nirani kao u (2.22) i (2.23), tada postoje
ξi ∈ [m,M ], i = 1, 2 takvi da

Φi(φ) =
φ′′ (ξi)

2
Φi(φ0), i = 1, 2.

Dokaz. Dat ¢emo dokaz za funkcional Φ1. Kako je φ ∈ C2(I), postoje realni
brojevi a = min

x∈[m,M ]
φ′′(x) i b = max

x∈[m,M ]
φ′′(x). Lagano se vidi da su funkcije φ1 i φ2,

de�nirane sa
φ1(x) =

b

2
x2 − φ(x), φ2(x) = f(x)− a

2
x2

neprekidne i konveksne, stoga Φ1(φ1) ≥ 0,Φ1(φ2) ≥ 0. To daje

a

2
Φ1(φ0) ≤ Φ1(φ) ≤

b

2
Φ1(φ0).

Ako je Φ1(φ0) = 0, nemamo ni²ta za dokazati. Pretpostavimo Φ1(φ0) > 0. Imamo

a ≤ 2Φ1(φ)

Φ1(φ0)
≤ b.

Dakle, postoji ξ1 ∈ [m,M ] takav da

Φ1(φ) =
φ′′(ξ1)

2
Φ1(φ0).

Teorem 2.1.20. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom
skupu E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f ∈ L
takva da φ0 ∈ Lf , f(E) ∈ [m,M ], [m,M ] ⊆ I i φ1, φ2 ∈ C2(I) takve da φ1, φ2 ∈ Lf .
Ako su Φ1 i Φ2 linearni funkcionali de�nirani kao u (2.22) i (2.23), tada postoje
ξi ∈ [m,M ], i = 1, 2 takvi da

Φi(φ1)

Φi(φ2)
=
φ′′
1(ξi)

φ′′
2(ξi)

, i = 1, 2

uz uvjet da su nazivnici razli£iti od nule.
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Dokaz. Dajemo dokaz za funkcional Φ1. De�niramo φ3 ∈ C2([m,M ]) sa

φ3 = c1φ1 − c2φ2, gdje su c1 = Φ1(φ2), c2 = Φ1(φ1).

Koriste¢i teorem 2.1.19. znamo da postoji ξ1 ∈ [m,M ] takav da(
c1
φ′′
1(ξ1)

2
− c2

φ′′
2(ξ1)

2

)
Φ1(φ0) = 0.

Kako je Φ1(φ0) ̸= 0 (ina£e dobijamo kontradikciju sa Φ1(φ2) ̸= 0, po teoremu
2.1.19.), dobivamo

Φ1(φ1)

Φ1(φ2)
=
φ′′
1(ξ1)

φ′′
2(ξ1)

.

Teorem 2.1.21. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (2.22)
i (2.23). Neka je Υ = {φs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija de�ni-
ranih na otvorenom intervalu I takva da Υ ⊆ Lf i da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno
razli£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Tada je s 7→ Φi(φs) n−eksponencijalno konveksna
funkcija u Jensenovom smislu na J . Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) neprekidna na J ,
tada je n−eksponencijalno konveksna na J .

Dokaz. Za ξi ∈ R, i = 1, . . . , n i si ∈ J , i = 1, . . . , n, de�niramo funkciju χ : I → R
sa

χ(y) =
n∑

i,j=1

ξiξjφ si+sj
2

(y).

Koriste¢i pretpostavku da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs] n−eksponencijalno konvek-
sna u Jensenovom smislu, dobivamo

[y0, y1, y2;χ] =
n∑

i,j=1

ξiξj[y0, y1, y2;φ si+sj
2

] ≥ 0,

²to povla£i da je χ konveksna (i neprekidna) na I, te stoga Φi(χ) ≥ 0, i = 1, 2.
Slijedi

n∑
i,j=1

ξiξjΦi(φ si+sj
2

) ≥ 0.

Zaklju£ujemo da je funkcija s 7→ Φi(φs) n−eksponencijalno konveksna na J u Jen-
senovom smislu. Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) neprekidna na J , tada je s 7→ Φi(φs)
n−eksponencijalno konveksna po de�niciji.

Sljede¢i korolar je direktna posljedica prethodnog teorema.

Korolar 2.1.22. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (2.22)
i (2.23). Neka je Υ = {φs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija de�ni-
ranih na otvorenom intervalu I takva da Υ ⊆ Lf i da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno raz-
li£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Tada je s 7→ Φi(φs) eksponencijalno konveksna funkcija u
Jensenovom smislu na J . Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) i neprekidna na J , tada je
eksponencijalno konveksna na J .
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Korolar 2.1.23. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (2.22)
i (2.23). Neka je Ω = {φs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija de�ni-
ranih na otvorenom intervalu I, takva da Ω ⊆ Lf i da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
2−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno
razli£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Tada vrijede sljede¢e tvrdnje:

(i) Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) neprekidna na J , tada je 2−eksponencijalno ko-
nveksna funkcija na J . Ako je s 7→ Φi(φs) dodatno i strogo pozitivna, tada je
log-konveksna na J .

(ii) Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) strogo pozitivna i diferencijabilna na J , tada za
sve s, q, u, v ∈ J , takve da s ≤ u i q ≤ v, vrijedi

µs,q(Φi,Ω) ≤ µu,v(Φi,Ω), i = 1, 2, (2.24)

gdje je

µs,q(Φi,Ω) =


(

Φi(φs)
Φi(φq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(

d
ds

Φi(φs)

Φi(φs)

)
, s = q,

(2.25)

za φs, φq ∈ Ω.

Dokaz. (i) Direktna posljedica teorema 2.1.21. i primjedbe 1.3.15.
(ii) Po (i), funkcija s 7→ Φi(φs) je log-konveksna na J , to jest, funkcija s 7→
log Φi(φs) je konveksna na J . Primijenimo propoziciju 1.3.16. i dobijemo

log Φi(φs)− log Φi(φq)

s− q
≤ log Φi(φu)− log Φi(φv)

u− v
(2.26)

za s ≤ u, q ≤ v, s ̸= q, u ̸= v, i iz toga zaklju£ujemo

µs,q(Φi,Ω) ≤ µu,v(Φi,Ω), i = 1, 2.

Slu£ajevi s = q i u = v slijede iz (2.26) kao grani£ni slu£ajevi.

Primjedba 2.1.24. Primijetimo da rezultati iz teorema 2.1.21., korolara 2.1.22.
i korolara 2.1.23. vrijede i kada se dvije od to£aka y0, y1, y2 ∈ I podudaraju, re-
cimo y1 = y0, za familiju diferencijabilnih funkcija φs takvu da je funkcija s 7→
[y0, y1, y2;φs] n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno
konveksna u Jensenovom smislu, log-konveksna u Jensenovom smislu), i ²tovi²e, vri-
jede kada se sve tri to£ke podudaraju za familiju dvaput diferencijabilnih funkcija sa
istim svojstvom. Dokazi se dobivaju iz primjedbe 1.3.18. i prikladne karakterizacije
konveksnosti.

Sada predstavljamo nekoliko familija funkcija koji ispunjavaju uvjete teorema
2.1.21., korolara 2.1.22. i korolara 2.1.23. (i primjedbe 2.1.24.). To nam omogu¢ava
konstrukciju velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Rasprava
vezana uz ovaj problem se moºe na¢i u [16].

U nastavku promatramo Φ1 i Φ2 de�nirane kao u (2.22) i (2.23) sa A koji je
neprekidan i f takva da kompozicija sa bilo kojom funkcijom iz odabrane familije
Ωi, kao i sa bilo kojom funkcijom koja se pojavi kao argument od Φ1 i Φ2, ostaje u
L.
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Primjer 2.1.25. Promatramo familiju funkcija

Ω1 = {gs : R → [0,∞) : s ∈ R}

de�niranu s

gs(x) =

{
1
s2
esx, s ̸= 0,

1
2
x2, s = 0.

Imamo d2gs
dx2

(x) = esx > 0 ²to pokazuje da je gs konveksna na R za svaki s ∈ R i
s 7→ d2gs

dx2
(x) je eksponencijalno konveksna po de�niciji. Koriste¢i analogno argumen-

tiranje kao u dokazu teorema 2.1.21. tako�er imamo da je s 7→ [y0, y1, y2; gs] ekspo-
nencijalno konveksna (pa tako i eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu).
Koristimo teorem 2.1.22. i zaklju£ujemo da su s 7→ Φi(gs), i = 1, 2, eksponencijalno
konveksne u Jensenovom smislu. Lagano se pokaºe da su ova preslikavanja nepre-
kidna (iako preslikavanje s 7→ gs nije neprekidno za s = 0), pa su i eksponencijalno
konveksna.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(Φi,Ω1), i = 1, 2, iz (2.25) imaju oblik

µs,q(Φi,Ω1) =


(

Φi(gs)
Φi(gq)

) 1
s−q
, s ̸= q,

exp
(

Φi(id·gs)
Φi(gs)

− 2
s

)
, s = q ̸= 0,

exp
(

Φi(id·g0)
3Φi(g0)

)
, s = q = 0,

te su koriste¢i (2.24) monotone funkcije u parametrima s i q.
Koriste¢i teorem 2.1.20. slijedi da za i = 1, 2

Ms,q(Φi,Ω1) = log µs,q(Φi,Ω1)

zadovoljava m ≤Ms,q(Φi,Ω1) ≤M , ²to pokazuje da suMs,q(Φi,Ω1) sredine (funkcije
g). Primijetimo da su po (2.24) i monotone.

Primjer 2.1.26. Promatramo familiju funkcija

Ω2 = {fs : (0,∞) → R : s ∈ R

de�niranu s

fs(x) =


xs

s(s−1)
, s ̸= 0, 1,

− log x, s = 0,
x log x, s = 1.

Vrijedi d2fs
dx2

(x) = xs−2 = e(s−2) lnx > 0 ²to pokazuje da je fs konveksna za x > 0 i
s 7→ d2fs

dx2
(x) je eksponencijalno konveksna po de�niciji. Koriste¢i argumentiranje kao

u primjeru 2.1.25. dobivamo da su preslikavanja s 7→ Φi(gs), i = 1, 2 eksponencijalno
konveksna. Funkcije (2.25) su u ovom slu£aju jednake

µs,q(Φi,Ω2) =



(
Φi(fs)
Φi(fq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(

1−2s
s(s−1)

− Φi(fsf0)
Φi(fs)

)
, s = q ̸= 0, 1,

exp
(
1− Φi(f

2
0 )

2Φi(f0)

)
, s = q = 0,

exp
(
−1− Φi(f0f1)

2Φi(f1)

)
, s = q = 1.
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Ako je Φi pozitivan, tada teorem 2.1.20. primijenjen za f = fs ∈ Ω2 i g = fq ∈ Ω2

daje da postoji ξ ∈ [m,M ] takav da

ξs−q =
Φi(fs)

Φi(fq)
.

Kako je funkcija ξ 7→ ξs−q invertibilna za s ̸= q, imamo

m ≤
(
Φi(fs)

Φi(fq)

) 1
s−q

≤M, (2.27)

²to zajedno sa £injenicom da su µs,q(Φi,Ω2) neprekidne, simetri£ne i monotone (po
(2.24)), pokazuje da je µs,q(Φi,Ω2) sredina (funkcije f).

Primjer 2.1.27. Promatramo familiju funkcija

Ω3 = {hs : (0,∞) → (0,∞) : s ∈ (0,∞)}

de�niranu s

hs(x) =

{
s−x

ln2 s
, s ̸= 1,

x2

2
, s = 1.

Kako je s 7→ d2hs
dx2

(x) = s−x Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti
[90]), ona je eksponencijalno konveksna. O£ito su hs konveksne funkcije za svaki
s > 0.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(Φi,Ω3) iz (2.25) imaju oblik

µs,q(Φi,Ω3) =


(

Φi(hs)
Φi(hq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(
−Φi(id·hs)

sΦi(hs)
− 2

s ln s

)
, s = q ̸= 1,

exp
(
− 2Φi(id·h1)

3Φi(h1)

)
, s = q = 1,

i monotone su u parametrima s i q po (2.24).
Koriste¢i teorem 2.1.20. slijedi da

Ms,q (Φi,Ω3) = −L(s, q) log µs,q(Φi,Ω3),

zadovoljava m ≤Ms,q(Φi,Ω3) ≤M , ²to pokazuje da jeMs,q(Φi,Ω3) sredina (funkcije
h). L(s, q) je logaritamska sredina de�nirana sa L(s, q) = s−q

log s−log q
, s ̸= q, L(s, s) =

s.

Primjer 2.1.28. Promatramo familiju funkcija

Ω4 = {ks : (0,∞) → (0,∞) : s ∈ (0,∞)}

de�niranu s

ks(x) =
e−x

√
s

s
.

Kako je s 7→ d2ks
dx2

(x) = e−x
√
s Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti

[90]), ona je eksponencijalno konveksna. O£ito su ks konveksne funkcije za svaki
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s > 0.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(Φi,Ω4) iz (2.25) imaju oblik

µs,q(Φi,Ω4) =


(

Φi(ks)
Φi(kq)

) 1
s−q
, s ̸= q,

exp
(
− Φi(id·ks)

2
√
sΦi(ks)

− 1
s

)
, s = q,

i monotone su u parametrima s i q po (2.24).
Koriste¢i teorem 2.1.20. slijedi da

Ms,q(Φi,Ω4) = −
(√

s+
√
q
)
log µs,q(Φi,Ω4)

zadovoljava m ≤Ms,q(Φi,Ω4) ≤M , ²to pokazuje da jeMs,q(Φi,Ω4) sredina (funkcije
k).

2.2. Jensenova operatorska nejednakost

Pogledajmo potrebnu notaciju i de�nicije za ovo podru£je. Neka je B(H) C∗-algebra
svih ograni£enih linearnih operatora na Hilbertovom prostoru H i 1H je jedini£ni
operator. De�niramo ograde hermitskog operatora A ∈ B(H) sa

mA = inf
∥x∥=1

⟨Ax, x⟩ i MA = sup
∥x∥=1

⟨Ax, x⟩.

Neka je Sp(A) oznaka za spektar operatora A. Ako je A hermitski operator, onda
je Sp(A) realan i Sp(A) ⊆ [mA,MA].

Za operator A ∈ B(H) de�niramo operatore |A|, A+, A− sa

|A| = (A∗A)1/2, A+ = (|A|+ A)/2, A− = (|A| − A)/2.

O£ito, ako je A hermitski, tada |A| = (A2)1/2 i A+, A− ≥ 0 (pozitivan i negativan
dio od A = A+ − A−).

B. Mond i J. Pe£ari¢ su u [53] dokazali sljede¢u varijantu Jensenove operatorske
nejednakosti.

f

(
n∑
i=1

wiΦi(Ai)

)
≤

n∑
i=1

wiΦi (f(Ai)) , (2.28)

za operatorski konveksne funkcije f de�nirane na intervalu I, gdje su Φi : B(H) →
B(K), i = 1, . . . , n, unitalna pozitivna linearna preslikavanja, A1, . . . , An su her-
mitski operatori sa spektrom u I i w1, . . . , wn su nenegativni realni brojevi uz∑n

i=1wi = 1.
F. Hansen, J. Pe£ari¢ i I. Peri¢ su dali u [23] generalizaciju od (2.28) za unitalna

polja pozitivnih linearnih preslikavanja. Nedavno su J. Mi¢i¢, J. Pe£ari¢ i Y. Seo u
[49] dali generalizaciju ovih rezultata za polja pozitivnih linearnih preslikavanja bez
pretpostavke unitalnosti.

J. Mi¢i¢, Z. Pavi¢ i J. Pe£ari¢ su dali u [44, Teorem 1] Jensenovu operatorsku
nejednakost bez operatorske konveksnosti.
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Teorem 2.2.1. Neka je (A1, . . . , An) n-torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradama mi i Mi, mi ≤ Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (Φ1, . . . ,Φn) n-torka pozitivnih
linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K), i = 1, . . . , n, takvih da

∑n
i=1Φi(1H) =

1K. Ako
(mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, (2.29)

gdje su mA i MA, mA ≤ MA ograde hermitskog operatora A =
∑n

i=1Φi(Ai), onda
vrijedi

f

(
n∑
i=1

Φi(Ai)

)
≤

n∑
i=1

Φi (f(Ai)) (2.30)

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R uz uvjet da interval I sadrºi sve
mi,Mi.

Ako je f : I → R konkavna, vrijedi suprotna nejednakost u (2.30).

U istom radu [44] prou£avala se kvaziaritmeti£ka operatorska sredina

Mφ(A,Φ, n) = φ−1

(
n∑
i=1

Φi (φ(Ai))

)
, (2.31)

gdje je (A1, . . . , An) n-torka hermitskih operatora u B(H) sa spektrom u I, (Φ1, . . . ,Φn)
je n-torka pozitivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K) takva da

∑n
i=1Φi(1H) =

1K , a φ : I → R je neprekidna strogo monotona funkcija.
Sljede¢i rezultat o monotonosti ove sredine je dokazan u [44, Teorem 3].

Teorem 2.2.2. Neka su (A1, . . . , An) i (Φ1, . . . ,Φn) kao u de�niciji kvaziaritme-
ti£ke sredine (2.31). Neka su mi i Mi, mi ≤ Mi, ograde od Ai, i = 1, . . . , n. Neka
su φ, ψ : I → R neprekidne strogo monotone funkcije na intervalu I koji sadrºi sve
mi,Mi. Neka su mφ i Mφ, mφ ≤Mφ, ograde sredine Mφ(A,Φ, n), takve da

(mφ,Mφ) ∩ [mi,Mi] = ∅ i = 1, . . . , n. (2.32)

Ako je jedan od sljede¢ih uvjeta zadovoljen

(i) ψ ◦ φ−1 je konveksna i ψ−1 je operatorski monotona,

(i') ψ ◦ φ−1 je konkavna i −ψ−1 je operatorski monotona,

onda vrijedi
Mφ(A,Φ, n) ≤ Mψ(A,Φ, n). (2.33)

Ako je zadovoljen jedan od sljede¢ih uvjeta

(ii) ψ ◦ φ−1 je konkavna i ψ−1 je operatorski monotona,

(ii') ψ ◦ φ−1 je konveksna i −ψ−1 je operatorski monotona,

onda vrijedi suprotna nejednakost u (2.33).

J. Mi¢i¢, Z. Pavi¢ i J. Pe£ari¢ su promatrali u [45, Teorem 2.1] slu£aj kada vrijedi
(mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ za nekoliko i ∈ {1, . . . , n}, ali ne za sve i = 1, . . . , n, te su
dobili pro²irenje od (2.30).
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Teorem 2.2.3. Neka je (A1, . . . , An) n−torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradama mi i Mi, mi ≤ Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (Φ1, . . . ,Φn) n−torka pozi-
tivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K), takva da

∑n1

i=1Φi(1H) = α 1K,∑n
i=n1+1Φi(1H) = β 1K, gdje je 1 ≤ n1 < n, α, β > 0 i α + β = 1. Neka su

m = min{m1, . . . ,mn1} i M = max{M1, . . . ,Mn1}. Ako je

(m,M) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n,

i jedna od jednakosti

1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) =
n∑
i=1

Φi(Ai) =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai)

je valjana, onda vrijedi

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
n∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)), (2.34)

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R uz uvjet da interval I sadrºi sve
mi,Mi, i = 1, . . . , n,.
Ako je f : I → R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosi u (2.34).

U radu [48] smo dobili pobolj²anje Jensenove operatorske nejednakosti dane u
teoremu 2.2.3. Za to ¢e nam trebati idu¢a lema.

Lema 2.2.4. Neka je A hermitski operator A ∈ B(H) i Sp(A) ⊆ [m,M ], za neke
skalare m < M . Tada vrijedi

f (A) ≤ M1H − A

M −m
f(m) +

A−m1H
M −m

f(M)− δf Ã (2.35)

(resp. f (A) ≥ M1H − A

M −m
f(m) +

A−m1H
M −m

f(M) + δf Ã )

za svaku neprekidnu konveksnu (resp. konkavnu) funkciju f : [m,M ] → R, gdje je

δf = f(m) + f(M)− 2f
(
m+M

2

)
(resp. δf = 2f

(
m+M

2

)
− f(m)− f(M)),

i Ã = 1
2
1H − 1

M−m

∣∣A− m+M
2

1H
∣∣ .

Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slu£aj. Ako stavimo x = m, y = M u lemu
1.1.16. slijedi da

f (p1m+ p2M) ≤ p1f(m) + p2f(M)
− min{p1, p2}

(
f(m) + f(M)− 2f

(
m+M

2

)) (2.36)

vrijedi za sve p1, p2 ∈ [0, 1] takve da p1+ p2 = 1. Za svaki t ∈ [m,M ] moºemo pisati

f (t) = f

(
M − t

M −m
m+

t−m

M −m
M

)
.
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Sada koriste¢i (2.36) za p1 = M−t
M−m i p2 = t−m

M−m dobivamo

f(t) ≤ M − t

M −m
f(m) +

t−m

M −m
f(M)

−
(
1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣t− m+M

2

∣∣∣∣)(f(m) + f(M)− 2f

(
m+M

2

))
,

(2.37)
jer je

min

{
M − t

M −m
,
t−m

M −m

}
=

1

2
− 1

M −m

∣∣∣∣t− m+M

2

∣∣∣∣ .
Koriste¢i funkcionalni ra£un primjenjen na hermitski operator A iz (2.37) slijedi
tvrdnja.

Teorem 2.2.5. Neka je (A1, . . . , An) n−torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradama mi i Mi, mi ≤Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (Φ1, . . . ,Φn) n−torka pozitivnih
linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K), i = 1, . . . , n, takva da

∑n
i=1Φi(1H) =

1K. Neka

(mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m < M,

gdje su mA i MA, mA ≤MA, ograde operatora A =
∑n

i=1Φi(Ai) i

m = max {Mi : Mi ≤ mA, i = 1, . . . , n} , M = min {mi : mi ≥MA, i = 1, . . . , n} .

Ako je f : I → R neprekidna konveksna (resp. konkavna) funkcija uz uvjet da inter-
val I sadrºi sve mi,Mi, onda vrijedi

f

(
n∑
i=1

Φi(Ai)

)
≤

n∑
i=1

Φi (f(Ai))− δf Ã ≤
n∑
i=1

Φi (f(Ai)) (2.38)

(
resp.

f

(
n∑
i=1

Φi(Ai)

)
≥

n∑
i=1

Φi (f(Ai)) + δf Ã ≥
n∑
i=1

Φi (f(Ai))
)
, (2.39)

gdje je
δf ≡ δf (m̄, M̄) = f(m̄) + f(M̄)− 2f

(
m̄+M̄

2

)
(resp. δf ≡ δf (m̄, M̄) = 2f

(
m̄+M̄

2

)
− f(m̄)− f(M̄) ),

Ã ≡ ÃA(m̄, M̄) = 1
2
1K − 1

M̄−m̄

∣∣∣A− m̄+M̄
2

1K

∣∣∣ (2.40)

i m̄ ∈ [m,mA], M̄ ∈ [MA,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi

Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slu£aj.
Kako je A =

∑n
i=1Φi(Ai) ∈ B(K) hermitski operator takav da m̄1K ≤ mA1K ≤∑n

i=1Φi(Ai) ≤ MA1K ≤ M̄1K i f je konveksna na [m̄, M̄ ] ⊆ I, tada po lemi 2.2.4.
dobivamo

f

(
n∑
i=1

Φi(Ai)

)
≤ M̄1K −

∑n
i=1Φi(Ai)

M̄ − m̄
f(m̄) +

∑n
i=1Φi(Ai)− m̄1K

M̄ − m̄
f(M̄)− δf Ã,

(2.41)
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gdje su δf i Ã de�nirani sa (2.40).
Kako je f konveksna na [mi,Mi] i kako (mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ implicira

(m̄, M̄) ∩ [mi,Mi] = ∅, tada vrijedi

f (Ai) ≥
M̄1H − Ai
M̄ − m̄

f(m̄) +
Ai − m̄1H
M̄ − m̄

f(M̄), i = 1, . . . , n.

Primijenimo pozitivno linearno preslikavanje Φi, zbrojimo i dodamo −δf Ã. Dobi-
jemo

n∑
i=1

Φi (f(Ai))−δf Ã ≥ M̄1K −
∑n

i=1Φi(Ai)

M̄ − m̄
f(m̄)+

∑n
i=1Φi(Ai)− m̄1K

M̄ − m̄
f(M̄)−δf Ã,

(2.42)
jer je

∑n
i=1Φi(1H) = 1K . Kombiniranjem nejednakosti (2.41) i (2.42), dobijemo

lijevu stranu od (2.38).
Kako je δf ≥ 0 i Ã ≥ 0, imamo i desnu stranu od (2.38).

Primjedba 2.2.6. Specijalno, ako je mA < MA, tada teorem 2.2.5. u konveksnom
slu£aju daje

f

(
n∑
i=1

Φi(Ai)

)
≤

n∑
i=1

Φi (f(Ai))− δ̄f Ā ≤
n∑
i=1

Φi (f(Ai)) ,

gdje je

δ̄f ≡ δf (mA,MA) = f(mA) + f(MA)− 2f
(
mA+MA

2

)
i Ā ≡ ÃA(mA,MA) = 1

2
1K − 1

MA−mA

∣∣A− mA+MA

2
1K
∣∣ .

Ali ako je m < M i mA = MA, tada vrijedi nejednakost (2.38), ali δ̄f Ā nije
de�nirano. Neki primjeri za ovaj slu£aj su dani u sljede¢em primjeru I) i II).

Primjer 2.2.7. Sada dajemo tri primjera sa matricama i n = 2.

m1 m2=M M2
M1=m mA MA

m M

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

K2211K

f

f22112211

1
2

mM
)A()A(

mM

1
1

2

1
A
~

),2/)mM((f2)M(f)m(f

jegdje

,A
~

AfAfAAf

+
-F+F

-
-=

+-+=d

d-F+F£F+F

Slika 2..1: Pobolj²anje za dva operatora i konveksnu funkciju f

Stavimo f(t) = t4 koja je konveksna, ali nije operatorski konveksna u (2.38).
Tako�er, de�niramo preslikavanja Φ1,Φ2 : M3(C) →M2(C) na sljede¢i na£in:
Φ1((aij)1≤i,j≤3) =

1
2
(aij)1≤i,j≤2, Φ2 = Φ1 (tada Φ1(I3) + Φ2(I3) = I2).
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I) Prvo promatramo primjer kada je δf Ã jednako razlici desne i lijeve strane
Jensenove nejednakosti. Ako su A1 = −3I3 i A2 = 2I3, tada je A = Φ1(A1) +
Φ2(A2) = −0.5I2, te m = −3, M = 2. Stavimo tako�er m̄ = −3 i M̄ = 2.
Dobivamo

(Φ1(A1) + Φ2(A2))
4 = 0.0625I2 ≤ 48.5I2 = Φ1

(
A4

1

)
+ Φ2

(
A4

2

)
i pobolj²anje

(Φ1(A1) + Φ2(A2))
4 = 0.0625I2 = Φ1

(
A4

1

)
+ Φ2

(
A4

2

)
− 48.4375I2,

jer je δf = 96.875, Ã = 0.5I2.

II) Zatim promotrimo primjer kada δf Ã nije jednako razlici desne i lijeve
strane Jensenove nejednakosti. Ako su

A1 =

−1 0 0
0 −2 0
0 0 −1

 i A2 =

2 0 0
0 3 0
0 0 4

 tada je A =
1

2

(
1 0
0 1

)
,

tako da m = −1, M = 2. Stavimo tako�er m̄ = −1 i M̄ = 2. Dobivamo

(Φ1(A1) + Φ2(A2))
4 =

1

16

(
1 0
0 1

)
≤
(

17
2

0
0 97

2

)
= Φ1

(
A4

1

)
+ Φ2

(
A4

2

)
i pobolj²anje

(Φ1(A1) + Φ2(A2))
4 =

1

16

(
1 0
0 1

)
≤ 1

16

(
1 0
0 641

)
= Φ1

(
A4

1

)
+ Φ2

(
A4

2

)
− 135

16

(
1 0
0 1

)
,

jer je δf = 135/8, Ã = I2/2.
III) Pogledajmo idu¢i primjer. Ako su

A1 =

−4 1 1
1 −2 −1
1 −1 −1

 i A2 =

 5 −1 −1
−1 2 1
−1 1 3

 tada je A =
1

2

(
1 0
0 0

)
,

tako da m1 = −4.8662, M1 = −0.3446, m2 = 1.3446, M2 = 5.8662, m = −0.3446,
M = 1.3446, te stavimo m̄ = m, M̄ = M (zaokruºeno na £etiri decimalna mjesta).
Imamo

(Φ1(A1) + Φ2(A2))
4 =

1

16

(
1 0
0 0

)
≤
(

1283
2

−255
−255 237

2

)
= Φ1

(
A4

1

)
+ Φ2

(
A4

2

)
i pobolj²anje

(Φ1(A1) + Φ2(A2))
4 =

1

16

(
1 0
0 0

)
≤

(
639.9213 −255
−255 117.8559

)
= Φ1

(
A4

1

)
+ Φ2

(
A4

2

)
−
(
1.5787 0

0 0.6441

)



2. Varijante Jensenove nejednakosti 69

(zaokruºeno na £etiri decimalna mjesta), jer je

δf = 3.1574, Ã =

(
0.5 0
0 0.2040

)
.

Ali ako stavimo m̄ = mA = 0, M̄ = MA = 0.5 u primjer III), tada je Ã = 0,
tako da nemamo pobolj²anje Jensenove nejednakosti. Tako�er, ako stavimo m̄ = 0,

M̄ = 1, tada je Ã = 0.5

(
1 0
0 1

)
, δf = 7/8 i δf Ã = 0.4375

(
1 0
0 1

)
, ²to je lo²ije od

gornjeg pobolj²anja.

Sada dajemo korolar teorema 2.2.5. sa konveksnom kombinacijom operatora Ai,
i = 1, . . . , n.

Korolar 2.2.8. Neka je (A1, . . . , An) n−torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradama mi i Mi, mi ≤Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (α1, . . . , αn) n−torka nenegativ-
nih realnih brojeva takvih da

∑n
i=1 αi = 1. Neka je

(mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m < M,

gdje su mA i MA, mA ≤MA ograde od A =
∑n

i=1 αiAi i

m = max {Mi : Mi ≤ mA, i = 1, . . . , n} , M = min {mi : mi ≥MA, i = 1, . . . , n} .

Ako je f : I → R neprekidna konveksa (resp. konkavna) funkcija uz uvjet da interval
I sadrºi sve mi,Mi, onda vrijedi

f

(
n∑
i=1

αiAi

)
≤

∑n
i=1 αif(Ai)− δf

˜̃A ≤
∑n

i=1 αif(Ai)

(resp. f

(
n∑
i=1

αiAi

)
≥

∑n
i=1 αif(Ai) + δf

˜̃A ≥
∑n

i=1 αif(Ai) )

gdje je δf de�niran sa (2.40), ˜̃A = 1
2
1H− 1

M̄−m̄

∣∣∣∑n
i=1 αiAi −

m̄+M̄
2

1H

∣∣∣ i m̄ ∈ [m,mA],

M̄ ∈ [MA,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

Dokaz. Primijenimo teorem 2.2.5. na pozitivna linearna preslikavanja Φi : B(H) →
B(H) de�nirana s Φi : B 7→ αiB, i = 1, . . . , n.

Sada dajemo pobolj²anja nejednakosti izme�u kvaziaritmeti£kih sredina de�ni-
ranih sa (2.31).

Uvedimo oznake

δφ,ψ(m,M) = ψ(m) + ψ(M)− 2ψ ◦ φ−1
(
φ(m)+φ(M)

2

)
,

Ãφ(m,M) = 1
2
1K − 1

|φ(M)−φ(m)|

∣∣∣∑n
i=1Φi(φ(Ai))− φ(M)+φ(m)

2
1K

∣∣∣ , (2.43)

gdje je (A1, . . . , An) n-torka hermitskih operatora u B(H) sa spektrom u I, (Φ1, . . . ,Φn)
je n-torka pozitivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K) takvih da su∑n

i=1Φi(1H) = 1K , φ, ψ : I → R neprekidne strogo monotone funkcije i m,M ∈
I, m < M . Implicitno pretpostavljamo Ãφ(m,M) ≡ Ãφ,A(m,M), gdje A =∑n

i=1Φi(φ(Ai)).
Idu¢i teorem daje pobolj²anje rezultata iz teorema 2.2.2.
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Teorem 2.2.9. Neka su (A1, . . . , An) i (Φ1, . . . ,Φn) kao u de�niciji kvaziaritmeti£-
kih sredina (2.31). Neka su φ, ψ : I → R neprekidne strogo monotone funkcije na
intervalu I koji sadrºi svaki mi,Mi. Neka

(mφ,Mφ) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m < M,

gdje su mφ i Mφ, mφ ≤Mφ, ograde sredine Mφ(A,Φ, n) i
m = max {Mi : Mi ≤ mφ, i = 1, . . . , n}, M = min {mi : mi ≥Mφ, i = 1, . . . , n} .

(i) Ako je ψ ◦ φ−1 konveksna i ψ−1 operatorski monotona, onda vrijedi

Mφ(A,Φ, n) ≤ ψ−1

(
n∑
i=1

Φi (ψ(Ai))− δφ,ψÃφ

)
≤ Mψ(A,Φ, n) (2.44)

gdje δφ,ψ ≥ 0 i Ãφ ≥ 0.

(i′) Ako je ψ ◦ φ−1 konveksna i −ψ−1 operatorski monotona, onda vrijede su-
protne nejednakosti u (2.44), gdje δφ,ψ ≥ 0 i Ãφ ≥ 0.

(ii) Ako je ψ ◦φ−1 konkavna i −ψ−1 operatorski monotona, onda vrijedi (2.44),
gdje δφ,ψ ≤ 0 i Ãφ ≥ 0.

(ii′) Ako je ψ◦φ−1 konkavna i ψ−1 operatorski monotona, onda vrijede suprotne
nejednakosti u (2.44), gdje δφ,ψ ≤ 0 i Ãφ ≥ 0.

U svim navedenim slu£ajevima pretpostavljamo da su δφ,ψ ≡ δφ,ψ(m̄, M̄), Ãφ ≡
Ãφ(m̄, M̄) de�nirani sa (2.43) i m̄ ∈ [m,mφ], M̄ ∈ [Mφ,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni
brojevi.

Dokaz. Dokazujemo samo slu£aj (i). Pretpostavimo da je φ strogo rastu¢a funkcija.
Kako je mi1H ≤ Ai ≤Mi1H , i = 1, . . . , n, i mφ1K ≤ Mφ(A,Φ, n) ≤Mφ1K , vrijedi

φ(mi)1H ≤ φ(Ai) ≤ φ(Mi)1H , i = 1, . . . , n,

φ(mφ)1K ≤
∑n

i=1Φi(φ(Ai)) ≤ φ(Mφ)1K .

Tako�er
(mφ,Mφ) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n

implicira
(φ(mφ), φ(Mφ)) ∩ [φ(mi), φ(Mi)] = ∅ za i = 1, . . . , n. (2.45)

Ako zamijenimo Ai sa φ(Ai) u (2.38) i uzmemo u obzir (2.45), dobivamo da vrijedi

f

(
n∑
i=1

Φi(φ(Ai))

)
≤

n∑
i=1

Φi (f(φ(Ai)))− δf Ãφ ≤
n∑
i=1

Φi (f(φ(Ai))) (2.46)

za svaku konveksnu funkciju f : J → R na intervalu J koji sadrºi svaki
[φ(mi), φ(Mi)] = φ([mi,Mi]), gdje je

δf = f(φ(m̄)) + f(φ(M̄))− 2f

(
φ(m̄) + φ(M̄)

2

)
≥ 0 (2.47)

i Ãφ = 1
2
1K − 1

φ(M̄)−φ(m̄)

∣∣∣∑n
i=1 Φi(φ(Ai))− φ(M̄)+φ(m̄)

2
1K

∣∣∣ ≥ 0.
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Tako�er, ako je φ strogo padaju¢a, vidimo da vrijedi (2.46) za konveksnu f : J →
R na J koji sadrºi svaki [φ(Mi), φ(mi)] = φ([mi,Mi]), gdje je δf de�niran sa (2.47)

i Ãφ = 1
2
1K − 1

φ(m̄)−φ(M̄)

∣∣∣∑n
i=1 Φi(φ(Ai))− φ(M̄)+φ(m̄)

2
1K

∣∣∣ ≥ 0.

Stavimo f = ψ ◦φ−1 u (2.46) i primijenimo operatorski monotonu funkciju ψ−1,
te dobijemo (2.44).

Dokaz slu£aja (ii) je sli£an prethodnom slu£aju uz nejednakost (2.39) umjesto
(2.38).

Sada gledamo specijalan slu£aj prethodnog teorema. To je pobolj²anje od [44,
Korolar 5].

Korolar 2.2.10. Neka su (A1, . . . , An) i (Φ1, . . . ,Φn) kao u de�niciji kvaziaritme-
ti£ke sredine (2.31). Neka su mi i Mi, mi ≤Mi ograde od Ai, i = 1, . . . , n. Neka su
φ, ψ : I → R neprekidne strogo monotone funkcije na intervalu I koji sadrºi svaki
mi,Mi i I identi£ka funkcija na I.

(i) Ako je φ−1 konveksna i vrijedi

(mφ,Mφ) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m[φ] < M[φ] (2.48)

gdje su mφ i Mφ, mφ ≤Mφ ograde od Mφ(A,Φ, n) i
m[φ] = max {Mi : Mi ≤ mφ, i = 1, . . . , n}, M[φ] = min {mi : mi ≥Mφ, i = 1, . . . , n} ,
onda vrijedi

Mφ(A,Φ, n) ≤MI(A,Φ, n)− δφ,I(m̄, M̄)Ãφ(m̄, M̄) ≤MI(A,Φ, n) (2.49)

za svaki m̄ ∈ [m[φ],mφ], M̄ ∈ [Mφ,M[φ]], m̄ < M̄ , gdje su δφ,I(m̄, M̄) ≥ 0 i
Ãφ(m̄, M̄) ≥ 0 su de�nirani sa (2.43).

(ii) Ako je φ−1 konkavna i vrijedi (2.48), onda vrijedi

Mφ(A,Φ, n) ≥MI(A,Φ, n)− δφ,I(m̄, M̄)Ãφ(m̄, M̄) ≥MI(A,Φ, n), (2.50)

za svaki m̄ ∈ [m[φ],mφ], M̄ ∈ [Mφ,M[φ]], m̄ < M̄ , gdje su δφ,I(m̄, M̄) ≤ 0 i
Ãφ(m̄, M̄) ≥ 0 de�nirani sa (2.43).

(iii) Ako je φ−1 konveksna i vrijedi (2.48) i ako je ψ−1 konkavna, i

(mψ,Mψ) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m[ψ] < M[ψ]

vrijedi, gdje su mψ i Mψ, mψ ≤Mψ ograde od Mψ(A,Φ, n) i
m[ψ] = max {Mi : Mi ≤ mψ, i = 1, . . . , n}, M[ψ] = min {mi : mi ≥Mψ, i = 1, . . . , n} ,
onda vrijedi

Mφ(A,Φ, n) ≤ MI(A,Φ, n)− δφ,I(m̄, M̄)Ãφ(m̄, M̄) ≤MI(A,Φ, n)

≤ MI(A,Φ, n)− δψ,I( ¯̄m,
¯̄M)Ãψ( ¯̄m,

¯̄M) ≤Mψ(A,Φ, n)
(2.51)

za svaki m̄ ∈ [m[φ],mφ], M̄ ∈ [Mφ,M[φ]], m̄ < M̄ i svaki ¯̄m ∈ [m[ψ],mψ ],
¯̄M ∈

[Mψ,M[ψ]], ¯̄m < ¯̄M , gdje su δφ,I(m̄, M̄) ≥ 0, Ãφ(m̄, M̄) ≥ 0 i δψ,I( ¯̄m, ¯̄M) ≤ 0,
Ãψ( ¯̄m,

¯̄M) ≥ 0 de�nirani sa (2.43).
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Dokaz. (i)-(ii): Ako stavimo ψ = I u teorem 2.2.9. (i) i (ii'), dobivamo (2.49) i
(2.50), respektivno.

(iii): Zamijenimo ψ sa φ u (ii) i kombiniraju¢i to sa (i), dobijemo traºenu nejed-
nakost (2.51).

Primjedba 2.2.11. Neka vrijede pretpostavke korolara 2.2.10. (iii). Dobivamo slje-
de¢e pobolj²anje nejednakosti izme�u kvaziaritmeti£kih sredina

Mφ(A,Φ, n) ≤Mφ(A,Φ, n) + ∆φ,ψ(m̄, M̄ , ¯̄m, ¯̄M) ≤Mψ(A,Φ, n),

gdje

∆φ,ψ(m̄, M̄ , ¯̄m, ¯̄M) = δφ,I(m̄, M̄)Ãφ(m̄, M̄)− δψ,I( ¯̄m,
¯̄M)Ãψ( ¯̄m,

¯̄M) ≥ 0.

Specijalno,

Mφ(A,Φ, n)

≤ Mφ(A,Φ, n) + δ̄φ(m̄, M̄)Ãφ(m̄, M̄) + δ̄ψ(m̄, M̄)Ãψ(m̄, M̄) ≤Mψ(A,Φ, n),

gdje
δ̄φ(m̄, M̄) = m̄+ M̄ − 2φ−1

(
φ(m̄)+φ(M̄)

2

)
≥ 0,

δ̄ψ(m̄, M̄) = 2ψ−1
(
ψ(m̄)+ψ(M̄)

2

)
− m̄− M̄ ≥ 0.

Zanimljivo je prou£avati pobolj²anje od (2.33) pod uvjetima postavljenim samo
na ograde operatora £ije sredine promatramo. Sljede¢i korolar je pobolj²anje rezul-
tata danog u [46, Teorem 2.1].

Korolar 2.2.12. Neka su Ai, Φi, mi, Mi, i = 1, . . . , n, i φ, ψ, I kao u pretpostav-
kama korolara 2.2.10.
Neka vrijedi

(mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m < M

gdje su mA i MA, mA ≤MA, ograde od A =
∑n

i=1Φi(Ai) i

m = max {Mi : Mi ≤ mA, i = 1, . . . , n} , M = min {mi : mi ≥MA, i = 1, . . . , n} .

Ako je ψ konveksna, ψ−1 operatorski monotona, φ konkavna, φ−1 operatorski mo-
notona, onda vrijedi

Mφ(A,Φ, n) ≤ φ−1
(∑n

i=1Φi (φ(Ai)) + δφÃ
)
≤MI(A,Φ, n)

≤ ψ−1
(∑n

i=1Φi (ψ(Ai))− δψĀ
)
≤ Mψ(A,Φ, n)

(2.52)

gdje je

δφ = 2φ
(
m̄+M̄

2

)
− φ(m̄)− φ(M̄) ≥ 0, δψ = ψ( ¯̄m) + ψ( ¯̄M)− 2ψ

(
¯̄m+ ¯̄M
2

)
≥ 0,

Ã = 1
2
1K − 1

M̄−m̄

∣∣∣A− m̄+M̄
2

1K

∣∣∣ , Ā = 1
2
1K − 1

¯̄M− ¯̄m

∣∣∣A− ¯̄m+ ¯̄M
2

1K

∣∣∣
i m̄, ¯̄m ∈ [m,mA], M̄, ¯̄M ∈ [MA,M ], m̄ < M̄ , ¯̄m < ¯̄M su proizvoljni brojevi.

Ako je ψ konveksna, −ψ−1 operatorski monotona, φ konkavna, −φ−1 operatorski
monotona, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.52).
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Dokaz. Dokazujemo samo (2.52). Ako zamijenimo φ sa I i zatim ψ sa φ u teoremu
2.2.9. (ii') dobivamo lijevu stranu od (2.52). Tako�er, ako zamijenimo φ sa I u
teoremu 2.2.9. (i) dobivamo desnu stranu od (2.52).

Pogledajmo primjenu prethodnih rezultata na pobolj²anje nejednakosti izme�u
potencijalnih sredina.
Kao specijalan slu£aj kvaziaritmeti£kih sredina (2.31) moºemo prou£avati operator-
ske potencijalne sredine

M[r]
n (A,Φ) =

{
(
∑n

i=1Φi (A
r
i ))

1/r
, r ∈ R\{0},

exp (
∑n

i=1 Φi (log (Ai))) , r = 0,
(2.53)

gdje je (A1, . . . , An) n−torka strogo pozitivnih operatora u B(H) i (Φ1, . . . ,Φn) je n-
torka pozitivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K) takvih da

∑n
i=1Φi(1H) =

1K .
Uvedimo oznake za specijalan slu£aj od (2.43) na sljede¢i na£in

δr,s(m,M) =

{
ms +M s − 2

(
mr+Mr

2

)s/r
, r ̸= 0,

ms +M s − 2 (mM)s/2 , r = 0,

Ãr(m,M) =

{
1
2
1K − 1

|Mr−mr|

∣∣∑n
i=1 Φi(A

r
i )− Mr+mr

2
1K
∣∣ , r ̸= 0,

1
2
1K − | log

(
M
m

)
|−1
∣∣∣∑n

i=1 Φi(logAi)− log
√
Mm1K

∣∣∣ , r = 0,

(2.54)
gdje m,M ∈ R, 0 < m < M i r, s ∈ R, r ≤ s. Implicitno pretpostavljamo da
Ãr(m,M) ≡ Ãr,A(m,M), gdje A =

∑n
i=1Φi(A

r
i ) za r ̸= 0 i A =

∑n
i=1Φi(logAi) za

r = 0.
Primijenimo teorem 2.2.9. na operatorsku potencijalnu sredinu, te dobijemo pobolj-
²anje nejednakosti izme�u potencijalnih sredina dobivene u [44, Korolar 7].

Korolar 2.2.13. Neka su (A1, . . . , An) i (Φ1, . . . ,Φn) kao u de�niciji potencijalne
sredine (2.53). Neka su mi i Mi, 0 < mi ≤Mi ograde od Ai, i = 1, . . . , n.

(i) Ako r ≤ s, s ≥ 1 ili r ≤ s ≤ −1,(
m[r],M [r]

)
∩ [mi,Mi] = ∅, i = 1, . . . , n, i m < M,

gdje su m[r] i M [r], m[r] ≤M [r] ograde od M[r]
n (A,Φ) i

m = max
{
Mi : Mi ≤ m[r], i = 1, . . . , n

}
, M = min

{
mi : mi ≥M [r], i = 1, . . . , n

}
,

tada vrijedi

M[r]
n (A,Φ) ≤

(
n∑
i=1

Φi (A
s
i )− δr,sÃr

)1/s

≤ M[s]
n (A,Φ), (2.55)

gdje δr,s ≥ 0 za s ≥ 1, δr,s ≤ 0 za s ≤ −1 i Ãr ≥ 0. Ovdje pretpostavljamo da
su δr,s ≡ δr,s(m̄, M̄), Ãr ≡ Ãr(m̄, M̄) de�nirani sa (2.54) i m̄ ∈ [m,m[r]], M̄ ∈
[M [r],M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

(ii) Ako r ≤ s, r ≤ −1 ili 1 ≤ r ≤ s,(
m[s],M [s]

)
∩ [mi,Mi] = ∅, i = 1, . . . , n, i m < M,
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gdje su m[s] i M [s], m[s] ≤M [s] ograde od M[s]
n (A,Φ) i

m = max
{
Mi : Mi ≤ m[s], i = 1, . . . , n

}
, M = min

{
mi : mi ≥M [s], i = 1, . . . , n

}
,

tada vrijedi

M[r]
n (A,Φ) ≤

(
n∑
i=1

Φi (A
r
i )− δs,rÃs

)1/r

≤ M[s]
n (A,Φ),

gdje δs,r ≥ 0 za r ≤ −1, δs,r ≤ 0 za r ≥ 1 i Ãs ≥ 0. Ovdje pretpostavljamo da
su δs,r ≡ δs,r(m̄, M̄), Ãs ≡ Ãs(m̄, M̄) de�nirani sa (2.54) i m̄ ∈ [m,m[s]], M̄ ∈
[M [s],M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

Dokaz. Dokazujemo samo slu£aj (i). Stavimo φ(t) = tr i ψ(t) = ts za t > 0. Tada
je ψ ◦ φ−1(t) = ts/r konkavna za r ≤ s, s ≤ 0 i r ̸= 0. Kako je −ψ−1(t) = −t1/s
operatorski monotona za s ≤ −1 i zadovoljeno je

(
m[r],M [r]

)
∩ [mi,Mi] = ∅, tada

primjenjuju¢i teorem 2.2.9.-(ii) dobivamo (2.55) za r ≤ s ≤ −1.
Ali, ψ ◦ φ−1(t) = ts/r je konveksna za r ≤ s, s ≥ 0 i r ̸= 0. Kako je ψ−1(t) = t1/s

operatorski monotona za s ≥ 1, tada primjenjuju¢i teorem 2.2.9.-(i) dobivamo (2.55)
za r ≤ s, s ≥ 1, r ̸= 0.
Ako r = 0 i s ≥ 1, stavimo φ(t) = ln t i ψ(t) = ts, t > 0. Kako je ψ◦φ−1(t) = exp(st)
konveksna, tada sli£no kao gore dobivamo traºenu nejednakost.

U slu£aju (ii) stavimo φ(t) = ts i ψ(t) = tr za t > 0, te koristimo istu tehniku
kao u slu£aju (i).

Sljede¢a slika prikazuje podru£ja (1),(2),(4),(6),(7) u kojima vrijedi monotonost
potencijalnih sredina [44, Korolar 6], tako�er slika prikazuje podru£ja (1)-(7) gdje
to vrijedi uz uvjet na spektru [44, Korolar 7]. Pokazano je u [44, Primjer 2] da
odnos izme�u potencijalnih sredina ne vrijedi op¢enito bez uvjeta na spektru u
podru£jima (3),(5). Sada, koriste¢i korolar 2.2.13. dajemo pobolj²anje nejednakosti
izme�u potencijalnih sredina u podru£jima (2)-(6) (vidjeti primjedbu 2.2.15.).

1/2

1/2

1

1 1

1

0

( 3 )
( 1 )( 2 )( 4 )

( 6 )

( 7 )

( 5 )

M (n

[r]
A, )

BEZ UVJETA NA SPEKTAR

F M (n

[s]
A, )   u    (1), (2), (4), (6), (7)F

M (n

[r]
A, )

UZ UVJETE NA SPEKTAR

F M ( r,s, M (n n

[r] [s]
A, ) + A) A, )

u   (2), (3), (4)  ili  (4), (5), (6)

F D( F

Slika 2..2: Podru£ja koja prikazuju nejednakosti izme�u potencijalnih sredina
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Korolar 2.2.14. Neka su (A1, . . . , An) i (Φ1, . . . ,Φn) kao u de�niciji potencijalnih
sredina (2.53). Neka su mi i Mi, 0 < mi ≤Mi ograde od Ai, i = 1, . . . , n. Neka(

m[r],M [r]
)
∩ [mi,Mi] = ∅, i = 1, . . . , n, m[r] < M[r],(

m[s],M [s]
)
∩ [mi,Mi] = ∅, i = 1, . . . , n, m[s] < M[s],

gdje su m[r], M [r], m[r] ≤ M [r] i m[s], M [s], m[s] ≤ M [s] ograde od M[r]
n (A,Φ) i

M[r]
n (A,Φ), respektivno, i

m[r] = max
{
Mi : Mi ≤ m[r], i = 1, . . . , n

}
, M[r] = min

{
mi : mi ≥M [r], i = 1, . . . , n

}
m[s] = max

{
Mi : Mi ≤ m[s], i = 1, . . . , n

}
, M[s] = min

{
mi : mi ≥M [s], i = 1, . . . , n

}
.

Neka su m̄ ∈ [m[r],m
[r]], M̄ ∈ [M [r],M[r]], m̄ < M̄ , i ¯̄m ∈ [m[s],m

[s]], ¯̄M ∈
[M [s],M[s]], ¯̄m < ¯̄M proizvoljni brojevi.

(i) Ako r ≤ 1 ≤ s, onda vrijedi

M[r]
n (A,Φ) ≤

∑n
i=1Φi (Ai)− δr,1(m̄, M̄)Ãr(m̄, M̄) ≤ M[1]

n (A,Φ)

≤
∑n

i=1Φi (Ai)− δs,1( ¯̄m,
¯̄M)Ãs( ¯̄m,

¯̄M) ≤ M[s]
n (A,Φ)

(2.56)

gdje su δr,1(m̄, M̄) ≥ 0, Ãr(m̄, M̄) ≥ 0, δs,1( ¯̄m, ¯̄M) ≤ 0 i Ãs( ¯̄m, ¯̄M) ≥ 0 de�nirani
sa (2.54).

(ii) Nadalje, ako r ≤ −1 ≤ s, onda vrijedi

M[r]
n (A,Φ) ≤

(∑n
i=1Φi

(
A−1
i

)
− δr,−1(m̄, M̄)Ãr(m̄, M̄)

)−1

≤ M[−1]
n (A,Φ)

≤
(∑n

i=1Φi

(
A−1
i

)
− δs,−1( ¯̄m,

¯̄M)Ãs( ¯̄m,
¯̄M)
)−1

≤ M[s]
n (A,Φ)

(2.57)
gdje su δr,−1(m̄, M̄) ≤ 0, Ãr(m̄, M̄) ≥ 0, δs,−1( ¯̄m,

¯̄M) ≥ 0 i Ãs( ¯̄m, ¯̄M) ≥ 0 de�nirani
sa (2.54).

(iii) Nadalje, ako r ≤ −1, s ≥ 1, onda vrijedi

M[r]
n (A,Φ) ≤

(∑n
i=1Φi

(
A−1
i

)
− δr,−1(m̄, M̄)Ãr(m̄, M̄)

)−1

≤ M[−1]
n (A,Φ)

≤ M[1]
n (A,Φ) ≤

∑n
i=1Φi (Ai)− δs,1( ¯̄m,

¯̄M)Ãs( ¯̄m,
¯̄M) ≤ M[s]

n (A,Φ)
(2.58)

gdje su δr,−1(m̄, M̄) ≤ 0, Ãr(m̄, M̄) ≥ 0, δs,1( ¯̄m, ¯̄M) ≤ 0, Ãs( ¯̄m, ¯̄M) ≥ 0 de�nirani
sa (2.54).

Dokaz. Dokazujemo samo (2.56). Ako r ≤ 1, stavljaju¢i s = 1 u korolar 2.2.13. (i)
dobivamo lijevu stranu od (2.56). Tako�er, ako s ≥ 1, stavljaju¢i r = 1 u korolar
2.2.13. (ii) dobivamo desnu stranu od (2.56).

Primjedba 2.2.15. Neka vrijede pretpostavke korolara 2.2.14. Dobivamo pobolj²a-
nje nejednakosti izme�u potencijalnih sredina na sljede¢i na£in.

Ako r ≤ 1 ≤ s, onda

M[r]
n (A,Φ) ≤

≤ M[r]
n (A,Φ) + δr,1(m̄, M̄)Ãr(m̄, M̄)− δs,1( ¯̄m,

¯̄M)Ãs( ¯̄m,
¯̄M) ≤ M[s]

n (A,Φ).
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Ako r ≤ −1 ≤ s, onda

M[r]
n (A,Φ) ≤ M[r]

n (A,Φ) +
(∑n

i=1Φi

(
A−1
i

)
− δs,−1( ¯̄m,

¯̄M)Ãs( ¯̄m,
¯̄M)
)−1

−
(∑n

i=1Φi

(
A−1
i

)
− δr,−1(m̄, M̄)Ãr(m̄, M̄)

)−1

≤ M[s]
n (A,Φ).

Ako r ≤ −1, s ≥ 1, onda

M[r]
n (A,Φ) ≤ M[r]

n (A,Φ) +M[1]
n (A,Φ)− δs,1( ¯̄m,

¯̄M)Ãs( ¯̄m,
¯̄M)

−
(∑n

i=1Φi

(
A−1
i

)
− δr,−1(m̄, M̄)Ãr(m̄, M̄)

)−1

≤ M[s]
n (A,Φ).

Zatim smo u radu [47] dobili idu¢e pro²irenje Jensenove nejednakosti dane u
teoremu 2.2.5., te pobolj²anje teorema 2.2.3.

Teorem 2.2.16. Neka je (A1, . . . , An) n−torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H)
sa ogradama mi i Mi, mi ≤ Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (Φ1, . . . ,Φn) n−torka pozi-
tivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K), takva da

∑n1

i=1Φi(1H) = α 1K,∑n
i=n1+1Φi(1H) = β 1K, gdje 1 ≤ n1 < n, α, β > 0 i α+ β = 1. Neka je

mL = min{m1, . . . ,mn1}, MR = max{M1, . . . ,Mn1} i

m =

{
mL, ako {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
max {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e,

M =

{
MR, ako {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
min {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e.

Ako
(mL,MR) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n, m < M,

i vrijedi jedna od jednakosti

1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) =
n∑
i=1

Φi(Ai) =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai)

onda

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤ 1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) + βδf Ã ≤
n∑
i=1

Φi(f(Ai))

≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− αδf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)), (2.59)

vrijedi za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R uz uvjet da interval I
sadrºi sve mi,Mi, i = 1, . . . , n, gdje

δf ≡ δf (m̄, M̄) = f(m̄) + f(M̄)− 2f

(
m̄+ M̄

2

)
Ã ≡ ÃA,Φ,n1,α(m̄, M̄) =

1

2
1K − 1

α(M̄ − m̄)

n1∑
i=1

Φi

(∣∣∣∣Ai − m̄+ M̄

2
1H

∣∣∣∣) (2.60)

i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.
Ako je f : I → R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.59).
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Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slu£aj. Ozna£imo

A =
1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai), B =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai), C =
n∑
i=1

Φi(Ai).

Lagano se provjeri da A = B ili B = C ili A = C implicira A = B = C.
Kako je f konveksna na [m̄, M̄ ] i Sp(Ai) ⊆ [mi,Mi] ⊆ [m̄, M̄ ] za i = 1, . . . , n1, iz
leme 2.2.4. slijedi da

f (Ai) ≤
M̄1H − Ai
M̄ − m̄

f(m̄) +
Ai − m̄1H
M̄ − m̄

f(M̄)− δf Ãi, i = 1, . . . , n1

vrijedi, gdje δf = f(m̄) + f(M̄) − 2f
(
m̄+M̄

2

)
i Ãi = 1

2
1H − 1

M̄−m̄

∣∣∣Ai − m̄+M̄
2

1H

∣∣∣ .
Primijenimo pozitivno linearno preslikavanje Φi i sumirajmo, te dobijemo∑n1

i=1 Φi (f(Ai)) ≤ M̄α1K−
∑n1
i=1 Φi(Ai)

M̄−m̄ f(m̄) +
∑n1
i=1 Φi(Ai)−m̄α1K

M̄−m̄ f(M̄)

− δf

(
α
2
1K − 1

M̄−m̄
∑n1

i=1 Φi

(∣∣∣Ai − m̄+M̄
2

1H

∣∣∣)) ,
jer je

∑n1

i=1Φi(1H) = α1K . Slijedi

1

α

n1∑
i=1

Φi (f(Ai)) ≤
M̄1K − A

M̄ − m̄
f(m̄) +

A− m̄1K
M̄ − m̄

f(M̄)− δf Ã, (2.61)

gdje Ã = 1
2
1K − 1

α(M̄−m̄)

∑n1

i=1Φi

(∣∣∣Ai − m̄+M̄
2

1H

∣∣∣).
Dodatno, kako je f konveksna na cijelom [mi,Mi] i (m̄, M̄) ∩ [mi,Mi] = ∅ za

i = n1 + 1, . . . , n, imamo

f(Ai) ≥
M̄1H − Ai
M̄ − m̄

f(m̄) +
Ai − m̄1H
M̄ − m̄

f(M̄), i = n1 + 1, . . . , n.

Slijedi

1

β

n∑
i=n1+1

Φi (f(Ai))− δf Ã ≥ M̄1K −B

M̄ − m̄
f(m̄) +

B − m̄1K
M̄ − m̄

f(M̄)− δf Ã. (2.62)

Kombiniraju¢i (2.61) i (2.62), te uzimaju¢i u obzir A = B, dobivamo

1

α

n1∑
i=1

Φi (f(Ai)) ≤
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (f(Ai))− δf Ã. (2.63)
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Sada

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai))

=

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) +
β

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) (by α + β = 1)

≤
n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) +
n∑

i=n1+1

Φi(f(Ai))− βδf Ã (po (2.63))

≤ α

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− αδf Ã+
n∑

i=n1+1

Φi(f(Ai))− βδf Ã (po (2.63))

=
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− δf Ã (po α+ β = 1),

²to daje sljede¢u dvostruku nejednakost

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
n∑
i=1

Φi(f(Ai))− βδf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− δf Ã.

Dodaju¢i βδf Ã gornjim nejednakostima imamo

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) + βδf Ã ≤
n∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− αδf Ã. (2.64)

Primijetimo, δf ≥ 0 i Ã ≥ 0. (Kako

Sp(Ai) ⊆ [m̄, M̄ ] ⇒
∣∣∣∣Ai − M̄ + m̄

2
1H

∣∣∣∣ ≤ M̄ − m̄

2
1H , za i = 1, . . . , n1,

tada
n1∑
i=1

Φi

(∣∣∣∣Ai − M̄ + m̄

2
1H

∣∣∣∣) ≤ M̄ − m̄

2
α1K ,

²to daje

0 ≤ 1

2
1K − 1

α(M̄ − m̄)

n1∑
i=1

Φi

(∣∣∣∣Ai − M̄ + m̄

2
1H

∣∣∣∣) = Ã. )

Posljedi£no, vrijede sljede¢e nejednakosti

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) + βδf Ã,

1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− αδf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)),

²to zajedno sa (2.64) dokazuje traºeni niz nejednakosti (2.59).
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Slika 2..3: Primjer konveksne funkcije i ograde za £etiri operatora

Primjer 2.2.17. Promotrimo matri£ni slu£aj teorema 2.2.16. za f(t) = t4 koja je
konveksna funkcija, ali nije operatorski konveksna, n = 4, n1 = 2 i ograde kao na
slici.

Pokaºimo primjer tako da vrijedi
1
α
(Φ1(A

4
1) + Φ2(A

4
2)) <

1
α
(Φ1(A

4
1) + Φ2(A

4
2)) + βδf Ã

< Φ1(A
4
1) + Φ2(A

4
2) + Φ3(A

4
3) + Φ4(A

4
4) (2.65)

< 1
β
(Φ3(A

4
3) + Φ4(A

4
4))− αδf Ã < 1

β
(Φ3(A

4
3) + Φ4(A

4
4))

gdje δf = M̄4 + m̄4 − (M̄ + m̄)4/8 i

Ã =
1

2
I2 −

1

α(M̄ − m̄)

(
Φ1

(
|A1 −

M̄ + m̄

2
Ih|
)
+ Φ2

(
|A2 −

M̄ + m̄

2
I3|
))

.

De�niramo preslikavanja Φi : M3(C) →M2(C) na sljede¢i na£in: Φi((ajk)1≤j,k≤3) =
1
4
(ajk)1≤j,k≤2, i = 1, . . . , 4. Tada

∑4
i=1Φi(I3) = I2 i α = β = 1

2
.

Neka su

A1 = 2

 2 9/8 1
9/8 2 0
1 0 3

 , A2 = 3

 2 9/8 0
9/8 1 0
0 0 2

 ,

A3 = −3

 4 1/2 1
1/2 4 0
1 0 2

 , A4 = 12

5/3 1/2 0
1/2 3/2 0
0 0 3

 .

Tada m1 = 1.28607, M1 = 7.70771, m2 = 0.53777, M2 = 5.46221, m3 = −14.15050,
M3 = −4.71071, m4 = 12.91724, M4 = 36., te su mL = m2, MR = M1, m = M3 i
M = m4 (zaokruºeno na £etiri decimalna mjesta). Tako�er,

1

α
(Φ1(A1) + Φ2(A2)) =

1

β
(Φ3(A3) + Φ4(A4)) =

(
4 9/4
9/4 3

)
,

i

Af ≡
1

α

(
Φ1(A

4
1) + Φ2(A

4
2)
)

=

(
989.00391 663.46875
663.46875 526.12891

)
,

Cf ≡ Φ1(A
4
1) + Φ2(A

4
2) + Φ3(A

4
3) + Φ4(A

4
4) =

(
68093.14258 48477.98437
48477.98437 51335.39258

)
,

Bf ≡
1

β

(
Φ3(A

4
3) + Φ4(A

4
4)
)

=

(
135197.28125 96292.5

96292.5 102144.65625

)
.
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Tada vrijedi
Af < Cf < Bf (2.66)

²to je konzistentno sa (2.34)).
Izaberemo tri para brojeva (m̄, M̄), m̄ ∈ [−4.71071, 0.53777], M̄ ∈ [7.70771, 12.91724]

na sljede¢i na£in:

i) m̄ = mL = 0.53777, M̄ =MR = 7.70771, tada

∆̃1 = βδf Ã = 0.5 · 2951.69249 ·
(
0.15678 0.09030
0.09030 0.15943

)
=

(
231.38908 133.26139
133.26139 235.29515

)
,

ii) m̄ = m = −4.71071, M̄ =M = 12.91724, tada

∆̃2 = βδf Ã = 0.5 ·27766.07963 ·
(
0.36022 0.03573
0.03573 0.36155

)
=

(
5000.89860 496.04498
496.04498 5019.50711

)
,

iii) m̄ = −1, M̄ = 10, tada

∆̃3 = βδf Ã = 0.5 · 9180.875 ·
(
0.28203 0.08975
0.08975 0.27557

)
=

(
1294.66 411.999
411.999 1265.

)
.

Sada dobijemo pobolj²anje od (2.66) (vidjeti (2.65)):

i) Af < Af + ∆̃1 =

(
1220.39299 796.73014
796.73014 761.42406

)
< Cf <

(
134965.89217 96159.23861
96159.23861 101909.36110

)
= Bf − ∆̃1 < Bf ,

ii) Af < Af + ∆̃2 =

(
5989.90251 1159.51373
1159.51373 5545.63601

)
< Cf <

(
130196.38265 95796.45502
95796.45502 97125.14914

)
= Bf − ∆̃2 < Bf ,

iii) Af < Af + ∆̃3 =

(
2283.66362 1075.46746
1075.46746 1791.12874

)
< Cf <

(
133902.62153 95880.50129
95880.50129 100879.65641

)
= Bf − ∆̃3 < Bf .

Koriste¢i teorem 2.2.16. dobivamo sljede¢i rezultat.

Korolar 2.2.18. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.2.16. Tada vrijedi

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) + γ1δf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)) (2.67)

i

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− γ2δf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)) (2.68)

za svaki γ1, γ2 u zatvorenom intervalu koji spaja α i β, gdje su δf i Ã de�nirani sa
(2.60).
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Dokaz. Dodamo αδf Ã u (2.59) i primijetimo δf Ã ≥ 0, te dobijemo

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) + αδf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)).

Uzimaju¢i u obzir prethodnu nejednakost i lijevu stranu nejednakosti (2.59), dobi-
vamo (2.67).

Sli£no, oduzmemo βδf Ã u (2.59), te dobijemo (2.68).

Primjedba 2.2.19. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.2.16.
1) Primijetimo da sljede¢e nejednakosti

f

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai)

)
≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− δf Ãβ ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))

vrijede za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R uz uvjet da interval I
sadrºi sve mi,Mi, i = 1, . . . , n, gdje je δf de�niran sa (2.60),

Ãβ ≡ Ãβ,A,Φ,n1(m̄, M̄) =
1

2
1K − 1

M̄ − m̄

∣∣∣∣∣ 1β
n∑

i=n1+1

ΦiAi −
m̄+ M̄

2
1K

∣∣∣∣∣
i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

Doista, po pretpostavkama teorema 2.2.16. imamo

mLα1H ≤
n1∑
i=1

Φi(Ai) ≤MRα1H i
1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai)

²to implicira

mL1H ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai) ≤MR1H .

Tako�er (mL,MR)∩[mi,Mi] = ∅ za i = n1+1, . . . , n i vrijedi
∑n

i=n1+1
1
β
Φi(1H) = 1K.

Moºemo primijeniti teorem 2.2.5. na operatore An1+1, . . . , An i preslikavanja 1
β
Φi.

Sada dobivamo traºenu nejednakost.
2) Sa mC i MC ozna£imo ograde od C =

∑n
i=1Φi(Ai). Ako (mC ,MC) ∩

[mi,Mi] = ∅, i = 1, . . . , n1, tada niz nejednakosti (2.59) moºemo pro²iriti sa lijeve
strane ako koristimo lijevu stranu pobolj²ane Jensenove operatorske nejednakosti
(2.38)

f

(
n∑
i=1

Φi(Ai)

)
= f

(
1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai)

)
≤ 1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai))− δf Ãα

≤ 1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) + βδf Ã ≤
n∑
i=1

Φi(f(Ai))

≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))− αδf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)),
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gdje su δf i Ã de�nirani sa (2.60),

Ãα ≡ Ãα,A,Φ,n1(m̄, M̄) =
1

2
1K − 1

M̄ − m̄

∣∣∣∣∣ 1α
n∑

i=n1+1

ΦiAi −
m̄+ M̄

2
1K

∣∣∣∣∣ .
Primjedba 2.2.20. Dobivamo nejednakosti ekvivalentne onima u teoremu 2.2.16.
za slu£aj kada

∑n
i=1Φi(1H) = γ 1K, za neki pozitivan skalar γ. Ako vrijedi α+β = γ

i jedna od jednakosti

1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai) =
1

γ

n∑
i=1

Φi(Ai),

tada vrijedi

1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) ≤ 1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai)) +
β

γ
δf Ã ≤ 1

γ

n∑
i=1

Φi(f(Ai))

≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai))−
α

γ
δf Ã ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f(Ai)),

za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R uz uvjet da interval I sadrºi sve
mi,Mi, i = 1, . . . , n, gdje su δf i Ã de�nirani sa (2.60).

Uvaºavaju¢i primjedbu 2.2.20., dobivamo o£iti korolar teorema 2.2.16. sa konvek-
snom kombinacijom operatora Ai, i = 1, . . . , n.

Korolar 2.2.21. Neka je (A1, . . . , An) n-torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradamami iMi, mi ≤Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (p1, . . . , pn) n−torka nenegativnih
brojeva takvih da 0 <

∑n1

i=1 pi = pn1 < pn =
∑n

i=1 pi, gdje 1 ≤ n1 < n. Neka
mL = min{m1, . . . ,mn1}, MR = max{M1, . . . ,Mn1} i

m =

{
mL, ako {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
max {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e,

M =

{
MR, ako {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
min {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e.

Ako vrijedi

(mL,MR) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n, m < M,

i jedna od jednakosti

1

pn1

n1∑
i=1

piAi =
1

pn

n∑
i=1

piAi =
1

pn − pn1

n∑
i=n1+1

piAi,

onda

1

pn1

n1∑
i=1

pif(Ai) ≤
1

pn1

n1∑
i=1

pif(Ai) +

(
1− pn1

pn

)
δf Ã ≤ 1

pn

n∑
i=1

pif(Ai)

≤ 1

pn − pn1

n∑
i=n1+1

pif(Ai)−
pn1

pn

δf Ã ≤ 1

pn − pn1

n∑
i=n1+1

pif(Ai),

(2.69)
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vrijedi za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R uz uvjet da interval I
sadrºi sve mi,Mi, i = 1, . . . , n, gdje je δf de�nirano sa (2.60),

Ã ≡ ÃA,p,n1(m̄, M̄) =
1

2
1H − 1

pn1(M̄ − m̄)

n1∑
i=1

pi

(∣∣∣∣Ai − m̄+ M̄

2
1H

∣∣∣∣)
i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

Ako je f : I → R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.69).

Kao specijalan slu£aj korolara 2.2.21. dobivamo pro²irenje od korolara 2.2.8.

Korolar 2.2.22. Neka je (A1, . . . , An) n−torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradamami iMi, mi ≤Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (p1, . . . , pn) n−torka nenegativnih
brojeva takvih da

∑n
i=1 pi = 1. Neka

(mA,MA) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = 1, . . . , n, i m < M,

gdje su mA i MA, mA ≤MA, ograde od A =
∑n

i=1 piAi i

m = max {Mi : Mi ≤ mA, i = 1, . . . , n} , M = min {mi : mi ≥MA, i = 1, . . . , n} .

Ako je f : I → R neprekidna konveksna funkcija uz uvjet da interval I sadrºi sve
mi,Mi, onda vrijedi

f(
n∑
i=1

piAi) ≤ f(
n∑
i=1

piAi) +
1

2
δf

˜̃A ≤ 1

2
f(

n∑
i=1

piAi) +
1

2

n∑
i=1

pif(Ai)

≤
n∑
i=1

pif(Ai)−
1

2
δf

˜̃A ≤
n∑
i=1

pif(Ai),

(2.70)

gdje je δf de�nirano sa (2.60), ˜̃A = 1
2
1H − 1

M̄−m̄

∣∣∣∑n
i=1 piAi −

m̄+M̄
2

1H

∣∣∣ i m̄ ∈
[m,mA], M̄ ∈ [MA,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

Ako je f : I → R konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.70).

Dokaz. Dokazujemo samo konveksni slu£aj.
De�niramo (n + 1)-torku operatora (B1, . . . , Bn+1), Bi ∈ B(H), sa B1 = A =∑n

i=1 piAi i Bi = Ai−1, i = 2, . . . , n + 1. Tada su mB1 = mA, MB1 = MA ograde
od B1 i mBi = mi−1, MBi = Mi−1 su ograde od Bi, i = 2, . . . , n + 1. Tako�er,
de�niramo (n + 1)−torku nenegativnih brojeva (q1, . . . , qn+1) sa q1 = 1 i qi = pi−1,
i = 2, . . . , n+ 1. Imamo

∑n+1
i=1 qi = 2 i vrijedi

(mB1 ,MB1) ∩ [mBi ,MBi ] = ∅, za i = 2, . . . , n+ 1 i m < M . (2.71)

Kako je
n+1∑
i=1

qiBi = B1 +
n+1∑
i=2

qiBi =
n∑
i=1

piAi +
n∑
i=1

piAi = 2B1,

tada

q1B1 =
1

2

n+1∑
i=1

qiBi =
n+1∑
i=2

qiBi. (2.72)
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Uzimaju¢i u obzir (2.71) i (2.72) moºemo primijeniti korolar 2.2.21. za n1 = 1 i
Bi, qi kao gore, te dobijemo

q1f(B1) ≤ q1f(B1) +
1

2
δf B̃ ≤ 1

2

n+1∑
i=1

qif(Bi) ≤
n+1∑
i=2

qif(Bi)−
1

2
δf B̃ ≤

n+1∑
i=2

qif(Bi),

gdje B̃ = 1
2
1H − 1

M̄−m̄

∣∣∣B1 − m̄+M̄
2

1H

∣∣∣ , ²to daje traºene nejednakosti (2.70).
Sada prou£avamo primjene teorema 2.2.16. na kvaziaritmeti£ke sredine sa teºi-

nom.
Za podskup {An1 , . . . , An2} od {A1, . . . , An}, ozna£avamo kvaziaritmeti£ku sredinu
sa teºinom sa

Mφ(γ,A,Φ, n1, n2) = φ−1

(
1

γ

n2∑
i=n1

Φi (φ(Ai))

)
, (2.73)

gdje su (An1 , . . . , An2) hermitski operatori u B(H) sa spektrom u I, (Φn1 , . . . ,Φn2) su
pozitivna linearna preslikavanja Φi : B(H) → B(K) takva da

∑n2

i=n1
Φi(1H) = γ 1K ,

i φ : I → R je neprekidna strogo monotona funkcija.
Pod istim uvjetima uvodimo sljede¢e oznake

δφ,ψ(m,M) = ψ(m) + ψ(M)− 2ψ ◦ φ−1
(
φ(m)+φ(M)

2

)
,

Ãφ,n1,γ(m,M) = 1
2
1K − 1

γ(M−m)

∑n1

i=1Φi

(∣∣∣φ(Ai)− φ(M)+φ(m)
2

1H

∣∣∣) , (2.74)

gdje su φ, ψ : I → R neprekidne strogo monotone funkcije i m,M ∈ I, m < M .
Implicitno pretpostavljamo Ãφ,n1,γ(m,M) ≡ Ãφ,A,Φ,n1,γ(m,M).

Sljede¢i teorem je pro²irenje teorema 2.2.9. i pobolj²anje [45, Teorem 3.1].

Teorem 2.2.23. Neka je (A1, . . . , An) n−torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradama mi i Mi, mi ≤ Mi, i = 1, . . . , n. Neka su φ, ψ : I → R neprekidne strogo
monotone funkcije na intervalu I koji sadrºi sve mi,Mi. Neka je (Φ1, . . . ,Φn) n-
torka pozitivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K), takva da

∑n1

i=1Φi(1H) =
α 1K,

∑n
i=n1+1Φi(1H) = β 1K, gdje 1 ≤ n1 < n, α, β > 0 i α + β = 1. Neka vrijedi

jedna od jednakosti

Mφ(α,A,Φ, 1, n1) = Mφ(1,A,Φ, 1, n) = Mφ(β,A,Φ, n1 + 1, n) (2.75)

i neka
(mL,MR) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n, m < M,

gdje mL = min{m1, . . . ,mn1}, MR = max{M1, . . . ,Mn1},

m =

{
mL, ako {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
max {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e,

M =

{
MR, ako {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
min {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e.
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(i) Ako je ψ ◦ φ−1 konveksna i ψ−1 operatorski monotona, onda vrijedi

Mψ(α,A,Φ, 1, n1) ≤ ψ−1

(
1

α

n1∑
i=1

Φi (ψ(Ai)) + βδφ,ψÃφ,n1,α

)
≤ Mψ(1,A,Φ, 1, n)

≤ ψ−1

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (ψ(Ai))− αδφ,ψÃφ,n1,α

)
≤ Mψ(β,A,Φ, n1 + 1, n)

(2.76)
gdje δφ,ψ ≥ 0 and Ãφ,n1,α ≥ 0.

(i′) Ako je ψ ◦ φ−1 konveksna i −ψ−1 operatorski monotona, onda vrijede su-
protne nejednakosti u (2.76), gdje δφ,ψ ≥ 0 i Ãφ,n1,α ≥ 0.

(ii) Ako je ψ ◦φ−1 konkavna i −ψ−1 operatorski monotona, onda vrijedi (2.76),
gdje δφ,ψ ≤ 0 i Ãφ,n1,α ≥ 0.

(ii′) Ako je ψ◦φ−1 konkavna i ψ−1 operatorski monotona, onda vrijede suprotne
nejednakosti u (2.76), gdje δφ,ψ ≤ 0 i Ãφ,n1,α ≥ 0.

U svim gornjim slu£ajevima pretpostavljamo da su δφ,ψ ≡ δφ,ψ(m̄, M̄), Ãφ,n1,α ≡
Ãφ,n1,α(m̄, M̄) de�nirani sa (2.74) i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , su
proizvoljni brojevi.

Dokaz. Dokazujemo samo slu£aj (i). Pretpostavimo da je φ strogo rastu¢a funkcija.
Tada

(mL,MR) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n

implicira

(φ(mL), φ(MR)) ∩ [φ(mi), φ(Mi)] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n. (2.77)

Tako�er, koriste¢i (2.75) imamo

1

α

n1∑
i=1

Φi (φ(Ai)) =
n∑
i=1

Φi (φ(Ai)) =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (φ(Ai)) .

Uzimaju¢i u obzir (2.77) i gornju dvostruku nejednakost, po teoremu 2.2.16. dobi-
vamo

1

α

n1∑
i=1

Φi(f (φ(Ai))) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi(f (φ(Ai))) + βδf Ãφ,n1,α ≤
n∑
i=1

Φi(f (φ(Ai)))

≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f (φ(Ai)))− αδf Ãφ,n1,α ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(f (φ(Ai))),

(2.78)
za svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : J → R na intervalu J koji sadrºi sve
[φ(mi), φ(Mi)] = φ([mi,Mi]), i = 1, . . . , n, gdje je δf = f(φ(m)) + f(φ(M)) −
2f
(
φ(m)+φ(M)

2

)
.

Tako�er, ako je φ strogo padaju¢a, tada vidimo da (2.78) vrijedi za konveksnu
f : J → R na J koji sadrºi sve [φ(Mi), φ(mi)] = φ([mi,Mi]).
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Ako stavimo f = ψ ◦ φ−1 u (2.78), dobivamo

1

α

n1∑
i=1

Φi (ψ(Ai)) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi (ψ(Ai)) + βδφ,ψÃφ,n1,α ≤
n∑
i=1

Φi (ψ(Ai))

≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi (ψ(Ai))− αδφ,ψÃφ,n1,α ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi (ψ(Ai)) .

Ako primijenimo operatorski monotonu funkciju ψ−1 na gornju dvostruku nejedna-
kost, dobivamo traºene nejednakosti (2.76).

Sada dajemo neke zanimljive rezultate koje moºemo dobiti iz teorema 2.2.23., a
koji su pro²irenja korolara 2.2.10. i 2.2.12.i i pobolj²anje od [45, Korolar 3.3].

Korolar 2.2.24. Neka su (A1, . . . , An), (Φ1, . . . ,Φn), mi, Mi, m, M , mL, MR, α i
β kao u teoremu 2.2.23. Neka je I interval koji sadrºi sve mi,Mi i

(mL,MR) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n, m < M.

I) ako vrijedi jedna od jednakosti

Mφ(α,A,Φ, 1, n1) = Mφ(1,A,Φ, 1, n) = Mφ(β,A,Φ, n1 + 1, n)

onda vrijedi

1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) ≤
1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) + βδφ−1Ãφ,n1,α ≤
n∑
i=1

Φi(Ai)

≤ 1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai)− αδφ−1Ãφ,n1,α ≤ 1

β

n∑
i=n1+1

ΦiΦi(Ai)

(2.79)

za svaku neprekidnu strogo monotonu funkciju φ : I → R takvu da je φ−1 konvek-
sna na I, gdje su δφ−1 = m̄ + M̄ − 2 φ−1

(
φ(m̄)+φ(M̄)

2

)
≥ 0, Ãφ,n1,α = 1

2
1K −

1
α(M̄−m̄)

∑n1

i=1Φi

(∣∣∣φ(Ai)− φ(M̄)+φ(m̄)
2

1H

∣∣∣) i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ ,
proizvoljni brojevi.

Ali, ako je φ−1 konkavna, onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.79) za δφ−1 ≤
0.
II) Ako vrijedi jedna od jednakosti

1

α

n1∑
i=1

Φi(Ai) =
n∑
i=1

Φi(Ai) =
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(Ai)

onda vrijedi

Mφ(α,A,Φ, 1, n1) ≤ φ−1

(
1

α

n1∑
i=1

Φi (φ(Ai)) + βδφÃn1

)
≤ Mφ(1,A,Φ, 1, n)

≤ φ−1

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (φ(Ai))− αδφÃn1

)
≤ Mφ(β,A,Φ, n1 + 1, n)

(2.80)
za svaku neprekidnu strogo monotonu funkciju φ : I → R takvu da je zadovoljen
jedan od sljede¢ih uvjeta
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(i) φ je konveksna i φ−1 operatorski monotona

(i') φ je konkavna i −φ−1 operatorski monotona

gdje su δφ = φ(m̄)+φ(M̄)−2φ
(
m̄+M̄

2

)
, Ãn1 =

1
2
1K− 1

α(M̄−m̄)
×
∑n1

i=1 Φi

(∣∣∣Ai − m̄+M̄
2

1H

∣∣∣)
i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , proizvoljni brojevi.

Ali, ako vrijedi jedan od sljede¢ih uvjeta

(ii) φ je konkavna i φ−1 operatorski monotona,

(ii') φ je konveksna i −φ−1 operatorski monotona,

onda vrijede suprotne nejednakosti u (2.80).

Dokaz. Nejednakosti (2.79) slijede iz teorema 2.2.23. ako zamijenimo ψ sa iden-
ti£kom funkcijom, dok nejednakosti (2.80) slijede ako zamijenimo φ sa identi£kom
funkcijom i ψ sa φ.

Primjedba 2.2.25. Neka vrijede pretpostavke teorema 2.2.23.
1) Primijetimo da ako je zadovoljen jedan od sljede¢ih uvjeta

(i) ψ ◦ φ−1 je konveksna i ψ−1 operatorski monotona,

(i') ψ ◦ φ−1 je konkavna i −ψ−1 operatorski monotona.

onda vrijede sljede¢e nejednakosti (vidjeti primjedbu 2.2.19.-1))

Mφ(β,A,Φ, n1+1, n) ≤ ψ−1

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi(ψ(Ai))− δφÃβ

)
≤ Mψ(β,A,Φ, n1+1, n),

gdje su δφ = φ(m̄)+φ(M̄)−2φ
(
m̄+M̄

2

)
, Ãβ = 1

2
1K− 1

M̄−m̄

∣∣∣ 1β∑n
i=n1+1ΦiAi − m̄+M̄

2
1K

∣∣∣
i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , proizvoljni brojevi.
2) Ozna£imo samφ iMφ ograde odMφ(1,A,Φ, 1, n). Ako (mφ,Mφ)∩[mi,Mi] = ∅,
i = 1, . . . , n1, i vrijedi jedan od sljede¢ih uvjeta

(i) ψ ◦ φ−1 je konveksna i ψ−1 operatorski monotona

(ii) ψ ◦ φ−1 je konkavna i −ψ−1 operatorski monotona

onda dvostruku nejednakost (2.76) moºemo pro²iriti sa lijeve strane na sljede¢i na£in

Mφ(1,A,Φ, 1, n) = Mφ(1,A,Φ, 1, n1) ≤ ψ−1

(
1

α

n1∑
i=1

Φi(f(Ai))− δφ,ψÃα

)

≤ Mψ(α,A,Φ, 1, n1) ≤ ψ−1

(
1

α

n1∑
i=1

Φi (ψ(Ai)) + βδφ,ψÃφ,n1,α

)
≤ Mψ(1,A,Φ, 1, n)

≤ ψ−1

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (ψ(Ai))− αδφ,ψÃφ,n1,α

)
≤ Mψ(β,A,Φ, n1 + 1, n),

gdje su δφ,ψ i Ãφ,n1,α de�nirani sa (2.74),

Ãα =
1

2
1K − 1

M̄ − m̄

∣∣∣∣∣ 1α
n∑

i=n1+1

ΦiAi −
m̄+ M̄

2
1K

∣∣∣∣∣ .
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Kao specijalan slu£aj kvaziaritmeti£ke sredine (2.73) prou£avamo teºinske poten-
cijalne sredine. Za podskup {Ap1 , . . . , Ap2} od {A1, . . . , An} ozna£avamo ovu sredinu
s

M [r](γ,A,Φ, p1, p2) =



(
1

γ

p2∑
i=p1

Φi (A
r
i )

)1/r

, r ∈ R\{0},

exp

(
1

γ

p2∑
i=p1

Φi (log (Ai))

)
, r = 0,

gdje su (Ap1 , . . . , Ap2) strogo pozitivni operatori, (Φp1 , . . . ,Φp2) su pozitivna linearna
preslikavanja Φi : B(H) → B(K) takva da

∑p2
i=p1

Φi(1H) = γ 1K .
Pod jednakim uvjetima uvodimo oznake za specijalan slu£aj od (2.74) na sljede¢i

na£in

δr,s(m,M) =

{
ms +M s − 2

(
mr+Mr

2

)s/r
, r ̸= 0,

ms +M s − 2 (mM)s/2 , r = 0,

Ãr(m,M) =

{
1
2
1K − 1

|Mr−mr|

∣∣∑n
i=1 Φi(A

r
i )− Mr+mr

2
1K
∣∣ , r ̸= 0,

1
2
1K − | log

(
M
m

)
|−1
∣∣∣∑n

i=1 Φi(logAi)− log
√
Mm1K

∣∣∣ , r = 0,

(2.81)
gdje m,M ∈ R, 0 < m < M i r, s ∈ R, r ≤ s. Implicitno pretpostavljamo
Ãr(m,M) ≡ Ãr,A(m,M), gdje A =

∑n
i=1Φi(A

r
i ) za r ̸= 0 i A =

∑n
i=1Φi(logAi) za

r = 0.

Sljede¢i korolar dobijamo ako primijenimo teorem 2.2.23. na gornju sredinu. To
je pro²irenje od 2.2.14. i pobolj²anje od [45, Korolar 3.4].

Korolar 2.2.26. Neka je (A1, . . . , An) n-torka hermitskih operatora Ai ∈ B(H) sa
ogradama mi i Mi, mi ≤ Mi, i = 1, . . . , n. Neka je (Φ1, . . . ,Φn) n-torka pozi-
tivnih linearnih preslikavanja Φi : B(H) → B(K), takva da

∑n1

i=1Φi(1H) = α 1K,∑n
i=n1+1Φi(1H) = β 1K, gdje 1 ≤ n1 < n, α, β > 0 i α+ β = 1. Neka

(mL,MR) ∩ [mi,Mi] = ∅ za i = n1 + 1, . . . , n, m < M,

gdje mL = min{m1, . . . ,mn1}, MR = max{M1, . . . ,Mn1} i

m =

{
mL, ako {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
max {Mi : Mi ≤ mL, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e,

M =

{
MR, ako {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} = ∅,
min {mi : mi ≥MR, i = n1 + 1, . . . , n} , ina£e.

(i) Ako je r ≤ s, s ≥ 1 ili r ≤ s ≤ −1 i vrijedi jedna od jednakosti

M[r](α,A,Φ, 1, n1) = M[r](1,A,Φ, 1, n) = M[r](β,A,Φ, n1 + 1, n)

onda vrijedi

M[s](α,A,Φ, 1, n1) ≤

(
1

α

n1∑
i=1

Φi (A
s
i ) + βδr,sÃs,n1,α

)1/s

≤ M[s](1,A,Φ, 1, n)

≤

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (A
s
i )− αδr,sÃs,n1,α

)1/s

≤ M[s](β,A,Φ, n1 + 1, n)
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gdje δr,s ≥ 0 i Ãs,n1,α ≥ 0.

U ovom slu£aju pretpostavljamo da su δr,s ≡ δr,s(m̄, M̄), Ãs,n1,α ≡ Ãs,n1,α(m̄, M̄)
de�nirani s (2.81) i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

(ii) Ako je r ≤ s, r ≤ −1 ili 1 ≤ r ≤ s i vrijedi jedna od jednakosti

M[s](α,A,Φ, 1, n1) = M[s](1,A,Φ, 1, n) = M[s](β,A,Φ, n1 + 1, n)

onda vrijedi

M[r](α,A,Φ, 1, n1) ≥

(
1

α

n1∑
i=1

Φi (A
r
i ) + βδs,rÃr,n1,α

)1/r

≥ M[r](1,A,Φ, 1, n)

≥

(
1

β

n∑
i=n1+1

Φi (A
r
i )− αδs,rÃr,n1,α

)1/r

≥ M[r](β,A,Φ, n1 + 1, n)

gdje δs,r ≤ 0 i Ãs,n1,α ≥ 0.

U ovom slu£aju pretpostavljamo da su δs,r ≡ δs,r(m̄, M̄), Ãr,n1,α ≡ Ãr,n1,α(m̄, M̄)
de�nirani sa (2.81) i m̄ ∈ [m,mL], M̄ ∈ [MR,M ], m̄ < M̄ , su proizvoljni brojevi.

Dokaz. U slu£aju (i) stavimo ψ(t) = ts i φ(t) = tr ako r ̸= 0 ili φ(t) = ln t ako
r ̸= 0 u teorem 2.2.23.. U slu£aju (ii) stavimo ψ(t) = tr i φ(t) = ts ako s ̸= 0 ili
φ(t) = ln t ako s ̸= 0.



Poglavlje 3.

Hermite-Hadamardova nejednakost

3.1. Uvod

Jedna od najslavnijih nejednakosti kod klase konveksnih funkcija je Hermite-Hadamardova
nejednakost. Ova dvostruka nejednakost, koju je prvi otkrio Hermite 1881. godine,
glasi (vidjeti npr. [69, str. 137]):
Neka je f konveksna funkcija na intervalu [a, b] ⊂ R, gdje je a < b. Tada

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2
. (3.1)

Taj rezultat se poslije neto£no pripisivao Hadamardu koji nije bio upoznat s Hermi-
teovim rezultatom, te se danas, kada se govori o (3.1), koriste oba imena.
Primijetimo da je prva nejednakost u (3.1) ja£a od druge:
ako je f konveksna na [a, b], tada

1

b− a

∫ b

a

f(x)dx− f

(
a+ b

2

)
≤ f(a) + f(b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f(x)dx. (3.2)

Geometrijski dokaz od (3.2) je dan u [22], a analiti£ki u [8] (vidjeti tako�er [69, str.
140]). U nastavku ¢emo nejednakost (3.2) zvati Hammer-Bullenova nejednakost.

1906. godine Fejér je prilikom prou£avanja trigonometrijskih polinoma dobio
nejednakosti koje generaliziraju nejednakosti Hermite-Hadamardovog tipa. Dokazao
je da ako je w : [a, b] → R nenegativna integrabilna funkcija takva da je krivulja
y = w (x) simetri£na s obzirom na pravac x = a+b

2
, tada za svaku konveksnu funkciju

f : [a, b] → R vrijede sljede¢e nejednakosti (vidjeti [69, str. 138]):

f

(
a+ b

2

)∫ b

a

w(x)dx ≤
∫ b

a

w (x) f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

2

∫ b

a

w(x)dx. (3.3)

O£ito, za w = 1 nejednakosti u (3.3) postaju Hermite-Hadamardove nejedna-
kosti. Jo² jedna generalizacija Hermite-Hadamardove nejednakosti je dana u [83] i
[39] (ili vidjeti [69, str. 143]).

Teorem 3.1.1. Neka su p, q dani pozitivni brojevi i [a, b] ⊆ I, a < b. Tada vrijede
nejednakosti

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ 1

2y

∫ T+y

T−y
f(x)dx ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
(3.4)

90
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za T = pa+qb
p+q

, y > 0 i svaku neprekidnu konveksnu funkciju f : I → R ako je

y ≤ b− a

p+ q
min {p, q} .

Lagano se pokaºe da za p = q = 1 i y = b−a
2

nejednakosti u (3.4) postaju
Hermite-Hadamardove nejednakosti. Koriste¢i istu tehniku kao u dokazu od (3.2)
(vidjeti [60]) moºe se dokazati da je prva nejednakost u (3.4) ja£a od druge, to jest,

1

2y

∫ T+y

T−y
f(x)dx− f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
− 1

2y

∫ T+y

T−y
f(x)dx. (3.5)

U radu [7] Brenner i Alzer su dokazali sljede¢u generalizaciju Hermite-Hadamardove
nejednakosti, ²to je u stvari Fejérova varijanta od (3.4).

Teorem 3.1.2. Neka su p, q dani pozitivni brojevi i w : [a, b] → R+
0 integrabilna i

simetri£na s obzirom na pravac x = pa+qb
p+q

= T u smislu da je w (T + t) = w (T − t)

za svaki t ∈
[
0, b−a

p+q
min {p, q}

]
. Ako je f : [a, b] → R konveksna funkcija, tada za

svaki y ∈ R takav da

0 < y ≤ b− a

p+ q
min {p, q} (3.6)

vrijede sljede¢e nejednakosti

f

(
pa+ qb

p+ q

)∫ T+y

T−y
w(x)dx (3.7)

≤
∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q

∫ T+y

T−y
w(x)dx.

Teorem 3.1.1. je generaliziran na pozitivne normalizirane linearne funkcionale u
radu [61].

Teorem 3.1.3. Neka L zadovoljava (L1) i (L2) na nepraznom skupu E i neka je A
pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je f : I → R neprekidna konveksna
funkcija i [a, b] ⊆ I, gdje je a < b, tada za svaki g ∈ L takav da f (g) ∈ L vrijede
nejednakosti

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ A (f (g)) ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
(3.8)

gdje su p i q nenegativni realni brojevi takvi da

A (g) =
pa+ qb

p+ q
. (3.9)

Primjedba 3.1.4. Lagano se moºe pokazati da se teorem 3.1.2. (i stoga teorem
3.1.1.) moºe dobiti kao specijalan slu£aj teorema 3.1.3. Naime, za dane pozitivne
brojeve p i q, T i w kao u teoremu 3.1.2. i y koji zadovoljava (3.6) takav da w =∫ T+y
T−y w (x) dx ̸= 0, de�niramo E = [a, b] , L = R (E) , g = idE i

A (f) =
1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx.
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Ovdje R (E) ozna£ava potprostor svih (ograni£enih) R-integrabilnih funkcija na E =
[a, b]. Primijetimo da je A pozitivan normaliziran linearan funkcional i

A (g) = A (idE) =
1

w

∫ T+y

T−y
w (x) xdx = T =

pa+ qb

p+ q
.

Iz teorema 3.1.3. odmah dobivamo (3.7).

3.2. Pobolj²anja Hermite-Hadamardove nejednakosti

Sada dajemo pobolj²anja raznih oblika Hermite-Hadamardove nejednakosti (rezul-
tati iz rada [34]). U nastavku sa I ozna£avamo interval u R, a sa [a, b] interval u R
takav da −∞ < a < b <∞.
Primijetimo da je R ([a, b]) iz primjedbe 3.1.4. re²etka, jer f ∈ R ([a, b]) implicira
|f | ∈ R ([a, b]).

Glavni rezultat ¢e nam biti sljede¢e pobolj²anje teorema 3.1.3.

Teorem 3.2.1. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i
neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je f : I → R neprekidna
konveksna funkcija i [a, b] ⊆ I, tada za svaki g ∈ L takav da g (E) ⊆ [a, b] i f (g) ∈ L
imamo A(g) ∈ [a, b] i

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ A (f (g)) ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
− A (g̃) δf , (3.10)

gdje su p i q nenegativni realni brojevi takvi da

A (g) =
pa+ qb

p+ q
(3.11)

i g̃, δf su de�nirani sa

g̃ =
1

2
1−

∣∣g − a+b
2
1
∣∣

b− a
, δf = f (a) + f (b)− 2f

(
a+ b

2

)
.

Dokaz. Prvo primijetimo da g (E) ⊆ [a, b] implicira

a = A (a1) ≤ A (g) ≤ A (b1) = b,

stoga postoji jedinstveni nenegativan realan broj λ ∈ [0, 1] takav da A (g) = λa +
(1− λ) b. Ako su p, q nenegativni realni brojevi takvi da zadovoljavaju (3.11), tada

p

p+ q
= λ,

q

p+ q
= 1− λ.

Koriste¢i Jessenovu nejednakost (1.4) imamo

f

(
pa+ qb

p+ q

)
= f (A (g)) ≤ A (f (g)) ,
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²to je prva nejednakost u (3.10).
Po lemi 1.1.16. za n = 2 imamo

f (g (x))

= f

(
b− g (x)

b− a
a+

g (x)− a

b− a
b

)
≤ b− g (x)

b− a
f (a) +

g (x)− a

b− a
f (b)

−min

{
b− g (x)

b− a
,
g (x)− a

b− a

}[
f (a) + f (b)− 2f

(
a+ b

2

)]
.

Primijenimo A na prethodnu nejednakost i dobijemo

A (f (g)) ≤ b− A (g)

b− a
f(a) +

A (g)− a

b− a
f(b)

− A (g̃)

[
f (a) + f (b)− 2f

(
a+ b

2

)]
gdje je g̃ de�niran na E sa

g̃ (x) = min

{
b− g (x)

b− a
,
g (x)− a

b− a

}
=

1

2
−
∣∣g (x)− a+b

2

∣∣
b− a

,

te po (L3) pripada L. Po (3.11) dobivamo

A (f (g)) ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
− A (g̃) δf ,

²to je druga nejednakost u (3.10).

Primjedba 3.2.2. Teorem 3.2.1. je pobolj²anje teorema 3.1.3., jer pod postavljenim
uvjetima vrijedi

A (g̃) δf = A

(
1

2
1−

∣∣g − a+b
2
1
∣∣

b− a

)(
f (a) + f (b)− 2f

(
a+ b

2

))
≥ 0.

�tovi²e

0 ≤ A

(
1

2
1−

∣∣g − a+b
2
1
∣∣

b− a

)
≤ 1

2
.

Sljede¢i teorem je tako�er pobolj²anje teorema 3.1.3. .

Teorem 3.2.3. Neka L zadovoljava (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu E i
neka je A pozitivan normaliziran linearan funkcional. Ako je f : I → R neprekidna
konveksna funkcija i [a, b] ⊆ I, tada za svaki g ∈ L takav da g (E) ⊆ [a, b] i f (g) ∈ L
i za svaki y takav da

0 < y ≤ b− a

p+ q
min {p, q} (3.12)
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imamo

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ A (f (g)) (3.13)

≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
− 2A (g̃)

[
pf (a) + qf (b)

p+ q
− f

(
pa+ qb

p+ q

)]
,

gdje su p i q nenegativni realni brojevi takvi da

A (g) =
pa+ qb

p+ q
(3.14)

i g̃ je de�niran sa

g̃ =
1

2
1− |g − A (g)1|

2y
.

Dokaz. Iz g (E) ⊆ [a, b] slijedi A(g) ∈ [a, b] i po (3.12) imamo

a ≤ A (g)− y < A (g) + y ≤ b.

Ako primijenimo teorem 3.2.1. na a1 = A (g)− y, b1 = A (g) + y imamo

A (g) =
A (g)− y + A (g) + y

2
=
a1 + b1

2
,

²to implicira da moºemo staviti p = q = 1 i po (3.10) dobivamo

f (A (g)) ≤ A (f (g))

i

A (f (g)) ≤ f (A (g)− y) + f (A (g) + y)

2
− A (g̃) [f (A (g)− y) + f (A (g) + y)− 2f (A (g))]

= (1− 2A (g̃))
f (A (g)− y) + (A (g) + y)

2
+ 2A (g̃) f (A (g)) .

Kako je f konveksna na [a, b] znamo

f (A (g)− y) ≤ b− (A (g)− y)

b− a
f (a) +

A (g)− y − a

b− a
f (b) ,

f (A (g) + y) ≤ b− (A (g) + y)

b− a
f (a) +

A (g) + y − a

b− a
f (b) ,

stoga

f (A (g)− y) + f (A (g) + y)

2
≤ b− A (g)

b− a
f (a) +

A (g)− a

b− a
f (b) .

Ako su p i q nenegativni brojevi takvi da vrijedi(3.14) (primijetimo da su razli£iti
od onih s kojima smo po£eli), dobivamo

f (A (g)− y) + f (A (g) + y)

2
≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
.
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Koriste¢i i £injenicu 1− 2A (g̃) ≥ 0 (vidjeti primjedbu 3.2.2.) dobivamo

A (f (g)) ≤ (1− 2A (g̃))
pf (a) + qf (b)

p+ q
+ 2A (g̃) f (A (g))

=
pf (a) + qf (b)

p+ q
− 2A (g̃)

[
pf (a) + qf (b)

p+ q
− f

(
pa+ qb

p+ q

)]
.

Iz (3.13) lagano dobivamo varijantu Hamer-Bullenove nejednakosti za pozitivne
normalizirane linearne funkcionale.

Korolar 3.2.4. Uz uvjete teorema 3.2.3. vrijedi sljede¢a nejednakost:

(1− 2A (g̃))

[
pf (a) + qf (b)

p+ q
− A (f (g))

]
≥ 2A (g̃)

[
A (f (g))− f

(
pa+ qb

p+ q

)]
.

Koriste¢i prethodne rezultate dobivamo dva pobolj²anja teorema 3.1.2., kao i
pripadne varijante Hammer-Bullenove nejednakosti.

Korolar 3.2.5. Neka su p, q dani pozitivni brojevi i w : [a, b] → R+
0 integrabilna i

simetri£na s obzirom na pravac x = pa+qb
p+q

= T u smislu da je w (T + t) = w (T − t)

za svaki t ∈
[
0, b−a

p+q
min {p, q}

]
. Ako je f : [a, b] → R konveksna funkcija, tada za

svaki y ∈ R takav da

0 < y ≤ b− a

p+ q
min {p, q} (3.15)

i

w =

∫ T+y

T−y
w(x)dx ̸= 0

vrijede sljede¢e nejednakosti

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ 1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
−∆wδf , (3.16)

gdje

∆w =
1

2
− 1

w

∫ T+y

T−y
w (x)

∣∣x− a+b
2

∣∣
b− a

dx,

δf = f (a) + f (b)− 2f

(
a+ b

2

)
.

Dokaz. Ovo je specijalan slu£aj teorema 3.2.1. Prvo primijetimo da za dane pozi-
tivne brojeve p, q i T = pa+qb

p+q
pretpostavke na y impliciraju a ≤ T − y < T + y ≤ b,

stoga je f de�niran na [T − y, T + y]. Ako uzmemo E, L, A i g kao u primjedbi
3.1.4. svi uvjeti teorema 3.2.1. su zadovoljeni i (3.10) postaje

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ 1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx ≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
− A (g̃) δf ,
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gdje

A (g̃) =
1

w

∫ T+y

T−y
w (x) g̃(x)dx (3.17)

=
1

2
− 1

w

∫ T+y

T−y
w (x)

∣∣x− a+b
2

∣∣
b− a

dx = ∆w.

Uvjet neprekidnosti funkcije f na [a, b], koji postoji uz proizvoljan A u teoremu
3.2.1. moºemo izostaviti iz istih razloga kao u Jessenovoj nejednakosti.

Primjedba 3.2.6. Naglasimo da pod uvjetima korolara 3.2.5. imamo ∆wδf > 0,
stoga je (3.16) pobolj²anje od (3.7).

Ako ºelimo pojednostaviti ∆w iz prethodnog teorema, moramo promatrati £etiri
slu£aja:

1. T ∈
(
a, 3a+b

4

]
i y koji zadovoljava (3.15) ili T ∈

(
3a+b
4
, a+b

2

]
i 0 < y ≤ a+b

2
− T

Za takav T i y imamo x− a+b
2

≤ 0 za svaki x ∈ [T − y, T + y], i stoga

∆w =
1

2
+

1

w

∫ T+y

T−y
w (x)

x− a+b
2

b− a
dx

=
1

2
+

T

b− a
− a+ b

2 (b− a)
=
T − a

b− a
.

Koristili smo £injenicu da simetrija od w povla£i

1

w

∫ T+y

T−y
w (x)xdx = T.

2. T ∈
(
3a+b
4
, a+b

2

]
i y > a+b

2
− T , ali i dalje zadovoljava (3.15)

Za takav T i y, funkcija de�nirana sa v = x − a+b
2

mijenja predznak na
[T − y, T + y], stoga ostavljamo ∆w u obliku (3.17).

3. T ∈
(
a+b
2
, a+3b

4

]
i y > T − a+b

2
, ali i dalje zadovoljava (3.15)

Za takav T i y, funkcija v de�nirana sa v = x − a+b
2

mijenja predznak na
[T − y, T + y], stoga ponovo ostavljamo ∆w u obliku (3.17) .

4. T ∈
(
a+b
2
, a+3b

4

]
i 0 < y ≤ T − a+b

2
ili T ∈

[
a+3b
4
, b
)
i y koji zadovoljava (3.15)

Za takav T i y imamo x − a+b
2

≥ 0 za svaki x ∈ [T − y, T + y], stoga sli£no
kao u 1. dobivamo

∆w =
b− T

b− a
.

Kao specijalan slu£aj korolara 3.2.5. dobivamo Hammer-Bullenovu nejednakost
(3.2).

Korolar 3.2.7. Ako je f : [a, b] → R konveksna funkcija, tada vrijedi nejednakost

f (a) + f (b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx ≥ 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx− f

(
a+ b

2

)
. (3.18)
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Dokaz. To je specijalan slu£aj korolara 3.2.5. za w = 1, p = q = 1, y = b−a
2
. U

ovom slu£aju imamo ∫ T+y

T−y
w(x)dx =

∫ b

a

dx = b− a,

tako da iz (3.16) slijedi

f

(
a+ b

2

)
≤ 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx (3.19)

≤ f (a) + f (b)

2
−∆wδf .

Jednostavan ra£un daje ∆w = 1/4, stoga

f (a) + f (b)

2
−∆wδf

=
f (a) + f (b)

2
− 1

4

[
f (a) + f (b)− 2f

(
a+ b

2

)]
=

1

2
f

(
a+ b

2

)
+
f (a) + f (b)

4
. (3.20)

Iz (3.19) i (3.20) dobivamo

2f

(
a+ b

2

)
≤ 2

b− a

∫ b

a

f (x) dx

≤ f

(
a+ b

2

)
+
f (a) + f (b)

2
,

²to implicira

f (a) + f (b)

2
− 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx ≥ 1

b− a

∫ b

a

f (x) dx− f

(
a+ b

2

)
.

Sli£no, kao specijalan slu£aj korolara 3.2.5. dobivamo (3.5). Ovaj dokaz ¢emo
presko£iti.

Korolar 3.2.8. Neka su p, q dani pozitivni brojevi i w : [a, b] → R+
0 integrabilna i

simetri£na s obzirom na pravac x = pa+qb
p+q

= T u smislu da je w (T + t) = w (T − t)

za svaki t ∈
[
0, b−a

p+q
min {p, q}

]
. Ako je f : [a, b] → R konveksna funkcija, tada za

svaki y takav da

0 < y ≤ b− a

p+ q
min {p, q} i w =

∫ T+y

T−y
w(x)dx ̸= 0

vrijede sljede¢e nejednakosti

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ 1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx (3.21)

≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
−∆w

(
pf (a) + qf (b)

p+ q
− f

(
pa+ qb

p+ q

))
,



3. Hermite-Hadamardova nejednakost 98

gdje

∆w = 1− 1

yw

[∫ T+y

T

w (x)xdx−
∫ T

T−y
w (x)xdx

]
.

Dokaz. Ovo je specijalan slu£aj teorema 3.2.3. za E, L, A i g kao u primjedbi
3.1.4. U ovom slu£aju (3.13) postaje

f

(
pa+ qb

p+ q

)
≤ 1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx

≤ pf (a) + qf (b)

p+ q
− 2A (g̃)

[
pf (a) + qf (b)

p+ q
− f

(
pa+ qb

p+ q

)]
,

gdje

A (g̃) =
1

2
− 1

2yw

∫ T+y

T−y
w (x) |x− T | dx

=
1

2
− 1

2yw

[
T

∫ T

T−y
w (x) dx− T

∫ T+y

T

w (x) dx

−
∫ T

T−y
w (x) xdx+

∫ T+y

T

w (x) xdx

]
=

1

2
− 1

2yw

[∫ T+y

T

w (x) xdx−
∫ T

T−y
w (x)xdx

]
=

1

2
∆w.

Primjedba 3.2.9. Varijanta Hammer-Bullenove nejednakosti lagano slijedi iz (3.21):
uz uvjete korolara 3.2.8. sljede¢a nejednakost vrijedi

(1−∆w)

[
pf (a) + qf (b)

p+ q
− 1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx

]
≥ ∆w

[
1

w

∫ T+y

T−y
w (x) f(x)dx− f

(
pa+ qb

p+ q

)]
.

Sljede¢a nejednakost daje pobolj²anje diskretnog analogona Hermite-Hadamardove
nejednakosti (vidjeti [69, str. 145]).

Korolar 3.2.10. Neka su x1 < x2 < · · · < xn ekvidistantne to£ke u I. Tada za
svaku konveksnu funkciju f : I → R vrijede sljede¢e nejednakosti:

f

(
x1 + xn

2

)
≤ 1

n

n∑
i=1

f (xi)

≤ f (x1) + f (xn)

2
−∆n

(
f (x1) + f (xn)

2
− f

(
x1 + xn

2

))
,

gdje

∆n =

{
1− k+1

2k+1
, n = 2k + 1

1− k
2k−1

, n = 2k
, k ∈ N0.
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Dokaz. Ovo je specijalan slu£aj teorema 3.2.1. za E = [a, b] = [x1, xn], L = RE, g =
idE i A de�niran sa

A (f) =
1

n

n∑
i=1

f (xi) .

Kako je
xi+1 − xi = h,∀i ∈ {1, . . . , n− 1}

imamo

A (g) = A (idE) =
1

n

n∑
i=1

xi =
nx1 +

(n−1)(h+(n−1)h)
2

n

=
2x1 + (n− 1)h

2
=
x1 + xn

2
,

to jest moºemo odabrati p = q = 1 i (3.10) postaje

f

(
x1 + xn

2

)
≤ 1

n

n∑
i=1

f (xi) ≤
f (x1) + f (xn)

2
− A (g̃) δf ,

gdje

δf = 2

(
f (x1) + f (xn)

2
− f

(
x1 + xn

2

))
i

A (g̃) =
1

2
− 1

n (xn − x1)

n∑
i=1

∣∣∣∣xi − x1 + xn
2

∣∣∣∣
=

1

2
− 1

n (n− 1)h

n∑
i=1

∣∣∣∣x1 + (i− 1)h− 2x1 + (n− 1)h

2

∣∣∣∣
=

1

2
− 1

2n (n− 1)

n∑
i=1

|2i− n− 1| .

Ovisno o parnosti od n dobivamo

A (g̃) =

{
1
2
− 1

2k(2k+1)

∑k
i=1 2i, n = 2k + 1

1
2
− 1

2k(2k−1)

∑k
i=1 (2i− 1) , n = 2k

=

{
1
2

(
1− k+1

2k+1

)
, n = 2k + 1

1
2

(
1− k

2k−1

)
, n = 2k

=
1

2
∆n.

Primijetimo da za n = 1 i n = 2 imamo ∆n = 0.
Za sljede¢i rezultat, vektorski prostor L mora imati jedno dodatno svojstvo.
Neka je A algebra podskupova od E i neka je L klasa funkcija f : E → R sa

svojstvima (L1), (L2), (L3) i

(L4) (∀f ∈ L) (∀E1 ∈ A) fCE1 ∈ L;
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gdje je CE1 karakteristi£na funkcija od E1, to jest,

CE1 (t) =

{
1, t ∈ E1

0, t ∈ E \ E1
.

Lagano se vidi da za svaki E1 ∈ A vrijede sljede¢e tvrdnje:

(i) CE1 ∈ L.

(ii) Ako je A pozitivan linearan funkcional na L takav da A (CE1) > 0 i g ∈ L,
tada je A1, de�niran sa

A1 (g) =
A (gCE1)

A (CE1)

pozitivan normaliziran linearan funkcional.

(iii) Ako je A pozitivan linearan funkcional na L i g ∈ L, tada

A (gCE1) + A
(
gCE\E1

)
= A (g) .

Teorem 3.2.11. Neka L zadovoljava (L1) - (L4) na nepraznom skupu E, f : I → R
je neprekidna konveksna funkcija, te neka su g, h ∈ L takve da f (g) , f (h) ∈ L.
Neka su A i B dva pozitivna normalizirana linearna funkcionala na L takva da
A (h) = B (g). Ako E1 ∈ A zadovoljava A (CE1) > 0, A

(
CE\E1

)
> 0 i

(∀t ∈ E) a ≤ g (t) ≤ b,

gdje

a = min

{
A (hCE1)

A (CE1)
,
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) } ,
b = max

{
A (hCE1)

A (CE1)
,
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) } ,
tada

f (A (h)) ≤ B (f (g)) ≤ A (f (h))−B (g̃) δf , (3.22)

gdje su g̃ i δf de�nirani kao u teoremu 3.2.1. U grani£nom slu£aju a = b, (3.22)
postaje

f (A (h)) = B (f (g)) ≤ A (f (h)) .

Dokaz. Po Jessenovoj nejednakosti (1.4) (i koriste¢i (ii)) imamo

f

(
A (hCE1)

A (CE1)

)
≤ A (f (h)CE1)

A (CE1)

i

f

(
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) ) ≤
A
(
f (h)CE\E1

)
A
(
CE\E1

) .
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Bez smanjena op¢enitosti moºemo pretpostaviti

a = min

{
A (hCE1)

A (CE1)
,
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) } =
A (hCE1)

A (CE1)
,

b = max

{
A (hCE1)

A (CE1)
,
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) } =
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) .
Ako je a < b i

p = A (CE1) , q = A
(
CE\E1

)
,

imamo
p+ q = A (CE) = A (1) = 1,

B (g) = A (h) = A (hCE1) + A
(
hC

E\E1

)
= pa+ qb,

te primjenom teorema 3.2.1. na B i g po (3.10) dobivamo

f (A (h)) = f (B (g)) ≤ B (f (g)) ≤ pf (a) + qf (b)−B (g̃) δf

= A (CE1) f

(
A (hCE1)

A (CE1)

)
+ A

(
CE\E1

)
f

(
A
(
hCE\E1

)
A
(
CE\E1

) )−B (g̃) δf

≤ A (f (h)CE1) + A
(
f (h)CE\E1

)
−B (g̃) δf

= A (f (h))−B (g̃) δf .

Ako je a = b, slijedi da je g konstantna funkcija, te grani£ni slu£aj slijedi direktno.

Teorem 3.2.11. je pobolj²anje od [69, Teorem 5.14], a istovremeno daje i po-
bolj²anje Jessenove nejednakosti (1.4). Tako�er dajemo sljede¢e pobolj²anje od [69,
Teorem 5.14].

Teorem 3.2.12. Pretpostavimo da vrijede pretpostavke teorema 3.2.11. Ako je a <
b, tada za svaki y takav da

0 < y ≤ min {B (g)− a, b−B (g)} (3.23)

vrijede sljede¢e nejednakosti:

f (A (h)) ≤ B (f (g))

≤ A (f (h))− 2B (g̃)
[
A (CE1) f (a) + A

(
CE\E1

)
f (b)− f (B (g))

]
,

gdje

g̃ =
1

2
1− |g −B (g)1|

2y
.

Dokaz. Dokaz je gotovo identi£an dokazu teorema 3.2.11. osim ²to koristimo teorem
3.2.3. umjesto teorema 3.2.1., stoga za a < b i y koji zadovoljava (3.23), koriste¢i
(3.13) dobivamo

f (A (h)) ≤ B (f (g))

≤ A (f (h))− 2B (g̃)
[
A (CE1) f (a) + A

(
CE\E1

)
f (b)− f (B (g))

]
.
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3.3. Hammer-Bullenove razlike

Motivirani teoremima 3.2.1. i 3.2.3., de�niramo dva funkcionala Φi : Lf → R, i =
1, 2,

Φ1(φ) =
pφ(a) + qφ(b)

p+ q
− A(φ(f))− A(f̃)δφ, (3.24)

gdje su A, f, f̃ , p i q kao u teoremu 3.2.1., Lf = {φ : I → R : φ(f) ∈ L},
[m,M ] ⊆ I i

Φ2(φ) =
pφ(a) + qφ(b)

p+ q
− A(φ(f))− 2A(f̃)

[
pφ(a) + qφ(b)

p+ q
− φ

(
pa+ qb

p+ q

)]
,

(3.25)
gdje su A, f, f̃ , p i q kao u teoremu 3.2.3., Lf kao gore i [m,M ] ⊆ I. O£ito, Φ1 i Φ2

su linearni.
Ako je φ jo² i neprekidna i konveksna, tada teoremi 3.2.1. i 3.2.3. impliciraju Φi(φ) ≥
0, i = 1, 2.
U nastavku sa φ0 ozna£avamo funkciju de�niranu sa φ0 (x) = x2 na domeni koja
nam treba.
Sada dajemo dva teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa za funkcionale Φi,
i = 1, 2.

Teorem 3.3.1. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu
E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f ∈ L takav
da φ0 ∈ Lf , f(E) ∈ [m,M ], [m,M ] ⊆ I i neka je φ ∈ C2(I) takav da φ ∈ Lf .
Ako su Φ1 i Φ2 linearni funkcionali de�nirani kao u (3.24) i (3.25), tada postoje
ξi ∈ [m,M ], i = 1, 2 takvi da

Φi(φ) =
φ′′ (ξi)

2
Φi(φ0), i = 1, 2.

Dokaz. Dat ¢emo dokaz za funkcional Φ1. Kako φ ∈ C2(I), postoje realni brojevi
a = min

x∈[m,M ]
φ′′(x) i b = max

x∈[m,M ]
φ′′(x). Lagano se vidi da su funkcije φ1, φ2, de�nirane

sa
φ1(x) =

b

2
x2 − φ(x), φ2(x) = φ(x)− a

2
x2

neprekidne i konveksne, stoga Φ1(φ1) ≥ 0,Φ1(φ2) ≥ 0. To daje

a

2
Φ1(φ0) ≤ Φ1(φ) ≤

b

2
Φ1(φ0).

Ako je Φ1(φ0) = 0, nemamo ni²ta za dokazati. Pretpostavimo Φ1(φ0) > 0. Imamo

a ≤ 2Φ1(φ)

Φ1(φ0)
≤ b.

Dakle, postoji ξ1 ∈ [m,M ] takav da

Φ1(φ) =
φ′′(ξ1)

2
Φ1(φ0).
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Teorem 3.3.2. Neka L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraznom skupu
E i A je pozitivan normaliziran linearan funkcional na L. Neka je f ∈ L takva
da φ0 ∈ Lf , f(E) ∈ [m,M ], [m,M ] ⊆ I i φ1, φ2 ∈ C2(I) takve da φ1, φ2 ∈ Lf .
Ako su Φ1 i Φ2 linearni funkcionali de�nirani kao u (3.24) i (3.25), tada postoje
ξi ∈ [m,M ], i = 1, 2 takvi da

Φi(φ1)

Φi(φ2)
=
φ′′
1(ξi)

φ′′
2(ξi)

, i = 1, 2

uz uvjet da su nazivnici razli£iti od nule.

Dokaz. Dajemo dokaz za funkcional Φ1. De�niramo φ3 ∈ C2([m,M ]) sa

φ3 = c1φ1 − c2φ2, gdje c1 = Φ1(φ2), c2 = Φ1(φ1).

Koriste¢i teorem 3.3.1. znamo da postoji ξ1 ∈ [m,M ] takav da(
c1
φ′′
1(ξ1)

2
− c2

φ′′
2(ξ1)

2

)
Φ1(φ0) = 0.

Kako je Φ1(φ0) ̸= 0, (ina£e dobijamo kontradikciju sa Φ1(φ2) ̸= 0, po teoremu
3.3.1.), dobivamo

Φ1(φ1)

Φ1(φ2)
=
φ′′
1(ξ1)

φ′′
2(ξ1)

.

Teorem 3.3.3. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (3.24) i
(3.25). Neka je Υ = {φs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija de�niranih
na otvorenom intervalu I takva da Υ ⊆ Lf i da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno
razli£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Tada je s 7→ Φi(φs) n−eksponencijalno konveksna
funkcija u Jensenovom smislu na J . Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) neprekidna na J ,
tada je n−eksponencijalno konveksna na J .

Dokaz. Za ξi ∈ R, i = 1, . . . , n i si ∈ J , i = 1, . . . , n, de�niramo funkciju χ : I → R
sa

χ(y) =
n∑

i,j=1

ξiξjφ si+sj
2

(y).

Koriste¢i pretpostavku da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs] n−eksponencijalno konvek-
sna u Jensenovom smislu, dobivamo

[y0, y1, y2;χ] =
n∑

i,j=1

ξiξj[y0, y1, y2;φ si+sj
2

] ≥ 0,

²to povla£i da je χ konveksna (i neprekidna) na I, te stoga Φi(χ) ≥ 0, i = 1, 2.
Slijedi

n∑
i,j=1

ξiξjΦi(φ si+sj
2

) ≥ 0.

Zaklju£ujemo da je funkcija s 7→ Φi(φs) n−eksponencijalno konveksna na J u Jen-
senovom smislu. Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) neprekidna na J , tada je s 7→ Φi(φs)
n−eksponencijalno konveksna po de�niciji.

Sljede¢i korolar je direktna posljedica prethodnog teorema.
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Korolar 3.3.4. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (3.24)
i (3.25). Neka je Υ = {φs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija de�ni-
ranih na otvorenom intervalu I takva da Υ ⊆ Lf i da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno raz-
li£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Tada je s 7→ Φi(φs) eksponencijalno konveksna funkcija u
Jensenovom smislu na J . Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) i neprekidna na J , tada je
eksponencijalno konveksna na J .

Korolar 3.3.5. Neka su Φi (i = 1, 2) linearni funkcionali de�nirani kao u (3.24) i
(3.25). Neka je Ω = {φs : s ∈ J}, gdje je J interval u R, familija funkcija de�niranih
na otvorenom intervalu I, takva da Ω ⊆ Lf i da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
2−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu na J za svake tri me�usobno
razli£ite to£ke y0, y1, y2 ∈ I. Tada vrijede sljede¢e tvrdnje:

(i) Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) neprekidna na J , tada je 2−eksponencijalno ko-
nveksna funkcija na J . Ako je s 7→ Φi(φs) dodatno i strogo pozitivna, tada je
log-konveksna na J .

(ii) Ako je funkcija s 7→ Φi(φs) strogo pozitivna i diferencijabilna na J , tada za
sve s, q, u, v ∈ J , takve da s ≤ u i q ≤ v, vrijedi

µs,q(Φi,Ω) ≤ µu,v(Φi,Ω), i = 1, 2, (3.26)

gdje je

µs,q(Φi,Ω) =


(

Φi(φs)
Φi(φq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(

d
ds

Φi(φs)

Φi(φs)

)
, s = q,

(3.27)

za φs, φq ∈ Ω.

Dokaz. (i) Direktna posljedica teorema 3.3.3. i primjedbe 1.3.15.
(ii) Po (i), funkcija 7→ Φi(φs) je log-konveksna na J , to jest funkcija s 7→ log Φi(φs)
je konveksna na J . Primijenimo propoziciju 1.3.16. i dobijemo

log Φi(φs)− log Φi(φq)

s− q
≤ log Φi(φu)− log Φi(φv)

u− v
(3.28)

za s ≤ u, q ≤ v, s ̸= q, u ̸= v, i iz toga zaklju£ujemo

µs,q(Φi,Ω) ≤ µu,v(Φi,Ω), i = 1, 2.

Slu£ajevi s = q i u = v slijede iz (3.28) kao grani£ni slu£ajevi.

Primjedba 3.3.6. Primijetimo da rezultati iz teorema 3.3.3., korolara 3.3.4. i koro-
lara 3.3.5. vrijede i kada se dvije od to£aka y0, y1, y2 ∈ I podudaraju, recimo y1 = y0,
za familiju diferencijabilnih funkcija φs takvu da je funkcija s 7→ [y0, y1, y2;φs]
n−eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu (eksponencijalno konveksna u
Jensenovom smislu, log-konveksna u Jensenovom smislu), i ²tovi²e, vrijede kada se
sve tri to£ke podudaraju za familiju dvaput diferencijabilnih funkcija sa istim svoj-
stvom. Dokazi se dobivaju iz primjedbe 1.3.18. i prikladne karakterizacije konveks-
nosti.
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Sada predstavljamo nekoliko familija funkcija koji ispunjavaju uvjete teorema
3.3.3., korolara 3.3.4. i korolara 3.3.5. (i primjedbe 3.3.6.). To nam omogu¢ava
konstrukciju velike familije funkcija koje su eksponencijalno konveksne. Rasprava
vezana uz ovaj problem se moºe na¢i u [16].

U nastavku promatramo Φ1 i Φ2 de�nirane kao u (3.24) i (3.25) sa A koji je
neprekidan i f takav da kompozicija sa bilo kojom funkcijom iz odabrane familije
Ωi, kao i sa bilo kojom funkcijom koja se pojavi kao argument od Φ1 i Φ2, ostaje u
L.

Primjer 3.3.7. Promatramo familiju funkcija

Ω1 = {gs : R → [0,∞) : s ∈ R}

de�niranu s

gs(x) =

{
1
s2
esx, s ̸= 0,

1
2
x2, s = 0.

Imamo d2gs
dx2

(x) = esx > 0 ²to pokazuje da je gs konveksna na R za svaki s ∈ R i
s 7→ d2gs

dx2
(x) je eksponencijalno konveksna po de�niciji. Koriste¢i analogno argumen-

tiranje kao u dokazu teorema 3.3.3. tako�er imamo da je s 7→ [y0, y1, y2; gs] ekspo-
nencijalno konveksna (pa tako i eksponencijalno konveksna u Jensenovom smislu).
Koristimo teorem 3.3.4. i zaklju£ujemo da su s 7→ Φi(gs), i = 1, 2, eksponencijalno
konveksne u Jensenovom smislu. Lagano se pokaºe da su ova preslikavanja nepre-
kidna (iako preslikavanje s 7→ gs nije neprekidno za s = 0), pa su i eksponencijalno
konveksna.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(Φi,Ω1), i = 1, 2, iz (3.27) postaje

µs,q(Φi,Ω1) =


(

Φi(gs)
Φi(gq)

) 1
s−q
, s ̸= q,

exp
(

Φi(id·gs)
Φi(gs)

− 2
s

)
, s = q ̸= 0,

exp
(

Φi(id·g0)
3Φi(g0)

)
, s = q = 0,

te su koriste¢i (3.26) monotone funkcije u parametrima s i q.
Koriste¢i teorem 3.3.2. slijedi da za i = 1, 2

Ms,q(Φi,Ω1) = log µs,q(Φi,Ω1)

zadovoljava m ≤Ms,q(Φi,Ω1) ≤M , ²to pokazuje da suMs,q(Φi,Ω1) sredine (funkcije
g). Primijetimo da su po (3.26) i monotone.

Primjer 3.3.8. Promatramo familiju funkcija

Ω2 = {fs : (0,∞) → R : s ∈ R

de�niranu s

fs(x) =


xs

s(s−1)
, s ̸= 0, 1,

− log x, s = 0,
x log x, s = 1.
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Vrijedi d2fs
dx2

(x) = xs−2 = e(s−2) lnx > 0 ²to pokazuje da je fs konveksna za x > 0 i
s 7→ d2fs

dx2
(x) je eksponencijalno konveksna po de�niciji. Koriste¢i argumentiranje kao

u primjeru 3.3.7. dobivamo da su preslikavanja s 7→ Φi(gs), i = 1, 2 eksponencijalno
konveksna. Funkcije (3.27) su u ovom slu£aju jednake:

µs,q(Φi,Ω2) =



(
Φi(fs)
Φi(fq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(

1−2s
s(s−1)

− Φi(fsf0)
Φi(fs)

)
, s = q ̸= 0, 1,

exp
(
1− Φi(f

2
0 )

2Φi(f0)

)
, s = q = 0,

exp
(
−1− Φi(f0f1)

2Φi(f1)

)
, s = q = 1.

Ako je Φi pozitivna, tada teorem 3.3.2. primijenjen za f = fs ∈ Ω2 i g = fq ∈ Ω2

daje da postoji ξ ∈ [m,M ] takav da

ξs−q =
Φi(fs)

Φi(fq)
.

Kako je funkcija ξ 7→ ξs−q invertibilna za s ̸= q, imamo

m ≤
(
Φi(fs)

Φi(fq)

) 1
s−q

≤M, (3.29)

²to zajedno sa £injenicom da je µs,q(Φi,Ω2) neprekidna, simetri£na i monotona (po
(3.26)), pokazuje da su µs,q(Φi,Ω2), i = 1, 2 sredine (funkcije f).

Primjer 3.3.9. Promatramo familiju funkcija

Ω3 = {hs : (0,∞) → (0,∞) : s ∈ (0,∞)}

de�niranu s

hs(x) =

{
s−x

log2 s
, s ̸= 1,

x2

2
, s = 1.

Kako je s 7→ d2hs
dx2

(x) = s−x Laplaceova transformacija ne-negativne funkcije (vidjeti
[90]), ona je eksponencijalno konveksna. O£ito su hs konveksne funkcije za svaki
s > 0.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(Φi,Ω3) iz (3.27) postaje

µs,q(Φi,Ω3) =


(

Φi(hs)
Φi(hq)

) 1
s−q

, s ̸= q,

exp
(
−Φi(id·hs)

sΦi(hs)
− 2

s ln s

)
, s = q ̸= 1,

exp
(
− 2Φi(id·h1)

3Φi(h1)

)
, s = q = 1,

i monotona je u parametrima s i q po (3.26).
Korite¢i teorem 3.3.2. slijedi da

Ms,q (Φi,Ω3) = −L(s, q) log µs,q(Φi,Ω3)

zadovoljava m ≤Ms,q(Φi,Ω3) ≤M , ²to pokazuje da su Ms,q(Φi,Ω3), i = 1, 2 sredine
(funkcije h). L(s, q) je logaritamska sredina de�nirana sa L(s, q) = s−q

log s−log q
, s ̸= q,

L(s, s) = s.
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Primjer 3.3.10. Promatramo familiju funkcija

Ω4 = {ks : (0,∞) → (0,∞) : s ∈ (0,∞)}

de�niranih sa

ks(x) =
e−x

√
s

s
.

Kako je s 7→ d2ks
dx2

(x) = e−x
√
s Laplaceova transformacija nenegativne funkcije (vidjeti

[90]), ona je eksponencijalno konveksna. O£ito su ks konveksne funkcije za svaki
s > 0.
Za ovu familiju funkcija, µs,q(Φi,Ω4) iz (3.27) postaje

µs,q(Φi,Ω4) =


(

Φi(ks)
Φi(kq)

) 1
s−q
, s ̸= q,

exp
(
− Φi(id·ks)

2
√
sΦi(ks)

− 1
s

)
, s = q,

i monotona je u parametrima s i q po (3.26).
Koriste¢i teorem 3.3.2., slijedi da

Ms,q(Φi,Ω4) = −
(√

s+
√
q
)
log µs,q(Φi,Ω4)

zadovoljava m ≤Ms,q(Φi,Ω4) ≤M , ²to pokazuje da su Ms,q(Φi,Ω4), i = 1, 2 sredine
(funkcije k).
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Saºetak

U disertaciji pobolj²avamo varijante nekih klasi£nih nejednakosti. Metoda kojom
pobolj²avamo nejednakosti temelji se na monotonosti Jensenovog funkcionala s ob-
zirom na teºine. Osnovni rezultat iz kojega su se kasnije nejednakosti razvijale je
poznata Jensenova nejednakost. Neki od vaºnijih rezultata vezanih uz Jensenovu
nejednakost su Jessenova nejednakost iz 1931. godine (generalizacija na pozitivne
normalizirane linearne funkcionale), te Lah-Ribari£eva nejednakost iz 1973. godine
(varijanta konverzne Jensenove nejednakosti).

U prvom poglavlju glavni rezultat nam je pobolj²anje generalizacije Lah-Ribari£-
eve nejednakosti na pozitivne normalizirane linearne funkcionale. Dajemo genera-
lizaciju na konveksne ljuske, te specijalno na k-simplekse. Kao specijalan slu£aj
ovih rezultata dobivamo k-dimenzionalnu verziju Hammer-Bullenove nejednakosti,
te u jednoj dimenziji pobolj²anje klasi£ne Hermite-Hadamardove nejednakosti. Jo²
jedna varijanta konverzne Jensenove nejednakosti je Giaccardijeva nejednakost, te
kao specijalan slu£aj Petrovi¢eva nejednakost. Dajemo njihova pobolj²anja, te koris-
timo dobivene rezultate za de�niranje dva linearna funkcionala za koje dajemo dva
teorema srednje vrijednosti Cauchyevog tipa, te dajemo elegantnu metodu za dobi-
vanje n-eksponencijalno konveksnih i eksponencijalno konveksnih funkcija. Za kraj
ovog poglavlja promatramo konverznu Hölderovu nejednakost za funkcionale, dis-
kretnu verziju konverzne Beckenbachovu nejednakost, te konverznu Minkowskijevu
nejednakost za funkcionale. Za sve tri nejednakosti dajemo pobolj²anja.

U drugom poglavlju disertacije gledamo dvije varijante Jensenove nejednakosti.
Prva je Jessen-Mercerova nejednakost. Dajemo dva teorema koja pobolj²avaju va-
rijantu Jessen-Mercerove nejednakosti. Dajemo generalizaciju ovih rezultata na ko-
nveksne ljuske. Zatim de�niramo dva funkcionala (Jessen-Mercerove razlike) nad
kojima provodimo isti postupak kao i nad linearnim funkcionalima u prethodnom
poglavlju. Druga varijanta Jensenove nejednakosti kojom se bavimo je Jensenova
operatorska nejednakost, to jest generalizacija Jensenove nejednakosti na operator-
ski konveksne funkcije. Cilj nam je pobolj²anje Jensenove operatorske nejednakosti
bez operatorske konveksnosti. Pobolj²avamo neke nejednakosti izme�u kvaziaritme-
ti£kih sredina (kao specijalan slu£aj promatramo potencijalne sredine).

U zadnjem poglavlju prou£avamo jednu od najslavnijih nejednakosti, Hermite-
Hadamardovu. Dajemo dva pobolj²anja generalizacije Hermite-Hadamardove nejed-
nakosti na pozitivne normalizirane linearne funkcionale. Pobolj²avamo i Hammer-
Bullenovu nejednakost, te Fejérovo pro²irenje Hermite-Hadamardove nejednakosti
sa teºinskom funkcijom iz 1906. godine. Na kraju ponovo de�niramo dva funkci-
onala (zovemo ih Hammer-Bullenove razlike) nad kojima provodimo isti postupak
kao i u prija²njim poglavljima.
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Summary

In disertation we improve variants of some classical inequalities. Method for impro-
ving inequalities is based on the monotonicity of Jensen's functional with weights.
Main result from which all later inequalities have developed is famous Jensen's
inequality. Some of the most important results related to the Jensen's inequality
are Jessen's inequality from 1931. (generalization on positive normalized linear fun-
ctionals) and the Lah-Ribari£eva inequality from 1973. (variant of the converse
Jensen's inequality).

In the �rst chapter main result is improvement of the generalized Lah-Ribari£
inequality on positive normalized linear functionals. We give generalization on
convex hulls and as a special case on k-simplex. From this results we obtain k-
dimensional version of the Hammer-Bullen inequality and in one dimension impro-
vement of the classical Hermite-Hadamard inequality. Another variant of the co-
nverse Jensen's inequality is Giaccardi's inequality and as a special case Petrovi¢'s
inequality. We give their improvements. Then we de�ne two functionals, give Ca-
uchy mean value theorems and an elegant method of producing an n-exponentially
convex and exponentially convex functions. At the end of this chapter improvement
of the converse Hölderovu inequality for functionals, discrete version of the converse
Beckenbachovu inequality and converse Minkowski inequality for functionals is gi-
ven.

In the second chapter we are dealing with two variants of the Jensen's inequality.
First one is the Jessen-Mercer inequality. Improvement of a variant of the Jessen-
Mercer inequality and a generalization of this result on convex hulls is given. Then
we de�ne two functionals (the Jessen-Mercer di�erences) and we apply same proce-
dure on them as on the linear functionals in chapter one. Second variant of Jensen's
inequality we deal with is Jensen's operator inequality, that is generalization on
operator convex functions. We improve Jensen's operator inequality without ope-
rator convexity. Obtained results are applied to improve some inequalities between
quasi-arithmetic means (as a special case we are observing power means).

In the last chapter we give improvement of the generalization of one of the most
famous inequalities, Hermite-Hadamard inequality for positive normalized linear
functionals. We also improve the Hammer-Bullen inequality and Fe�jer's generaliza-
tion of the Hermite-Hadamard inequality with weighted function from 1906. Again
we de�ne two functionals (the Hammer-Bullen di�erences) and we apply on them
same procedure as in previous chapters.
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