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Sazetak

U ovoj disertaciji pokazana je Pollaczek-Khinchinova formula za razne slucajeve generali-
ziranog procesa rizika, s posebnim osvrtom na to kako dobiveni rezultati utjecu na distri-
buciju supremuma dualnog procesa rizika.

Prvo promatramo generalizirani proces rizika X modeliran spektralno negativnim Lévyjevim
procesom, X (t) = ct + Z(t) — C(t), t > 0, gdje je ¢ > 0 drift, Z spektralno negativan
Lévyjev proces s ocekivanjem nula i C' s njim nezavisan subordinator bez drifta i s konacnim
ocekivanjem. Uz pretpostavku uvjeta ¢istog profita, EC(1) < ¢, dokazujemo Pollaczek-
Khinchinovu formulu za vjerojatnost propasti u slu¢aju kada proces gledamo na [0, 7], gdje
je T neko nezavisno eksponencijalno vrijeme. Takoder su prikazani rezultati koji se mogu
dobiti za distribuciju supremuma dualnog procesa, X := —X, u slucaju kada problemu
pristupamo preko Laplaceovih transformacija. Nadalje je taj model poopéen, u smislu
ispustanja pretpostavki o konacnosti ocekivanja i uvjeta cistog profita, te je ponovno poka-
zana Pollaczek-Khinchinova formula za vjerojatnost propasti u takvom opcenitijem slucaju.
Dodatno su rezultati za taj opéenitiji slucaj objasnjeni iz perspektive ljestvicastog procesa.

U diskretnom slucaju generalizirani proces rizika promatramo kao neprekidnu zdesna (skip-
free) slucajnu Setnju na Z,. U tom je okruzenju takoder dokazana formula Pollaczek-
Khinchinovog tipa za vjerojatnost propasti slijedeéi dva pristupa - metodu dekompozicije
supremuma kao u neprekidnom slucaju i kombinatornu metodu (koriste¢i Takacseve rezul-
tate).

U posljednjem dijelu vra¢amo se na generalizirani proces rizika X (t) = ct + Z(t) — C(t) =:
Y(t) — C(t), t > 0, za koji pretpostavljamo da vrijedi uvjet ¢istog profita te dajemo
alternativni dokaz i objasnjenje zanimljive distribucijske jednakosti supg; ., Y (t) =

~

SUDg<¢ <0)/(\' (), gdje je o prvo vrijeme kada se postigne novi supremum procesa X zbog
skoka subordinatora C. U slucéaju kada je Y slozeni Poissonov proces, pokazujemo da
je ova jednakost posljedica Takécsevog kombinatornog rezultata te jednog rezultata poz-
natog za spektralno negativne procese. Opceniti pak slucaj slijedi aproksimacijom spek-
tralno negativnog procesa Y nizom slozenih Poissonovih procesa u Skorohodovom prostoru
D = DJ0, 00) te prelaskom na pripadajuéi limes.






Abstract

In this thesis we prove the Pollaczek-Khinchine formula in various cases of the generalized
risk process, with a special focus on its influence on the distribution of the supremum of
the dual process.

First, we study a spectrally negative process X(t) = ct + Z(t) — C(t), t > 0, where
¢ > 0 is drift, Z is a spectrally negative Lévy process with zero expectation and C' an
independent subordinator without drift and with finite expectation. Under the assump-
tion of the net profit condition, EC(1) < ¢, we prove the Pollaczek-Khinchine formula
for the ruin probability on [0, 7], where 7 is some independent exponential time. We also
present some results on the distribution of the supremum of the dual process, X:=-X ,
by using the Laplace transform approach. For weaker assumptions (on net profit con-
dition and finite expectation), we again derive the same type of the Pollaczek-Khinchine
results. Additionally, these results are explained from the perspective of the ladder process.

In the discrete case we consider X as a skip-free random walk on Z,. We again prove
the Pollaczek-Khinchine type of results, using two approaches - decomposition of the su-
premum and combinatorial approach (relying on results obtained by Takécs).

In the last part of this work we return to the generalized risk process X(t) = ¢t + Z(t) —
C(t) = Y(t) — C(t), t > 0, satisfying the net profit condition, and give explanation and
alternative proof of the curious distributional identity supg<; ., Y(t) =4 sup0§t<U)A( (1),
where o denotes the first time when the new supremum of X is obtained by a jump of the
subordinator C'. In case when Y is a compound Poisson process we show that this identity
is a consequence of a combinatorial formula due to Takéacs and another fluctuation identity
valid for spectrally negative processes. The general case follows by approximating a spec-
trally negative process Y by a sequence of compound Poisson processes in the Skorohod
space D = D0, 00) and passing to the limit.






Sadrza]j

Sadrzaj

1 Uvod

1.1 Motivacija . . . . . . ..

1.2 Vjerojatnost propasti i Pollaczek-Khinchinova formula kroz povijest . . . .

1.2.1  Cramér-Lundbergov model . . . . . . . .. .. ... .. ... .. ..

1.2.2  Generalizacija Cramér-Lundbergovog modela . . . . . . . . .. . ..

1.3 Pregled sadrzaja i notacija . . . . . . . .. ...

2 Osnovni pojmovi

2.1 Lévyjevi procesi . . . . .

2.2 Beskonacno djeljive distribucije . . . . . .. ..o

2.3 Svojstva Lévyjevih procesa . . . . . . . . ...

2.4 Subordinatori . . . . . .

2.5 Spektralno negativni Lévyjevi procesi . . . . . . . . . ... ...

2.6 Lokalno vrijeme . . . . .

2.7 Ljestvicasti proces i funkcija obnavljanja . . . . . ... .00 0L

2.8 Slucajne Setnje . . . . .

2.9 ’Skip-free’ slucajne Setnje

3 Neprekidan slucaj

10
13
17
18
22
26
27
32

34



3.1 Perturbirani proces rizika promatran do nezavisnog eksponencijalnog vremena 34

3.2 Metoda Laplaceove transformacije . . . . . . . . .. ..o 47
3.3 Oslabljenje pocetnih pretpostavki . . . . . ... .. ... ... ... ... 52
3.4 Dekomporzicija ljestvicastog procesa . . . . . . . . . ... 56

4 Diskretan slucaj 61
4.1 Metoda dekompozicije supremuma . . . . . .. ... 62
4.2 Neki rezultati teorije fluktuacije za skip-free slucajne setnje . . . . . . . . . 70
4.3 Pristup preko Tékacseve formule. . . . . . . .. . ... ... ... ... 74
4.3.1 Pomoénirezultati . . . . . ... 75

4.3.2 Model s jediniénim driftom . . . . . ..o o 0oL 81

4.3.3 Model s perturbacijom . . . . .. ..o 84

5 Aproksimacija 87
5.1 Prostor D i slaba konvergencija stohastickih procesa . . . . . . . . . . . .. 92
5.2 Aproksimacija perturbacije Z nizom (Z™),>1 . . . . ... 95
5.2.1 Slucaj bez Gaussovske komponente . . . . . ... ... 96

5.2.2  Slucaj sa Gaussovskom komponentom . . . . . . .. .. ... 97

5.3 Dokaz Propozicije 5.0.11. . . . . . . . . .. 98
5.4 Dokaz Propozicije 5.0.12. . . . . . . ..o 100
5.5 Dokaz Propozicije 5.0.13. . . . . . . . . ... 102
5.5.1 Slucaj samo jednog slozenog Poissonovog subordinatora . . . . . . . 104

5.5.2 Slucaj niza slozenih Poissonovih subordinatora . . . . . . . . .. .. 109

5.6 Dokaz Teorema 5.0.14. . . . . . . . . . . 112

6 Zakljucak 113

Bibliografija 115

1



Poglavlje 1
Uvod

1.1 Motivacija

Matematicka teorija u osiguranju moze se 'grubo’ podijeliti na tri podruc¢ja: zivotno osigu-
ranje, nezivotno osiguranje i teoriju rizika. Mi ¢emo se ovdje fokusirati na neke zanimljive
dijelove ove trec¢e skupine, s posebnim naglaskom na vjerojatnost propasti. Pokusat ¢emo
u raznim okruzenjima i uz viSe modifikacija dobiti formule Pollaczek-Khinchinovog tipa
za vjerojatnost propasti i vidjeti koje dodatne zakljucke o distribuciji supremuma procesa
koje promatramo iz dobivenih formula mozemo izvesti.

U kontekstu teorije rizika promatrat ¢emo portfelj koji u sebi sadrzi i deterministicke i
stohasticke sastojke - od prvih mozemo spomenuti pocetnu poziciju s koje portfelj krece
(moguéa interpretacija : s koliko kapitala mora osiguravatelj krenuti u pocetku kako bi
pokrio inicijalne troskove u trenutku kada mu jo$ ne pristizu premije od osiguranika) te
vremenski period na kojem promatramo portfelj, a od stohastickih komponenti spomenimo
primjerice slu¢ajna vremena pristizanja zahtjeva za odstetom osiguranika, visinu zahtjeva
za odstetom (Sto se najcesée modelira kao niz nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih
varijabli), broj zahtjeva pristiglih do nekog trenutka (u osnovnom se slu¢aju ovaj proces
modelira Poissonovim procesom), itd.

Zasto nas uopce zanima vjerojatnost propasti u ovom kontekstu? Naime, racunanje i
aproksimacija vjerojatnosti propasti problem je koji se ve¢ niz godina promatra u aktu-
arskoj matematici. Jedan od razloga za to je Cinjenica da osiguravatelj ulaze neki kapital
u odredenu granu osiguranja i ukoliko mu razina zahtjeva za isplatom prijede taj ulozeni
nivo, on mora poduzeti nesto kako bi sprijecio svoju propast - prije svega, mora odluciti
kako odrediti na najbolji na¢in visinu uplata koje mu pristizu od osiguranika te koji tip
reosiguranja uzeti. To moze napraviti tako da minimizira vjerojatnost da ukupna visina
zahtjeva za isplatom ikada prijede razinu ulozenog kapitala. Stoga su vjerojatnost propasti
i vjerojatnost prezivljavanja kljucne informacije za osiguravatelja.

Sa strogo matematickog gledista, pitanje vjerojatnosti propasti promatrano kroz razne
matematicke modele otvara ¢itav niz pitanja vezanih uz teoriju stohastickih procesa i nji-
hovim ’lijepih’ svojstava. Posljednjih godina vjerojatnost propasti proucava se u kontekstu
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posebne klase Lévyjevih procesa, Sto baca jedno novo svjetlo na ¢itav problem. Osnovna
motivacija za ovu disertaciju bila je upravo produbiti, poop¢iti i mozda jos malo rasvijetliti
rezultate dobivene u tom podrucju.

1.2 Vjerojatnost propastii Pollaczek-Khinchinova for-
mula kroz povijest

Osnovni model od kojeg sve zapocinje u teoriji rizika je klasié¢ni Cramér-Lundbergov model.
Takav model, sa slozenim Poissonovim procesom koji modelira pristigle zahtjeve za ispla-
tom od strane osiguranika, uveo je prvi Filip Lundberg, 1903. Intenzivno ga je proucavao i
Harald Cramér tridesetih godina pa je po njima model na koncu i dobio ime. Matematicki
gledano, funkcija propasti koju promatramo u tom modelu, ekvivalentna je repnoj funkeiji
stacionarne distribucije vremena ¢ekanja (eng. waiting time) u M/GI/1 repu. Stoga su
brojni rezultati, posebice Pollaczek-Khinchinovog tipa, razvijeni i u teoriji repova (vidjeti
primjerice [Asm2] i [Pra]).

1.2.1 Cramér-Lundbergov model

Klasi¢ni Cramér-Lundbergov model u teoriji rizika podrazumijeva proces rizika (R(t) : t >
0) takav da je

N(t)
R(t)=ct— Y Vi,
=1

gdje je ¢ > 0 visina premija (koje pristizu od strane osiguranika), (Y; : ¢ € N) niz nezavisnih
jednako distribuiranih nenegativnih sluc¢ajnih varijabli s distribucijom F (predstavljaju
pojedina¢ne zahtjeve za isplatom zbog neke stete koji pristizu od osiguranika) i (N(t) : ¢t >
0) homogeni Poissonov proces intenziteta A > 0 (nezavisan sa (Y; : i € N)). Kljucno je
pitanje odrediti vjerojatnost propasti uz dani inicijalni kapital v > 0, tj.

Y(u) =P(u+ R(t) <0, zanekot>0),
odnosno vjerojatnost prezivljavanja (uglavnom je pogodnije racunati ovu veli¢inu),
O(u)=1—19(u) .

Obicno se pretpostavlja (iako ¢emo mi u ovom radu promatrati i §to se dogada kad ispus-
timo ovu pretpostavku) da je
c>MEY;

t].

c> A\,
gdje je u := EY;, sto se standardno u literaturi zove uvjet ¢istog profita (eng. net profit
condition). Naime, uz taj je uvjet ER(1) = ¢ — A > 0 pa je (po standardnoj teoriji)
lim; , R(t) = 400, §to znaci da vjerojatnost propasti ne mora biti tocno jednaka 1.
Slucaj kada je ¢ < Ap povladi da je ER(1) < 0. Ukoliko je ovo ocekivanje bas jednako
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R()

Slika 1.1: Klasicni proces rizika R(t) = ct — SN Y; , t >0, ¢> ARY;

nula, tada je —oo = liminf R(¢) < limsup R(¢) = 4+00. Ako je pak E R(1) < 0, onda je
lim; o R(t) = —o0 i stoga ¥J(u) = 1, §to nam nije zanimljivo za promatranje.

Jedna od kljuénih eksplicitnih formula poznatih za vjerojatnost prezivljavanja u ovom
kontekstu je Pollaczek-Khinchinova formula

O(u) = (1= p) - > "} ()

gdje je p = /\7“ < 1 parametar i Fr(u) = i . fou(l — F(t))dt integrirani rep distribucije visina
zahtjeva za isplatom. Kako se dobiva ova formula? Prvo uoc¢imo da je

0(u) = P( sup (=R(t)) <u) .

0<t<oo

Takoder, lako se vidi da je supy<;.o.(—R(t)) suma geometrijski mnogo nezavisnih jednako
distribuiranih slu¢ajnih varijabli, no problem je odrediti njihovu distribuciju - za to se
uobicajeno koriste rezultati iz teorije fluktuacije. Dakle, kljuéno je uociti da su za slozeni
Poissonov proces, visine ljestvica u ljestvicastom procesu nezavisne jednako distribuirane,
buduci da se proces 'ponavlja’ na isti nacin nakon sto postigne novi relativni maksimum.
Tako dobivamo da je apsolutni maksimum u ovom modelu suma tih visina ljestvica, a nji-
hovu distribuciju za slozeni Poissonov proces mozemo odrediti koristec¢i analizu trajektorija
slozenog Poissonovog procesa (slicnu onoj klasiénoj analizi trajektorija slucajne setnje), kao
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npr. ¢injenicu da mu je distribucija invarijantna obzirom na 'okretanje’ vremena (time re-
version). Za detalje vidjeti na primjer [Asml, Teorem I1.6.1], [Asm1, Teorem III.2.1.] ili,
za dokaz koristeci prikaz preko slucajne setnje, [Kypl, Teorem 1.9.] i [Kypl, Vjezba 1.8.].

1.2.2 Generalizacija Cramér-Lundbergovog modela

U ovom nas radu zanima kako mozemo poopé¢iti klasi¢ni Cramér-Lundbergov model tako
da dobijemo ponovno formule Pollaczek-Khinchinovog tipa koje mozemo objasniti na slican
nacin kao i u tom osnovnom modelu.

Jedna je od mogucih generalizacija ta da dopustimo dodatne nesigurnosti u zahtjevima za
isplatom ili u premijama, dakle, da dodamo jednu perturbaciju u osnovni model sa slozenim
Poissonovim procesom. U posljednjih dvadesetak godina mnogi su autori proucavali slozeni
Poissonov proces koji je perturbiran nekom difuzijom. Medutim, razlikuju se pristupi
autora u proucavanju takvih procesa rizika. Medu najceséim tehnikama koje su se upotre-
bljavale u pristupu ovom problemu su teorija obnavljanja, teorija Markovljevih procesa (po
dijelovima deterministickim) te metoda martingala. Medutim, sa gledista stohastickih pro-
cesa, mnogi procesi rizika su specijalni slucajevi Lévyjevih procesa bez pozitivnih skokova
pa je prirodno da se i neki opéepoznati rezultati iz teorije spektralno negativnih Lévyjevih
procesa iskoriste u proucavanju vjerojatnosti propasti i nekih drugih pitanja iz teorije rizika.
Dufresne 1 Gerber (1991., za detalje vidjeti [DG]) koristili su za takav perturbirani proces
metode iz teorije obnavljanja (eng. renewal equation techniques), medutim, kada se proces
rizika prosirio sa gama procesom, takve su metode izgubile na svojoj upotrebljivosti. S
druge strane, teorija Lévyjevih procesa pokazala se vrlo jednostavnom za primjenu. Furrer
(1998., vidjeti [Furr]) je medu prvima upotrijebio teoriju spektralno negativnih Lévyjevih
procesa, a onda su je razvili dalje Yang i Zhang, 2001. (vidi [YZ] te ostali autori kako ih
dalje navodimo).

Dufresne i Gerber ( [DG]) su promatrali standardan proces rizika R(t) perturbiran stan-
dardnim Brownovim gibanjem, to¢nije X (¢) := R(t) + W (t), ¢ > 0, gdje je R kao gore.
Dobili su formulu

Ou) = (1L=p) Y p" (GO % Ff™)(u) | (1.1)

gdje su p i F7 isti kao u neperturbiranom modelu, a G je eksponencijalna funkcija distri-

bucije sa parametrom 3—5 Interpretacija formule slijedi onu u klasicnom modelu: ako sa

01,09, ... ozna¢imo vremena kad se postigne novi supremum dualnog procesa X =-X
zbog skoka procesa zahtjeva za isplatom (ng) Y, : t > 0), onda broj takvih trenutaka
ima geometrijsku distribuciju s parametrom p. G je funkcija distribucije supremuma cije-
log dualnog procesa X (t) do trenutka prvog takvog skoka oy, a F7 je uvjetna distribucija

visine preskoka prethodnog (dotadasnjeg) supremuma uz dano o; < 0.

Furrer (vidi [Furr]) je promatrao proces X (t) = R(t)+ Z,(t), gdje je Z, a- stabilan Lévyjev
proces za 1 < a < 2. Naime, iako su Gaussove distribucije i procesi dobro izuceni u lite-
raturi i dobro prihvaceni u modeliranju pitanja iz teorije rizika, oni ne dozvoljavaju velike
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fluktuacije pa nisu prikladni za modeliranje u slucaju prisutnosti velike varijabilnosti. Zato
je prirodno osnovnom modelu, umjesto Brownove komponente, dodati a-stabilan Lévyjev
proces. Njihovi repovi padaju kao funkcija potencije, a brzina tog opadanja ovisi o para-
metru «. Dodavanjem ovakve perturbacije, Furrer je dobio mnogo vise fleksibilnosti kroz
parametar « - mijenjanjem tog parametra moze se kontrolirati varijabilnost procesa: Sto
je manji «, repovi su tezi i fluktuacije izrazenije, a Sto je a blizi 2, ponasanje je ljepSe.
Parametar asimetrije 8 je postavio na —1 kako bi se izbjegli skokovi prema gore, a « je
uzeo strogo veéi od 1 kako bi osigurao konacno ocekivanje. Tako je zapravo dobiven spek-
tralno negativan proces za koji su rezultati teorije fluktuacije puno ljepsi nego u opéenitom
slucaju. Furrer je u svom radu dobio formulu istog oblika kao Dufresne i Gerber, samo gdje
je G Mittag-Lefflerova distribucija dana sa 1 — G(z) = > 02 j(—cz® 1) /T(1 + (a — 1)n).
Koristio se rezultatom Zolotareva iz 1964. koji povezuje distribuciju infimuma « - stabil-
nog Lévyjevog procesa sa karakteristicnim eksponentom tog procesa. Na specifican je nacin
rastavio Laplaceov eksponent spomenutog infimuma i odatle je slijedio, nakon invertiranja,
navedeni osnovni rezultat njegova rada. Slicnu metodu pomoc¢u Laplaceove transformacije
slijede i Huzak, Perman, Siki¢ i Vondracek u [HPSV1].

Druga je moguéa generalizacija u procesu zahtjeva za isplatom (u gore navedenim
slucajevima on je uvijek bio modeliran kao slozeni Poissonov proces). Naime, proces zah-
tjeva za isplatom modelira se uobic¢ajeno kao proces sa nezavisnim, stacionarnim i nene-
gativnim prirastima. To nam za odabir ostavlja ili slozeni Poissonov proces ili proces sa
beskona¢nim brojem zahtjeva za isplatom u svakom promatranom vremenskom intervalu,
kao sto je gama proces. Dufresne, Gerber i Shiu (vidi [DGS]) su modelirali ovaj proces
upravo kao gama proces. Istrazili su svojstva gama distibucije i potom gama proces zadali
pomocu njegove Laplaceove transformacije. U svom su ¢lanku prvo zapisali formulu (1.1)
za vjerojatnost propasti za slozeni Poissonov proces u opéenitom obliku, a potom ubacivali
u provedeni ra¢un izmijenjene podatke za opcenitiji model.

Yang i Zhang (2001., za detalje vidi [YZ]) su takav model onda jos perturbirali Brownovim
gibanjem. Iskoristili su rezultat Zolotareva (1964., vidjeti [Zol] za detalje), slican onome
koji je koristio i Furrer.

Propozicija 1.2.1 Neka je (Y(t) : t > 0) spektralno negativan Lévyjev proces sa
pocetkom u 0 te v = EY (1) < 0. Oznac¢imo ¢(x) = P(infi>o Y (t) < —x), za x > 0.
Tada se funkcija 1 (x) moZe odrediti iz Laplaceovog eksponenta £(N) preko jednadzbe

[e) B Vs
s e Y(r)der=1— —— .
/0 £(s)
Yang i Zhang su prvo promatrali slozeni Poissonov proces perturbiran sa Brownovim gi-

banjem,
N(t)

Uty =u+ct—Y X;+oW(t),
i=1
(u>0,c=(1460) i N homogeni Poissonov proces s intenzitetom \) te, upotrebom
Propozicije 1.4.1., dobili rezultat
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L=(w) = (1= p)- Yo"+ GO (W), u>0,
n=0

gdje je Pr(z) = l%~f0$(1—P(y))dy (P je funkcija distribucije slucajnih varijabli X, stoga joj
je Py integrirani rep), p = ﬁ, a (G je eksponencijalna funkcija distribucije sa parametrom
2c/o?. Dufresne i Gerber su isti rezultat dobili koristeéi teoriju obnavljanja.

Zatim su gledali gama proces S(t) perturbiran Brownovim gibanjem,
Ut)=u+ct—S(t)+oW(t) .

Dobili su, koristenjem istog pristupa, da vrijedi

L=9(u) = (1=p) Y p"(P™ G D(u),

n=0

gdje je P eksponencijalna distribucija integralnog tipa, tj. P(t) = ftoo e Mudu,t > 0. U
rezultatu, koji se dobiva preko Laplaceove transformacije, dovoljno im je bilo vidjeti da je
¢lan koji su dobili Laplaceova transformacija neke funkcije distribucije, iako je dobivena
distribucija koja se vrlo rijetko vidi u aktuarstvu.

Huzak, Perman, Siki¢ i Vondracek (2004., vidjeti [HPSV1]) su promatrali generalizirani
proces rizika

X(t)y=ct—-Ct)+ Z(t) ,

gdje je (C(t) : t > 0) subordinator, a (Z(t) : t > 0) Lévyjev proces bez pozitivnih
skokova (spektralno negativan Lévyjev proces). Razlog ovakvog odabira pojasnit ¢emo u
poglavlju 3.1. Slijedeé¢i metodu Furrera, dobili su rezultat

o0

() = (1= p) - 3 p"(GO" 5 H™) ()

n=0

gdje je G funkcija distribucije apsolutnog supremuma procesa (—ct — Z(t) : t > 0), a
H integrirani rep distribucije skokova koji se odnose samo na proces C. Objasnjenje je
sljedece: ako promatramo vremena kad se postigne novi supremum procesa X zbog skoka
subordinatora ', onda apsolutni supremum procesa X mozemo zapisati kao geometrijsku
sumu dva tipa nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli, jedan sa distribucijom
supremuma od X prije prvog takvog vremena, a drugi sa distribucijom samog preskoka.
Tu su drugu formulu, dakle, dobili koriste¢i metodu dekompozicije supremuma (opet u
vremenima oy, 0, . .. kada proces C' dovede do novog supremuma Citav proces X ), ali sa
G u formuli umjesto G, gdje je G funkcija distribucije supremuma citavog procesa X do
trenutka 01! Sto dovodi do nevjerojatnog zakljucka da je G = G, odnosno da su distribu-
cije supremuma Citavog procesa X do trenutka oy (kada proces C' prvi puta svojim skokom
dovede X do novog supremuma) i apsolutnog supremuma procesa (—ct — Z(t) : ¢t >0) -
jednake!
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Mi ¢emo pokusSati interpretirati ovaj zakljucak, tako sto ¢emo promotriti u kojim jos si-
tuacijma mozemo, a u kojima ne, dobiti isti rezultat. Pritom ¢emo nastojati uociti koji
su nam kljuéni koraci (rezultati, metode) za dobivanje, odnosno ne dobivanje, navedenog
rezultata. Napomenimo odmah na pocetku da direktna metoda pokazivanja jednakosti
distribucija ovih dvaju supremuma nije dala znacajne rezultate, obzirom na prirodu re-
kurzivnih integrala koji se javljaju u takvom pristupu. Numericke metode su dale neke
rezultate, medutim nisu omogudile ono najvaznije - a, to je razumijevanje i interpretacija
dobivenog rezultata. Stoga je nas cilj: prvo, vidjeti moze li se ovaj rezultat dobiti i u
slucaju kada ovaj generalizirani proces rizika promatramo na [0, 7], gdje je 7 neko neza-
visno eksponencijalno vrijeme s parametrom g > 0?7 Sto znace i od koje su vaznosti uvedene
pretpostavke u model (mogu li se ispustiti, koja je od njih presudna da bi se mogao dobiti
rezultat)? Sto mozemo reéi u diskretnom sluc¢aju - da li rezultat vrijedi i tada i mogu li
se korisiti iste metode za njegovo dobivanje kao i u neprekidnom modelu? Koje su razlike
izmedu ta dva modela (neprekidnog i diskretnog)? I, kona¢no, §to mozemo re¢i o aproksi-
maciji, kada opceniti spektralno negativan Lévyjev proces aproksimiramo procesima tipa
slozenih Poissonovih subordinatora?

1.3 Pregled sadrzaja i notacija

Na gore navedena pitanja pokusat ¢emo odgovoriti u daljnjem tekstu, koji je organiziran
kroz cetiri poglavlja. U poglavlju 2. se podsje¢amo osnovnih pojmova i ve¢ poznatih re-
zultata iz teorije Lévyjevih procesa te slucajnih Setnji koji su nam potrebni za izvodenje i
razumijevanje dobivenih rezultata.

U poglavlju 3. razradujemo neprekidan slucaj, toc¢nije promatramo proces rizika u nepre-
kidnom vremenu do nekog nezavisnog eksponencijalnog vremena 7 koristeéi razne pristupe.
Prvo, u potpoglavlju 3.1., dekomponiramo proces supremuma ¢itavog procesa rizika u tre-
nucima kada do novog supremuma dovede skok procesa koji modelira zahtjeve za isplatom.
To nas dovodi do rezultata Pollaczek-Khinchinovog tipa. Kako bismo dobili isti tip rezul-
tata, u potpoglavlju 3.2 pokusavamo nasem procesu pristupiti drugom metodom - preko
Laplaceovih transformacija. U potpoglavlju 3.3. promatramo sto se dogada kada oslabimo
neke od pocetnih pretpostavki pa opet dobivamo rezultat Pollaczek-Khinchinovog tipa uz
tako oslabljene pocetne uvjete. U potpoglavlju 3.4. promatramo isti problem, ali iz pers-
pektive ljestvicastog procesa i takoder zakljucujemo sto se moze reéi u slucaju oslabljenja
pocetnih pretpostavki.

Poglavlje 4. donosi diskretan analogon naseg procesa rizika i ovdje, opet metodom de-
kompozicije supremuma, izvodimo u potpoglavlju 4.1. Pollaczek-Khinchinov oblik rezul-
tata. U potpoglavlju 4.3. za isti diskretan proces rizika koristimo drugu, kombinatornu,
metodu kako bismo izveli rezultate vezane uz vjerojatnost propasti. Poglavlje 4.2. sadrzi
neke zanimljive rezultate o skip-free slu¢ajnim Setnjama, koje smo dobili izvodeéi rezultate
poglavlja 4.1. i 4.3. U poglavlju 4. dodatno i poopéujemo nas proces rizika, dodajuci jos
nezavisnih komponeneti u promatrani portfelj.
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U poglavlju 5. promatramo aproksimaciju, tj. Sto i uz koji tip konvergencije mozemo
dobiti za opcenite Lévyjeve procese iz rezultata koje poznajemo za slozeni Poissonov pro-
ces.

Kroz sva poglavlja koristit ¢emo sljede¢e standardne oznake:
_d

za jednakost u distribuciji (nekad ¢emo reéi i jednako distribuirano),

~ za oznaku pripadnosti slucajne varijable nekoj poznatoj klasi distribucija (npr. X ~
Poi(\) znaci da slucajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s parametrom A > 0),

u™*, gdje je p distribucija neke slucajne varijable, za oznaku konvolucije n distribucija
i (n-ta konvolucija od p),

(u,x) za skalarni produkt vektora u i x, tj. ako su u = (uy,...,uq), * = (T1,...,24q)
€ R%, tada je (u,z) = D" u; - @y,

B(R?) za o-algebru Borelovih skupova na R?,

zt = max{x,0} i 2= = max{—z,0} za pozitivni, odnosno negativni dio nekog realnog
broja z,

log u 4. poglavlju za prirodni logaritam (logaritam po bazi e).



Poglavlje 2

Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju kratko prolazimo kroz osnovne definicije i rezultate vezane uz Lévyjeve
procese te slucajne Setnje. Posebno se osvréemo na potklase Lévyjevih procesa koje su
zanimljive u nasem kontekstu (generalizirani procesi rizika) i koje ¢emo u poglavlju 3. di-
rektno koristiti u modeliranju postavljenog problema, dakle, spektralno negativne Lévyjeve
procese i subordinatore. U potpoglavlju 2.8. detaljnije promatramo Pollaczek-Khinchinovu
formulu i pokazujemo kako se ona izvodi u osnovnom modelu, kako bismo kasnije mogli
provesti usporedbu s metodama i rezultatima dobivenim u nasem generaliziranom mo-
delu. Potpoglavlja 2.9. i 2.10. pregled su poznatih pojmova potrebnih za diskretan slucaj,
odnosno slucajne Setnje. Posebno gledamo potklasu skip-free slu¢ajnih Setnji koje se po-
javljuju u diskretnoj verziji naseg modela.

2.1 Lévyjevi procesi

Neka je (€2, F,P) vjerojatnosni prostor. Neka je T = [0,00). Ako je X; : Q — R? d € N,
izmjeriva funkcija za svako t € T (tj. X, '(B(R%) C F), kazemo da je X = {X;}ser
sluéajni proces. Ako je T = {0,1,2,3,...}, tada je X = {X;}ier slucajni proces u
diskretnom vremenu.

Definicija 2.1.1 Za slucajni proces X = {X;}ier kaZemo da je Lévyjev proces ako za
njega vrijeds

(L1) P(X,=0)=1,
(L2) X:— X je nezavisno sa {X, : u < s}, za svako 0 < s <t (nezavisnost prirasta),

(L3) X; — X je jednako distribuirano kao i Xi—s, za svako 0 < s < t (stacionarnost
prirasta),

(L4) X ima P — g.s. trajektorije koje su neprekidne zdesna i imaju limese slijeva.

Lévyjevi procesi nose ime po francuskom matematicaru P. Lévyju koji je jedna od naj-
zasluznijih osoba u proucavanju i opisivanju te vrste procesa. No, nisu se od samog pocetka
tako zvali. I sam Lévy zvao ih je potklasom aditivnih procesa, tj. slucajnih procesa sa
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nezavisnim prirastima. Kasnije su ih zvali procesima sa nezavisnim i stacionarnim priras-
tima, dok se 90-tih nije ustalio naziv koji se koristi i danas. Lévyjevi procesi ¢ine jednu
vrlo bogatu klasu sluc¢ajnih procesa, koliko sli¢nih, toliko i razli¢itih medu sobom. Upravo
te slicnosti, odnosno razli¢itosti, igrat ¢e klju¢nu ulogu u narednim poglavljima u kojima
¢emo pokazati koje klase Lévyjevih procesa zadovoljavaju neka svojstva bitna za teoriju
rizika, a koji ne, te zasto je to tako obzirom na njihovu strukturu. Svakako su najpoznatiji
primjeri Lévyjevih procesa Brownovo gibanje i Poissonov proces, odnosno slozeni Poisso-
nov proces. Za nas Ce biti bitni jos neki primjeri, no njih ¢emo detaljnije promotriti kasnije,
kada poblize pogledamo strukturu Lévyjevih procesa.

Primjer 2.1.2 Za slucajni proces B = {B;}:>0 koji poprima vrijednosti u R kazemo da
je Brownovo gibanje ako je ono Lévyjev proces za koji jos vrijedi da su mu trajektorije
P-g.s. neprekidne i da je, za svako t > 0, B; ~ N(0,t), odnosno P(B; € dx) = (2nt)~'/2.
exp{—2?/(2t)}dx.

Primjer 2.1.3 Za slucajni proces N = {N;};>¢ koji poprima vrijednosti u Ny kazemo da
je Poissonov proces intenziteta A > 0 ako je N Lévyjev proces za koji jos vrijedi da je

Primjer 2.1.4 Za slucajni proces X = {X:}i>0 za koji je X; = Z?ﬁofia gdje je
N = {N,}+>0 Poissonov proces intenziteta A > 0, te {{; : ¢ > 1} niz nezavisnih jednako
distribuiranih sluc¢ajnih varijabli koje su nezavisne sa N kazemo da je slozeni Poisso-
nov proces. Ova vrsta procesa predstavlja direktnu vezu Lévyjevih procesa sa slu¢ajnim
Setnjama jer je, oCito, slozeni Poissonov proces upravo slucajna setnja ¢iji skokovi pristizu
nakon nezavisnih eksponencijalno distribuiranih perioda vremena.

2.2 Beskonacno djeljive distribucije

Tek kada pogledamo vezu Lévyjevih procesa sa slucajnim varijablama koje imaju be-
skonacno djeljivu distribuciju, postaje jasno o koliko bogatoj klasi procesa govorimo. Neka
je (9, F,P) vierojatnosni prostor i X :  — R? slucajna varijabla, d € N.

Definicija 2.2.1 Za slucajnu varigablu X kaZemo da ima beskonacéno djeljivu distri-

buciju ako za svako n € N postoji niz nezavisnih jednako distribuiranih slucajnih varijabli
Xipn, Xop,y ooy Xpp td
X:Xm,n+X2,n+"'+Xn,n .

Svojstvo beskonacne djeljivosti distribucije znaci da ukoliko slu¢ajna varijabla X ima dis-
tribuciju u na R, onda za svako n € N postoje distribucije p,, takve da je

= py,

Ako pak promotrimo karakteristicnu funkciju pridruzenu toj distribuciji, Ou(u) =
Jpa €<= p(dx), u € R%, to znadi da vrijedi

@:u = (GMN)n )
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gdje su Ou, karakteristicne funkcije pridruzene distribucijama p,. Ako pak u d = 1
definiramo karakteristi¢ni eksponent kao

U(u) = — log/ e u(dr) = —logE[e™], ueR,
R

tada za beskonacno djeljive distribucije vrijedi
U(u) =nV,(u) ,

u € R, gdje su ¥,, karakteristi¢ni eksponenti pridruzeni distribucijama u,,. Za d > 1 postu-
pamo na slican nacin te definiramo karakteristi¢ni eksponent kao funkciju ¥ : R — C t.d.
je W(0) = 0 te Opu(u) = e Y™ u € R? pa svojstvo beskonacne djeljivosti slijedi analogno
kao za d = 1.

Najjednostavniji primjeri beskonacno djeljivih slucajnih varijabli su Poissonova, gama, nor-
malna i stabilne distribucije. No, rezultat koji u potpunosti opisuje klasu beskonacno dje-
ljivih distribucija, preko njihovih karakteristi¢nih funkcija, je poznata Lévy-Khinchinova
formula.

Teorem 2.2.2 Funkcija ¥ : R? — C je karakteristicni eksponent beskonacno djeljive dis-
tribucije na R? ako i samo kao postoji a € R?, pozitivna semi-definitna kvadratna forma Q
na R? i mgera I na R\ {0}, [(1 A |z|*)II(dz) < oo, takva da U ima oblik

1 :

\I/()\) =i1<a,\> +§ . Q(/\) +/ (1 — gi<he> +i1< N> 1{|x|<1})H(d$) , VA€ R? .
Rd

Kvadratnu formu @ zovemo Gaussov koeficijent, a mjeru II sa svojstvima kao u gornjem

teoremu Lévyjeva mjera.

Ako je X Lévyjev proces, onda je Xy, za svako t > 0, slucajna varijabla koja ima be-
skonacno djeljivu distribuciju. Naime, za svako n € N mozemo zapisati

Xi = Xym + (Xogm — Xin) + -+ (X — Xtn—1ye/n)

pa beskonac¢na djeljivost slijedi zbog nezavisnosti i stacionarnosti prirasta Lévyjvih procesa.
Ako sa U, oznacimo karakteristi¢ni eksponent od X; te ¥ := W, onda sli¢cnim argumentom
kao gore slijedi da za bilo koji racionalni ¢ > 0 vrijedi E [e#<**¢>] = ¢\ € R?. No,
kako je Lévyjev proces X neprekidan zdesna g.s., onda je preslikavanje ¢t — [E [e?<}Xt>]
takoder neprekidno zdesna pa gornja jednakost vrijedi za svako ¢ > 0. Funkciju ¥ : R? — C
zovemo karakteristicni eksponent Lévyjevog procesa X.

Iz gornjeg je prikaza jasno da se svakom Lévyjevom procesu moze pridruziti beskonacno
djeljiva distribucija, medutim ono $to nije ocito jest - moze li se uciniti i obrnuto? No,
odgovor na to pitanje je potvrdan i dan sljede¢im teoremom.

Teorem 2.2.3 (Lévy-Khinchinova formula za Lévyjev proces) Neka je a € R?,



12 Poglavlje 2. Osnovni pojmovi

Q pozitivna semi-definitivna forma na R? te II mjera na R\ {0} takav da vrijedi [(1 A
|z|))11(dz) < co. Neka je za svako \ € R4

T(N\) =ila,\) + %Q(A) + /Rd(l — " LGN, @) <y TI(d) (2.1)

Tada postoji vierojatnosni prostor (2, F,P) na kojem je definiran Lévyjev proces X koji
1ma karakteristicni eksponent W.

Pogledajmo sada neke primjere.

Primjer 2.2.4 Bududi da je Y, e"“ke_’\’,\c—]; = ¢ M1=¢") = (¢=2 (=" onda za Poisso-
nov proces {N;}i>o0, s parametrom A > 0, vrijedi E [¢®M] —A(1=¢™) " Stoga je njegov
karakteristicni eksponent dan sa ¥(u) = A\(1 — ™), u € R. U Lévy-Khinchinovoj formuli

za proces {N;} i¢ezavaju a i @, dok mu je Lévyjeva mjera Diracova mjera IT = A\é;.

Primjer 2.2.5 Pogledajmo sada slozeni Poissonov proces, X; = vaztl &, t > 0, gdje
je {Ni}i>0 Poissonov proces s intenzitetom A > 0 te {§; : ¢ > 1} niz nezavisnih jed-
nako distribuiranih slucajnih varijabli s funkcijom distribucije F', koje su nezavisne sa N.
Kako je E[eZh&] = S G Efen i) demd = e Al 1_61“) (dz) " slijedi da je karak-
teristicni eksponent za slozenl Poissonov proces oblika W(u) = X [o(1 — ™) F(dz). U
Lévy-Khinchinovoj formuli pak za ovaj proces imamo a = )\ fo <Jal<1 zF(dx), @ = 0 te

= €

II(dz) = AF(dz). Za Lévyjevu mjeru slozenog Poissonovog procesa vrijedi svojstvo koje
ga izdvaja od ostalih Lévyjevih procesa - ona je kona¢na sa ukupnom masom jednakom
intenzitetu \. Stovide, to je i jedini Lévyjev proces s tim svojstvom. Naime, ukoliko pro-
matramo X; = dt + vaztl &, d e R, t >0, tj. slozeni Poissonov proces s driftom d, onda
vrijedi sljedeci rezultat.

Lema 2.2.6 ( [Kypl, Lema 2.13.]) Lévyjev proces je sloZeni Poissonov proces s driftom
ako 1 samo ako je Q@ =0 ¢ II(R) < oc.

Primjer 2.2.7 Promotrimo li Brownovo gibanje s linearnim driftom, X, = oB; + ut,
t > 0, gdje je B standardno Brownovo gibanje definirano kao u Primjeru 2.1.2.; onda u
njegovoj Lévy-Khinchinovoj reprezentaciji imamo a = —pu, Q = o te Il = 0. Kako je

. (@=p)?
Jp € —me” 2 dr = e 2

tom p dan je pak sa ¥(u) =

o*u’tiup Larakteristiéni eksponent Brownovog gibanja s drif-

— AU .

Primjer 2.2.8 Lévyjev proces {X;};>o Ciji prirasti imaju gama distribuciju danu sa
_ P - l —ax . , . .

g (dr) = NGO dz, zove se gama proces. Njegova Lévy-Khinchinova repre-
zentacija ima oblik a = —fol 2Il(dx), Q@ = 01 [I(dx) = Bz te **dz, dok iz jednakosti
f(o,oo) €™ pip(a,p (dr) = (1 — du/a)™ slijedi da mu je karakteristi¢ni eksponent dan sa
U(u) = flog(l —iu/a). Ove Cinjenice ne slijede jednostavnim ra¢unom kao u prethodna

tri primjera, ve¢ se za njih koristi rezultat o Frullanijevom integralu, prema kojem za svako
o, 3>0izeCtd Rz<0vrijedi (1 — z/a)# = e Jo O-e)pa"lemdz
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Primjer 2.2.9 Za slucajnu varijablu X kazemo da ima stabilnu distribuciju s indek-
som « ako za svako n € N vrijedi X; + -+ + X,, = n'/* X, gdje su X1, ..., X,, nezavisne
kopije od X, a a € (0,2]. Iz definicije se odmah jasno vidi da je svaka stabilna distri-
bucija i beskonacno djeljiva distribucija. Za klasu Lévyjevih procesa c¢iji karakteristi¢ni
eksponent odgovara onome stabilnih distribucija kazemo da je stabilan Lévyjev proces.
Stabilne distribucije spadaju u klasu distribucija s teskim repom te imaju momente samo
reda strogo manjeg od «. Za karakteristi¢ne im eksponente vrijedi da je U(nA) = n*¥(\),
za svako n > 01 A € RY. U Lévy-Khinchinovoj reprezentaciji imamo pak za a € (0, 2)

—1l-«a
B | ax dx, x € (0,00);
Q=0, 7(dz)= { colz|1%dx, x € (—o0,0),
a a se onda odreduje jasno iz same reprezentacije. Iz definicije Lévyjeve mjere slijedi da
mora vrijediti [[7(1 A z?)z71"* < oo, Sto objasnjava restrikciju indeksa a € (0,2).

2.3 Svojstva Lévyjevih procesa

Kako bismo razumijeli svojstva koja posjeduju trajektorije Lévyjevih procesa i kako ta
svojstva razlikuju i dijele ¢itavu klasu Lévyjevih procesa u potklase, prvo moramo pogledati
rezultat poznat pod nazivom Lévy-Itova dekompozicija. On nam govori kako mozemo
bilo koji opceniti Lévyjev proces rastaviti kao sumu tri nezavisna Lévyjeva procesa koji se
medu sobom razlikuju upravo po svojstvima svojih trajektorija.

Teorem 2.3.1 (Lévy-Itova dekompozicija) Neka je X Lévyjev proces na R s trojkom
(a,0,11) danom kao u Teoremu 2.2.3. Tada postoji vjerojatnosni prostor na kojem postoje
tri nezavisna Lévyjeva procesa, XM, X@ ¢ XO takvi da je XV Brownovo gibanje s
driftom a, Xt(l) =0oB; —at, t >0, i karakteristicnim eksponentom

1
W (u) = —iau + 502u2 ;

X® slozeni Poissonov proces, Xt(2) = vaztl : (g9dje su N i &, i > 1, kao u definiciji

slozenog Poissonovog procesa), s karakteristicnim eksponentom

TP (y) =R\ (=1,1)) /leI(l - eiuI)H(Rr{((df)l, ) ;

X®) kvadratno integrabilan martingal sa g.s. prebrojivo mnogo skokova manjih od 1 na
svakom konacnom vremenskom intervalu i s karakteristicnim eksponentom

T (y) = / (1 — €™ + juz)II(dz) .
0<]z|<1

Uoc¢imo da ovaj teorem povlaci rezultat Teorema 2.2.3.; tj. Lévy-Khinchinovu formulu za
Lévyjeve procese. Naime, ukoliko definiramo X = X® 4+ X® 4+ X©®  onda iz gornjeg
teorema slijedi da postoji vjerojatnosni prostor na kojem je definiran Lévyjev proces X sa
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karakteristicnim eksponentom

1 .
U (u) = iau + 502u2 + /(1 — " 4 iurlfjy <y H(dz)
R

1
= tau + §U2u2

B e II(dx)
SR\ (<1,1) /| O L)
1 — ™ 4 juz)I(dx
* /0<|:c|<1( " ) ( )
_ o) 4 g® 4 gB) (2.2)

Dakle, svaki se Lévyjev proces moze prikazati kao suma Brownovog gibanja s driftom,
slozenog Poissonovog procesa koji ima samo skokove visine vece ili jednake 1 te ¢istog pro-
cesa skokova koji je martingal i ¢ije su visine skokova strogo manje od 1.

Za cjelokupan dokaz gornjeg teorema vidjeti na primjer [Ber, Teorem I.1.] ili [Kypl, po-
glavlje 2.5.]. Mi ¢emo ovdje promotriti samo dio konstukcije koja se koristi u dokazu, a
potrebna nam je za razumijevanje ve¢ spomenutih svojstava Lévyjevih procesa. Naime,
posljednji proces u sumi, X konstruira se kao proces kompenziranih parcijalnih suma
(skokova), tako da se definira

x5 —/ / aN(ds x dz) —t/ 2Il(dz) , t >0 . (2.3)
[0,t] Je<]z|<1 e<|z|<1

X®) se onda dobiva kao (uniformni) limes od X3¢ po prikladno odabranom (deter-
ministickom) podnizu u . Ovdje je N Poissonova slucajna mjera konstruirana na
([0,00) x R, B[0,00) x B(R),dt x II(dx)), a II je, kao i prije, Lévyjeva mjera Lévyjevog
procesa X.

Definicija 2.3.2 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i (S, S, u) prostor sa o-konacnom
mgerom te N : S — NogU {oo} t.d. su {N(A) : A € S} slucajne varijable definirane na
(Q,F,P). Tada za N kazemo da je Poissonova sluc¢ajna mgjera na (S, S, 1) ako vrijedi

(i) N(Ay),N(As),...,N(Ag) su nezavisne slucajne varijable, za sve Ay, Ay, ..., A C S
koji su medusobno disjunktni,

(ii)) N(A) ~ Poi(u(A)) ,VAE€S,
(ii) N je P-g.s. mjera.

Iz Lévy-Itove dekompozicije jasno je kako upravo Poissonova slucajna mjera N, koja je
definirana preko Lévyjeve mjere II procesa X, odreduje kakvi ¢e biti skokovi tog procesa.
No, prije nego pogledamo Sto mozemo na osnovu te mjere rec¢i o svojstvima samog procesa,
pogledajmo jos jedan vrlo koristan rezultat koji vrijedi za sve Lévyjeve procese, a kojeg
¢emo kasnije ¢esto koristiti u racunu. Naime, cesto ¢emo htjeti izracunati i izraziti svoje
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rezultate u terminima same mjere II, Sto se najlakse moze napraviti koristenjem formule
kompenzacije.

Lema 2.3.3 (formula kompenzacije, [Kypl, Teorem 4.4.]) Neka je (2, F,P) vjero-
jatnosni prostor 1 X Lévyjev proces definiran na njemu te II njegova Lévyjeva mjera.
Neka je N Poissonova slucajna mjera odredena mgjerom 11, intenziteta ds x dIl te neka
je H :[0,00) x R x Q — [0,00) sluc¢ajna funkcija za koju vrijedi

(1) H =H(t,x)(w) je izmjeriva po sve tri varijable,
(ii) za svako t > 0 je H(t,z)(w) Fi x B(R)-izmjeriva,
(111) za svako x € R je {H(t,z)(w) : t >0} g.s. neprekidan slijeva.

Tada za svako t > 0 vrijeds

E(/[O,t]/RH(s’m)N(ds x dz)) :E(/Ot/RH(s,x)dsH(d:U)) : (2.4)

Vratimo se sada na Lévyjev proces X. Iz Lévy-Itove dekompozicije jasno je da, ukoliko
X ima netrivijalnu komponentu X (Brownovo gibanje s driftom), onda je on proces
neomedene varijacije. Nejasno je, medutim, sto se dogada ukoliko je ta komponenta trivi-
jalna, tj. @ = 0. Komponenta X ®, koju ¢ini slozeni Poissonov proces, o¢ito je omedene
varijacije pa varijacija ukupnog procesa X ovisi o komponenti X tj. o procesu kompen-
ziranih skokova. Vrijedi

Lema 2.3.4 ( [Kypl, Lema 2.12.]) Lévyjev proces X, koji ima karakteristicnu trojku
(a,Q,11), ima trajektorije omedene varijacije ako i samo ako je

Q=0 1 /R(l/\|q:|)l_[(d:c)<oo.

Jasno je i da ¢e karakteristicni eksponent takvog Lévyjevog procesa sa trajektorijama
omedene varijacije biti oblika

W(u) = iau+u/

{lel<1}

2Il(dx) + /(1 — ™II(dx) .

R

Takoder uocimo da ako je X slozeni Poissonov proces, onda je njegov karakteristicni eks-
ponent upravo ovog oblika uz dodatni uvjet da je II(R) < oc.

Jos jedno iznimno vazno i vrlo ¢esto koristeno svojstvo Lévyjevih procesa jest jako Mar-
kovljevo svojstvo. Sjetimo se, obicno Markovljevo svojstvo intuitivno kaze da ponasanje
procesa u buducnosti pocevsi od nekog proizvoljnog fiksnog vremena ovisi o proslosti tog
procesa samo preko vrijednosti procesa u tom fiksiranom vremenu. Da bismo precizno
definirali 'proslost’ procesa, moramo promatrati proces X na filtriranom vjerojatnosnom

prostoru (2, F, {F: }i>0, P), gdje je {F; : t > 0} filtracija.
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Definicija 2.3.5 Filtracija na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) je rastuéa familija po-
dalgebri od F, tj. familija o - algebri (Fi)ier (g9dje je T neki ureden skup) za koju je
F.CF CF zasvakos<teT.

Vjerojatnosni prostor opremljen filtracijom (Fi)ier zove se filtrirani vjerojatnosni
prostor.

Prirodna filtracija pridruzena stohastickom procesu X je nagmangja filtracija obzirom na
koju je taj proces adaptiran, tj. F; = o(Xs : s <t).

Za filtraciju kaZemo da je neprekidna zdesna ukoliko je F, = Fii = Mgy Fs za svako
teT.

Filtracija (Fy)ier je potpuna ako je (2, F,P) potpun vjerojatnosni prostor i te Fo sadrzi
sve P - nul skupove.

Uocimo odmah da je inicijalna o-algebra F trivijalna prema Blumenthalovom 0-1 zakonu.
To znaci da, kad X nije slozeni Poissonov proces, on g.s. ili odmah postane strogo poziti-
van ili odmah strogo negativan ili oboje istovremeno.

Neka je sada 7 vrijeme zaustavljanja, tj. slucajna varijabla definirana na (Q, F, {F; }+>0, P)
za koju vrijedi da je {r < t} € F;, za svako t > 0. Tom vremenu zaustavljanja mozemo
pridruziti o-algebru 7, :={A e F : An{r <t} e F , Vt>0}.

Lema 2.3.6 (jako Markovljevo svojstvo Lévyjevih procesa) Neka je X opceniti
Lévyjev proces i T vrijeme zaustavljanja. Tada je na {1 < oo} proces {X,1s— X, : s >0}
nezavisan sa o-algebrom F, te ima istu razdiobu kao originalni proces X (sto specijalno
povlaci da je to opet Lévyjev proces).

Nezavisnost i stacionarnost prirasta, koji su odgovorni za jako Markovljevo svojstvo
Lévyjevih procesa, imaju kao posljedicu jos jedan rezultat koji se pokazao vrlo korisnim u
racunima vezanim uz ovu klasu procesa, a to je

Lema 2.3.7 (princip dualnosti za Lévyjeve procese) Za svako fiksno t > 0
(X — X : 0<s <t} :‘(ip) {-Xs : 0<s<t}. (2.5)

Ova nam lema zapravo kaze da ako pogodno 'obrnemo’ Lévyjev proces na nekom kona¢nom
vremenskom intervalu, njegova ¢e nova trajektorija biti jednaka u distribuciji originalnom
procesu reflektiranom oko ishodista. Slicno svojstvo, kao sto ¢emo vidjeti, posjeduju i
slucajne Setnje, takoder zbog svojstva stacionarnosti i nezavisnosti svojih prirasta. Korisna
posljedica ove leme, koja ¢e nam trebati kada budemo promatrali trenutne maksimume
Lévyjevog procesa X, je sljedec¢a lema.

Lema 2.3.8 Za svako fiksirano t > 0 vrijedi
(Sx(t), Sx(t) — X (1)) =f (X(t) — Ix(t), —Ix(t)) (2.6)

gdje je Sx(t) = supgc,<; Xs, t > 0, proces trenutnog supremuma, a Ix(t) =
info<s<; X5, t > 0, proces trenutnog infimuma od X.
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Za kraj pogledajmo jos malo Lévy-Itovu dekompoziciju procesa X. Uocimo da ukoliko je
[I(—00,0) = 0, proces X nece imati negativne skokove. Ako dodamo jos pretpostavke da
je Gaussova komponenta nula te da je proces omedene varijacije, posti¢i ¢emo da X bude
proces s neopadajué¢im trajektorijama. Takvi se Lévyjevi procesi zovu subordinatori.
Ako je pak I1(—o00,0) = 0, a X nije subordinator, dobit ¢emo klasu spektralno pozitivnih
Lévyjevih procesa. Dualni proces spektralno pozitivnog procesa zove se pak spektralno
negativan Lévyjev proces. U iduée dvije tocke promotrit ¢emo poblize te potklase
Lévyjevih procesa. Njih ¢emo direktno koristiti u nasoj konstrukciji u 3. poglavlju zbog
posebno lijepe teorije i rezultata koji, upravo zbog ovog svojstva jednostranih skokova, za
njih vrijede.

2.4 Subordinatori

Za proces C kazemo da je subordinator ako je C' Lévyjev proces koji poprima vrijednosti
u [0, 00), otkud slijedi da ima neopadajuce trajektorije. Iz Lévy-Ttove dekompozicije za
subordinatore slijedi

Lema 2.4.1 Lévyjev proces X je subordinator ako i samo kao je II(—00,0) =0, @ = 0,
Joooy (LA 2)(dr) < 00, te d = —(a+ [, 21(dx)) = 0.

Subordinatori predstavljaju vaznu potklasu Lévyjevih procesa, a i od kljuénog su znacenja
u teoriji Markovljevih procesa. Kod nekih se autora ovaj pojam odnosi na malo generalniju
klasu procesa, koje ¢emo ovdje zvati ubijeni subordinatori. Tocnije, ako je X subordina-
tor i 7 = 7(q) nezavisno eksponencijalno vrijeme s parametrom ¢ > 0, onda proces X (@) koji
poprima vrijednosti u [0, 00] i dan je sa Xt(Q) =Xy, zate€[0,7)1 Xt(q) =oozat € [1,00),
zovemo subordinator ubijen intenzitetom ¢. Napomenimo i da se svojstva ubijenih su-
bordinatora lako izvode iz pripadajucih za subordinatore pa ¢emo se na njih i koncentrirati.

Vazan alat kojim mozemo raditi sa subordinatorima je njihova Laplaceova transforma-
cija i Laplaceov eksponent. Preciznije, beskonacna djeljivost koja je u osnovi Lévyjevih
procesa, omogucava nam da Laplaceovu transformaciju subordinatora C' izrazimo u obliku

Elexp{-pC1)}] = exp{—tyc(B)} .,/ >0, (2.7)

gdje ¢ 1 [0,00) — [0, 00) zovemo Laplaceov eksponent od C.

Subordinator C' je oc¢ito proces ¢ije su trajektorije omedene varijacije i bez negativnih
skokova pa ako sa v oznac¢imo njegovu Lévyjevu mjeru, onda znamo da ona ima nosac¢ na
[0, 00) i zadovoljava taj dodatni uvjet f(o OO)(l/\as)u(d:E) < o0 iz Leme 2.4.1. Karakteristicni
eksponent za C' se pak moze izraziti u obliku

Vo) = —idf + /( (A=)
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Sto znaci da je
vod) = welid) =ai+ | (- Pwan). (28)

izraz koji ¢emo zvati Lévy-Khinchinovom formulom za subordinatore.

Iz te formule odmah slijedi da je Laplaceov eksponent ¥- od C konkavan i da mu je
derivacija v, potpuno monotona. Takoder je 1, (0;) = EC(1) € (0, 00], limg_,0e wCTW) =d
i c(00) = —logP(X (1) = 0) i ta je posljednja vrijednost kona¢na ako i samo ako je C
slozeni Poissonov proces.

w(e)

Slika 2.1: Laplaceov eksponent subordinatora (ovdje: ¥c(0) = 3log(l+0/5))

Spomenimo jo§ ovdje tri vazne vrste Lévyjevih procesa koji pripadaju subordinatorima, a
to su: Poissonov proces (s intenzitetom A > 0), stabilni subordinatori (stabilni Lévyjevi
procesi s indeksom « € (0,1). Zbog gore navedenog dodatnog uvjeta na Lévyjevu mjeru
subordinatora, ovdje je raspon indeksa a smanjen sa (0, 2] na (0, 1), dok slucaj a = 1 daje
deterministicki proces C'(t) = ¢ pa se obic¢no iskljucuje iz promatranja) te gama proces.

2.5 Spektralno negativni Lévyjevi procesi

Perturbaciju Z u nasoj konstrukeiji modelirat ¢emo spektralno negativnim Lévyjevim pro-
cesom. Lévyjevi procesi koji nemaju pozitivnih skokova ili spektralno negativni Lévyjevi
procesi ¢ine jednu izvanrednu klasu Lévyjevih procesa, a poceli su se proucavati po prvi
puta upravo u teoriji rizika te u teoriji repova. Naime, to su procesi za koje teorija fluk-
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tuacije daje najljepSe rezultate, u smislu da se mogu izraziti u potpunosti eksplicitno.
Teorija fluktuacije je neprekidna verzija teorije (razvijene uglavnom u radovima Spit-
zera, 1964. (vidi [Spi]), Borovkova, 1976. (vidi [Bor]) i Fellera, 1971. (vidi [Fell])) koja
daje mnoge lijepe rezultate vezane uz trajektorije slucajnih Setnji promatraju¢i ponasanje
sluc¢ajne setnje zajedno sa njenim ekstremima.

Preciznije, spektralno negativni procesi definiraju se kao Lévyjevi procesi ¢ija Lévyjeva
mjera ima nosa¢ u (—oo,0) i, uz standardni uvjet na Lévyjevu mjeru (f(_oo 0)(952 A
)IIz(dx) < 00), zadovoljava i dodatni uvjet:

/ [Ty (dx) < oo .
(—OO,—l)

Najjednostavniji primjeri su negativni subordinator s konac¢nim ocekivanjem i determi-
nisticki drift. Mi éemo iz razmatranja za Z obicno iskljuciti slozeni Poissonov proces (bez
drifta) jer éemo pretpostavljati da je E Z(1) = 0 (a za slozeni Poissonov proces bez drifta
ne moze vrijediti E Z(t) = 0), no uo¢imo da je to samo zbog jednostavnosti jer, ’kompen-
ziranjem’ pomocu drifta, mozemo obuhvatiti i takvu situaciju. Ovakve pretpostavke ipak
omogucavaju dobar izbor procesa koji mogu predstavljati perturbaciju, uzmimo primjerice
Brownovu perturbaciju te a-stabilan spektralno negativan Lévyjev proces za a € (1,2).

[ako spektralno negativan proces Z moze poprimiti i pozitivne i negativne vrijednosti,
njegovi su eksponencijalni momenti konacni, tj. E [exp{5Z(t)}] < oo, za svako g > 0.

Laplaceov mu je pak eksponent, 1, dan sa

Vz(B) = %52 + / (%" —1 — B\ (dx) | (2.9)

(_0070)

¢ > 0. Uoc¢imo ovdje da upravo dodatni uvjet na Lévyjevu mjeru od Z osigurava integra-
bilnost drugog dijela eksponenta. Sada imamo da je

Elexp{BZ(1)}] = exp{tiz(5)} - (2.10)

Preslikavanje ¢z : [0,00) — (—00, 00) je beskona¢no diferencijabilno na [0, c0), strogo kon-
veksno te ¢(0) = 0 1 limg_,o ¥z (8) = o0.

Sjetimo se sada joS nekih osnovnih detalja o Laplaceovom eksponentu koji ¢e nam kas-
nije biti od koristi.

Znamo da Brownovo gibanje u svakom fiksnom trenutku ima momente svih redova,
medutim ve¢ pogled na slozeni Poissonov proces sa prirastima iz na primjer « - stabilne
distribucije sa a € (0, 1), naznacava da nije za sve Lévyjeve procese tako. Preciznije, za
opéeniti Lévyjev proces X s Lévyjevom mjerom II vrijedi (za dokaz vidi [Kypl, Teorem
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3.6.)

E[efXV] <00, Vt>0 < P Tl(dx) < oo.
|z[>1

Dakle je Laplaceov eksponent

9(8) = ¥x(B) = 7 log B[] = —w(~if)

konacan ako i samo ako je

Pl (dx) < oo .
[ >1

Koristeci ovu karakterizaciju i definiciju spektralno negativnih Lévyjevih procesa, mozemo
vidjeti kako je za njih ¥z (5) < oo za svako 5 > 0.

Ako za spektralno negativan Lévyjev proces Z (sa Laplaceovim eksponentom v7) ozna¢imo
sa

¢z(q) =sup{f >0 : ¥z(0) = q} (2.11)
najveée rjeSenje jednadzbe 17 (0) = ¢, onda ¢z(q) zovemo desni inverz od . Ako je
E X(1) > 0, tada je ¢z(q) jedinstveno rjesenje od ¥ z(0) = ¢, a ako je E X (1) < 0 (Sto ¢emo
mi dobiti nakon ispuStanja uvjeta Cistog profita u poglavlju 3), onda je ¢z(q) jedinstveno
rjesnje od 1z(6) = ¢ samo u slucaju kad je ¢ > 0, tj. imamo dva rjesenja od 1z(6) =0, 0
i¢z(0)>0.

w(e)

q) 0

Slika 2.2: Laplaceov eksponent spektralno negativnog procesa za 1/1/2 (04+) > 0 (ovdje: ¥z(0) = «93/2)
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w(e)

®0)  ola) 8

Slika 2.3: Laplaceov eksponent spektralno negativnog procesa za ¢/Z(0+) < 0 (ovdje: Yz(0) =
6% —20)

Osnovna je ’slabost’ formula iz teorije fluktuacije za opcenite Lévyjeve procese u
tome $to ih veéina ukljucuje jednodimenzionalne distribucije procesa koji su rijetko kada
eksplicitno poznati. No u sluc¢aju spektralno negativnih procesa te se formule znacajno po-
jednostavljuju i mogu se izraziti direktno u terminima originalnih podataka, Laplaceovog
eksponenta 1, i njegovog inverza, ¢, = 1,

Klju¢an teorem koji omogucava pojednostavljenje brojnih rezultata iz teorije fluktuacije u
ovom slucaju (primijenjen na nas proces Z i njegove oznake) je

Teorem 2.5.1 ( [Ber, Teorem VII.1.])

Neprekidan rastuci proces Sz(t) :==sup{Z(s) : 0 < s <t} je lokalno vrijeme u 0 za reflek-
tirani proces Sz — Z. Njegov neprekidan zdesna inverz, T'(z) = inf{s >0 : Sz(s) >z} =
inf{s >0 : Z(s) >z} (x > 0) je subordinator, ubijen u nezavisnom eksponencijalnom
vremenu ako Z — —oo, a Laplaceov mu je eksponent jednak ¢z = w;l.

Odavde slijedi

Korolar 2.5.2 ( [Ber, Korolar VIIL.2.])

i) Sz(7(q)) ~ Exp(¢z(q))

i) Z ide u +00, oscilira ili ide u —oo ovisno o tome je li derivacija Laplaceovog eksponenta
od Z oko 0, 1¥,(0,), pozitivna, jednaka 0 ili negativna. U posljednjem slucaju, apsolutni
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supremum, Sz(00), ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom ¢z(0).

Lako se vidi da iz [Ber, Teorem VII.4. i Propozicija VI.3.] slijedi sljedeéi rezultat.

Teorem 2.5.3

Bleap(lz(r(@)] = 5 1AL

Time smo dobili Laplaceovu transformaciju infimuma do nekog nezavisnog eksponenci-
jalnog vremena spektralno negativnog procesa, a uoc¢imo da pustanjem ¢ — 0 mozemo
dobiti istu i za apsolutni infimum. Ova osnovna formula teorije fluktuacije za spektralno
negativne procese bit ¢e i nama kljuc¢na za dobivanje jednog oblika Pollaczek-Khinchinove
formule, pogotovo stoga Sto ¢e nas cjelokupni proces rizika X imati strukturu spektralno
negativnog procesa.

,B>0. (2.12)

2.6 Lokalno vrijeme

Ideja lokalnog vremena potjece od Lévyja koji ju je razvio za slucaj Brownovog gibanja.
Kasnije, ponajvise zahvaljujué¢i Blumenthalu i Getooru, uo¢ena je njihova veza sa klasom
subordinatora pa se iz tih rezultata dalje razvila Citava teorija ekskurzija, koje ¢emo se
kratko dotaknuti i mi na kraju 3. poglavlja. Lokalno vrijeme moze se konstruirati i za
opcenitiju klasu, Markovljeve procese, slijede¢i konstrukciju slicnu Lévyjevoj. Za deta-
lje vidi [Ber, Poglavlje IV.]. Naime, u jednom i u drugom slu¢aju zanima nas struktura
uzastopnih ekskurzija procesa iz neke tocke. Obic¢no ¢e ta tocka od interesa biti trenutni
maksimum procesa. Ideja je da se konstruira rastuéi proces (to ¢e biti onda lokalno vrijeme)
koji ostaje konstantan u tim intervalima kad je proces izvan promatrane tocke (najcesée
svog prethodnog maksimuma). Pokazuje se da je tada njegov inverzni proces subordinator
¢iji skokovi odgovaraju duljinama intervala ekskurzije.

Ideja Pollaczek-Khinchinove formule, koju za generalizirani sluc¢aj zelimo dobiti, takoder je
direktno vezana uz ovu problematiku. Naime, ono §to zelimo je dekomponirati trajektoriju
¢itavog procesa u nezavisne i jednako distribuirane dijelove koji predstavljaju ekskurzije
iz trenutnog maksimuma. No, to se pokazuje kao problematicno u slucaju opcéenitog
Lévyjevog procesa, obzirom da cak i na konacnom vremenskom intervalu Lévyjev proces
moze imati beskona¢no mnogo ekskurzija iz svog trenutnog maksimuma. Lokalno vrijeme
u maksimumu je upravo alat kojim se taj problem uspjesno rjesava. Ekskurzije originalnog
Lévyjevog procesa iz trenutnog maksimuma zapravo su jednake ekskurzijama reflektira-
nog procesa, S — X (gdje je S; = supy<,«; Xs) iz 0. Kako je pak reflektirani proces
Markovljev proces (vidi na primjer [Ber, Poglavlje VL]), onda je prirodno njegov proces
ekskurzija iz 0 promatrati kroz lokalno vrijeme definirano za Markovljeve procese.

Sa (P, : x € RY) ozna¢imo sad vjerojatnosne mjere koje odgovaraju razdiobi nekog
sluéajnog procesa na R koji kreée iz tocke x € R%.
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Definicija 2.6.1 Neka je M = {M; : t > 0} slucajni proces na (2, F,{Fi}i>0,P) koji
je adaptiran obzirom na filtraciju {Fi}i>0 (. My je Fi-izmjeriv za svako t > 0), poprima
vrijednosti u R? i ima neprekidne zdesna trajektorije te P(My = 0) = 1. Za M kaZemo da je
Markovljev proces ako je za svako vrijeme zaustavljanja T < oo proces {M.,s : s> 0},
obzirom na P(-|M, = x), nezavisan sa F, i takoder ima distribuciju P,.

Oznacimo sa Ty := inf{t > 0 : M, = 0} prvo vrijeme kada se proces M ponovno vrati
u 0. Dogadaj {Ty = 0} je Fy - izmjeriv buduéi da je Ty vrijeme zaustavljanja. Stoga,
opet prema Blumenthalovom 0-1 zakonu, imamo da je P(7; = 0) = 0 ili 1. Ako je ova
vjerojatnost jednaka 0, onda kazemo da je 0 iregularna, a ako je ta vjerojatnost jednaka
1, onda je 0 regularna. U slucaju da je 0 regularna, onda mozemo definirati prvo vrijeme
izlaska procesa iz stanja 0, tj. S} := inf{t > 0 : M, # 0}. To je opet Fy - izmjerivo
vrijeme zaustavljanja pa je opet P(S; = 0) = 0 ili 1. U prvom slucaju za 0 kazemo da je
tocka zadrzavanja, a u drugom trenutna tocka.

Nadalje pretpostavljamo da je za proces M 0 regularna i trenutna tocka, u slucaju ire-
gularnosti ili tocke zadrzavanja, konstrukcija ¢e biti ocitija i jednostavnija pa ¢emo je
promotriti kasnije.

Pogledajmo sada nul-skup za proces M (to ¢e u slucaju Lévyjevog procesa odgovarati
nul-skupu reflektiranog procesa),

Z:={t : M;=0}.

Za otvoreni interval (g,d) t.d. je M; #0zasveg<t<d, g€ Z,d € ZU{oo}, gdje je Z
zatvarac skupa Z, kazemo da je interval ekskurzije. Ako sa l,(a), gn(a) i d,(a) oznacimo
duljinu (I,,(a) = d,(a) — gn(a)), lijevu krajnju tocku i desnu krajnju tocku n-tog intervala
ekskurzije koji je duljine strogo vece od a (pokazuje se da s vjerojatnoséu 1 postoji barem
jedan takav interval ekskurzije), onda mozemo definirati

1 < e
m — P(l1(a)>c)? a=¢
fila) { P(ly(c) > a), a>c.

Ova je funkcija nerastuca i neprekidna zdesna i predstavlja distribuciju duljina intrevala
ekskurzije. Sa N,(t) = sup{n : g¢,(a) < t} ozna¢imo pak broj ekskurzija duljine vece od
a koje zapocnu prije vremena t. Tada vrijedi

Teorem 2.6.2 ( [Ber, Poglavije IV.2.])
(i) za svako t > 0 N,(t)/f(a) konvergira kada a — 04 i taj limes oznacavamo sa L(t),
(ii) preslikavanje t — L(t) je neprekidno i rastuce,

(i4i) supp{dL} = Z,

(iv) L je proces koji je adaptiran obzirom na filtraciju {F;}i>o ,
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(v) za svako wvrijeme zaustavljanja T koje je g.s. konacno 1 M, = 0 g.s. proces
{(M;4s, L(T +s) — L(1)) : t > 0} je nezavisan sa F, i ima istu razdiobu kao i
(M, L) obzirom na vjerojatnosnu mjeru P,

(vi) ako je L' neki drugi neprekidan rastuéi proces t.d. supp{L'} C Z i za koji vrijede
svojstva u (iv) i (v), onda postoji konstanta k >0 t.d. je L' =k - L.

Kao jedna od posljedica dokaza ovog teorema dobiva se i da je L(dy(a)) ~ Exp(u(a)) i
nezavisno je sa [i(a). Takoder vrijedi

Korolar 2.6.3 Postoji konstanta ¢ > 0 t.d. g.s vrijedi

t t
/ Lim,—0yds = / lezyds =cL(t), Vt>0. (2.13)
0 0

Proces L konstruiran i sa svojstvima kao gore zovemo lokalno vrijeme u 0 Markovlje-
vog procesa M.

Ako pogledamo inverz tog procesa,
LYt)=inf{s >0 : L(s) >t} (2.14)

tada je taj proces rastu¢i i neprekidan zdesna te adaptiran obzirom na filtraciju
{Fr-1 }i>0. Za svako t > 0 su L(t) i L7'(t) vremena zaustavljanja te je

L™YL(t)) =inf{L7Yu) : L' u) >t} =inf{s >t : M, =0}

LN L)) =sup(L ™ (uw) : L' (u) <t} =sup{s <t : M, =0}

(Sto su zapravo lijeva i desna krajnja tocka intervala ekskurzije koji sadrzi vrijeme t). Taj
proces zovemo inverzno lokalno vrijeme. Osim toga, vrijedi onaj kljucan rezultat o
kojem smo govorili na pocetku ovog potpoglavlja.

Teorem 2.6.4 ( [Ber, Teorem IV.8.]) Inverzno lokalno vrijeme L' je subordinator sa
Lévyjevom mjerom u (gdje je p(s,t] := p(s) —a(t), 0 < s <t < 00) i driftom c, ubijen
intenzitetom ji(0o). Laplaceov eksponent od L' dan je sa

Y(u) = ulc+ /000 e “h(x) dz) .

U dokazu ovog teorema lijepo se vidi da skokovi od L™! odgovaraju duljinama intervala
ekskurzije, tako da je L™!(t) zapravo suma duljina intervala ekskurzije do lokalnog vremena
od t zajedno s vremenom provedenim u 0, tj.

L7ty =ct+ Y AL \(s).
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Veza Lévjevih procesa, tocnije subordinatora, i lokalnih vremena za Markovljeve procese
tu ne prestaje. Moze se takoder pokazati da je svaki subordinator zapravo inverzno lokalno
vrijeme nekog Markovljevog procesa.

Pogledajmo jos kratko sto se dogada u slucaju kad je 0 tocka zadrzavanja ili pak ire-
gularna tocka. U slucaju kada je 0 tocka zadrzavanja, onda je iz njene definicije jasno
da ima smisla promatrati niz uzastopnih vremena izlaska, odnosno povratka procesa u
0. Ako sa R; ozna¢imo i-ti izlazak, a sa S; i-ti povratak u 0, ¢ > 1, tada je Ry = 0 i
Ry < 81 < Ry < ... Uzastopnom primjenom Markovljevog svojstva procesa, slijedi da je
nul-skup Z = [Ry, S1) U [Ry,52) U ... te da postoji neprekidno preslikavanje rastuée na
skupu Z, a to je fot L{ar—0yds, t > 0. Dakle se lokalno vrijeme u 0 definira kao bilo koji
proces L = {L(t) : t > 0} koji je do na konstantu jednak gornjem, t;j.

t
c- L(t) = / 1{Mt:0}d8 , t>0.
0
Pokazuje se da je i u ovom slu¢aju inverzno lokalno vrijeme, L™!, subordinator.

Ako je pak 0 iregularna, onda ima smisla promatrati niz (R, : n > 1) uzastopnih povra-
taka u 0. I ovdje uzastopnom primjenom Markovljevog svojstva dobivamo da je gornji niz
zapravo rastuca slucajna Setnja pa bi prirodno bilo definirati lokalno vrijeme u nekom tre-
nutku ¢t > 0 kao kao broj povrataka procesa u 0 prije trenutka t. Medutim, tada bi inverz
tog lokalnog vremena bio proces u diskretnom, a ne neprekidnom vremenu. Obzirom da
promjena vremena slucajne Setnje pomocu Poissonovog procesa koji je s njom nezavisan
pretvara slu¢ajnu Setnju u slozeni Poissonov proces (dakle, Lévyjev proces), onda uvodimo
niz nezavisnih eksponencijalnih varijabli s istim parametrom i nezavisnih sa originalnim
procesom, Ey, Fy, ... Tada definiramo lokalno vrijeme u 0 kao proces L = {L(t) : ¢t > 0}
takav da je L(t) = Z?:(tg E;, gdje je n(t) = max{i : R; < t}. Uz male tehnicke dodatke,
ovaj se proces moze svesti na adaptirani proces, a ¢injenica da nije neprekidan, nego samo
neprekidan zdesna, ne pravi problem. Promatramo njegov neprekidan zdesna inverz, L™,
i za njega se opet moze pokazati da je subordinator.

Vratimo se sada na Lévyjeve procese. Osim lokalnog vremena, jo§ je jedna stvar u srzi
izvanredne teorije fluktuacije - radi se o ljestvicastim procesima. Takva vrsta teorije, koja
dovodi i do Wiener-Hopfove faktorizacije, prvotno je razvijena opet za slucajne Setnje. No,
upravo ve¢ spomenuta ¢injenica da vremena kada opceniti Lévyjev proces postigne novi
maksimum ne tvore nuzno diskretan skup te Cinjenica da su konstrukcije u diskretnom
slu¢aju uglavnom kombinatorne prirode, onemogucila je da se analogna konstrukcija ljes-
tvicastih procesa provede i za Lévyjeve procese u neprekidnom slucaju. U pocetku se taj
problem pokusavao rijesiti tako sto se za neprekidan slucaj koristila aproksimacija diskret-
nog, medutim, upravo lokalno vrijeme omogucdilo je elegantniji pristup. Pogledajmo stoga
konacno kako se ono definira za Lévyjeve procese.
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Definicija 2.6.5 Za svakot > 0 i x € R definiramo

1 t
L(z,t) = limsup2— ; Ly|x.—z|<e1ds

E—)0+ €

1 zovemo ga lokalno vrigjeme u tocki v 1 vremenu t.

Za ovako definiran proces vrijedi da je, za svako x € R, L(z,-) rastuéi proces koji raste
samo kada je Lévyjev proces X u tocki x, tj. X = z. Osim toga, za svaku izmjerivu
omedenu funkciju f takvu da je f > 0 g.s., vrijedi

/0 FXds = [ F@) Lty

Pokazuje se takoder da ovako definirano lokalno vrijeme za Lévyjeve procese zadovoljava
sva svojstva koja, kao u Teoremu 2.6.2., vrijede za lokalno vrijeme Markovljevog procesa i
stoga je do na konstantu jednako tako definiranom lokalnom vremenu. Ponovno vrijedi i
da je inverzno lokalno vrijeme subordinator.

2.7 Ljestvicasti proces i funkcija obnavljanja

Sada za nas Lévyjev proces X promatramo njegov reflektirani proces u supremumu te
reflektirani proces u infimumu, tj. S — X i X — I. Kako je X — I dualni proces od
S — X, onda je dovoljno promatrati jedan od njih, a to ¢e najcesée biti S — X. Za njega
vrijedi da je Markovljev proces pa mozemo gledati njegovo lokalno vrijeme u 0 koje se
onda podudara sa lokalnim vremenom u maksimumu originalnog procesa X. Oznacimo
sa L = {L(t) : t > 0} to lokalno vrijeme, a sa L™! njegov neprekidni zdesna inverz.
To inverzno lokalno vrijeme zovemo proces ljestvicastog vremena. Koristimo ga kako
bismo promijenili vrijeme procesa supremuma tako da definiramo

SLfl(t), Lil(t) < 00;
00, inace.

H(t) = { (2.15)

Proces H zovemo proces ljestvi¢astih visina, a par (L™, H) ljestvicasti proces. Poka-
zuje se da je ljestvicasti proces ponovno Lévyjev proces, a njegov bivarijantan Laplaceov
eksponent x definira se kao

exp{—#(a, B)} = E[exp{—(aL™(1) + BH(1))}] . (2.16)

Veza izmedu ljestvicastog procesa i originalnog procesa X moze se izraziti na viSe nacina,
no svi su neka verzija Wiener-Hopfove faktorizacije. Spomenimo jednu.

Teorem 2.7.1 Neka je T eksponencijalno vrijeme s parametrom q > 0, 7 ~ Exp(q),
nezavisno s originalnim procesom X. Neka je S = {S; : t > 0} proces supremuma kao
i do sada, a G, = sup{t < 7 : X, = S} posljednje vrijeme povratka u 0 reflektiranog
procesa prije trenutka 7. Tada vrijeds
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(i) parovi (G;,S;) i (1 — G;,S; — X;) su nezavisni,

(i1) za svako o, B > 0
E[exp{—aG, — S, }] = exp{/OO dt/( )(e_o‘t_ﬂx — )t e "P(X; € dr)}
0 0,00
i
E [exp{—a(r—G.)— B(S.— X7)}] = exp{ / Tt /( (PR € ).
0 —0,0
Vezano uz ljestvicasti proces, definiramo funkciju obnavljanja pridruzenu procesu

T([L’) = / ]P)(H(t) S :L’) dt =FE / 1{H(t)§x} dt =E / 1{S(t)§m} dL(t) , T Z 0. (2.17)
0 0 0

T je rastuca i neprekidna zdesna, a Laplaceov eksponent dan joj je, za A > 0, sa

)\/OOO e MY (x)dx = SO (2.18)

gdje je k bivarijantan Laplaceov eksponent ljestvicastog procesa. Funkcija obnavljanja
usko je vezana uz prvi trenutak kada proces X prijede razinu 0. Naime, u slucaju kad
X ide u —oo postoji konstanta k > 0 takva da, za svako x > 0, T(z) = k - P(S(c0) <
r) =k -P(T(z0) = 00), a kad X ide u 400, onda postoji takoder konstanta & > 0 t.d.,
za svako x > 0, T(z) = k- E(T(z)) (u slucaju kad X oscilira je P(S(c0) < 00) = 01
E (T(z,00)) = 00). Funkcija obnavljanja lijepo se pojavljuje i u vezi karakterizacije puzanja
procesa X preko odredene razine, a vezano uz proces supremuma, imamo i sljedeé¢i koristan
rezultat.

Lema 2.7.2 Neka je F' funkcija distribucije procesa supremuma od X u nezavisnom ekspo-
nencijalnom vremenu s parametrom 1, tj. F(x) =P(S(1) < x), x >0, 7 = 7(1). Funkcije
F i Y su neprekidne i postoji konstanta ¢ > 0 t.d. ¢Y(x) < F(z) < ¢ 'Y (z) za svako x > 0
dovoljno malo.

Za detalje vezane uz ove rezultate vidjeti [Ber, poglavlje VL.5.].

2.8 Slucajne Setnje

Slucajne Setnje predstavljaju jedan od najjednostavnijih, a opet najvaznijih primjera
slucajnih procesa. Sam naziv im potjece iz 1921. od Pdlyje, no kao model i ideja pojavile
su se i mnogo ranije, u sklopu rjeSavanja poznatih kockarskih problema u vjerojatnosti koji
datiraju jos iz 17. stoljeca.

Definicija 2.8.1 Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor te Y1,Ys,Ys, ... niz nezavisnih
jednako distribuiranih slucajnih varijabli na njemu, sa zajednickom distribucijom F. Niz
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(Sp, @ neN) takav da je

zovemo sluéayna Setnja. Slucajne varijable Y;, 1 € N zovu se prirasti sluc¢ajne Setnje.

Najjednostavniji primjer slucajne Setnje je svakako jednostavna simetri¢na slucajna
Setnja na Z, ¢iji se prirasti mogu interpretirati kao ishodi uzastopnih nezavisnih bacanja
simetricnog novc¢i¢a. Naime, ako pretpostavimo da se kladimo da ¢e pri bacanju takvog
novcica pasti glava i dobivamo +1 ako glava zaista padne, odnosno gubimo —1 ako padne
pismo, onda S,, zapravo predstavlja ukupan dobitak (ili gubitak) nakon prvih n bacanja
tog novci¢a. No, cak i ovako jednostavna slucajna Setnja donosi brojne velike rezultate sa
sobom. Spomenimo samo nekoliko: ako pogledamo vjerojatnost da se ovakva Setnja u tre-
nutku 2n vrati u poziciju iz koje je krenula, ug, = P(S2, = 0) = 57 (2:), onda Stirlingova
formula kaze da je ugy, ~ \/%, n — oo. Nadalje, ako ozna¢imo T = inf{n : S, = +1}
prvo vrijeme dolaska u poziciju +1 te Setnje, onda je P(T < oco) = 1, §to znaci da jed-
nostavna slucajan Setnja g.s. posjeti u nekom trenutku svako stanje, tj. svaku poziciju.
Takoder je ET = 400, sto pak znac¢i da kockaru koji igra strategijom koju smo opisali,
treba ocekivano beskonacno vremena za igru prije nego ostvari profit. Poznata je distribu-
cija vremena T, P(T = 2n — 1) = (—=1)"!. (1742). Takoder je poznato i da je broj putova
te slucajne Setnje (k, Sk)r>1 od pozicije (0,a) do pozicije (n,b) koji dodirnu ili prijedu « -
os jednak broju putova od pozicije (0, —a) do pozicije (n,b), a,b € Z. Ovaj rezultat zove
se princip refleksije i kao njegova posljedica moze se dobiti glasacki teorem, o kojem ¢e
detaljno biti rijeci u ¢etvrtom poglavlju.

Dakle, ve¢ ovaj osnovni primjer sluc¢ajne Setnje otvara brojna pitanja - o ponasanju slucajne
Setnje nakon $to prode puno vremena (ponasanje u beskonénosti), o povratku u inicijalno
stanje iz koje je krenula, o pozicijama koje posjeti do nekog fiksnog vremena, itd. Jedno od
glavnih svojstava koje utjece na sva ta pitanja za sluc¢ajnu Setnju je svojstvo rekurentnosti,
odnosno tranzijentnosti. Za sluc¢ajnu Setnju koja se s vjerojatnoséu 1 vrati u pocetnu po-
ziciju kazemo da je rekurentna, a u suprotnom kazemo da je tranzijentna. Rekurentna
se slucajna Setnja s vjerojatnoséu 1 onda vrati u poc¢etnu poziciju beskona¢no mnogo puta,
dok za tranzijentnu slucajnu Setnju taj dogadaj ima vjerojatnost 0. Ako promotrimo
jednostavnu slucéajnu Setnju na Z?, moze se pokazati (Pdlyja, 1921.) da tranzijentnost,
odnosno rekurentnost ovisi o toj dimenziji d.

Teorem 2.8.2 Jednostavna simetricna slucajna Setnja u 72 je rekurentna za d = 1,2 te
tranzijentna za d > 3.

Vratimo se sada na opcenitu slucajnu Setnju. Ako je, kao na pocetku, promatramo kao
proces koji modelira profit kockara u igri koju smo opisali ili je pak pomatramo u osigu-
ravaju¢em kontekstu kao proces pristiglih zahtjeva za isplatom ili proces uplata i sli¢no, u
svakom nam je slucaju od velike vaznosti promatranje maksimuma te slucajne Setnje, tj.

proces { M, }nen, M, = max{0,S1,Ss,...,S,}.

Problem sa procesom maksimuma M slucajne Setnje proizlazi ponajvise iz ¢injenice da
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on, za razliku od originalne sluc¢ajne Setnje (kao i procesa prirasta Y), nije Markovljev
proces i stoga ga je mnogo teze analizirati. Jedan od osnovnih rezultata koji rjesava taj
problem je Spitzerov identitet.

Teorem 2.8.3 ( [AChD]) Za 0 <r <1

WE

r"E [exp{A\M, }| = exp {Z %E [exp{)\S:}]} ,

n=1

I
=)

n
gdje je ST = max{0,S,}.
Od posebnog su nam interesa naravno one parcijalne sume u slucajnoj Setnji koje postizu
maksimum, tj. oni ¢lanovi niza S koji ujedno pripadaju i nizu M. Oznacimo sa

vt =min{n >0 : S, >0}

prvo vrijeme kada slu¢ajna Setnja S postane pozitivna, tj. ude u (0,00). Ako je S, <0
za svako n € N, onda definiramo v™ = co. v zovemo prvo (strogo, jako) rastuce
ljestvicasto vrijeme od S. Tada definiramo pripadajuée prvo (slabo) padajude ljes-
tvicasto vrijeme od S, v~ =min{n >0 : S, <0}. Ocito je da vrijedi

{7/+:k}:{51 §0752§07"'7Sk*1 §O7Sk>0}
te
{V_:]{Z}:{Sl>0,SQ>O,...,Sk_1>0,Sk§0}.

Zapravo, vrijedi i vise, tj. {vt =k} € Fy, te {v~ = k} € Fi, k € N, §to znaci da su
vremena vt i v~ vremena zaustavljanja obzirom na filtraciju {F, }.en koja je generirana
procesom S (definicija analogna onoj koju smo dali kod Lévyjevih procesa). Sada se dalje
mogu definirati

+ _omindi s ot +_0 i gt — 7t
Vo =min{j >v; + S; >S54}, vy =01 v =v",

n-to (strogo, jako) rastuée ljestviCasto vrijeme te, za gore definirano v~, n-to
(slabo) padajuée ljestvicasto vrijeme,
Vg =min{j > v, © <8, -}, vy =01 vy =vF.

Kako bismo, koriste¢i ljestvicasta vremena, proucili dalje proces maksimuma slucajne Setnje
S, kljuéno nam je znati kako se ona ponasaju u beskonacnosti, a to ovisi o oc¢ekivanju
prirasta te slucajne Setnje. Oznac¢imo (zbog jednake distribuiranosti) EY := EY; za bilo
koji 7 € N. Tada vrijedi sljedeé¢i rezultat.

Teorem 2.8.4 ( [Res, Propozicija 7.2.3.])
(i) Ako je EY >0, onda je lim,_,, S, = o0,

(i1) ako je EY <0, onda je lim, o S, = —00 i
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(iii) ako je EY =0, onda je limsup,,_, ., S, = 0o i liminf, ,, .S, = —oc.

Ukoliko za sluc¢ajnu Setnju vrijedi (i) iz teorema, kazemo da ona ima pozitivan drift, u
slucaju (ii) negativan drift, a u slucaju (iii) da oscilira. Uo¢imo da ima smisla promatrati
rastuca ljestvicasta vremena te, dalje uz njih, maksimum sluc¢ajne Setnje samo u slucaju
(ii), tj. kada S ima negativan drift. Razlog tome je §to je u slucaju negativnog drifta
M, < o0 gs., gdje je M, := max{S, : n>0}. U tom slucaju ima smisla definirati i

+ .
It — S+, VT < oo
00, Inace,

prebacaj preko 0, odnosno prvu rastuéu ljestvicastu visinu procesa S.

Ako oznac¢imo distribuciju od H' sa G, tj. GT(z) = P(H" < z), x € R, te GT(0) =
lim, . GT(z), onda vrijedi sljedeéi rezultat. Za njegov dokaz, kao i detaljniji izvod svih
narednih rezultata vidjeti [GS] (sto slijedi pristup kao u [Asml] i [Res]).

Teorem 2.8.5 FEkvivalentno je
(i) EY <0,
(ii) My < 00 g.5.,
(11i) G (o) < 1.
Ukoliko je vt < oo, onda induktivno dalje mozemo definirati ostala rastuca ljestvicasta
vremena i pripadajuée visine. UocCimo da je, zbog nezavisnosti i stacionarnosti pri-

rasta slucajne Setnje, nova slucajna Setnja S,+.1 — S,+,S,+12 — S,+,... nezavisna sa
S1, 59, ...,5,+ 1 jednako distribuirana kao originalna Setnja S. Stoga definiramo

HY — S,,+ — SV+_1, I/;_ < 0OQ;
" 00, inace,

n-tu rastuéu ljestvicastu visinuod S. Sa H™ = {H : n € N} definiramo onda proces
rastudih ljestvicastih visina, a par (v, H') zovemo rastuéi ljestvicasti proces. Radi
se o bivarijantnom procesu obnavljanja (slijedi iz Markovljevog svojstva) ¢ija su druga
koordinata uzastopni maksimumi sluc¢ajne Setnje S, a prva koordinata pripadajuca vremena
u kojima se ti maksimumi postizu i taj proces predstavlja osnovni sastojak ve¢ spomenute
teorije fluktuacije za slucajne Setnje. Naime, pokazuje se da vrijedi

N
:ZH;“ , N=max{n : v <oo}.

Osim toga, uz notaciju Go(z) = G (x)/G"(0), takoder vrijedi

Teorem 2.8.6 Za svako x > 0 vrijedi

o0

P(My, < ) i GH)*H(a) =) (11— p)p"Gi(x) .
k=0

k=0
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gdje je p = GT(00).

Odavde, uz definiranu vjerojatnost propasti ¥(u) = P(M, > u), slijedi Pollaczek-
Khinchinov oblik rezultata.

Korolar 2.8.7 Za svako u > 0

I(u) = (1 - p)p"GiF(u) .

k=1

Ovaj rezultat ima posebno lijep zatvoren oblik ako ga provedemo, na slican nacin kao gore,
u slucaju slozenog Poissonovog modela. Naime, u tom je slucaju

@(w):%/ F(u)du, >0,

gdje je A intenzitet pozadinskog Poissonovog procesa, a ¢ drift. Osim toga je

Ap
pP=—,
c

gdjeje u=EY te

Eo(m):%/ F(u)du , 2 >0.

Ako je jos poznata i distribucija prirasta u slozenom Poissonovom modelu i ona je na pri-
mjer eksponencijalna s nekim parametrom 6 > 0, tj. F' ~ Exp(d), onda Gy poprima jos
ljepsi oblik - ima takoder eksponencijalnu distribuciju s istim parametrom 9, tj. Gg ~

Exp(0).
Analogna konstrukcija kao gore provodi se za padajuce ljestvicaste visine.

Ako sa Gt 1 G~ oznacimo ljestvicaste distribucije od H™, odnosno H~, onda pomocéu
njih mozemo izraziti distribuciju F' prirasta originalne slucajne Setnje. To je jedna od
verzija Wiener-Hopfove faktorizacije od S.

Teorem 2.8.8 Uz gornje oznake, vrijedi
F=Gt+G -GG .

Slicne se varijante Wiener-Hopfove faktorizacije mogu dobiti i iz sljedece poznate veze
uspostavljene izmedu slucajne Setnje S te upravo definiranog ljestvicastog procesa.

Teorem 2.8.9 Za svakon>11x2 >0

1 1
—-P(S, € dx) = E]P)(V]j =n,H, €dz) .
n

k=1
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Iz ovog pak oblika rezultata mozemo opet dobiti glasacke teoreme, o kojima e biti rijeci
kasnije.

2.9 ’Skip-free’ slucajne Setnje

Vratimo se sada opet malo na pocetno pitanje u vezi slucajnih Setnji i promatrajmo ponovno
slucajnu Setnju na Z. Zanima nas kako se slucajna Setnja vraca u poziciju iz koje je krenula
i Sto mozemo reci o stanjima koje je posjetila do nekog vremena. Dakle, ono §to nas zanima
je prvo vrijeme kada Setnja dosegne neku razinu (poziciju) m € Z. Oznac¢imo ga sa

7(m) =min{n >0 : S, =m},

specijalno je 7 = 7(1). Jasno je, koriste¢i Markovljevo svojstvo, da se 7(m) moze dobiti kao
suma m nezavisnih kopija od 7 pa je dovoljno da se fokusiramo samo na njegovu distribu-
ciju. U slucaju kada je S jednostavna slucajna Setnja, ovu distribuciju mozemo relativno
jednostavno odrediti koriste¢i na primjer generirajuce funkcije ili pak metodu refleksije.
Dobivamo rezultat koji smo ve¢ spomenuli, tj. P(7 =2n —1) = (=1)""* (17/12).

Medutim, u op¢enitom slucaju analiziranje putova koje se provodi kod jednostavne slucajne
Setnje da bi se dobio gornji rezultat, ne prolazi. Jedina su iznimka tzv. skip-free slucajne
Setnje. Nazivi neprekidna zdesna ili skip-free prema gore slucajna Setnja dolaze od njenog
ponasanja, tj. ¢injenice da se moze pomaknuti udesno (ili prema gore) samo za jedan korak
u jednoj jedinici vremena, dok ulijevo (ili prema dolje) moze preskociti nekoliko koraka.
Ovakva se vrsta slucajne Setnje prirodno pojavljuje u mnogim podrué¢jima primjenjene vje-
rojatnosti, kao na primjer u teoriji repova i teoriji procesa grananja (branching processes).
Ona je primjer tzv. Markovljevog lanca M/G/1 tipa u teoriji repova u situaciji u kojoj
se ‘musterije’ (customers) pocinju razdvajati te takoder Markovljevog lanca koji modelira
velicinu trenutne populacije u Galton-Watsonovom procesu grananja, a moze se javiti i u
raznim igrama na sreéu u u kojima se u svakoj (nezavisnoj jednako distribuiranoj) igri
riskira po jedna jedinica.

Dakle, skip-free ’prema gore’ ili neprekidne zdesna slucajne Setnje su one slucajne
Setnje Ciji prirasti ne postizu vrijednosti vece ili jednake 2 (tj. P(Y; < 1) = 1), dok se one za
¢ije priraste vrijedi P(Y; > —1) = 1 zovu neprekidne slijeva ili skip-free ’prema dolje’.
Upravo zbog toga sto se prema desno, odnosno lijevo mogu pomicati samo po jedan korak,
omogucuje nam da ih drzimo pod ’kontrolom’; kao i kod spektralno negativnih Lévyjevih
procesa u neprekidnom slucaju. Iz tog razloga vrijedi sljedece.

Lema 2.9.1 Neka je (z1,x2,...,2,) konacan niz cijelih brojeva mangih ili jednakih 1 koji
uw sumi daju 1. Tada postoji jedinstvena ciklicka permutacija m indeksa 1,2, ..., n takva
da je

k
Zxﬁ(j)go, za svako k=1,2,....n—1.

=1

Odavde slijedi sljedeéi rezultat.
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Propozicija 2.9.2 Uz oznake kao gore, vrijedi

To je Kempermannova formula, koja se moze dobiti i kao posljedica glasackih teorema,
kao sto ¢emo vidjeti u ¢etvrtom poglavlju, gdje ¢emo se detaljnje baviti ovakvim slucajnim
Setnjama.



Poglavlje 3

Neprekidan slucaj

3.1 Perturbirani proces rizika promatran do nezavis-
nog eksponencijalnog vremena

Neka je

» {C(t) : t > 0} subordinator, za sada s kona¢nim ocekivanjem (E[C(1)] < oo) i
Levyjevom mjerom v. On modelira proces zahtjeva za isplatom pa je jasan razlog
ovakvog odabira u modelu - Zelimo ostati u okviru procesa sa stacionarnim i neza-
visnim prirastima, a u danom kontekstu, mora se raditi o rastu¢em procesu;

» {Z(t) : t >0} Lévyjev proces bez pozitivnih skokova i, takoder za sada, s kona¢nim
oc¢ekivanjem. Uzet ¢emo bez smanjenja opcenitosti da je to ocekivanje jednako 0
(E[Z(1)] = 0), no, jasno je da i ukoliko je ono razlicito od 0, uvijek to mozemo
kompenzirati sa visinom premije c. On modelira perturbaciju, a upravo izbor ovakvog
procesa bez pozitivnih skokova omogucava primjenu ’jake masinerije’ dostupne iz
teorije fluktuacije;

» c > (0 visina premije;

» 7~ Exp(q), ¢ > 0, neko nezavisno eksponencijalno vrijeme.

Promatrat ¢emo generalizirani perturbirani proces rizika
Xt)y=ct—-Ct)+Z(t), t>0,
gdje su C'i Z nezavisni procesi te, za sada, pretpostavljati uvjet ¢istog profita:
E[C(1)] <c.

Uocimo da je zbog tog uvjeta E[X(1)] = ¢ —EC(1) > 0 pa X(t) = +oo kada t — oc.
Dualni proces procesa X definira se kao )?(t) = —X(t), t >0, dakle to je Lévyjev proces
sa Lévyjevom mjerom 7(0,y) = v(—y,0). Za njega pak, uz ove pretpostavke, vrijedi da
X(t) :== —X(t) = —oo kada t — co.

34
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Oznac¢imo jo§ supremume:

S(t) = sup X(s) i S(co)= sup )A((s)

0<s<t 0<s<oo0

Analogne oznake, S(t), S(7) i S(c0), odnose se na proces X. Uocimo takoder da buduéi
da X — —o0, onda je S(00) < 00, g.s.

Za proces X ¢emo pak promatrati

I(t):= inf X(s) te I(o0):= inf X(s)

0<s<t 0<s<o0

(opet analogne oznake I(c0) i (t) mozemo koristiti za proces X).

X(t)

Slika 3.1: Generalizirani proces rizika X (t) = ct—C(t)+ Z(t), gdje je C sloZeni Poissonov proces,
a Z Brownovo gibanje

Obzirom na strukturu Pollaczek-Khinchinove formule koju zelimo dobiti, za subordinator
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C ¢emo definirati integrirani rep distribucije

H(zr) = IEC’l(l) /Oxy(y,oo)dy:m/oxy(y,oo)dy,

gdje posljednja jednakost slijedi koriste¢i Fubinijev teorem.

Uocimo da je X spektralno negativan Lévyjev proces (kao i Z), sa ocekivanjem E X (1) =
c—EC(1) > 0. Stoga je, kao i kod Z, Laplaceov eksponent od X, u oznaci ¢x, definiran
sa

Elexp{BX(1)}] = exp{tx (B)} .

Zbog nezavisnosti od C'i Z vrijedi

Ux(B) =B —e(B) +vz(B), F=0.

U ovom je sluéaju, zbog ¢y (0+) = E X (1) > 0, ¢x strogo rastuée pa je ¢x(0) = ¢ (0) =
0.
Buduéi da je 7 eksponencijalno vrijeme nezavisno sa X, iz Teorema 2.5.3. i ovdje slijedi

da je
ot - 00

Pustimo li ¢ | 0, dobivamo da Ix(7(q)) =% Ix(o0) pa iz gornje jednakosti slijedi

E exp{B1x (00)}] = w’x<o+>¢xi(m 850,

5>0.

Ako ozna¢imo

Y(t):=ct+Z(t), t>0,

onda je Y takoder spektralno negativan Lévyjev proces sa ocekivanjem EY (1) = ¢ > 0 pa
po istom argumentu kao i za proces X slijedi

E [exp{ 81y (00)}] = ¢;<o+>¢yi(m B0,

Cilj nam je dekomponirati dualni proces X u odredenim trenucima zaustavljanja koja
¢emo, prema [Schm], zvati modificirani ljestvicasti trenuci. To ¢e biti trenuci u ko-
jima proces C' svojim skokom dovede do novog supremuma citavog procesa, tj. kada je

AC(t) > S(t—) — X (t—).
1. korak:

Pogledajmo stoga prvo ocekivani broj trenutaka kada se postigne novi supremum pro-
cesa X zbog skoka subordinatora C'. U slucaju kada su pretpostavke kao gore, imamo (kao
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u [HPSV1, Teorem 4.1.])

EC(1
E( Z 1{A0(t)>§(t—)—)?(t—)}) - Wg’zl) :
0<t<oo

Za dobivanje ovog rezultata kljucna je ¢injenica da za spektralno negativan proces vrijedi
da njegov supremum do nekog nezavisnog eksponencijalnog vremena ima eksponencijalnu
distribuciju (tocnije, S(7(q)) ~ Exp(¢(q)), gdje je ¢ = %" Za detalje vidi Korolar 2.5.2.),
a rezultat onda slijedi primjenom formule kompenzacije, teorema o monotonoj konvergen-
ciji i Fubinijevog teorema.

Da bi dobiveni rezultat dao da je broj vremena kada se postigne novi supremum zbog
skoka subordinatora C' diskretan (Sto onda i omoguéava dekomporziciju koju éemo pro-
vesti), koristili smo uvjete koje smo na pocetku pretpostavili. Osnovno je pitanje koji su
nuzni i dovoljni uvjeti da bi skup tih vremena bio diskretan. Ta je tema detaljno obradena
u radu [SV] i gornji je rezultat poopcen, tako da za opceniti Lévyjev proces {Y(¢)} i
subordinator {C ()}, bez pretpostavki na konaénost ocekivanja, do nekog nezavisnog eks-
ponencijalnog vremena 7 ~ Exp(q) vrijedi:

E ( Z 1{A0(t)>§(t—)_)?(t_)}) = 1/0 P(S(r) <) v(dz) .

0<t<r q

2. korak:

Obzirom da, uz nase pretpostavke, iz 1. koraka slijedi da su vremena kada se postize
novi supremum procesa X zbog skoka subordinatora C' diskretna, mozemo definirati

op:=0c=1inf{t >0 : AC(t) > §(t—) — )?(t—)}

Opi1 =if{t >0, : AC(t) > S(t—) — X(t—)},
tako da vrijedi:
O0<o1<o09<...,g.5.

3. korak:

Za y > 0 definirajmo 7, = inf{t > 0 : )?(t) > y}, dakle, prvo vrijeme ulaska procesa X u
(y,00). Tada je ocito
S(t—) <y akoisamo ako t <7,

(jer supremum procesa X prije trenutka ¢ je manji ili jednak y ako i samo ako proces X
do tog trenutka nije usao u (y, c0)).

. ONTYNT
Zanima nas E fo L |

ranog procesa S — X do trenutka o ATy AT (obzirom da gledamo §to se dogada sa procesom

(B)-%t) Sx}dt’ dakle, ocekivano vrijeme provedeno u (0, x) reflekti-

S — X, ai o smo definirali preko tog procesa). Poopéujemo Propoziciju 4.3. iz [SV].
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~

Prvo, dakle, za x > 0 i y > 0, pogledajmo koliko je o¢ekivano vrijeme koje proces S-X
provede u (0, z) sve do trenutka 7:

E /0 Ligi-2wy<ay @

_ % /O e MBS (1) < ) dt = P(S() <)
_ é(l — ey (3.1)

U gornjem smo racunu koristili Fubinijev teorem, linearnost ocekivanja, neprekidnost
procesa X u vjerojatnosti (kako bismo presli na proces S(t) — X(t)) i potom da je
S(t) = S(t) — X (t). Takoder smo u zadnjoj jednakosti iskoristili da je S(7) ~ Exp(6(q)),
gdje je ¢ (strogo rastuci) inverz Laplaceovog eksponenta 1) procesa X.

Sada pogledajmo sto se dogada sa oc¢ekivanim vremenom boravka ispod razine x za proces
S — X do trenutka 7, ali nakon vremena o V 7, = max{c,7,}. Uotimo da nije potrebno

ovdje koristiti uvjet o V 7, < oo jer je gornja granica integrala 7, a ukoliko je o V 7, > T,
onda je integral i tako jednak nuli.

I /0 Lgw)-2)<ay Lo L5y dt

=k [/ Lsw-xwen dtlo VT <T|PloV T, <7)

VTy
= P(O V 7/'?; < T)E /0 1{§(t)—)?(t)§x} dt
1
=P(o < 7,7, < 7)=(1 — e ?@7) (3.2)
q

U gornjem smo racunu koristili da je proces S—X jaki Markovljev proces pa ako definiramo

Y(t)_{ (S —X)(t), t<m

] 9, inace,

tj. ubijemo proces S — X u nezavisnom eksponencijalnom vremenu 7, onda opet dobivamo
jaki Markovljev proces. Na njega mozemo primijeniti jako Markovljevo svojstvo, iz cega
onda slijedi posljednji redak.
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Istim bismo postupkom dobili:
E [ 1 1 dt = P(7, L1 = emotan
; (8- )<a} L{S)y>yy W = (7y < 7)5( —€ ) -
(3.2) pa dobivamo:

Sada oduzmemo (3.3) o

Vs -2 <y Lot L5 >y dt

=
QI»—*QI'—c\\‘ -

NP7, < 1)~ Blo < 7,7 < 7))

—
—_
|
™

(1—e?DMP(F, < 7,0 >7)

Analogno kao do sada, dobili bismo:

T 1 ) )
E /0 Lig - %()<ay Lt<or dt =P(o = 7')5(1 — 0@y

Mi Zelimo izracunati
(oNTY)NT T
E/O 1{§(t)_)?(t)gx} dt = E/O 1{§(t)_)?(t)gx}1{t§a}1{tSTZ} dt,
sto dobivamo ako oduzmemo (3.4) od (3.5):

I /0 Ligw -2 <oy Lot L5 <yy At

1
=—(1- €_¢(q)$)(P(O' >71)-P(7, <7,0>7))
q
1
= (1 -e?DP(o>71,7 > 7).
q

Time smo dobili sljedeci rezultat.

Propozicija 3.1.1 Zaz >0 1y > 0 vryed:

<N
v
\]
~—
L
—_
|
®|
-
S
8
~—

(oNTy)AT 1



40 Poglavlje 3. Neprekidan slucaj

Napomena 3.1.2 Uocimo da je

(oATy)A N 1 o(a)
B lusosdt = Plo > >§ (1 eolom) =
_ Plo>7,7,>7 / dlau g,
q
CPloc>r,7T >
— / (02 p = ¢(q)1{u<m}e v gy, (3.7)
0

pa onda, standardnim postupkom, dobivamo da za bilo koju nenegativnu Borelovu funkciju
f na [0, 00) vrijedi:

. /O(U/\ry)/w f(g(t) B )?(t)) gt — P(o > 7',7/2 > 7)9(q) /OOO flu)e 2D gy, . (3.8)

4. korak:

Sada zelimo dobiti zajednicku distribuciju (S(o—), J,, S(c—) — X (6—)) na {o < 7}, kako
bismo iz nje odredili distribuciju preskoka u trenutku o prije vremena 7, J;. Definirajmo

1, = (AC(0) — (B(o-) — R(0-) - Ter)
Prvo ¢emo izracunati distribuciju vektora (S(o—), J;, 5(o—) — X (0—)) na {o < 7}.
Trazimo, dakle, ]P’(:q\(a—) <y, J,>u, §(0—) — )A((J—) > z,0 <71)zaneke z, y, z> 0.

Koristit ¢emo formulu kompenzacije i to za proces

H(t,w,e) = 1{§(t*,w)§y}1{§(t7,w)f)?(t7,w)>z}1(x+§(tf,w)f)?(t7,w),oo)<€)1{t§(0/\7)(w)} : (3.9)

Lijeva strana formule kompenzacije daje

=P(S(cAT)-) <y,S(c AT

AC(oAT) = (S((c AT)=) = X((c AT)=)) > 2,0 < 7)
+P(S((c AT)=) <9, S((0 AT)=) = X((0 AT)=)) > 7,
AC(oAT) = (S((c A=) = X((0 AT)=)) > z,0 > T)
=P(S(c—) <y, S(0—)— X(o=) > 2, J, > z,0 <7)
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jer u drugom slucaju ({o > 7}), buduéi da se jos nije dogodio o, nije jos doslo do novog
supremuma zbog skoka subodinatora C, tj. AC(t) < S((t)=) — X ((t)—), za svako t < o.
Stoga je P(AC(oc A T) — (S((U ANT)—=) — X((a ANT)=)) > ) = P(AC(T) — (§((7’)—) —
X((r)=)) > z) =0, za svako z > 0.

Desna strana formule kompenzacije, uz f(u) = 1(;)(u) - v(x 4+ u,00) i primjenu Na-
pomene 3.1.2., pak daje

E(/Ooo dt/(ojoo)u(de)?{(t,w,e))

oNT
:E(/O 150y <y 150y -R ()55 /(0 oo)l(“g‘t*) R(1-).00) (€)V(d))

J/\ﬁ,/\T .
—E( / A1 505010l + S(t-) — X(t-),00))

Plc>7,7,>7

- )0(a) /000 Lz 00) (u) v (2 + u, 00)e YD dy

q
- P(o > 1,7, > 7)0(q) /OO efcb(q)uy(x + u, 00) du .
q z

Time smo dobili sljedeci rezultat.
Propozicija 3.1.3 Za z, y, 2 > 0 vrijedi

) >z, Jr >x,0 <7T)

(0—) = X(o
A>
Ty 2 7)0M / YDy (2 + u, 00)du . (3.10)
q

5. korak:

Sada iz zajednicke distribucije koju smo dobili u 4. koraku odredimo P(c < 1), a po-
tom i trazenu distribuciju preskoka, P(.J. > z|o < 7).

Stoga u gornjoj propoziciji pustimo z — 0, y — 00 i z — 0. Time (zbog neprekidnosti
vjerojatnosti) s lijeve strane dobivamo

lim  P(S(o-)<y,S(c-)—X(o=)>zJ,>x,0<7)=P0<7),

z—0,y—00,2—0 -

~

sto odmah slijedi iz definicije od S(t), J, i X (t) — S(¢).
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S desne strane pak imamo

Plo > 1.7, > &
lim 0277 27)é) / e~ @y (1 4 u, 00) du
q z

z—0,y—00,2—0

_P(o>1)(q) / > =@y (4, 00) du .
q 0 |

Probajmo sada zapisati ovu vjerojatnost, P(c < 7), u obliku koji ¢emo moéi usporediti s
rezultatom iz Korolara 4.5. iz [HPSV1] za P(o < 00).

Dakle, prilikom ra¢unanja te vjerojatnosti dobili smo
P(o > e
q 0

No, primjenom Fubinijevog teorema dobivamo
/00 e Dy (2, 00)dx = 1 /00(1 — e D%y (dx)
0 o(a) Jo
pa je

Plo<71)=(1-P(o < T))é /000(1 — e_‘f’(qm)y(dx) =

=(1—-Plc <)),

gdje smo koristili oznaku

oo 1 o
b= 1/ (1 — e ? D%y (dz) = —/ P(S(7) < x)v(dz)
q.Jo qJo
=E( Z Liacws5-)-R o)) - (3.11)
0<t<r

Uocimo da pretposljednji redak slijedi iz ¢injenice da je S(7) ~ Exzp(¢p(q)), a posljednji
iz [HPSV1, Lema 3.1.]. Takoder uo¢imo da je b ocekivani broj trenutaka kada se postigne
novi supremum procesa X zbog skoka subordinatora C' do trenutka 7.

Tada je
Po<t)=1-Ploc<T))-b
pa je
Plo <71) = b :
b+ 1
gdje je b definiran kao u (3.11).
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S druge strane, ako oznacimo sa a ocekivani broj trenutaka kada se postigne novi su-
premum procesa X zbog skoka subordinatora C' (na ¢itavoj vremenskoj skali), tj.

EC(1)

a=E( Z 1{AC(t)>§(t7)f)?(tf)}) T RO EC(1)
0<t<o0
onda je, koriste¢i Korolar 4.5. iz [HPSV1],
EC(1)
o __ceog _ECU) =P(oc < )
~ EC() - - :
a—+1 B +1 c

Dakle, dobili smo posve isti oblik odnosa vjerojatnosti da ¢ bude manji od nekog vremena
sa ocekivanim brojem trenutaka kada se postigne novi supremum zbog skoka subordinatora
C do tog trenutka.

Sada mozemo odrediti i distribuciju preskoka, takoder koristeé¢i rezultat iz Propozicije
3.1.3., tako da pustimo y — o0 i 2 — O:

~

P(J, >z,0<7)= lim P(S(c—) <y, S(c—)—X(o=)>2J,>x,0<7)

y—00,2—0

_Plo=27)9@) [* s
= . /0 e v(x +u,00)du .

Odavde slijedi da je

P(J, >z,0 <T)
P(oc <71)

Ploznola) [ o=0lauy (g + u, 00) du

w I e 2@y (u, 00) du
1 [0.9]
B —¢(q)u
- e viz + u, 00 du
I e @y (u, 00)du /0 ( )

P(J, >z|lo <T)=

Time smo dobili sljedeci rezultat.

Korolar 3.1.4 Vrijed:

Plo <71)=P(c > 7)@ /000 e DUy (4, 00)du (3.12)

E (ZOStST 1{A0(t>>§<t—>—)?<t—>})

Plo <71)= 5 (3.13)

(Zogtg 1{AC(t)>§(t—)—)A((t*)}) +1
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Takoder, uvjetna distribucija preskoka J., uz uvjet da je {o < 7}, dana je sa

1 oo
— —¢(g)(u—x)
P(J, >z|lo <T)= N )du/m e v(u,00) du . (3.14)

Ovaj rezultat mozemo usporediti sa rezultatom dobivenim u [HPSV1, Korolar 4.5.], tj.

Plo < o0) =P(o = oo)é/ooou(u,oo)du :

tj.
E (20§t<oo 1{A0(t)>§(t—)—)?(t—)})

Plo < 00) =
E (20§t<oo 1{AC(t)>§(t—)—)?(t—)}) +1

P(J > z|o < 00) = fooy(uloo)du/ool/(u,oo)du:1—H(x).

Takoder uo¢imo da kada u Korolaru 3.1.4. pustimo ¢ — 0 (buduéi da je 7 ~ Ezp(q), tada
T — 00), onda dobivamo upravo gornji rezultat, buduéi da je lim, g e @ = o) —

eV =1, a lim, 0 @ =¢'(0) = m =: 1.

6. korak:

Pogledajmo mozemo li, kao u [HPSV1, Korolar 4.6.], iz dobivenog zakljuéiti nezavisnost
dogadaja {o < 7} i slucéajne varijable S(o—)?

Sto bi znagila nezavisnost dogadaja {o < oo} i slucajne varijable S (0—) dobivena u Koro-
laru 4.6. u nasem slucaju? Da distribucija supremuma do trenutka ¢ ne ovisi o tome je li
se o dogodio prije ili poslije nekog eksponencijalnog vremena 7.

Pogledajmo prvo zajednicku distribuciju ]P’(§(J—) < y,o0 < 1), tako da pustimo z — 0 i
z — 0 u Propoziciji 3.1.3.:

IP’(:S’\(J—) <y,0<7)=Ploc>71,7,> T)—¢<q> /OO eid’(q)“u(u, o0) du
q 0 R
_Plo> 7,72 7)0),_ Plo>7.5(-) < 9)ola),
q q ’

gdje smo oznacili
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Nadalje, ako trazimo distribuciju od §(0—), onda gledamo

P(S(c—)<y)=P(S(c—) <y, 0 <7)+P(S(6—) <y,o0>71) =
_PO>780) 9@ | pGie_) < g0 > 1)
. <y, :

sto ne mozemo grupirati kao u navedenom [HPSV1, Korolar 4.6.] (obzirom da ovdje imamo

dvije razlicite slucajne varijable, S (c—) i S (T—)), jedino bismo mogli zaspisati drugi dio

kao
P(S(o0—) <y,0 >7) =P(S(r—) <y,S(r,0-) <y,0 > 7),

gdje koristimo oznaku S(r,0—) = supTSK(,)A( (t). To pak mozemo raspisati uvjetno na

poziciju S(7), medutim, time si ne¢emo olaksati racun.

No, kako je 7 krajnje vrijeme, tj. proces promatramo do tog vremena i poslije ga jednos-
tavno 'odrezemo’, nama zapravo treba S((o A7)—). Pa pokusajmo sa {o < 7} i slu¢ajnom
varijablom S((cAT)—) (upravo onam je taj dio na [7, o] bio problemati¢an u slu¢aju o > 7).

Dakle,

P(S((c AT)=) <y,0 <7)=P(S(c=)<y,0<7)

a s druge strane je

P(S((0AT)=) < 9) =P(S((0 A7) =) S g0 <T) + P(S((0 AT)=) S .0 > 7)

—P(o > 1,5(1—) < w@f +P(S(r=) <y, 0> 7)
=(1+ @1)1@(@(7—) <y,0>7).
Stoga je
& 0(9) (G e
P(S((cnT)=)<y) Plo<T1)=(1+ TI)P(S(T—) <y o> 7)@
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tj. dobili smo nezavisnost dogadaja {o < 7} i sluc¢ajne varijable §((0 AT)—).
7. korak:

Uoc¢imo takoder da sad mozemo provesti konstrukciju supremuma procesa X do trenutka
T preko modificiranih ljestvicastih visina,

Lo = A§((al AT)=)
N7 = 8(o1 AT) = S((01 AT)-)
L7 :=8((os AT)=) — S(oy A7) na {o1 <7},

sve do Jy_ 1 Ly, gdje je

Ny :=max{n €N : g, <71}.
Tada, koriste¢i jako Markovljevo svojstvo i zaboravljivost eksponencijalne distribucije, do-
bivamo da je P(o, < 7) = p," (gdje je p, := P(c < 7), a ta nam je vjerojatnost poznata
iz Korolara 3.1.4.) te da N, ima geometrijsku distribuciju sa parametrom ¢, := 1 — p,.

Takoder je jasno da mozemo zapisati

S(r)= sup X(t)=Lo" +J\" +Li" +--+Jy,” + Ly, " (3.15)
0<t<r
pa je
P(S(r) < 2) =P(Ly" + " + Li" + -+ Jx,” + Ly,” < 1)

=Y P(Lo"+ "+ L7 4+ Iy, + L <@, N =n).
n=0

Takoder dobivamo, koristec¢i nezavisnost pokazanu u 6. koraku, da je
P(Lo" <z, N =0) =P(S((c AT)—)

P(S
=P(S((o A 7))

gdje smo sa G, oznaéili funkeiju distribucije od §(0 ANT—), ap;, =P(o < 1) je kao prije.

| /\

T,0>T)
v)Plo>7)=Cr(1-p,) |

| /\

Osim toga je, ponovno zbog pokazane nezavisnosti,

P(J,\" <z, Ly <ylo<7)=P(J;i" <zlo <7) - P(Ly <ylo <7)
=G:(y) - H(2) ,

gdje je H, definiran kao

1

H, = ’ —9(q)u du .
(z) s e—¢(Q)“V(u,oo)du/0 c (u, 00) du
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Stoga je
P(Ji" <z, Ly <y,o<71)=P(J;" <z,L" <ylo <71)Ploc <T)
— G ()1~ Hy (@)

pa, koristec¢i jako Markovljevo svojstvo u o, dobivamo
P(Lo"+ 1"+ L7+ Jy, "+ Ly,” < 2, N: =n) = (1—p,)p," (GO« H."™)(x) , (3.16)
odnosno sljedeci rezultat.

Teorem 3.1.5 Zaxz >0

P(S(r) <) = (1=p,) Y p" (G 5 H™) () (3.17)

n=0

3.2 Metoda Laplaceove transformacije

Ideja dobivanja Pollaczek-Khinchinove formule preko metode Laplaceove transformacije
potjece od Furrera (za detalje vidjeti [Furr]). Podsjetimo se, on je promatrao proces rizika

()
Q) =x+ct— Y Ye+nZa(t), t>0,

k=1

gdje jen > 01 Z, a-stabilan Lévyjev proces sa 1 < a < 2, nezavisan od procesa ukupnih
zahtjeva za isplatom. Kako je proces (Q(t) —x : ¢ > 0) homogen proces sa nezavisnim
prirastima i bez pozitivnih skokova, mozemo ga okarakterizirati sa

E e W] =) | Re{s} >0,

gdje je, prema Lévy-Khinchinovoj reprezentaciji

qg:w+08+/°@W—nmum+/‘@M—memwm,

2 —o0 —o0
c € R, 0 > 0,11 i [T, mjere na (—oo, 0) takve da je ffl lu|TT; (du) < oo'i f£)1 u?Tly(du) < oo

Koristio je rezultat Zolotareva(1964.) naveden u Propoziciji 1.1.1. Oznaéimo redom inte-
grale u gornjoj Lévy-Khinchinovoj reprezentaciji sa I i I5. Za ovaj proces koji je Furrer
promatrao je o = 0, II;(u,0) = A1 — F(—u)), v < 01 Ily(du) = e L(—o0, o) (u) du,

_ ale=
9= I'(2—a)

sa F7, asa fI fo “SUdFy(u) = fo e~ F(u) du njegovu Laplaceovu transformaciju.
Sada integrale I 1 1 1o mozemo zaplsatl kao

Integrlram rep dlstrlbucue visina skokova je definiran standardno, oznac¢imo ga

L = —)\,usf[(s) i I =s",
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tako da smo u ukupnom Laplaceovom eksponentu od () dobili razdvojene dijelove koji se
ticu procesa ukupnih zahtjeva za isplatom i procesa perturbacije (Sto je posljedica neza-
visnosti). Tada je

g(s):CS+11+]2:S'(C—/\Mﬁ(s)+sa)’ a=oa—1

pa, prema gornjoj propoziciji, imamo

C

s — Y — (1_ ) c/—\&-sa )
1L —pfi(s) chCs&

E(s)  c— Mufi(s) + s7

Sada u ]/”} prepoznamo Laplaceovu transformaciju integriranog repa distribucije visina zah-
tjeva za isplatom, no postavlja se pitanje - moze li se clan - —‘,—Cs& prikazati kao Laplaceova
transformacija neke vjerojatnosne distribucije? Ta funkcija je potpuno monotona pa je
Laplaceova transformacija neke distribucije U na R i pokazuje se da je ona u vezi sa
Mittag-Lefflerovom funkcijom.

Slicno, u nasem modelu, ali na (0, 00), imamo sljedece:

B

E [exp{BIx(o0)}] = w;((0+)¢x(5) -~ Yx(B)

te analogno za Y

B8
WB) (@)

Ako sa G oznacimo funkciju distribucije od supg<; o (—ct — Z(t)) = supgc;, Y(t) i sa H
integrirani rep H(z) = ﬁ fo‘r v(y,o0) dy, onda su im Laplaceove transformacije dane sa

LG = [ e PG =t i LH) = [ e P Hde) = garie(s)

E [exp{8Iy(c0)}] = ¥y (0+)

Sada je

P :
Elexp{Blx (o)) = oy = 43y T — a5V B

. 1 d LG(B)
T T¢/LG(B)-EC(Q)LH(B) ¢l pLG(B)LH(B)
= (1= p)LG(B) > (pLG(B)LH(B))"

sto, nakon invertiranja Laplaceove transformacije, daje Pollaczek-Khinchinov oblik rezul-
tata

0(z) =P(I(00) = —2) = (L= p) Y p" (G 5 H™)(2) . (3.18)
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U [HPSV1, Korolar 4.10.] pomoc¢u ovog racuna uspostavljena je jednakost G = é, a mi
¢emo pogledati vrijedi li ona i na [0, 7].

-X(t)

MW

ol o2 N 03 t

Slika 3.2: Dualni generalizirani proces rizika X (t) = —ct+C/(t)— Z(t), gdje je C slozeni Poissonov
proces, a Z Brownovo gibanje, s oznacenim trenucima o;

U nasem je sluc¢aju na [0, 7] Laplaceova transformacija negativnog infimuma ¢itavog procesa
X do trenutka 7 (odnosno, supremuma dualnog procesa X do trenutka 7) jednaka

E[em(f)_ q(¢x(q) — B) _ 9 1

e o -

Ako sa G oznacimo funkciju distribucije od supyc;o (—ct — Z(t)) = supy,<, (=Y (1)),
onda (obzirom da je i to spektralno negativan Lévyjev proces) znamo i njenu Laplaceovu

transformaciju
- q(py(q) — B)
F) = - )
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Sjetimo se kako je H, definiran:

H.(z) =P, <zlo<1)=1-P(J;, >zlc <7T)

1 o0
=1- — e D=2y (4 o) du
fO e*‘ﬁ(Q)ul/(u, oo) / ( ’ )

Stoga je gustoca h,(z) od H,(dz) dana sa

1 d o
he(z) = — . dm(¢(q)/ e’¢(q)uy(u,oo)du)

1 oo
=7 (e¢(Q)$¢(q)/ e~ Dy (u, 00) du — v(, 00))
gdje za k, koriste¢i Fubinijev teorem, dobivamo

L - — e @yy,, :L
¢<q>/o (1 = e widy) = 205

Lako se provjeri da je h, dobro definirana vjerojatnosna funkcija gustoce, a Laplaceova
transformacija mjere pridruzene H, dana je sa

b /OOO =Dy (4, 00) du = ve(o(q)) -

LH(5) = / TP (dr)

= %/OOO e Py (x, 00) do — %/OOO e(‘ﬁ(”’ﬁ)”(b(q) /:0 6’¢(q)“y(u, o0) du dx
_19cB) LT sy 00)— 2D @@ 1y gy
S, )5 - 8¢ hd
_19e(B) 1 ¢(q (1/10(5) B ¢c(¢((1)))
kB kolg) — B 9(q)
8a)  velola) —velB)

" ve@(@)  élg) -8

Uoc¢imo da u gornjem racunu drugi redak slijedi direktno uvrstavanjem h,, treé¢i primjenom
Fubinijevog teorema te racuna analognog kao u pojednostavljenju konstante k, a posljednji
uvrStavanjem k te prikladnim kracenjem.

Pustimo i ¢ — 0, lako se vidi da se ovaj racun slaze sa onim za (0, 00), bududi da je

8g)  ve(6(q)) - <5>_ L veB) _ ryg)

Do) s@-F  ECH B
gdje smo koristili da je
limﬂ lim qb/(q) = lim ! = 1 = 1
>0 ¥e(d(q)) =0 Ua(d(q) - ¢'(q) 0 vp(d(a))  ve(0)  EC(1)
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Isto je tako za LG

. @@= _ 8 _
M@ a—wd) wE L)

buduéi da je

) q . 1

lim = lim = EY (1) =

4—0 ¢Y(q> 4—0 ¢y( ) 2bY( ) ( )
(gdje smo koristili ¢ (0) = lim, o 22 = lim, % = limy, s = lim,, @ = 75)-
Sada zelimo rastaviti .

q
E [6,31(7)] _ .
Yy(B)—q _ _bc(B)
ox(9) Foox@ ~ Fox(d

kako bi u sebi sadrzavao

oy (q)(q — vy (B))

¢lg)  el(d(q) —¥o(B)
Ye(o(q)) o(q) — '

LH-(B) =

Mozemo lijevu stranu (E [¢/()]) pokusati rastaviti kao

q 1 q 1 q 1

oy(B)—q _ _vcB)_ vy (B)—a _ vc(B) Uy (B)—a—vc(0(@) _ vo(é(@)—vc(B)
ox(a) ris — groly  oxle) o — gty ox(9) =) B5-o(2)

tako da je drugi clan u nazivniku upravo

be(la) ot
o) CHeB) = onst - LH(5)

a prvi pokusamo zapisati kao a - % tako da bi dobili oblik

1 _ LG-(B)/a
o — LH-(B)  1—(1/a)LG-(B) - LH-(B)

Z 1/a)"™ - (LG-(B))™ - (LH.(B))"

a .

No, za a dobivamo slozen izraz, koji nije konstantan, ve¢ ovisi o 8, dakle, a = ag. To znaci
da ovako ne mozemo dobiti zeljenu Pollaczek-Khinchinovu formulu. Mozemo lijevu stranu
pokusati rastaviti i kao

q 1 o q 1
"oy (B)—q _ _vc(B) " Yoy(B)—q _ vc(B)
ox(q) A—dx(a)  B—ox@ ¢x(q) —p(q)  B—0(0)
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tako da je prvi ¢lan u nazivniku oblika a - ﬁ(ﬁ)’ a drugi ¢lan b- LH.(f), no i u tom ¢emo
slucaju dobiti da je a = a(f) i b = b(f). To nam sugerira da ne mozemo dobiti rezultat
G, =G,, gdje je, sjetimo se, G, funkcija distribucije od supy<,<,(—ct—Z(t)), a G, funkcija
distribucije od supy<; . (—ct +C(t) — Z(t)). To se direktno vidi i na kontraprimjeru koji
dobijemo kad pokusamo uvrstiti konkretne procese - Brownovo gibanje za perturbaciju i

gamma proces kao subordinator.

Primjer 3.2.1 Neka je Y Brownovo gibanje, a subordinator C' gamma proces. Tada su
njihovi Laplaceovi eksponenti dani sa

Uy (B) = 5%,
Yo (B) = alog(1+ B/b) ,ab>0 i
Vx(B) = cf — alog(1+ B/b) + * .

Pogledamo li kvocijent lijeve i desne strane (koju zelimo dobiti), rezultat nije konstanta,
nego neka funkcija ovisna o 5. Naime, trebali bismo dobiti nekakvu konstantu k; takvu da
vrijedi
I [ef1x ()] _qp—x)- (1 —keLG.LH;) i
LG./(1- kLG LH,)  plg—tx) LG, 1

gdje je ko neka druga konstanta koju koristimo samo radi jednostavnosti zapisa, kao i
oznake p 1= ¢x(q) 1 py := ¢y(q) te k := ko. No, kada uvrstimo konkretne vrijednosti za
Yy (x) = 2% Yo(x) = 3log(1+x/5) i x = Tx—3log(1+2/5)+x? kao gore, najjednostavniji
oblik koji dobivamo je

(p—a)-(L=1/3-k-q/py- (py —x)/(q—2*) - p/log(1+1/5 - p)
-(3-log(14+1/5-py) —3-log(l+1/5-x))
[(p—2)/p/lq—T-2—3-log1+1/5-z)+2*) py/(py — x) - (g — 2°)
=:ki(x) ,

dakle, ne radi se o konstanti, ve¢ o funkciji ovisnoj o x. Za razne oblike pokusaja pojed-
nostavljenja ovog izraza vidi priloZene rezultate u Matlabu. Ovo nam, dakle, pokazuje da
rezultat G = G ne vrijedi na [0, 7!

3.3 Oslabljenje pocetnih pretpostavki

Promatrajmo sada (opceniti) Lévyjev proces Y 1 nezavisan s njime subordinator C
(oznacimo mu opet Lévyjevu mjeru sa v) i definirajmo X =Y — C. Opet éemo gledati
vremena kada se postigne novi supremum dualnog procesa X zbog skoka subordinatora C.
Stoga opet definiramo

~

o=inf{t >0 : AC(t) > §(t—) - X(t—)}

i analogno sukcesivna vremena postizanja novog supremuma zbog skoka subordinatora C,
oznac¢imo ih opet sa o0;, i € N. Ukoliko izostavimo pretpostavke koje smo imali do sada,
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a to je uvjet cistog profita te uvjeti o konacnosti ocekivanja procesa X, postavlja se pi-
tanje: moze li se i kako napraviti dekompozicija u trenucima o; kako bi se dobio rezultat
Pollaczek-Khinchinovog tipa? Naime, obzirom da skup vremena {o; : ¢ € N} ne mora
biti diskretan, bitno je pitanje odrediti nuzne i dovoljne uvjete za to u ovakvom opcenitom
modelu.

Prvo §to znamo, koriste¢i Blumenthalov 0-1 zakon, jest da je P(c = 0) = 0 ili 1. Ako
je 0 > 0 g.s., onda je o zaista prvo vrijeme kada se postigne novi supremum od X zbog
skoka subordinatora C', a ako je o = 0 g.s., tada je broj trenutaka kada se postigne novi
supremum od X zbog skoka od C beskonacan i 0 je zapravo gomilisna tocka takvih vre-
mena. U ovakvom su okruzenju Song i Vondracek dali nuzne i dovoljne uvjete da je o > 0
g.s. Neka je, dakle, v Levyjeva mjera subordinatora C', a T funkcija obnavljanja definirana
kao u (2.18). Tada vrijedi sljedeci rezultat.

Teorem 3.3.1 ([SV, Teorem 2.1.]) Pretpostavimo da je 0 reqularna za (0,00) obzirom na
proces X. Tada je ekvivalentno:

(a) 0 >0 g.s.,
(b) [ YX(x)v(dz) < oo,
(c) [TV (z)v(dr) < oo .

Uoc¢imo da uvjet (b) nije zapravo od velike pomoéi jer ga je opéenito tesko provjeriti,
njemu razdvojeni procesi Y i C'. Sto se regularnosti tice, za 0 kazemo da je regularna za
(0, 00) obzirom na proces X ako je P(1p = 0) = 1, gdje je 7o = inf{t >0 : X(¢) > 0}, tj.
prvo vrijeme kad proces X prijede razinu 0. To znaéi zapravo da proces X ’posjeti’ (0, c0)
g.s. u proizvoljno malim vremenima (takoder, uo¢imo da je svejedno uzmemo li u definiciji
(0, 00) ili [0, 00), osim u slucaju slozenog Poissonovog procesa). U suprotnom kazemo da je
0 iregularna za (0, c0) obzirom na proces X. To je moguée samo u slucaju kada su X, pa
onda i Y omedene varijacije. U tom je slu¢aju o = 0 g.s. (za dokaz vidjeti [SV, Propozicija
3.4.])

Stoga, bez ikakvih dodatnih pretpostavki na procese u modelu (uvjet ¢istog profita i
konacnost ocekivanja), uzmimo samo dvije pretpostavke koje su nuzne da bi uopcée de-
kompozicija u trenucima o; imala smisla, a to su : P(o > 0) = 11 limy_,o, X(t) = 00 g.s.
Vratimo se sada na proces

X=Y-0C,

na [0, 7], gdje je Y opéeniti Lévyjev proces, a C' (opceniti) subordinator. Tada dobivamo
sljedece: u (3.1) smo pokazali da za ukupno vrijeme koje proces S — X provede ispod razine
x (x> 0) na [0, 7] vrijedi:

T 1
E /0 L5z dt = ~P(S(7) < ) = ~P(T(z) > 7).
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No, za ¢ > 0 mozemo definirati funkciju
Ta(z) = / exp{—qL \(OVP(H(t) < z)dt, =30 (3.19)
0

Tada ocito T9(z) raste prema Y (z) kada ¢ — 0+ za svako x > 0. Laplaceova transformacija
od T? dana je sa (vidi [Ber, str.163. i 172.-174.])

)\/ e Y x) de =
0

te vrijedi
q/ e "P(T(x) > t)dt = k(g,0)T(z) .
0

To znadi da je
T 1
K /0 Ligw-gw<ay 9t = 5'€(qa 0)T(z) .
Uocimo da kada pustimo ¢ — 0, onda lijeva strana ove jednakosti prelazi u £ fooo 1 (8- )<z} dt,

a desna strana u lim, o @Tq(x) = kY (z) (za neku konstantu k > 0, opet koristeci re-
zultat iz [Ber, str.173.]), sto daje rezultat kao kod [SV, dokaz Propozicije 4.2.]:

E /0 1{§(t)—)?(t)§:c} dt = k‘T(:E) . (3.20)

Sada, slijedeci isti postupak kao i u 3.1., imamo

ONTYyNT 1
E / Liswy-2<ay dt = 5””(% 0)P(c > 7,7 = 7)1 () ,
0
t.

O'/\‘I:;/\T /f(q, 0) R [e'e)
E /O 1{§(t)—)?(t)§x} dt = TP(U 2T, Ty 2 T)/O Liu<ay Y(dz) |

Sto standardnim postupkom za neku nenegativnu Borelovu funkciju f daje
k(g 0)

E /O F8(0) = X(0) dt = == F(o > 7.7, > 7) /0 Flw)Tdu) . (3.21)
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Sada prikladno definiramo funkciju f(u) := 1(; 00\ (w)v(z + u,00). Tada, koristec¢i formulu
kompenzacije i rezultat (3.21), dobivamo

P(S(o_) <y,S(c_)—X(o_)>2,J, >2,0<7T)

ONTYyAT N N
_E /0 s smon V(@ + S(8) = X (1), 00) dt

— P02 752 1) [ (e + u00)Y(du)
0

_ e O0p, -2 s gy /oo (a1, 00) Y9 (du) -

+x
Pustimo li u gornjoj jednakosti x — 0, z — 0 i y — 0o, dobivamo

k(q,0)

Plo <71) = .

P(o > 7) /OOO v(u, 00)YI(du) .

Kada pustimo pak z — 0 i y — 0o, dobivamo

P(J, >z,0<7T)=

pa je
[ v(u, 00)T(du)

I~ v(u,00)Ye(du) -

P(J, >zlo <7T) =

Opet mozemo definirati nesto kao integrirani rep distribucije visine skokova

_ s v(u, 00)Y4(du)

I~ v(u, 00)Te(du)

H.(x): (3:22)

~

Pustanjem z — 01z — 0, opet ¢emo dobiti, kao u 3.1., dasu l{,<,3 i S((0 AT)—) nezavisni.
VAN

i
Mozemo takoder ponovno definirati funkciju distribucije G, (z) := P(S((c A 7)) < z) i
modificirane ljestvicaste visine kao i prije.

Tako dobivamo na [0, 7] i u ovom opéenitom sluc¢aju formulu Pollaczek-Khinchinovog tipa.

Teorem 3.3.2 Uz gornje pretpostavke za Lévyjev proces X =Y — C vrijeds
P(3(r) <2) = (1— ) 3 o (GO 5 H™) () (3.23)
n=0

gdje je
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3.4 Dekompozicija ljestvicastog procesa

Vratimo se sada na ljestvicasti proces. Obzirom da nam je eksplicitna formula za Laplaceov
eksponent k(a, ) poznata samo u spektralno negativnom slucaju, vratit ¢emo se opet na
taj model. Neka je, dakle, Y sad spektralno negativan Lévyjev proces, a C' subordinator,
tj. opet promatramo proces

Xt)=Yt)—Ct)=ct—Ct)+Z(t), t>0.
Sjetimo se da nam je u tom slu¢aju poznata formula za k i ona je dana s

o a— ()
HaB) =k S -6

Za konstantu k bez smanjenja opc¢enitosti mozemo uzeti da je k = 1.

a,>0.

Pretpostavimo sada da je C' subordinator ¢ije je ocekivanje konacno, ali je EC(1) > ¢
- dakle, ne pretpostavljamo uvjet ¢istog profita. Tada za cijeli proces X vrijedi: E X (1) =
c—ECH)+EZ(1)=c—EC(1)+0< 0 pa X — +00. Drugim rije¢ima, ako promatramo
ljestvicasti proces Hod X , on ¢e biti subordinator, ali ubijen intenzitetom 0, tj. bez ubi-
janja.

No, uz gornje pretpostavke, mijenja se Laplaceov eksponent od H, R, jer je P (04) =
E X (1) < 0 pa Laplaceov eksponent od X, 1y, nema jedinstvenu nultocku. To znaci da
je ¥x(0) = 01ix(b) =0 za neko b > 0 pa Laplaceov eksponent od X definiramo zapravo
kao funkciju ¥x : [b, +00) — [0,00) i sa ¢x oznacavamo njen inverz.

Za Laplaceov eksponent ljestvicastog procesa u nasem sluc¢aju (kad ispustimo uvjet ¢istog
profita), koriste¢i rezultat [HPSV1, Lema 5.1], dobivamo:

)

R0 = g, = 7200

-
B —bol(B) + va(B) 6x(0) | veld)  vald)
BT () B U pera 1) DG S
() _e_m - ¢Z(5)
R ¢X())<d+Ec<1)/(0m)<1 H(dr) + 225

Pogledajmo $to mozemo reéi o Laplaceovom eksponentu x od H.

Uzmimo prvo, zbog jednostavnosti, da je perturbacija Z Brownovo gibanje. Dakle, Lapla-
ceov eksponent od Z je 1z(8) = 8%, >0 .
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Za subordinator C' mozemo promotriti tri klase procesa: Poissonov proces, odnosno slozeni
Poissonov proces, gama proces i stabilni subordinator (za « € (0,1)), pa onda i opceniti
subordinator.

1. slucaj: neka je C' Poissonov proces.

Tada je Laplaceov eksponent od C'

ve(B)=A-(1-e7),

gdje je A > 0 intenzitet skokova Poissonovog procesa.

Laplaceov eksponent od X je pak

Ux(B)=cB—-X-(1—eP)+5°

pa ako oduzmemo drift od &, $to je u nasem slucaju sz(B) = '%2 = [, dobivamo:

~ B—A1—e)+p°

R(9) — B = ~p

) 5= (0)
_ (C + (bX(O))ﬁ - )‘(1 B e_ﬁ) _. (6)
5= 0(0) v
Pogledajmo sada sto se dogada sa ¢ kada 8 — oo:
e B
. (et ox(O)B A1 —e Py et ox(0) - A=
R () R = ST R R e

Sto je oc¢ito konacno. No konacnost Laplaceovog eksponenta u beskonacnost iznaci da je
konacna i Lévyjeva mjera, a to je jedino u slucaju slozenog Poissonovog procesa. To pak
znaci da ovaj ‘modificirani’ Laplaceov eksponent ¢(/3) odgovara onom slozenog Poissonovog
procesa pa je

o(8) = X /( (1) Fan

gdje je X intenzitet skokova, a F funkcija distribucije visine skokova slozenog Poissonovog
procesa.

No,

lim ¢(f) = lim X/( )(1 — e PYF(dr) = X
0,00

B—00 B—00

Dakle, skokovi subordinatora H ponasaju se kao slozeni Poissonov proces s intenzitetom
skokova ¢ + ¢x(0).
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No, ovo je slucaj i kada promijenimo proces C' u neki drugi subordinator (sa svim pretpos-
tavkama koje smo uzeli).

2. slucaj: pogledajmo odmah opceniti slucaj (ostali navedeni primjeri vrlo su sli¢ni 1.
slucaju pa ih neéemo ovdje posebno razmatrati). Tada je

bel(B) = /( (1) v

jer smo u nasem modelu uzeli subordinator bez drifta.

Tada je
P B gL = e )0(da) + 57 — 57 + B (0)
p(B) =k(B)—B= o)
(e 0x(0)B = [l o)1 = e P )r(da)
N B —x(0)
pa je

C+¢X 0) — e f7
lim ¢(f) = lim © f((],oo) 5

B—o00 B—00 1— d)Xﬁ(O)

buduéi da su podintegralne funkcije omedene sa 1—e™* < z, a f(o oy 2V(dz) = EC(1) < 00
prema pretpostavci.

:C—l-(bx(()) ,

Sada mozemo pokusati zamijeniti komponentu Brownovog gibanja u Laplaceovom eks-
ponentu od X (%) sa nekom drugom perturbacijom, na primjer « -stabilnim spektralno
negativnim Levyjevim procesom, dakle, a € (1,2).

Za takav je proces Laplaceov eksponent

a

wz(ﬁ) = /(_ 0)(€5x —1- 6%)‘J:|T+11(_0070) dx , Q€ (1,2) .

No, ako malo bolje promotrimo &, vidjet ¢emo zasto uvijek dobivamo isti rezultat, bez
obzira na promjenu subordinatora, a i zasto ¢emo dobiti isto kad promijenimo i perturba-
ciju iz Brownovog gibanja u primjerice « -stabilan spektralno negativan Lévyjev proces sa
a€ (1,2).

Oznacimo sada sa X' generalizirani proces rizika
X'=Y-D,

gdje je D subordinator sa kona¢nim o¢ekivanjem i takav da je E D(1) < ¢, dakle X' je ge-
neralizirani proces rizika za koji vrijedi uvjet ¢istog profita. X i C' neka oznacavaju procese
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kao na pocetku ovog odjeljka (dakle, vrijedi EC(1) > ¢ i X je proces koji ne zadovoljava
uvjet ¢istog profita). Nadalje, oznac¢imo sa «/ Laplaceov eksponent ljestvicastog procesa

H' pridruzenog procesu X ' te, analogno, sa k Laplaceov eksponent ljestvicastog procesa
H pridruzenog procesu X.

Ranije smo ve¢ zapisali oblik

R(8) = (14 52 55 #9)
pa je ocito
PO ¢(0) ve(B) | vz(B)
Jim ®(B) = Jim (1 + ﬁ——¢(0)) (e— 5t )
1 o Y, 2200
S wzﬁm
(B bB)
= gmnle =gt =)
= lim #(8) ,
buduéi da smo pokazali da je
. Yo(B) . l—e
i S5 = i | —via
0= ng5>

(gdje smo u posljednjoj jednakosti koristili da je EC(1) < o0).

Ovo smo takoder mogli vidjeti ukoliko ragclanimo x:

pa je

i stoga vrijedi:

(i) ®(0+) > 0 ako i samo ako ¢ —EC(1) = ¢ — [;~ v(x,00)dz > 0 ako i samo ako
EC(1) <ci

(i) limgoo(c — ;7 e P*v(x, 00) dx) je uvijek c.
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Dakle, zaklju¢imo: na nivou ljestvicastog procesa bitna nam je samo pretpostavka o
konacnosti oc¢ekivanja, bez obzira je li EC(1) > ¢ ili EC(1) < ¢. Oslabljenje pocetne
pretpostavke, tj. izuzimanje uvjeta cistog profita, uz i dalje zadrzanu pretpostavku o
konac¢nosti oc¢ekivanja, na razini ljestvicastog procesa ne donosi nikakve promjene na su-
premum promatranog procesa.



Poglavlje 4

Diskretan slucaj

Neka je
» ceN;

» {C(n)}n>0 slucajna Setnja sa skokovima u Ny,

gdje su prirasti
U(Z.)N< 0 1 2 3 )
Po P1 P2 P3 ---
takvi da je EC/(1) < oo, $to je ekvivalentno sa EU(1) < oo (tj. vrijedi > > p, =1
1Y > gnp, <00)i

» {Z(n)}n>o0 neprekidna zdesna slucajna Setnja, tj.

Zn)=W@Q)+---+W(n),

W(z)~< -2 -1 0 1>.

gdje su prirasti

42 41 4o P
Pretpostavimo da je >~ g, +p =1 te takoder EW (1) =" —n- ¢, +p =0.

n

Neka su C'i Z nezavisne slucajne Setnje te
X(n)=ecn—-C(n)+Z(n), neN.

Pretpostavimo jos da je E X (1) > 0 (u ovakvom modelu to znaci da je ¢ < EC(1)) pa
X — +o0.

61
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Ovakvim modelom u diskretnom slu¢aju dobivamo analogon spektralno negativnog pro-
cesa. Naime, X je, kao i Z, neprekidna zdesna slucajna Setnja. Kako smo ve¢ objasnili u
2.10., slucajnim Setnjama koje su neprekidne zdesna ili slijeva mozemo kontrolirati skokove
s jedne strane, budu¢i da znamo da u jednom smjeru prolaze samo jedini¢nim korakom.
Isto tako, u neprekidnom slucaju za spektralno negativne Lévyjeve procese znamo da ne-
maju pozitivnih skokova pa im takoder mozemo taj jedan smjer drzati pod kontrolom.

Zeljeli bismo ispitati vrijedi li i u diskretnom modelu rezultat analogan onome koji su
Huzak, Perman, Siki¢ i Vondracek dobili u [HPSV1], dakle,

—cn — Z(n)) =2 - C(n) — Z(n)) .
Jmax (=en = Z{n)) = gmax (~en -+ C(n) = Z(n)
Opet, o je prvo vrijeme kada se dogodi novi supremum zbog skoka slucajne setnje C' (ona
ovdje ’igra ulogu’ subordinatora), tj.

o=inf{n>0:ACM)>8m—-1)—X(n—-1)iSn)>5n—-1)}.
Ponovno koristimo sliéne oznake:

Y(n) :=cn+ Z(n), Xi=-X,Y:=-Y i
S(n) := max X(m), S(co) = max X(m)

0<m<n 0<m<oo

4.1 Metoda dekompozicije supremuma

Prvo ¢emo opet pokusati dekomponirati supremum dualne slucajne Setnje X u definiranim
vremenima o;, ¢ € N. Cilj nam je opet dobiti formulu Pollaczek-Khincinovog tipa. Dakle,
zanimat ¢e nas, vezano uz o, distribucija preskoka pa definiramo

JC = (AC(0) — (S(0 — 1) = X (0 = 1)) Loy »

dakle, visine preskoka dotadasnjeg supremuma procesom (slucajnom setnjom) C. Uoc¢imo
da, za razliku od neprekidnog slucaja, ovdje razlikujemo veli¢ine J¢ i

~ ~ -~

J = (5(0) = 8(0 = 1) 1(gene) = (X(0) = 5(0 — 1)) 1 (5o -

Naime, u diskretnom slu¢aju imamo slucajnu setnju {Z(n)} koja moze skakati istovremeno
kad i C' i svojim skokom pridonijeti novom supremumu. U neprekidnom smo slucaju pak
imali spektralno negativan proces {Z(t)} koji nije imao pozitivnih skokova pa, zbog ne-
zavisnosti procesa C' i Z, nije mogao skociti istovremeno sa subordinatorom C' do novog
supremuma. No, obzirom da nas zanima samo preskok procesa C', mi ¢emo kao analogon
neprekidnom sluéaju promatrati veli¢inu J¢, tj. za koliko je svojim skokom slu¢ajna setnja
C preskocila dotadasnji supremum.

Uocimo prvo da u diskretnom slucaju trivijalno imamo diskretan broj trenutaka kada se
postigne novi supremum procesa X zbog skoka slucajne setnje C'. Dakle, ukoliko uzmemo
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da su o, = 0, 09, 03, ... definirani kao prije, tj.

opi=0c:=inf{n>0: AC(n)>Sn—-1)—X(n—-1)i8mn)>Sn -1},

~ -~

Opsr = inf{m >0, : AC(m) > S(m —1)— X(m—1)i8(m)>S(m—1)}

na {0, < oo}, imamo da je

O0<op<oy<... gs.
Probajmo sada odrediti distribuciju preskoka kako bismo, opet koristeci ljestvicasti proces,
dobili Pollaczek-Khinchinovu formulu za S(co) preko distribucije od S(¢) (maksimum cije-

log procesa X do trenutka o) i distribucije preskoka J¢ uzrokovanog samo skokom sluc¢ajne
Setnje C'. Naime, ako oznacimo

Lo :=S(o1—)=5(01 — 1),

Jii=8(c1) = S(o1 — 1) = X(o1) = (S(o1 = 1) = X (01 — 1) + X (07 — 1))
= X(01— 1)+ AC(01) = AZ(0y) —c— (S(oy — 1) = X(01 — 1)) — X (07 — 1)

= AC(01) = (S(01 = 1) = X(01 — 1)) = AZ(0y) — ¢
=JC —W(oy) —c,

Ly = S(oy — 1) — S(oy)
na {o; < oo} i tako redom dalje, ocito je i ovdje

:S'\(oo)zorglaéx X(n)=Lo+Ji+Li+...+Jy+ Ly,
gdje je
N :=max{n : o, < oo} .
Buduéi da smo u diskretnom slucaju, uvedimo ovdje jos konvenciju S(co — 1) := S(c0).
Takoder ¢emo i ovdje, koristeci jako Markovljevo svojstvo, imati geometrijsku distribuciju
N ~ G(p), gdje je p := P(0; < o0) pa nam za Pollaczek-Khinchinovu formulu zapravo

treba rezultat nezavisnosti za S(c — 1) i {o < oo} te distribucija preskoka J; = J na
{01 < o0}. Naime,

P(S(00) < 2) =P(Lo+ Ji + L1+ ...+ Jy + Ly < 2)

d P(Lot+ i+ Li+...4 Jnt Ly <z, N =n)

n=0
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pa nam ocito treba

P(S(c—) <y, J > z|o < 00) =P(5(c—) < ylo < 00) - P(J > z|o < 00)
=P(S(c—) <y)-P(J > z|o < o)
= G(y)-P(J > z|o < o0) ,

ukoliko pokazemo uvjetnu nezavisnost od S(oc—) i J uz dano {¢ < oo} i opet koristimo
oznaku G(y) = P(S(c—) < y). Takoder vidimo da nam onda treba i ve¢ spomenuta
uvjetna distribucija preskoka J = J;. Uocimo da taj preskok J u diskretnom slucaju nije
ekvivalentan preskoku samo sluc¢ajne Setnje C, nego je slozen od preskoka subordinatora
C, J, te od prirasta W (o) koji dolazi od perturbacije Z. No taj dio mozemo razrijesiti
naknadno, obzirom da su J i W (o) nezavisni (jer smo pretpostavili nezavisnost slu¢ajnih
Setnji Z 1 C). Takoder, distribuciju od W (o) na {0y < oo} znamo (jer je W zadan na
pocetku), tako da nam zapravo opet treba samo uvjetna distribucija od J¢ na {o; < co}.

Pokusajmo stoga prvo poopéiti Propoziciju 4.3. iz [HPSV1].
Ako, za y > 0, oznacimo R
7, =inf{n >0 : X(n) >y},

onda je E (Zng’ L 8(n)—%(m) gx)) otekivani broj trenutaka kada je proces S — X ispod razine
x do trenutka o A 7,. Da bismo to izracunali, gledamo

E(> 1 50m-tme) = 2 P(S(n) — X(n) < x)
=> P(S(n) < x)

:ZP(Tx >n)=ET, ,
n=0

gdje smo u posljeednjem retku znacili 7, := min{n >0 : X(n) > =}, a u pretposljednjem
koristili princip dualnosti za slucajne Setnje. Naime, ozna¢imo sa R sluc¢ajnu Setnju na
Z sa prirastima {&; : i € N}, tj. R(n):=>_" & i R(0) =0. Tada iz ¢injenice da je prvih
n prirasta (&1,...,&,) jednako distribuirano kao i (&,,&,_1,...,&1), vrlo lagano slijedi da
je velicina za koju Setnja R u trenutku n premasi svoj minimum do trenutka n jednako
distribuirana kao maksimum do trenutka n njoj dualne Setnje, tj.

R(n) — min R(n) =% max R(l) .

k<n I<n

Za detalje vezane uz princip dualnosti i njegove posljedice na rezultate vezane uz trajek-
torije slucajnih Setnji pogledaj [Fell].



4.1 Metoda dekompozicije supremuma 65

Sad pogledajmo
E (D 1gn)-R(m<a) L) L Gmy>)
n=0

Mozemo opet primijeniti jako Markovljevo svojstvo, tako da dobivamo
Ty Ao

n=0

No, zbog nezavisnosti i stacionarnosti prirasta, kao i kod Lévyjevog procesa, imamo:
Er,=2-En=a-E7,gdjejer:=7 =inf{n >0: X(n) >0} =inf{n >0: X(n) > 1}.

Stoga je
TyNo
E( ]'(A/S'\(n)ff(n)gx)) =P(0 = oo, T, =00)zET . (4.2)
n=0
No, tada je
TyNo oo
K (Z L 5(n)-%(my<a)) = P00 = 00,7y = c0)ET Z Lim<ay (4.3)
n=0 m=1

pa za bilo koju nenegativnu funkciju f imamo:

E( Z f(8(n) = X(n))) =P(0c =00, 7 = c0)ET Y _ f(m) . (4.4)

Definirajmo sada

H(n,w,e) == 1(§(n71,w)§y) : 1(§(n71,w)75{\'(n71,w)>z) <o) 1(x+§(nfl,w)f)?(n71,w),oo) (€) -

Tada je

E Z’H(n,w,AC’(n,w)) =P(S(oc-1)<y,Sc-1)=X(6—1)>2J > 20 < ).

n=0

Oznacimo sada, zbog jednostavnosti zapisa, U := U(1) visinu skokova slucajne setnje C' te
sa F' njenu funkciju distribucije. Sada, za N € N, koristec¢i linearnost o¢ekivanja u prvoj,
¢injenicu da su U(i)-ovi nezavisni jednako distribuirani u drugoj jednakosti, standardni
postupak indukcije u treéoj te ponovno linearnost ocekivanja u posljednjoj jednakosti,
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dobivamo:

N

E (ZH n,w, Uy ( )) = ZE(H(n,w, Up(w))

— ZE (n,w,U(w))) =Y E( H(n,w,e)dF(e))

(0,00)

:

n=0

:EZ H(n,w,e)dF () .

(0,00)

Sada primijenimo Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji za dobro definiranu H (u
nasem sluc¢aju ¢e to biti u redu jer ée se raditi o karakteristicnoj funkciji) pa dobivamo:

E (i?—l(n,w,Un ) <Z H(n,w,e)dF (e )) . (4.5)

No, uz nasu definiciju od H i oznaku F(y,00) := fy+°° F(de) :=P(U > y), y > 0, desna
strana od (4.5) je onda

E (Z /o F(de)H(n,w,e))

=E Z /0 S(n— 1w)<y)1(§(n—1,w)—)?(n—l,w)>z)1(”§U(W))1(:c+§(n—17w)—)?(n—1,w),oo)(€)>
O'/\’T'y
=E Z 1(§(n—1)—X(n—1)>z)F(1’ +S(n—1) = X(n—1),00)
n=0
ONTy
=E Lgn-1)-%m-1>PU Z 2+ S —1) = X(n—1))
n=0
=P(oc =00,7, =00)ET- leoo P(U > x4+ m),

gdje smo u posljednjoj jednakosti definirali f(u) := 1(;o0)(u) - P(U > & + u) i primijenili
(4.4).

Sada dobivamo:

P(S(c—1)<y,8(c—1)—X(o—1)>2J°>z,0 < o)

o0

=Plo=00,7=00)-E7- > PU>z+m). (4.6)

m=z+1
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Odredimo sad distribuciju od J¢. Pustimo lim, ., i uzmimo z =01i 2z =0 u (4.6):

Ploc < 00) =P(0 = OO)ETi]P(U > m)

— P(c = 0)ETEU

pa slijedi
ETEU
P —_— 4.
(<) = Emy (4.7)
Takoder imamo, kada pustimo lim,_, 1 uzmemo z = 0 u (4.6):
P(JC >
P(JC > z|o < o0) = " 220 < o)
P(o < 00)
Plo = )BT Y5, B(U > 2 +m)
B P(o < 00)
1 oo
Z P(U > x4+ m)
m=1
HC ) . (4.8)

Pogledajmo sada nezavisnost slucajne varijable S (0 — 1) i dogadaja {0 < co}. Uzmemo
z=0iz=0u (4.6):

P(S(oc —1) <y,0 < 00) =P(oc = 00,7, :oo)]ETZIP’(UZm)
m=1

=P(oc =00,7, =00)ETEU .

Kako je

onda imamo

P(S(c—1) <y) =P(S(c — 1) <y,0 < 00) + P(S(0 — 1) < y,0 = )
=(1+E7TEU)P(S ( ) <y,0=00).

No, tada je

ErEU

P(é\(a—l) Sy).P(g<oo):(1—|—ETEU)']P’(§(OO) Sy’azoo)1+ETEU

—E7-EU-P(S(c0) < y,0 = o0)
=P(S(c—1) <y,0 < o0),
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Sto znaci da su S(o — 1) i {o < co} nezavisni.

Oznac¢imo

~

Gly) =P(S(c—1)<y), ye0,00).

Tada, koriste¢i rezultate (4.6), (4.7) i (4.8), pokazanu nezavisnost S(o — 1) i {o < oo} te
oznaku S(o — 1) := S(c0) ako je 0 = oo, dobivamo:

)

P(S(c—1)<y,J¢ >z,0 < c0)
P(o < o0)
P(o = 00,7 = o) T S5 P(U 2 2+ m)

a P(oc = co)ETEU

P(S(oc —1) <y, J° > z|o < 00) =

[M]8

P(U > x4+ m) - P(7, = colo = o0)

3
Il

P(U > z+m)-P(S(c—1) <vy)

3
I

PU>z+m)-G(y) . (4.9)

= EH =
Q‘H Q‘“ Q‘H
NE

hE

3
Il

Nama zapravo treba preskok .J, a ne samo J¢ - no, zbog nezavisnosti procesa C'i Z, njega
mozemo izraziti kao

=

<
S)
|

P(J > z|o < 00) = W(o) —c¢> x|lo < 00)
JO—w

Il
=

(0) > x+ clo < 00)

gP(JC > 2+ c— o < o0) .

K

=1

Iz ovog je prikaza tekoder jasno kako drift ¢ ulazi u ¢itavu formulu. No, kako bismo
konacan rezultat usporedili s onima koji slijede kasnije, pokusajmo sada pogledati malo
jednostavniji slucaju, dakle, kada nemamo drifta ¢, a ostale su pretpostavke iste. Sada je

X=Z-C
pa imamo R R
J = Jl = S(O‘l) —S(O’l — 1) = Jc—l— (—W(O’l)> s
S(co)=Lo+ i+ Li+...+Jy+ Ly,
gdje je

N~G(p), p=Plo; <) .
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Slijedi da je
P(S(00) <2) =P(Lo+J1+ L1+ ...+ Jy + Ly < )

=> P(Lo+ i+Li+...+Jo+ Ly <2,N=n).
n=0

Za to nam je potrebno (uz oznaku o := oy):

S(e—1)<z N =0)
=P(5

(0 —1)<z,0=00)

gdje smo u posljednjoj jednakosti koristili pokazanu nezavisnost.
Stoga je, koristeci (4.9):

P(Lo <z, Ji<ylo<oo)=P(S(c—-1) <y, J<z |0 <00)

:ZP(§(0—1)§:1:, JO4n<y, W=n|o< o)

n=-—1 m=1
=G(x)- > @H(y—n)
n=-—1

Odnosno,

PLo<z, 1<y,o<o0)=PLo<z, J;<y|o<oo)P(oc< )

o0

~ ETfEU
= H(y—n) .
G g IEUZq” n)

Dakle, imamo:
P(Lo+ i +Ly...+Jp+ L, <x,N=n)

1 ETEU_yn Gort oy
= (n H n*
EEU 1 EEULT) © an "))

n=-—1

odnosno, ponovno rezultat Pollaczek-Khincinovog tipa.

(c—1)<z, J9+ (W) <y|o< o)
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Teorem 4.1.1 Nekaje X = C'—Z, gdje su C i Z slucajne Setnje definirane kao na pocetku
poglavlja. Pretpostavimo da je E X (1) > 0 i oznacéimo

HE () = ﬁ SR> m) i G)=PEe—1)<v), uwvel,o0).

Tada za x >0 i 7:=1inf{n > 0: X(n) > 0} = inf{n > 0: X(n) > 1}, vrijedi

~ > ETEU n n—l—l)* C B n*
B(S(oo) < 2) = ETEU—I—lz ErEU+1) quH m)")@)

n=0

4.2 Neki rezultati teorije fluktuacije za skip-free slu-
cajne Setnje

Pogledajmo sada kako nam za bilo kakve daljnje rezultate, koje bismo Zzeljeli dobiti kao
analogon onih u neprekidnom slucaju, struktura skip-free slucajne Setnje postaje uvjet koji
ne mozemo izostaviti. Preciznije, u ovom potpoglavlju pokazat ¢emo kako za upravo tu
klasu slucajnih Setnji mozemo dobiti analogone rezultata za spektralno negativne Lévyjeve
procese. Iz konstrukcije ¢e biti jasno zasto oni vrijede samo za ovu klasu slucajnih Setnji.

1. korak:
Promatrat ¢emo analogon spektralno negativnog procesa u diskretnom slucaju, tj. slucajnu
oo =2 =1 1
setnju {Z(n) bn>o koja ima priraste W (1) ~ ( 0 >
- -ee 42 @1 Go P

Analogon subordinatora, C, ima pak priraste U(1) ~ < o 1 2 .. )
Po P1 P2

To znaci da je ukupan proces,

takoder diskretan analogon spektralno negativnog procesa i ima skokove prema gore najvise
visine 1. Iz toga slijedi da proces X, kada ’'ide prema gore’, mora pogoditi svaku razinu
x > 0 preko koje prijede.

Takoder, i dalje pretpostavljamo da je E X (1) > 0. Ispostavit ¢e se pak da bi uvodenje
drifta ¢ u model donijelo formalne komplikacije u ra¢un. Naime, drift u diskretnom slucaju
uzrokuje da ovakva slucajna Setnje moze preskociti neki nivo = > 0 bez da ga toéno pogodi
- a to bi predstavljalo problem u 3. i 4. koraku naseg racuna, kao Sto ¢emo detaljno vidjeti.

Napomenimo jos da koristimo opet iste oznake kao u pocetku poglavlja, tako da nam
primjerice S opet oznacava proces supremuma od X, I proces infimuma, itd.
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2.korak:

Uzmimo neko nezavisno geometrijsko vrijeme na Z., 7(q) ~ G(q), ¢ € (0,1). Dakle,

P(r(q) =k)=p(1 —p)f =p*, £=0,1,2,3,...
Sa T'(x) ozna¢imo prvo vrijeme kada proces X prijede razinu z > 0, tj.
T(x)=min{n e N : X(n) >z} .

Tada, koriste¢i Fubinijev teorem, imamo
P(Syq) > ) = P(T(z) < 7(q)) = ) _P(T(z) <n)P(r(q) = n)

= Z P(T(z) < n)pq" = Z Z P(T(x) = m)pq"

n=1 n=1 m=1
=Y P(T qu =pY P(T(x)=m)) "
m=1 = m=1 n=m
=p > P(T(x) =m)q" 1_q =Y P(T( q"
m=1 m=1
=E[¢"@],

gdje smo u 2. retku iskoristili ¢injenicu da je P(T'(z) = 0) = 0 pa stoga kre¢emo od n = 1
u sumaciji. Ovo nas upucuje da, umjesto funkcija generatora momenata, promatramo
funkcije izvodnice, koje su i prirodnije za diskretan slucaj. One su dobro definirane ako ih

promatramo u varijabli s, |s| < 1.

3. korak:

Pogledajmo sada poblize svojstva procesa {T'(z)}.>o. Uo¢imo da z ovdje poprima dis-

kretne vrijednosti, tj.  =0,1,2,3,...

Promatrajmo proces {e?MXM=AnY - “odje je

Y(A) = logE [* 1],

1 je strogo rastuca na [0, 00) buduéi da je EX; > 01

6=

je njen inverz (dakle, ¢ je inverz eksponenta funkcije izvodnice momenata za X). Uoc¢imo

da je tada
E [€¢>(A)X(n)] —
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X

Zbog nezavisnosti i stacionarnosti prirasta, proces {ed’(’\) ”)_)‘”}nzo je martingal pa prema

teoremu o opcionalnom zaustavljanju imamo

E [e¢>()\)X(T(x)/\n)f)\(T(z)/\n)] -1

Kako je
PN X(T(x) An) = NT(x) An) < 9N X(T(2)) = d(A\)(z +1)

PN X(T(x)An) = ANT(z) An) = ¢(N\)(z+1) — AT (x) na {T(x) < oo},

onda prema Lebesgueovom teoremu o dominiranoj konvergenciji imamo
E[e @ T(z) < co] = e @D

Uocimo ovdje da je P(T'(z) < oo) = 1, bududi da je EX(1) > 0 (i stoga X — +o0).
Takoder, uoc¢imo da smo u gornjem rac¢unu direktno koristili nasu pretpostavku da je X
skip-free slucajna Setnja, obzirom da je jedino u tom slucaju moguée zakljuciti da nuzno

lim X(T'(z)An)=x+1.

n—o0

Uz druge pretpostavke, ovakav zakljucak ne bi bio mogué.

Gornji racun nam daje da je eksponent funkcije izvodnice momenata za proces {T'(z)}
jednak ¢(=1).

Sada imamo, koristeéi rezultat iz 2. koraka, da je

P(Sy(p > 7) =E[¢"®] = E [~ (Tl T@)]

—¢(—loga)
— 67(x+1)¢(710gq) _ (q logng )erl ,

t.

—¢(—logq)

ST(q)NG(q ea )

. .. .. .. —¢(—logq)
je geometrijska sluc¢ajna varijabla na Z, s parametrom q e«

4. korak:

Definirajmo prvo lokalno vrijeme u maksimumu za sluc¢ajnu Setnju. Neka je Ly =0 i

Ly =card{j € {1,2,...,k} : X(j—1)<X(j), X(J)=maxX(i)},

i<y

tj. Ly je broj trenutaka do trenutka k kada je slucajna Setnja bila u svom (strogo novom)
maksimumu.
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Strogo rastuci proces V ljestvicastog vremena od X je onda definiran sa V =0 i
Vi =min{j > Vi © X(j) > X()} .
dok je, takoder strogo rastuéi, proces ljestvicastih visina dan sa
H,=X(V;) za Vy<oo i H,=00 za Vj=o00.

Ocito je onda inverz lokalnog vremena, L~!, jednak promatranom procesu {T'(x)},>0,
preciznije
L'n)=Tn-1), n>1.

Sa k(a, B) oznacimo dvodimenzionalni Laplaceov eksponent procesa (L~!, H). Obzirom da
proces ima prema gore skok najvise visine 1, o¢ito mora pogoditi sve pozitivne vrijednosti
koje preskoci. Stoga je

Hn)=X(T(n-1)=n, neN
i uo¢imo da je ovo mjesto na kojem opet direktno koristimo strukturu skip-free sluc¢ajne
Setnje, tj. cinjenicu da joj mozemo kontrolirati skokove s jedne strane. Koriste¢i ovo
opazanje, dobivamo

e~ (@h) = F [~ (LT WHBHM)) = ¢=F . [eL 7' (D] =

_ B bl

Sto je posljedica racuna iz 3. koraka.

Stoga je
Kl B) = ¢(a) + 8
5. korak:
Definirajmo
G:=min{k=0,1,...,7(q) : X(k)= 0<r£23<(q)X(])} i
D :=max{k=0,1,...,7(q) : X(k)= 0<II?S1£1((1)X(])} .

Dakle, G je prvi trenutak na [0,7(q)] kad je slucajna Setnja X u svom maksimumu, a D
posljednji trenutak na [0, 7(¢)] kad je u svom minimumu. Tada vrijedi sljedeéi rezultat.

Lema 4.2.1 Uz oznake kao gore, (G,X¢) je nezavisno sa (1(q) — G, X7 — Xa) @ oba
para su beskonacno djeljiva. Osim toga, (7(q) — G, X — Xa) ima jednaku distribuciju
kao i (D, Xp).

Za detalje (dokaz gornje leme i opéenito o Wiener-Hopfovoj faktorizaciji za slucajne Setnje)
vidjeti npr. [Kyp2, Teorem 1.1.].

No, iz ove leme je odmah vidljiva 'faktorizacija’ (uz oznaku 7 = 7(q) zbog jednostavnijeg
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zapisa):
E [eia7+iﬂX7] —E [eiocG—i—iBST] K [6iaD+iB]T] —

- K [ez‘aG-i—i,BST] .E [eia(T—G)+iﬁ(X—ST)] ’

za o, €R.

Sada mozemo formulirati analogon Teorema 2.5.3. za skip-free sluc¢ajne Setnje, na nacin
kako je to napravljeno u [Vid, Teorem 3.9.]. Mogli bismo, takoder, pokusati provesti rac¢un
kao u neprekidnom slucaju, u poglavlju 3.2., no metoda Laplaceove transformacije se poka-
zala neucinkovitom u ovom slucaju. Naime, potrebno je, kao u [Vid], "uklopiti’ neprekidnu
zdesna slucajnu Setnju u skip-free Lévyjev lanac ¢iji je lanac skokova upravo ta nepre-
kidna zdesna (skip-free) slucajna setnja. No, to nam onemogucéava direktnu faktorizaciju
Laplaceovog eksponenta bas za samu slucajnu Setnju, nego nas vraca u specijalan slucaj
Teorema 2.5.3. Razlog za to je mozda i jasan, obzirom da je gornja metoda prilagodena
upravo neprekidnom, a ne diskretnom okruzenju. Stoga ¢emo u idu¢em odjeljku pokusati
ovom diskretnom modelu pristupiti na njemu malo prirodniji - kombinatorni nacin.

4.3 Pristup preko Takacseve formule
Promatrajmo ponovno slucajnu Setnju
(en—=C(n)+Z(n) : n>0),

gdje su C'i Z opet slucajne Setnje kao na pocetku ovog poglavlja (dakle, C' je diskretni
analogon subordinatora, a Z je neprekidna zdesna slu¢ajna Setnja).

Pokusat ¢emo ponovno dobiti rezultate Pollaczek-Khinchinovog tipa (ili barem sli¢ne ve-
zane uz vjerojatnost propasti i distribuciju supremuma ovog generaliziranog procesa rizika
u diskretnom sluéaju), ali koristeé¢i malo drugaciji pristup. Naime, u poglavljima 4.1. i 4.2.
slijedili smo pristup koji je bio diskretizacija racuna dobivenog u neprekidnom modelu.
Ovdje ¢emo pokusati pristupiti problemu koriste¢i kombinatorni pristup.

Prije nego sto zapocnemo s rac¢unom, uvedimo jos jednu generalizaciju procesa rizika u
nase promatranje. Naime, slijede¢i [HPSV2|, promatrajmo $to se dogada kada jos malo
poopé¢imo proces C| tj. kada uzmemo da je

Cn)=C'(n)+---+C™n), n>0, meN,

gdje su sve C" neopadajucée slucajne setnje (kao C' u definiciji s pocetka ovog poglavlja).
Na ove komponente od C' mozemo gledati kao na nezavisne rizicne portfelje koji se natjecu
u uzrokovanju propasti. Zbog jednostavnosti notacije, mi ¢emo promatrati samo slucaj
kada je

C(n)=C'(n)+C%*n), n>0

jer je jasno da se on vrlo lako poopéi na slucaj kada imamo m > 2 komponenti u C'.
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Dakle, neka su C' i C? dvije nezavisne slucajne Setnje koje imaju neopadajuée priraste
izakojeje EC* <o0,i=1,2.

Krenimo prvo od

X(n)=en—-C(n), n>0.

Koristit ¢emo opet standardne oznake: X = —X, 7 = inf{n >0 : )A((n) > x} za prvo
vrijeme prelaska sluc¢ajne Setnje X preko razine z € Ny te

AC'(n)=C'(n)—C'(n—1) za i=1,2

za skokove Setnja O, C? te C, n > 0.

Za x > 01y < 0 mozemo gledati vjerojatnost dogadaja da slucajna Setnja X u nekom
trenutku n > 1 prvi puta prijede preko razine nula, s time da se u trenutku prije nalazila u
stanju y < 0, a prvo stanje u koje je skocila pri prelasku barijere nula je neko stanje z > 0.
Uocimo da tako nesto ima smisla jer X (n) = C'(n) + C?(n) — cn 'prema gore’ (zbog toga
kako su definirani prirasti slucajnih Setnji C'* i C?) moze skociti bilo kakvim pozitivnim ko-
racima. Dakle, kad npr. prelazi razinu nula, X moze skoéiti u bilo koje x vece ili jednako 1.

Za to nam je prvo potrebno nekoliko pomoc¢nih rezultata iz teorije skip-free slucajnih
Setnji.

4.3.1 Pomoc¢ni rezultati

Prvi koji ¢emo promotriti je Takdcsev rezultat, a zapisat ¢emo ga u obliku dviju lema.
On zapravo daje da za skip-free slucajnu Setnju, ukoliko znamo njenu poziciju u nekom
trenutku n i ona je jednaka nekom k, mozemo tocno odrediti vjerojatnost da se ta Setnja
do trenutka n nalazila ispod nule (odnosno iznad, ovisno o tome gledamo li slu¢ajnu Setnju
koja je neprekidna slijeva ili zdesna) i ta vjerojatnost iznosi to¢no %

Tékacsevi rezultati spadaju u vrlo opéenitu klasu glasackih (ballot) teorema. Prvi rezultat
tog tipa potjece jos od Bertranda (1887.)

Teorem 4.3.1 Pretpostavimo da postoje dva kandidata u nekom procesu glasovanja u ko-
jem ima ukupno n glasaca. Kandidat A dobiva a glasova i pobjeduje kandidata B koji je
dobio b glasova. Tada je vijerojatnost da tijekom prebrojavanja glasova kandidat A bude
wvijek u prednosti pred kandidatom B jednaka Zﬁ’; = ab

Bertrandov dokaz sastojao se samo u opazanju sljedece Cinjenice: ako sa F,; oznacimo
broj 'povoljnih’ ishoda, tj. onih u kojima A dobiva a glasova, a B b glasova i A uvijek vodi
tijekom prebrojavanja, tada je Pyi1p11 = FPat1p + Papt1- To je induktivna vrsta dokaza,
a Bertrand je uz njega postavio i pitanje za direktnim dokazom svoje tvrdnje. Jos iste
godine Emile Barbier je postavio (ali, ne i dokazao) i opéenitiju tvrdnju.
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Teorem 4.3.2 Ako je a > km za neki k € N, onda je vjerojatnost da A uvijek tijekom

. . e . a—kb
prebrojavangja ima k puta vise glasova nego B jednaka 3.

Prvi formalni dokaz Bertrandove tvrdnje (dakle, sluc¢aja kad je k = 1) dao je Désiré André
1923. Koristio je drugaciju tehniku od one Bertrandove induktivne, a u grubo bismo je
mogli (zajedno s ostalim varijacijama koje su se kasnije pojavile) svrstati u kategoriju do-
kaza glasackog teorema metodom prebrojavanja losih ishoda. André je postavio bijekciju
izmedu nepovoljnih ishoda koji po¢inju glasom za A i nepovoljnih ishoda koji poc¢inju gla-
som za B. Naime, ako promatramo a glasova koji su oznaceni sa A i b glasova koji su
oznaceni sa B, onda svaka permutacija glasova koja zapocinje sa B je loga (jer ve¢ u prvom
koraku prebrojavanja A ne vodi), a znamo da takvih ima (“271). Sada se moze uspostaviti
bijekcija izmedu losih permutacija koje zapoc¢inju sa A i svih permutacija a A-ova i b — 1
B-ova. Kako je i tih (“+Z_1), onda zaklju¢ujemo da je ukupno 2 - (“+2_1) losih permutacija
glasova, odnosno (“;rb) — (‘”Zfl) povoljnih ishoda (dobrih permutacija). Kad se taj izraz
pak pojednostavi, dobiva se upravo zeljena formula. Kasnije su se javile brojne varija-
cije ovog tipa dokaza, od koje je mozda najelegantnija ona koja koristi metodu refleksije.
Medutim, ta se metoda pokazala kao nekorisna u sluc¢aju kad je £ > 1, tj. Teorema 4.3.2.

Aeplli je dokazao i opceniti glasacki teorem (rezultat za k > 1, Teorem 4.3.2. kod nas),
argumentom sli¢nim onom Andréovom. Kasnije se pokazalo da se i taj opcenitiji rezultat
moze pokazati postavljanjem sli¢ne rekurzije kao Sto je Bertrandova.

Uskoro se pojavilo jos novih tehnika dokazivanja tog rezultata, od njih spomenimo mozda
pristup Dwvoretzkyja i Motzkina (1947.). Oni su dokazali glasacki teorem uvodenjem tzv.
ciklicke leme: za bilo koji niz od a glasova za A i b glasova za B tocno je a — kb od ukupno
a + b ciklickih permutacija tog niza dobro, tj. povoljno. Ova lema zapravo predstav-
lja kombinatorni analogon Lagrangeove formule inverzije, koja se moze naéi na iznimno
mnogo mjesta. Pogledajmo poblize ovaj dokaz, obzirom da ¢e nam sli¢cna tehnika biti
vazna u dokazivanju jos jednog pomoc¢nog rezultata.

Dakle, pretpostavimo da glasove promatramo kao niz od a + b ¢lanova od kojih je svaki
jednak +1 (ovo odgovara glasu za A) ili —k (ovo odgovara glasovima za B). Za niz kazemo
da je dobar ako mu je svaka parcijalna suma pozitivna, a lo§ inace. Suma ovakvog niza
oCito je jednaka a— kb i ona je veca ili jednaka od nula jer smo pretpostavili da A pobjeduje
za vise od kb glasova. Neka je C bilo koja ciklicka permutacija tih a jedinica i b (—k)-ova.
Zelimo pokazati da od a + b ¢lanova u C, toéno njih a — kb zapoéinje dobar niz.

Postupimo na sljedeci nacin: iz C izbacimo sve podnizove oblika 1,1,...,1, —k u kojima
ima k uzastopnih jedinica. Uoc¢imo da niti jedan ¢lan takvog podniza ne moze zapocinjati
dobar niz jer kad dodemo do —Fk, dobili bismo parcijalnu sumu < 0. Oznacimo sa C' novi
niz glasova koji dobijemo kad iz C izbacimo sve podnizove gornjeg oblika. Kako takvi
podnizovi imaju sumu nula, onda njihovim izbacivanjem nismo umanjili broj dobrih ni-
zova. Dakle, ¢lan u C' zapocinje dobar niz ako i samo ako taj ¢lan zapoé¢inje dobar niz u
C, tj. C i C imaju isti broj ¢lanova koji zapo¢inju dobar niz. Tako nastavimo izbacivati
podnizove gornjeg oblika, dok nam ne ostane samo niz jedinica. U tom trenutku imamo
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a — kb jedinica (a ih je bilo ukupno na pocetku, a kb smo ih izbacili ovakvim na¢inom
izbacivanja jer smo izbacivali po k uzastopnih jedinica sa svakim —k) pa, kako je ukupan
broj ciklickih permutacija ovakvog niza jednak a + b, dokazali smo tvrdnju leme.

Ova posljednja navedena tehnika dokazivanja glasackog teorema vrlo je znacajna i zato
Sto ona prvi puta uvodi ideju ciklicke permutacije u dokazivanje rezultata tipa glasackih
teorema, a pozadina te price bliska je onome Sto znamo kao jako Markovljevo svojstvo
slucajne Setnje. Naime, sva gornja opazanja mogu se izraziti u terminima slucajne Setnje
koja poprima vrijednosti u skupu Z. Teorem 4.3.1. tada samo kaze da ako znamo poziciju
slucajne setnje R (kojoj priraste gledamo kao +1 = glas za A i -1=glas za B) u nekom
trenutku t, R(t) = h > 0, onda je vjerojatnost da je S(i) > 0 za svakoi = 1,2,...,¢ (tj. A
vodi u svakom prebrojavanju glasova) upravo %

1962. Lajos Takdcs dokazao je niz vrlo opcenitih teorema glasackog tipa, spomenut ¢emo
samo onaj koji ¢emo direktno koristiti, za detalje vidjeti [Tak].

Lema 4.3.3 Neka su Xy, ..., X, ciklicki izmjenjive slucajne varijable koje poprimaju vri-

jednosti u Z 1 koje ne poprimaju vrijednost veéu od 1. Neka je R(i) = (1) + ...+ &(i),
1<t <n. Tada za svako 0 < k < n vrijedi

P(R(i) > 0 za svako 1 <i <n |R(n) =k) =

3| =

Napomenimo da za slucajne varijable &, ...,&, kazemo da su izmjenjive ako za svako
(ri,...,m) € R™ i sve permutacije o od {1,2,...,n},

P(& <rizasvako 1 <i<n ) =P <rou zasvakol <i<n ).

Za &1,...,&, kazemo da su cikliéki izmjenjive ako gornja jednakost vrijedi za svaku
ciklicku permutaciju o od {1,2,...,n}.

Ocito, ako su varijable &, ..., &, izmjenjive, onda su i ciklicki izmjenjive, dok obrat ne
mora vrijediti. Ova lema, zajedno sa navedenom ciklickom lemom, pokazuje da ciklicka
izmjenjivost ili nesto slicno mozda predstavlja bit ovih glasackih teorema. Napome-
nimo jos da je Takacs svoje rezultate originalno izrazio u terminima sluc¢ajnih varijabli
(1-¢&),(1—=%&),...,(1 —¢&,) ipripadajuce slucajne Setnje.

Prije nego dokazemo gornju lemu, napomenimo vaznu ¢injenicu da svi navedeni rezul-
tati imaju dvije kljuéne pretpostavke koje se ne mogu ispustiti, a to je da: se odnose samo
na slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti u Z i da te slu¢ajne varijable moraju biti
omedene sa jedne (ili obiju) strane (strana). Ukoliko ovaj drugi uvjet nije ispunjen, lako
se konstruira kontraprimjer za rezultat gornje leme. Recimo, ako uzmemo da prirasti nase
slucajne Setnje mogu poprimiti vrijednosti —4, —1, 1 i 4 i znamo da je S3 = 2, onda se to
jedino moze dogoditi u slucaju kada je {&1,&2,&3} = {4,—1,—1}. Da bi vrijedilo R; > 0
za svako ¢ = 1,2,3, mora ocito ova 4 biti bas na prvom mjestu. Vjerojatnost da se to
desi je 1/3, a prema Lemi 4.3.3. ona bi trebala biti jednaka Rs3(w)/n = 2/3. Ipak, neka
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oslabljenja su moguéa, za detalje vidi [BR].

Da bismo dokazali Lemu 4.3.3. na nacin kako je to napravio Takacs, treba nam prvo
sljedeci rezultat.

Lema 4.3.4 Neka je p(u), u=0,1,2,... neopadajuca funkcija za koju vrijedi p(0) =0 i
o(t+u) =¢(t) + p(u), zau=0,1,2,..., gdje je t € N. Definirajmo

5(u) = L, v—o)>u—pu) zav>u
w= 0, inace.

Tada je

Dokaz.
L. slucaj: p(t) >t

Uoc¢imo da je 6(0) = 0 jer ne moze vrijediti da je v — p(v) > 0 — ¢(0) = 0 za svako
v>u=0kadajezat>0t— p(t) <0 po pretpostavci ovog slucaja. Nadalje, da bi 6(1)
bilo jednako 1, moralo bi biti v —p(v) > 1 —¢(1) za svako v > 1. No, t+1 > 1jerjet >0
pa bi to znacilo i da je (t+1) — @(t+ 1) > 1 — (1), sto koristenjem svojstva funkcije ¢
(p(t+u) = @(t)+¢(u), za svako u > 0) daje (t+1) —@(t) — (1) > 1 —p(1), tj. v(t) < t,
a to bi bilo u kontradikeiji s pretpostavkom ovog sluc¢aja. Dakle je §(1) = 0 i analogno se
dobiva da je 6(u) = 0 za svako 0 < u < ¢ pa je i trazena suma jednaka 0.

2. slucaj: 0 < p(t) <t
Definiramo ¢ (u) = inf{v — p(v) , v > u}, u=0,1,2....
Prvo uo¢imo da je (opet koristeéi da je p(u +t) = p(u) + ¢(t))

Y(u+t)=inf{v—pW) : v>u+t}
=inf{lu+t—pu+t)hut+tt+l—plu+t+)u+t+2—plu+t+2),...}

=inf{u+t—pu) —plt),u+1+t—plu+1)—plt),u+2+t—pu+2)—e),..

=inf{t — o(t) + u—p(u),t — @)+ (u+1) — p(u+1),...}
=t—(t)+inf{v —p(v) : v>u}
=t =) +¢(u) .

Osim toga je

Y(u+1)—P(u) =inf{v —p(v) : v>u+1} —inf{fv —p(v) : v>u},

3
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a ukoliko razlu¢imo da li se infimum funkcije v — p(v) postigao prije ili poslije trenutka wu,
onda u drugom sluc¢aju dobivamo da su oba ova infimuma jednaka, tj. gornja je razlika 0,
a to je pak jednako d(u) jer je i ona u ovom sluc¢aju jednaka 0. Isto se razlozi i prvi slucaj
pa dobivamo da je

P(u+1) —(u) =6(u) .
Sad je

t

Y o) =) (Wu+1) =) =

u=1

=Pt +1) = (1) =t — (1)

i time je tvrdnja leme dokazana i za ovaj slucaj. H

Dokazimo sada i Lemu 4.3.3. Izre¢i ¢emo je i dokazati u originalnom obliku kako je to
napravio Takacs, dakle, gledat ¢emo zapravo slucajne varijable v; ;=1 — &, 75 := 1 — &,
... 1 pripadajucu sluc¢ajnu Setnju R koja je sada neopadajuca, a njeni prirasti v; poprimaju
vrijednosti u Z i ciklicki su izmjenjive slucajne varijable. Pokazujemo da je tada

1—@, 0 < R(n) <mn;
0, inace.

P(R(u) <u : 0<u<n|R(n)) = {

Dokaz Leme 4.3.35.

< u < n) proces na (0,00), (R*(u) : 0 < u < o0)

Pridruzimo procesu (R(u) : 0 < u
t.d. je R*(u) = R(u), za 0 <u <niR*(n+u)=R(n)+ R*(u), za u> 0. Definiramo

1, akoje v — R*(v) > u— R*(u) za svako v > u;

d(u) = .
0, inace.

Tada je 6(u) sluc¢ajna varijabla i ima jednaku distribuciju za svako v > 0. Sada je

P(R(u) <u, 0<u<n|R(n))=P(R"(u) <u, u>0R(n))
B[l o, weop R)] = E[5°(0) [ R(n)] =

— % Y E[5*(u)|R(n)] =E [% - ) 0" (u)|R(n)]

:{ 1— 8" 0 < R(n) <n;

n
0, Inace,

gdje smo koristili ¢injenicu da je 6*(u) za v > 0 uvjetno da znamo poziciju R(n) jednako
distribuirano kao d(u), 0 < u < n te rezultat Leme 4.3.4. W

Ranije smo ve¢ pokazali da vrijedi sljedeéi rezultat (za detalje vidi (4.5) i racun koji pret-
hodi).



80 Poglavlje 4. Diskretan slucaj

Lema 4.3.5 (formula kompenzacije za diskretan slucaj)

E(ZH(n,w,AC’fL(w))) :E( ’H(n,w,s)dFi(E)) )

gdje je H nenegativna funkcija, a F; funkcija distribucije prirasta sluéajne Setnje Ct, i =
1,2.

Osim formule kompenzacije, trebat ¢e nam i formula za jednakost mjera za diskretan slucaj.
Dakle, ako sa
7(k) =min{n >0 : R(n) >k},

k > 0, oznac¢imo prvo vrijeme kada neprekidna zdesna slucajna Setnja R prijede neku
razinu k > 0, zeljeli bismo dobiti rezultat oblika

n-P(r(k)=n)=k-P(R(n)=k), n>1.

I ova formula se dobiva se kao posljedica glasackih teorema o kojima smo govorili, a u
originalu se zove hitting time teorem i joS Kempermanova formula. Ona zapravo kaze da
ako znamo da se slucajna Setnja R u trenutku n nalazi u nuli (tj. R(n) = 0), bez obzira
na to kako su distribuirani prirasti te slucajne Setnje, ali uz uvjet da poprimaju vrijednosti
u 7 ida su g.s. vedi ili jednaki od -1, vjerojatnost da je ta Setnja u trenutku n prvi puta
pogodila 0 jednaka je %, gdje je k > 0 neka pozicija iz koje je Setnja R krenula. Direktna
veza sa glasackim teoremom je ocita. Dokaz se onda moze provesti, kao i kod glasackog te-
orema, indukcijom ili, na primjer, koriste¢i varijantu kombinatorne formule (ciklicke leme).

Pokusajmo sada pokazati zeljeni rezultat koristeé¢i ovaj drugi pristup.

Lema 4.3.6 (Kombinatorna formula) Neka je (x4, ..., x,) konacan niz cijelih brojeva
koji poprimaju vrijednosti vece ili jednake od -1 1 pretpostavimo da je njihova ukupna suma
jednaka Y x; = —k. Sa 0;(x) oznacimo opet ciklicku permutaciju od x koja zapocinje
sa x;, tj. oi(r) = (Ty,Tig1, -, Ty T1,..-T-1), © € {1,2,...,n}. Tada postoji tocno k
razlicitih indeksa i € {1,2,...,n} takvih da vrijedi
J
Z(U,-(x))l >—k, zasvakoj=1,...,n—1

=1

> (oa)i =~k

=1

tj. postoji toéno k razlicitih permutacija o;(x) niza x takvih da je prvi puta tek suma svih
n ¢élanova tog permutiranog konacnog niza o;(x) jednaka —k.

Dokaz.

Naime, pogledajmo parcijalne sume s;, 1 < j < n i pronadimo najmanju od njih. Neka
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je s, prva najmanja takva (tj. m najmanji indeks takav da je s, = minj<;<, s;). Sada
uzmemo ciklicku permutaciju o,,(x), dakle, onu koja zapoc¢inje clanom x,,1, o, (x) =
(Timt1s Tma2y - -+, T ). Obzirom da je ukupna suma niza —k, onda ovakav niz o,,(x) pogodi
—k tek u trenutku n. Za j = 1,2,...,k oznacimo prva vremena udaranja razine —j sa t;,
tj. t; :=min{i > 1 : s; = —j}. Uz isto rezoniranje kao malo prije, jasno je da Setnja o;(x)
prvi puta udari u —k u trenutku n ako i samo ako je ¢ jedan od tj-ova, j = 1,2,...,k, Sto
dokazuje formulu. W

Sada pogledajmo niz slucajnih varijabli (£(1), ..., &(n)) i slucajnu Setnju R(j) = Y27, £(4),
R(0) = 0 ¢iji su prirasti ciklicki izmjenjivi. Sa T ozna¢imo prvo vrijeme kada R dode

do razine —k, a sa sz,z prvo vrijeme kad Setnja sa koracima o;(§) pogodi prvi puta —k.

Primjenom kombinatorne formule, tada vrijedi

n-P(T_y =n|R(n) = —k) = > E Lz, —m|R(n) = —k]

=1

—E (D tr onl2n) = 4

=E()_ Loty [R(n) = —k)
i=1
=k,

gdje smo u pretposljednoj jednakosti koristili ciklicku izmjenjivost prirasta slucajne Setnje
R, a u posljednjoj jednakosti kombinatornu formulu (tj. ¢injenicu da postoji to¢no k
permutacija koraka slucajne Setnje R sa svojstvom da tek u trenutku n prvi puta pogode
razinu —k). Time smo pokazali Kempermanovu formulu, uz napomenu da ju je on u
originalu pokazao za nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable pa ¢emo je tako
izreci, iako vidimo da je moguce i njeno poopcéenje kao gore.

Lema 4.3.7 Neka je R skip-free slucajna setnja ciji su prirasti mangi ili jednaki od jedan
te (k) prvo vrijeme prijelaza preko razine k > 0 za tu slucajnu Setnju. Tada vrijedi:

4.3.2 Model s jedini¢nim driftom

Vratimo se sada na slucajnu Setnju X iz naseg modela, uz dodatnu pretpostavku da je
drift ¢ = 1. Dakle, promatramo

X(n)=n—-C(n), n>0,
skip-free sluc¢ajnu Setnju s prirastima koji su manji ili jednaki 1.

Ako ozna¢imo p = EC(1), p; = EC¥1), i = 1,2, takoder pretpostavimo da je
EX(1)=1-EC(A)=1—pu=1—=(u1 +p2) > 0,tj. u < 1. Pogledat ¢emo kasnije
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Sto mozemo reéi o opcéenitom slucaju za ¢ > 1.

Oznacimo sada R N
S(n) := max X(s)

0<s<n

5(00) := max X (s)

s>0

te
oW :=min{n >0 : §(n) >0},

o® .= min{n > c*V : S(n) > S(c*)} .

Tada je jasno
0<oM <o® <. .|

Definirajmo za y <0iz > 0

Hw,80) = g1y Sn-ny<o) * Heimrsioup -

U Lemi 4.3.5. imamo sad

o0

Z H(n,w, AC" (n)(w)))

[e.o]

Z X(n—1)=y,8n-1)<0,AC(n)=z+1—y)
= <ro<oo,X<fo—1>:y,)?<er>zx,Ac%er):xH—y).
U posljednjem retku imamo nejednakost X (7o) > x, ane jednakost jer u diskretnom slucaju
komponente od C' mogu istovremeno skakati - medutim, sve su rastucée pa jedino mogu jos
uvecati novi supremum, dok ga drift pak spusta za po jedan korak 'prema dolje’ (stoga
AC'(Ty) = (x—y)+1).
S druge strane, koriste¢i Lemu 4.3.3. i Lemu 4.3.6., imamo
E (32001 Jio,o) Hnw)dFi(e))
= 2211 E (f(O,oo) 1{)?(n—1):y,§(n—1)go} ’ 1{5i:$+1_y}dFi<€i))
=3 P(X(n—1)=y,5(n—1) <0)-P(C'(1) =z +1—1y)
= S P(S(n—1) <0 X(n—1) =y) - P(X(n—1) = y) - P(C}(1) =z + 1 —y)
— B(C(1) = a4+ 1 =) - X, Pmaxozmen X (m) < 01X (n—1) = y) - P(X(n—1) = y)

— P(Ci(1) = 241—y)- 32 | P(X(m) <0, V0 <m < n—1|X(n—1) = y)-P(X(n—1) = y)
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~

= P(C(1) = 2+1—y)- 3 P(C(m) <m : Y0 <m < n—1|X(n—1) = y)-P(X (n—1) = y)

= P(Ci(1) = v+ 1—y) 30 P(Cm) <m : YO <m<n-1Ch-1) =
)

U posljednjoj smo jednakosti koristili da je P(7(y) < oo) = 1 za y < 0 opet zbog ¢injenice
da je X skip-free Setnja s prirastima vec¢im ili jednakim -1 pa moze samo jedini¢nim kora-
cima prema dolje, tj. pogodi svaku razinu y = —k < 0.

Uocimo da u slucaju kad drift ¢ nije jedinican, tj. imamo ¢ > 11 X (n) = ecn—C*(n)—C?(n),
n > 1, mozemo definirati C(n) := (¢ — 1)n — C*(n) — C%(n), n > 1, medutim ne mozemo
primijeniti niti Lemu 4.3.3., niti Lemu 4.3.6. Tocnije, uvjet da su prirasti dualne Setnje
vedi ili jednaki od -1 (tj. manji ili jednaki 1 u sluc¢aju originalne Setnje) nuzan je kako bi
se mogla primijeniti neka verzija glasackog teorema u diskretnom slucaju. Uoc¢imo takoder
da ta restrikcija nije potrebna u neprekidnom slucaju. Zasto? U neprekidnom slucaju
glasacki teoremi koji zapravo leze u pozadini neprekidne verzije Leme 4.3.3. obuhvacaju
u sebi klasu spektralno negativnih Levyjevih procesa (Sto je u skladu sa neprekidnim ana-
logonom skip-free slu¢ajne Setnje). Za takve procese, ukoliko im nadodamo drift, on nece
poremetiti kljuéno svojstvo tog procesa, a to je da on nema pozitivnih skokova pa svaku
razinu ‘prema gore’ prelazi svojim neprekidnim dijelom. Ta ¢injenica lezi u osnovi svih
dokaza rezultata vezanih uz spektralno negativne Levyjeve procese. S druge strane, u
diskretnom slucaju imamo slucajne Setnje koje su sastavljene samo od skokova i njima je
nuzna restrikcija da skok prema gore ne smije biti veéi ili jednak od jedan kako bismo
osigurali da se prema gore prelazi tocno svaka razina. Stoga u diskretnom slucaju i ovom
metodom, a i ostalima kojima smo se sluzili, mozemo nesto re¢i samo kada je drift je-
dinican, tj. ¢ = 1. Uoc¢imo na ovom mjestu takoder da nas ovakvo rezoniranje upucuje
na to da bismo mogli pogledati sto se dogada sa slozenim Poissonovim procesima kada ih
promatramo metodom koju smo upravo koristili. Naime, oni ¢ine klasu neprekidnih pro-
cesa koja je vrlo bliska slucajnoj Setnji, a opet vrijedi da dva slozena Poissonova procesa
ne mogu istovremeno skakati, Sto je oc¢iti nedostatak diskretnog slucaja. Vidjet ¢emo to
uskoro opet kad pogledamo sto se dogada kada ubacimo perturbaciju u nas diskretan model.

Uoc¢imo takoder da smo bez smanjenja opcenitosti u gornjim racunima mogli gledati i
kona¢no mnogo takvih Setnji s neopadajuéim prirastima, Ct,C?,...,C™, za neko m € N.

Stoga smo dobili
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Teorem 4.3.8 Neka su C*,C?, ... C™ slucajne Setnje sa neopadajuéim prirastima i
X(n)=1-n—(C"+---+C™)(n), n>0.

Oznacimo )?(0) =0iX =—X te pretpostavimo da je 1 > EC(1) = p = py + - + fom-
Tada za y <0 1 x >0 vrigedi

P(H < 00, X (o — 1) =4, X(R) > 2, ACH(R) =a+1—y) =P(C(1) =z + 1 —y) .
Sumiranjem po svim moguc¢im y, dobivamo i sljede¢i rezultat.
Korolar 4.3.9 Uz pretpostavke kao u prethodnom Teoremu 4.53.7., vrijedi

P(7 < 00, X (7o) > 2, AC'(R) >z +1) = P(C'(1) > 2 + 1) .

4.3.3 Model s perturbacijom

Pokusajmo sada u osnovni model ubaciti perturbaciju, kako bismo i u takvom poopé¢enom
modelu dobili rezultate slicne onima u prethodnom teoremu i korolaru. Uo¢imo da ovdje, iz
razloga koje smo navodili u prethodnim racunima, moramo izbaciti drift kako bismo dobili
opet strukturu skip-free slucajne setnje. Dakle, dodajmo u osnovni model perturbaciju, tj.
skip-free slucajnu Setnju Z, tako da je sada

X(n)=-C(n)+Z(n), n>1,

gdje je opet C(n) = C'(n) + -+ + C™(n) slucajna Setnja sastavljena od m komponenti
slucajnih Setnji s neopadajuc¢im prirastima. Dakle,

zy =t~ (02 ) i el p 2 S

92 q1 qo P Po P1 P2 P3
=g~ (T ) Smeeo~ (T )

Slucajna setnja X sada je skip-free sa prirastima manjim ili jednakim od jedan, a X
takoder skip-free, ali sa prirastima vecim ili jednakim od -1. Kako bi X — —o0, moramo
pretpostaviti da je E X (1) < 0, tj.

EC(1) <EZ(1) .

Kako bismo iskoristili ponovno Lemu 4.3.3. u ovom slucaju, uoc¢imo da se slucajna Setnja
X moze zapisati na sljede¢i nacin

X(n) =D tx() =3 _(Ew(i) = 1) = 3 &w(i) —n=W(n)—n,

=1
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gdje je Ew (1) == &4 (4) + 1 i vrijedi da je P(W (1) = k) = P(X(1)=k—1), k> 0.

Pogledajmo dogadaj {C' je doveo do prelaska procesa X preko 0}. Ako skiciramo $to
se dogada u ovom slucaju, jasno je da skok od Z takoder odreduje hoce li i kako u tom
trenutku doci do prelaska. Stoga ovaj dogadaj mozemo rastaviti na uniju dva disjunktna
dogadaja. Naime, ako jey < 0ixz > 0 te X u trenutku neposredno prije preskoka razine
nula u polozaju y, a onda skoti u neki polozaj z > 0 (X(7) — 1) = y, X (7)) > z), gornji se
dogadaj moze zapisati kao

{AC(Ty) > —y+ 1+ 2,AZ(7y) = -1} U{AC(T0) > —y + 2, AZ(79) > 0} .
Dakle, za y < 012 > 0 imamo
P(7y < o0, )/(\'(?0 —-1)= y,)?(?o) > z,C je uzrokovao supremum)

=P(R <00, X(Fo—1) =y, XF) > 2,AC(R) > —y+ 1+ 1, AZ(F) = —1)
+PF <00, X(F—1) =y, X(F) > 2,AC(R) > —y + 1, AZ(F) > 0) .

Definiramo
H(n,w,e,m) = 1{X( 1)=y,8(n—1)<0} Le—av1—yy - Lip=—1y -
Lema 4.3.5. (formula kompenzacije) nam tada za prvi sumand u gornjoj jednakosti daje

P <00, X(F—1) =y, X(R) > 2, AC(R) > —y+ 1+ 2,AZ(F) = —1)

i X(n—1)=y8n-1)<0)-P(CA)>z+1—y)-P(Z(1) =—1)

=1

=P(C1)>z+1—y)-P(Z ZIP’ (n—1)<0X(n—1)=y)-P(X(n—1)=y)

:IED(C’(I)2x+1—y)-IP’(Z(1):—1)-ZIP(W(t)St, 0<t<n—1Xn—-1)=y)

B(X(n-1)=y)

=P<C<1)z:c+1—y>-P<Z<1>=—1>~;<1—y+n(711)> P(S(n—1)=y) =
—B(C() 274+ 1 ) BZ(1) = 1) 3 - (~y) B(X(n— 1) =y) =
I]P’(C(l)2$+1—y)-IP’(Z(1):—1)~§:P(?y:n—1):

—P(C(1)>z+1—y) P(Z(1)=—-1).

U gornjem smo rac¢unu opet koristili argument da je X skip-free sluc¢ajna Setnja sa priras-
tima vecim ili jednakim od -1 pa samo jedini¢nim korakom moze prema dolje, Sto znaci da
posjeti sve razine y < 0 obzirom da X — oo po pretpostavci.



86 Poglavlje 4. Diskretan slucaj

Posve analogni ra¢un moze se primijeniti na drugi sumand, P(7yp < oo, X(79 — 1) =

~

y, X(70) > x, AC(70) > —y + z,AZ(70) > 0), tako da dobivamo sljedeéi rezultat.
Teorem 4.3.10 Uz gornje pretpostavke na slucajne setnje, vrijedi

P(7y < oo,)?(?g —-1)= y,)?(?o) >z, C je uzrokovao supremum)
=P(C(1)>x+1—y)-P(Z(1)=-1)+P(C(1)>x—y) -P(Z(1) >0).

Sada ocito slican ra¢un mozemo provesti i ako zelimo gledati vjerojatnost da i-ta kompo-
nenta od C' uzrokuje prelazak preko razine nula za ¢itav proces, obzirom da su komponente
C'" sve neopadajuée pa ako neka od njih dovede do tog prelaska, ove ostale ga eventualno
mogu uvecati.



Poglavlje 5

Aproksimacija

U diskretnom smo sluc¢aju uocili problem istovremenog skakanja dviju Setnji, C'i Z, koji
nam je onemogucio kontrolu nad cjelokupnim procesom i time i lijepe rezultate koji su
poznati za neprekidni sluc¢aj. Stoga se sad okrec¢emo ka procesu koji predstavlja svojevrsnu
vezu izmedu diskretnog i neprekidnog slucaja i za koji su nam poznati ve¢ neki rezultati
(zahvaljujuéi Takacsu, a detaljnije o tome ¢emo vidjeti u 5.3.), tj. slozenom Poissonovom
procesu. Pokusat ¢emo rezultate koje znamo za taj proces prosiriti po limesu do opéenitijeg
neprekidnog slucaja.

Uzmimo, dakle, sljede¢e sastavnice u razmatranje:

» ¢ > 0 drift,

» (', proces ukupnih zahtjeva za isplatom. Uzmimo za pocetak da je on jednostavnog
oblika, primjerice neka je to slozeni Poissonov subordinator,

» /., perturbacija u modelu, a modelirana je spektralno negativnim Lévyjevim proce-
som za koji pretpostavljamo da ima ocekivanje nula, tj. da je E Z(1) = 0. Proces Z
zelimo aproksimirati nizom

» (Z™),>; spektralno negativnih Lévyjevih procesa konacne Lévyjeve mjere za koje je
ZM(t) =yt —DM(t) , >0,

gdje je (D™), >, niz subordinatora za koje vrijedi da je 7™ = E D™ (1), tako da je
E Z™(1) = 0 za svako n € N.

Tako ¢emo (u poglavlju 5.2.) dobiti da
ZMW =7, n- oo,

gdje = oznacava slabu konvergenciju procesa. Prije no §to damo preciznu definiciju ove
konvergencije, uvedemo sve pojmove koji su uz nju vezani te formaliziramo ra¢un, pogle-
dajmo sto zelimo dobiti ovakvim modelom.

Prvo definirajmo

87
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Uz oznaku ¢™ := ¢+~ za svako n € N, na slican nacin definiramo i
YW =ct+2Wt) ="t —DM(#), t>0, neN
i
XVt =ct+2M1t) - C@t) ="t —DMEt)—Ct)=Y™(t)-C(t), t>0, neN.

Tada ¢e vrijediti da
YW=y i X=X

Kada pokazemo da dolje navedeni rezultati (u propozicijama) vrijede u tom okruzenju,
napravit ¢emo odmah i drugi korak. Fiksirat ¢emo spektralno negativan Lévyjev proces
Y, a proces C' ¢emo poopciti - uzet ¢emo da je to subordinator bez drifta s konac¢nim
ocekivanjem i aproksimirati ga nizom slozenih Poissonovih subordinatora. Dakle, uzet
¢emo da je

» C' u procesu X subordinator bez drifta s konacnim ocekivanjem te konstruirati niz
(C™),>1 slozenih Poissonovih procesa koji slabo konvergiraju ka C, tj.

c=C.
Sada ¢emo pretpostaviti da je Y neki fiksiran spektralno negativan Lévyjev proces te

definirati
X"t =Y({t)-C™(#), t>0, neN

te
Ovdje takoder vrijedi da

C™ = C sto povlaci X™ = X .

I u ovom opéenitijem slucaju, kada nemamo samo jedan slozeni Poissonov proces koji se
javlja kao proces zahtjeva za isplatom jednak i u svakom procesu X ™ i u X, pokazat ¢emo
da vrijedi sljedece.

Naime, zeljeli bismo i ovdje, ali koriste¢i aproksimacijski pristup, pokazati da ako je
o=1inf{t >0 : novi sup od X se postigne zbog skoka procesa C'}

prvo vrijeme kada proces C' svojim skokom dovede do novog supremuma proces X , onda

vrijedi

sup Y, =1 sup X, .

0<t<o0o 0<t<o
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No, mi znamo da (buduéi da po pretpostavci Z™ = Z u prvom slucaju i C™ = C u
drugom promatranom slucaju):

YW =Y, no oo

te
XM =X, n-ooo,

koristeéi teorem o neprekidnom preslikavanju (takoder ¢e biti preciziran kasnije, u 5.1.).
Stoga, ako pokazemo da vrijedi

sup Y, =4 sup X, zasvakon € N
0<t<oo 0<t<o

(ovu ¢éemo jednakost u distribuciji pokazati koristeéi Takdcsev rezultat, slicno kao i u dis-
kretnom slucaju, tj. u poglavlju 4.3.)

te da

Y™ =Y povlaci da P( sup 2(n)§a)—>ﬂ”( sup Y, <a), n—oo, VaceR

0<t<oco 0<t<oco

(ovaj nam dio zapravo nije potreban u drugom slucaju, obzirom da se u njemu pojavljuje
samo jedan proces Y)

XM = X povlaci da P( sup )?t(n)ga)—ﬂp(sup )?tga), n—oo, YaeR,

0<t<o(m) 0<t<o
onda ¢e odmabh slijediti trazena jednakost u distribuciji, tj.

P(sup Y;<a)=P(sup X;<a), VacR.

0<t<o0o 0<t<o

Formalizirajmo sada ove ciljane rezultate u obliku propozicija.

Propozicija 5.0.11 Neka je k > 0 drift te C' © Z nezavisni subordinatori s Lévyjevim
mjerama Ao i Ay takvi da je pe == EC(1) = fooo zAo(dr) < oo te py = EZ(1) =
IS Az (dx) < oo. Definiramo

X(t) =kt — Z(t) = C(t), >0

Y(t)=kt—Z(t), t>0

te pretpostavimo da je k > pc + pz =: p. Oznacimo sa X i 57, redom, dualne procese od
X 1Y te sa S proces trenutnog supremuma od X (oznake kao i prije). Tada vrijedi

sup ?(t) =4 sup )A((t) : (5.1)

0<t<oo 0<t<o
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gdje je ~ >
o=inf{t >0 : AC(t) > S(t—) — X(t—)}

prvo vrigeme kada dualni proces X postigne novi supremum zbog skoka subordinatora C.
Propozicija 5.0.12 Neka je (Z(n))nZI niz spektralno negativnih Lévyjevih procesa sa

konacnom Lévyjevom mjerom i EZ™(1) = 0, za svako n € N, koji slabo konvergiraju
ka spektralno negativnom Lévyjevom procesu Z za koji vrijedi da je E Z(1) = 0, tj.

AR
Definirajmo
YOt =ct+2M(Et), t>0, neN

te
Y(t)=ct+2Z(t), t>0,

gdje je ¢ > 0 drift. Tada Y™ =Y i vrijedi

P(sup YV, <a) > P(sup ¥;<a), n—oo, VaeR . (5.2)

0<t<oo 0<t<oo

Propozicija 5.0.13 (i) Neka su procesi Y™ te Y definirani kao u prethodnoj propozi-
cii, tako da
Yy =y

Definirajmo
XMty =y™@)—C@t), t>0, neN
Xt)y=Y@t)—-C(t), t>0,

gdje je C' neki proizvoljni fiksiran nezavisan sloZeni Poissonov subordinator. Tada

XM = x
1 vrigeds
P( sup X <a)—=P(sup X;<a), n—oo, VaceR, (5.3)
0<t<o(™) 0<t<o
gdje su

o=inf{t >0 : AC(t) > §(t—) - )A((t_)}

o™ = inf{t >0 : AC(t) > 8™ (t—) - X™(t-)}, neN,

prvo vrijeme kada dualni proces X postigne novi supremum zbog skoka subordinatora
C, odnosno, prvo vrijeme kad svaki proces X™ postigne novi supremum zbog skoka
subordinatora C', za svako n € N.

(i) Neka jeY proizvoljan fiksiran spektralno negativan Lévyjev proces te (C™),>1 s njim
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nezavisan niz sloZenih Poissonovih subordinatora koji slabo konvergira ka subordina-
toru C' bez drifta i s konacnim ocekivanjem, tj.

c=C.

Definiragmo
XMty =Y(@#t)—C™(t), t>0, neN
7
Xt)=Yt)—-C(t), t>0

Tada

X" = x
1 vrijeds

P( sup X™ <a)—>P(sup X;<a), n—oo, VaceR, (5.4)
0<t<o(m 0<t<o

gdje su

o=inf{t>0 : ACE) > S(t—) — X(t—)}

o™ =inf{t >0 : AC™(#)>SMW(t—) - X™(t-)}, neN,

prvo vrijeme kada dualni proces X postigne novi supremum zbog skoka subordinatora
C, odnosno, prvo vrijeme kad svaki proces X™ postigne novi supremum zbog skoka
subordinatora C™, za svako n € N.

Objedinjavanjem rezultata ovih triju propozicija, dobit ¢emo najavljeni rezultat.

Teorem 5.0.14 Neka je ¢ > 0 drift, Z spektralno negativan Lévyjev proces s ocekivanjem
nula, tj. EZ(1) =0 te
Y(t)=ct+Z(t), t>0.

Neka je C' s njime nezavisan subordinator bez drifta sa EC(1) < oo te
Xt)y=c+2Z(1t)—Ct), t>0,

tako da je X takoder spektralno negativan Lévyjev proces. Takoder, pretpostavimo da vrijedi
uvjet cistog profita, tj. E X (1) > 0. Tada vrijeds

sup Y (t) =? sup )A((t) :

0<t<oo 0<t<o

gdje je R N

o=inf{t>0 : AC(t) > S(t—)— X(t—)} .
Kako bismo dokazali gore navedene tvrdnje, uvedimo prvo potrebne definicije i pomoc¢ne
rezultate.
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5.1 Prostor D i slaba konvergencija stohastickih pro-
cesa

Prisjetimo se prvo sto podrazumijevamo pod standardnim pojmom slabe konvergencije,
koji se pojavljuje u brojnim grani¢nim teoremima u vjerojatnosti. Naime, za niz funkcija
distribucije (F},)n>1 kazemo da slabo konvergira ka funkciji distribucije F' ako vrijedi

lim F,(z) = F(z), za svaku tocku neprekidnosti x od F' . (5.5)

n—oo

Oznaka za ovakvu vrstu konvergencije je standardno
F,=F.

Ovakva se vrsta konvergencije javlja primjerice u poznatom De Moivre-Laplaceovom te-
oremu te Glivenko-Cantellijevom teoremu, a ponekad je jos nazivamo konvergencijom
po distribuciji. Na neki su nac¢in slaba konvergencija i konvergencija po distribuciji dva
istovjetna pojma, s razlikom u tome sto svaki stavlja naglasak na dru%acuu pozadinu.
Naime, ukoliko imamo niz slu¢ajnih vektora (X, = (X (n) X Jn>1 1 slucajni
vektor X = (X1, X, ..., Xy), k € N, kazemo da (X,),>1 konvergzm PO dzstm'bucz’jz’ ka X
ako vrijedi

Gn(z) == IP’(X{”) <x,... ,X,En) <ap) 2> P(Xy <z, , X <ap) = G(x), n— o0,
(5.6)
u svakoj tocki neprekidnosti # = (z1,...,2;) € R¥ od G. Ekvivalentno, mozemo reéi da
(Xn)n>1 konvergira slabo ka X ako za pripadajuce funkcije distribucije (G,,),>1 1 G vrijedi
(5.5), u oznaci G,, = G .

U slucaju kad govorimo o slaboj konvergenciji, naglasak stavljamo na vjerojatnosne mjere
koje su u pozadini, bez da vodimo brigu o tome postoje li stohasticki procesi ¢ije bi dis-
tribucije bile dane pomocu tih vjerojatnosnih mjera. A, kada govorimo o konvergenciji po
distribuciji, onda ipak pretpostavljamo da imamo definirane stohasticke procese sa svojim
pripadajuc¢im distribucijama i onda promatramo konveregnciju tih distribucija u smislu
definicije (5.5). I dok se koncept konvergencije funkcija distribucije vise veze uz nekakvu
vrstu euklidskog prostora, kada prijedemo na vjerojatnosne mjere, definiciju je moguce
prosiriti i na opéeniti metricki prostor. Stoga ¢emo ponovno dati formalnu definiciju slabe
konvergencije, ali u opcenitijem okruzenju.

Definicija 5.1.1 Neka je S proizvoljan metricki prostor, S familija Borelovih skupova na
S te (Py)n>1 @ P vjerojatnosne mjere definirane na S. Tada kaZemo da (P,)n,>1 slabo
konvergira ka P ako za svaki Borelov skup A € S vrijedi

lim P,(A) = P(A), akoje P(OA)=0,

n—oo
gdje je OA standardna oznaka za rub skupa A.

Portmanteau teorem daje jos nekoliko karakterizacija ove konvergencije na (5, S).
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Teorem 5.1.2 ( [Bill, Teorem 2.1.]) Neka su (P,),>1 i@ P vjerojatnosne mjere na (S,S).
Ekvivalentno je

(i) P, = P,

(1) [¢fdP, = [¢fdP za svaku omedenu neprekidnu realnu funkciju f na S,
(111) limsup,, P,(F) < P(F) za svaki zatvoreni F' € S,
(iv) liminf P, (G) > P(G) za svaki otvoreni G € S.

Takoder ¢e nam od koristi biti teorem koji govori u kojim se uvjetima cuva slaba konver-
gencija pod djelovanjem odredene funkcije.

Teorem 5.1.3 (Teorem o neprekidnom preslikavangu, [Bill, Teorem 2.7.]) Neka je h
preslikavanje sa metrickog prostora S u metricki prostor S’ (koji ima pripadajucu Borelovu
o-algebru S te metriku p’), neka je h izmjerivo u paru (S, S') i oznacimo sa Dy, skup svih
prekida preslikavanja h. Tada vrijedi:

ako P,= P i P(D,)=0, tada P,h~' = Ph™!,

gdje su P,h=" te Ph™" vjerojatnosne mjere na (S',S') inducirane mjerama P, i P na nacin
da za svako A € 8" vrijedi P,h™'(A) = P,(h='(A)), n € N te Ph='(A) = P(h"(A)).

Mi ¢emo, konkretno, promotriti ovaj koncept u prirodnom prostoru za promatranje Po-
issonovog procesa, slozenog Poissonovog procesa i ostalih procesa koji imaju prekidne tra-
jektorije, a koji smo veé najavili u uvodu ovog poglavlja. To je prostor D = DJ0, 1] realnih
funkcija na [0, 1] koje su neprekidne zdesna i imaju limese slijeva, tzv. cadlag funkcije.

Definicija 5.1.4 D := {z : [0,1] = R : Vt € [0,1) Fz(t+) := limg x(s) i z(t+) =
x(t) te Vt € (0,1] Fa(t—) = limgy 2(s) }
Za funkcije iz D vrijedi da

(i) mogu imati diskontinuitete samo prve vrste, u smislu da za svako ¢ postoje x(t—) i
x(t+) 1 x(t—) # x(t+) ako je t tocka prekida, i to najvise prebrojivo mnogo njih,

(ii) sup, |z(£)] < oo,
(iii) su Borel izmjerive (Sto slijedi iz ¢injenice da ih je moguce aproksimirati step funkci-
jama).

Da bismo mogli odrediti koliko su uopc¢e ’bliska’ dva elementa iz prostora D, a potom i
uvesti pojam konvergencije u taj prostor, u njega je potrebno uvesti topologiju i metriku.
Definiramo

A={X:[0,1] = [0,1] : X je strogo rastuéa, neprekidna i A([0, 1]) = [0, 1]} .

Uocimo da za svako A € A mora uvijek vrijediti A(0) =01 A(1) = 1. Za z,y € D potom
definiramo

d(z,y) = supmax { sup [A(t) —t|, sup |z(t) —y(A(t))]} .
AEA te[0,1) t€(0,1]
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Tada je (D, d) metricki prostor, a topologija na D inducirana metrikom d zove se Skoro-
hodova (/;) topologija.

Elementi z,, u D konvergiraju limesu x u Skorohodovoj topologiji ako i samo ako pos-
toji niz (\,) C A takav da

sup [\, (t) —t|, sup|z,(An(t)) —x(t) =0, n— 0.
¢ ¢

Vrijedi (za detalje vidi [Bill, Poglavlje 3.]):
(i) ako x, — x u Skorohodovoj topologiji, tada x,(t) — =(t) za svako t € [0, 1],
(ii) uniformna konvergencija povlaci konvergenciju u Skorohodovoj topologiji,

(iii) (D, d) nije potpun metricki prostor. No, ako za x,y € D definiramo

do(z,y) = ilellzmaX{H)\H, sup |z(t) — y(A())I}

te(0,1]

gdje je |[A[| := sup, |%|, A € A, tada je (D, dp) potpun metricki prostor. Osim
toga su metrike d i dy ekvivalentne pa je i topologija inducirana metrikom dy na D
Skorohodova topologija,

(iv) prostor D je separabilan i obzirom na d i obzirom na d.

Pogledajmo sada sto znaci slaba konvergencija u D. Oznac¢imo sa D o-algebru Borelo-
vih skupova na D, obzirom na Skorohodovu topologiju. Mozemo definirati preslikavanje
Ty,oty D — Rk, tl, Ce ,tk € [O, 1] Sa

T () = (x(t1),...,z(tx)) , €D
koje zovemo prirodna projekcija. Tada vrijedi (vidi [Bill, 3.13]):
m; je neprekidno u x ako i samo ako je x neprekidno u ¢ .

Provjera slabe konvergencije u prostoru funkcija D problemati¢na je upravo zbog ¢injenice
da ove prirodne projekcije nisu neprekidne, kao primjerice u prostoru C. No, iz gornje
tvrdnje mozemo lako pokazati da su mg i m; uvijek neprekidne (koristeéi jos ¢injenicu da je
A(0) =01 A(1l) =1 za svako A € A). Ono sto takoder mozemo pokazati je

7, je izmjerivo u paru (D, B(R¥)), za svako t € [0,1] .
Uzmimo sada vjerojatnosnu mjeru P na (D, D) i oznacimo sa
Tp:={t€[0,1] : P(x € D : m nije neprekidno u z) = 0}

skup svih onih toc¢aka ¢ € [0, 1] za koje je projekcija m; neprekidna osim u tockama P mjere
0. Ako definiramo

Jy={zxeD : x(t) #z(t—-)},
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tada vrijedi
t € Tp ako isamo ako P(J;) =0 .

Osim toga je
0,1 € Tp iskup [0,1] \ Tp je najvise prebrojiv .

Odavde takoder slijedi
za ty,...,t, € Tp je projekcija m;, 4 neprekidna osim na skupu P mjere O .
Neka su sad P, i P vjerojatnosne mjere na (D, D) i pretpostavimo da

P,= P,

/DfdPn—>/DfdP

za svaku omedenu i neprekidnu funkciju f : D — R. Neka je nadalje h : D — S (S je
neki metricki prostor) izmjeriva funkcija i ozna¢imo sa D), skup diskontinuiteta te funkcije.
Tada vrijedi

tj.

ako P, = P i P(D,) =0, tada P,oh™" = Poh™".

Uz jos neke pretpostavke mozemo pokazati i vie. Naime, za niz vjerojatnosnih mjera (F,)
na (D, D) kazemo da je napet ako

za svako € > 0 postoji kompaktan K C D takav da je P,(K) > 1 —¢ zasvakon € N .
Tada se moze pokazati (vidjeti [Bill, Teorem 13.1.])

Lema 5.1.5 Ako je niz vjerojatnosnih mjera (P,) na (D, D) napet i ako

1

goeey

1

Py, o Tyt = Po Ty o tn

za svako ty, ...t € Tp, tada
P,=P.

5.2 Aproksimacija perturbacije Z nizom (Z™),,
Fiksiramo C kao slozeni Poissonov subprdinator. Imamo opceniti spektralno negativan
Lévyjev proces Z za koji je E Z(1) = 0. Zelimo ga aproksimirati nizom (Z™),>; spektralno
negativnih Lévyjevih procesa konacne Lévyjeve mjere koji su oblika

ZMW(t) =~Wt - B™ (), t>0,
gdje su B™ subordinatori i 7" = E B™(1).

Koristit ¢emo kriterij za konvergenciju iz [Kall, Teorem 13.14.] (odnosno, opcenitija verzija
moze se naéi u [JS, Teorem VIL.3.4.]). Naime, ako su X i (X™),5; Lévyjev proces, od-
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nosno, niz Lévyjevih procesa sa karakteristiénim trojkama (a, b, ), odnosno (a™, b (™)
te = X(1) i p™ =4 X((1), onda za proizvoljni h > 0, definiramo

ap ‘= a —|—/ 2*v(dz) i by:=b —/ zv(dr)
|z|<h

h<|z|<1

te
al™ = a™ +/ 22 (dz) i b = b —/ ™ (dz) .
lz|<h

h<|z|<1

Takoder, podsjetimo se, za niz mjera (™), >; kazemo da konvergira vaguely ka mjeri u, u
oznaci p™ —? p, ako [ fdpu™ — [ fdu zasvako f € Cf, gdje je Cf familija neprekidnih
funkcija f : R? — RT sa kompaktnim nosa¢em. Tada vrijedi sljede¢i rezultat.

Lema 5.2.1 ( [Kall, Teorem 15.14.(i)]) Uz gornje oznake,

1™ S ako i samo ako agn) — ay, , b;bn) b, i ™ Sy

Napomenimo, takoder, da su obje tvrdnje gornje leme ekvivalentne tockovnoj konvergenciji
karakteristi¢nih eksponenata procesa X, odnosno X. Preciznije, ako sa U™ oznacimo
karakteristi¢ni eksponent pridruzen procesu X za svako n > 1 te sa ¥ karakteristiéni
eksponent pridruzen procesu X, onda tvrdnju gornje leme mozemo ekvivalentno zapisati i
u obliku

VAR,

Ovo je, pak, ekvivalentno slaboj konvergenciji sluéajnih varijabli X ™ (1) = X (1), n — oo.
No, koristenjem [JS, Korolar VII.3.6.], onda slijedi i slaba konvergencija procesa X ™ = X.
5.2.1 Slucaj bez Gaussovske komponente

Uzmimo sad da je Z spektralno negativan Lévyjev proces bez Gaussovske komponente i
sa E Z(1) = 0. Karakteristicni eksponent mu mozemo zapisati kao

Uy(z) =izb +/ (e — 1 —izalyy<ny)v(dx) ,

(_0070)
gdje je
b= —/ tl<_nyv(dr) .
(—O0,0)

Uzmimo h =1 u Lemi 5.2.1. te definirajmo

v = ooy, @™ =01 00 = —/( 0)$1{m§1}1/(n)(diﬁ) = —/( , )wl{zéfl}y(dﬂf) .

Tada je

al” = / 220 (dx) = / v?v(dz) — / 2*v(dz) = ay ,
{lz|<1} {-1<z<—-1/n} {-1<z<0}
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(—o00,—1/n) (—00,0)
te
v vy

Time smo dobili rezultat kao u Lemi 5.2.1.; Sto znaci da za niz spektralno negativnih
Lévyjevih procesa (Z™),>; definiranih karakteristi¢cnim trojkama (a™, b (™) i sa ka-
rakteristicnim eksponentima W, m), n > 1, (¥4 je karakteristi¢ni eksponent od Z, kao i
inace), vrijedi
\I/Z(n) —>\I/Z, n— oo,
odnosno
ZMW =7 n- oo,

gdje ova posljednja tvrdnja slijedi kao u napomeni nakon Leme 5.2.1.

5.2.2 Slucaj sa Gaussovskom komponentom

Pogledajmo sada slucaj kada je Z ¢isto Gaussovskog oblika, tj. neka je Z Brownovo gibanje
sa karakteristicnom trojkom (a,0,0). Tada definiramo niz trojki (0,0, av™), >, tako da je

1

v (dz) = —0z,(dr) , —1<w, <0, z, —=0.
’r’n
Tada je
. 0z . (n) o a a 0xn
Uym(0) = | (1 —e"" —ibxlyyeny)ar'™ (dx) = z@x— + (1 =€),
R n n

tj. pripadajué¢i Lévyjev proces Z™ je zbroj spektralno negativnog slozenog Poissonovog
procesa s intenzitetom a/z? te skokovima veli¢ine 1/z,, i pozitivnog drifta —a/z,,.

Uzmimo opet h =1 u Lemi 5.2.1. pa imamo

a§”) = / ?ar™ (dz) = a = ay
{l=<1}

pa ocito
al” = a; .
Osim toga,
0 — by =0
te

a'™ =V 0= .

Opet primijenimo rezultat navedene leme pa, kao i u prvom slucaju, dobivamo trazenu
konvergenciju.

Uoc¢imo da opceniti slucaj slijedi jednostavnim sumiranjem slucajeva iz 5.2.1. i 5.2.2.
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5.3 Dokaz Propozicije 5.0.11.

Slicno kao i u diskretnom slucaju (ovdje poglavlje 4.3.), vrijedi sljede¢i Takécsev rezultat
i u neprekidnom slucaju (za dokaz vidi [Tak, Teorem 3.]).

Teorem 5.3.1 Neka je X slucajni proces sa mezavisnim 1 jednako distribuiranim pri-
rastima cije su gotovo sve trajektorije meopadajuce funkcije s diskretnim skokovima koje
1scezavaju u u = 0. Tada vrijeds

P(X(u)gu,ogugﬂX(t)):{ .

Odavde zapravo za dualni proces X slijedi (ako uvrstimo i komponentu drifta ¢ iz naseg,
gore opisanog, modela)

P(sup X(s)>0|X(t)=1- (_X(t)

0<s<t ct

)"

Uo¢imo da nam ovdje komponenta drifta ¢ ne predstavlja problem, kao u diskretnom
slucaju u 4.3., jer nakon dodavanja drifta spektralno negativan Lévyjev proces ostaje po-
novno spektralno negativan, dok dodavanje drifta skip-free slu¢ajnoj setnji moze narusiti
njenu specificnu strukturu ukoliko taj drift nije jedinican (razlog tome je §to u slucaju
nejedini¢nog drifta vise ne mozemo kontrolirati skokove sa jedne strane, kao sto smo vidjeli
u poglavlju 4.3.).

Uzmimo sada nezavisne subordinatore C' i Z te drift £ > 0 kao u Propoziciji 5.0.11.
te definirajmo

X(t)y=kt—Z(t)—-C(t), t>0
Y(t)=kt—2Z(t), t>0.
Promatrajmo prvo proces Y i definirajmo
2 =inf{t>0 : Y(t) >0},
prvo vrijeme kada dualni proces Y prijede razinu 0. Takoder, definirajmo
H(t,2) = Li54-y<0.9(1-)edy) Hee—y+da} -

zay < 01ix > 0. Sada slijedimo racun kao u [HPSV2]. Dakle, primjenom formule
kompenzacije, dobivamo
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PR < 00, V(7Y ) € dy, V(F)) € da) E(/ @[ HENs(e)
= /00 dﬂF’(S (t—) < O,Y(t—) € dy)Az(—y + dz)

:Amﬁm?@ﬂedwkﬂu(y+d@
1

gdje smo u pretposljednjoj jednakosti koristili Teorem 5.3.1., a u posljednjoj jednakost
mjera tIED(T e dt)dy i —yP(Y(t) € dy)dt za T =inf{t >0 : Y(t) =y} i ¢injenicu da Y
nema negativnih skokova pa je IP’(T < 00) = 1 za svako y < 0 jer Y neprekidno prelazi
svaku razinu prema dolje.

Integriranjem dobivene jednakosti po svim mogué¢im y, dobivamo

=~ 1
P(7 <00, Y (7)) € dr) = EAZ(a:,oo)das :

Takoder, ako integriramo po svim mogué¢im z, dobivamo

P(ﬁ}%@:‘%

Stoga je
Az(x,00)dx
Kz '

Pogledajmo sada sto se dogada kada procesu Y oduzmemo jos jedan subordinator - proces
C, tj. gledajmo

P(Y (7)) € dz|7) < o0) =

<)

(t)=—kt+Z(t)+C(t), t>0.

Definiramo

o=inf{t >0 : AC(t) > §(t—) — )?(t—)} ;

dakle, prvo vrijeme kad se postigne novi supremum procesa X zbog skoka drugog subor-
dinatora, C'.

Tada je, slicnim racunom kao i gore,
S . S N . 1
P(X(7¥) € do, 75" < 00, X (T3 =) € dy, AX (7)) = AZ(F)) = EAZ(_y + dx)dy
pa opet integracija po y daje

~ 1
]P’(X(?(f() € d:c,?OX < oo,AX(?(f() = AZ(?(f()) = EAZ(:v, oo)dx .
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Integriranjem po x pak dobivamo
B(7' < 00, AX(RY) = AZ(7) = EZ = B(R < 0) .

Naime, na lijevoj strani gornje jednakosti racunamo vjerojatnost da se prvi prelazak cijelog
procesa X preko razine 0 desi zbog skoka prvog subordinatora, Z, no to znac¢i da drugi
subordinator, C, svojim skokovima do trenutka 7;* nije uopce pridonio postizanju novog
supremuma procesa X (eventualno je mijenjao vrijednosti samog procesa X ). To znaci da
je vjerojatnost koju racunamo s lijeve strane gornje jednakosti zapravo jednaka vjerojat-
nosti da proces Y prijede razinu 0 u konaénom vremenu (a, on, zbog svoje definicije, to
moze napraviti samo skokom subordinatora Z), a to je upravo vjerojatnost koju racunamo
na desnoj strani gornje jednakosti.

Takoder dobivamo i da je

~ 1
IP’(X(?OX) € d:c|7/'\[f( < oo,AX(?(f() = AZ(?(f()) = —Az(z,00)dx .
Kz

Dakle je

P(X(7Y) € da7¥ < 00, AX(FX) = AZ(FX)) = P(Y (7)) € da|7) < 00)

1 stoga R

S¥(o—) =" 5 (0) ,
gdje smo sa X .= g , odnosno §Y, sada oznacili procese trenutnog supremuma od X ,
odnosno Y.

Naime, koriste¢i jako Markovljevo svojstvo, SX (0—) je zapravo suma geometrijski mnogo
ovakvih preskoka (overshootova) IP’()?(?OX) € dz|7y¥ < 00, AX(T¥) = AZ(7)), sve dok se
ne desi o, a na isti je nacin S¥ (co) geometrijska suma preskoka IP’(?(?(}/) € dx|7y < o0)
(takoder koriste¢i jako Markovljevo svojstvo).

Dakle, oba supremuma su geometrijske sume s istim distribucijama sumanada (P(X (%) €
dz|7¢ < 00, AX(T5Y) = AZ(7)) = IP(}A/(?&/) € dz|7y < o0)) te istim parametrima ge-
ometrijske distribucije (1 — P(75* < 00, AX(75Y) = AZ(75")) =1 - P(7Y < 0)).

Ovim racunom smo pokazali Propoziciju 5.0.11.

5.4 Dokaz Propozicije 5.0.12.

Za mnoge probleme, a tako i nas, puno prirodnije okruzenje od D]0, 1] je prostor cadlag
funkcija na [0,00) pa ¢emo stoga sada uzimati u obzir prosirenu Skorohodovu teoriju,
onu na D[0,00). © = DJ0,00) nam je, dakle, prostor funkcija z : [0,00) — R koje su
neprekidne zdesna i imaju limese slijeva. Ako je z rastuca, sa x(oo) ¢emo oznacavati
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x(00) = limy o z(t) € [0, 00].

Sve definicije i svojstva na ocit se nacin mogu prosiriti sa D[0, 1] na D0, ] za svako t > 0,
no problem je ovdje u konvergenciji zbog moguéih prekida funkcija u 1. Stoga, da bismo
definirali uopée metriku na D[0, 00), prvo definiramo transformaciju

1, t<m—1;
Ignt) =< m—t, m—1<t<m; , meN.
0, t>m,

Osim toga, za x € D[0, 00) definiramo

Uz ocite definicije ||z||m, Am 1 dJ', za m € N, kada prijedemo sa D|0, 1] na D[0, m], sada je
di(,y) = ) 27" (LAdg (2™, y™)
m=1

metrika koja definira Skorohodovu topologiju na D0, 00).

Prostor DJ[0,00) je separabilan i potpun prostor. Takoder, za vjerojatnosne mjere P, i
P na DJ0, 00) vrijedi

P, = P ako isamo ako P,,' — P! za svako m ,
gdje je @ restrikcija od ™ na [0, m]. Za ostale detalje vidi [Bill, poglavlje 16.].

Neka je sad (Y™),>; niz spektralno negativnih slozenih Poissonovih procesa sa driftom
koji slabo konvergiraju ka (tada nuzno) spektralno negativnom Lévyjevom procesu Y,

ym vy

Pretpostavimo takoder da Y™ () — 400 kada t — oo, tj. Y™(t) := —Y™(t) - —oc
kada t — oo, tako da ima smisla gledati supremume procesa Y (.

Oznac¢imo sa W, odnosno W, skalirajuée funkcije pridruzene procesima Y™, n € N,
odnosno Y. Podsjetimo se, to su jedinstvene neprekidne rastuce funkcije ¢ija je Laplaceova
transformacija dana sa

1

NSV A > 1p 1 (0) =: ¢, (0)

/ e MW, () do =
0

te analogno za W, gdje su v, odnosno ¢ Laplaceovi eksponenti pridruzeni Y™, odnosno
Y. Tada vrijedi sljededi rezultat.

Teorem 5.4.1 ( [Ber, Teorem VII.8]) Neka je Y spektralno negativan Lévyjev proces. Sa
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Ty(y) =inf{t >0 : Y(t) > y} oznacimo prvo vrijeme ulaska procesa Y u (y,00), y > 0.

Tada za x,y > 0 vrijedi
W(z)

W(x+y)’

gdje je W jedinstvena neprekidna rastuéa funkcija sa Laplaceovom transformacijom

B(Ir) > —) = (5.7)

/000 e W (2) do = ﬁ . A> ¢ H0) =: ¢(0)

za ¢ Laplaceov eksponent od Y (dakle, W je skalirajuca funkcija pridruzena 'Y ).

Ako u gornjem teoremu pustimo y — oo i primijenimo ga na procese Y™ odnosno Y,
dobivamo

P(supY ™ < a) = Wii/n(g)

P(supY < a) = Wioo)

No, vrijedi sljededéi rezultat.

Lema 5.4.2 Za svako a >0, ako Y™ =Y, onda i W,(a) — W(a) te W,(c0) — W (c0),
gdje su W, i W skalirajuée funkcije pridruzene Y™ Y.

Ova ¢injenica slijedi iz razloga $to 1/, — 1/ (ovo pak slijedi analognom argumentacijom
kao u napomeni nakon Leme 5.2.1), a to su Laplacove transformacije od W,,, odnosno W.
Stoga zbog neprekidnosti od W, slijedi i da transformacije konvergiraju, tj. W,,(a) — W(a)
za svako a > 0. Ova posljednja tvrdnja slijedi iz [Fell, Teorem XIII.1.2.], a detaljniji dokaz
gornje leme moze se naéi u [LS, Lema 3.4.].

Sada imamo da

W,(a)  W(a)
Wo(o0) W (o)

P(supf/(”)<a): :P(Sup}?<a), za svakoa >0, n— oo,

sto dokazuje Propoziciju 5.0.12.

5.5 Dokaz Propozicije 5.0.13.

Uoc¢imo odmah da ovdje ne mozemo primijeniti isti postupak kao u prethodnom odjeljku.
Naime, u ovom se sluc¢aju radi o supremumu takoder spektralno negativnog procesa, ali ne
na (0,00), ve¢ na (0,0). Stoga se bilo kakav pokusaj uvodenja skalirajué¢ih funkcija koje
bi jednostavno dovele do rezultata pokazao neuspjesnim jer u konacnici zahtijeva nekakav
oblik poznavanja distribucije od ¢, a to nam nije poznato - slican problem je onemogucio
dublje rezultate u 3.4. Stoga ¢emo ovu relaciju pokazati direktno, koristeci slabu konver-
genciju procesa.
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Dakle, sada imamo niz spektralno negativnih Lévyjevih procesa s konacnom Lévyjevom
mjerom, (Y("))nzl, koji slabo konvergiraju ka spektralno negativnom Lévyjevom procesu
Y te slozeni Poissonov proces C' koji se oduzima u oba slucaja, tj.

YO$) =ct+2M(1) i XWE) =YW@ -C), t>0,

Y(t) =ct+ Z(t) i X)) =Y(t)-Ct), t>0

te
YWy i X = x|

Da bismo mogli provesti bilo kakav daljnji rac¢un, nuzno nam je odrediti na kojem prostoru
radimo i kakvu vrstu konvergencije na njemu imamo. Za to nam je prvo potreban sljedeci
rezultat.

Teorem 5.5.1 (Skorohodov teorem reprezentacije, [Bill, Teorem 6.7.]) Neka su P,
i P vjerojatnosne mjere na (S,S), gdje je S metricki prostor, a S pripadajuéa o-algebra.
Pretpostavimo da P, = P i da P ima separabilan nosac. Tada postoje slucajni elementi R,
i R definirani na zajednickom vjerojatnosnom prostoru (Q, F,P) takvi da je P, = R, '(P),
P=RYP) te R,(w) = R(w), n — o0, za svako w € .

Iz ovog teorema sada jasno slijedi da ako imamo vjerojatnosne mjere koje slabo konver-
giraju, P, = P i P ima separabilan nosa¢ te uzmemo, kao prije, neprekidnu funkciju
h:S — S ikonstruiramo R, i R kao u teoremu, onda h(R,(w)) — h(R(w)), n — oo, za
svako w € (.

Kako je D0, 0o) separabilan, uz Y™ Y, X i X definirane kao prije, mozemo konstruirati
vjerojatnosni prostor (€2, F,P) i niz Y™ te Y takve da (Y™)"HP) = Py, YV L(P) = Py
te

VM (W) = V(w), n— oo, zasvakow € Q.

Ovdje mislimo na konvergenciju u J;-topologiji na (D[0, c0), R).

Neka je sada (€', F,P") drugi vjerojatnosni prostor na kojem je definiran proces C' :
Q' — D[0,00) tako da je C~'(P") vjerojatnosna mjera Poissonovog procesa.

Sada definiramo €2 := Q x Q, F=FxFiP:=PxaP te

’

X0(@) = 2" (w,0) =Y (W) - CW)

X@) = X(w,w) =Yw) - CWw) .

Iz ove je definicije jasno da su Y™ i C te Y i C nezavisni te da
X(Z) = X(@), zasvako® € Q,

opet obzirom na .Ji-topologiju u (D[0, c0), R).
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Radi jednostavnosti zapisa, ipak zanemarimo nadalje notaciju, tocnije: pisimo nadalje
X, XM Y te Y™ umjesto X, X™, Y te Y™, ali imajuéi na umu na kojem su prostoru
oni definirani i kakvu vrstu konveregencije na njima imamo.

Osim Skorohodovog teorema reprezentacije, koristit ¢emo jos jedan rezultat vezan uz ne-
prekidnost funkcija obzirom na Skorohodovu topologiju. Naime, pitanje neprekidnosti
funkcija obzirom na Skorohodovu topologiju nije nimalo trivijalno i ¢esto je vrlo vazno
odrediti na kojem slupu tocaka se trazena neprekidnost postize. Na koncu, to je i pitanje
koje promatramo za nas funkcional o.

Lema 5.5.2 ( [JS, Propozicija VI.2.4.]) Funkcija x — sup,, |z(t)| je neprekidna za svako
x za koje a & J(x), gdje je J(x) ={t >0 : Ax(t) # 0} skup svih prekida funkcije x.

Pokazimo sada neprekidnost funkcionala o, kako bismo iz te ¢injenice potom dobili konver-
genciju supremuma do trenutka o.

5.5.1 Slucaj samo jednog slozenog Poissonovog subordinatora

Ovdje ¢emo prvo promotriti situaciju kada u nasem modelu imamo samo jedan slozeni
Poissonov subordinator C' koji se pojavljuje kao isti proces zahtjeva za isplatom i u X i u
svakom X (™.

Dakle, uzmimo niz funkcija (g, )n>1 C D([0,00)) =: D takav da
gn — g u D (u Ji-topologiji) .
Specijalno, to znaci da je

lim g,(t) = g(t) , za svako t € C(g) ,

n—oo

gdje je C(g) skup svih toc¢aka neprekidnosti funkcije g.

Potom uzmimo rastué¢u funkciju h € D koja je sastavljena samo od prebrojivo mnogo
skokova, tj.

h(t) =D Ah(se) sty

k>1
gdje je
0<s1<8y<..., lims,=+00iAh(sg)>0.

n—oo
Pretpostavimo da funkcije g, i g te h ne skacu u istim tockama, tj. neka vrijedi

Agn(sk) = Ag(sk) =0, zasvakon e Nik e N . (5.8)

Sada definirajmo
fo=9g.+h i f=g+h, neN.
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Tada vrijedi
fn— f u D (u Ji-topologiji) .

Naime, vrijedi sljedeéi rezultat.

Lema 5.5.3 ([JS, Propozicija VI.2.1., Propozicija VI.2.2.] Neka je (zy)n>1 C D niz u D
takav da x, — = u D (u Jy-topologiji) i neka je t > 0. Tada postoji niz t, — t takav da
z(t,) — x(t) i x(t,—) — x(t—), dakle i Az(t,) — Azx(t). Ako uzmemo i niz (Yn)n>1 C D
takav da y, — y u D (u Jy-topologiji) te za svako t > 0 postoji niz t, — t takav da
Az, (t,) = Az(t) i Ay,(t,) — Ay(t), onda x,, + y, = x+y u D (u Jy-topologiji).

Sada ozna¢imo
o, = o(f™M) i=inf{t > 0 : AR(t) > f,(t=) — fult=)}

o:=o(f)=inf{t >0 : ARE) > f(t—) — f(t—)},

gdje je f(t) := supy<,, f(s), a analogno se definira i f,. Tada je jasno da se o, a isto tako
svaki o, moze desiti samo u trenucima s, k£ > 1, ili se ne dese uopce, tj.

0,0, € {51,89,...} U{+o0} .
Pretpostavimo takoder da

Ah(sg) # f(sp—) = f(se—=) , keN, (5.9)

dakle, da kad funkcija h dovede do novog supremuma, da je on strogo veci od prethodnog
supremuma, tj. da ona ne 'naskoci’ svojim skokom bas na prethodni supremum. Analogno
mozemo ovaj uvjet zapisati samo preko funkcije g, tj.

Ah(sy) # G(s=) — g(su—) , keN. (5.10)

Uocimo da je i ova pretpostavka opravdana ukoliko pogledamo originalne procese na koje
¢emo primijeniti (u Propoziciji 5.0.13.) rezultat ovog potpoglavlja (5.5.1). Naime, iz [Ber,
Propozicija VI.4.] slijedi da svi Lévyjevi procesi osim slozenog Poissonovog procesa imaju
sve lokalne ekstreme razlicite. Taj rezultat mozemo primijeniti na nas proces X (jer on
sadrzi u sebi proces Z koji je spektralno negativan s beskonaénom Levyjevom mjerom) pa
¢e stoga vjerojatnost svih trajektorija za koje pretpostavka (5.9) ne vrijedi biti jednaka
nula.

Uz ove pretpostavke vrijedi sljedeéi rezultat.

Lema 5.5.4 Neka su oznake sve kao gore i neka vrijede pretpostavka (5.8) i pretpostavka
(5.9). Tada

o= limo, i flo—)= lim f,(0,—) .
n—oo n—oo

Dokaz.
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Pogledajmo interval [0, s1). Na njemu je fnlios) = gnljosy) 1 flios) = 9lp,s) jer funkcija
h prvi puta skoci tek u trenutku s;. Stoga imamo

fls1=) =g(s1=) 1 fs1=) = g(s1=) = g(s1)

gdje posljednja jednakost slijedi zbog pretpostavke (5.8), te

fu(51=) = 9,(51=) , fals1—) = gu(51—) = gu(51) 1 gn(s1) — g(s1) ,

pri ¢emu ovdje posljednja tvrdnja slijedi iz ¢injenice da su funkcije g i g, neprekidne u s;
(ovo pak slijedi po svojstvima funkcija iz D).

Odavde odmah dobivamo
fls1=) = g(s1) = lim_gn(s1) = lim fo(s1—) . (5.11)
Osim toga, kako je funkcija g neprekidna u s;, mozemo primijeniti Lemu 5.5.2. pa imamo
g(s1) = liglﬁn(sl) :
Budu¢i da su i g, neprekidne u sy, vrijedi i

g(s1—=) =g(s1) i Gu(s51—) = Gn(s1)

Stoga vrijedi
f(s1=) =g(s1—) = g(s1) = lim g,(s1) = lim g,(s1—) = lim f,(s1—) (5.12)
n—00 n—r0o0 n—00

Iz (5.11) i (5.12) onda slijedi

Fs1=) = f(s1=) = lim (f,(s1=) = fu(s1-)) -

n—o0

Ukoliko je B
o =81, tJ Ah(Sl) > f(Sl—) — f(Sl—) R

tada postoji neki n; € N takav da je
Ah(s1) > f,(s1—) — fu(s1i—) , zasvakon >n; .

Stoga je
on =81, zasvakon > ng

pa je zaista
o =limao,
n

i, osim toga, vrijedi
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U suprotnom, ukoliko je

o# s, tj. Ah(s) < f(si—) — f(s1—)

(uo¢imo da smo slucaj Ah(sy) = f(s1—) — f(s1—) izostavili zbog pretpostavke (5.9)), onda
postoji neki ny € N takav da je

Ah(sy) < f,(s1—) — fa(s1—), zasvakon > ny .

Dakle je
On 7£ S1 .
No, mozemo takoder pretpostaviti da je tada i
2 7é S1

jer u suprotnom smo pokazali da trazena tvrdnja vrijedi. Promatrajmo onda interval [0, sg].
Definiramo funkcije

te funkcije ¢@, ¢ i A tako da je
9@ (t) = g (1) + Ah(s1) sy <ty

g2 @) =g (t) + Ah(s1)1s,<t)

RO () = KO () = Ah(s1) Loz = 3 Ah(s;)1 <ty
j>2
dakle, iz funkcije A smo izdvojili njen skok u trenutku ¢ = s; i sad mozemo primijeniti
slican postupak kao i prije.
Naime, ¢ i g,(lz) su ponovno funkcije iz D te, opet koriste¢i Lemu 5.3.3., vrijedi da 97(12) — g
u D (u Ji-topologiji). Takoder, funkcija h(® je opet istog oblika kao i (") (odnosno h),
dakle, rastuca funkcija sa prebrojivo mnogo skokova, jer smo joj samo oduzeli prvi skok
od funkcije (Y = h. Kako smo taj skok dodali u funkciju ¢, onda je jasno da mozemo
zapisati
F=g?P+n? i f,=¢?+n® .

Takoder je jasno da funkcije g(®, ggz) i h® zadovoljavaju pretpostavke (5.8) i (5.9) pa sad
na njih mozemo primijeniti posve isti postupak kao i gore za ¢t = ¢, g,(ql) =g, ihM =h.

Stoga ¢emo opet dobiti

7(52—) - f(82—) m (7n(32—) - fn(SQ_))

=1
n—oo
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pa, ako je 0 = so, tada je

Ah(sy) > f,(s1—) — fuls1—) , zasvakon >n, .

Stoga je
0, = So, za svakon > no

pa je zaista
o =limo,
n

i, osim toga, vrijedi _ _ _
fulon=) = fn(s2=) = f(s2—) = flo—) .

Ukoliko je o # s5, nastavimo dalje istim postupkom.
Ukoliko se desi da ¢ nije niti jedan od trenutaka s, tj.

o#s,, zasvakok > 1,

onda je i
On # Sk, zasvako k > 1,
t].
o = ~+oo = limao™ .

Sada primijenimo Lemu 5.5.4. na trajektorije procesa X te X, Naime, prema Teoremu

5.5.1, ) )
XM(w) = X(w) uD zasvew .

Osim toga, kako smo obrazlozili nakon pretpostavki (5.8), odnosno (5.9), skup svih w za
koje X (w) zadovoljava (5.8) i (5.9) je vjerojatnosti 1 (slijedi iz [Ber, Propozicija V1.4] te
¢injenice da nezavisni Lévyjevi procesi ne ska¢u istovremeno). Stoga, po Lemi 5.5.4, slijedi

sup X = sup X, g.5. zan — oo
0<t<g(™) 0<t<o

te stoga slijedi i konvergencija po distribuciji

P( sup )?t(")ga)—)]P’(sup X,<a), n—oo, VacR,

0<t<o(® 0<t<o

tj. vrijedi tvrdnja (5.3).

Dakle, pokazali smo da vrijedi i tvrdnja nase posljednje Propozicije 5.0.13.

u slucaju

kada imamo slozeni Poissonov subordinator C' kao proces zahtjeva za isplatom u procesu

rizika X.
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5.5.2 Slucaj niza slozenih Poissonovih subordinatora

Ovdje ¢emo promatrati opcéenitiju situaciju u nasem modelu, tj. slucaj kad imamo niz
slozenih Poissonovih subordinatora C'™ koji konvergiraju ka C, tj. C™ = C. Stoga u
ovom sluc¢aju ne¢emo imati samo jednu funkciju h, veé za svako n € N definiramo

hn(t) = Z Ah<5)1{Ah(s)>1/n} , 20,

0<s<t

gdje je h : R™ — R neka neopadajuca funkcija bez neprekidnih dijelova oblika
h(t)= Y Ah(s), t>0.
0<s<t

Tada
h,Th, n— oo

i ta je konvergencija uniformna na svakom [0, t].

Naime, uzmemo li ¢ > 0 i ¢ > 0, tada postoji ng € N takav da za svako n > ng je
0 < h(t) — h,(t) < e. No, tada je za svako 0 < u <t

h(u) = ha(w) = Y Ah(s)lanw<i/my < Y Ah(s)Lan<i/ny = h(t) = ha(t) <= .

0<s<u 0<s<t

No, to znaci da
hy, — h u D (u Ji-topologiji)

jer uniformna konvergencija povlac¢i konvergenciju u Skorohodovoj topologiji (samo uz-
memo A, (t) =t u definiciji Skorohodove topologije u 5.1.).

Takoder, ponovno uzmemo proizvoljnu funkciju g € D i definiramo
fo=9g+h, i f=9g+h.
Ponovno pretpostavljamo da
Ag(s)-Ah(s) =0, zasvakos >0, (5.13)
dakle, da funkcije g i h ne skacu istovremeno te
Ah(t) # f(t—) — f(t—) , zasvakot >0, (5.14)

odnosno, da funkcija h nikad ne nasko¢i to¢no na prethodni supremum. Uoc¢imo da je i ovdje
opravdano pretpostaviti (5.14). Naime, kada pogledamo originalne procese na koje é¢emo
primijeniti rezultate sljedec¢e leme, i za njih vrijedi slicna argumentacija kao i ona nakon
prepostavke (5.9) - dakle, vjerojatnost svih trajektorija za koje ne vrijedi pretpostavka
(5.14) je jednaka nula.
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Lema 5.5.5 Neka su oznake sve kao gore 1 neka vrijede pretpostavka (5.13) i pretpostavka
(5.14). Tada je

o= limo, i flo—)= lim f,(0,—) .
n—o0 n—oo

Dokaz.
1. slucaj: pretpostavimo da je o > 0.

Pretpostavimo, takoder, da je ¢ < oo i sa 1 oznac¢imo visinu preskoka dotadasnjeg su-
premuma od f pomocu funkcije h u trenutku o, tj.

n=Ao) — (flo=) = flo=)) > 0.

Uzmemo proizvoljan 0 < € < 1 (specijalno je tada Ah(c) > n > ¢) i odaberemo ny € N
kao u dokazu uniformne konvergencije gore, takav da je 1/ng < . Tada za svako n > ny
vrijedi

h(o) = ha(0) = Y Ah(s)L{ans<i/my < £/4 .

0<s<o

Uocimo takoder da za svako n > ng vrijedi
Ah, (o) = Ah(o) .
Sada za t € [0, o] imamo

f(t) —e/d=g(t) +h(t) —e/4 < g(t) + hn(t) = fult) < f(2) .

Ako je t € [0,0) takav da je f(t) > f(o—) — /4, onda je
falt) > f(t) — /4> f(o—) —¢/2

pa je _ _ _
flo=)—¢e/2< folo=) < flo—) .
Takoder,
flo=) —e/A< fulo—) < flo—) .

Dakle, imamo
flo=) = flo=) —e/2< f(0—) = falo—) < flo—) = flo—) +¢/2.
Stoga je za svako n > ng
Ahy(0) = (falo=) = fulo—)) = Ah(0) — (Zn(a—) — fulo—))
f

> Ah(a) = (flo=) = flo—=) +¢/2)
>e/2.
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To povlaci da je
o, <o zasvakon > ng .

Ako pak uzmemo bilo koje 0 < t < o, onda imamo

Ah(t) = (f(t=) = f(t=)) <0

Ako uzmemo

e = —(Ah(t) = (f(t=) = f(t=)) >0,
onda istim argumentom kao i gore slijedi da je
Ah(t) = (Fo(t=) = fult=)) < —€/2
za dovoljno velike n. Stoga je
o, >t za bilo koje izabrano 0 <t < o .
Stoga je jedino moguce da je
on, = 0 za dovoljno velike n
pa je _ _
o= li7rlnan i f(o—)= li}lnfn(a—) :

Ukoliko je pak o0 = +00, onda primijenimo isti princip kao u prethodnoj lemi pa dobivamo

limo, = +co =0 i f(oo) = lim f,(c0) .

2. slucaj: o = 0.

Pokazat ¢emo da je u ovom slucaju limsup, .. 0, = 0. Pa, pretpostavimo suprotno,
tj. da je
0 :=limsupo, >0 .
n—oo

Kako je o = 0, onda postoji t € (0,d/2) takav da je

n:=Ah(t) = (f{t=) = f(t=)) > 0.

Uzmimo proizvoljni 0 < & < 5. Slijedimo prvi dio dokaza (samo zamijenimo o sa t) pa
dobivamo da postoji ny € N takav da je za svako n > ng vrijedi

Ah(t) = (fu(t=) = fult=)) > /2 .

No, to znaci da je 0, <t < §/2 za svako n > ng, a to je u kontradikciji s ¢injenicom da je
limsup,,_, . 0n = 0.



112 Poglavlje 5. Aproksimacija

Takoder, kao i u prvom dijelu dokaza, imamo da je f, (0,—) < f(0,—) pa je i

limsup £, (0,—) < limsup f(6,—) =0 . [
n—oo n—oo
Sada, uz slicnu argumentaciju kao i u 5.5.1. primijenimo Teorem 5.5.1, Lemu 5.5.4 i Lemu

5.5.5 na trajektorije procesa X te X™ i time smo u potpunosti dokazah tvrdnje Propozicije
5.0.13.

5.6 Dokaz Teorema 5.0.14.

Sumiranjem rezultata iz 5.2., 5.3., 5.4. i 5.5. slijedi tvrdnja teorema.

Naime, prvo spektralno negativan Lévyjev proces Z aproksimiramo nizom (Z™),>; spek-
tralno negativnih Lévyjevih procesa s konaénom Lévyjevom mjerom, na nacin kako je to
pokazano u 5.2. Tako dobijemo niz (X)), koji slabo konvergira ka procesu X. Potom
na nase procese primijenimo Propoziciju 5.0.11. (kako bismo dobili jednakost supremuma
u slucaju kada promatramo procese (Y ™),5; i (X™), ), 5.0.12. (kako bismo dobili jed-
nakost supremuma za (Y ™),>1 i Y) te 5.0.13.(i) (kako bismo dobili jednakost supremuma
za (X™),5; i X), kako je to redom obrazlozeno u poglavljima 5.3, 5.4 1 5.5.1.

Nakon toga fiksiramo proces Y, kako je to ranije objasnjeno, te uzmemo niz slozenih
Poissonovih procesa koji aproksimiraju subordinator (bez drifta) C' u procesu X. Tako
opet dobijemo niz (X (™),>; koji slabo konvergira ka procesu X. Na dobivene procese sada
primijenimo Propoziciju 5.0.11. te 5.0.13.(ii), kako je to napravljeno u 5.3. i 5.5.2.

Primjenom oba rezultata, dobivamo tvrdnju teorema 5.0.14.
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Zakljucak

U ovom radu promatrali smo generalizirani proces rizika
Xt)y=c-C@t)+Z(t), t>0,

gdje je ¢ > 0 drift, C' proces zahtjeva za isplatom, kojeg smo (u skladu sa njegovom
interpretacijom u teoriji rizika i osiguranju) modelirali subordinatorom bez drifta za koji
je EC(1) < oo te Z perturbacija u modelu, koju smo modelirali spektralno negativnim
Lévyjevim procesom za koji je EZ(1) = 0. Takoder, u pocetku smo pretpostavili da
vrijedi uvjet ¢istog profita, tj. da je E X (1) > 0. Nastavljajuéi se na radove Dufresnea i
Gerbera, Furrera, Yanga i Zhanga te Huzaka, Permana, Sikica i Vondraceka, pokazali smo
da mozemo dobiti formulu Pollaczek-Khinchinovog tipa za vjerojatnost propasti,

Y(u) =Plu+ X(t) <0, zanekot>0), u>0,

na [0, 7], gdje je 7 ~ Exp(q), ¢ > 0, neko nezavisno eksponencijalno vrijeme. Rezultat je
dan u Teoremu 3.1.5. Pokazali smo, takoder, da poopéenu formulu Pollaczek-Khinchinovog
tipa mozemo dobiti i ako ispustimo uvjete na konacnost ocekivanja i uvjet ¢istog profita,
kao sto se vidi u Teoremu 3.3.2. Dobivene rezultate objasnili smo i analizirali i s aspekta
pripadajuéih ljestvicastih procesa (za detalje vidi poglavlje 3.4.).

Svoj model postavili smo i u diskretno okruzenje pa smo promatrali slucajnu setnju
X(n)=en—-C(n)+2Z(n), neN,

gdje je ¢ > 0 opet drift, C' slucajna Setnja koja predstavlja analogon neopadajuceg procesa
C iz neprekidnog slucaja te Z perturbacija koja je ovdje modelirana diskretnim analogonom
spektralno negativnih Lévyjevih procesa, tj. neprekidnom zdesna (skip-free) slu¢ajnom
Setnjom. Takoder uz pretpostavku uvjeta cistog profita, dobiven je rezultat Pollaczek-
Khinchinovog tipa u diskretnom slucaju, sto je dano u Teoremu 4.1.1. Strukturu same
skip-free sluc¢ajne Setnje i njenu povezanost sa neprekidnim slucajem (uz obrazlozenje i
analizu ¢injenice da dobiveni rezultati vrijede samo uz pretposatvku ovakve vrste procesa
u modelu, kako u neprekidnom, tako i u diskretnom sluc¢aju) analizirali smo u poglavlju 4.2.
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Obzirom na prirodnu usku povezanost vjerojatnosti propasti i distribucije supremuma
dualnog procesa od X, X = —X, promatrali smo u svim gore navedenim okruzenjima
i distribucijsku jednakost dobivenu u [HPSV1],

sup )A((t) =7 sup }A/(t) ,

0<t<o 0<t<o0o

gdje je

Y(t):=ct+Z(t), t>0,
a o prvo vrijeme kada se postigne novi supremum procesa X zbog skoka subordinatora C'.
U poglavlju 3.2. pokazali smo kontraprimjerom da ona ne vrijedi kada nas proces rizika
promatramo na [0, 7], a u 4.3. smo pokazali zasto je analiza takve jednakosti problemati¢na
u diskretnom slucaju te dali rezultate i smjernice za njeno daljnje proucavanje (vidi Teorem
4.3.10. i rezultate koji mu prethode).

Stoga smo u 5. poglavlju aproksimirali originalni proces nizom slozenih Poissonovih pro-
cesa, na kojima smo (koriste¢i analogone rezultata iz 4.3. za slozeni Poissonov proces)
pokazli da vrijedi gornja distribucijska jednakost (vidi poglavlje 5.3., odnosno Propoziciju
5.0.11.). Prebacivanjem problema u prostor cadlag funkcija opremljen opremljen Skoro-
hodovom topologijom, dokazali smo (u poglavlju 5.5.) aproksimirajuée rezultate koji su
nam omoguéili da zeljenu distribucijsku jednakost pokazemo i u opcéenitom slucaju (vidi
Propoziciju 5.0.13. te Teorem 5.0.14.). Ovim smo pristupom dali jos jedan drugaciji dokaz
navedene distribucijske jednakosti, ali, Sto je jos bitnije, u potpunosti objasnili rezultate
dobivene u poglavlju 3. i 4., tj. pokazali zasto i u kojim slucajevima ovakva jednakost
moze vrijediti.
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Dodatak

Primjer 3.2.1

psi y=inline('x"2','x'}
pei v =
Inline function:

psi wix) = x*2

psi_c=inline('3*log{l+xf5)', 'x')

psi o =
Inline function:
psi cix) = 3*log(l+x/5)

psi ¥=inline(' 7T*x-3*Llog({1+x/5)+x"2','x'}

psi x =
Inline function:
psi xi(x) = TFx-3*Flog(l+x/5) +x"2

lg=inline{'{q/py¥)*{{py-x)f{g-psi yix}}}','x'}

cl',H=
Inline function:
leix) = (ogfpy) *{{py-x)/ (g-psi wixl)]

Ih=inline('(p/psi_ cip))*({psi _cipy)-psi _c(x))/f{p-x))','x')

\;]\_N]% =
Inline function:
Ihix) = (p/fpsi cipl)*{i{psi cipyl-psi cixl)/(p-x)]




Ervocijent kojibi trebao biti konstanta:

(g*{p-x)*{1-k*1lg*1lh}) fip*{g-psi x)*1lg)

A

(pox) " (1-K*o/py* (py-x) /i0-psi ¥y (x)) *pfpsi cip) *(psi_ c(py) -

pei cix) ) (p—x)) pd (-7 43 % log (141/5%x) —x*2) *py/ (py-x) *{g-psi _vix))
simplef (g*{p-x)*{1-k*1lg*1h)}/(p*{g-psi x)*1lg))

sombine:

(pox) * (1-K*o/py* (py-x) / (a-psdl w(x) ) *pdfpsi cip) * (psi o ipy) -
pei cix))S (p-x))/pf (-7 x+3%log (14+1/5%x) —x*2) *py/ (py-x) *{g-psi vix))

gollectix) :

(pox) *ll-k*o/py*ipy-—x)/ (g-psi wix))*p/psi cip) *ipsi clpyi-
pei cixi )/ (p—x) )/ pf (-7 =43 % log (1+1/5%x) —x*2) *py/ (py-x) *lg-psi wix))

simElifE:

(p¥*psi cip) *g*p-py*psi cip) fovx-

p¥*psSi cip) *psSi vix) *p+py psi cip) *psSi_ vix) tx-

Efgqep*py*psi cipy) tK*g¥p*py*psi o (®) K g¥p*tpsi o (py) -

E*g¥*p*x*psi cl(x) )/ (—pytx) / (—g+7*x+3*%1log (8) -3*log (S+x) +x*2) /psi cip)/p
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