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KONTINUUMOM U RAVNINSKIM PROBLEMIMA
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Sazetak: U radu je dana motivacija za izvodenjem mikropolarne teorije, koja spada u alternativne
teorije kontinuuma i izveden je analiticki model linearnog izotropnog mikropolarnog kontinuuma
koji obuhva¢a ravnotezne, kinemati¢ke i konstitutivne jednadzbe. Prilikom izvodenja
kinematickih jednadzbi u ravnini koristen je direktan geometrijski pristup. Analiticki model je
zatim implementiran na metodu konacnih elemenata za ravninsko stanje naprezanja ili
deformacija koristenjem standardnih trokutnih kona¢nih elemenata s linearnom interpolacijom
pomaka i mikrorotacija (CST). U zadnjem djelu rada napravljen je patch test za slucaj
mikropolarne teorije.

Kljuéne rije¢i: mikropolarni kontinuum, mikrorotacija, momentna naprezanja, metoda konacnih
elemenata

1UVvOD

Analiticki rezultati dobiveni na temelju klasi¢ne (Cauchyjeve) teorije kontinuuma se u
vecini slucajeva poklapaju s eksperimentalnim rezultatima, naro¢ito kod materijala kao
Sto su Celik i beton, gdje se analizirani uzorak ponasa kao homogeni medij, medutim
uocene su razlike u slu¢ajevima drugih, na primjer polimernih materijala, kod kojih
vrijednosti materijalnih konstanti ovise o veli¢ini analiziranog uzorka (size-effect), $to
klasi¢na teorija ne predvida. Takoder, proracun naprezanja u blizini pukotina daje vece
vrijednosti od eksperimentalnih rezultata [6]. Razlog tome je znaajna uloga
mikrostrukture materijala koju klasi¢na teorija kontinuuma zanemaruje. S ciljem
stvaranja unificirane teorije kontinuuma razvile su se razli¢ite alternativne teorije medu
kojima je i mikropolarna (Cosseratova) teorija kontinuuma. Za razliku od klasi¢ne
teorije, gdje je interakcija izmedu dvije Cestice tijela opisana samo vektorom sile,
mikropolarna teorija kontinuuma pretpostavlja da na povr$ini djeluje dodatni vektor
sprega (couple-stress vector) koji rezultira dodatnim momentnim naprezanjima (couple
stresses). Takoder, mikropolarna teorija kontinuuma predvida i dodatno kinematicko
polje (mikrorotaciju), koje svakoj tocki tijela dodjeljuje orijentaciju i potpuno je
neovisno o makrorotaciji, koja proizlazi iz rotacijskog dijela gradijenta deformiranja [2].
Kao rezultat slijedi da su u mikropolarnoj teoriji kontinuuma i tenzor deformacija i
tenzor naprezanja nesimetricni. Linearno elasti¢ni izotropni mikropolarni kontinuum u
3D prostoru ima ukupno $est medusobno nezavisnih materijalnih konstanti.

2 ANALITICKI MODEL LINEARNOG MIKROPOLARNOG
KONTINUUMA



Promatrajmo tijelo B volumena V i oplosja S u deformiranoj konfiguraciji, u kojem je
materijalna Cestica X odredena vektorom polozaja X. Na tijelo djeluje kontinuirano
volumno opterecenje p,, i m,, i kontinuirano povrsinsko opterecenje p i mg, gdje je p,,
specificna volumna sila, m,, specifi¢ni volumni moment, pg specificna povrSinska sila i
mg specifi¢ni povrsinski moment.

Kada bismo tijelo B presjekli zamisljenom plohom P, svaki dio tijela bi ostao u ravnotezi
samo ukoliko na presjecenim povrSinama djeluju to¢no odredene sile i momenti. Prema
Cauchyjevom principu, na proizvoljnoj povrSini AS djeluje vektor sile AF, a njihov
medusobni omjer predstavlja srednju vrijednost vektora naprezanja t [5]. Kako povrsina
AS tezi infinitezimalno maloj veli¢ini dS, srednja vrijednost vektora naprezanja postaje
polje vektora naprezanja t(x, t, n) koje predstavlja silu po jedinici povrSine i ovisno je
o polozaju x, vremenu t i normali na povr§inu n. Cauchy je dokazao da vrijedi
t(x,t,n) = o(x,t)n, gdje je o(x,t) Cauchyjev tenzor naprezanja [5]. Kod
mikropolarne (Cosseratove) teorije, za opisivanje ravnoteze presjeenog tijela, Uz
djelovanje vektora sile AF, pretpostavljamo dodatno djelovanje sprega AM [6].
Promatranjem povrsine na infinitezimalno maloj razini i generalizacijom Cauchyjevog
principa dokazuje se linearna ovisnost polja sprega m(x, t, n) (couple-stress) i normale
n te postojanje dodatnog tenzora momentnih naprezanja u(x, t) (couple-stress tensor):

m(x,t,n) = u(x,t) n. 1)

2.1 RavnoteZne jednadzbe
Promotrimo sada tijelo B u deformiranoj konfiguraciji pod utjecajem vanjskog
opterecenja p,,, m,, ps | my. Oplosje tijela S neka bude podijeljeno na dva dijela, S, s
predodredenim povrsinskim opterecenjem i S,, s predodredenim pomacima i rotacijama.
Analizom diferencijalnog volumena dV i sumiranjem sila u smjeru osi X1, X2, Xsdobivamo
prvu ravnoteznu jednadzbu u matri¢nom obliku:
oV+p,=0, (2)

gdje V operator parcijalnih derivacija [7]. Iz momentnih ravnoteznih jednadZbi oko osi
X1, X2, X3 dobivamo drugu ravnoteznu jednadzbu, koja u matri¢nom obliku glasi:

uv+a+m, =0, 3)
gdje je a aksijalni vektor dvostrukog anti-simetri¢nog dijela tenzora naprezanja & [5],
odnosno

032 — 033
a = axial(26,) = {—031 t 013,. 4)
021 — 012

1z jednadzbi (2) i (3) vidimo da, za razliku od klasi¢ne teorije, u mikropolarnoj teoriji
tenzor naprezanja ¢ nije nuzno simetrican. Anti-simetri¢ni dio tenzora naprezanja
posljedica je djelovanja momentnog volumnog optere¢enja i divergencije tenzora
momentnih naprezanja, div u = uVv.

Analizom diferencijalne povrSine na dijelu oplosja tijela s predodredenim povrSinskim
opterecenjem i sumiranjem sila i momenata u smjeru osi Xi1, X2, Xs dobivamo sljedeée
rubne uvjete:

on=p;,, pUnNn=m;,. (5)

2.2 Kinematicke jednadzbe
Druga grupa jednadzbi koja opisuje promatrani problem su kinemati¢ke jednadzbe, koje
povezuju deformacije i pomake. U ovom radu one su izvedene usporedbom geometrije



nedeformiranog i deformiranog stanja tijela. Detaljan opis direktnog pristupa izvodenja
kinematickih jednadzbi dan je u [3].

Razlika polozaja promatrane Cestice izmedu nedeformiranog i deformiranog
stanja jest pomak cestice u. Komponente pomaka us, Uz, Us ovisne su 0 koordinatama x,
X2, X3. U mikropolarnoj teoriji postoji dodatno kinematicko polje - mikrorotacija ¢(Xi, Xz,
xs). Mikrorotacija predstavlja lokalnu rotaciju Cestice i potpuno je neovisna o polju
pomaka u. Promatramo ravninsko deformiranje tijela, §to zna¢i da pomak U i
mikrorotacija ¢ ovise samo 0 Xi, X» dok su uz; =01 ¢, = ¢, = 0. Kao posljedica
vanjskog opterecenja, tijelo se deformira i zauzima novi polozaj. Normalne deformacije
€11 1 €3, definirane su kao promjena duljine materijalnog vlakna u odnosu na pocetnu
duljinu, u slu¢aju kada pocetna duljina tezi nuli. Analiziranjem tijela na diferencijalnoj

razini dobivamo:

€ii = % = &, i= 1,2,3, (6)
odakle vidimo da su normalne deformacije u mikropolarnoj teoriji (e;) jednake
normalnim deformacijama u klasi¢noj teoriji (g;) Sto znac¢i da mikrorotacija ¢ ne
doprinosi produljenju ili skra¢enju materijalnog vlakna. Doprinos mikrorotacije ocCituje
se u formiranju posmi¢nih deformacija €;;, i,j = 1,2,3, i # j. Mikropolarna posmi¢na
deformacija jednaka je razlici izmedu promjene nagiba materijalnog vlakna tijekom
deformacije (y) i mikrorotacije ¢. U ravnini x4, x,, dakle

o N €21 =¥ — 3. ) (7
Razvijanjem funkcija u,, u, u Taylorov red i uzimajuéi u obzir da Ax; — 0 dobivamo
€;j = Ujj + EijPk- (8)

S obzirom da imamo dodatno kinemati¢ko polje @(X1, Xz, Xs) imamo i dodatnu kutnu
deformaciju (zakrivljenost) koja je posljedica djelovanja momentnih naprezanja. Za
ravninsko stanje, zakrivljenost k3, je definirana kao promjena mikrorotacije ¢ (xq, x5)
duz osi x;, odnosno

®3(xy + Axy, X3) — @3(x1, X2) )
Ax{—0 Ax1 .
Analogno dobivamo rezultat za ks,, a raspisivanjem funkcija u Taylorov red te
generalizacijom na 3D dobivamo da je tenzor zakrivljenosti k jednak
Kk = grad ¢. (10)
Dijagonalni ¢lanovi u k predstavljaju torzijske deformacije (uzduzna zakrivljenost) koje
je moguce prikazati samo u 3D.

2.3 Konstitutivne jednadzbe
Opc¢enita veza izmedu dva tenzora drugog reda o i £ opisana je pomoc¢u tenzora Cetvrtog
reda T Kkoji se naziva konstitutivni tenzor. U komponentnom zapisu:
0jj = Tiqugpql i, j, P, q =1,2,3. (11)

Analiziramo linearno elastican i izotropan kontinuum, §to zna¢i da komponente
konstitutivnog tenzora T ostaju nepromijenjene prilikom ortogonalne transformacije [7].
Opc¢eniti oblik izotropnog tenzora cetvrtog reda ima komponente oblika:

Tijpq = A8i8pq + 1(8ip0jq + 8iq8ip) + V(8ip8jq — Siq ). (12)
gdje A, uiv predstavljaju materijalne parametre (konstante) i imaju iste vrijednosti u
svim koordinatnim sistemima, a &;,, je Kroneckerov simbol [4]. U mikropolarnoj teoriji
imamo dodatni tenzor momentnih naprezanja pu povezan s dodatnim tenzorom



rotacijskih deformacija x preko novog izotropnog konstitutivnog tenzora. Budu¢i da su
tenzori naprezanja nesimetri¢ni, oba konstitutivna tenzora ¢e sadrzavati svih Sest
medusobno nezavisnih materijalnih konstanti. Konstitutivne jednadzbe mikropolarnog
kontinuuma u komponentnom obliku jednake su:

O'i]' = /1€pp(sij + (M + V)Eij + (,L{ - V)E]'i,

Hij = VEppOij + (@ + Bk + (a — Pk;y,
gdje su a, B, v, 4, i, v materijalne konstante koje opisuju ponasanje linearnog izotropnog
mikropolarnog kontinuuma. U klasi¢noj teoriji imamo jedan tenzor naprezanja ¢ i jedan
tenzor deformacija &, od kojih su oba simetri¢na. Posljedi¢no i konstitutivni tenzor T
mora biti simetri¢an te treé¢i ¢lan njegovog opéenitog oblika (12) otpada. Ponasanje
materijala tada je opisano pomoc¢u dvije materijalne konstante p i A, poznate kao Lame-
ove konstante [5].

(13)

3 IMPLEMENTACIJA NA METODU KONACNIH ELEMENATA ZA
RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA ILI DEFORMACIJA

Za rjesavanje problema uobicajeno se koriste numeri¢ke metode, od kojih ¢emo se ovdje
ograniciti na metodu konaénih elemenata (MKE). Virtualni rad unutarnjih sila mora biti
jednak virtualnom radu vanjskih sila na sustavu koji se nalazi u stati¢koj ravnotezi za
proizvoljni, kinematicki dopustivi, infinitezimalni, virtualni pomak i mikrorotaciju:

Vi="Ve. (14)
Promatramo stanje naprezanja i deformacija u ravnini:
011 €11
012 €12 H31 K31
021 (* €= €21 (’ r= {‘Ll32}' k= {ng}. (15)
022 €22
Virtualni rad unutarnjih sila jednak je:
Vi=[,(€o+x"wav, (16)

gdje su € i x vektori virtualnih deformacija i virtualnih zakrivljenosti koje u
transponiranom obliku moZemo zapisati kao € = u'D, + @3 12, gdje su D, =
a 9

— — 0 0
fxy 0%, s o |i15=1(0 1 —1 0). Vektor k" zapisujemo kao K'=@;D,,

gdje je D, :<i i). Vektor u predstavlja vektor virtualnihn pomaka, a @5
6x1 6x2

predstavlja funkciju virtualnih mikrorotacija. Konstitutivne jednadzbe definirane u
poglavlju 2.3. za ravninsko stanje deformacija se svode na:

011 A+ 2u 0 0 A €11

O12 _ 0 ut+tv u—v 0 €12

O21( 0 U—v u+v 0 €21 (’

022 A 0 0 A+2u] \€22 (17)
Cq
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gdje su Ci i Cy konstitutivne matrice. 1z gornjih jednadzbi dobivamo sljede¢i matri¢ni
oblik virtualnog rada unutarnjih sila:
Vi = [, (@ Dy + @3 15,)C1(Dlu + @3l,) + (@3 D) Co (@3 DY) dv,  (18)
dok je virtualni rad vanjskih sila jednak
Ve = fV(I_lTpv + @3 mv3)dV + fs(ﬁTpS + @3 m53)ds. (19)
Za diskretizaciju 2D mreZe odabrali smo trokutni kona¢ni element (CST) s 3 ¢vora i 3
stupnja slobode po ¢voru (horizontalni pomak, vertikalni pomak i mikrorotacija).
Pretpostavimo linearnu razdiobu polja pomaka i polja mikrorotacije duz elementa. Polja
pomaka i mikrorotacije moZzemo matri¢no zapisati kao
u:Nupv (pSZN(pp’ (20)
gdje je p vektor ¢vornih nepoznanica elementa. Virtualni rad kona¢nog elementa j je
tada jednak:
Vi =p" [, [(N,'Dy + N," I,)C1(DIN, + I,N,,) +
(Ny"Dy)C2( DGN,)IAVP =BT [, (N, Py + Ny my3)dV — (21)

pT fsr(Nqus + N¢Tms3)d5 = ﬁT(ij - Rj)a
gdje je K; matrica krutosti elementa i R; vektor vanjskog opterec¢enja elementa. Suma
virtualnih radova svih kona¢nih elemenata mora biti jednaka nuli, odnosno
" V;=0->Kr—R=0, (22)
gdje je n broj konacnih elemenata, K globalna matrica krutosti, R globalni vektor
vanjskog opterecenja i r globalni vektor nepoznatih ¢vornih pomaka i rotacija.

4 NUMERICKI PRIMJER

Za validaciju kona¢nog elementa simulira se stanje uniformnog naprezanja koje rezultira
konstantnom deformacijom. Takav test naziva se patch test. Ako element prolazi patch
test, rjeSenja koja se dobivaju progusc¢ivanjem mreze konaénih elemenata, konvergirati
¢e prema egzaktnom rjeSenju promatranog problema [1]. U mikropolarnoj teoriji javljaju
se poteSkoc¢e u definiranju ravnoteznih stanja prilikom konstantne deformacije zbog
postojanja nezavisnog polja mikrorotacije. Prema [8], potpuni patch test za Cosseratov
kontinuum sastoji se od tri testa. Prvim testom potrebno je dokazati da je kona¢ni
element sposoban reproducirati stanje konstantne deformacije za slucaj kada su
posmi¢ne deformacije na medusobno okomitim ravninama jednake, odnosno €;, = €51,
Sto je slucaj klasi¢ne teorije. Drugim testom se takoder provjerava stanje konstantne
deformacije, ali za slucaj nesimetri¢nosti tenzora deformacija, tj. €, # €,1. U prva dva
testa su komponente zakrivljenosti jednake nuli, stoga je potrebno napraviti i treci test
gdje ¢e ravnotezno stanje biti opisano konstantnom zakrivljeno$¢u. Rubni uvjeti i
opterecenje za provedbu testova dani su u [8]. U nastavku je prikazana numericka analiza
za slucaj simetri¢nosti tenzora deformacija (Test 1).

4.1 Patch test
Analizirana je pravokutna domena, integrirana proizvoljno postavljenim trokutnim
kona¢nim elementima (CST). Domena obuhvaca 7 tocaka:

T, = (0,0), T, = (0.24,0), T5 = (0,0.12), T, = (0.24,0.12),

T, = (0.1,0.03), Ty = (0.2,0.06), T, = (0.05,0.1), (23)



i podijeljena je na 8 kona¢nih elemenata. Materijalne konstante mikropolarnog
kontinuuma jednake su a + 8 = 40, u = 1000, v = 500, A = 1000. Test se sastoji
od zadavanja horizontalnih i vertikalnih pomaka i rotacija u rubnim ¢vorovima prema
ovakvoj raspodjeli pomaka i rotacija po domeni:

u =1073 (x1 + %xz), U, =1073(x; + %), @3 = % x 1073, (24)

gdje su x;i x, koordinate to¢aka. OptereCenje sustava jednako je p; = p, = mz = 0.
Zahtjev koji treba biti zadovoljen jest da su pomaci i rotacije unutrasnjih ¢vorova jednaki
onima koji proizlaze iz (24). Rjesavanjem sustava dobivaju se sljedeé¢i ¢vorni pomaci:
Tz - u; = 0.00115, u, = 0.0013, @5 = 0.0025,
Te » uq; = 0.0023, u, = 0.0026, @3 = 0.0025, (25)
T, - u; = 0.001, u, = 0.0015, @5 = 0.0025.
Pomaci unutarnjih to¢aka zadovoljavaju trazeni uvjet, §to znac¢i da trokutni konaéni
element s linearnom interpolacijom zadovoljava test konstantne deformacije za slu¢aj
simetri¢nosti tenzora deformiranja.

5 ZAKLJUCAK

Izveden je analiti¢ki model linearnog izotropnog mikropolarnog kontinuuma i prikazana
je implementacija modela na metodu konacnih elemenata. KoriStena je interpolacija
trokutnim kona¢nim elementima s tri ¢vora (CST) §to znaci da su oba kinematicka polja
(pomak i mikrorotacija) linearno interpolirani. Prema literaturi [8], napravljen je prvi od
ukupno tri potrebna testa za validaciju kona¢nog elementa. Trokutni kona¢ni element s
linearnom interpolacijom prolazi patch test za slucaj simetri¢nosti tenzora deformacija.

Zahvala. Rezultati prikazani u ovom radu dobiveni su u sklopu rada na projektu IP 1631
Hrvatske zaklade za znanost (Configuration-dependent approximation in non-linear
finite-element analysis of structures)
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