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Rangiranje web stranica

Damir Horvat® Dugan Mundar®

Sazetak

U ovom ¢lanku opisana je matematicka pozadina PageRank algo-
ritma kojeg Google koristi kod rangiranja web stranica. Objasnjene su
dvije metode u radu algoritma. Prva metoda je metoda potencija koja
je iterativna metoda, a druga metoda se svodi na rjeSavanje sustava
linearnih jednadZzbi. Obje metode povezane su s problemom pronala-
ska svojstvenog vektora pridruZenog dominantnoj svojstvenoj vrijed-
nosti odgovarajuée matrice. Funkcioniranje algoritma je pokazano na
jednom malom primjeru s Cetiri web stranice.

Kljuéne rijeéi: Google PageRank, metoda potencija, stohasticka ma-
trica, Perron-Frobeniusov teorem

Ranking websites

Abstract

In this paper we describe the mathematical foundations of the Go-
ogle’s PageRank algorithm. We explain two methods used by the al-
gorithm. The first one, the method of powers, is an iterative method.
The second method is founded on solving a system of linear equations.
Both methods are related to the problem of finding an eigenvector of
the dominant eigenvalue of the corresponding matrix. Functioning of
the algorithm is illustrated on a small example of four web pages.
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1 Uvod

U danasnje vrijeme Internet je dio nase svakodnevice. U svakom trenutku
mozemo vrlo brzo do¢i do Zeljene informacije tako da u trazilici upisemo
odgovarajuéi pojam. Na temelju uneSenog pojma traZzilica daje popis re-
levantnih web stranica. Prve traZilice ranih devedesetih su upravo funkci-
onirale na taj na¢in: prolaskom kroz indeksirani popis web stranica brojale
su koliko se puta uneSeni pojam pojavljuje na svakoj od stranica. Stranice
koje su sadrzavale najveci broj pojavljivanja uneSenog pojma ponudene su
korisniku. Medutim, s ovakvim pristupom je bilo dosta problema jer web
stranica moZze sadrzavati veliki broj pojavljivanja nekog uneSenog pojma, a
da pritom ne sadrZzi nikakve korisne informacije o tom pojmu.

Danasnje moderne traZzilice koriste drugaciji pristup. Osim uneSenog poj-
ma prilikom pretraZivanja uzimaju u obzir relevantnost, vaznost ili popu-
larnost pojedine stranice. Relevantnije stranice traZzilica stavlja na vrh po-
pisa, a manje relevantne na dno popisa i time omogucuje korisniku da Sto
brze dode do pravih i pouzdanih informacija. Jedan od takvih algoritama
pretrazivanja je PageRank algoritam kojeg koristi Google. Isti algoritam
moze se koristiti i u druge svrhe, primjerice kod rangiranja ekipa u nogo-
metu [2] ili rukometu [8]. U nastavku ¢emo ukratko opisati matematicku
pozadinu tog algoritma.

2 PageRank algoritam

PageRank algoritam bazira se na pretpostavci da je relevantna web stra-
nica svaka ona stranica na koju se referira veliki broj drugih vise ili ma-
nje relevantnih web stranica. Ovo je sasvim prirodna pretpostavka jer niti
jedna ozbiljna web stranica nece postaviti link na neku neprovjerenu i ne-

kvalitetnu web stranicu. Stoga PageRank algoritam relevantnost web stra-
nice odreduje na temelju relevantnosti web stranica koje imaju linkove na

promatranu stranicu.

Slika 1: digraf D predstavlja poveznice web stranica
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Kako bismo lakSe objasnili ideju algoritma, pogledajmo pojednostavljeni
model Interneta s Cetiri web stranice prikazanog na slici [} Model je prika-
zan pomodéu usmjerenog grafa (digrafa) D u kojemu vrhovi predstavljaju
web stranice Pj, P,, P3 i Py, a od vrha P; postoji usmjereni brid prema vrhu
P; jedino ako stranica P; ima poveznicu na stranicu P;. Na primjer, u nasem
slucaju stranica P; ima poveznice na stranice P, i Py. Izlazni stupanj vrha v
u digrafu je ukupni broj bridova koji izlaze iz tog vrha, a oznacavamo ga s
d " (v). U naSem slucaju izlazni stupnjevi vrthova sud* (Py) = 3, d*(P,) =
1, d"(P;) =2, d*(Py) = 0. Nakon §to smo konstruirali usmjereni graf koji
reprezentira strukturu medusobno povezanih web stranica na Internetu,
konstruiramo kvadratnu matricu H = [i; ;] reda n pri ¢emu je h; ; jednak
vjerojatnosti da korisnik klikom na neku od poveznica sa stranice P; ode na
stranicu P;, a n je ukupni broj web stranica. Ukoliko stranica P; ne sadrzi

poveznicu na stranicu P;, tada je h;; = 0. U protivnom je h; ; = %. Za
]

matricu H kazemo da pripada digrafu D. U nasSem sluc¢aju matrica H je

01 0 0
1 1
3020
H=11 9 9 ¢
1 1
5 050

Na primjer, hy; = % jer postoji poveznica sa stranice P; na stranicu Py i
pritomje d*(P;) = 3. Isto tako, /11 3 = 0 jer ne postoji poveznica sa stranice
P5 na stranicu P;.

Rang web stranice P je realni broj

pri ¢emu je Bp skup svih web stranica koje imaju poveznicu na web stranicu
P. Akoje Bp = @, tada je r(P) = 0. Rang web stranice je njezina mjera re-
levantnosti u PageRank algoritmu. Rang stranice P ovisi o rangovima svih
stranica Q koje imaju poveznice na stranicu P i o ukupnom broju poveznica
na pojedinoj stranici Q. Sto je vedi broj poveznica na stranici Q, to njezin
rang daje manji doprinos rangu stranice P. Nadalje, moZemo uo¢iti da je
definicija ranga rekurzivna. Ukoliko web stranice P; i P; imaju poveznice
jedna na drugu, tada rang stranice P; ovisi o rangu stranice P; i obrnuto,
rang stranice P; ovisi o rangu stranice P;. Stoga se definira iterativni postu-
pak za racunanje ranga web stranice P kao

_ (Q)
rk+1(P) - QGZBP di(Q> (1)
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pri ¢emu je rx(P) rang web stranice P nakon k iteracija. Pritom je pocetni

rang web stranice P jednak ry(P) = % gdje je n ukupni broj web stranica.
Drugim rije¢ima, u inicijalnom koraku svim stranicama dajemo istu rele-

vantnost.
Iustrirajmo opisani postupak ra¢unanja ranga na nasem primjeru prikaza-
nom na slici[I} Na pocetku je

1 1 1 1
ro(P1) = v ro(P2) = v ro(P3) = T ro(Py) = T

U prvoj iteraciji dobivamo

ro(P) 1 1
P fd = = = —
nth)=Zpy =171
_ ro(P1) | ro(Ps) 7& if 1.1 5
)=y tamy 32 1278
ro(P) _z_ 1
P = = = = —
nb)=Zp) 3" 12
_r(P) ro(Ps) 3,31 1 1 5
NP =y a3 T2 1278
U drugoj iteraciji dobivamo
_nP) % _ 5
)=o)~ 1 T
Py nPE) o5 1 1 1
P — l( 1 4 , 12 _ Y L4
)= ey ey 32 12 248
_n(P) _ i _ 1
B =Fe) T3 1
rn(P)  nP) 1 o5 1 1 1
P g = = _ = — _— = —,
nP) =y ey 32 12 28

Postupak ponavljamo tako dugo dok komponente vektora

(r%(Py), 1%(P2), 1% (P3), i (Py))

ne ,poénu konvergirati”, tj. dok se svaka komponenta ne pribliZi dovoljno
blizu nekoj specifi¢noj vrijednosti. Medutim, konvergencija se nuzno ne
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mora dogoditi pa treba napraviti daljnje zahvate na matrici H kako bismo
osigurali konvergenciju.

Ako stavimo

re(Py)

tada iterativni postupak (1) moZemo zapisati u matri¢cnom obliku
Zyv1=HZ, k=012,... (2

Na promatranom primjeru za prve dvije iteracije imamo

0 1 0 o] [4 1
1 1
L9 1 o] |1 3
3 2 4 24
ZlZHZOZ 1 00 0 1| = 1|~
PO ol T
B 5 1 5
3 02 0 1 bz
0 1 0 0] [1 51
1 1
Lo 1 o] |5 1
3 2 24 8
Zry=HZi=11 ¢ ¢ o| |1|= |2
PO ol
5 5 5 1
3 0z 0 | 24 8

Relacija (2) moZe se zapisati preko pocetnog vektora Z i potencija matrice
H u obliku

Zr =HZy, k=1,2,3,... (3)
Ako niz (Z) konvergira i ako je
lim H*Z, = Z,
k—o0

tada su komponente vektora Z upravo rangovi web stranica Py, P, ..., Py.
Drugim rije¢ima, nakon odredenog broja koraka komponente vektora Z;
pribliZit ¢ée se dovoljno blizu komponentama vektora Z pa ¢ée vektor Z;
predstavljati dobru aproksimaciju vektora Z. No, kao §to smo ve¢ ranije
rekli, matrica H ne osigurava konvergenciju.

Iterativni postupak (3) poznat je pod nazivom metoda potencija. Kako bi
metoda potencija konvergirala, matrica H mora imati odredena svojstva.
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Stoga ¢emo u dva koraka matricu H modificirati u matricu G koja ¢e osi-
gurati konvergenciju.

U prvom koraku matricu H modificiramo u matricu S koja je stohasticka
po stupcima. Za kvadratnu matricu kaZemo da je stohasticka po stupcima
ako su svi njezini elementi nenegativni i suma elemenata u svakom stupcu
je jednaka 1. Ako pogledamo nasu matricu H, vidimo da je problematic¢an
jedino zadnji stupac koji sadrzi samo nule pa suma elemenata u tom stupcu
nije jednaka 1. To se dogodilo zbog toga Sto web stranica P4 ne sadrzi po-
veznice niti na jednu drugu stranicu pa korisnik s te stranice ne moZe preko
poveznice oti¢i na neku drugu stranicu. Medutim, korisnik u web pregled-
niku moZe takvu stranicu napustiti na druge nacine, npr. pisanjem web
adrese. Stoga sve nulstupce u matrici H zamijenimo vektorom v koji ima
nenegativne komponente ¢ija suma je jednaka 1. Komponente tog vektora
predstavljaju vjerojatnosti da korisnik s promatrane stranice bez poveznica
ode na neku drugu stranicu ili ostane na toj istoj stranici. Klasi¢ni izbor je
vektorv = (1,1 .. 1) Vektor vje u engleskoj literaturi poznat pod nazi-
vom personalization vector. Za nasu matricu H stavimo daje v = (%, %, %, %)
pa dobivamo matricu

1
0
0
0

NN N N

W

Il
Wi Wk W~ O
Ni= O N O

Modifikacijom matrice H u matricu S, usmjereni graf sa slike [[jmodificira
se u usmjereni graf prikazan na slici

Slika 2: digraf kojem pripada matrica S

U drugom koraku moramo jo$ osigurati ireducibilnost matrice S. Kva-
dratna matrica koja pripada nekom usmjerenom grafu je ireducibilna ako
i samo ako je pripadni usmjereni graf jako povezan. Za usmjereni graf ka-
Zemo da je jako povezan ako izmedu svaka dva njegova vrha postoji usmje-
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reni put. Usmjereni graf na slicinije jako povezan jer na primjer ne postoji
usmjereni put od vrha P4 do vrha P,. Drugim rije¢ima, Setajuéi se po us-
mjerenim bridovima i postivajuéi njihovu orijentaciju, ne mozemo iz vrha
P, do¢i do vrha P,. Stoga nasa matrica H nije ireducibilna. Usmjereni graf
na slici [2| jest jako povezan pa je naSa matrica S ireducibilna. Medutim,
matrica S ne mora opéenito biti ireducibilna. Kako bismo osigurali iredu-
cibilnost, na svakoj web stranici dodamo poveznice prema svim ostalim
web stranicama. Drugim rije¢ima, na usmjerenom grafu koji je odreden
matricom S iz svakog vrha dodamo usmjerene bridove prema svim osta-
lim vrhovima bez obzira postoje li ve¢ takvi bridovi ili ne. Novodobiveni
usmjereni graf reprezentiramo matricom S + E pri ¢emu su stupci matrice
E jednaki vektoru v. U nasem primjeru je

1
0
S+E= 0
0

Wi W= W= O
Ni—= O N= O
e N N N
e N N N[N
N N N W[
e N N I
N S S NI N
SN~ ESEENT
L i S S 6]
L SSIT R SV
NI= NIR NI NI=

Matrica S + E je ireducibilna jer je pripadni usmjereni graf jako povezan, ali
nije stohasti¢ka po stupcima. Stoga odaberemo neki a € (0, 1) i definiramo
matricu G = &S + (1 — «)E koja je stohasti¢ka po stupcima i ireducibilna.
Sve ovako konstruirane matrice G osiguravaju konvergenciju iterativnog
postupka

Zr =G*zy, k=1,2,3,... (4)

Zainteresirani Citatelj viSe informacija o navedenoj tvrdnji moZze pronaci u
[3] i [5]. Parametar « zapravo govori u kojem postotku matrica S, u kojoj je
spremljena struktura Interneta, utjece na rangiranje web stranica.

Klasi¢ni izbor vrijednosti parametra « je 0.85. U nasem primjeru je

3 71 3 1
80 80 80 4
773 37 1
240 80 80 4
G=085-S+015-E= |7 3 3
240 80 80 4
77 3 37 1
240 80 80 4

Izbor vrijednosti vektora v i parametra « mogu utjecati na kona¢ne rangove
web stranica, ali ovdje ne¢emo ulaziti u detaljnije analize.

Primijenimo li iterativni postupak (4) na nasem primjeru, u prvih devet
iteracija dobivamo vektore Z; prikazane u tablici
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Zy Zy
0.25 [0.3085513078901503]
0.25 0.2556888666930023
0.25 0.1800709587238453
0.25 _0.2556888666930023_
0.303125 [0.3091694208613148]]
0.2677083333333333 0.2557869121987731
0.1614583333333333 0.1792567547411389
_0.2677083333333333_ _0.2557869121987731_
[0.3219401041666666 | [0.3092735942111965 ]
0.2488932291666666 0.2556368421845959
0.1802734374999999 0.1794527214196118
_0.2488932291666666_ _0.2556368421845959_
[0.3019490559895833] [0.3091141448211331]
0.2582223849826389 0.2557177539274007
0.1816061740451389 0.1794503473240656
_0.2582223849826389_ _0.2557177539274007_
0.3118612840440538 0.3092001135478632
0.2551071133083767 0.2556887613549549
0.1779244893391927 0.179422363742227
0.2551071133083767 0.2556887613549549

Tablica 1:

Vidimo da se u posljednje Cetiri promatrane iteracije prve tri decimale ne
mijenjaju. Ako se ovdje zadovoljimo aproksimacijom na tri decimale, za
traZeni vektor Z moZemo uzeti

7 = (0.309,0.256,0.179, 0.256). (5)

Uoc¢imo da je suma njegovih komponenata jednaka 1. Naravno, zbog aprok-
simacije u opéenitom slucaju ta suma ce biti priblizno jednaka 1. Proma-
trane web stranice P;, P;, P53 i P4 imaju rangove prikazane u tablici[2] Ran-
govi tih stranica jednaki su komponentama vektora Z. Dakle, P; je najbolja
web stranica, a P je najlosija web stranica.
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web stranica | rang
P 0.309
P, 0.256
P 0.179
Py 0.256
Tablica 2:

2.1 Rangiranje preko sustava linearnih jednadzbi

Osim iterativnim postupkom , do vektora Z moZe se do¢i rjesavanjem
sustava linearnih jednadZzbi. Ne ulazeéi preduboko u problem svojstvenih
vrijednosti, spomenimo samo da za vektor Z i matricu G vrijedi

GZ=72. (6)

Drugim rije¢ima, umnoZzak matrice G i vektora Z jednak je vektoru Z. U
tom slucaju se govori da je 1 svojstvena vrijednost matrice G i da je Z jedan
svojstveni vektor za tu svojstvenu vrijednost. Zainteresirani ¢itatelj vise in-
formacija o problemu svojstvenih vrijednosti moZze pronaci u [11], [4] i [6],
a jedan dokaz relacije (6) moZze pronaci u [9]. MnoZenjem matrica i sre-
divanjem (6) se svodi na homogeni sustav linearnih jednadzbi. Pokazimo
kako to izgleda s naSom matricom G. Ako stavimo 7 = (z1,22,23,24) iz @
slijedi

3 71 3 1
80 80 80 4

7 3 w1 | Z1
240 80 80 4| |za| |z

77 3 3 1 - 4
7 s 8 1| |3 3
77 3 37 1| L*4 24
240 80 80 4

odnosno nakon mnoZenja matrica

3 71 3 1
%21 + %Zz + @23 + 124

Z1
77 3 37 1
le + %ZZ + @23 + ZZ4 =z (7)
77 3 3 1 - .
le + %ZZ + @23 + 124 23
4

77 3 37 1
le + @22 + %23 + ZZ4
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Iz (7) dobivamo homogeni sustav linearnih jednadzbi

—Zz —i—ﬁz +iz —i—lz =0
801802 T80 4™ T

121—2224—&23—% z4 =0
240 80 80 4
77 77 1
51621‘+'§622‘4'§623‘+'EZ4 0
77 37 3

3
le + 87022 + %23 - 124 =0
kojeg rijesimo Gaussovim postupkom. Ako varijablu z4 uzmemo za para-
metar, dobivamo opce rjeSenje

z1] = 1769 Zp = 23 = 20 Z4 =

1—1463}7/ 2 =P, 3—57P/ 4=Pp
gdje je p € R proizvoljni realni broj. Dakle, nismo dobili jedinstveno rje-
Senje za trazeni vektor Z. Medutim, dobili smo jedinstveno rjesenje do na

skalar p € R, .
_ 1769 40
Z=p (2221, 1).
P <1463’ ' 57’ )

Biramo p € R tako da suma komponenata vektora Z bude jednaka 1. Kako
je
1769+1+@+1_ 17165
1463 57 4389
4389

uzmemo p = 5% Stoga je trazeni vektor Z jednak

Z:

4389 1769 40 (5307 4389 616 4389 ®)
17165 \ 1463 7' 57’ ~ \ 17165 17165 3433" 17165 )

Usporedimo li (5) i (§), vidimo da je (5) dobra aproksimacija od (8).

U realnoj situaciji Internet se sastoji od ogromnog broja web stranica koji
se mjeri u milijardama. Metoda potencija u svega tridesetak iteracija do-
lazi do vektora Z s to¢no$éu na dvije decimale u slucaju kada je & = 0.85.
Op¢éenito, brzina konvergencije metode potencija ovisi o samoj matrici, ali
ovdje ne¢emo dublje ulaziti u detalje. Spomenimo samo da konvergencija
i brzina konvergencije metode potencija ovisi o svojstvenim vrijednostima
pripadne kvadratne matrice. U praksi je teSko pronadi sve svojstvene vri-
jednosti zadane kvadratne marice. Medutim, Perron-Frobeniusov teorem
daje sigurnu konvergenciju metode potencija za $iroku klasu kvadratnih
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matrica koje su vaZne u primjenama, a da pritom ne moramo unaprijed ni-
Sta znati o svojstvenim vrijednostima takvih matrica. Jedna takva klasa ma-
trica su upravo nenegativne ireducibilne matrice koje na glavnoj dijagonali
imaju barem jedan element razli¢it od nule. Matrica G je jedan specijalni
primjer takvih matrica koja je pritom jos i stohasticka. Zainteresirani cita-
telj viSe informacija o predivnoj Perron-Frobeniusovoj teoriji moZe pronaci
u [6].
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