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Gradijentno deformacijska formulacija za
modeliranje oStecenja

Putar, F.%, Sori¢, J.2, Lesi¢ar, T.2 i Tonkovi¢, Z.*

Sazetak

Provedenim istrazivanjem razmatrano je modeliranje oStecenja u kvazi-krhkim materijalima, pri
¢emu je predlozen numeri¢ki uc¢inkovit model ugraden u dvodimenzijski konacni element C!
kontinuiteta temeljen na teoriji gradijentnih deformacija. Konstitutivni model viSeg reda prosiren
je izotropnom formulacijom o$tecenja, ¢ime je omoguéena analiza popustanja homogenih i
heterogenih materijala. Koristenjem navedene formulacije, pri povecanju ostecenja dolazi do
degradacije materijalnih svojstava opisanih preko konstitutivnih tenzora, a samim time i do
smanjivanja nelokalnosti u modelu, $to je neophodno za to¢no opisivanje lokaliziranog
deformacijskog pojasa. Konstitutivni tenzori dobiveni su direktno s mikrostrukturne razine
materijala primjenom racunalne homogenizacije drugog reda, u svrhu cega je koriSten
odgovarajuci reprezentativni volumni element. Izvedena formulacija kona¢nog elementa
ugradena je u programski paket ABAQUS. Tocnost i ucinkovitost predlozenog gradijentnog
modela popustanja pokazani su na primjeru tlacno optereéene ploce, za koju je karakteristicna
pojava tzv. smi¢nog pojasa.
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1 Uvod

Rjesenja dobivena koriStenjem klasi¢ne mehanike kontinuuma pri analiziranju pojave ostecenja
ne mogu se smatrati to¢nima jer diferencijalne jednadzbe koje opisuju proces deformiranja mogu
izgubiti svojstvo elipti¢nosti u trenutku kada materijal poéne popustati. Matematicki model
analiziranog problema pritom postaje loSe uvjetovan i njegova numericka rjeSenja ne
konvergiraju realnom rjesenju [1]. Vecéina regularizacijskih tehnika izvedenih za rjeSavanje tog
problema temeljena je na poboljSanju modela klasi¢nog kontinuuma njegovim obogacivanjem
parametrima unutarnje duljinske skale na vise razli¢itih nac¢ina. Medu tim tehnikama do izrazaja
posebice dolaze one temeljene na nelokalnoj mehanici kontinuuma, i to zbog njihove
primjenjivosti pri razmatranju raznovrsnih problema. Gledano s fizikalne strane, nelokalnost
predstavlja razlicite heterogenosti i medudjelovanja §to se odvijaju na mikrostrukturnoj razini
materijala, a matematicki se najcesce eksplicitno opisuje preko spomenutog parametra unutarnje
duljinske skale koji je u literaturi poznat i kao mikrostrukturni parametar. Iako rjede koristeno,
uvodenje nelokalnosti moguce je i putem dodatnog ¢lana viseg reda u funkciju gustoce energije
deformiranja, a koji ukljucuje gradijente deformacije, odnosno deformacije drugog reda te
njihove energijski konjugirane veli¢ine, naprezanja drugog reda [2]. S tim u vezi, a u sklopu
viserazinskog modeliranja deformiranja materijala poznata je takozvana poopcena gradijentna
teorija koja nelokalnost ne ukljucuje direktno preko parametra mikrostrukturne skale, veé je ona
implicitno sadrzana u veli¢ini reprezentativnog volumnog elementa (RVE-a). Veli¢ina RVE-a je
u modelu obuhvaéena vrijednostima tangentnih matrica krutosti viSeg reda, koje se ovdje
izraCunavaju primjenom ra¢unalne homogenizacije drugog reda [3].

2 Algoritam za analizu osSteCenja temeljen na teoriji gradijentnih
deformacija

Degradacija elasti¢nih svojstava krutosti u izotropnom modelu osteéenja opisuje se na temelju
sljedece konstitutivne relacije

Cc" =(1-D)C, 1)

gdje je D je skalarna varijabla o$te¢enja koja moze poprimiti vrijednosti izmedu 0 i 1, a $to su
grani¢ne vrijednosti za neosteéeni i potpuno oiteéeni materijal. C™ i C redom predstavljaju
efektivnu 1 elasticnu krutost. Stanje oSteCenja ovisno je 0 monotono rastu¢em skalarnom
parametru x, koji odgovara najvecem lokalnom deformacijskom odazivu postignutom u
odredenoj tocki do razmatranog trenutka, $to se standardno zapisuje preko Kuhn-Tuckerovih
relacija

k20, g,-x<0, l&(geq—/c)zo. 2

U gornjem izrazu &, predstavlja ekvivalentu elasti¢nu deformaciju koja se ovdje

izracunava putem von Misesove relacije
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u kojoj I, i J, redom predstavljaju prvu invarijantu tenzora deformacije te drugu invarijantu

devijatora tenzora deformacije, dok parametar k opisuje omjer izmedu jednoosne tlaéne i vlaéne
¢vrstoée materijala. U provedenom istrazivanju koriSten je eksponencijalni zakon nastajanja
ostecenja koji se Cesto koristi pri realnim razmatranjima popustanja kvazi-krhkih materijala

Ko fq ~
D=1—?{1 a+aexp[ﬂ(lco K):'} za K>k, 4

pri ¢emu su « i B parametri modela, a x, materijalni parametar koji predstavlja grani¢nu

vrijednost kod koje dolazi do iniciranja oSte¢enja. Formulacija modela oste¢enja izvedena u ovom
radu implementirana je u trokutni konacni element C! kontinuiteta za ravninsko stanje
deformacija [3]. Element sadrzi tri ¢vora uz ukupno 36 stupnjeva slobode, a polje pomaka
aproksimirano je nepotpunim polinomom petog stupnja. Stupnjevi slobode su dva pomaka te
njihove prve i druge derivacije s obzirom na Kartezijeve koordinate. Prema uobic¢ajenom
postupku, izvod jednadzbi kona¢nog elementa slijedi iz principa virtualnih radova, koji je za
gradijentni kontinuum jednak

£8£TGM+£5nTuM=.!.6uTtdS+_!8(graduT )Tds. 5)

U jednadzbi (5), A i s su redom povrSina i rub elementa, £ i ¢ tenzor deformacije te
Cauchyjev tenzor naprezanja, m predstavlja tenzor deformacije drugog reda koji sadrzi druge

derivacije vektora pomaka u, a p je energijski konjugirana veli¢ina tenzora deformacije drugog

reda, takozvani tenzor naprezanja drugog reda ili ,,double stress* tenzor. t i T su vektori rubnih
sila pridruzeni vektoru pomaka i gradijentu vektora pomaka. Uklju¢ivanjem izotropnog zakona
oStecenja u konstitutivne relacije koje proizlaze iz poopéene gradijentne teorije, dobiva se

e+(1- D)Cm?'q,
s+E1— D)C, 0, )

o€

6=(1-D)C
n =(l— D)C

He

gdje su velicine C_,C_,C, iC, konstitutivne tangentne matrice koje se izraCunavaju za
odgovaraju¢i RVE koriStenjem homogenizacije drugog reda [3]. U slucaju materijalne
homogenosti, materijalne izotropije i simetrije razmatranog RVE-a, konstitutivne matrice
Cm] iC 4 jednake su nuli, a preostale dvije matrice mogu se naci koristeci analiticke izraze u

obliku

=C_ (E,v),
—C ((E,v),L). Y
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U relaciji (7), E i v su elasti¢ni materijalni parametri, a L predstavlja veli¢inu RVE-a,
koja se kod homogenizacije drugog reda moze povezati s unutarnjom duljinskom skalom | putem
relacije

LZ
> =—. 8
P ®)

Uvrstavanjem izraza (6) u (5) te naknadnim inkrementiranjem tako dobivene relacije, uz
koriStenje dodatnih izraza koje se mogu naci u [3], dobiva se jednadzba kona¢nog elementa

(K, +K,, +K, +K, )Av=F, -F, (9)

gdje su pojedine matrice krutosti elementa jednake

. 1(dDY™ 1(dDY™
K,=|B!l|(1-D'* CGE—C“s'*(—j -C n"l(—j :lBgdA,
-l; ( ) de o de
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U navedenim izrazima gornji indeks (i-1) oznacava zadnje konvergirano ravnotezno stanje.
Definicije vektora unutarnjih i vanjskih ¢vornih sila u jednadzbi (9) navedene su u [3]. Postupak
analize prezentiranim algoritmom ukratko je prikazan dijagramom na slici 1. Prije pocetka
inkrementalno-iterativne petlje, vrijednosti tangentnih krutosti koje se pojavljuju u relaciji (6)
izracunavaju se homogenizacijom drugog reda koriste¢i odgovaraju¢i RVE. Budu¢i da se u radu
razmatra linearno elasticno ponaSanje materijala, homogenizaciju je potrebno provesti samo
jednom, i to prije analize popustanja. Tako homogenizirane vrijednosti tenzora krutosti ostaju
konstantnima tijekom cijele analize, a degradacija krutosti odvija se izotropnim zakonom
oste¢enja. Detaljniji izvod i opis prezentiranog algoritma o$teéenja prikazan je u [4].

Slika 1. Shema algoritma o$tecenja
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3 Numericki primjer

Moguénost opisivanja pravilnog Sirenja oSteCenja pomocu prezentiranog algoritma
prikazana je na primjeru tla¢no optere¢ene ploce ¢iji se numeric¢ki model nalazi na slici 2. Tla¢no
optere¢enje nametnuto je vertikalnim pomakom od 0.08 mm. KoriSten je materijal homogene

mikrostrukture unutarnje duljinske skale | =2 mm, uz Youngov modul E =20000 N/mm’ te
Poissonov faktor v =0.2. Za modeliranje o$tecenja koristeni su sljede¢i parametri: x, = 0.0001
, =099, =300 i k=1. Kako bi se izazvala lokalizacija, u donjem lijevom kutu ploce

parametar x, smanjen je za 50%.
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Slika 2. Geometrija i rubni uvjeti numerickog modela tlaéno opterecene ploce, h = 60 mm

Isti primjer analiziran je u [5] uz primjenu modela ostecenja temeljenog na standardnoj
implicitnoj gradijentnoj formulaciji, a tako dobivena rjeSenja pokazala su neto¢no S$irenje
oste¢enja duz donjeg horizontalnog ruba. Kao §to je opisano u [6], uzrok takvom ponaSanju je
nepromijenjena veli¢ina podru¢ja mikrostrukturnog medudjelovanja materijala tijekom cijelog
deformacijskog procesa. Posljedica navedenog je kontinuirano prenoSenje energije iz zone
materijala zahvacene o$teCenjem u susjednu zonu gdje materijal elasticno popusta, $to dovodi do
nefizikalne raspodijele oStecenja, a samim time i do nemogucénosti stvaranja makropukotine. Na
slici 3. jasno je vidljivo kako se prezentiranim algoritmom dobiva ujednaéena raspodjela
oste¢enja tijekom cijelog procesa deformiranja. Stvaranje smi¢nog pojasa zapoéinje u zoni
materijalne nesavrSenosti te se nastavlja Sirenjem prema desnom rubu ploce. Pojas poprima
zavrsnu debljinu u veoma ranoj fazi procesa popustanja, a lokalizacija se nastavlja u njegovoj
sredini sve do pojave loma. Sli¢an razvoj smi¢nog pojasa popracen jakom lokalizacijom uz to¢no
Sirenje oStec¢enja dobiven je i u [6], gdje je koristen tzv. lokalizacijski gradijentni model ostecenja.

4 Zakljucak

Predlozena je nova formulacija za modeliranje kvazi-krhke pojave popustanja materijala koja je
ugradena u trokutni konaé¢ni element C* kontinuiteta temeljen na teoriji gradijentnih deformacija.
Koristenjem izotropnog modela o$te¢enja u konstitutivnim relacijama viseg reda, ne samo da je
omogucéeno popustanje smanjivanjem elasti¢nih svojstava materijala s porastom oste¢enja, ve¢
se direktno utjece i na veli¢inu podru¢ja mikrostrukturnog medudjelovanja. Posljednje navedeno
je nuzno za fizikalan opis zavr$nog lokaliziranog deformacijskog pojasa koji nastaje iz rasprsene
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Slika 3. Raspodjela ostecenja D kroz nekoliko faza opterecenja

mreze mikropukotina na pocetku popustanja, kada je spomenuta veli¢ina mikrostrukturnog
utjecaja najve¢a. Moguénosti predloZzenog algoritma pokazane su u simulaciji lokalizacije
smi¢nog pojasa na tipiénom testnom primjeru tlaéno optereene ploCe s materijalnom
nesavrSenos$¢u. U usporedbi s rezultatima iz literature u kojoj je koristena standardna implicitna
gradijentna formulacija, ovdje dobiveni rezultati pokazuju u potpunosti lokaliziran deformacijski
pojas uz to¢no Sirenje oStecenja. Provedena analiza pokazuje da se predloZzenim modelom
oste¢enja temeljenim na teoriji gradijentnih deformacija moze uspjesno predvidjeti podrucje
iniciranja rasta oStecenja, kao i naknadna lokalizacija deformacije prema makroskopskoj
pukotini.
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