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Sazetak

U radu se analizira rasprSenje elektromagnetskih valova na tankim zakrivljenim dielektri¢nim
objektima te planarnim i cilindri¢cnim anizotropnim strukturama. Kod tankih zakrivljenih di-
elektricnih objekata provedena je analiza koja omogucuje redukciju modela rasprSenja skalar-
nog vala s trodimenzionalnog objekta na aproksimativni dvodimenzionalni objekt. Skalarni
valovi javljaju se kod problema rasprSenja na trodimenzionalnim objektima i kod problema ras-
prienja transverzalno elektri¢nih (TE) i transverzalno magnetskih (7M) valova u dvodimenzi-
onalnim elektromagnetskim problemima. Primjenom izvedenog reduciranog modela smanjeni
su zahtjevi na numeric¢ko rjeSavanje problema jer se za jednu dimenziju smanjuje objekt pro-
matranja Sto rezultira smanjenjem dimenzije elemenata u diskretizaciji objekta pa time i njihov
broj te zahtjevi na memoriju i snagu racunala. U slucaju jednoosnog anizotropnog homogenog
prostora s planarnom i cilindricnom simetrijom izvedena je Greenova funkcija koja omogucuje
unaprjedenje GIDMULT s izotropne homogene viSeslojne strukture na viSeslojnu strukturu s
jednoosno anizotropnim slojevima. GIDMULT algoritam uspjesno se primjenjuje dugi niz go-
dina na probleme analize konformnih mikrotrakastih antena te analizu svjetlovoda i le¢a antena.
Unaprijedeni algoritam primijenjen je na raCunanje efektivnih parametara metamaterijalnih jed-
noslojnih i viSeslojnih struktura. Izveden je algoritam koji omogucuje rjeSavanje problema ras-
prienja elektromagnetskih valova uslijed kosog upada na cilindar nacinjen od savrSenog metala
koji se nalazi unutar viSeslojnog anizotropnog plasta. Problemi koji se javljaju kod analize
opisanog problema leZe u Cinjenici da je model problema opisan sustavom diferencijalnih jed-
nadzbi, a ne jednom jednadZbom kao Sto je sluc¢aj kod okomitog upada elektromagnetskog vala
na spomenutu strukturu. Numericko rjeSenje za potpuni problem nije mogucée dobiti na efika-
san nacin zato §to je problem rasprSenja problem u slobodnom prostoru Sto predstavlja veliki
zahtjev na koriStenu numericku metodu. U radu je iskoriSteno poznavanje rjeSenja izvan proma-
tranog objekta na nacin da je rjeSenje izvan objekta rastavljeno u sumu planarnih valova koja je
na vanjskom rubu anizotropnog plasta spojena s numerickim rjeSenjem unutar strukture. Na taj
nacin je reducirana domena na kojoj je potrebno numericki rjesavati problem. Izvedena metoda
je primijenjena na analizu rasprSenja elektromagnetskih valova na Schurigovom 1 Caijevom pla-
Stu nevidljivosti uslijed kosog upada. Pokazano je da izvedeni plastevi nevidljivosti rade dobro
samo za okomiti upad elektromagnetskog vala dok za relativno male pomake od normale na ci-
lindar rasprsenje od takvog objekta postaje vece od rasprSenja na ¢istom cilindru nacinjenom od
savrSenog metala, tj. predloZeni plastevi nevidljivosti ne rade za kosi upad elektromagnetskog

vala.

Kljucne rijeci: rasprsenje elektromagnetskih valova, jednoosno anizotropan materijal, pot-

puno anizotropan materijal, cilindric¢ni objekt, redukcija dimenzije, Greenova funkcija



Abstract

Electromagnetic wave scattering on planar and cylindrical ani-

sotropic structures

In the thesis emphasis is on electromagnetic scattering on anisotropic structures and on elec-
tromagnetic scattering on curved homogeneous structures. Electromagnetic wave scattering on
anisotropic structures has become a very interesting topic in the last couple of years. The main
application is connected to metamaterials, metasurfaces and other anisotropic media. Metama-
terials and metasurfaces are artificial electromagnetic structures made from small scatterers on
a distance smaller than wavelength. Because the distance is small between the elements it is
possible to use homogenization techniques in order to analyze and produce objects made from
metamaterials. The result of homogenization procedure are usually anisotropic parameters and
in order to further analyze considered object it is necessary to be able to accurately describe
scattering from anisotropic structures.

In the second chapter an approximate method for solving the scattering problem on a curved
thin dielectric object is proposed. It is assumed that the permittivity of an object in asympto-
tic regime is scaled with thickness since otherwise at certain moment the object will become
invisible for an incoming wave because it will be too thin and with too small permittivity to be
noticeable. The starting point of the method is the Helmholtz partial differential equation which
is transformed to the Lippmann-Schwinger integral equation using convolution with the Gre-
ens function. Lippmann-Schwinger integral equation is a Fredholm second type integral equ-
ation for which there is a lot of developed theory which is usefull in the process of asymptotic
analysis. In order to utilize the information about the small thickness of the structure, asympto-
tic analysis in terms of small parameter is applied. Solution to a full three dimensional problem
is then described as an asymptotic series in terms of thickness. Using this procedure, the star-
ting integral equation on three dimensional structure is reduced to an integral equation on two
dimensional structure. Transition from Helmholtz partial differential equation to Lippmann-
Schwinger integral equation reduces computational time, however in order to solve the problem
it is still necessary to numerically solve it on a three dimensional object. After the asymptotic
analysis and by obtaining first order asymptotic solution it will be enough to solve the problem
only on a two dimensional domain. Error estimate and convergence for described approxima-
tion will be presented and it will be verified on an electromagnetic scattering problem.

In the third chapter Greens functions for uniaxially anisotropic multilayer planar and cylin-
drical structures are derived. Those functions are used for upgrading GIDMULT algorithm
previously developed by prof. Zvonimir Sipus and prof. Per-Simon Kildal. Using GIDMULT

algorithm it is possible to calculate radiation from homogeneous isotropic multilayer structu-



res, and with the upgrade involving the developed Greens functions it is possible to analyze
uniaxially anisotropic structures. This algorithm was previously used for analysis of conformal
microstrip antennas, optical fibers and lenses. One of the biggest applications is analysis of
microstrip antennas on spherical structures on which scientists from Department for Wireless
Communications worked for several years. The need for upgrading GIDMULT algorithm came
from the idea of analyzing metamaterial structures. In this chapter it is shown that this upgrade
allows analysis of uniaxially anisotropic structures because in that case it is possible to decom-
pose scattered electromagnetic field on transversel electric and transversel magnetic modes. In
uniaxially anosotropic strucuteres there is no coupling between those two modes. If the struc-
ture is such that the modes are coupled then it is necessary to analyze it using the procedure
proposed in the following chapter. Upgraded GIDMULT algorithm is used for the analysis of
scattering from periodic strips and from artificial anisotropic dielectrics.

In the fourth chapter analysis of electromagnetic scattering from biaxially anisotropic struc-
tures is given. The considered problem is a circular cylindrical metallic rod inside a multilayer
biaxially anisotropic dielectric object. In the case of oblique incidence of electromagnetic wa-
ves it is not possible to decouple transversel electric and transversel magnetic modes because
both modes are needed in order to satisfy boundary conditions. For that reason the mathema-
tical model of the described situation is given with system of partial differential equations and
not with only one equation, and consequently the analysis from the third chapter cannot be ap-
plied. Method developed in this chapter is based on Fourier series and finite differences. Using
Fourier series it is possible to switch from solving system of partial differential equations to
solving a system of ordinary differential equation for every mode. Because of small dimensions
of structures there are only few modes for which it is needed to solve the system. Outside the
structure it is possible to solve the scattered field as a summation of outgoing plane waves. It is
possible to analytically describe wave outside the object because mathematical model is given
with only one equation of Bessel type. That solution is given in terms of plane wave expansion.
Inside the structure finite difference method is used for solving the field. On the boundary of
cylindrical object the outside and the inside problems are matched through boundary conditi-
ons. Matching these two solutions gives final boundary condition for numerical solution of the
problem. Using this method oblique incidence from metamaterial cloaks is analyzed. Circular
cylindrical cloaks were usually analyzed only for normal incidence because in that case it is
possible to use simpler algorithms such as the algorithm described in previous chapter. Since
the normal incidence case can be solved using the GIDMULT algorithm it is used as a reference
for algorithm developed in this chapter. Results for oblique incidence are compared for oblique
incidence solution for a metallic circular cylinder inside one layer of dielectric material. Using
the developed algorithm it is shown that cloaks known from the literature work only for normal

incidence. In the case of oblique incidence there is a great detoriation of radar cross section
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for increased angle of incidence. When angle of incidence is shifted for 20° or more relative
to the normal incidence, radar cross section for cloaked metal cylinder is larger then the radar
cross section of bare metal. This means that cloaks from the literature work only for normal

incidence of electromagnetic wave or for very small displacement from the normal incidence.

Keywords: electromagnetic wave scattering, uniaxially anisotropic materials, biaxially ani-

sotropic materials, oblique incidence, reduction of dimension, Greens function
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Poglavlje 1

Uvod

U uvodnom poglavlju dan je pregled istrazivanja, opis pojedinih poglavlja te popis osnovnih
oznaka i naziva koje e se koristiti u ostalim poglavljima. PredloZene oznake i nazivi nastoje se
drZati standardnih oznaka i naziva u modernoj teoriji rasprSenja valova i numerickim metodama

za probleme rasprSenja [ 2, 3]].

1.1 Pregled istrazivanja

Tema doktorske disertacije pripada podruc¢ju modeliranja 1 analize rasprSenja elektromagnet-
skih valova. RasprSenje elektromagnetskih valova je Siroko znanstveno podrucje unutar kojeg
se moZze istrazivati u nekoliko razlicitih smjerova, od analize i modeliranja problema rasprSenja
u primjenama kao $to su radari do inverznih problema rasprsenja u tomografiji te numerickih
metoda s primjenama na probleme rasprSenja valova na velikim objektima [4} 5,16} [7]. U ovom
radu naglasak je na analizi i modeliranju rasprSenja elektromagnetskih i skalarnih valova na vi-
Seslojnim, anizotropnim strukturama te tankim zakrivljenim strukturama. Analizom rasprSenja
na anizotropnim strukturama pokriven je dobar dio primjena koje se u zadnjih nekoliko godina
intenzivno proucavaju - analiza i dizajn novih elektromagnetskih struktura izradenih od meta-
materijala [8]. Metamaterijali su umjetne elektromagnetske strukture nac¢injene od mnostva ma-
lih rasprSivaca slozenih u periodicku strukturu na razmaku mnogo manjem od valne duljine [9].
Cinjenica da su razmaci izmedu pojedinih dijelova periodi¢ke strukture mnogo manji od valne
duljine omogucuje periodicku homogenizaciju metamaterijalnih struktura [10} [11} [12]]. Peri-
odi¢ka homogenizacija je proces u kojem se periodicka struktura, nac¢injena od malih jedini¢nih
¢elija, mijenja homogenim materijalom. Proces homogenizacije, ako ga je moguce provesti, re-
zultira najcesc¢e anizotropnim homogenim parametrima [13, [14]]. Iako su strukture periodicke,
postoje situacije u kojima nije moguce primijeniti homogenizaciju i promatrati metamaterijal
kao homogeni medij, posebice u blizini rezonantnih frekvencija dane strukture. Teorija homo-

genizacije, njena ogranic¢enja i primjene prikazani su u preglednom ¢lanku [[15]]. Proces homo-
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genizacije omogucuje dizajniranje sloZenih struktura jednostavnijim metodama analize jer je
dovoljno promatrati homogeni anizotropni materijal, a ne periodi¢ku strukturu s mnos$tvom ma-
lih jedini¢nih €elija. Upravo Cinjenica da je metamaterijal periodicka struktura omogucuje posti-
zanje elektri¢nih svojstava koje je nemoguce pronaci u prirodi, ali istovremeno Cesto predstavlja
i najveéu manu metamaterijala jer rezultira malom Sirinom pojasa i rezonantnim nac¢inom rada.
Promatranje rasprSenja elektromagnetskih valova na anizotropnim strukturama omogucuje nam
dizajniranje elektromagnetskih struktura i optimizaciju homogenih parametara metamaterijal-
nih struktura u raznim primjenama, npr. kod dizajna plasta nevidljivosti [16, 17, [18].

U uvodnom poglavlju dan je kratak pregled sadrZaja pojedinih poglavlja, motivacija za po-
jedina istraZivanja, pregled koriStenih oznaka i definicija te pregled literature.

U drugom poglavlju analizira se rasprSenje elektromagnetskih valova na tankim, zakrivlje-
nim, nehomogenim strukturama. Ravne metapovrs$ine su primjer tankih nehomogenih struktura
koje su nacinjene kao dvodimenzionalne periodicke strukture [[19]. Osim ravnih metapovrSina,
u zadnjih nekoliko godina razvijaju se i primjene zakrivljene strukture koje sadrZze metapo-
vr§ine. Drugi primjer od interesa je analiza plazmonickih struktura [20]. U radu je izveden
model koji se temelji na redukciji pripadne trodimenzionalne integralne jednadZbe na dvodi-
menzionalnu integralnu jednadZbu. Analiza zakrivljene strukture povezana je s analizom ravne
strukture preko parametrizacije zakrivljene strukture ravnom strukturom. Pri procesu parame-
trizacije potrebno je skalirati kooridinatne osi kako bi se iz granica integracije eliminirala in-
formacija o debljini strukture i premjestila u podintegralnu funkciju. Na taj nacin definirana
je klasa problema s rjeSenjem u;, koje ovisi o debljini objekta na kojem se promatra rasprsSenje
elektromagnetskih valova. Nakon parametrizacije 1 premjeStanja informacije o debljini struk-
ture dana je analiza limesa & — O pripadne integralne jednadzbe, gdje h predstavlja debljinu
strukture, uz uvjet da su parametri strukture skalirani faktorom ,ll Na taj nacin izbjegnut je pro-
blem prozirnosti strukture u slucaju kada njena debljina postane zanemariva. Na kraju analize
dana je ocjena greSke aproksimacije te je pokazano da apsolutna greSka aproksimacije tezi k
nuli s prvom potencijom debljine strukture 4. Rad se u ovom poglavlju temelji na asimptot-
skoj analizi rasprSenja elektromagnetskih i skalarnih valova na tankim planarnim strukturama
[21} 22]]. Analiza utjecaja dijela integralne jednadzbe koji sadrZi integral po rubu planarnog
objekta na kojem se promatra rasprsenje valova provedena je prije dvije godine u Clanku [23].
U njemu je predloZena aproksimacija rasprSenja elektromagnetskih valova na planarnim tankim
strukturama koja daje to¢nije rjeSenje od Bornove aproksimacije [24]. Napomenimo da je ana-
liza numerickih metoda za rasprSenje elektromagnetskih valova na dielektri¢nim cilindri¢nim
strukturama predmet istraZivanja zadnjih 50 godina [25] s primjenama u inverznom rasprsenju
[26], kompozitnim dielektri¢nim strukturama [27] 1 opCenitoj teoriji rasprSenja elektromagnet-
skih valova [28]].

U treem poglavlju dan je izvod Greenove funkcije za jednoosno anizotropne viseslojne
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planarne ili cilindri¢ne strukture. Prethodno su se znanstvenici bavili analizom Greenove funk-
cije u spektralnoj domeni za jednoosno i dvoosno anizotropne planarne strukture u ¢lancima
[29, 30]. Rad u ovom poglavlju je nadogradnja dosadaSnjeg istraZivanja unutar Elektromag-
netske grupe na Zavodu za radiokomunikacije koje se ticalo razvoja algoritma za izracun Gre-
enove funkcije unutar planarne, cilindri¢ne i sferne viSeslojne izotropne strukture kojeg su uveli
prof. Per-Simon Kildal i prof. Zvonimir Sipu§ u svom doktoratu u radu [31]]. Prethodno ra-
zvijeni algoritam, poznat pod imenom G1DMULT, koriSten je u Sirokoj lepezi primjena kao
Sto su analiza planarnih i konformnih mikrotrakastih antena, analiza svjetlovoda i le¢a-antena.
Veliku primjenu doZivio je upravo u analizi konformnih mikrotrakastih antena kojima su se ne-
koliko godina aktivno bavili ¢lanovi Zavoda za radiokomunikacije [32, 33, 34, 35]. Potreba
za nadogradnjom algoritma dosla je zbog Zelje za analiziranjem anizotropnih metamaterijalnih
struktura [36]. U radu je pokazano da je predloZenim algoritmom moguce analizirati jedino jed-
noosno anizotropne strukture jer je kod njih mogudce rastaviti rasprSeno elektromagnetsko polje
na transverzalno elektricne (TE) 1 transverzalno magnetske (7M) valove. Strukture kod kojih
dolazi do sprege izmedu TE 1 TM valova potrebno je analizirati na modificirani nacin pred-
loZen u Cetvrtom poglavlju [37, 38, 39]. Za strukture koje je moguée analizirati GIDMULT
algoritmom, izvedeni su izrazi za Greenovu funkciju unutar homogenog anizotropnog prostora
u spektralnoj domeni, Sto predstavlja osnovu GIDMULT algoritma. Unaprijedenim G1DMULT
algoritmom modelirane su periodicke strukture nacinjene od paralelnih metalnih traka, odnosno
od umjetnih anizotropnih dielektrika [36].

U Cetvrtom poglavlju dana je analiza rasprSenja elektromagnetskih valova na anizotropnim
cilindriénim strukturama kod kojih dolazi do sprege izmedu elektricnog 1 magnetskog polja.
Model koji opisuje rasprSenje na takvim strukturama dan je sustavom diferencijalnih jednadzbi,
a ne samo jednom Helmholtzovom jednadZbom, stoga na njega nije moguce primijeniti analizu
iz treCeg poglavlja. PredloZena metoda primjenjuje se na modeliranje rasprSenja elektromagnet-
skih valova na kruZnim cilindri¢nim viSeslojnim strukturama [37,38]]. Razvijena metoda temel;ji
se na razvoju rjeSenja unutar strukture u Fourierov red te numerickoj metodi konac¢nih razlika.
Razvoj rjeSenja u Fourierov red omogucuje nam da pripadni problem rjeSavamo samo za radi-
jalnu ovisnost elektromagnetskog polja. Izvan strukture problem je rijeSen razvojem rasprsenog
polja u sumu planarnih valova §to nam omogucuje da izjednaCavanjem rastava polja unutar i iz-
van strukture, na vanjskom rubu strukture, dobijemo ukupno polje u prostoru. Ideja o spajanju
analitickog 1 numerickog rjeSenja na rubu strukture koristi se dugi niz godina kod analize ras-
prSenja skalarnih valova [40]. Pripadnom metodom analiziran je kosi upad elektromagnetskog
vala na plaSteve nevidljivosti poznate u literaturi [41}42]. Cilindri¢ni plaStevi nevidljivosti tra-
dicionalno se analiziraju i dizajniraju samo za okomiti upad elektromagnetskog vala jer je u
tom slucaju moguce razdvojiti jednadZzbe za elektricno i magnetsko polje i primijeniti neku od

poznatih metoda [16} 17, [18]]. Iz razloga Sto je problem opisan jednom jednadZbom, moguce
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je na njega primijeniti i GIDMULT algoritam. Upravo je rjeSenje za okomiti upad elektromag-
netskog vala dobiveno GIDMULT algoritmom iskoriSteno kao referenca u odnosu na koju je
ispitana pouzdanost izvedene metode. KoriStenjem razvijene metode pokazano je da predloZeni
plastevi nevidljivosti rade dobro samo za okomiti upad elektromagnetskog vala, a u slu¢aju ko-
sog upada elektromagnetskog vala imamo veliko povecanje rasprSenja upadnog vala vec i za
kuteve upada bliske okomitom upadu [37,39]]. Pokazano je da predloZeni plaStevi nevidljivosti
jace rasprSuju upadni val od ¢istog metalnog cilindra ve¢ za kuteve upada vece od 20° u odnosu

na normalu na os cilindra.

1.2 Matematicki model klasicnog elektromagnetizma

Elektromagnetska sila jedna je od Cetiri osnovne sile koje se javljaju u prirodi. Ostale tri su
gravitacijska sila te slaba i jaka nuklearna sila. Djelovanje elektromagnetske sile osjeca se
u prostoru u kojem postoji elektromagnetsko polje. Opis medudjelovanja polja u prisustvu
naboja i struja dan je Maxwellovim jednadZbama koje opisuju elektromagnetske pojave u okviru

klasi¢ne fizike:

JB
V><E+E:O, (1.1a)
div(D) = p, (1.1b)

dD
VxH—E:J, (1.1¢)
div(B) = 0. (1.1d)

Polja E i B zovemo elektri¢no i magnetsko polje, p i J su gustoce slobodnih naboja i struja.

U materijalima odziv na pobudu elektri¢nim i magnetskim poljem opisan je poljima D i H:

D =gE+P, (1.22)
1

H=—B-M, (1.2b)
Uo

koja se zovu elektri¢na indukcija i magnetizirajuée polje, a veli¢ine P i M zovu se polarizacija
1 magnetizacija. Te dvije veliine definirane su na mikroskopskoj razini. Za potpun model
potrebno je poznavati vezu izmedu polarizacija i polja zato Sto jednadzbe (I.1)) i (I.2) sadrZe
viSe nepoznanica nego jednadzbi. Opis ponaSanja u materijalu nije jednostavan i najcesce vodi
prema kompliciranim vezama oblika D = D (E,B) i H = H(E,B) koje mogu biti proizvoljne
funkcije. Opisi tih veza polja moraju doci izvan elektromagnetske teorije. NajceS¢e dolaze
iz eksperimentalnih opazanja ili iz nekih Sirih teorija koje povezuju i mikroskopska svojstva

materijala.
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U linearnim medijima veza polarizacije i magnetizacije s elektricnim i magnetizirajuéim

poljem dana je izrazima:

P —nE, (1.3a)
M = xH. (1.3b)

Veli¢ine koje opisuju odziv materijala na pobudu zovu se elektricna i magnetska suscepti-
bilnost u oznakama 71 i }. UvrStavanjem jednadzbi (1.3) u jednadzbe (1.2)) dobije se potpun
opis polja:

D=¢E, (1.4a)
B — uH. (1.4b)

u kojem se veli¢ine € =1+ 1n, 4 = 1 + ) zovu permitivnost i permeabilnost materijala.

Opisane veli¢ine mogu biti linearni operatori (anizotropni materijali), funkcije frekvencije
(disperzivni materijali) te funkcije poloZaja (nehomogeni materijali). Veze ne moraju biti li-
nearne (materijali s histerezom). Nelinearnost u Maxwellovim jednadZbama dolazi upravo iz
jednadzbi koje opisuju polarizaciju i magnetizaciju. Zato $to je ta veza skrivena u opem obliku
Maxwellovih jednadzbi, opcenito se Maxwellove jednadZbe nazivaju linearnim jednadZbama
Sto nije ispravno. One su linearne u linearnim medijima, a nelinearne u nelinearnim medijima.
Priroda opcenito nije linearna te su i te linearne veze samo aproksimacije koje vrijede u odrede-
nim uvjetima. U sljede¢im poglavljima naglasak ¢e biti na linearnim anizotropnim medijima.

U Maxwellovima jednadZbama skrivena je 1 jednadZba kontinuiteta koja opisuje vezu iz-
medu gustoca struja i naboja: 5

p

div(J) + = - =0. (1.5)

Uz Maxwellove jednadzbe, koje opisuju polja, potrebno je navesti jednadZbu koja opisuje

silu na objekt koji moZe osjetiti elektromagnetsku silu. Taj je izraz dan Lorentzovom silom:
F=¢g(E+vxB), (1.6)

u kojoj v predstavlja brzinu naboja, a g naboj. S prethodnim jednadZbama opisani su svi ma-

kroskopski elektromagnetski efekti.

1.2.1 RasprSenje elektromagnetskih valova

U ovom radu naglasak ¢e biti na rasprSenju elektromagnetskih valova na raznim objektima.
Rasprsenje elektromagnetskih valova zahtjevan je problem za modeliranje iz dva razloga. Prvi

razlog je taj Sto se objekt nalazi u slobodnom prostoru Sto predstavlja velik problem za nume-
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ricko rjeSavanje problema jer je slobodni prostor neogranic¢en te ga nije moguce cijelog diskre-
tizirati. Jedan od nacina rjeSavanja tog problema je da se uvede imaginarni rub sa svojstvima
savrSenog apsorbiraju¢eg materijala [43]. Iako taj proces prevodi domenu unutar koje se stvar
rjeSava s beskonacne na konacnu i dalje je potrebno diskretizirati relativno veliku domenu.
Drugi razlog je taj Sto su objekti od kojih se nesto rasprSuje Cesto elektromagnetski veliki Sto
isto predstavlja problem kod diskretizacije. Gledajuci sa strane modeliranja i numeri¢kih me-
toda rasprSenje valova zanimljivo je 1 aktivno podrucje koje se posljednjih nekoliko godina
ubrzano razvija. Matemati¢ka pozadina teorije rasprSenja elektromagnetskih valova opisana je
u knjigama [1} 44, 45]. Fizikalni modeli i primjene u nekim opcenitim sluajevima mogu se
pronadi u knjigama [4, 5]. Modeli i numericke metode za inZinjerske primjene mogu se pro-
naci u knjizi [46]]. Osim direktnih problema, u teoriji rasprSenja su posebno zanimljivi inverzni
problemi koji se bave rekonstrukcijom objekta iz njihovog rasprSenog polja. Najvece primjene
teorija razvijenih za rjeSavanje inverznih problema u teoriji rasprSenja su u tomografiji i rada-
rima [47, 48, 49].

1.3 ObjasSnjenje oznaka i osnovne definicije

U ovom poglavlju prikazat ¢emo najosnovnije teoreme, definicije i oznake koje Ce se koristiti u

ostatku rada.

Definicija 1.1. Neka je u € L>(R?,C), k € C? te x € R3. Fourierovom transformacijom funkcije

u i inverznom transformacijom funkcije il zovemo funkcije definirane kao:

(k) = /R . e~ KXy (x)dx (1.7a)
1
()

/R e a(k)dk. (1.7b)

Osim Fourierove transformacije po svim varijablama koristit ¢e se i transformacija po samo
dvije od tri varijable, xj 1 x2, a 1 neke posebne transformacije. Osim Fourierove transformacije

u slucaju neograni¢ene domene, koristit ¢e se i rastav periodi¢ne funkcije u Fourierov red.

Definicija 1.2. Neka je funkcija u definirana kao u : [0,2n] — R. Rastavom funkcije u u Fouri-

erov red zovemo rastav definiran kao:

u(x) = Z upe™, (1.8)
nez
gdje su koeficijenti u,, dani formulom:
_ 1 /27‘17 ( ) —inxd (1 9)
Un = o A u(x)e X. .
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Tocke u prostoru oznacavat ¢u malim slovima X, y i z, a komponente tocaka imat ¢e indeks
dolje, x = (x1,x2,x3) zZax € R3. Komponente vektora imat ¢e indekse gore E = (E VE? E3 ) u
sluc¢aju rada u kartezijevom koordinatnom sustavu. U slucaju prelaska iz kartezijevog koordi-
nantog sustava u neki drugi koordinanti sustav posebno ¢u naglasiti Sto su komponente iako ¢e to
biti jasno iz konteksta. Prednost pisanja indeksa gore koristi ¢u zajedno s koriStenjem prednosti
tenzorskog zapisa u kartezijevom koordinatnom sustavu. U ostalim koordinatnim sustavima ta
se prednost gubi pa je onda necu forsirati. Jedini¢ne vektore necu posebno naznacavati nego ¢u
na pocetku poglavlja definirati jedini¢ne vektore koje koristim u tom poglavlju. U cijelom radu

jedini¢ni vektori u smjeru koordinatnih osi x; su vektori e;, a v predstavlja jedinicnu normalu.

1.3.1 Operacije s tenzorima

U treem i Cetvrtom poglavlju naglasak je na anizotropnim materijalima ¢iji se parametri opi-
suju tenzorskim veli¢inama. U svakom posebnom slucaju bit ¢e definiran oblik tenzora € i
u. Najjednostavnije ih je zadati preko standardne baze e; ® e; za i, j = 1,2,3 Sto je moguce
u elektromagnetskim primjenama jer su svi parametri zapravo dijadski tenzori koje je moguce
zapisati preko standardne dijadske baze. Opcenito ta baza broji 9 elemenata za tenzore nad
trodimenzionalnim vektorskim prostorom, ali ¢e u navedenim primjerima biti prisutna neka si-
metrija te ¢e se parametri moci opisati samo sa 3 elementa [S0]. Tenzorski racun koristit Ce se
na svim onim mjestima na kojima bi raspisivanje po komponentama dovelo do nepreglednog
niza elemenata u jednadzbama. Pri rjeSavanju svake pojedine jednadzbe prelazit ¢e se na zapis
po komponentama jer je do tada stvar ve¢ sredena i spremna za racunanje. Prilikom racunanja
s tenzorima koristit ¢e se 1 konvenciju o sumaciji, tj. nee se posebno pisati suma nego ée se
podrazumijevati sumacija po indeksu koji se javlja paran broj puta u izrazu. Sumacija ide po
dimenziji prostora u kojem se nalazimo [S1].

Parcijalna derivacija ¢e se oznaCavati standardnom oznakom:

d

akzg—xk.

(1.10)

U slucaju derivacija viSeg reda u doljnji indeks doci ¢e poredani redni brojevi varijabli
po kojima se derivira. Brojevi ¢e biti poredani bez zareza jer funkcije u ovom radu imaju
najvise 4 varijable pa je nemoguce zamijeniti dvostruku derivaciju po prvoj varijabli 8121 S prvom
derivacijom po jedanaestoj varijabli di;. Kao dodatnu zastitu imamo eksponent oznake o koji

nam dodatno govori o kojem redu derivacije je rijec.

Definicija 1.3. Elementi dijadske baze djeluju na vektor po pravilu:

(e,-®ej)u:el~(ej-u), (L.11)
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gdje - predstavlja standardni skalarni produkt u C3. Osim jednostruke postoji i dvostruka ope-

racija (dvostruka kontrakcija) definirana kao:
eiRej e, e, =(e-ey)(ej-e,). (1.12)
Osim standardnih algebarskih operacija potrebne su i definicije derivacija tenzorskih funk-
cija.

Definicija 1.4. Neka je T tenzor ranga n. Gradijent tenzorske funkcije T je tenzor ranga n+ 1

u oznaci gradT definiran kao

oT
gradT = — ® ey. (1.13)
8xk

Posebno kod tenzora drugog ranga T = T;je; @ €; vrijedi:

oT oT;;
gradT:a—)%@ek:a—;;ei@ej@ek. (1.14)

Definiramo i divergenciju tenzorske funkcije u oznaci div7 koja Ce se Cesto javljati zato Sto

je jedna od Maxwellovih jednadzbi jednaka div (¢E).
Definicija 1.5. Neka je T tenzor drugog ranga. Divergencija tenzorske funkcije T je tenzor
prvog ranga u oznaci divT definiran kao:

divT = gradT : I, (1.15)

gdje je I = e; R e; jedinicni tenzor drugog ranga.

U slucaju rotacije vektorskog polja A u oznaci V x A koristit e se zapis preko tenzorkog

racuna jer on omogucuje jednostavnije manipuliranje formulama u kojima se javljaju tenzori €
iu.
Definicija 1.6. Neka je A vektorsko polje. Rotacija vektorskog polja A je vektor V x A definiran

kao
V x A = gjpdiAke;, (1.16)

gdje je € Levi Civitin simbol definiran kao:
1, (i, j, k) =(1,2,3) = (2,3,1) = (3,1,2)

k=14 1, (i,j,k)=(3,2,1)=(2,1,3) = (1,3,2) (1.17)

0, inace.

Standardno se u literaturi koristi oznaka € i za permitivnost 1 za Levi Civitin tenzor [S1].

Smatram da ne moZe doci do zabune jer ¢e se Levi Civitin tenzor uvijek javljati s 3 doljnja in-

8
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deksa dok ¢e komponente permitivnosti imati dva indeks jer se dijadska baza za tenzore drugog
ranga sastoji od dva para indeksa (9 komponenti).

Ne postoji veliki konsenzus oko koriStenja oznake i ili j za imaginarnu jedinicu. U zadnjih
petnaestak godina mogu se naci inZenjerske knjige koje koriste i jednu [52, 53] i drugu oznaku
[54,155]]. Takoder, u ¢lancima se mogu pronaci obje oznake. U ovom radu koristit ¢u oznaku i
zato Sto koristim oznaku i kod pisanja rukom po papiru. U tom slucaju jednostavnije je pisati
i, ane j, a to djeluje i tipografski puno ljepSe. Od tuda i navika za pisanjem i kao imaginarne
iot

jedinice. Vremenska ovisnost u svim poglavljima je ¢'®. Definicije i operatori te koriStenje

istih preuzeti su iz predavanja [50, 56].



Poglavlje 2

RasprsSenje elektromagnetskih valova na

zakrivljenim tankim strukturama

U ovom poglavlju dan je model i analiza rasprSenja elektromagnetskih valova na tankim, za-
krivljenim nehomogenim strukturama. Pocet ¢emo s problemom rasprsenja elektromagnetskog
vala i izvesti integralnu jednadZzbu koja opisuje model. Unutar izvedene integralne jednadzbe
analizirat ¢emo skalarni dio koji modelira rasprSenje TM 1 TE polarizacije u cilindricnom slu-
¢aju (dvodimenzionalni problem) te rasprSenje skalarnih valova na dielektri¢nim zakrivljenim
strukturama (trodimenzionalni problem). Cilj poglavlja je analizirati izvedenu integralnu jed-
nadzbu te iskoristiti informaciju o tome da je objekt na kojem modeliramo rasprsenje elektro-
magnetskih valova tanak. Cinjenica da je objekt tanak omogucuje redukciju izvedene integralne
jednadzbe s pocetnog trodimenzionalnog objekta na dvodimenzionalni objekt, a time i uStedu na
vremenu prilikom numeri¢kog rjeSavanja opisanog problema. Na kraju poglavlja dan je primjer
rasprienja elektromagnetskog vala na dvodimenzionalnom cilindricnom objektu. Pomocu pro-
vedene analize integralna jednadzba koja opisuje problem reducirana je na jednu dimenziju Sto
je omogucilo za red veli¢ine brZze numericko rjeSavanje. Izvedeni reducirani model omogucit
e efikasnije modeliranje tankih, zakrivljenih nehomogenih dielektri¢nih struktura.

Strukture na kojima ¢emo gledati rasprSenje mogu biti zakrivljene, ali na nacin da ih je
mogude pokriti kartama [57]. Ogranic¢it éemo se na pokrivanje jednom kartom. Pokrivanje s
viSe karata donosi samo dodatnu kompleksnost u raCun zato $to je potrebno koristiti razlicite
funkcije na razli¢itim dijelovima strukture, particiju jedinice i ostale tehniCke ideje iz teorije
ploha, ali su sve ideje i zakljucci isti [58]]. Ogranicit ¢emo se na strukture konac¢nih dimen-
zija. Unutar strukture mogude je imati periodicku razdiobu parametara strukture. U slucaju
ravnih struktura moguce je iskoristiti standardnu periodicku homogenizaciju koja ¢e nas do-
vesti do opCenito anizotropnih parametara [10]. Rad u ovom poglavlju poopéenje je modela iz
Clanka [21]] te priprema za rad na rasprSenju elektromagnetskih valova na opcenitim zakrivlje-

nim strukturama. Analiza u navedenom clanku provedena je za rasprSenje skalarnih valova na
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ravnim strukturama, ali ju je moguce poopditi uz odredene pretpostavke i na zakrivljene struk-
ture. Najveci problem u navedenom ¢lanku proizvele su mjerne jedinice koje nakon asimptotske
analize viSe ne odgovaraju fizikalnim jedinicama. Poseban naglasak u ovom poglavlju stavljen
je upravo na uskladivanje mjernih jedinica S$to je jako bitno za inZinjerske primjene. Isto tako,
pokazani primjer u tom ¢lanku ne odgovara fizikalnoj slici rasprSenja vala na prepreci Sto je
takoder ispravljeno u ovom poglavlju. RasprSenje elektromagnetskih valova na tankim, ravnim
strukturama modelirano je asimptotskim metodama u Clancima [22, 23]. Primjena integralnih
jednadzbi na teoriju rasprSenja elektromagnetskih valova moze se naéi u knjigama [[1} 2 7, 159]]
u kojima je modelirano rasprsenje elektromagnetskih valova na dielektri¢cnim i metalnim struk-
turama. RasprSenje elektromagnetskih valova na tankim, ravnim frekvencijskim selektivnim

povr§inama modelirano je u ¢lancima [60, 61]].

2.1 Izvod modela rasprsSenja elektromagnetskih valova na di-

elektricnom zakrivljenom elektricki tankom objektu

Rasprsenje elektromagnetskih valova na dielektricnom objektu modelira se jednadZbom:

V x (VX E(x)) - k3e(x)E(x) =0 (2.1a)
rubni uv jeti (2.1b)

u kojoj je E : R® — C3 vektor elektri¢nog polja, ko = 27” je valni broj uz valnu duljinu A, a
permitivnost € : R> — C je funkcija koja opisuje dielektri¢ni objekt S na kojem se raspriuje
upadni val. U radu ¢emo promatrati rasprenje planarnih valova [44]. Na slici[2.1] je prikazan
opisan fizikalni problem. Pocetna jednadZba dobije se iz Maxwellovih jednadZzbi uvrStavanjem
jednadzbe u jednadzbu te pretpostavljanjem harmonijske pobude [44].

E;
S

Slika 2.1: Rasprsenje upadnog elektromagnetskog vala na zakrivljenom dielektricnom objektu S

Osim za kanonske probleme rubni problem (2.1)) je nemogude rijesiti analiticki nego se on

najcescée rjeSava upotrebom neke od numerickih metoda za elektromagnetske probleme [62].

11
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To zna&i da je rubni problem (2.1]) potrebno rijesiti numericki u cijelom prostoru R3. To nije
mogude jer je slobodni prostor neogranicen pa ga je nemoguée diskretizirati. Moguce je u pro-
blem unijeti fiktivnu plohu sa savr§enim apsorbiraju¢im svojstvima koja smanjuje neogranic¢eni
slobodni prostor na unutras$njost nekog velikog tijela [40,43]]. Tada e trebati diskretizirati ogra-
niceni dio prostora, ali je i taj prostor i dalje jako velik. Pojednostavljenje zahtjeva na numericko
raCunanje moZe se dobiti prelaskom na integralnu formulaciju rubnog problema (2.1). Ukupno
elektri¢no polje moZze se rastaviti kao E = E;,. + E; gdje je E;,,. upadno elektricno polje, a Eg
rasprieno elektricno polje. U problemima rasprSenja upadno elektri¢no polje predstavlja po-
budu, a rasprseno elektricno polje je odziv. Upadno elektricno polje zadovoljava homogenu
jednadzbu:

V % (V X Eje(X)) — k3 Eine (x) = 0. (2.2)

Pomocu prethodnog rastava i male manipulacije jednadzbom (2.1a)) dobije se jednadzba

koja opisuje rasprSeno polje E; preko ukupnog polja E:
V x (V x Eg(x)) — k3E(x) = k3 (e(x) — 1) E(x). (2.3)

U jednadzbi (2.3)) desna strana jednadzbe moZe se promatrati kao pobuda za rasprSeno po-
lje E;. Ukupno rjeSenje jednadzbe jednako je konvoluciji desne strane 1 fundamentalnog
rjeSenja homogenog dijela jednadzbe (2.3). Fundamentalno rjesenje ili Greenova funkcija jed-
nadzbe (2.3)) dana je s:

1
G(x,y) = ¢ (x,y)I + k—2V§¢<x,y), (2.4)
0

gdje ¢ oznacava fundamentalno rjeSenje ili Greenovu funkciju Helmholtzove diferencijalne

jednadzbe:
e_lk() ‘X_y|

¢(x,y) = (2.5)

Arlx—yl|’
a I jedini¢nu matricu. Konvolucija Greenove funkcije (2.4) i desne strane jednadzbe (2.3) daje

integralnu jednadZbu ¢ije je rjeSenje rasprSeno polje E; na dielektri¢cnom objektu S:
E(0) =K [ 9(xy) (e(r) - DEWdy+ [ Vio(xy) (e(v) - DEWdy  26)
S S

Dodavanjem E;;,. sa svake strane jednadzbe (2.6 dobije se jednadzba koja modelira raspr-

Senje elektromagnetskih valova na dielektricnom objektu S:
E(0) = %)+ [ 9(x.y) (e(y) ~ DEW)dy + [ Vio(xy) (e(v)~ DE()dy  27)
S S

Jednadzba (2.7) zove se Lippmann-Schwingerova jednadzba i javlja se pri modeliranju ras-
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prienja u kvantnoj mehanici [63} 164] te analizi inverznih problema [65]. U odredenim uvjetima
ona je Fredholmova integralna jednadzba druge vrste [66]. Drugi integral s desne strane jed-
nadZbe je jako singularan integral 1 on se ne moZe jednostavno analizirati. Primjenom par-
cijalne integracije taj integral prelazi u integrabilan integral po volumenu te integral po plohi.
Takav integral je tek nedavno analiziran za slucaj planarnog tankog objekta [23]. Prvi integral
s desne strane jednadzbe je zapravo skalarni jednostruki potencijal. IdentiCan integral
javlja se kao opce rjeSenje problema rasprSenja akustickih valova koji je modeliran Helmholt-
zovom jednadzbom [[1]]. Dvodimenzionalne elektromagnetske probleme takoder modelira ska-
larna Helmholtzova jednadzba [67]. Uvritavanjem pretpostavke o obliku polja E = (0,0, E%)T
u jednadzbu dobije se:

0%E3  9%E3

[Vx (VXE(x))];=— 8x% - 8—x%’

(2.8)

$to u kombinaciji E = (0,0,E%)T daje skalarnu Helmholtzovu jednadZbu za E* komponentu

elektricnog polja:
0%E? 9%E?
52 (x)+ 52 (x) + k3e(x)E3(x) = 0, (2.9)
1 2

gdje je x = (x1,x2,0)7.

Jednostruki potencijal u jednadzbi (2.7) je isto Sto i jednostruki potencijal u skalarnom slu-
¢aju samo Sto u vektorskom slucaju imamo takav potencijal po sve 3 komponente elektri¢nog
polja E [44]. U nastavku poglavlja dana je analiza skalarnog rasprSenja na tankim, dielektric¢-
nim, zakrivljenim trodimenzionalnim strukturama. Ta analiza istovremeno daje odgovor i na
pitanje rasprSenja elektromagnetskih valova u dvodimenzionalnim problemima (npr. okomiti
upad na cilindri¢ni objekt) kao Sto je prikazano jednadzbom (2.9). Oba problema opisana su
samo prvim integralom s desne strane jednadzbe (2.7). Drugi integral u jednadzbi nije
mogude analizirati na isti nacin jer je njegova podintegralna funkcija teSko singularna zato $to
se u njoj javlja druga derivacija Greenove funkcije. RjeSavanju tog problema posvetit ¢u se u

svom buduéem znanstvenom radu.

2.2 Izvod modela rasprSenja skalarnih valova na dielektric-

nom zakrivljenom tankom objektu

RasprSenje skalarnih valova na dielektricnom tankom zakrivljenom objektu Sj, opisano je Hel-
mholtzovom jednadZbom:
Au(x) 4 k§e(x)u(x) = 0 (2.10)
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u kojoj je x € R3 to¢ka u prostoru, ko = ZA—” je valni broj uz valnu duljinu A, a permitivnost
£ : R?® — C je funkcija koja opisuje dielektri¢ni tanki objekt S;, na kojem se raspriuje upadni
val. RjeSenje problema rasprienja je polje u : R — C, u = uje + us, gdje u;, predstavlja

upadno, a u, rasprSeno polje. Upadno polje u;y,. predstavlja pobudni planarni val.

Slika 2.2: RasprSenje upadnog vala na zakrivljenoj tankoj dielektri¢noj strukturi

Rasprseno polje je polje koje nastaje rasprSenjem upadnog vala na objekt S;. Ono zadovo-

ljava Sommerfeldov uvijet radijacije:

dus . B 1
or + ikougs = O (r_z) 2.11)

gdje je r radij vektor tocke [44].

Tanki objekt S; ima debljinu d. U nastavku rada oznacavat ¢emo debljinu objekta kao
h = hd gdje je h < 1 bezdimenzionalni parametar. Na taj na¢in dobit éemo parametarski skup
rjeSenja po bezdimenzionalnom parametru 4 koji omogucéuje promatranje rjesenja u slucaju
h — 0. Unutar objekta parametar € dan je s:

#, zax € 5,

e(x) =
1

(2.12)
, zax ¢ S

Pretpostavit ¢emo da je & € L(S},), po dijelovima neprekidna funkcija. U jednadzbi (2.10)
ukupno polje u jednako je sumi upadnog i rasprSenog polja. Kao i kod jednadzbe (2.1a) moguce
je prebaciti € zajedno s ukupnim poljem u na desnu stranu jednadzbe, dok ée s lijeve strane

jednadzbe ostati samo rasprseno polja ug:
Aug(X) + K3us(x) = k3 (1 — £(x))u(x). (2.13)

Desnu stranu jednadzbe (2.13)) interpertiramo kao pobudu za rasprSeno polje u;. Pomocu

konvolucije s Greenovom funkcijom jednadzba (2.13)) prelazi u integralnu jednadzbu:

us(x) = K2 /

(1 €()9 (% y)u(y)dy. (2.14)
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Pretpostavit ¢emo da je objekt S;, uloZen u slobodni prostor R3, tj. da izvan objekta S,
vrijedi da je € = 1. Tada integralna jednadZba (2.14) prelazi u integralnu jednadZbu na objektu
Sp:

w®) =k [ (1-e(¥)oxyuly)dy. 2.15)

Sn
Dodavanjem pobudnog polja u;,. s obje strane jednadZbe, prethodna integralna jednadZba

postaje integralna jednadZzba za ukupno polje u:

u(x) = e +43 [ (1= e(¥)o(x.y)u(y)dy. 2.16)

Prethodne jednadzba je implicitna jednadZba za ukupno polje u. U zapisu jednadzbe (2.16)
vidi se Huygensov princip koji kaZe da svaka tocka unutar objekta §j, predstavlja sekundarni
izvor polja [68]]. JednadZba (2.16)) nam govori da je dovoljno poznavati rjeSenje u unutar objekta
Sy,. Tada se preko nje moZe izracunati ukupno polje u bilo kojoj tocki prostora.

Integralni dio jednadzbe (2.16) moZe se tretirati kao integralni operator:

A== [ (1-e()o(x.yu(y)dy. (2.17)
Sh

Upotrebom operatorskog zapisa jednadzbu (2.16) zapiSemo u operatorskom obliku:
(I +k5A)u = . (2.18)

U slucaju Lippmann-Schwingerove jednadZbe operatorska jednadzba (2.18)) je Fredholmova
integralna jednadzba druge vrste. Postoje uvjeti unutar kojih je moguce invertirati operator
I+ k(%A te dobiti rjeSenje jednadzbe preko pobudnog polja u;y,.. Ideja je doci u situaciju u kojoj
je operator A kompaktan operator [63]. Tada je dovoljno pokazati da je I + k(z)A injekcija pa
po Rieszovim teoremima imamo jedinstvenost 1 egzistenciju rjeSenja [66]. S obzirom da rjeSe-
nje postoji i jedinstveno je, mogucée ga je pronaci nekom od metoda za numericko rjeSavanje
integralnih jednadzbi [69, [70].

U nastavku ovog poglavlja iskoristit ¢emo Cinjenicu da je objekt S;, tanak. To ¢e nam omo-
guditi da integralnu jednadzbu (2.16)) prebacimo s integracije po cijelom volumenu objekta S na
integraciju po plohi S. Time smo ustedjeli jednu integraciju 1 automatski smanjili kompleksnost

problema i zahtjeve na numericko rjeSavanje.

2.2.1 Izvod asimptotskog modela preko teorije perturbacija

Analiza integralne jednadzbe (2.16) i izvod asimptotskog modela za problem sa slike 2.2]temelji
se na ideji prikazanoj na slici [2.4] Potrebno je izravnati tanki zakrivljeni objekt Sy, a zatim

eliminirati parametar / iz granica integracije u integralu s desne strane jednadzbe (2.16). Tim
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ya £ ya
analiza

y1 y1

Slika 2.3: Prelazak s tankog zakrivljenog objekta S, na zakrviljenu plohu §

postupkom parametar s e se premjestiti u podintegralnu funkciju.

S, Q, ! .

=

Slika 2.4: Ideja na kojoj se temelji analiza i izvod asimptotskog modela

Parametrizacija nam omogucuje da sve tocke na objektu S;, prikazemo pomocu toc¢aka koje
se nalaze unutar ravnog objekta Q;. Parametrizacija objekta S;, prikazana je na slici 2.5] Na
slici je prikazan tanki objekt Sy, te ploha S koja se nalazi unutar objekta S,. Asimptotski model

svest ¢e problem s trodimenzionalnog objekta S na dvodimenzionalnu plohu S.

Y

Slika 2.5: Parametrizacija objekta Sj, preko skupa €y,

Objekt ), orijentiran je na nacin da dio koji predstavlja debljinu / gleda u smjeru koordi-

natne osi z3. Parametrizacija koja opisuje objekt S;, glasi:

vy, Qy — Sh, (2.19)
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gdjejey = w(z) = (V' (21,22,20 + 23), ¥ (21,22, 23), ¥ (21,22, 23))..
Pretpostavit ¢emo da se objekt S, moZe prekriti samo jednom kartom. Ta pretpostavka nije

ispunjena ve¢ kod jednostavnih objekata kao Sto je dio sfere koji je veéi od polusfere jer je za
njeno pokrivanje potrebno koristiti viSe od jedne karte. Iako koristimo jaku pretpostavku ona ne
utjeCe na argumente nego samo na tehnicki dio izvoda asimptotskog modela. U slucaju objekta
kojeg je moguce prekriti samo s viSe karata potrebno je koristiti particiju jedinice i pokrivanje
po dijelovima [S8]. Izvod modela postat ¢e tehniCki zahtjevniji, ali ¢e svi argumenti i dalje
vrijediti.

Nakon izravnavanja zakrivljene strukture potrebno je transformirati i integrale po skupu Sy,

na integrale po skupu Q. U tu svrhu koristimo metricki tenzor:

_dy Jdy
9Zl 3ZJ € ®e; (2.20)

koji daje transformaciju mjere dy = +/|g(z)|dz.

Pomocu prethodnih transformacija jednadzbu (2.16) mozemo zapisati preko skupa Q;, kao:

) =)+ [ (1= 2Dy () u ) Vsl @2

Qh
Pri rjeSavanju opisanog problema varijablja x kreée se samo po objektu €2;,. Zato ima smisla

i varijablu x promatrati kao x = y;,(z). Tada jednadzba (2.21)) izgleda:

i) = () 443 [ (1= D0 (310 1)) (1) gt

Q

(2.22)
Kako bi skratili pisanje varijabli u jednadzbi (2.22]) uvedemo pokrate:
X = y(z) (2.23a)
X0 := Wu(2o) = Yn(z1,22,20) (2.23b)
y := y(z) (2.23c¢)
Yo := Yi(2o) = Wa(z1,22: %) (2.23d)
Vigl:=vlg(2)| (2.23¢)
|80l == /18(z0)], (2.23f)
pomocu kojih jednadzba (2.22)) postaje:
€

) = e+ [ (1= D)5, y)uty) Vfgla @29

h

U granicama integracije javlja se debljina objekta. Za potrebe analize, zamijenom varijabli,
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premjestimo parametar 4 iz granica integracije u podintegralnu funkciju. Koristimo zamijenu
varijabli:
23 = hz3. (2.25)

U nastavku rada koristit e se iste oznake za z3 varijablu prije i poslije transformacije. Nakon
transformacije (2.25)) varijabla z3 predstavljat ¢e skaliranu varijablu. Definiramo skup Q) =

Q x [—%, %] koji predstavlja domenu parametrizacije.

P /44 S
L7 7 7 [kl

£

Slika 2.6: Parametrizacija objekta Sj, preko skupa Q;

Bezdimenzionalnost parametra s je jako bitna jer je jedino preko bezdimenzionalnog pa-
rametra moguce raditi asimptotsku analizu. U suprotnom, imat ¢emo parametar koji ima di-
menziju metra i koji ¢e skalirati vrijednosti funkcija Sto nije poZeljno jer se javlja problem s
jedinicama. Transformacija (Z.25)) daje novi dio unutar metri¢kog tenzora koji iznosi i = hd.

Prethodna transformacija daje integralnu jednadZbu pogodnu za asimptotsku analizu:

(h—&o(y)) o (x,y)u(y)/|gldz’. (2.26)

\N\—

U(X) = tine (X) + 2 /
Q

8l —

Kao rjesenje jednadzbe (2.26) pretpostavit ¢emo perturbacijski red:
u(x) ~ ug(x) + huy (x) + O(h?). (2.27)

Pobuda u opisanom problemu je planarni val koji se moZe rastaviti u Taylorov red preko
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tocke na objektu S:
Uine (X) = tine (X0) + Vitine (X0) (X —Xo) + O(h?). (2.28)
UvrStavanjem rastava (2.27) i (2.28)) u jednadzbu (2.26)) dobijemo jednadzbu:

uo(X) + huy (X) + O (h*) = ttine (X0) + Vitine (X0) (X — Xo) + O (h*)+

il /

Q

(h—eo(y)) (x,¥) (uo(y) +huy (y) +...)\/IgldZ. (2.29)

|
N\'—‘\JI\J\»—‘

Promotrimo li podrobno jednadzbu (2.29)) vidjet ¢emo da se u njoj javljaju ¢lanovi uz razli-

Cite potencije broja h. Grupiramo li sve ¢lanove reda &'(1) dobijemo:

0(x) = ttne(x0) ~diG | [ &0()o(x.)uo(y)v/[sld 230
Q _ 1

[S7]

Jednadzba (2.30) opisuje ponaSanje aproksimacije prvog reda u rastavu rjeSenja u u asimp-
totski red (2.27). Ta jednadzba je i dalje implicitna jednadzba po trodimenzionalnom objektu
Q. Implicitnost jednadZbe nikako neCemo moc¢i rijesiti, ali ¢emo pokusSati reducirati dimenziju
u smislu da integral po trodimenzionalnom objektu Q; transformiramo u dvodimenzionalni in-
tegral po plohi Q. Kako bi reducirali dimenziju problema potrebno je prouciti Sto se dogada
s jednadZbom u slucaju limesa & — 0. Ocekujemo da se jednadZba pojednostavni u
jednadzbu:

1o (X0) = tine(Xo) —dk%/80(Y0)¢(X0,YO)M0()’0)\/@dQ/- (2.31)
Q

Opravdamo li na neki na¢in prelazak iz jednadzbe (2.30) u jednadzbu (2.31)) imat ¢emo
asimptotski model za problem opisan jednadZzbom (2.16). U tom slucaju reducirali smo trodi-
menzionalni problem na dvodimenzionalni problem te smo ustedjeli odredenu koli¢inu vremena
i memorije kod numeri¢kog rjeSavanja problema (2.16).

Nakon §to rijeSimo numeri¢ki integralnu jednadzbu (2.3T)) kako bi dobili vrijednosti funkcije
up na objektu S jednadzbu koristit éemo za racunanje polja u bilo kojoj tocki prostora uz

pretpostavku da je dobiveno rjeSenje konstantno po varijabli z3.
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N 4,

Y

Slika 2.7: Redukcija dimenzije modela S, na model po objektu S odnosno Q

2.2.2 Opravdanje postupka redukcije integralne jednadzbe s trodimenzi-
onalnog objekta na dvodimenzionalni aproksimativni objekt u slu-

¢aju rasprSenja skalarnih valova na tankom zakrivljenom objektu

Kako bi opravdali jednadzbu (2.31]) potrebno je naci ocjenu razlike stvarnog i aproksimativ-
ngo rjeSenja te vidjeti konvergira li aproksimativno rjeSenje prema stvarnom rjeSenju, u kojem
smislu te koliko brzo.

Definiramo stvarno rjeSenje v jednadzbe (2.26]) kao:

v(x) = wne(x) + dk3 [ [ (h—eo(¥) 9% )v(y) v/ [eld7 2.32)

Q

|
m\~\m\_

a aproksimativno rjesenje jednadzbe kao:

€0(y0) 9 (X0, ¥0)uo(¥0)v/|g0|dQ’ = (2.33)

uo(Xo) = uinC(Xo) — dk(z)

= tinc(Xo) — dk3 | €(¥0)$ (Xo,¥o)uo(y0)/]gld<Y. (2.34)

'.O\ '.O\

Rjesenje integralne jednadzbe (2.32)) je polje u definirano na objektu Qi, dok je rjeSenje
reducirane integralne jednadzbe (2.33)) polje uq definirano na objektu Q. Nakon $to se izratuna
ukupno rjesenje v ili aproksimativno rjesenje g, ukupno polje u bilo kojoj tocki prostora dobije
se uvrstavanjem tih rjeSenja u pocetnu jednadzbu (2.16) te integriranjem po cijelom objektu.
Kako bi usporedili potpuno i aproksimativno rjeSenje dovoljno je proSiriti aproksimativno tje-
Senje s objekta Q na cijeli objekt Q; te usporediti razliku ta dva rjeSenja na ;. Na objektu Q
koji parametrizira plohu S;, debljine 1 Zelimo integrirati aproksimativno rjeSenje po poprecnoj

dimenziji koja je debljine 1. To nece utjecati na ukupni rezultat jer je dobiveno aproksimativno
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rjesenje uq invarijantno po popre¢noj dimenziji. Dobije se:

l

uo(X0) = Uine(Xo) dko//€0 ¥0)9 (X0, Yo0)uo(yo)+/|gldz’. (2.35)

N\

Oduzimanjem jednadzbi (2.32) i (2.35)) dobijemo jednadZbu:

Z

( ) MO(XO) = ”mc(x) ’/lmc(XO) +dhk0// X y \/Edz +
Q1

N\

dk

mw\w@

/80 ¥0) (¢ (X0, ¥0)u(x0) — @ (x,y)v(x)) \/|gldZ . (2.36)
o

Drugi integral u jednadzbi (2.36) sadrzi razliku ¢ (xo,yo)u(yo) — ¢(x,y)v(y). U slucaje-
vima kao §to je ovaj najjednostavnije je ubaciti jedan mjeSoviti ¢lan i rastaviti drugi integral na
dva integrala, u ovom slucaju ¢lan ¢ (xg,yo)v(x). Nakon rastava drugog integrala na dva ¢lana
jednadzba prelazi se u jednadZbu:

V() —10(30) = tine (%) ~ e (30) + i3 | [ 6(x,3)v(3)/Igldz'~
Q

2

/80 ¢ (x0,¥0) (v(x) — uo(x0)) /| gldz' +
Q

/80 0 (x0,¥0) — 0(x,y)) \/|gldZ . (2.37)
Q

S desne strane jednadzbe postoje tri ¢lana koje je posebno zasebno analizirati. Drugi
integral s desne strane sadrzi razliku u(Xo) — v(x) koja je jednaka lijevoj strani jednadzbe. De-
finiranjem operatora koji je jednak drugom integralu moguce je prebaciti drugi integral s desne
strane na lijevu stranu. To rezultira lijevom stranom jednadZbe koja je jednaka obliku 7 + k%A
gdje je I jedinicni, a A definirani operator. Iz definicije operatora A moguce je zakljuciti da

postoji Sansa da taj operator bude kompaktan. Definiramo:

/ £0(y0) 9 (%0, ¥o)u(y)/Jgldz. (2.38)

Q

N\'—\Np—
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Ako je & po dijelovima neprekidna funkcija, a Greenova funkcija slabo singularna onda
je operator A : L?(S) — L*(S) kompaktan [1]]. Preko definicije operatora A jednadzba (2.37)

prelazi u jednadzbu:

(I—i—k%A) (v —up) =ttinc(X) — tine(Xo) —l—dh

l\)h—-\.\)\.—

/q)xy \/\?der
Q

e / £o(y 0 (X0,30) — 0(x,¥)) /]eld7. (2.39)
Q

N\~\m\_

U jednadzbi (2.39) potrebno je dodatno analizirati i lijevu i desnu stranu. Na lijevoj strani
jednadzbe imamo operator oblika 7 + k(%A gdje je I jedini¢ni operator. Ako bi A bio kompak-
tan operator onda bi po Rieszovim teoremima / + A bio invertibilan operator s ogranicenim
inverzom [66]]. Iz prethodne jednadZbe dobije se da je razlika rjeSenja v — ugy ogranicena $to s
ograniceno$cu rjeSenja ugy daje ogranicenost rjeSenja v. S time je 1 prvi integral s desne strane
ograniCen §to s 4 ispred integrala daje ¢lan reda &'(h). Razlika u;,.(X) — uinc(Xo) je takoder reda
O (h) jer je to razlika funkcije u;,. i njenog prvog ¢lana u Taylorovom rastavu. Potrebno je jo$
jedino pokazati §to se dogada s drugim integralom s desne strane jednadzbe (2.39). U slucaju
da je drugi integral s desne strane takoder reda ¢'(h) imat ¢emo konvergenciju aproksimativnog

rjeSenja k stvarnom rjeSenju u nekoj normi brzinom &'(h).
Lema 2.1. Operator I +k3A gdje je A definiran kao (2.38) je injektivan operator.

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je jezgra operatora [ + k(z)A trivijalna, tj. da iz (I + k(z)A) =0
slijedi da je ¢ = O [[71]].
Promatramo funkciju ¢ kao gustoéu u definiciji rjeSenja problema rasprSenja preko jednos-

trukog potencijala:

wx) = | ely0)o(x0.y0)p(v0)VIsoldchdh = [@¥)o(xy)p)ds,. (240
Iz pretpostavke dolazi jednakost:
¢ = —kgA@ (2.41)
koja Ce trebati kasnije. JednadZba (2.40)) rjeSenje je problema rasprienja na objektu S, tj. vrijedi:
Aw(x) + k3w (x) =0 (2.42)

na R\ S. Iz svojstava jednostrukog potencijala proizlazi da on zadovoljava Sommerfeldov uvjet
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zracenja te:

Wg=0 (2.43a)
{‘9—@ = &0, (2.43b)
973 |

tj. da je rjeSenje preko jednostrukog potencijala neprekidno po cijelom prostoru te da ima skok
u derivaciji koji odgovara podintegralnoj funkciji [66]. Uvedemo kuglu Bg = B(0,R) radijusa
R oko ishodiSta dovoljno velikog radijusa R tako da cijeli objekt S stane u kuglu Bg.

AYs NG

Slika 2.8: Kugla oko ishodista polumjera R
Primjenom Greenovog teorema unutar objekta Bg\S dobije se:

ow ow aw aw
2 e _ — R R
/BR\SWAW—i—|VW| —/aBRwar+ Swav /()BRwar—f—/Sw[av}S. (2.44)

Pomocu jednadzbe (2.42)) u prvom integrandu dobijemo |w|?>. U zadnjem integralu iskoris-
timo definiciju skoka derivacije funkcije w danu formulom (2.43b)) te definiciju funkcije w danu
formulom (2.40). Iz formule (2.40) uz pomo¢ jednakosti (2.41)) dobijemo:

w=AQp=——50. (2.45)
Uvrstavanjem prethodne jednakosti u integral (2.44)) dobijemo:

dw 1
—kz/ wl? + VWZ—/ W—+—/ 2 . 2.46
0 BR\SI | BR\S\ | o o R Seo\fp\ (2.46)

Grupiranjem svih realnih dijelova u jednakosti (2.46) u jedan integral, a svih kompleksnih
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dijelova u drugi dobije se:
1 dw
—k3|w|* + Vw2+—/ 2—/ Ww—— =0. 2.47
P 1 e o= [, w5 (2.47)

Iz prethodne jednakosti moZze se zakljuciti da je Im{ /. IBg Wa—vf} = 0. Objekt S je tanka
struktura pa je za ispravnu primjenu Greenovog teoram potrebno oko njega staviti otvoren skup
U takav da vrijedi S C U C Bg 1 to takav da je U po volji blizu objekta S. Sada moZemo
gledati ponaSanje prethodnog integrala na Bg\U. Na isti na¢in dobijemo Im { I3 Br W%—W} =0.
Po Rellichovom teoremu proizlazi da je w = 0 na R*\U [1]]. Kako je sa skupom U moguée doéi
po volji blizu objekta S slijedi da je w = 0 na R3\S. Iz definicije rjeSenja preko jednostrukog
potencijala dobije se w = 0 na R>, te je s time i skok u derivaciji jednak 0. Iz definicije skoka

([2:43b) slijedi ¢ = 0, tj. operator I +k3A je injektivan. O

Kao posljedicu prethodnog teorema dobijemo da postoji inverz operatora I + k(%A, a1z svoj-
stava takvog operatora znamo da mu je inverz ogranicen [/1]]. Kako bi dosli do konvergencije
aproksimativnog rjeSenja k rjeSenju potpunog problema potrebno je pokazati ocjenu zadnjeg

integrala s desne strane jednadzbe (2.39):

‘/91 0(yo)v(y) (¢(x0,¥0) — 0 (x,y)) \/Edz’

< [ Teo(yo)v(y) (6 (x0.30) ~ 9 (x. )| v Igldz
1
(2.48)
Iz svojstava jednadZzbe proizlazi da je rjeSenje v ograniceno, a u uvjetima modela stoji da je
& ograniCena funkcija. Oba ¢lana mogu se ocijeniti sup normom i izaci van iz integrala. Ostaje
za ocijeniti dio:

| 16(x0.30) = 9(x.3)| Vgla 249)

Faktor 4ln koji dolazi s Greenovom funkcijom ¢ bit Ce izostavljen u racunu jer je to ionako
konstanta koja ¢e se pojaviti u ukupnoj konstanti kasnije. Uvr§tavanjem Greenove funkcije (2.5))
u jednadzbu (2.49) dobije se:

/Q.l
717(0‘)(07)’0‘

Nakon $to se u prethodni integral ubaci meduclan £ oyl

e—ikolxo—yo|  o—iko[x—y|

X0 — ¥o| - x—y|

VgldZ . (2.50)

te iskoristiti nejednakost trokuta
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dobije se:

e~ kolxo—yol  o—iko[x—y]|

\/Edz’ <

yo| ’X—Y|
. 1 /i
—iko|x0—Yo| ( ) ‘ d
e 8 z+
/Ql X0 —yol [x—y| ¢
/ 1 (e*ik0|X0*YO| _ e’ik0|xfy‘> ’ |g|dZ . (2.51)
Q4 |X_y|

Prvi integral s desne strane nejednakosti (2.51]) strane moze se pojednostaviti na integral:

A

kojeg je moguée ocijeniti primjenom Teorema o srednjoj vrijednosti diferencijalnog racuna.

1
X0 —YO| |X y|

gldz (2.52)

U ocjeni prethodnog integrala iskoristit ¢emo Taylorov teorem za funkcije vise varijabli:

F(%,y) = f(%0,¥0) + V.f(X0,¥0) - (x—X0,¥ — ¥o) + O(h?). (2.53)
Definiramo funkciju f takvu da vrijedi f(x,y) = |X ik Tada vrijedi:
_ Xo0—Yo
V f(X0,¥0) - (X = X0,y — ¥o) —m'(y—YO—XJrXo)- (2.54)

Uvrstavanjem jednadzbe (2.54) u jednadzbu (2.52)) dobije se ocjena:

X0 — Yo
(y—yo) \/gdz—i- (x —xp) \/gdz
/Ql |X0 )’0’3 | Q |X0 y |3 ‘
2h \/ dZ <2h \/ dz < Ch, (2.55)
Q) |X0 YO|3 ’g Bg ‘X —Yo |2 ‘g

zato §to je podintegralna funkcija integrabilna, a vrijedi |x — Xo| < & te |y — yo| < h. Prethodni
integral je konacan iako je podintegralna funkcija singularna. U integralu se javlja dio 1/|g| koji
je u slucaju kugle Bg jednak rsin(8) $to zajedno sa singularitetom oblika % daje integrabilnu

podinetgralnu funkciju na skupu Bg.

Za ocjenu drugog integrala nejednakosti (2.51)) definiramo funkciju f(x,y) = e~ holx=yl 73
koju se dobije derivacija:
V f(x0,yo) = e olxo—yol X0 Y0 (2.56)
X0 — Yol

Ocjena integrala ide po istom postupku kao i s prethodnim integralom. UvrStavanjem obje
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ocjene u nejednakost (2.51)) dobije se ukupna ocjena:

/S 16(%0,¥0) — 0 (x,y)| dy < Ch, 2.57)

za neku konstantu C neovisnu o A, ali ovisnu o kg i o fizickoj debljini d. UvrStavanjem ocjene
u jednadzbu (2.39)), uzimanjem sup norme te primjenom nejednakosti trokuta dobije se
ocjena:

| (I+K3A) (v —tt0)||ee < ht+C1h|[V]|eo +Ca|[V]|o < T4 C3h1||V]|co. (2.58)

Zato §to je operator (I + k(%A) ! ograni¢en dobijemo da vrijedi:
[(v=uo)lee < h+C3h||v||les < h+C3h|[v—uo||eo + C3h|ug]|, (2.59)

Sto sveukupno daje:
(1=Ch)||(v—up)||s < Ch. (2.60)

Za mali h vrijedi ocjena:
(v —uo) |- < Ch (2.61)

koja govori da aproksimativno rjeSenje konvergira prema stvarnom rjeSenju kada 4 — 0 1 to
brzinom &'(h).

2.3 Primjena prethodno izvedene aproksimacije na rasprse-
nje elektromagnetskih valova 7'M, polarizacije na dvodi-

menzionalnom dielektricnom objektu

Primijenit ¢emo prethodnu analizu na rasprSenje elektromagnetskih valova 7'M, polarizacije na
dvodimenzionalnom dielektri¢nom objektu. RasprSenje elektromagnetskih valova u dvodimen-
zionalnom slucaju opisano je Helmholtzovom parcijalnom diferencijalnom jednadzbom (2.9)
koja koriStenjem konvolucije desne strane sjednadZbe s Greenovom funkcijom prelazi u inte-
gralnu jednadzbu (2.16). Razlika izmedu trodimenzionalnog i dvodimenzionalnog slucaja je u
Greenovoj funkciji koja u dvodimenzionalnom slucaju glasi:

i

ZHS (kolx—y1). (2.62)

d(x,y) =

U slucaju dvodimenzionalnog problema sve ocjene su iste jedino $to imamo drugaciju Gre-
enovu funkciju.
Objekt S, je homogen objekt s parametrima & = 10 i # = 1073 m. Ostali parametri su

01 = 180°, ¢; = 0°, r = 0.03 m. Usporedivat ¢emo vrijednosti ukupnog polja u na liniji s koor-
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Slika 2.9: Objekt na kojem ¢emo promatrati rasprSenje skalarnog vala

dinatama x = 0.15 m te koordinatom y koja se mijenja u intervalu [—0.2 m,0.2 m]. Upadni val
bit ¢e planarni val frekvencije f = 10 GHz s koeficijentom smjera k = (1,0)”. Osim usporedbi
ukupnog polja, trazit éemo i vrijednost ||v — ug||. Opisani problem nije moguce rijesiti analitic-
kim metodama nego je potrebno koristiti neku od numeri¢kih metoda za rjeSavanje integralnih
jednadzbi [62,70]]. KoriStena je metoda momenata s konstantnim baznim i testnim funkcijama.
One ¢e nam dati dovoljnu tocnost da pokaZzemo konvergenciju aproksimativnog modela i ocjenu
greSke. U koriStenju numericke metode za integralnu jednadzbu javlja se problem integriranja
Greenove funkcije na diskretiziranoj domeni. U slu¢aju kada varijabla x nije unutar elementa
Ciji utjecaj gledamo nema nikakvih problema jer je x izvan domene integracije pa Greenova
funkcija nije singularna. U slucaju kada x jest u domeni integracije javlja se singularna funkcija
pod integralom. Taj integral je moguce rijeSiti analitiCki aproksimacijom Greenove funkcije
za male argumente ili numericki nekom od metoda za numericko rjeSavanje singularnih inte-
grala [62]. U naSem slucaju koriStene su rutine za numericku integraciju singularnih integrala
implementirane u Matlabu.

Na Slici [2.10] prikazano je rjeSenje opisanog problema dobiveno pomocu specijaliziranog
programa za racunanje elektromagnetskih pojava (CST Microwave Studio) te rjeSenje dobi-
veno opisanom aproksimativnom metodom. U CST Microwave Studio programu nije moguce
rijeSiti dvodimenzionalan problem pa je modeliran trodimenzionalan cilindri¢an problem, tj.
objektu sa slike [2.9] dodana je treca dimenzija. U tom sluCaju rjeSava se rasprSenje planarnog
vala na trodimenzionalnom cilindricnom objektu. Zato S§to cilindri¢na struktura modelirana u
CST Microwave Studiu ima konac¢nu duljinu dolazi do male razlike izmedu izracunatog polja u
opisanim slu¢ajevima.

Na slici [2.11] prikazana je usporedba ukupnog polja izracunatog aproksimativnim mode-
lom te potpunim modelom za problem opisan jednadzbom (2.16). Na grafu se moZe vidjeti
da je rjeSenje aproksimativnog modela blizu rjesenja potpunog dvodimenzionalnog modela za

h =103 m. Naslici prikazano je aproksimativno rjeSenje i rjeSenje potpunog dvodimenzi-
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Slika 2.10: Rjesenje problema rasprSenja na opisanom dvodimenzionalnom objektu

onalnog modela za & = 10~* m. MozZemo vidjeti da se te dvije krivulje ne razlikuju. Izra¢unato
aproksimativno rjeSenje dobro aproksimira rjeSenje potpunog modela, a dobili smo znacajnu
uStedu na vremenu i memoriji. Na slici [2.13] prikazana je razlika izmedu aproksimativnog i
potpunog rjesenja u |||/ normi te teorijske pretpostavke o brzini konvergencije. Konstanta C u
teorijskoj pogreski izraCunata je iz tocke u kojoj je pogreska izmedu dva rjeSenja najmanja. Tada
je iskoriStena pretpostavka o linearnoj brzini konvergencije. 1z te dvije krivulje moZemo vidjeti
da se izraCunata pogreska pada linearno, kao §to je i predvideno ocjenom pogreske (2.61)).
Prednost predloZene aproksimacije je u smanjenju zahtjeva na numericki izraun. RjeSava-
njem aproksimativnog i potpunog modela moguée je izmjeriti vrijeme potrebno za numericko
racunanje jednog i numericko racunanje drugog problema. Usporedeno je vrijeme potrebno za
rjeSavanje aproksimativnog modela i potpunog modela za 4 = 10~* m. Objekt je diskretiziran
velikim brojem elemenata kako bi se smanjila numeric¢ka pogreska. U diskretizaciji je 200 ele-
menata u smjeru ¢ te 10 elemenata u smjeru r. Apsolutna pogreska iznosi ||v — up || = 0.0075.
Vrijeme izvodenja programa za potpuni 2D model je 5.812 s, a za aproksimativni 1D model
iznosi 0.108 s, tj. viSe od reda veli€ine brZe uz zadovoljavajucu tocnost. Redukcijom dimenzije
problema ustedjeli smo i na veli¢ini matrice diskretizacije. Smanjenje veli¢ine matrice ide s
brojem elemenata diskretizacije u smjeru r. U opisanom primjeru matrica sustava za aproksi-

mativni model je 10 puta manja od matrice sustava za potpuni model.
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Slika 2.11: Usporedba ukupnog polja izmedu rjeSenja 3D modela za 4 = 1073 m te aproksimativnog
rjeSenja pri upadu vala s valnim vektorom k = (1,0)7
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Slika 2.12: Usporedba ukupnog polja izmedu rjesenja 3D modela za & = 10~* m te aproksimativnog
rjeSenja pri upadu vala s valnim vektorom k = (1,0)7
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Slika 2.13: Ponasanje pogreske izmedu rjeSenja aproksimativnog i potpunog 3D modela pri upadu vala
s valnim vektorom k = (1,0)”
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Poglavlje 3

Greenova funkcija za jednoosni
anizotropni slucaj u kojem se mogu

raspregnuti jednadzbe za E i H polje

U ovom poglavlju dan je izvod Greenove funkcije unutar jednoosno anizotropnog planarnog
ili cilindriénog homogenog prostora. Promatrat ¢e se slucajevi u kojima struja te€e po ravnini
okomitoj na os anizotropije, na pravcu u smjeru osi anizotropije te po cilindru poravnatom s
anizotropnom osi. U nabrojanim sluc¢ajevima mogudée je raspregnuti sustav jednadzbi koji opi-
suje model na jednu jednadZzbu koja opisuje odredenu komponentu elektricnog polja E 1 jednu
jednadzbu koja opisuje odredenu komponentu magnetizirajueg polja H. Rijec¢ je o komponen-
tama koje gledaju u smjeru anizotropije. Dobivene jednadZbe nisu medusobno povezane kao
Sto Ce biti povezane jednadzbe za E i H polje u sljede¢em poglavlju. U tom sluc¢aju morat ¢emo
rjeSavati sustav jednadzbi, a ne jednu jednadZbu kao Sto je ovdje slucaj [37]. Preko komponenti
polja koje gledaju u smjeru anizotropije te pomoc¢u Maxwellovih jednadZzbi moguce je doci do
izraza za sve ostale komponente elektricnog i magnetizirajuceg polja [72]. Potreba za racu-
nanjem polja unutar anizotropnog materijala je velika zato Sto su primjene takvih materijala u
zadnjih nekoliko godina sve vece [8]. Izvod modela radit ¢e se u spektralnoj domeni tj. nakon
primjene Fourierove transformacije na pocetne Maxwellove jednadZbe u anizotropnom mediju.
Greenove funkcije u spektralnoj domeni predmet su intenzivnog istrazivanja zadnjih 30 godina,
posebice vezano uz strukture nacinjene od metamaterijala [S3, 73]

Izvedena metoda omogucuje unaprijedenje GIDMULT algoritma s homogenih izotropnih
struktura na jednoosno anizotropne strukture. G1DMULT algoritam je algoritam za izracun
Greenove funkcije unutar izotropne viSeslojne planarne, cilindri¢ne ili sferne strukture [31]].
Navedeni algoritam naSao je Siroku primjenu u analizi planarnih i konformnih mikrotrakastih
antena [32, 33]].
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Greenova funkcija za jednoosni anizotropni slucaj u kojem se mogu raspregnuti jednadzbe za
E i H polje

3.1 Oblici anizotropije

Parametre anizotropnog materijala opisujemo tenzorskom veli¢inom koja se u odabranom ko-

ordinatnom sustavu moze reprezentirati matricom. Opcenito je to puna matrica oblika:

Ex &y &y Hxx  Uxy Hx
E=1en &y & H=1 ey My (3.1
Ex & &z Hex  Hzy Mgz

U materijalu s parametrima oblika (3.1]) potrebno je za potpuni opis polja raditi sa svih 6
komponenti elektri¢nog 1 magnetskog polja. Ako su elementi na mjestima xz, yz, zx 1 zy jednaki

nuli onda se parametri mogu zapisati kao:

Ex &y 0 Hex  Hxy 0
€ Ex &y O =1y Uy O (3.2)
0 0 e 0 0

te se polja E i H mogu rastaviti na transverzalne i longitudinalne komponente, gdje su transver-
zalne komponente one komponente koje se nalaze u xy ravnini, a longitudinalna komponenta je
komponenta koja gleda u smjeru osi z [74]. U slu€aju kruzno cilindri¢ne strukture, transforma-
cijom koordinata, moguée je prethodnu anizotropiju strukture svesti na problem koji se moze

opisati dijagonalnom matricom:

gp 0 0 Hpp O 0
€=10 &o O H= 0 wgp O . (3.3)
0 0 e 0 0 u

s opcenito razli¢itim vrijednostima na sva tri dijagonalna mjesta. Takav materijal zove se dvo-
osno anizotropni materijal. U svim prethodnim slucajevima nije moguce raspregnuti £ 1 H
komponente polja nego su nam potrebne obje komponente za cjelokupni opis polja. Metoda
rjeSavanja problema kod cilindri¢nih struktura kod kojih se ne mogu raspregnuti jednadzbe za

E 1 H polja opisana je u Poglavlju 4. U ovom poglavlju bavit cemo se jednoosno anizotropnim
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materijalom. To je materijal ¢iji se parametri mogu reprezentirati matricama:

gp 0 0 Hop O O
0 0 g 0 0 pg

£xx 0 O I»Lxx O 0
E=|0 &, O H=10 e O - (3.5)
0 0 g 0 0 pg

u planarnom slucaju. Kod planarnog jednoosno anizotropnog materijala nije bitno koja os je os
anizotropije jer se jednostavnim rotacijama koordinantog sustava osi mogu mijenjati. Klju¢no
je da u dvije osi imamo isti parametar. U slucaju jednoosno anizotropnih problema moguce je
koristiti GIDMULT algoritam.

3.2 Opis GIDMULT algoritma

A
A il 2. | X3
J(kl,kz,x3)e ik X]e ik X2

J(x1,x2,x3) Ixs

v

o |

Slika 3.2: Rastav viSeslojne strukture

GIDMULT algoritam je algoritam za racunanje Greenove funkcije planarne, cilindri¢ne i

sferne viSeslojne strukture u spektralnoj domeni za strukture kod kojih je moguce raspregnuti
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Greenova funkcija za jednoosni anizotropni slucaj u kojem se mogu raspregnuti jednadzbe za
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A a1 2y
J(k',k%x;)e”k ,\18711\ X2

Slika 3.3: Zra¢enje u anizotropnom homogenom prostoru zbog prisustva strujnog izvora J

polja E 1 H. To su strukture kod kojih su slojevi ili homogeni ili jednoosno anizotropni. Al-
goritam se temelji na zamijeni stvarnog problema s ekvivalentnim problemima, po jednim za
svaki sloj, kod kojih su nepoznanice ekvivalentne elektri¢ne i magnetske struje. Te struje se za-
tim tranformiraju pomocu Fourierove transformacije u spektralnu domenu. U slucaju planarne

strukture kod koje struje leZe u xy ravnini koristi se Fourierova transformacija po varijablama

Akt k% x3 :/

Pomocu te Fourierove transformacije trodimenzionalni izvor je tranformiran u cijelu rav-

X1 iXQZ

7.1 )
u x1 ,X2,X3)elk xlelk xzdxlde. (3.6)

8\8

ninu po kojoj tece struja. Ako je izvor infinitezimalno tanak u smjeru x3 dobit ¢emo po jednu
diskretnu ravninu po kojoj teCe struja za svaki izvor kojeg smo zamijenili. U suprotnom imamo
kontinuirani izvor struje u smjeru x3. Svaka ravnina po kojoj tece struja zraci dva planarna vala
u dva poluprostora, jedan ispod, a drugi iznad ravnine po kojoj tece struja. Zbog prisutnosti
viSeslojne strukture imat ¢emo reflektirane valove i valove koji su dosli iz susjednih struktura
koji u smjeru x; i x imaju eiklxl, odnosno ¢*** ovisnost. U svim slojevima valovi ¢e imati
iste ovisnosti u smjeru x; 1 xo. Zato je nepoznata samo promjena vala u smjeru okomitom na
granicu izmedu dva sloja §to nam daje jednodimenzionalan problem. Algoritam se bazira na
podjeli problema na ekvivalentan problem po svakom sloju unutar kojeg se polje opisuje kao
polje nastalo zraCenjem ekvivalentnog izvora na granici izmedu dva sloja. Vise o GIDMULT
algoritmu moZete pronaci u ¢lanku [31]] i doktorskom radu [75]. Shematski prikaz GIDMULT
algoritma prikazan je na slikama [3.1) 3.2]i[3.3] GIDMULT algoritam mogao bi se koristiti i
kod dvoosno anizotropnih planarnih materijala, ali bi se tada polja koja zrace slojevi struje tre-
bala predstaviti s dva planarna vala u svakoj poluravnini §to bi znacajno kompliciralo algoritam.

Izvod polja kod dvoosnih planarnih materijala prikazan je u Clanku [29].

3.3 Strujni izvor nalazi se u ravnini

Neka su E, H: R? — C? elektri¢no i magnetizirajuée polje. Parametri € i u bit ée repreznetirani
dijagonalnim matricama. Prostor u kojem se nalazimo je jednoosno anizotropan prostor $to
zna¢i da matrice parametara imaju dva ista koeficijenta na dijagonali i treeg koji je razlicit.
Jednoosna anizotropija omogucuje razdvajanje jednadzbi za polja E i H S§to rezultira time da

je za cjelokupni opis problema dovoljno odvojeno rjeSavati dobivene jednadzbe i to samo za
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jednu komponentu polja. Sve ostale komponente moguée je izraziti pomocu ve¢ izraCunatih
komponenti. U planarnom slucaju razlikuju se dvije situacije. U prvoj struja tece u ravnini

okomitoj na os anizotropije, a u drugoj struja tece u ravnini koja sadrzi os anizotropije.

3.3.1 Strujni izvor nalazi se u ravnini okomitoj na os anizotropije

Promatramo slu¢aj u kojem je smjer struje ortogonalan na os anizotropije. Postavit éemo koor-
dinatni sustav tako da je os x3 os anizotropije. U tom slucaju tenzori relativne permitivnosti i

relativne permeabilnosti reprezentirani su dijagonalnim matricama tj. imaju elemente razliCite

]

0s anizotropije

od nule samo uz dijadske elemente e; ® e;.

Slika 3.4: Struja teCe u ravnini okomitoj na os anizotropije

U nasSem su slucaju koeficijenti uz bazne elemente e; @ e; 1 e; ® e; jednaki, a koeficijent uz

element ez ® e3 je razliCit od prva dva koeficijenta:

E=¢€11€e1 Qe+ €162 R er + E33ez3 R es (3.7

K=pUe;®e;+ Uer Qe+ Uzzes es. (3.8)

Bududi da je os anizotropije u smjeru osi x3 sve ostale komponente polja mogu se dobiti
preko x3 komponente elektricnog polja. U ovom slucaju ideja je pronaci diferencijalnu jed-
nadzbu koja opisuje x3 komponentu elektricnog polja. Kombiniranjem rotorskih Maxwellovih
jednadzbi te uz Gaussov zakon za elektricno polje i prethodno opisane rubne uvjete dobijemo

sustav koji opisuje elektricno polje opisanog problema:

Vx (U 'VXE)—kjeE=0 (3.9a)
div(ge€E) =0 (3.9b)

vx (Hy —H_) =], (3.9¢)
vx(E;—E_)=0. (3.9d)

Pomocu Definicije[I.6]iz sustava jednadzbi (3.9) dobije se jednadzba za komponentu polja

u smjeru anizotropne osi. U problemu sa slike [3.4]to je moguce napraviti preko komponente u
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smjeru vektora es:

1
Vx (L 'V xE) —kjeE =V x (“—e,-@ejemnp&nEpem) —k3eE =
ij

1 1 1
V x <—€jnp8nEpe,-) — KGEE = &1 0s—EjnpOnEPe; — kGEE = €51€jnp— O EP e, — kG €E.
ij U j Mz j

U problemu sa slike [3.4] dovoljna je samo jednadZba za x3 komponentu elektri¢nog polja.
Treba pogledati prethodnu jednadzbu za indeks r = 3. Tada Ce ostati samo dvije mogucnosti za
indekse sit:

1 1
8,%SE”—k(2)833E3 :83218jnp—8,%2Ep+83128jnp—a,%1Ep—k(2)833E3. (3.10)

1
83st8jnp_
Uz j M1 M2

Zato Sto je tenzor permeabilnosti dijagonalan u obzir dolaze samo elementi kod kojih je
j=11j=2. To ostavlja samo dvije mogucnosti za indekse n i s. UvrStavanjem tih kombinacija

1 uz Cinjenicu da je Uj; = Up; iz gornje jednadzbe dobijemo jednadZbu za x3 komponentu polja:

04 E' — 0% E® — 05, E> + 05HE* — k1 e3E° = 0. (3.11)

Gaussovog zakona za elektricno polje daje nam jednadZzbu koja povezuje sve tri komponente
elektricnog polja E. Permitivnost slobodnog prostora je konstantna pa ona moZe izaci izvan
divergencije. Koristenjem Definicije [I.5] uz ¢injenicu da je relativna permeabilnost takoder
konstantna po komponentama dobije se jednadzba koja povezuje derivacije sve tri komponente

polja E:

V(EE) 1 =0 (8E> QeI =0 (Sije,-®ejEmem) Rei 1 =0 (SijEjei) Qe 1
= e,-jc}’kEj (€i®€k) : (61 ®€1) = SljalEj =0. (3.12)

U navedenoj geometriji vrijedi €1 = & 1 izvandijagonalni elementi su jednaki O Sto daje

jednostavnu vezu derivacija sve tri komponente elektricnog polja:
EZja[Ej:&'llalEl+811(92E2+833(93E3:0. (3.13)

Zato §to je jednaka permitivnost u osima xj 1 x3, te zato Sto struja te€e u smjeru anizotropne
osi moze se dobiti veza izmedu sve tri komponente elektri¢nog polja. Pomocu te veze moguce
je izrazit derivacije prve dvije komponente polja preko derivacije komponente u smjeru anizo-
tropne osi. Ta veza omoguéuje svodenje jednadZbe na jednadZzbu u kojoj se javlja samo

komponenta elektri¢nog polja E3. Uvritavanjem jednadzbe:

s

HE>. (3.14)
&1

NE'+ hE? =
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u jednadzbu (3-TT)) dobije se jednadzba koja opisuje komponentu elektri¢nog polja E?:
€
O} E® + 0LE + §a§3E3 I3 e3E? = 0. (3.15)
11

JednadZbu za komponentu polja H> nije potrebno posebno izvoditi nego ju je moguée dobiti

primjenom dualnosti:

U33

O} H? + 05H? + ==
H11

OHH? 4k uzze H> = 0. (3.16)

Dobivena jednadZba za komponentu elektri¢nog polja E* nije standardna Helmholtzova
parcijalna diferencijalna jednadzba jer sadrZi razliCite konstante uz razlicite druge derivacije
komponente polja E3. Primjenom Fourierove transformacije po varijablama x; i x, parcijalna
diferencijalna jednadzba (3.15) prelazi u obi¢nu diferencijalnu jednadzbu po varijabli x3 uz

transformirane rubne uvjete:

C(KY)2E3 — ()23 + %(932317?3 ek =0 (3.17a)
vx (Hy —H_) =1, (3.17b)
vx (B —E_) =0. (3.17¢)

Ova jednadZba jednaka je Helmholtzovoj obi¢noj diferencijalnoj jednadzbi za komponentu
polja £3 uz novi koeficijent kz. Koristenjem dualnosti moguée je dobiti i odgovarajuéu jed-
nadZbu za komponentu magnetizirajuéeg polja A>. Te dvije jednadZbe opisuju cijeli problem
sa slike zato Sto je moguce rastaviti problem posebno na problem za polje Ei posebno na
problem za polje H U sljedecem poglavlju upravo e to biti najveci problem jer kod opéenite
anizotropne strukture to nije moguce i potrebno je rjesavati sustav diferencijalnih jednadzbi koji
povezuje komponente polja £3 i H>. Nakon uvodenja novih konstanti sustav za komponentu

polja £3 postane:

OHE? +IEE? =0 (3.18a)
E
Ky = k3 833 — -~ B2, (3.18b)
€33

a sustav za komponentu polja A> transformira se u :

ORH + kA =0 (3.19a)
K = KRupen — B2 (3.19b)
H33

uz supstituciju B2 = (k') + (k?)2.
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Fizikalno smislena rjeSenja Helmholtzove obi¢ne diferencijalne jednadzbe u poluprostoru
mogu se dobiti kao kombinacija kompleksnih eksponencijala uz Sommerfeldov uvjet zracenja
[76]:

. Ae KEXs - x3 >0
Es (k' K2 ) =¢ (3.20a)
BelkExs  x3 <0

N Ce*ikﬂx3, x3>0
s (k' k2, x3) = . (3.20b)
Detkrxs - x3 < 0.

Ostale komponente elektri¢nog polja E i magnetizirajuéeg polja H moguée je izraziti preko

komponenti polja £3 i H>. Primjenom Fourierove transformacije na Faradayev zakona dobije

se sustav:
iKPE3 — E* = —iopop A (3.21a)
KRE—ik'E? = —iouop; A? (3.21b)
ik'E? —ilk’E" = —iouous:A° (3.21c)

iz kojeg je mogude izraziti komponente A' i A2 polja A preko komponenti polja O

. 2o 1 .
a'=— B 5E? (3.222)
WHoH11 Lo
R 1 . Koo
=1 '+~ f3 (3.22b)
OHoH 11 OHoH11

Na isti na¢in, pomoéu Ampereovog zakona, mogude je izraziti komponente polja E' i 2

preko komponenti polja H:

. Koo N
1 SN & (3.23a)
WEYE] WENE]
. j . Koo
BP2—__— ' oA 0. (3.23b)
WENE ] WENE]

U prethodnim jednadZbama moZemo uo¢iti da komponenta £! ovisi o komponentama H? i
d3H? dok komponenta H? ovisi o komponentama d;£! i £3. Uvrstavanjem izraza za kompo-
nentu H? u izraz za komponentu £! dobijemo Helmholtzovu obiénu diferencijalnu jednadZbu

za komponentu £! kojoj su na desnoj strani samo komponente £3 i A ili njihove derivacije.
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Na slican nac¢in moguce je dobiti jednadzbe i za sve ostale komponente polja:

ORE" + ke B = opou KA + ik 9;E3 (3.24a)
ORE? + k3 €11 B2 = —opopy kA + ik* 03 E3 (3.24b)
ORHA + I e A = ik A° — wepe | KPE? (3.24c)
ORH? + k1€ A = ik> 3 H° + wepe 1k E3. (3.24d)

Teorem 3.1. Neka su jednadzbe koje opisuju E', E2, H' i H*> komponente polja preko E3 i B>
komponenti dane sustavom (3.24). Tada su opca rjesenja sustava preko E> i H> komponenti

polja dana formulama:

A1 OUoU33K® .3 ik'E33 o a3

E' = TH T B283E (3.25a)

~ Opopszk! 3 ikPE33 4 a3

E?=— A+ KE (3.25b)

ﬁz 811/32

k! 2 .

7L :’“ ‘Eja B — wg”;f B3 (3.25¢)
11

k2 . kK

A’ —’“ ‘Eja A+ weo;f £, (3.25d)
11

Dokaz. U slucaju kada imamo predloZena rjesSenja trivijalno je pokazati da su to rjeSenja sus-
tava. Dovoljno je uvrstiti opéa rjeSenja za E3 i H> komponente polja dana izrazima (3.20) u
sustav jednadzbi (3.24)). Jednostavnim racunom vidi se da predloZena rjeSenja zadovoljavaju

sustav jednadZzbi. [

Rjesenje (3.25) dano je do na konstante unutar rjeSenja (3.20). Navedene konstante moguce
je izvesti iz rubnih uvjeta (3.17b) i (3.17¢). Veza izmedu komponenti dana je Teoremom 3.1l U

opisanoj geometriji rubni uvjeti su:

>
>

L-Al=7 (3.26a)
17 -A2=—J (3.26b)
oLk =0 (3.26¢)
2 —E2 =0. (3.26d)

Pomocu rubnih uvjeta (3.26), rjeSenja za z komponente polja (3.20) i veze izmedu kompo-
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nenti (3.25) dolazimo do sustava jednadzbi za konstante A, B, C i D u rjeSenju (3.20):

1A = ﬁll‘;’j (—ikyC) — ws‘)ﬁgszA _ il“[;; (ikyD) + %331623 — 2 (327
A A% = Zi“lg’j (—ikyC) + wgo;fkl A— ’5 121“5’; (ikgD) — %531‘13 =-J' (3.27b)
EL—pt =2k (}3’“;33kzc+ ’:ll]“;; (—ikeA) — w“"ﬁ“szl)— ’211733; (—ikeB) =0  (3.27c)
EJZF P a)uoﬁliz%kl o Zi?; (—ikgA) + a)u(};uzskl _ ZZ]?S (—ikgB) =0. (3.27d)

Iz prethodnog sustava dobiju se izrazi za koeficijente A, B, C i D u rjeSenju (3.20):

272 117l
A=—B= KTtk T (3.28a)
2(080833
Hi1 172 241
C=D= kK'J"—k“J"). (3.28b)
2kp 33 ( )

Uvrstavanjem koeficijenata u izraze za rjeSenje (3.20) dobije se ukupno rjesenje:

Ey (k' i x3) = ———— (3.292)
3( 3) 2W0&)E33 _eikEx3’ x; <0
N N e tkuxs i)
Ay (kK K2 x3) = =L (k12— k271 ’ (3.29b)
2kp 133 ks e Q).

Funkcije (3:33) daju ukupno rjefenje problema sa slike [3.4 za z3 komponente E i H polja.

Sve ostale komponente moguée je dobiti preko veza izmedu komponenti danima Teoremom

B.1

3.3.2 Strujniizvor ima komponente u smjeru anizotropije i u smjeru oko-
mitom na smjer anizotropije
Matrice permitivnosti i permeabilnosti definirane su kao i u prethodnom potpoglavlju, a struja

ima komponente u x; i x smjeru. U tom slucaju moguce je izraziti jednadzbu za komponentu

polja E? preko svih ostalih komponenti:
ORE® — 03| E' — 03 E? — OKE? — Ik 1e00E* = 0. (3.30)

U ovom poglavlju koristit éemo Fourierovu transformaciju preko varijabli x! i x? $to daje
malo drugacije rjeSenje u odnosu na prethodno poglavlje u kojem je koriStena Fourierova tran-

sformacija preko varijabli x! i x3.
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Pomocu Gaussovog zakona za elektri¢no polje dobijemo vezu izmedu komponenti koja daje
jednadzbu:
OHE* +kLE? = 0; (3.31)

uz pokratu kz = kj i1 € — (k)% — % (k?)?. Upotrebom dualnosti dobijemo jednadzbu za kom-

ponentu polja H?:
ORH? + kA% = 0; (3.32)

uz pokratu k% = k3tan€ — (k')? — %(kz)z_

Pretpostavimo rjeSenja oblika:

. Ae kEx2 o >0
B (k' x, ) ={ (3.33a)
Belkex2  xy <0

. Ce kux2 x5 >0
A (K x,8) ={ g (3.33b)
Delki2 x) < 0.

Sve ostale komponente polja moguce je dobiti preko veze:

. k'k? . 10 OH?
B'=—— e (3.34a)
ko,unsn—(k ) kO,LLHEH—(k ) dz
. k'k? . iWE)E JE?
A =—— /LR L (3.34b)
kg€ — (k%) kipiien — (k%)% 9z
Pomocu rubnih uvjeta dobijemo koeficijente A, B, C i D te ukupno rjesenje:
R k1k2f1 k2 €11 — kZ 2 J"Z e*ikE)Q7 x>0
E3 (kl,kZ,X3) — ( . ( Oull 11 ( ) ) > . 2 (3353)
20&y€11kE 20&y€11kE ezkEx27 X <0
N J ety vy >0
A (k' 2 x3) = (——) | ? (3.35b)
2 —elkix2 x5 < 0.

3.4 Strujni izvor nalazi se na cilindru polumjera a

U ovom poglavlju izvest éemo Greenovu funkciju unutar jednoosnog anizotropnog homogenog

prostora u cilindri¢cnom koordinantnom sustavu. Parametri materijala dani su izrazima:

€=¢ppep ey +Eppey Dey + &8, Qe (3.36a)
1= Uppep Dep+ Uppep D ey + U € De;. (3.36b)

U jednoosnom anizotropnom homogenom sredstvu vrijedi €p = €p¢ te Upp = Ugg. Pro-
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blem se modelira standardnom rotorskom jednadzbom za elektri¢no polje u kombinaciji s Ga-

ussovim zakonom za elektri¢no polje te rubnim uvjetima:

Vx(u 'VXE)—kieE =0 (3.37a)
div(geE) = 0. (3.37b)

Problem u kojem struja te€e po cilindru moZe se rastaviti na dva zanimljiva slucaja. U oba
slucaja komponente struje su tangencijalne na cilindar, tj. struja ima komponentu u smjeru osi

z 1li komponentu u smjeru osi @, tj. u smjeru okomitom na smjer osi anizotropije.

3.4.1 Strujniizvor nalazi se na cilindru polumjera a s komponentom struje

u smjeru osi anizotropije

Pomocu definicije operatora u cilindricnom koordinatnom sustavu jednadzbu (3.37a) mogude

je zapisati preko varijabli p, ¢ i z [33]. Dovoljno je promatrati tre€u jednadZbu u sustavu:

10 (p (JEP OFF 19 (1 (10E* OE? N
pp (upp ( gz dp )) S pIo (upp (E 90 oz )) ~hoesE=0. (3.38)

AN

z
J os anizotropije

|

\

\
V<<

Slika 3.5: Struja tee u z smjeru
Grupiranjem elemenata dobije se jednadzba:

P (P z 21z
0 (18E 1 dE ) 10 ( 8E) 1 0°E — Ry ES =0, (3.39)

z\pap "pas) pap\Pap) prap?
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Gaussov zakon u cilindri¢cnom koordinatnom sustavu glasi:

1 dpEP 1 0E? JE*?

8pPEW+£pPEW+8ZZa_Z =0. (340)

Uvrstavanjem Gaussovog zakona (3.40) u jednadzbu (3.39) dobije se jednadZba za z kom-

ponentu elektricnog polja:

d (10EP 10E? 1 0 [ OE* 1 ?°E*
5 (59 550 ) s (P5p) e s =0 G4
koju se mozZe kompaktnije zapisati kao:
d [ &, JE*
—AppE*+ % (éa?) — I ppeE* =0, (3.42)
uz definiciju operatora:
10 ( 1 ) 1 92
Ap=——|p— |+ =55 (3.43)
PP pap\"ap) " p?a¢>
Koristenjem dualnosti dobije se jednadZzba za H* komponentu polja:
d JH*
—ApoH*+ 3 ( :L‘ZZ o ) — k§por€ppH® = 0. (3.44)
pp

Jednadzbu (3.42)) najjednostavnije je rijeSiti primjenom Fourierove transformacije. U pro-
blemu sa slike nakon primjene odgovarajucih Fourierovih transformacija, struja ¢e te¢i po
cilindru polumjera d orijentiranom u smjeru osi z s centrom u ishodi$tu koordinantog sustava.
Na cilindru rjeSenje zadovoljava periodi¢ne rubne uvjete po varijabli ¢ te uvjete konacnosti
po varijabli p. Opisana struktura je invarijatna po varijabli z pa je najjednostavnije primijeniti
Fourierovu transformaciju po istoj varijabli. Nakon primjene Fourierove transformacije po va-
rijabli z ostaje parcijalna diferencijalna jednadzba po varijablama ¢ i p. Zbog 27 periodi¢nosti
strukture sa slike [3.5| moguce je rastaviti rjeSenje u Fourierov red. Jednadzba koju rjeSavamo

diktira oblik Fourierove transformacije [[77] pa za operator — g—zz transformacijski par glasi:

(k) = /R u(z)e *dz (3.452)
u(z) = % /R i(k;)e™dk,, (3.45b)
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a za operator —8‘97)22 uz periodicke rubne uvjete transformacijski par je:
ein¢v
u(@) =), un—7= (3.46a)
né o
21 e—ing
U, = u dg. 3.46b
o= o) (3.46b)

Primjenom Fourierove transformacije po varijabli z jednadzba (3.42)) prelazi u jednadzbu:

~ S ~
—~ApoE¥ + gi(kZ)ZEZ — kg lppeE* = 0. (3.47)
pp

Rastavom funkcije £% u Fourierov red i primjenom ortogonalnosti baznih funkcija dobije se

jednadzba za svaki pojedini koeficijent E7 u rastavu funkcije £% u Fourierov red:

10 ( OE; 2. & ) .
E% (P apn) + I%E,Zl + ﬁ(kz)in - k%.uppgzzEg =0. (3.48)

Uvodenjem supstitucije A7 = kjipp€.; — s%;(kZ)z dobije se rubni problem za koeficijente

A

ET:
1 9 [ OF: 2\ A
55 (5 )+ (35 ) o G4
lim Ei < oo (3.49b)
p—
F}gn Ei=0. (3.49¢)

Primjenom dualnosti moguée je jednadzbu (3.49a)) prevesti u jednadzbu za koeficijente HZ:

1 0 [ JH: n?\

—— 22— — |H:=0 3.50

p8p<p8p)+<E pz) " (320
lim A% < oo (3.50b)
p—0
lim > =0 (3.50c)
p—roo

uz supstituciju A3 = k3. €5p — [;%;(kz)z.

Prethodni rubni problem je zapravo rubni problem za Besselovu obi¢nu diferencijalnu jed-

nadZbu ¢ija su rjeSenja za E,?l oblika:

Andn(Agp), p<d
E;(p.k) = 2 (3.51)
B,H,” (Agp), p>d
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a za HZ oblika:

CoJn(Agp), p<d

Hi(p, k) = o (3.52)
Sve ostale komponente polja mogu se izraziti preko z komponenata:
. N kK
p—_ " ‘p T po (3.53a)
R Koo i OH:
- ] n (3.53b)
WEHENp WEHErp IP
A 1 4 kK
ar=——"  "piy ok (3.53¢)
WOHoHpp P WOHoHpp
A Koo i OE}
9 — EP n (3.53d)

_(U.UOpr " Wlokpp P

Osim z komponente polja zanimljiva je i ¢ komponenta. Provodeci isti postupak kao i u
planarnom slucaju te uvodenjem supstitucije Q = k(z)uppspp — (k%) dobiju se jednadzbe koje

povezuju ¢ i z komponente polja:

) _ nk* 1 Az la)u()upp 81:15
n Qp " Q dp
nke 1, i0&Epp IES

10— — —fA - — PP n 54

(3.54a)

U slucaju sa slike struja je oblika J = 2/, tj. teCe u smjeru osi z pa je z komponenta
magnetizirajuéeg polja jednaka 0. Zato je z komponenta elektricnog polja dovoljna za cjeloviti

opis problema:

A nk* 1
r? — _EEEg (3.55a)
qo _ _ 10€0%pp OL; 3.55b
U slucaju struje koja teCe u z smjeru rubni uvjeti glase:
A%, —A°|_ =F (3.56a)
E? =E%_. (3.56b)

Rubni uvjeti (3.56) su rubni uvjeti za cjelokupno polje, a jednadzbe (3.50) i (3.49a) su

jednadzbe za koeficijente rastava rjeSenja u Fourierov red. Zbog ortogonalnosti baznih funkcija
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moguce je rubne uvjete (3.56) prevesti u rubne uvjete za koeficijente:

10| — A =T (3.57a)
EY . =—EY . (3.57b)

Iz rubnog uvijeta za koeficijente u rastavu £? polja dobije se prvi uvjet na koeficijente A, i
B,:
AnIn(Aga) = ByHP (Aza). (3.58)

U slucaju kada Agd nije jednako nultocki Besselove funkcije moguce je izraziti koeficijent

A, preko koeficijenta By,:
(2)
A, =—1>—-~2 3.59
Rubni uvjet na komponentu polja H,;P daje drugu jednadZbu za koeficijente A, i B,;:
(DEHE WENE,
SO0 2, Y (e + 0500 ) p Andn(Apa)) = J. (3.60)

Uvrstavanjem jednadzbe (3.59) u jednadzbu (3.60) te mnoZenjem s J,(Aga) dobije se izraz

za koeficijent B,,:

B2 (Aa) T (Apa) + ByH D (Asa)dy(Apa) = i

T — 3.61
"iAE 0EEpp (5.61)

Lijevu stranu izraza (3.61) moguce je pojednostavniti upotrebom adicijskog teorema za Be-
sselove funkcije [[76]:
B,— T, (Aga)J? (3.62)
= - a . .
" 20&)€p) N

Uvrstavanjem prethodnog izraza u jednadzbu ((3.59) dobije se jednadzba za koeficijente Ay,:

mal) (2)
A, = ——— H (Aga)J?. 3.63

Pomodu koeficijenata A, i B, moguce je izraziti ukupno rjeSenje jednadzbe (3.494):

1aQ o [a(ep)H (Rea), p<a

E\'Z(p’kz) T T e Un
2088 " | J,(Apa)HY (Aep), P > a,

(3.64)

iz kojeg je primjenom veza (3.54) moguce izraCunati sve ostale komponente polja.
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3.4.2 Strujniizvor nalazi se na cilindru polumjera a s komponentom struje
u ¢ smjeru
U slucaju kada struja tece u ¢ postoji komponenta polja H u z smjeru pa su za cjelokupan opis

modela potrebne komponente E: i H te dva dodatna rubna uvjeta. Pomocu njih je moguce
izracunati sva Cetiri koeficijenta u jednadzbama (3.51) i (3.52).

Slika 3.6: Struja tece u ¢ smjeru

Ukupni rubni uvjeti su:

Hy|y — H|- = —J¢ (3.65)
A’ =A% (3.65b)
Efly = —Ej|- (3.65¢)
EPl =—Ef|- (3.65d)

Uvrstavanjem opéeg rjeSenja (3.51)) i (3.52) u rubni uvjet dobije se veza izmedu
koeficijenata A, 1 By:

2
H (Aga)
Jn(Aga)

a iz rubnogo uvjeta (3.65d) dobijemo vezu izmedu koeficijenata Cy, i Dy,:

A, = B,, (3.66)

22 (Aga)

Cn = IJn(Aga) "

(3.67)

Uvrstavanjem izraza za koeficijente C,, i D,, u rubni uvjet dobije se izraz za koefici-
jent Dy:
D, (H,$2> (Ama)In(Aya)’ —H,E”(AHa)'Jn(;LHa)) — —In(Aga) S, (3.68)

Pomocu adicijske formule za Besselove funkcije [[76] moguée je pojednostavniti izraz ko-
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eficijent D, a time i izraz za koeficijent Cy:

iana

C, = TJ;PH,ﬁz)(AHa)’ (3.692)
D, = M;LHaf,fJn(/lHa)’. (3.69b)

UvrStavanjem izraza za konstante C,, i D,, u rjeSenje (3.52)) dobije se rjeSenje za komponentu
polja H::
2
iTClHa'fphi Hrg )(A'Ea)/-]n(/lEp)v p<a

a g4 7\
Hn(p7k ) - 2 n (2) ,
Hy” (Aep)In(Aea)’, p > a.

(3.70)

Druga dva koeficijenta moguce je izvesti iz rubnog uvjeta (3.65b). UvrStavanjem rjeSenja
(3.51) u rubni uvjet (3.65b) daje jednadzbu koja povezuje koeficijente A, i By:

nk*

LK @) _ io&Ep) )y vy
QaDan (7[.[-1(1) 9) AEBan (lEa) +QaCan(7LHa)+

LOEYEpp

A.EAan (/'LEa)’ =0.
(3.71)

Elemente u jednadzbi (3.71]) mogude je grupirati na sljedeci nacin:

nk* (2)
o <Can(/lHa) — D,H} (/lHa)> n

I0EHYEpp

(AnJ,,(/lEa)’—BnH,$2>(/1Ea)’> —0. (372

UvrStavanjem izraza za koeficijente C,, i D, (3.69) u prethodnu jednadzbu dobije se druga
veza izmedu koeficijenata A, i B,:

ink* "

r (2) r_
Apdn(Aga)' — ByH,” (Aga) —a)eospp?LEaJ” , (3.73)

koja zajedno s jednadZbom (3.60) daje izraz za koeficijent B,:

ink*

174(2) 2 / -
B, (Jn()“Ea) Hy"(Aga) — Hy™ (Aga) Jn()LEa)> (DEOSPP;LEQ

Jo(Apa)f?. (3.74)

Pomocu adicijskog teorema za Besselove funkcije moguce je pojednostavniti koeficijente
A, 1By

B,= ——J.(Aga)J? 3.75
n 2w808pp n( Ea) n ( a)
nk* 2) ,
= " 1Y Aza) . 3.75b
20€0€pp (Apa)J; ( )

Uvrstavanjem koeficijenata (3.735) u rjeSenje (3.51) dobije se potpuni izraz za elektri¢no
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polje:
. Ju(A H,gz) Ara), <a
Eip, &) = o (Aep) i (Aea). (3.76)
20&0€p " | ,(Asa)H (Aep), p > a.
Rjesenja i zajedno s vezom izmedu polja (3.54) omogucéuju nam izraunavanje
svih potrebnih komponenti polja u problemu sa slike [3.6]

3.5 Primjene prethodno izvedenih metoda

3.5.1 Karakterizacija planarnog metamaterijalnog sloja

Prethodno izvedeni modeli primijenit ¢e se na karakterizaciju metamaterijalnog sloja nacinje-
nog od periodi¢no slozenih traka Sirine w unutar periodi¢ne strukture s periodom p,. Opisanu
strukturu moZemo vidjeti na slici Ovakve strukture najcesce se koriste za izradu umjetnih
anizotropnih materijala s permitivnoS¢u manjom od 1. Opisane strukture karakterizirat cemo
preko rasprSenja elektromagnetskog vala. Podrobniji opis koristenih tehnika nalazi se u iz-
vjestaju [36]. U primjeru sa slike debljina umjetnog anizotropnog sloja iznosi d = 2 cm,
permeabilnost je jednaka 1, permitivnost iznosi & = €, = 11 & = 0.5. Radna frekvencija sus-
tava iznosi 4 GHz. Struktura sa Zeljenom permitivnoS¢u moZze se izvesti pomocu metalnih traka
s periodom p, = 3 cm. Iz koeficijenta refleksije i transmisije za okomiti upad moguce je izra-
Cunati konstitutivne parametre. Na slici[3.8)moZemo vidjeti parametre (i, i €, opisane strukture.
Kako bi dobili €, = 0.5 moramo uzeti Sirinu trake w = 0.9 mm. Treba uoCiti da struktura mijenja
permeabilnost u x smjeru pa dobijemo p, = 1.145 za w = 0.9 mm. Na slici[3.10|prikazana je us-
poredba amplitude i faze koeficijenta refleksije za anizotropni sloj s parametrima &, = €, = 1.0,
& =0.51 u, = 1.0 te fazu koeficijenta refleksije za strukturu sa slike

- & .

W Px

Slika 3.7: Periodicna struktura koja se sastoji od traka nacinjenih od savrSenog metala poloZenih unutar
dielektri¢nog medija

Sli¢na analiza primjenjena je i na viseslojnu strukturu u kojoj se dimenzije traka mijenjaju
po slojevima strukture. Opisana struktura moZe se vidjeti na slici Na slici dan je
koeficijent refleksije na danoj strukturi, a na slici dana je usporedba faze.
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koeficijent refleksije

5[]

Slika 3.9: Usporedba koeficijenta refleksije za strukture sa slike te za anizotropni sloj s parametrima
&=¢=10,6=05iu,=1.0
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Slika 3.10: Usporedba faze koeficijenta refleksije za strukture sa slike te za anizotropni sloj s para-
metrima & =& = 1.0,¢&,=05iu, =1.0

Slika 3.11: Periodic¢na struktura koja se sastoji od traka nacinjenih od savr§enog metala poloZenih unutar
viSeslojnog dielektricnog medija

Na slici [3.14] prikazana je geometrija dvoslojne cilindri¢ne strukture. Za prikazanu cilin-
driénu strukturu odredeni su efektivni parametri te je usporedeno rasprSeno polje od prika-
zane strukture s rasprSenim poljem od anizotropnog homogenog materijala. Parametri planarne
strukture su P, = 3 mm, W = 0.9 mm, d = 2 cm, a radna frekvencija je f =4 GHz. Parametri
cilindri¢ne strukture su Py 1 = 25 mm, Py = 30 mm, W = 1.15 mm, a radna frekvencija iz-
nosi f =4 GHz. Vanjski radijus strukture iznosi 114.5 mm, unutarnji radijus iznosi 95.5 mm, a

svaki sloj sadrzi po 24 trake. RasprSenje na cilindri¢noj anizotropnoj strukturi izracunato je po-
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Slika 3.12: Usporedba koeficijenta refleksije
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Slika 3.13: Usporedba faze koeficijenta refleksije
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W e

Slika 3.14: Cilindri¢na metamaterijalna struktura

mocu izvedenog algoritma. Pomoc¢u homogenizacije metapovrsina je predstavljena dvoslojnom
anizotropnom cilindrinom strukturom s parametrima €, = €y = 1, &, = 0.33, &;;; = 0.45, a
Mo = Uz = 1, Uy;1 = 1.158. Debljina svakog pojedinog sloja iznosi 19 mm. ViSe o spome-
nutoj strukturi moZe se naci u Clanku [78]]. Ekstrakcija parametara temeljena na prethodnim

metodama opisana je u izvjestaju [36]].
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Slika 3.15: Usporedba rasprSenog polja od periodicke strukture nacinjene od metalnih traka i homogenog
anizotropnog sloja

Na slici prikazana je usporedba rasprSenog polja od homogene anizotropne strukture
1 od cilindricne metamaterijalne strukture nacinjene od dva sloja metamaterijala. Dobiveno je

vrlo dobro poklapanje raspr§enog polja od homogenog anizotropnog sloja te viseslojne strukture
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nacinjene od metalnih traka.
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Poglavlje 4

Kosi upad elektromagnetskog vala na
metalni cilindar unutar anizotropnog

viSeslojnog plasta

Rasprsenje elektromagnetskog vala na metalnom cilindru unutar anizotropne viSeslojne struk-
ture je predmet znanstvenog istrazivanja zadnjih dvadesetak godina [[79]], [80],[81]. Potreba za
analizom takvih struktura porasla je pojavom metamaterijala i plaSteva nevidljivosti nacinjenih
od metamaterijalnih struktura [41], [82], [42]. Metamaterijalni plaStevi nevidljivosti dizajniraju
se po uzoru na gravitacijske probleme. Glavna ideja u pozadini plasteva nevidljivosti je imi-
tiranje gravitacijskih fenomena koriStenjem metamaterijala. Na taj na¢in moguce je imitirati
svojstva mase i gravitacijskog polja te dobiti efekte savijanja vala po uzoru na savijanje zraka
svjetlosti pored velikih masa [41], [83], [84], [85], [86] i svi veliki efekti teorije gravitacije
mogu se dobiti pomocu strukture nacinjene od metamaterijala [87], [88]], [89]. Paralelno s ra-
zvojem metamaterijalnih struktura razvilo se i podrucje zvano transformacijska optika koje nam
omogucuje da raznim transformacijama dodemo do parametara koje analizirana struktura treba
imati kako bi elektromagnetski val kroz nju putovao u Zeljenom smjeru [90]. S druge strane,
zanima nas kakva trebaju biti svojstva materijala (€ i i) koja ée omoguciti neke od prethodnih
efekata. KoriStenjem transformacijske optike moguce je rigorozno analizirati problem i zaklju-
Citi kakav je materijal potreban [91], [92]]. TeZe pitanje, a ujedno i predmet velikog istraZivanja
zadnjih godina, je kako naciniti materijal s trazenim parametrima [36l], [13], [93] i [12]]. To je
veliko otvoreno pitanje 1 do sada nije ponuden kvalitetan odgovor nego se dizajnu svake poje-
dine strukture pristupa po principu pokusaja i pogresaka. Teorija u pozadini je dovoljno sloZena
da do sada nije u potpunosti analizirana nego se strukture dizajniraju optimizacijom.

Prakti¢na realizacija nekih plasteva nevidljivosti sastoji se od vise slojeva metamaterijalnih
struktura. Plast nevidljivosti na mikrovalnim frekvencijama demonstrirao je Schurig u ¢lanku

[82]. Taj plaSt nevidljivosti radi samo za 7'M, polarizaciju pobudnog vala. PlaSt nevidljivosti
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za TE, polarizaciju demonstriran je u ¢lanku [42]]. Oba plaSta nevidljivosti dizajnirana su za
okomiti upad elektromagnetskog vala, a slu¢aj kosog upada nije komentiran. Problem kod ko-
sog upada elektromagnetskog vala na takve strutkure je u tome $to je za rjeSavanje kosog upada
potrebno rjeSavati sustav diferencijalnih jednadzbi, a ne jednu jednadZbu, $to oteZava proces
rjeSavanja problema. Cinjenica da moramo rjeavati sustav jednadZbi povezana je s time da se
kod takvih objekata javlja efekt depolarizacije, tj. u slucaju kada na objekt upada val jedne po-
larizacije, javi se 1 njegova kriZna polarizacija. Vaznost kriZzne polarizacije kod analize plaSteva
nevidljivosti analizirana je u ¢lanku [94]. U veéini prakti¢nih slucajeva parametri strukture re-
prezentirani su dijagonalnim matricama Sto uvelike olakSava analizu. Palanarne strukture dobro
su opisane u nekoliko ¢lanaka [29] i [95] dok se analiza cilindri¢nih struktura orijentirala po-
najviSe na okomiti upad [95]. Potreba za rjeSavanjem kosog upada na anizotropne cilindri¢ne
strukture javlja se u raznim primjenama [96], [97], [16] i [98].

Kosi upad na cilindriéne anizotropne strukture razmatran je u nekim slucajevima, ali su ti
slucajevi padali na testu izracuna jer su uvijek zavisili od generiranja specijalnih funkcija ili
drugih posebnih procedura koje su bile slabo opisane u ¢lancima [99]].

U ovom poglavlju izvest ¢emo metodu izraCuna rasprSenja elektromagnetskog vala na me-
talni cilindar unutar anizotropne, viSeslojne strukture te je primijeniti na modeliranje rasprSenja
uslijed kosog upada elektromagnetskog vala na Schurigov 1 Caijev plast nevidljivosti [82], [42]].
Egzistencija i1 jedinstvenost rjeSenja za kosi upad elektromagnetskog vala na metalni cilindar
unutar anizotropnog i chiral medija razmatrana je u ¢lancima [[100] i [101], a numeri¢ke metode
za okomiti upad elektromagnetskog vala na opcenite anizotropne strukture opisane su u knjizi
[67]. Primjena izvedene metode na plasteve nevidljivosti uz optimizaciju plasteva za odredene
upadne kuteve moZe se procitati u izvjeStaju [39] te Clancima [37] 1 [38]. Model 1 numericka
metoda za kosi upad elektromagnetskog vala na anizotropne strukture omogudit ¢e efikasnije
dizajniranje i optimizaciju plasteva nevidljivosti koja je do sada radena samo za okomiti upad

elektromagnetskog vala [17] i [18]].

4.1 Izvod modela kosog upada elektromagnetskog vala na
kruzni cilindar nacinjen od savrSenog metala koji se na-

lazi unutar viSeslojnog anizotropnog plasta

U ovom poglavlju razmatra se kosi upada elektromagnetskog vala na kruzni cilindar nacinjen
od savrSenog metala koji se nalazi unutar anizotropnog viSeslojnog plasta. Zbog cilindri¢ne
simetrije problema koristit ¢emo cilindri¢ni koordinatni sustav orijentiran na nacin da je z koor-
dinata koordinantog sustava poravnata s osi promatranog cilindra. Promatrat éemo anizotropni

plast Ciji se parametri € 1 4 mogu prikazati dijagonalnim matricama u cilindri¢noj koordinant-
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noj bazi. Koordinanti parametri tenzora € i 1 su opCenito funkcije od udaljenosti od ishodista p
i kuta u odnosu na os x, @, ali su invarijatne u odnosu na varijablu z. U slucaju koji modeliramo
zanimat ¢e nas parametri koji su funkcije samo udaljenosti od ishodiSta p. Kako je rije€ o plastu
kojeg se stavlja oko kruznog cilindra, ima smisla promatrati parametre koji su invarijantni po
varijabli @, tj. plast koji ne ovisi o smjeru dolaska vala. U primjenama plasteva nevidljivosti ne
znamo smjer dolaska vala, a kako Zelimo da se anizotropni plast ponaSa jednako za sve smje-
rove dolaska smisleno je promatrati parametre koji su neovisni o smjeru dolaska vala. Elementi
matrica koje reprezentiraju tenzore € i u Ce biti funkcije samo varijable p. Opisani objekti
nas zanimaju isklucivo zato Sto su svi prethodno spomenuti plastevi nevidljivosti izvedeni kao

dvodimenzionalni objekti. Tenzori € i i bit e oznaceni kao:

gp 0 0 Hpp O 0
€= 0 &y O H= 0 wyyp O 4.1)
0 0 & 0 0w

u kojima indeksi govore koji dijagonalni element parametar opisuje. Primjenom razlicitih tran-
sformacija u nastavku ovog poglavlja, problem kosog upada elektromagnetskog vala svest cemo
na jednodimenzionalan problem. Zbog simetrije objekta po varijabli z moguce je pretpostaviti
da ée rjeSenje na razli¢itim visinama biti samo fazno pomaknuto. Pomocu te simetrije moguce je
pretpostavljenim oblikom rjeSenja nakon jedne transformacije svesti pocetni trodimenzionalni
problem na dvodimenzionalan. Izvan ograni¢ene domene Qo C R?, koja je u slucaju visesloj-
nog plasta jednaka zadnjem sloju dielektrika, nalazi se homogen izotropan medij bez gubitaka
kojemu su € i u konstantni. Najcesce je to zrak, ali moze biti i medij s € # 1. Pobuda je planarni

elektromagnetski val frekvencije @:

((g;'nc(x’ya Z) ) %nc(xuyy Z)) - (Einc(xay)yHinc(xay)) eia)t—ikzz‘ (42)

Upadno polje definirano je u cijelom prostoru R?. Nakon $to val ude u prostor kojeg &ini
plast dolazi do metalnog cilindra te se nakon interakcije sa savrSenim metalom stvara raspr§eno
polje (&5,-74;) koje ima istu prostornu varijaciju u smjeru osi z kao i upadni val (&, #nc) te je

iste frekvencije @. Ukupno polje izvan cilindra jednako je zbroju upadnog i rasprSenog polja:

(&(x,3,2), 7 (x,9,2)) = (E(x,y),H(x,y)) e'® = (4.3)
= (Bine(x,y) + Es(x,), Hine (x,y) + H (x,)) € 72, (4.4)

Zbog cilindri¢ne simetrije strukture koristit cemo zapis vektora u bazi cilindricnog koordi-
natnog sustava E = (E P E ¢,EZ) iH= (H P HY H Z). Ukupno polje (4.3) zadovoljava Maxwel-
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Slika 4.1: Kosi upad elektromagnetskog vala na metalni cilindar unutar anizotropnog plasta

love jednadZbe uz rubne uvjete na granici medija i rubni uvjet na savrSenom metalu. Kako bi
pronasli diferencijalne jednadzbe za polja & i .77 u opisanoj strukturi, potrebno je krenuti od
Maxwellovih jednadZbi te koriStenjem simetrija problema i raznim transformacijama doci do
sustava jednadzbi koji opisuje problem. Rotorske Maxwellove jednadZbe u cilindri¢nom koor-

dinatnom sustavu za elektri¢no polje & glase:

%8;: — 8a—é;¢ = —iUoMpp S P (4.5a)
% — aa—(iz = —i@UoUyy 7 (4.5b)
%3 (gf")) B %9;("1)" oo A, (4.5¢)
a za magnetizirajuce polje J¢ glase:
%af;z - a°a%:¢ = —iweyErp &P (4.6a)
&a%:” — aj:z = —iwEYEYyE? (4.6b)
1138 (l;zf)i”¢) — %aa’%;p = —iwee, E°. (4.6¢)

Uvrstimo li pretpostavljeni oblik varijacije polja u z varijabli dobit éemo jednostavniji sustav
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parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi koji glasi:

1 JE*

590 +ik*E® = —iwpopppHP (4.7a)
—ik°EP — %iz = —ioU o H? (4.7b)
%3 (§§¢) _ 11)9811:; iU (4.7¢)
;l)a;f +ik*H® = —iweyepp EP (4.74d)
—ik*HP — a;z = —iweyEyyE? (4.7¢)
19 (pH"’) L IH" = —iwgye E*. (4.71)

p dp  pIb

Dobiveni sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi (4.7) moguce je jo§ pojednostavniti.
Objekt unutar kojeg promatramo polje je kruznog oblika pa je smisleno rastaviti rjeSenje u
Fourierov red iz Definicije Rastavom rjeSenja u Fourierov red sveli smo problem na koefi-
cijente kao funkcije samo jedne varijable, a time i sustav parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
na sustav obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi. U tom procesu kljucna je stvar to §to su ele-
menti Fourierove baze medusobno ortogonalni [102]. To nam omoguéuje da dobijemo odvojeni

sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi za svaki pojedini koeficijent u rastavu rjeSenja u Fouri-

erov red:
Mg RS = HP 4.8
o B tIKE] = —iopiolippH] (4.82)
J0E?
—ikEP — ap" = —iopotgyHY (4.8b)
19 (pE,?) n_ o . z
ET — E n = —lOUoHH; (4.8¢)
%Hﬁ +ikH? = —iweyeppEP (4.8d)
HZ
—ik*HP — %p" = —iwegEsp EY (4.8¢)
19 (pH,?) n o . z
P T EHH = —imeye,EL. (4.81)

Komponente polja E i H medusobno su ovisne, a zbog cilindri¢ne simetrije mogude je p i ¢

komponetne polja izraziti pomocu z komponenti. U prvom koraku iz jednadzbi (4.8a)), (4.8b)),

59



Kosi upad elektromagnetskog vala na metalni cilindar unutar anizotropnog viseslojnog plasta

@.8d) i dobijemo jednadZbe za p i ¢ komponente polja:

n 1 k*

EP = —H: + HY (4.92)
—k? | JH?
EY = HP T (4.9b)
WEHEH ¢ WEHEyy IP
) —n 1 z kZ )
HP = —Ei— Ef (4.9¢)
OloHpp P OHolpp
k¢ | OJE}
HY = EP ! n (4.9d)

Ofotgy  ©OHUoley Ip

U prethodnom sustavu jednadZbi moZemo primijetiti nekoliko zanimljivih stvari. Promo-
trimo li jednadzbu za Ef komponentu polja vidimo da se s njene desne pojavljuju samo z i ¢
komponente polja H. U jednadzbi za H? {#.9d) javljaju se p i z komponente polja E. Uvritava-
njem jednadzbe (4.9d) u jednadzbu u jednadzbi (4.9a)) ostat ée samo z komponente polja
E i H te p komponenta polja E. U tom slu¢aju moguce je izraziti komponentu polja EP preko
komponenti E* i H*. Sli¢nim postupkom u jednadzbama (#.9b)), (4.9¢)) te (4.9d) dolazi se do

sustava jednadzbi u kojemu su p i ¢ komponete polja E i H izraZzene preko komponenti E< 1 H*:

gp— @l 1. ik JE; (4.10a)
" Qép - (kz)z p " qg)p - (kz>2 8p
E? = H: + L (4.10b)
" Cllz)¢ — (k)2 " Q,Z)q) — (k)> dp
HP = — ;za)eosw lE,i - ik JH} (4.100)
qp(]) - (kZ)Z p qp¢ - (kZ)2 ap
< IDEHE :
Y=Ly 0% OF, (4.10d)
Gp— (k2P q5,—(k)? dp

Radi jednostavnijeg zapisa uvodimo pokrate za koeficijente:

Gpo = dpe(P) = O Lollpp€0Eso (4.11a)
Top = dgp(P) = O Lolipy €0Epp (4.11b)

te standardnu pokratu za derivaciju:
(p). (4.12)
Uvrstavanjem jednadzbi (4.9) u jednadzbu (4.81) i jednadzbu dobije se sustav obi¢nih

diferencijalnih jednadzbi koji opisuje ponasanje elektricnog i magnetizirajueg polja unutar
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opisane strukture:

P (E) +p (B + | p? (a3 — ()%) == o0 = e ) e
! ! o Ep gy —(K)&p ) "

- 2 — (k)2 /
ink <l_q¢p ( )>(Hrzl) -0 (4.13a)

WEEPp Gy — (K)?

2 z7\2
2 "~ 2( 2 N Mz 290 — (K) g\
< po ) Hpp Clép — (k)2 Hpp
ik Tgp — (K)?
OUotpp 61,234, — (k#)?

- 1) (E5) =0. (4.13b)

Kako bi pojednostavnili zapis jednadzbi unutar sustava (4.13]) uvodimo pokrate za koefici-

jente:
Ap)=p* (dbp —K) .= 2230 X (4.142)
p)=p*(qpp —K) == —n? 32— ¢ 14a
op €pp Tpo — K €pp
. 1z 2 — Kk
B(p)=p—" (1= Tor (4.14b)
WEHEp 9oy — K
2( 2 e 299 —K oy
Clp)=p°(q5s — k)= —n (4.14¢)
< po > Hpp Qép — k% Upp
. 2 V4
ink* Gop —k
D(p)=p— w1, (4.14d)
Holpp \ 4py —k

Uz uvedene pokrate (4.14) sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (4.13)) jednostavnije za-

pisujemo kao:

p2(EZ) +p (EY) +AE:+B(HZ)

p2 (HZ) +p (HZ) +CH:+D(EZ)

0 (4.152)
0. (4.15b)

Uz sustav jednadzbi (@.13) potrebni su i rubni uvjeti kako bi mogli rijeSiti rubni problem
sa slike .1l Unutar anizotropnog plasta nalazi se metalni cilindar kojeg ozna¢imo oznakom
Q.. Objekt koji sadrZi cilindar te j slojeva oznaCavat emo s , a cijeli objekt (cilindar sa svim
slojevima plaSta) oznacit emo s Q,,. U opisanoj geometriji ¢ i z komponente polja predstavljaju
tangencijalne komponente polja na granici izmedu metalnog cilindra i anizotropnog plasta te na

granici izmedu dva susjedna sloja anizotropnog plasta. 1z rubnog uvjeta za elektricno polje na
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metalnoj povrsini dobiju se dvije jednadzbe za tangencijalne komponente polja:

0 (4.16a)
E:(Q7) =0 (4.16b)

Na vanjskom rubu cilindra, kao i rubovima svih unutra$njih slojeva tangencijalne kompo-

nente elektri¢nog i magnetizirajuceg polja su neprekidne:

E}(QF)=E(Q)) (4.17a)
EL(Q]) = E;(Q)) (4.17b)
E}(Q7)=E}(Q,) (4.17¢)
EL(Q)) =EX(Q,) (4.17d)
isto kao 1 tangencijalne komponente magnetizirajueg polja H:
HY(Q7)=H)(Q}) (4.18a)
H(QF) = H(Q;) (4.18b)
HY (QF)=H}(Q,) (4.18c¢)
H(Q)) = Hi(Q,) (4.18d)

Sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (4.13) zajedno s rubnim uvjetima (4.16), (.17) i
(4.18)) daje potpuni opis rasprSenja elektromagnetskog vala na kruznom cilindru nac¢injenom od

savrSenog metala koji se nalazi unutar anizotropne viseslojne strukture.

4.1.1 Zasto se u razmatranom modelu javlja sustav jednadzbi?

U modelu problema sa slike 4.1] opisanom sustavom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi @.15))
zajedno s rubnim uvjetima (4.16), (4.17) i @.18)) te koeficijentima materijala (4.1) javlja se

potreba za rjeSavanjem sustava jednadzbi koje opisuju E* i H* komponente polja. Iz izvoda

modela vidljivo je da nije moguce opisati ponaSanje na strukturi samo preko E ili samo preko
H komponenti polja nego su za cjelokupni opis problema potrebna oba polja i svi rubni uvjeti.
Ovakvo ponasanje javlja se zbog dvoosne anizotropije strukture, tj. zato $to su parametri €
1 U reprezentirani dijagonalnim matricama Ciji su svi koeficijenti medusobno razliciti.
Pogledom na sustav jednadzbi koji opisuje ponasSanje sa slike mozemo se pitati kada Ce se
raspregnuti polja, tj. kada nece biti potrebno rjeSavati sustav jednadzbi (.135)). Fizikalno, taj
slu¢aj odgovara situaciji u kojoj ne dolazi do depolarizacije upadnog elektromagnetskog vala.
Promatranjem jednadZbi mozemo zakljuditi dvije stvari. Prva se odnosi na kut upada elek-

tromagnetskog vala. U sluCaju okomitog upada elektromagnetskog vala na cilindar sa slike
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valni vektor upadnog vala ima oblik k = (kl,kz,O), tj. k> komponenta koja je usljed transfor-
macije koordinata u cilindri¢ni koordinanti sustav jednaka komponenti k° jednaka je 0. U tom
sluc¢aju koeficijenti B i1 C jednaki su O te se sustav obicnih diferencijalnih jednadzbi razdvoji na

dvije odvojene obicne diferencijalne jednadzbe koje opisuju E i H polje. Dobijemo sustav:

2
" ’ E q &
p2(ED) +p(ED) + <p2 (a55) == —n2$ﬂ) Ei=0 (4.19)
PP 9p¢ Epp
2
" I q
p2(H) +p (H) +  p? (43y) 15 20200 ) i o, (4.19b)
Hpp 9gp Hop

Ove jednadZzbe su obicne diferencijalne jednadzbe Besselovog tipa koje imaju analiticka
rjeSenja [[103]]. Kako bi u potpunosti rijesili problem potrebni su nam i rubni uvjeti. U opisanom
slucaju dolazi i do rastavljanja rubnih uvjeta na dva polja. Iz jednadzbi za ¢ komponetne polja

dobijemo:

E = L 4.20a

WEHEyy P ( )
—7 4

o L (4.20b)
OUotgy IP

tj. rubni uvjet za E? komponentu polja koristit ¢emo u jednadzbi za H? komponentu polja i
obrnuto. Rubni uvjeti su se isto razdvojili na dvije odvojene klase rubnih uvjeta. Osim njih,
mozemo koristiti i rubne uvjete za z komponente polja koje u sebi nemaju suprotno polje. U
slucaju okomitog upada elektromagnetskog vala na strukturu sa slike {. 1| problem se razdvojio
na odvojene probleme za E* 1 H* komponente polja te se problem sveo na rjeSavanje jedne
obic¢ne diferencijalne jednadZbe, a ne sustava jednadZzbi.

Druga kljucna stvar je dvoosna anizotropija strukture, tj. Cinjenica da su svi dijagonalni
koeficijenti u matricama kojima su reprezentirani € i 4 medusobno razliiti. U slu€aju anizo-
tropne strukture kod koje koje nisu svi koeficijenti medusobno razliciti moZemo dobiti drugacije

ponasanje. Ako uzmemo jednoosno anizotropnu strukturu oblika:

&p 0 0 Wy 0 0
E=1 0 gp O =10 puyp O (4.21)
0 0 & 0 0 p

dobit cemo jednostavnije koeficijente B 1 C Cak 1 u slucaju kosog upada elektromagnetskog vala.
Kao 1 kod okomitog upada ispast ¢e da su koeficijenti B i C jednaki O Sto rezultira time da se

sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi (4.15]) opet razdvojio na dvije odvojene obi¢ne diferen-
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cijalne jednadZzbe. Takoder, preostala dva koeficijenta su pojednostavljena pa nove jednadzbe

glase:

P2 (ED) +p (E2) + (023 tpp€ss —n?) EZ =0 (4.222)

P2 (HY) +p (HY) + (0*k3eppes, —n*) H: = 0. (4.22b)

Jednadzbe za E* i H* polja su obic¢ne diferencijalne jednadzbe Besselovog tipa. Na isti nacin
kao i u prethodnom slucaju, moze se do¢i do rubnih uvjeta i rijesiti problem. Problem jednoosne
anizotropne planarne ili cilindri¢ne strukture opisan je u Poglavlju 3.

Ako se umjesto jednoosne anizotropne strukture pretpostavi plast od homogenog materijala

s parametrima [, i €., onda se jednadzbe (4.22)) nece previSe promijeniti:

P2 (E2) +p (EY) + (p*K3ure, —n?) EL =0 (4.23a)

P2 (HE) +p (HE) + (p*K3ertty —n*) HE = 0. (4.23b)

U zraku se problem joS malo pojednostavljuje. Zrak je izotropan, homogen medij s jedini¢-
nom relativnom permitivno$¢u i permeabilnoséu. U tom slucaju takoder dobijemo Besselove

diferencijalne jednadZbe:

" !/ 2
PN +p 55) +0? (K- ) Ei =0 (4240

"

, 2
2 (5) +p () + 0% (- 2 ) Hi =0 (4.24b)

s istim rubnim uvjetima kao i u prethodnim slucajevima. Besselova obi¢na diferencijalna jed-
nadZzba ima rjeSenja razli¢itog oblika. U ovisnosti o fizikalnoj pozadini problema treba odabrati
pravo rjeSenje. Ne mogu sva moguéa matematicka rjeSenja zadovoljiti rubne uvjete problema
sa slike .1} Osim rubnog uvjeta na cilindru i meduslojevima, jako je bitan i Sommerfeldov
uvjet zracenja koji predstavlja "rubni uvjet u beskonacnosti". On nam omogucuje da od neko-
liko mogucih rjeSenja jednadzbi u zraku odaberemo ona rjeSenja koja ¢e predstavljati val koji se
raspriuje od strukture i odlazi u slobodni prostor. U slu¢aju vremenske ovisnosti ¢’ rjeSenje
koje zadovoljava Sommerfeldov rubni uvjet je rjesenje oblika H2, tj. Hankelova funkcija druge
vrste [[/7].
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4.2 Modeliranje pobude kod kosog upada elektromagnetskog

vala na kruzni cilindar

Postavit cemo koordinanti sustav na nacin predstavljen na slici Upadni elektromagnetski
val promatrat ¢emo u dvije odvojene polarizacije. Jedna polarizacija bit ¢e TM,, a druga TE,
[104]. Iz sustava jednadzbi koji opisuje elektromagnetsko polje u problemu sa slike @.1] vidimo
da se kod upadnog elektromagnetskog vala s elektricnim poljem u smjeru osi z javlja i depola-
rizacija, tj. nakon refleksije upadnog vala od strukture javlja se i magnetizirajuce polje u smjeru
osi z. Zato moramo opisati obje polarizacije jer kod obje pobudne polarizacije dobijemo oba
polja u z smjeru nakon refleksije. Zato $to rjeSavamo problem s kruZnom simetrijom koristit

¢emo rastav planarnog vala na Besselove funkcije:

e =Y J.(kp)e™® (4.25)

n——oo

4.2.1 Pobudni T M, elektromagnetski val

Upadni TM; elektromagnetski val prikazan je na slici 4.2] 1z pobudnog elektromagnetskog

vala moZemo izdvojiti valni vektor k te vektor elektricnog polja E. Zapisom svih komponenti

dobijemo:
Kine = ko (sin(a),0,—cos(at)) (4.262)
Einc = Eo (cos(a),0,sin(cx)). (4.26b)
A7 EI
Hi
oL

AX

Slika 4.2: Kosi upad elektromagnetskog vala u 7TM, modu na metalni cilindar unutar anizotropnog plasta

Uz valni vektor k te vektor elektri¢nog polja E dan s (4.26)) dobijemo zapis elektri¢nog polja
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upadnog elektromagnetskog vala:
Eine = Eo (cos(a),0,sin(a)) e~ Folsin(@)x+cos()z) (4.27)
te zapis elektricnog polja rasprSenog elektromagnetskog vala:
E, = Eo(—cos(),0,sin(a)) e olsin(@x+eos(@)z) (4.28)
U naSem modelu bitne su z komponente polja:

E: = Egsin(q)e *olsin(@)x+cos(a)z) (4.292)

mc

E? = Eysin(q)eko(sin(a)xreos(a)z) (4.29b)

Zbog invarijantnosti strukture u smjeru osi z moguce razmatrati elektromagnetski problem
samo u jednoj xy ravnini. Bez smanjenja opéenitosti mozemo izabrati ravninu z = 0. Na taj
nacin pojednostavit ¢emo zapis z komponenti polja (.29), a i cjelokupni ra¢un. Dobijemo:

E: = Eysin(o)e *osin(o)x (4.30a)

mc

E% = Eysin(o)ek0sin(@)x, (4.30b)

Fizikalno smisleno rjeSenje za rasprSeni elektromagnetski val izvan strukture dano je Han-

(2)

kelovom funkcijom druge vrste H,’. Pomocu reprezentacije eksponencijalne funkcije preko

Besselovih funkcija dobijemo izraze za polje izvan Q,, [105]:

[ee]

E% = Epsin (o Z i ”( (kK*p)+ Ry H? )(kzp)> ein? (4.31a)

N——o0

HE = Eysin () Z iC,H (kp) e? (4.31b)

n=—oo

gdje R, 1 C,, predstavljaju koeficijente refleksije po svakom modu. U slucaju 7'M, upadnog vala
ne postoji H* komponenta polja unutar upadnog elektromagnetskog vala, ali se ona javlja nakon

rasprSenja elektromagnetskog vala od strukture na slici 4.1 zbog depolarizacije .

4.2.2 Pobudni TE, elektromagnetski val

Upadni TE, elektromagnetski val prikazan je na slici[4.3] 1z upadnog elektromagnetskog vala
moZemo izdvojiti vacni vektor k te vektor magnetizirajuéeg polja H.

Koristeci istu tehniku kao i kod upadnog vala u TM, modu dobijemo zapis polja i u slucaju
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AX

H;

E

S

Slika 4.3: Kosi upad elektromagnetskog vala u 7T E, modu na metalni cilindar unutar anizotropnog plasta
druge polarizacije:

H? = Eysin(a Z i ”( kop) + CoH )(kzp)) einf (4.32a)

n=——oo

EZ = Eysin(a) Z i"RH (k.p) e (4.32b)

Nn——oo

Pomocu zapisa pobudnog i rasprSenog vala izvan strukture za oba moda upadnog elektro-
magnetskog vala (4.31)) i (4.32) popunjavamo i zadnji djeli¢ slagalice. KoriStenjem jednadzbi
(4.31) i (4.32) unutar numeric¢ke sheme koju ¢emo razviti, dobit ¢emo sve potrebne rubne uvjete
za rjeSavanje problema sa slike Rjesenjem dobivenog sustava do¢i éemo do koeficijenata
R, 1 C,, pomocu kojih moZemo opisati ukupno polje u bilo kojoj tocki prostora izvan promatrane

strukture.

4.3 Numericka metoda za problem kosog upada elektromag-
netskog vala na metalni cilindar unutar anizotropnog vi-
Seslojnog plaSta

Sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi zajedno s rubnim uvjetima @.16)), @.17), @.18)

unutar strukture i opisom ponasanja rasprsenog polja izvan strukture danim s (4.31)) i (4.32) nije

moguce analiticki rijeSiti. Ideja koju ¢emo primijeniti temelji se na postupku spajanja analiti¢-
kog rjeSenja koje je poznato izvan strukture i numerickog rjeSenja koje je poznato unutar struk-
ture na vanjskom rubu strukture. Sli¢ne metode mogu se pronaci u primjenama na akusticke
probleme [40]. Zbog jednostavnosti i brzine implementacije koristit ¢emo metodu konacnih
razlika [106].
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U slucaju koji promatramo relativna permeabilnost i permitivnost su po dijelovima nepre-
kidne funkcije. Jedini fizikalno smisleni slucaj je slucaj u kojem plast mozemo podijeliti na
slojeve materijala, tj. postoje to¢ke pi, pz...pm+1 kojima mozemo podijeliti anizotropni plast
na M slojeva unutar kojih su parametri permitivnosti i permeabilnosti konstantni. Prekid unu-
tar sloja upravo odgovara razli¢itim slojevima pa ¢e zato unutar pojedinog sloja materijal biti
neprekidan. Potrebno je zasebno diskretizirati svaki sloj i na rubu pomocu rubnih uvjeta spo-
jiti rjeSenje s rjeSenjem u susjednom sloju. Na taj nacin oCuvat e se veca glatkoCu rjeSenja
Sto Ce rezultirati ve¢om tocnoS€u. U literaturi su predloZeni i drugi pristupi unutar kojih se na
prijelazu izmedu slojeva stavlja tocka u diskretizaciji te se uzima srednja vrijednost parametra
s lijeve i desne strane ruba. Na taj naCin unesena je dodatna pogreska u sustav i rjeSenje vise
nema glatkoc€u koji bi imalo na nacin da se na svakom sloju rjeSava zasebno. Time je smanjena
toCnost metode [[107]).

Svaki sloj anizotropnog plasta potrebno je podijeliti uniformnom subdivizijom na N dije-
lova. Sirina pojedinog intervala u subdiviziji jednaka je h = l%, a ¢vorovi subdivizije nalaze
se na mjestima p,, = a + mh, gdje je m = 0,...N. Problem kojeg Zelimo rijesiti svodi se na
rjeSavanje rubnog problema za koeficijente E: 1 HS u Fourierovom rastavu polja E 1 H. Zbog
jednostavnijeg zapisa uvodimo E,,., = EX(pp) i Hypn = H (Pm)-

Koristit ¢emo centralne razlike za aproksimaciju derivacija u sustavu [62]:

, Epi1on — Em—1;

(ER) (pu) = = = (4.332)
y Eptin — 2Emn + Em—1:n

(ES) (pm) = h’;"* b, (4.33b)

Osim diskretizacije nepoznanica E 1 H potrebno je diskretizirati i ostale funkcije u sustavu.

Na taj naCin dobijemo diskretizirane koeficijente A, B, C i D:

2 2
Emzz 2 mop ~ ) Emgo

2( 2 2
An= (Pn) <qm;¢p ~ ) ) Empp g — (K% Empp (334
) m; B
. gz 2. — (k? 2
C()808m’pp qm;pq) — (kZ)
: 2 2
ink* Dn0p — (k°)
Con = P P Eo (4.34¢)
Hotm:pp \ iy.pg — (K°)
2 z7\2
2/ 2 2\ Mzz 29mpo — (k ) Mim;p¢
Dy = pyy (qm;p¢ — (k) ) wy "L o0 7ty (4.34d)
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uz oznake:

Tmepo = O Uolm:pp€Em:po (4.352)
Toop = O HOHun: 9 E0Em:pp- (4.35b)

Aproksimiranjem derivacije kona¢nim razlikama i aproksimacijom funkcija u sustav obic-

nih diferencijalnih jednadzbi (4.15) dobijemo sustav linearnih jednadzbi:

Enitn—2Enn+E; 1 Eniin—En_1 Hy, 1,—H,;, 1

2 Em+l; ; 1 +1; 1; A +1; 1;
(4.36a)

Hy1.,—2Hy +Hp— 1. Hy 1n—Hy_ 1 Eniin—En_1.

2 +1; ; 1 +1; L; +1; 1
(4.36b)

Dobivene jednadzbe grupiramo po vrijednostima polja E i H u pojedinim tockama diskreti-

zacije:
il (%m - %) Eptont (_z (P’ -I—Am) A <”7'" " %) Enita—  (4370)
(55 s (5 - s
%’" (%’” . %) Hy1n+ (—2 (%’”)2 +Dm) Hyn + %’” <%’" + %) Huiim—  (4.370)
() v (& a0 o

Za potpuni opis problema potrebno je diskretizirati i rubne uvjete (4.16),@.17) i (@4.18).

Unutar strukture, na granici slojeva, tangencijalne komponente polja su kontinuirana. Iz defini-
cija polja izdvojimo definicije ¢ komponeti polja. Zbog kompaktnijeg pisanja uvedemo pokratu

za koeficijente:

k*n 1
M, =— " (4.38a)
" qrzn;(pp - (kZ)Z pm
N, =—— “"FPF (4.38b)
k*n 1
Uu,=——— (4.38¢)
" Q,%upq) - (kz)Z Pm
10)
v, = — 2Hokpp (4.38d)

B ql%1;p¢ - (kz)27

pomocu koje je moguée kompaktnije zapisati diskretizirane rubne uvjete. Pri zapisu diskretizi-
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ranih rubnih uvjeta ispustit ¢cemo oznaku sloja u kojem se nalazimo jer promatramo svaki sloj
lokalno. Izvest ¢emo matricu sustava za svaki pojedini sloj domene i onda sve lokalne matrice
sustava spojiti u globalnu matricu. U nacinu zapisa koji koristimo zadnja tocka u diskretizaciji
sloja je tocka oznacena s N. Tocku oznacena s N +/ je [-ta tocka u susjednom sloju domene.
Koristenjem pokrata (4.38) dobijemo doskretizirane izraze za komponente polja pomocu kojih

izvodimo rubne uvjete:

E,.—E, 1.

HY)., = My Hypp + N’"’"T’“’” (4.39a)
H 5 _Hm— n

Epp = UpEpin+V ’”Tl (4.39D)

Koristenjem rubnih uvjeta (.17) i (.18)) te prethodne diskretizacije dolazimo do rubnih
uvjeta za ¢ komponente polja. UvrStavanjem zadnje tocke u diskretizaciji pojedinog sloja (m =
N) dobijemo:

Enyp — En—1 Enton —En+i;
MNHNnJFNNTn—MN+1HN+1;n+NN+1 = nh 0 (4.40a)

Hy:n — Hy -1, Hy o — Hy+1;
UNEN;”"FVN%:UN+1EN+1:n+VN+1 i nh o (4.40Db)

Grupiranjem prethodnog sustava jednadzbi po koeficijentima dobijemo:

Ny Ny Ny Ny

—TENA,;ML Y ENn+ h+ Eni1n— hs Eniopn+MyHN .y — My Hy 1., =0 (4.41a)
Vv VN VNt VN1

_THN 1+ I HNn+ h+ HN+1n_T+HN+2n+UNENn_UN+1EN+l;n:O- (4.41b)

Rubni uvjet (#.170) i (4.18b)) daju kontinuiranost z komponenti elektri¢nog i magnetiziraju-

¢eg polja preko granice dva sloja:

Hy.,n = Hyy1p (4.42a)
Eny=ENti1a. (4.42b)

Iz rubni uvjeta na savrSenom metalu (4.16)) dobijemo vrijednosti tangencijalnih komponenti

polja u prvoj tocki diskretizacije:

Ejn=0 (4.43a)
E{, =0. (4.43b)

Pomocu definicije polja E! iz rubnog uvjeta (4.43b) dobije se veza izmedu vrijednosti polja
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HZ u prve dvije tocke diskretizacije:
H, m HZ;n- 4.44)

S rubnim uvjetima @.44), @.43), @.42) i (4.41)) te sustavom linearnih jednadzbi (4.37)

imamo sve potrebne informacije za rjeSavanje problema opisanog sustavom obi¢nih diferenci-

jalnih jednadzbi (4.15)) i pripadnim rubnim uvjetima. Potrebno je jo§ pojednostaviti jednadZzbe
u rubnim tockama diskretizirane domene. KoriStenjem rubnih uvjeta (4.43)) i (4.44)) u sustavu

jednadzbi dobijemo prve dvije jednadZbe u prvom sloju anizotropnog materijala:

P22 P2\2 . P2 By B
2 (P2) p 4y ) Bt (P2 Es— 2 Hap + 22 Hyp = 44
( <h>+2) 2’+(<h> +2h) 3n ~ pyHan 5 Han =0 (4452)
5 (P2)_ P2 P2\*, P2 G
( 2<h) 2h+D2)H2;n+(<h) +2h)H3n+2hE3n_0 (4.45b)

S prethodnim jednadZbama postavili smo sve rubne uvjete izmedu slojeva i na metalnom
cilindru. Za ukupno rjeSenje problema potrebno je modelirati rubni uvjet na vanjskom sloju

anizotropnog plasta.

4.3.1 Rubni uvjeti na vanjskom sloju anizotropnog plasta za pobudu elek-

tromagnetskim valom 7 M, polarizacije

U slucaju pobude elektromagnetskim valom 7'M, polarizacije potrebno je spojiti izraze za rje-

Senje izvan anizotropnog plasta (¢.31)) s rubnim uvjetima na granici izmedu zadnjeg sloja plasta
i zraka @.41) i (4.42). Spajanjem rubnog uvjeta (4.41) i pobude (4.31)) dobiju se jednadzbe:

En,—E
MyHy:; n+NN+1n =

My sin(a)i "C,HS? (K-b) + Ny sin(ot)i ™" <Jn (Kb)' + RyHL (k%)’) (4.462)
HN;n _HNfl;n _

h
Uy.1sin(a)i ™" (Jn(k%) +R,H? (k%)) 4 Vi sin(@)i "CuHP (Kb). (4.46b)

UnEn.+VNn

Grupiramo li elemente u jednadZbama (4.46) po koeficijentima dobijemo:

—]%EN I+ AZV Enn+MyHye — i " sin(@) Ny 1 H\> (Kb) Ry —
i sin(0t) My 1 HyY (Kb)Cpy = i sin( )Ny 1J, (K°b)’ (4.47a)

_%HN 1n+ ‘; Hy., +UNEN,, — i "sin(a )UN+1H ( *b)R,—
i sin(0) Vi1 H (kb)Y Cy = i sin(a) Uy 1.1 J (k°B). (4.47b)
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Iz rubnog uvjeta za z komponente polja dobijemo zadnje dvije jednadZbe. Spajanjem rubnog

uvjeta (4.42) i pobude dobijemo:

Exon = i7" sin(@) (4, (6b) + R,HSD (k) (4.482)

Hyyn = i " sin()CuHy (kD). (4.48b)
Jednadzbe (4.48) nakon grupiranja po koeficijentima glase:

Enn— i "sin()HYY (&
Hyp — i "sin(o)H” (I

D)R, =i "sin(ot)J, (kD) (4.492)
b)C, = 0. (4.49b)

S jednadZbama i (4.49) upotpunjen je opis numiericke metode za problem sa slike
4.1 u sluc¢aju pobude T'M; valom.

4.3.2 Rubni uvjeti na vanjskom sloju anizotropnog plasta za pobudu elek-

tromagnetskim valom 7 E, polarizacije

U slucaju pobude elektromagnetskim valom T E, polarizacije spajanjem izraza za raspr$eno po-
lje izvan anizotropnog plasta (4.32)) s rubnim uvjetima na granici izmedu zadnjeg sloja plasta
1 zraka 1 dobit ¢emo rubne uvjete na vanjskoj granici anizotropnog plasta. Spaja-
njem rubnog uvjeta (4.41)) i pobude (4.32)) dobijemo jednadzbe:

Eny—En—1.
My iyt Ny = =2 =

My sin(@)i ™" (Jn(k%) +C,H? (k%)) + Ny1sin(@)i "RaHSD (Kb) (4.50a)
HN;n _HNfl;n _

h
Un-1sin(@)i "RuH\? (k°b) + iy 1 sin(a)i ™" (Jn (Kb +C,H,” (k%)’) . (4.50b)

UNEN+Vy

Grupiranjem elemenata u jednadzbi (4.50)) dobijemo jednadZbe povezane s rubnim uvjetom

@41):

N, N, .
_TN N—1;n t TNEN;n +MNHN;n —i" Sln(a)NN—HHrgZ) (kzb)/Rn_
i sin() My H (k5)Cpy = i " sin(0t) My 1, (kD) (4.51a)
v, v, .
—INHN_M + INHN;H + UyEnp — i " sin(c) U1 HY (kb)Ry—

i sin(0) Vs 1 H2 (b)Y C = i sin( ) Viys1J, (D). (4.51b)
Zadnje dvije jednadZbe dobijemo iz rubnog uvjeta za z komponente polja. Spajanjem rub-
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nog uvjeta (#.42) s pobudom (4.32)) dobijemo:

En = i "sin(00)R,H\” (k°b) (4.52a)
Hysn = i "sin() (J,, (Kb) + CpH? (k%)) . (4.52b)

Zadnje dvije jednadZbe u sustavu su:

Enen —i " sin(e)Hy” (Kb)Ry = 0 (4.53a)
Hyon — i "sin(00)H\” (kb)C,, = i " sin( o), (kD) (4.53b)

S jednadzbama (4.51) i (4.53) upotpunjen je opis numerickog rjeSenaj problema sa slike 4. 1]

u slucaju pobude TE, valom.

4.4 Primjena izvedene numericke metode na kosi upad elek-
tromagnetskog vala na metalni cilindar unutar anizotrop-
nog viseslojnog plasta

Prethodno izvedeni model primijenit ¢emo na analizu kosog upada elektromagnetskog vala na

Schurigovom i Caijevom plastu nevidljivosti [42, 82]].

4.4.1 Provjera prethodno izvedene numericke metode na testnim primje-
rima

Rezultate dobivene izvedenom metodom usporedit ¢emo s rezultatima iz literature. Usporedit
¢emo okomiti upad na cilindar od savrSenog metala, kosi upad na cilindar od savr§enog metala
unutar jednog sloja dielektrika te okomiti upad na cilindar nacinjem od savrSenog metala unutar
Schurigova plasta nevidljivosti nacinjenog od 10 slojeva aniozotropnog materijala. Usporedivat
¢emo radarski presjek [108]] dobiven opisanom metodom i GIDMULT algoritmom [31]. U
slucaju T M, pobude radarski presjek definiramo kao:

2
, (4.54)

E;

oop = lim 27[[) ‘
p—ree

inc

a u slu€aju TE, pobude kao:

2
S

o>p = lim 27p ‘ (4.55)
p—roo

inc

U izvodu izraza za radarski presjek koristit ¢emo asimptotsku aproksimaciju Hankelove
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funkcije za p — oo [44]. U slucaju T M, definicijski izraz radarskog presjeka prelazi u izraz:

Oop = ko i n_ZwR em¢ , (4.56)
a u slucaju TE, pobude u izraz:
020 = ko sin(a n;mC WP (437)
Usporedit ¢emo 1 vrijednost ukupnog rasprSenja definiranog kao:
Oow = |Si)—§c|’ (4.58)

gdje S;,. predstavlja Poyntingov vektor pobudnog vala, a S; Poyntingov vektor rasprSenog vala:

Sine = L 4.59
inc — 2n inc ( . a)
E 2
S, = |2;]| K;. (4.59b)

Koeficijent 1) predstavlja intrinzicnu impedanciju prostora u kojem se val giba, a k. 1 kg su valni
vektori vala koji se giba, odnosno koji se rasprSuje [54]. Ukupna rasprSena snaga definirana je

kao:

PL=p /S -pd¢. (4.60)
0

UvrStavanjem podataka za rasprSeni val u slu¢aju 7'M, pobude dobijemo:

2
2 — ,
P = R, e™"? 4.61
. p/ﬂkop n:z:’w ¢ (60
0
Pomocu ortogonalnosti Fourierove baze [71] prethodni izraz pojednostavni se u izraz:
t= — Z IR,|? (4.62)
n——oo
u slucaju T M, pobudnog vala te u izraz:
JTE_4 ¥ 2
o =5, L G (4.63)
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u slucaju TE, pobudnog vala. Ako se u problemu javlja i depolarizacija vala onda vrijednost

ukupnog rasprSenja iznosi:

oy = :—0 Y (RaP+1C). (4.64)

Na slici prikazana je usporedba rjeSenja za okomiti upad elektromagnetskog vala TE,
polarizacije na cilindar nacinjen od savrSenog metala. Radna frekvencija je f = 8.5 GHz, a pro-
mjer metalnog cilindra iznosi 2a = 5.42 cm. Dobili smo gotovo savrSeno poklapanje rezultata
dobivenih GIDMULT algoritmom i razvijenom metodom. Na slici [4.5] prikazani su koeficijenti
C,, u rastavu rasprSenog vala. Usporedimo li ocjenu o koli¢ini potrebnih modova iz knjige [40]
koja iznosi 2kox, gdje je x najveca dimenzija objekta, dobijemo odnos 17 za izraCunati broj

modova i 19 za broj modova po navedenoj ocjeni.

15 T T T T T T T T
algaritam
o GIDMULT

_1 5 | | ¥ | | | | | |
0 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180

kut [°]

Slika 4.4: Radarski presjek cilindra nacinjenog od savrSenog metala za okomiti upad 7 E, moda

Na slici 4.6 prikazana je usporedba rjeSenja za okomiti upad elektromagnetskog vala TE;,
polarizacije na cilindar nacinjen od savrSenog metala dobivenih s dvije razlicite metode. Graf
prikazan punom linijom dobiven je izvedenom metodom, a kruZi¢ima je prikazano rjeSenje
dobiveno GIDMULT algoritmom. Na spomenutoj slici moZzemo vidjeti dobro poklapanje dva
rjeSenja. Radna frekvencija i dimenzije sustava su iste kao i u prethodnom primjeru. Na slici
prikazani su koeficijenti R, u rastavu rasprsenog vala.

Na prethodnim slikama moZe se vidjeti to¢nost metode za okomiti upad elektromagnetskog
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Slika 4.5: Koeficijenti u rastavu raspr§enog elektromagnetskog vala za okomiti upad T E, moda na savr-
Seni metal
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Slika 4.6: Radarski presjek cilindra nacinjenog od savrSenog metala za okomiti upad 7'M, moda
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Slika 4.7: Koeficijenti u rastavu rasprSenog elektromagnetskog vala za okomiti upad 7M, moda

vala na cilindar nacinjen od savrSenog metala. U sljede¢im primjerima ispitat ¢emo tocnost
metode za racunanje kosog upada elektromagnetskog vala na cilindar nacinjen od savrSenog
metala koji se nalazi unutar homogenog dielektrika s permitivno$éu € = 4. Radna frekvencija
1 dimenzija metalnog cilindra su iste kao i u prethodnom primjeru, promjer cijelog objekta,
cilindra nacinjenog od savrSenog metala i dielektri¢nog plasta, iznosi 2b = 11.78 cm. Pobudni
planarni val upada na sustav pod kutem ®;,. = 70° u odnosu na os cilindra (os z). Na slici|4.8
prikazana je usporedba dobivenih rjeSenja, a na slici [4.9] su prikazani koeficijenti C, u rastavu
rasprSenog vala.

Na slici mozZemo vidjeti usporedbu metoda za kosi upad elektromagnetskog vala TE,
polarizacije pod kutem od ®;,. = 70° u odnosu na os cilindra, na cilindar nacinjen od savr$enog
metala unutar dielektrika s permitivno$cu € = 4. Na slici {.T1] prikazani su koeficijenti C, u

rastavu rasprSenog vala.

4.4.2 Primjena prethodno izvedene numericke metode na kosi upad elek-

tromagnetskog vala na plast nevidljivosti

Prethodno izvedena metoda omogucuje nam modeliranje kosog upada elektromagnetskog vala
na viSeslojnu anizotropnu strukturu. Neke od takvih struktura su plaStevi nevidljivosti naci-

njeni od metamaterijalnih struktura. Takvi plastevi nevidljivosti omogucuju smanjenje snage
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Slika 4.8: Radarski presjek cilindra nacinjenog od savr§enog metala unutar dielektrika s permitivno$éu
€ =4 zaupad TE, moda pod kutem o = 70°
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Slika 4.9: Koeficijenti u rastavu rasprSenog elektromagnetskog vala za za upad TE, moda pod kutem
o = 70° na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar dielektrika s permitivnoscu € =4
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Slika 4.10: Radarski presjek cilindra nacinjenog od savr§enog metala unutar dielektrika s permitivno$éu

€ =4 za upad TM, moda pod kutem o = 70°
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Slika 4.11: Koeficijenti u rastavu rasprsenog elektromagnetskog vala za za upad TM, moda pod kutem

o = 70° na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar dielektrika s permitivnoscu € =4
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rasprSenog vala, a time i radarski presjek strukture. Treba istaknuti da za neke sluCajeve nisu
potrebne metamaterijalne strukture. Moguce je dobiti isto ponasanje u manje kompliciranim i

Sirokopojasnijim strukturama [[109], [110] 1 [111].

Kako radi plast nevidljivosti

Osnova rada plaSteva nevidljivosti temelji se na transformacijskim metodama [92]]. Glavna ideja
je transformirati prostor 0 < p < b u koncentri¢nu cilindri¢nu ljusku a < p’ < b gdje sua i b

dimenzije plasta prikazane na slici4.12]

Pic

XK‘ 2b

Slika 4.12: Metalni cilindar unutar anizotropnog plasta

Pretpostavim ¢emo da se u opisanom problemu parametri strukture mogu predstaviti kao:

€=10 €9 O H= 0 Hyp O (4.65)
0 0 & 0 0 Mg

Glavna pretpostavka je da su Maxwellove jednadZbe invarijantne na transformaciju koordi-
nata [91]]. Nakon opisane transformacije dobijemo Maxwellove jednadZbe za polja E' i H' te

transformirane parametre € i u’:

, Je)”
£ = & (4.66a)
,Jud”t
W= (4.66b)

gdje J predstavlja Jacobijevu matricu transformacije koordinata. U cilindricnom slucaju koris-
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Idealni plast nevidljivosti [41] | TM, plast [82] TE, plast [42]
2 2
_ _ p= _ (e= b \%(p=
Epp = Upp = pa Hpp = ( pa> €pp = (b—a) < pa>
_ __p _ _ (b \?
€99 = Moo = 5 Hogp =1 €9 = (522)
2 p— 2
€z = Uz = (%) ppa &z = (ﬁ) Mz =1

Tablica 4.1: Parametri € i 4 Schurigovog i Caijevog plasta nevidljivosti

timo transformaciju:

o’ :a—l—b;ap (4.67a)
- (4.67b)
7=z (4.67¢)

koja daje parametre iz tablice 4.1} Primjenom opisane transformacije potpuni prostor iz kojeg
je izvadena jedna tocka transformiran je u prostor unutar kojeg nedostaje krug. Nakon tran-
sformacije prostora, putanje elektromagnetskog vala u prvom prostoru prelaze u putanje koje
zaobilaze krug koji nedostaje. Na taj naCin dobili smo efekt obilaska vala oko cilindra kojeg sta-
vimo unutar dijela prostora koji nedostaje. Kako bi to bilo moguce, potrebno je prilagoditi rubne
uvjete na vanjskom rubu transformirane domene. ViSe o teoriji u pozadini plaSta nevidljivosti
moZe se pronadi u ¢lanku [92]], a viSe o realizacijama plaSteva nevidljivosti, transformacijskim
metodama u elektromagnetizmu te dizajnu metamaterijala moze se pronaci u knjizi [112].

U tablici[4.1| prikazani su parametri € i i za plasteve nevidljivosti analizirane u nastavku po-
glavlja. Idealni plast nevidljivosti je plast koji se dobije prethodno opisanim transformacijama.
Problem kod idealnog plasta nevidljivosti je u tome $to je tesko (vjerojatno nemoguce) realizi-
rati strukturu u kojoj €e se svi paramteri permeabilnosti i permitivnosti mijenjati u ovisnosti o
radijalnoj udaljenosti. Kako se u izrazima uvijek javljaju produkti ili omjeri odredenih kompo-
nenti permeabilnosti i permitivnosti moguce je dizajnirati jednostavniji plast nevidljivosti kojeg
je mogude realizirati. Na taj nacin su dobiveni parametri aproksimativnog plasta nevidljivosti
[82].

U tablici [4.2] prikazane su fizicke dimenzije plasteva nevidljivosti. Oznake dimenzija mogu
se vidjeti na slici[4.1]

Na slici prikazana je usporedba radarskog presjeka za okomiti upad elektromagnet-
skog vala na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar Schurigovog plasta nevidljivosti s
10 slojeva izraCunatog s dvije razli¢ite metode. Krivulja nainjena punom linijom izraCunata
je GIDMULT algoritmom, a krivulja nacinjena kruZi¢ima je izraCunata prethodno opisanim

algoritmom.
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dimenzija (cm) | dimenzija (1)
unutarnji promjer 2a 542 1.44
vanjski promjer 2b 11.78 3.34
debljina jednog sloja 0.318 0.09

Tablica 4.2: Fizicke dimenzije plasta nevidljivosti s 10 slojeva

1|:| T T T T T T T T
—& —algoritam
8 - G DMULT ]

Oop'h [4E]
—_

_1 |:| | | | | |
a 20 40 B0 g0 100

kut [°]

| | |
120 140 160 180

Slika 4.13: Usporedba radarskog presjeka okomitog upada elektromagnetskog vala T M, polarizacije na
cilindar nacinjen od savr§enog metala unutar Schurigovog plasta nevidljivosti s 10 slojeva

Na slikama [4.14] i [4.18] prikazan je radarski presjek kruZnog cilindra nacinjenog od savr-
Senog metala za kosi upad elektromagnetskog vala. Mozemo vidjeti kako se radarski presjek

mijenja pri promjeni kuta upada elektromagnetskog vala.

Kosi upad elektromagnetskog vala na Schurigov plast nevidljivosti

Radarski presjek osnovne i krizne polarizacije za kosi upad elektromagnetskog vala T M, pola-
rizacije na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar Schurigovog plasta nevidljivosti s 10
slojeva prikazan je na slikama[4.15|i[4.16]

Na slici prikazana je usporedba ukupnog radarskog presjeka za kosi upad elektromag-
netskog vala TM, polarizacije na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar Schurigovog

plasta nevidljivosti s 10 slojeva, na cilindar na¢injen od savrSenog metala unutar idealnog plasta
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Slika 4.14: Radarski presjek cilindra nacinjenog od savrSenog metala za kosi upad elektromagnetskog

vala TM polarizacije
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Slika 4.15: Radarski presjek kopolarizacije za TM, upadni val na cilindar unutar Schurigovog plasta

nevidljivosti s 10 slojeva
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Slika 4.16: Radarski presjek krospolarizacije za TM; upadni val na cilindar unutar Schurigovog plasta

nevidljivosti s 10 slojeva
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Slika 4.17: Usporedba ukupnog radarskog presjeka za idealni plast nevidljivosti, Schurigov plast nevid-
ljivosti 1 metalni cilindar za upadni T M, val pod razli¢itim kutevima
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nevidljivosti i na Cisti cilindar nacinjen od savrSenog metala. Usporedbom krivulja unutar Slike
vidimo da Schurigov plast nevidljivosti s 10 slojeva radi tek za kosi upad pod kutem veéim
od 70° u odnosu na os cilindra. Za manje kuteve upada elektromagnetskog vala ukupni radar-
ski presjek cijelog sustava je veéi od ukupnog radarskog presjeka samog cilindra nacinjenog
od savrSenog metala. S druge strane idealni plaSt nevidljivosti (kojeg nije moguce realizirati u

potpunosti) daje mali ukupni radarski presjek za sve upadne kuteve.
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Kosi upad elektromagnetskog vala na Caijev plast nevidljivosti

1 5 T T T T T T T T
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Slika 4.18: Radarski presjek cilindra nacinjenog od savrSenog metala za kosi upad elektromagnetskog
vala TE polarizacije

Na slici 4.21] prikazana je usporedba ukupnog radarskog presjeka za kosi upad elektromag-
netskog vala TE, polarizacije na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar Caijevog plasta
nevidljivosti s 10 slojeva, na cilindar nacinjen od savrSenog metala unutar idealnog plaSta ne-
vidljivosti i na Cisti cilindar nacinjen od savrSenog metala. Usporedbom krivulja unutar Slike
vidimo da Caijev plast nevidljivosti s 10 slojeva radi tek za kosi upad pod kutem ve¢im od 75°
u odnosu na os cilindra. Za manje kuteve ukupni radarski presjek cijelog sustava losiji je od
ukupnog radarskog presjeka samog cilindra nacinjenog od savrSenog metala Sto znaci da ¢e nas
skriveni cilindar rasprsiti viSe polja nego Sto bi rasprsio da nije skriven unutar plasta nevidlji-
vosti. U oba slucaja idealni plast nevidljivosti ima mali ukupni radarski presjek za sve kuteve
upada.

Usporedbom radarskih presjeka kruznog cilindra nac¢injenog od savrSenog metalad.14]i[4.T§]
te radarskog presjeka kruznog cilindra nacinjenog od savrSenog metala koji se nalazi unutar
Schurigovog i Caijevog plaSta nevidljivosti i vidimo da za kuteve upada veée od 15°
u odnosu na os cilindra imamo sli¢ne vrijednosti radarskog presjeka Sto znaci da predlozeni

plastevi nevidljivosti ne rade za kuteve upada veée od 15° u odnosu na normalu na os cilindra.
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Kosi upad elektromagnetskog vala na metalni cilindar unutar anizotropnog viseslojnog plasta
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Slika 4.20: Radarski presjek krospolarizacije za TE, upadni val na cilindar unutar Caijevog plasta ne-

vidljivosti s 10 slojeva
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Kosi upad elektromagnetskog vala na metalni cilindar unutar anizotropnog viseslojnog plasta
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Slika 4.21: Usporedba ukupnog radarskog presjeka za idealni plast nevidljivosti, Caijev plast nevidlji-
vosti i metalni cilindar za kosi upad elektromagnetskog vala s T E; polarizacijom
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Poglavlje 5

Zakljucak

Modeliranje elektromagnetskih pojava 1 struktura je proces unutar kojeg se javlja mnostvo pro-
blema. Najveci dio problema povezan je s numerickim metodama koje se koriste pri rjeSava-
nju izvedenih modela. Tema ovog rada je rasprienje elektromagnetskih valova na planarnim
1 zakrivljenim strukturama. Numericke metode koje se koriste pri rjeSavanju problema ras-
prSenja uglavnom imaju problem s veliCinom strukture na kojoj se upadni elektromagnetski
valovi rasprSuju. RasprSenje elektromagnetskih valova na najjednostavnijim strukturama kao
Sto su kugla ili cilindar mogudée je rijesiti analiticki, ali ve¢ ¢im se kanonske strukture stave
unutar sloja dielektrika koji nema isti tip simetrije nemoguce je problem rijesiti analiticki ve¢
je potrebno koristiti neku numericku metodu. Kako bi smanjili zahtjeve na snagu i memoriju
racunala potrebno je napraviti detaljnu analizu problema koji rjeSavamo te modelirati analiticko
pojednostavljenje inace ¢emo morati rjeSavati jako velike linearne sustave. Cilj ovog rada bio je
smanjiti te zahtjeve u odredenim slucajevima. U slu€aju rasprSenja elektromagnetskih valova na
tankim zakrivljenim strukturama napravljena je asimptotska analiza koja omogucuje redukciju
dimenzije modela koji opisuje problem. Informacija o debljini strukture iskoriStena je na nacin
kako bi se smanjila dimenzija problema za jednu dimenziju i time uStedjelo na vremenu rada
racunala 1 memoriji potrebnoj za numericko rjeSavanje opisanog problema. PredloZzenom ana-
lizom doSlo se do smanjena matrice sustava za faktor 10 Sto omogucuje numerickoj metodi da
za red veli¢ine brZe rijeSi opisani aproksimativni model. PredloZena metoda omogucuje rjesa-
vanje problema rasprSenja elektromagnetskih valova na tankim dvodimenzionalnim objektima
te probleme rasprSenja skalarnih valova na tankim trodimenzionalnim objektima.

U radu je izvedena Greenova funkcija unutar homogenog jednooosno anizotropnog planar-
nog i cilindri¢nog prostora. Ta Greenova funkcija omogucéuje unaprijedenje brzog i efikasnog
GIDMULT algoritma s homogenih izotropnih problema na jednoosno anizotropne probleme.
Unaprijedeni algoritam primijenjen je na analizu efektivnih parametara periodickih struktura
nacinjenih od metalnih traka.

Analiza problema rasprSenja elektromagnetskih valova na kruZnom cilindru nac¢injenom od
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Zakljucak

savrSenog metala koji se nalazi unutar mnostva anizotropnih homogrnih slojeva rezultirala je
algoritmom koji na efikasan nacin rjeSava opisani problem. Potreba za rjeSavanjem rasprse-
nja elektromagnetskih valova na takvim strukturama proizlazi iz Cinjenice da su upravo pla-
Stevi nevidljivosti, koji su zadnjih godina postali populari u znanstvenoj literaturi, anizotropne
strukture. PredloZeni algoritam omogucuje rjeSavanje problema rasprsenja elektromagnetskih
valova na cilindri¢nim viSeslojnim, anizotropnim strukturama. Izvedeni model koristi sve si-
metrije opisanog problema i bazira se na metodi spajanja analitiCkog rjeSenja izvan viSeslojnog
anizotropnog cilindra s numeri¢kim rjeSenjem unutar cilindra. Rastavom rasprSenog polja na
modove te rastavom polja unutar cilindra na modove smanjena je dimenzija problema za dvije
dimenzije Sto omogucuje diskretizaciju samo jednodimenzionalnog objekta. Izvedeni sustav
jednadzbi potrebno je rijesiti za svaki mod, ali se u praksi pokazuje da tih modova nema pre-
viSe. Primjenom opisane metode moguce je brzo doci do odgovora na pitanje kako izgleda ras-
prseno polje. Izvedena metoda primijenjena je na rasprSenje kosog upada elektromagnetskog
vala na Schurigov i1 Caijev plast nevidljivosti. Metoda daje odgovor na pitanje koliko dobro
rade plastevi nevidljivosti za kosi upad elektromagnetkog vala. Pokazano je da oni rade dobro
samo za male kuteve upada elektromagnetskog vala u odnosu na normalu na os cilindra. Za
kuteve upada vece od 20° u odnosu na okomicu dolazi do velike degradacije svojstava plasteva

nevidljivosti.
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